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Resumo

Kochov (2007) demonstra que preferéncias incompletas sobre menu de loterias admitem
uma representacao baseada em um espago de estados subjetivos tnico e um conjunto de
crencas. Esta € uma generalizacdo da representacdo de preferéncias completas sobre
menus desenvolvida em Dekel, Lipman, and Rustichini (2001). Quando preferéncias
sobre menus sdo completas, Riella (2010) mostra que Flexibility Consistency € a versao
apropriada de Dynamic Consistency, a propriedade geralmente associada a
representacdes em que o espago de estados € exdgeno. Neste trabalho, procuramos por
uma versdo apropriada para Flexibility Consistency quando as preferéncias nao sao
completas. Uma versdo mais geral de Flexibility Consistency, chamada Flexibility
Consistency II, que também € relacionada com nog¢des de preferéncia por flexibilidade,
quando satisfeita, garante que novas informacdes sao usadas para atualizar as crengas na
representacio pela Regra de Bayes.



Abstract

Kochov (2007) shows that incomplete preferences over menus of lotteries admit a
representation based upon a unique subjective state space and a set of priors. This is a
generalization of the representation for complete preferences over menus developed by
Dekel, Lipman, and Rustichini (2001). When preferences over menus are complete
Riella (2010) shows that Flexibility Consistency is the appropriate version of Dynamic
Consistency, the property usually associated with exogenous space state representations.
In this paper we look for an appropriate version of Flexibility Consistency when
preferences are not complete. A more general version of Flexibility Consistency,
deemed Flexibility Consistency II, which is also related to notions of preference for
flexibility, if satisfied is enough to guarantee that new information will be used to
update the priors by the Bayes’ Rule .
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1 INTRODUCAO

Como a disponibilidade de novas informagoes afeta os individuos em seus problemas
de escolha? Como uma informac¢ao nova deveria influenciar a decisao de um agente
racional? Uma vasta literatura na teoria da decisao investiga relagoes de preferéncia em
que novas informagoes sobre os possiveis estados da natureza sao absorvidas por uma
atualizacao bayesiana das distribuicoes de probabilidade subjetivas do individuo. Neste
trabalho, demonstramos que preferéncias incompletas sobre menus sao dinamicamente

consistentes quando satisfazem ao axioma Flexibility Consistency II.

Um novo dado é relevante quando informa a respeito de eventos incertos e, por
isso, os modelos de escolha sob incerteza, em especial aqueles com incerteza subjetiva, sao
o ambiente ideal para o estudo das propriedades dindmicas de uma relagao de preferéncia.
Formalmente, tais propriedades sao avaliadas a partir da comparacao de duas relacoes
de preferéncia 7~ e —*, antes e depois da obtenc¢ao de uma nova informagao com base na

qual o agente reduz o espaco de estados da natureza que leva em consideracao.

Em modelos no estilo de Savage, como o trabalho seminal de Anscombe e Aumann
(1962) em que sao consideradas preferéncias sobre atos, uma distribui¢ao de probabilidades
subjetiva faz parte da representacao das preferéncias do individuo, mas o espaco de
estados da natureza sobre os quais essas crencas sao estabelecidas é exégeno e imposto
nas primitivas do modelo. Em geral, preferéncias deste tipo sao atualizadas pela Regra de
Bayes quando satisfazem ao axioma Dynamic Consistency, que basicamente caracteriza
duas relagoes de preferéncia 7~ e 72* que concordam sempre que os estados de natureza a

mais considerados pela preferéncia =~ forem irrelevantes para a comparacao de dois atos.

Dekel, Lipman e Rustichini (2001), daqui por diante, DLR, caracterizam relagoes
de preferéncias cuja representacao inclui além de uma distribuicao de probabilidade
subjetiva, estados da natureza subjetivos. As primitivas dos modelos de DLR sao relacoes
de preferéncia sobre menus de loterias. A idéia é que em um primeiro estdgio o agente
escolha um menu para, em um segundo estdgio, escolher uma das loterias desse menu.
A incerteza vem do fato de que o agente nao sabe quais serdo seus gostos no segundo
estdgio. Com essas primitivas foi possivel demonstrar a existéncia de uma representagao
com um Uunico espaco de estados subjetivos, o que sustenta sua interpretacao como a
representacao das preferéncias de um individuo que nao tem certeza sobre quais serao

seus gostos no futuro.

Riella (2010) encontrou a versao de Dynamic Consistency quando as primitivas do
modelo sao preferéncias completas sobre menus que admitem as representagoes encontradas
em DLR. Flexibility Consistency é a propriedade que garante que duas relagoes de

preferéncia sao dinamicamente consistentes e, sob este axioma, duas relacoes de preferéncia



=~ e =* 86 discordam se, em pelo menos uma situac¢ao, quando o individuo tem menos
informacoes sobre os estados de natureza ele prefere ter mais flexibilidade no segundo
estdgio, isto é, ele prefere escolher no presente um menu que ofereca mais opgoes no

futuro.

Os trabalhos acima se referem a relacoes de preferéncia que, entre outros axiomas,
satisfazem ao de completude. Ou seja, é pressuposto destes modelos que os individuos sao
sempre capazes de comparar dois menus, que eles nunca ficam indecisos. Todavia, este é
um axioma com pouco apelo descritivo ou normativo e, por isso, os principais teoremas de
representagao foram generalizados para preferéncias incompletas. Kochov (2007) retira o
axioma de completude da primitiva de DLR e deriva uma representacao para preferéncias
incompletas sobre menus caracterizada por um tinico espaco de estados subjetivos e por
um conjunto de distribuigoes de probabilidade subjetivas sobre este espago. Este trabalho
parte de seus resultados e, a luz das andlises contidas em Riella (2010), define uma versao
apropriada de Flexibility Consistency quando as preferéncias sao incompletas e o agente

considera um numero finito de estados da natureza em suas avaliagoes dos menus.

Flexibility Consistency II, embora formalmente diferente de Flexibility Consistency,
tem a mesma interpretacao do primeiro e, de fato, pode ser visto como uma versao mais
geral do axioma formulado em Riella (2010). Neste sentido, o ponto fundamental ainda é
que duas relagoes de preferéncia incompletas sobre menus sao dinamicamente consistentes
se discordarem apenas quando existir uma situagao em que, quando dispoe de menos

informacoes, garantir flexibilidade para o futuro é mais importante para o agente.



2 PREFERENCIAS SOBRE MENUS

Suponha que um individuo precise, hoje, tomar uma decisao que determinard quais
opcoes ele terd disponiveis em uma escolha futura. Esse poderia ser o caso de um
estudante universitdrio escolhendo sua area de formacao, de um empresario decidindo
em que pafs instalar uma fabrica ou de alguém que precisa escolher entre duas ou mais
ofertas de trabalho. Suponha ainda que, no momento em que precisa escolher uma area
de formacao, o estudante nao saiba exatamente qual carreira desejard seguir, isto é, que
ele nio tenha certeza sobre quais serdo suas preferéncias futuras. E razodvel acreditar
que para um individuo desse tipo ter mais op¢oes disponiveis no futuro seja confortével,
isto é, que sempre que possivel, ele prefira flexibilidade. FEste trabalho partird desse
principio simples: um individuo que enfrenta incertezas sobre seus gostos futuros pode

ser associado ao que se chama preferéncia por flexibilidade.

Kreps (1979) formalizou essa idéia através de um modelo cuja primitiva é uma
relacao de preferéncia sobre "conjuntos de oportunidades", ou, simplesmente, menus.
Sua abordagem exprime o cardter dinAmico deste problema ao considerar um processo
em que o individuo primeiro escolhe um menu para, em um momento futuro, decidir por
uma das opgoes contidas no menu previamente escolhido. Uma motivacao intuitiva para
essa abordagem é a de que quando o individuo nao sabe quais serao suas preferéncias no
futuro, nem sempre é possivel reduzir esse problema dindmico a um problema estatico
de escolha de estratégia intertemporal, ou seja, nem sempre é possivel utilizar o modo
como ele avalia os menus para derivar consistentemente uma relacao de preferéncia sobre
o conjunto das opcoes que compoem os menus. Além de um processo de escolha em duas
fases, outra diferenca fundamental entre o trabalho de Kreps e as representagoes no estilo
de Savage! é que, enquanto as ultimas requerem a imposiciao de um espaco de estados
de natureza como uma das primitivas do modelo, isto é, exdégeno, o primeiro deriva
os estados de natureza endogenamente, ou seja, permite que a relacao de preferéncia
"revele"quais possiveis cendrios futuros o agente tem em mente na hora de escolher um
menu. Todavia, essa interpretacao sé tem apelo se a partir da relacao de preferéncia for
possivel encontrar um espaco de estados de natureza tinico, o que nao acontece apenas

com base nas primitivas de Kreps. Estas, porém, foram refinadas por Dekel, Lipman e

!Nas representacoes de Savage (1954), as probabilidades sobre o espaco de estados da natureza sdo
subjetivas no sentido de que elas surgem como parte da representagao a partir das preferéncias do agente.
Na mesma linha, o trabalho de Anscombe e Aumann (1963) trata de ambos, risco e incerteza. O primeiro
¢ imposto exégenamente através dos objetos sobre os quais a primitiva do modelo é definida: loterias. A
segunda, assim como no modelo de Savage, faz parte da representacao a partir das preferéncias do agente.
Todavia, em ambas as formulagoes o espago de estados da natureza sobre os quais essas probabilidades
subjetivas estao definidas é exdgeno e imposto entre as primitivas do modelo. Essa formulagao nao
permite a interpretagao desses resultados como representagao para um agente que tem uma percepgao
prépria sobre quais sao os possiveis estados da natureza, como seria o caso, por exemplo, de um individuo
que nao tem certeza sobre quais serao seus gostos no futuro.



Rustichini, DLR, (2001) e por Dekel, Lipman, Rustichini e Sarver (2007), DLRS, que,
entao, encontraram representagoes em que o espaco de estados de natureza é, além de
subjetivo, inico. Por este motivo, as representacoes derivadas em DLR e DLRS serao
o ponto de partida deste trabalho e, sendo assim, sua compreensao se torna essencial.
Para tanto, esta secao apresenta as primitivas utilizadas em DRL e DLRS, comenta suas

representacoes e discute seus axiomas.

2.1 Preferéncias sobre menus: primitivas do modelo

2

Seja X um conjunto finito de alternativas e A (X)? o espago de distribuigoes de

probabilidades (loterias) sobre X. Seja X o conjunto de todos os subconjuntos fechados
3

e nao vazios do interior relativo de A (X)?. As primitivas do modelo sdo relacoes de

preferéncia =~ sobre X. Os elementos de X sao chamados menus e representados por

letras maiusculas A, B, C, D, etc. Os elementos de A (X) serdo representados por letras

mintsculas p, g, r, s, etc.

Sao consideradas preferéncias de um agente cujo problema de escolha tem duas
fases. Na primeira, ele opta por um menu do qual, na segunda etapa, escolherd uma
loteria. Assim como nos trabalhos precedentes a este, o problema da escolha no segundo
periodo serd omitido. No primeiro estdgio, o agente nao tem certeza sobre quais serao
seus gostos no futuro, ou seja, sobre quais serao suas preferéncias no segundo estdgio.
Cada possivel preferéncia futura (ex post) é associada a um estado subjetivo e a incerteza
do agente em relagao a elas é representada por uma distribuicao de probabilidades sobre
esse conjunto de estados subjetivos (S). Uma funcdo de utilidade dependente do estado
U:SxA(X)— R representa esse fato. E imposto que cada funcio de utilidade ez post
seja do tipo utilidade esperada. Por conveniéncia, o conjunto de funcoes de utilidade ex

post (estados subjetivos) é normalizado conforme

|X| X
U= u€R|X|4:Zu,~:06 Zu?zl
i=1 i=1

Neste trabalho, U serd visto como um sub-espago métrico de R".

PA(X) = {(pl, e Dn) i 20V i=1,.,n; ) pi = 1}
=1

30u seja, sdo consideradas apenas as loterias de suporte completo. Vale notar que os teoremas de
representacao de DLR e DLRS nfo assumem essa restrigdo. Entretanto, por razdes técnicas ela serd
necessdria aos resultados desenvolvidos nas secoes posteriores. Para uma discussao mais detalhada, ver
Riella (2010).



2.2 Preferéncias sobre menus: representacoes

Em um ambiente como o tal, que tipo de representacao faria sentido? Apenas para
ilustrar, um exemplo cldssico: imagine uma pessoa que gostaria de comemorar uma data
especial em um restaurante e, para tanto, precisa fazer as reservas com pelo menos um
dia de antecedéncia. No momento da reserva, ela nao sabe exatamente o que terd mais
vontade de comer na ocasiao do jantar. Para simplificar, suponha que essa pessoa sé
coma peixe e massa. Ou seja, que ela vislumbre para o futuro apenas dois possiveis
estados da natureza: (i) ter vontade de comer peixe e (ii) ter vontade de comer massa.
Na hora de escolher o restaurante em que fazer a reserva, é natural que ela compare
apenas as melhores opcoes dos respectivos menus em cada cendrio, isto é, que ela avalie
um restautante com base em sua melhor opcao caso ela esteja com vontade de comer
peixe e caso ela esteja com vontade de comer massa. Entao, uma representacao adequada
para uma preferéncia desse tipo deveria levar em consideracao apenas a maior utilidade
que um menu é capaz de proporcionar em cada cendrio considerado pelo individuo. Com

essa intuicao em mente, considere a seguinte definicao:

Definigao. A lista ((5, %), u, U) é uma representacao por Utilidade Esperada Aditiva
Positiva (UEAP) se (9, X)) é um espago mensurdvel®, y ¢ uma medida de probabilidade®
sobre (S,%) e U : S x A(X) — R é uma fungdo mensuravel dependente do estado
com U (s,.) sendo nao-trivial e do tipo utilidade esperada para todo s € S’. Uma
representacao UEAP ¢é dita canonica se S = U, p ¢ uma medida de Borel sobre U,
¥ é o conjunto dos subconjuntos de Borel de U e, para todo u € U e p € A(X),
U (u,p) = E, (u)®. Note que uma representagao canonica ¢ inteiramente identificada pela
crenga .Uma representacao UEAP ((S, X), i, U) representa uma relagao bindria 7, sobre

X se a funcao W : X — R defina por

W(A) = | maxU(s,p)u(ds)

S peEA

representa 2~ .

°0 par (S,¥) em que S é um conjunto e ¥ é uma o-dlgebra contida em P(S) (conjunto das partes
de S) é chamado um espago mensurével.

6Dado um espaco mensurével (S, ), uma fungio de probabilidade x4 é uma fun¢do definida em X tal
que

1. u(A) > 0 para todo A € 3;
2. pu(S) =1
3. Se A1, A, . € ¥ sao dois a dois disjuntos, entao p(U2,) = > oo, u(A4;).

"Com isto, queremos dizer que, para todo menu A € X, a fungdo o4 : S — R definida por o 4(s) :=
max U(s,p) para cada s € S & mensuravel.
pe

8Onde E, (u) = ;(p(x)u(x)



De acordo com esta definicdo, o individuo avalia um menu A ponderando as
melhores opgoes que ele oferece em cada estado da natureza pela probabilidade de que
cada um desses estados ocorra, sendo que tanto os estados de natureza considerados
possiveis como as probabilidades associadas a eles sao subjetivos. Isto é, fazem parte da

representacao das preferéncias do individuo, mas nao das primitivas do modelo.

Ainda conforme esta defini¢ao, nao ha nenhuma restri¢ao sobre o tamanho de S,
de modo que essa poderia ser uma representacao para preferéncias de um individuo que
considera possivel a ocorréncia de infinitos estados de natureza no futuro. Entretanto,
¢é possivel argumentar que em diversas situacoes os individuos levam em consideragao
apenas um numero finito de possiveis preferéncias futuras na hora de tomar sua decisao
em relacao a um menu. Neste caso, a representacao acima poderia assumir o seguinte

formato:

Definigao. ((S,X), u, U) é uma representacdo UEAP finita quando ((S,X), u, U) é uma
representacio UEAP com |S| < oo e ¥ = 25, Uma representacio UEAP canonica é

finita se p tem suporte finito.

Além de intuitiva, esta representagao finita pode ser obtida a partir de axiomas
bastante razodveis. Ademais, serd este o tipo de representagao utilizado nas préximas

secoes.

2.3 Preferéncias sobre menus: axiomas e teoremas

O que mais é preciso saber sobre uma relacao de preferéncia - a fim de garantir que
ela tenha uma representacao como a descrita acima? Antes de enumerar os axiomas sob
os quais uma representacao do tipo UEAP existe, estabelecer algumas defini¢oes facilitara

a compreensao dessas propriedades:

Definicao. Uma relacio bindria!® = ¢ dita:

1. reflexiva se A 77, A para todo A € X ;
2. transitiva se, para quaisquer A, B,C € X, A- Be B C — A~ C;

3. completa se, para quaisquer A, B € X , A~ Bou B - A.

De posse desses conceitos, é possivel formalizar a definicao a seguir.

Definigao (Pré-ordem). Uma relagao bindria 7~ ¢ uma pré-ordem (relagao de preferéncia)

se:

9Em que 2° ¢ o conjunto de todos os subconjunto de S, incluindo o préprio S.
10Uma relacdo bindria > sobre um conjunto X ¢ um subconjunto de X x X .

6



1. = é reflexiva;

2. 7 é transitiva.

Conforme DLR (2001), os axiomas que caracterizam uma relacdo bindria que

admite representacoes UEAP ou UEAP canoénica sao:

Axioma 1 (Pré-ordem completa). 7= é uma pré-ordem completa sobre X .

Logo, este axioma quer dizer que 77 é uma relagdo que exprime as preferéncias

de um individuo capaz de comparar todos os menus de X .

Axioma 2 (Continuidade vNM). Para quaisquer menus A,B,C com A = B > C,

existem dois nimeros reais o e 5 € (0,1) tais que

A®,C =B = Ags C'.

A intuicdo desse axioma é a de que um menu C, embora pior do que um menu
B, nunca pode ser tao ruim. Ou seja, as opgoes do menu C' nao podem ser tao piores a
ponto de, quando misturadas com as loterias de um menu A melhor do que B, sempre
gerarem loterias piores do que o menu B. Da mesma forma, o axioma quer dizer que
um menu A, por melhor que seja, nunca serd composto por loterias tao boas que estas
nunca possam se tornar piores do que o menu B pela composi¢ao com um menu C' pior
do que B. Por isso essa propriedade é chamada de continuidade, porque ela descreve as

preferéncias de um individuo que compara os menus de uma maneira "suave".

Axioma 3 (Independéncia). Para todo A € (0, 1] e para quaisquer menus A, B e C' € X,
Az B <= M+ (1-NCzZAB+(1-))C.

Em geral, o axioma de independéncia se refere & propriedade de que ao comparar
dois elementos, o que importa para o individuo é a diferenca entre eles e nao a semelhanca
que guardam entre si. Neste contexto, de acordo com DLR(2001) a interpretagao é a
mesma: a avalia¢do de dois menus AA + (1 —A)C' e AB + (1 — A\)C serd governada apenas

pela forma como o agente compara os menus A e B, o que independe do menu C.

Axioma 4 (Monotonicidade). Para quaisquer menus A and B, A C B implica B 7 A.

Este axioma, sugerido pela primeira vez no trabalho de Koopmans (1964) e
utilizado no modelo de preferéncias sobre menus de Kreps (1979), diz que um menu

B que contenha as opgoes de um menu A, serd sempre pelo menos tao bom quanto ele.

UOnde A®yC:={pe A(X):p=XAg+(1—N\)r paraalgum g€ Aer € B}.

7



Ou seja, mais opgoes é sempre preferivel a menos opgoes. De acordo com Kreps (1988),
este tipo de propriedade estd associado ao fato de que o agente enfrenta incerteza em
relacao aos seus gostos futuros, ja que para uma pessoa que saiba exatamente quais serao
suas preferéncias no segundo estdgio, ter mais opgoes seria, no minimo, irrelevante. Vale
notar, ainda, que este axioma implica que ter mais opgoes nunca gera desconforto para
o individuo, o que com certeza nao se aplica & todos os contextos. De fato, em DLR e
DLRS as representagoes sao obtidas sem assumir o axioma de monotonicidade. Neste
trabalho, entretanto, manteremos o foco em relagoes de preferéncia que satisfacam este

axioma.

Axioma 5 (Nao-trivialidade). Existem dois menus A e B tais que A > B.

DLRS (2007) demonstra que uma relagdo bindria 7= que satifaz os axiomas
acima admite representacoes UEAP e UEAP canoénica. O seguinte teorema sintetiza

este resultado:

Teorema 1 (DLRS). As seguintes afirmagoes sio equivalentes:

1. 7 satisfaz aos axiomas 1-5.
2. 77 tem uma representacao UEAP ((S,%),u,U).
3. 7 tem uma representagao UEAP canoénica .
Embora esta tenha sido a contribui¢ao seminal dos autores, em 2008 este resultado
foi especializado para um representacao em que S é finito, isto é, em que o individuo

considera apenas um nuimero finito de estados de natureza. O axioma a seguir caracteriza

preferéncias que possuem este tipo de representacao.

Axioma 6 (Finitude). Todo menu A tem um subconjunto finito C' tal que A ~ C.

Isto é, ao avaliar um menu com infinitas opcoes, o individuo levard em consideragao
apenas uma parte finita delas em sua andlise. Do ponto de vista descritivo, este axioma
¢é bastante razoavel e, além disso, sustenta a existéncia de um tipo de representacao no

qual este trabalho se concentrard durante as préximas segoes.

Teorema 2 (DLR2). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. 7~ satisfaz aos axiomas 1-6.

2. 7~ tem uma representagao UEAP ((S,X), i, U) finita.



3. 7~ tem uma representacdo UEAP canonica e finita f.

Finalmente, da discussao acima é possivel concluir que preferéncias que satisfacam

os axiomas 1 a 6 podem ser representadas por

A~ B «<— Zu(s) I;r,lea,i( U(s,p) > Z,u(s)maXU(s,p),

cB
seS s P

ou, ainda, pela representacao candnica

'S >
AZB = ) pluymaxBu)> Y pls)maxF(u).
u€supp (1) u€supp (1)



3 PREFERENCIA POR FLEXIBILIDADE: UMA
CONDICAO PARA CONSISTENCIA DINAMICA

Os modelos de representacao de preferéncias sobre menus tém um cardter dindmico
no sentido de que levam em consideracao o fato de que, apds a escolha do menu, o agente
ird tomar outra decisao em um momento posterior. Todavia, o que um individuo faria
se, antes de escolher o menu, tivesse acesso a novas informacoes capazes de alterar suas
preferéncias futuras? Em outras palavras, o que aconteceria com as preferéncias de um
individuo se, a partir da observagao de um sinal, ele soubesse que um dos estados de

natureza que ele leva em consideracao nao pode mais acontecer?

Em um tratamento normativo dessa questao, muitos investigaram as propriedades
uma relacao de preferéncia deve ter de modo que, diante de novas informacoes, o individuo
atualize suas crencas pela Regra de Bayes!?, procedimento geralmente associado ao
que seria um individuo "racional". Em modelos no estilo de Savage, as preferéncias
precisam satisfazer ao axioma de Consisténcia Dindmica. Riella (2010) deriva uma versao
apropriada desse axioma para preferéncias sobre menus de um individuo que reage a
disponibilidade de novas informacoes de maneira racional, isto é, atualizando suas crencas

pela Regra de Bayes. Seus resultados sao apresentados nesta secao.

Entretanto, antes de abordar qualquer aspecto dindmico da decisao do agente
é preciso, em primeiro lugar, estabelecer com precisao de que maneira o dinamismo é
inserido no ambiente escolhido - o mundo dos menus. Basicamente, o fendémeno serd
modelado como duas relagoes de preferéncia 77 e ~~* diferentes, sendo que a segunda
representa as preferéncias do agente apés a ocorréncia de um sinal observavel capaz de
afetar seu comportamento. Ou seja, é através da comparagao entre essas duas relacoes

de preferéncia que o modelo ganha o aspecto dindmico de interesse'?.

Compreender a que tipo de situacao um modelo como este se refere é mais facil
através de um exemplo. Considere o problema de uma pessoa que precisa escolher em
que supermercado comprar ingredientes para preparar um jantar que oferecerd em sua

casa. Suponha que entre seus convidados estd sua chefe, que entretanto nao confirmou

2Dada uma medida de probabilidade y e um evento T com u(T) > 0, de acordo com a Regra de
Bayes, apés a observagao de um evento T qualquer, o individuo atualiza sua crenga de modo que a
w(TNT)

w(T)

probabilidade de um evento 7' qualquer passe a ser pu(T\T) =

13 Assim como em Riella (2010), por simplicidade este trabalho ir4 se limitar ao caso em que o agente
recebe um unico sinal. Esta simplificacao pode ser feita sem perda de generalidade porque no caso em
que um individuo recebe vérios sinais é preciso trabalhar com uma colegdo de 7Z*’s, o que néo afeta as
andlises conduzidas no contexto deste trabalho.
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presenca. Suponha ainda que, caso a chefe v4 ao jantar, seja importante para este agente
oferecer um prato e um vinho sofisticados. Caso contrario, ele prefere economizar e
oferecer uma refeicao mais informal. Imagine que, antes de sair de casa, o individuo fique
sabendo que sua chefe nao poderd aceitar o convite. Nos termos do modelo, o individuo
tem uma relagao de preferéncia - sobre os supermercados (menus) antes de saber se a
chefe vai ou nao, e outra relacao de preferéncia =* depois de receber a ligacao da chefe
(sinal observédvel). As propriedades que duas relagdes de preferéncia =~ e 7~* precisam
ter para que a segunda seja uma atualizacao racional da outra sao discutidas em Riella

(2010), cujos principais resultados sdo apresentados a seguir.

3.1 Atualizacao Bayesiana de Preferéncias sobre Menus

Riella (2010) apresenta os axiomas que caracterizam preferéncias sobre menus que
sao dinamicamente consistentes quando o espaco de estados da natureza subjetivo é finito
e quando ¢ infinito. Este trabalho, por sua vez, restringe atencao ao caso finito. Dada
a existéncia de uma representacao finita por funcao de utilidade para preferéncias sobre

menus (Teorema 2), considere os seguintes defini¢ao e axioma:

Definicao. Para quaisquer dois menus A, B a relagao de flexibilidade extra > é definida

por:

A > B se, e somente se, A D B e existe um menu C' tal que

AUC = BUCmas AUC~* BUC.

Para entender a definicao acima, suponha que A O B, o que pelo axioma de
monotonicidade implica que A =~ B. Se A > B, entao existe um menu C' que quando
adicionado aos menus A e B, elimina qualquer valor que 7Z* pudesse associar as opgoes
extras em A, algo que nao ocorre com 7~ . Isto é, se A > B , entdo em pelo menos uma
situacao, a preferéncia 7~ vé na maior flexibilidade oferecida pelas op¢oes adicionais de
um menu A um valor que a preferéncia 2~* nao vé. Riella (2010) trabalha com a seguinte

propriedade:

Axioma 7 (Flexibility Consistency). Para quaisquer dois menus A e B,

A=*BeBr A= AUBD A

Impor que Z e ~* satisfagam este axioma é impor que toda discordéncia que
eventualmente seja observada entre elas decorra do fato de que a preferéncia 7~ veria

ganhos em se adicionar as opgoes do menu B ao menu A que ~~*nao veria. A idéia fica
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mais clara com a observacao de que o axioma pode ser escrito como

A >~ "BeBr- A= (AuB)UC > AUC
mas (AUB)UC ~ *AUC, para algum C € X U {0} .

Note que, se 7 e 7—* satisfazem Flexibility Consistency, entao, se as preferéncias
>~ e 77" nao concordam, deve existir pelo menos uma situagado em que a preferéncia -
considera estritamente melhor o menu que contém as opcgoes adicionais encontradas no
menu B, enquanto a preferéncia ~~* é indiferente entre ter ou nao tais opgoes no menu
AUC. Ou seja, em pelo menos uma situagao, -~ vé na flexibilidade mais valor do que ~—*.
No exemplo anterior, isto corresponderia a dizer que as preferéncias do individuo antes
e depois de saber da auséncia da chefe s6 podem discordar se, sem saber da informagao,
for importante para o agente ir a um supermercado que tenha ambas as opgoes (jantar
informal e itens sofisticados) e, apds receber a informagao, um supermercado ter ou nao
itens sofisticados nao tenha mais importancia. As implicagbes desse axioma sobre as

representagoes de 2~ e ~* sao enunciadas através do seguinte teorema:

Teorema 3 (Riella (2010)). Seja 77 uma preferéncia UEAP finita e seja 7Z* uma preferéncia

UEAP genérica. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. 7~ e =—* satisfazem Flexibility Consistency;

2. Para qualquer representagao UEAP finita ((S, %), u, U) de =, existe T' C S tal que
((S,%), pup, U) representa ., onde pup é a atualizacdo bayesiana de p depois da

observacgao de T

3. A representacao candnica p* de Z* é a atualizacao bayesiana da representagao

canonica p de 77 depois da observagao do evento supp (u*) .

Preferéncias completas sobre menus que satisfazem Flexibility Consistency sao
dinamicamente consistentes no sentido de que o agente, a partir de um sinal observavel,
computa a informacao de que um ou mais estados de natureza nao podem ocorrer e, entao,
atualiza sua crenga sobre o espago de estados subjetivos usando a Regra de Bayes. Ou seja,
quando uma preferéncia 77 s6 discorda de 72* se em alguma situa¢ao uma valoriza mais
flexibilidade do que a outra, na representacao de ~* a crenga do individuo (distribuigao

de probabilidade p*) é a atualizagao bayesiana da crenga u da representacao de 77 .
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4 PREFERENCIAS SOBRE MENUS: ANALISES
DO CASO INCOMPLETO

Os trabalhos de DLR, DRLS e Riella tratam de relacoes de preferéncias que, entre
outros axiomas, satifazem o axioma de completude. Todavia, supor que um individuo
é sempre capaz de fazer comparacoes é, para alguns, uma hipétese forte demais. Nas
palavras de Aumann (1962), o axioma de completude é o mais questiondvel. Segundo Ok
(2000), a principio ndo hd motivos para supor que um individuo racional nao possa, em
determinadas situacgoes, ficar indeciso. Este argumento é antigo e remete aos trabalhos
seminais de Aumann (1962) e Bewley (1986). Completude é "inaccurate as a description
of real life..." e "...hard to accept even from the normative viewpoint”"(Aumann, 1962,
p.446). De fato, para muitos, nem do ponto de vista normativo impor completude
tem apelo (Ok, 2000): "If probabilities are not known, there seems to be no normative
Justification for completness”(Bewley, 1986, p.11). Ademais, segundo Ok (2000), além
de mais realistas, preferéncias incompletas podem ser uma solucao alternativa para os
casos em que faltam informagoes a respeito das preferéncias do agente. Isto é, quando
s6 h& informacgoes parciais sobre uma determinada relacao de preferéncia, modelar o
individuo como se ele tivesse preferéncias incompletas é uma maneira rigorosa de tratar
o problema da falta de informacao. Finalmente, preferéncias sociais ou preferéncias que
expressam decisoes coletivas sao outros bons argumentos de Ok (2000) para o tratamento
de preferéncias incompletas. Dito isto, nao surpreende que os principais teoremas de
representacao tenham sido generalizados para preferéncias incompletas. Em linha com
esta literatura, o objetivo deste trabalho é retirar o axioma de completude e encontrar a
versao apropriada de Flexibility Consistency para preferéncias incompletas. Nesta secao,
os teoremas de representagao para preferéncias incompletas sobre menus demonstrados

em Kochov (2007) sao apresentados e especializados para o caso finito.

4.1 Preferéncias incompletas sobre menus: representacoes

Sem a hipétese de completude, qual seria uma representacao apropriada para as
preferéncias de um individuo que precisa escolher um menu do qual, posteriormente,
terd a chance de optar por uma de suas alternativas? Ainda faz sentido que, ao avaliar
um menu, o agente leve em consideracao apenas suas melhores opcoes em cada cenério.
Suponha que existam dois menus A e B entre os quais o individuo fique indeciso, isto

é, dois menus que o agente nao seja capaz de comparar'?.

O que poderia motivar tal
indecisao? Embora o individuo nao saiba quais serao suas preferéncias no segundo estédgio,

ele acredita que esses eventos seguem uma determinada distribuicao de probabilidade e

4Notagdo: A x B quando A e B nio sdo comparéveis.
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¢é através dessa crenca que ele leva em consideragao a incerteza em relacao ao futuro.
Mas, se o agente nao tiver crencas claras a respeito dos possiveis cendrios, isto é, se ele
nao souber ao certo qual entre varias distribuicoes de probabilidade deve considerar na
hora de tomar sua decisao, entao é possivel que, por exemplo, um menu A seja melhor
do que um menu B de acordo com uma crenca enquanto, sob uma outra distribuicao de
probabilidade, o menu B seja melhor do que o menu A. Em uma situacao como a tal,
o individuo nao teria como chegar a uma conclusao a respeito de como os menus A e B
se comparam. Todavia, caso o menu A fosse melhor do que o B sob qualquer uma das
distribuigoes de probabilidade, ele ainda conseguiria dizer que A =~ B. Esta ¢é a idéia da

seguinte definicao:

Definigao. Dizemos que uma lista ((S,%), A, U) é uma representacao por Utilidade
Esperada Aditiva Positiva Incompleta (UEAPI) se (5, X) é um espago mensuravel,
A é um conjunto de medidas de probabilidade sobre S e U : S x A(X) — R & uma
fungao de utilidade mensurével dependente do estado, com U (s, .) sendo nao-trivial e do
tipo de utilidade esperada para todo s € S. Uma UEAPIT ¢ dita canoénica se S = U,
A é um conjunto fechado e convexo de medidas sobre U e, para cada u € U e p €
A(X), U(u,p) = E, (u). Note que uma representagdo UEAPI canodnica ¢é inteiramente
caracterizada pelo conjunto de crengas A. Dizemos que uma relagao bindria >~ incompleta

sobre X tem uma representacao UEAPI quando

A7 B <= [ maxE,(s,.)p(ds) > | max E, (s,.)u(ds) para toda p € A.
S peEA S peEB

Mais uma vez, uma representacao como a acima descrita inclui também individuos
que consideram infinitos estados de natureza como possiveis cendrios futuros. Conforme
mencionado anteriormente, neste trabalho nos concentraremos em representacoes finitas.

Considere a definigao a seguir.

Defini¢ao. Uma lista ((S,X), A, U) é uma representacao UEAPI finita se ((S, %), A, U)
¢ uma representacdo UEAPI com |S| < co.Uma representagdo UEAPI canonica ¢ finita

se [Upeasupp (1)] < oo .

4.2 Preferéncias incompletas sobre menus: axiomas e teoremas

Kochov (2007) explorou a questdo acima e axiomatizou preferéncias que admitem
estes tipo de representagao. Segundo seu principal resultado, uma relacao bindria incompleta
>~ tem uma representacido UEAPI ou UEAPI canonica quando satisfaz, entre outros,

0s seguintes axiomas:

Axioma 8 (Pré-ordem). 7= é uma pré-ordem sobre X .
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Axioma 9 (Continuidade II). Para quaisquer duas sequéncias convergentes” {A,} e
{B.}, A, = B, para todo n implica lim {A,} = lim {B,}.

A interpretacao desses axiomas é essencialmente a mesma do caso completo.
Todavia, vale ressaltar que, em Kochov, 77 é uma pré-ordem (relagdo bindria transitiva
e reflexiva), mas nao é uma pré-ordem completa. Ou seja, as primitivas do modelo de
Kochov podem ser preferéncias de um individuo que eventualmente fique indeciso entre

dois menus. O principal resultado de Kochov (2007) pode ser enunciado como:

Teorema 4 (Kochov). As sequintes afirmagées sio equivalentes:

1. 7~ satisfaz aos axiomas 3-5 e 8-9;
2. 7 tem uma representacgao UEAPI ((S,%),A,U) .
3. 7~ tem uma representacao UEAPI canonica A.
Entretanto, embora tenha generalizado as representacoes UEAP para preferéncias
incompletas, as relacoes de preferéncias tratadas em Kochov nao satifazem ao axioma de

finitude. A fim de obter uma representacao finita, considere mais uma vez o axioma de
finitude.

Axioma 10 (Finitude). Todo menu A tem um subconjunto finito C' tal que A ~ C.

A imposicao de Pré-ordem, Continuidade II, Monotonicidade, Independéncia,

Nao-trivialidade e Finitude nos permite demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. 7~ satisfaz aos axiomas 3-5, 8-10;
2. =~ tem uma representacao UEAPI ((S, %), A, U) finita.

3. 7 tem uma representagdo UEAPI canoénica A tal que |U easupp (1)| < oo.

A idéia da demonstracao (cujos detalhes encontram-se no apéndice) é basicamente
mostrar que se 7 ndo tem uma representagao canonica finita, isto €, que se |U easupp (1)| =
0o, entao existe um menu A'® tal que, para nenhum menu C' com |C| < oo, temos que
A ~ C. Com isso, temos a representacao finita de preferéncias incompletas sobre menus

necessdria para a demonstracao dos resultados a seguir.

P Em que por convergéncia entende-se convergéncia na métrica de Hausdorff.
16 Qualquer menu A tal que A := {q € A(X);d(p, q) < a} paraalgum p € A(X) e a > 0 suficientemente
pequeno, isto é, que seja uma esfera, é um exemplo desse caso.
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5 PREFERENCIAS SOBRE MENUS: DINAMICA
CONSISTENTE SOB INCOMPLETUDE

Quando uma relacao de preferéncia 7~ sobre menus é (entre outras caracteristicas)
completa, Riella (2010) demonstra as condigbes sob as quais, diante de novas informagoes,
a atualizacao ~~* de - é dinamicamente consistente no sentido de que a cringa u* na
representacao de 7~* é uma atualizacao bayesiana da crenga pu na representacao de 7.
Dado que existe uma representagao para uma relacao de preferéncia incompleta - sobre
menus, o0 que caracteriza as preferéncias de um individuo que, a despeito da incompletude,
atualiza suas crencas de acordo com a Regra de Bayes quando observa um sinal capaz de
informar sobre suas preferéncias ex-post? Esta é a pergunta que este trabalho pretende
responder e, a luz dos resultados de Riella (2010), temos como objetivo encontrar a
versao apropriada de Flexibility Consistency quando as preferéncias sobre menus nao sao
completas. Para tanto, a mesma estratégia utilizada em Riella (2010) serd empregada em
nossas andlises: a partir da ocorréncia de um sinal observavel, duas relacoes de preferéncia
> (antes do sinal) e 72* (depois do sinal) serdao comparadas. As relagoes entre - e 2*
serao exploradas e culminarao em um axioma que caracterizard - e 2~* quando elas forem

dinamicamente consistentes.

5.1 Nocoes de flexibilidade comparativa: o caso incompleto

Uma vez que o objetivo é observar como duas relagoes de preferéncia interagem
a partir da observacao de um sinal, hd a necessidade de definir termos especificos sob
os quais essas duas relagoes de preferéncia podem ser comparadas. Para tanto, nogoes

bésicas de flexibilidade comparativa serao discutidas nesta segao.

No caso completo, temos que se duas relagoes de preferéncia - e 2* discordam
entre si apenas quando uma vé mais valor na flexibilidade do que a outra em pelo menos
uma situagao, entao 7~ e 2* serdo dinamicamente consistentes. Dois conceitos bésicos
dessa conclusao sao: discordéncia e valor da flexibilidade. A fim de estabeler os resultados
para o caso incompleto, esses conceitos serao formalizados de acordo com as defini¢oes
abaixo. Com base nelas também serd possivel estabeler resultados preliminares que serao
utilizados na demonstracao do nosso principal teorema. Relembre a definicao da relacao

de flexibilidade extra introduzida acima.

Definigao. Para quaisquer dois menus A, B a relacao de flexibilidade extra > é definida
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por:

A > B se, e somente se, A O B e existe um menu C' tal que

AUC = BUCmas AUC~* BuC(C.

De acordo com essa defini¢do, se um menu A é tal que A O B e A > B, entao,
em pelo menos uma situagao as opgoes extras do menu A tém valor para a preferéncia -,
mas sao irrelevantes de acordo com a preferéncia ~*. Quando duas relagoes de preferéncia

>~ e 7~* tém uma representacao candnica finita, é possivel demonstrar o seguinte lema:

Lema 1. Sejam - e 7=* preferéncias com representacoes UEAPI canodnicas finitas A e
A, respectivamente. Defina S :=U,_,supp (1) e S* :=U ._..supp (1u*) . Para quaisquer
dois menus A e B tais que A D B, A1> B se, e somente se, existe u € S \ S* tal que

max E,(u) > max E,(u).

Note que, como consequéncia da nao-completude das preferéncias, é necessdrio
lidar com um conjunto de crengas sobre o espago de estados da natureza subjetivo e,
naturalmente, levar em consideragao o suporte de cada uma dessas priors. O lema acima
exprime essa idéia através dos conjuntos S e S*. O axioma de finitude é uma condigao
necessdria para que os conjuntos S e S* sejam fechados, caracteristica importante para
a demonstracao dos resultados. Neste sentido, a incompletude das preferéncias torna
necessario que os resultados utilizados sejam obtidos a partir de condicoes mais restritivas
do que as impostas no caso completo. A idéia da demonstragao, por sua vez, continua

a mesma. Se A D B e A > B, é imediato que existe u € S\ S* tal que max E,(u) >
pe

max E,(u). A outra diregao tem uma intuigdo geométrica simples. Para ilustrar, suponha
peB

que | X| = 3 e considere dois menus A e B tais que A O B (figura 1). Suponha que exista
u* €S\ S* tal que max E,(u*) > max E,(u*). Chame de ¢* a loteria que, no estado u*,
pE pE

tem um valor esperado maior ou igual a todas as outras opgoes do menu B (figura 2).

Precisamos demonstrar que existe um menu C' cujas loterias, quando adicionadas
ao menu B, sejam tais que AUC > BUC mas AUC ~* BUC. Ou seja, é preciso adicionar
ao menu B opc¢oes de modo que ele se torne pelo menos tao bom quanto o menu A de
acordo com a preferéncia 72" e, a0 mesmo tempo, garantir que nenhuma dessas opgoes

adicionais seja a loteria ¢*.

Nos casos como o do estado u ilustrado na figura 2, é possivel fazer isso adicionando
ao menu B as melhores loterias do menu A. Porém, em casos como o do estado @, a melhor
loteria de A coincide com a loteria ¢*, o que faria com que o maior valor esperado dos

menus A UC' e B U C no estado u* fossem iguais. Na figura 3, é possivel observar esse
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caso. Como adicionar a loteria ¢* ao menu B é problemadtico no sentido acima, entao
a estratégia é adicionar a loteria § ao menu B. No estado u essa loteria é indiferente a
loteria ¢* e, ao mesmo tempo, é tal que no estado u* a loteria ¢* ainda é melhor do que
ela. Construindo C' dessa forma, isto é, coletando tais loteria para cada uma dos estados,
é possivel obter um menu C tal que AUC = BUC mas AUC ~* BUC.

De acordo com este lema, sempre que existir uma situagdo em que - vé algum
valor adicional em escolher um menu A com mais opgoes do que um menu B, mas ~—*
nao, entao existird um estado de natureza considerado possivel em S, mas nao em S*, tal
que a melhor opcao do menu A seja estritamente melhor do que a melhor opcao do menu
B. Ou seja, é como se o ganho gerado em 7~ em fungao da maior flexibilidade do menu
A estivesse diretamente associado & ocorréncia de um gosto futuro (estado da natureza)

que a preferéncia —*, por sua vez, nao considera como uma possibilidade.

~Y

Seguindo essa intuicao e lembrando que quando as preferéncias sobre menus sao
completas o processo de atualizacao pela Regra de Bayes pode ser associado ao fato de
que as preferéncias de um individuo antes (77) e depois (7*) da observagdo de um sinal
s6 discordam se a primeira valorizar mais flexibilidade do que a outra, o passo que segue
é considerar qual versao de Flexibility Consistency garante os mesmos resultados quando
as preferéncias =~ e 7~* nao sao completas. Para tanto, é conveniente expressar a idéia de

discordancia na auséncia de completude.

Considere uma preferéncia —* incompleta sobre X que tenha representacao
UEAPI. Sejam dois menus A e B. Do Teorema 4,

A" B «— max E, (s,.) p* (du) > max E, (s,.) 1" (du) para toda p* € A*,
u* peEA U peEB

Agora considere uma preferéncia 7~ e note que para que =~ discorde de ~*, uma
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condicao suficiente é que

max E, (s,.) p (du) > max E, (s,.) p(du) 3 pe A,

u* peB ux peEA

ou seja, apenas que A % B, o que, no caso incompleto, nao implica que B = A.
J

Analogamente, se B - A , entdo 7 discorda de 7=* se B #* A. Isto &,

B#*A <~ max E, (s,.) p* (ds) > | maxE, (s,.)u*(ds) 3 p* € A*,
S peEA §* peEB

B A < [ maxE,(s,.)p(ds) > | max E,(s,.)u(ds) paratoda € A.
S pEB S pGA

Embora no caso incompleto seja mais trabalhoso construir intuicoes, com base

na idéia acima, o seguinte axioma fica mais intuitivo:

Axioma 11 (Flexibility Consistency II). Para quaisquer dois menus A e B

A7 BeA BouBY}* " AeB; A = AUBB> A

E possivel entender o axioma acima como uma versao mais geral daquele empregado

no caso completo. Basta notar que, se as relagoes de preferéncia forem completas, entao

A = *BeA}BouB#*"AeBr7 A= AUBDP> A
Y

A - "BeB>AouA>-"BeBZA = AUBD> A
Y

A > "BeBrZ A= AUBD> A

Ou seja, Flexibility Consistency IT impoe sobre preferéncias incompletas o mesmo
tipo de comportamento imposto pelo axioma Flexibility Consistency na presenca de

completude!”.

A relacao de flexibilidade extra expressa a existéncia de situagos em que as opcoes
adicionais de um menu sao estritamente preferidas em uma das relagoes de preferéncia,
mas inrrelevantes de acordo com a outra. Entretanto, é possivel aplicar uma definicao

mais precisa para uma relacao de preferéncia - que valoriza flexibilidade mais do que

I7A discussdo acima mostra que no caso completo, Flexibility Consistency II é mais forte do que
Flexibility Consistency. Todavia, para preferéncias UEAP as duas definigoes sao equivalentes.
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uma relagao de preferéncia ~—* .

Definicao. Uma relagao de preferéncia 7~ sobre X’ valoriza flexibilidade mais do que uma
relagao de preferéncia =* sobre X’ se, e somente se, para quaisquer dois menus A e B tais
que ACB

B>"A = B> A

Ou seja, se 7 valoriza flexibilidade mais do que 7—*, sempre que um menu B com
mais opgoes é estritamente preferido do que um menu A por =*, 7~ também ird preferir
estritamente o menu B ao menu A. Esta definicao guarda a seguinte relacao com o axioma

Flexibility Consistency II.

Lema 2. Sejam = e =* duas preferéncias UEAPI. Se - e =*satisfazem Flexibility

~Y Y

Consistency 11, entao = valoriza flexibilidade mais do que 7=* .

Em palavras, se duas relagoes de preferéncia =~ e 7=* s6 discordam quando em
alguma situacao ter mais flexibilidade é mais importante para 2~ do que para =*, entao,

>~ valoriza mais flexibilidade do que 7Z* no sentido da definicao acima.

Até este ponto, foram definidas formas de interagao entre relagoes de preferéncia,
mas a idéia de que uma =* é a atualizagdo da outra 7~ depois da observacao de um sinal

nao foi formalizada. O préximo lema expressa essa idéia.

Lema 3. Suponha que 7, e 72*sejam preferéncias UEAPI com representagdes candnicas
finitas A e A*, respectivamente. Entdao, 7~ valoriza flexibilidade mais do que 7~* se, e

somente se,

U cns8upp (1) S U, supp (1) -

Logo, se 7~ valoriza flexibilidade mais do que 7=*, entao a uniao dos suportes de u*
estd continda na uniao dos suportes de i, ou seja, de acordo com a relacao de preferéncia
~* o mimero de estados de natureza que podem se realizar no segundo estédgio é igual ou
menor ao nimero considerado em 7~ . Este lema sugere a interpretagao 7~ e 2~* como as
preferéncias de um individuo antes e depois da observacao de um sinal a partir do qual
ele pode concluir que alguns dos estados de natureza que ele considerava possiveis nao

podem acontecer.

Detalhes da demonstragao estao no apéndice. Se U . _..supp (1*) C U, _, supp (1)
e B>*A onde A C B, é imediato que B > A. A fim de demonstrar a outra diregao, a
estratégia consiste basicamente em provar que se U ._,. supp (1) € U, ,supp (i), entdo
é possivel encontrar dois menus A e B tais que B =" A, mas A ~ B, de modo que, nesse

caso, ~~ nao valoriza flexibilidade mais do que 7Z*.

20



5.2 Flexibility Consistency II e Atualizagoes Bayesianas: o caso

incompleto

Quando duas relagoes de preferéncia incompletas 7~ e 7~* tém representacoes UEAPI
canonicas finitas, cada uma delas é associada a um conjunto de crengas (A e A*). Neste

contexto, a consisténcia dinamica entre =~ e 7~* depende de como esses dois conjuntos se

relacionam. Seja A |g« o conjunto das atualizagoes bayesianas das crencas de A quando

7 € restrita ao espago de estados subjetivos S* :=U ,_,. supp (1*). Diremos que =~ e o*

sao dinamicamente consistentes se A |g-= A*, ou seja, se A* é o conjunto de todas as
atualizagOes bayesianas das priors em A. E possivel demonstrar que se =~ e 72* satisfazem

Flexibility Consistency II, entdao 7~ e ~~* sdo dinamicamente consistentes conforme a

~

definicao acima. O teorema a seguir formaliza este resultado.

Teorema 6. Sejam - e =* preferéncias UEAPI finitas. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. 7~ e 7~* satisfazem Flexibility Consistency II;

2. Para qualquer representagao UEAPI finita ((S, %), A,U) de 7 existe T C S tal que
((S,%), Ap, U) representa 2=*, onde At é o conjunto das atualizagoes bayesianas de

cada p € A depois da observagao de T

3. A representacao UEAPI canoénica finita A* de 72* é o conjunto das atualizagoes

~ depois da observacao do

~Y

bayesianas da representacao UEAPI canénica A de

evento S™ 1= U ,_,.supp (u*).

Detalhes da demonstragao estao no apéndice. A seguir, apresentamos a intuicao

do argumento.

Defina S* := U ._,.supp (1), S = U, supp (n) e oa(u) = rileaj(Ep(u), para

cada u € U. Suponha que A |s+= A*. Entao, para quaisquer menus A e B,

Z oalu)p” (u) > Z op(u)p* (u) para toda pu* € A*

ueS* ueS*

Z oa(u)p (u) > Z op(u)p (u) para toda p € A.

ueS* ueS*

Agora, suponha que A 7* B mas A % B . Isto implica que
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> o () > oa(up(u) I pe A,

u€esS u€eS

mas, é claro que isto s6 pode ocorrer se

op(t) > o4(u) para algum o € S\S*

Entao, pelo lema 1, temos que AU B > A. Com um raciocinio andlogo é possivel
mostrar que se B #* Ae B 7 Ae A |g«= A* entdo AU B > A. Isso conclui a

s+= A* implica que 7 e 7Z* satisfazem Flexibility Consistency

demonstracao de que A

II. Suponha agora que existe i € A |g« tal que 1 ¢ A*. Nesse caso, é possivel encontrar

dois menus A e B tais que

Z oa(u)p* (u) > Z op(u)p* (u) para toda pu* € A*

u€eS* u€eS*

mas

S os(ii (W) > Y oawi (u)

ueS ueS

oa(u) > op(u) para toda u € S\S¥,

ou seja, tais que A =* B, A% B, mas AU B [} A. Analogamente, suponha que exista 7

e A* tal que 7i ¢ A |g- . E possivel demonstrar que existem menus A e B tais que

ZUB(u)u(u) > ZJA(u)u(u) para todo € A

u€eS u€eS

S*y

mas

S oawii(u) > 3 op(u)fi (u)

ueS* ueS*

oa(u) > op(u) para todo u € S\S*.

Isto é, existem menus A, B tais que B = A, B #* A, mas AUB ¥ A. Ou seja, se 75 e Z*

satisfazem Flexibility Consistency II, entao A* = A |g« .
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Os teoremas de representacao no estilo de Savage incorporam a noc¢ao bastante razodvel de
que, em um ambiente de incerteza, os individuos escolhem de acordo com probabilidades
subejtivas; em um contexto dindmico, uma atualizacao baysiana dessas crencas representa
a preferéncias de um individuo que acessa mais informacoes sobre o futuro se o axioma
Dynamic Consistency também caracterizar sua relacao de preferéncia. Quando o espago
de estados da natureza deixa de ser exdgeno, como nas representacoes em DLR, a
consisténcia dinamica é assegurada se a relacao de preferéncia sobre menus satisfaz ao

axioma Flexibility Consistency.

Esses resultados dependem do axioma de completude, uma hipétese simplificadora,
porém controversa. Ao longo dos anos, os principais teoremas de representacao foram
generalizados para preferéncias incompletas e este trabalho estendeu este tipo de andlise

para a questao do update.

Com base na existéncia de uma representacao para preferéncias incompletas sobre
menus (Kochov, 2007), demonstramos primeiro que sob o axioma de finitude, a representagao
em Kochov assume uma forma finita - mais intuitiva -, conforme o Teorema 5. A partir
dessa representacao, demonstramos que a versao apropriada de Flexibility Consistency
para preferéncias incompletas sobre menus é o axioma Flexibility Consistency II, uma
versao mais geral sob a qual é possivel garantir que diante da disponibilidade de novas
informagoes a respeito dos estados da natureza futuros, o individuo ird atualizar seu
conjunto de crencas utilizando a Regra de Bayes. Entretanto, os resultados deste trabalhos
sao restritos aos casos em que a representacao das preferéncias dos individuos admite
um espaco de estados de natureza finito. Uma extensao das anédlises aqui apresentadas
para o caso infinito ficam como sugestao de pesquisa. Além disso, as representacoes
aqui utilizadas assumem que as preferéncias satisfazem Monotonicidade. Os resultados
de DLR, entretanto, nao assumem tal condicao e, com isso, oferecem uma representacao
ainda mais geral. Tendo isso em vista, a generalizagao dos axiomas Flexibility Consistency
e Flexibility Consistency II para preferéncias nao monotonicas também podem compor

uma agenda de pesquisa.
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7 DEMONSTRACOES

7.1 Preliminares Matematicas
7.1.1 Relacoes de preferéncia

As definigoes a seguir sao baseadas em Ok (2007) e Kreps (1988) e utilizadas ao

longo do texto e nas demonstracoes desta secao.

Definicao (Par ordenado). Um par ordenado é uma lista (a,b) em que a e b sdo dois

objetos.

Definicao (Produto cartesiano). O produto cartesiano de dois conjuntos ndo-vazios A e
B, denotado por A x B, é o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) tais que a € A e
be B.Istoé, Ax B:={(a,b):a€ Aebec B}.

Definigao (Relagao binaria). Uma rela¢ao bindria ~ sobre um conjunto X é um subconjunto

de X x X e (z,y) € 7 se o par ordenado (z,y) estd na relacao = .

Definigao. Uma relagao bindria - sobre X ¢é dita:

1. reflexiva se x 77 = para todo = € X;
2. transitiva se x 77 y e y 27 z implica z 7 z para todo z,y, z € X;

3. completa se x - y ou y 7 = para todo z,y € X

Definicao (Pré-ordem (ou relagao de preferéncia)). Uma relagao bindria 77 sobre X é uma

pré-ordem (ou relagao de preferéncia) se 7~ ¢ uma relacdo bindria reflexiva e transitiva.

~ sobre X ¢é uma pré-odem

~Y

Defini¢ao (Pré-ordem completa). Uma relagdo bindria

completa se 7~ é uma relagao bindria reflexiva, transitiva e completa.

7.1.2 Conceitos basicos de andlise real e teoria de probabilidade

Discussoes e detalhes a respeito das defini¢oes abaixo podem ser encontradas em
Lima (1929), Fernandez (1940), Rudin (1976), Ok (2007) e Casella e Berger (2001).

Definicao. Dois conjuntos A e B sao ditos disjuntos se nao existe x tal que x € A e
x € B, isto é,se ANB =0).

Defini¢ao. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma func¢do distancia (ou métrica) é uma

funcao d : X x X — R, tal que, para todo x,y,z € X
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1. d(z,y) = 0 se, e somente se, z = y;
2. d(z,y) = d(y, v);
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,7y).
Definigao. (X, d) é um espago métrico se d é uma funcao distancia sobre X.

Definicao. S C X é um conjunto aberto em X se, para todo x € 9, existe € > 0 tal que
N: x(z) € S,onde N, x(z) :={y € X : d(z,y) < €} . O maior conjunto aberto em X que

contém S ¢ dito interio de S em relacdo a X e denotado por intx(S).

Definigao. S C X é um conjunto fechado em X se X \ S é um conjunto aberto em
X. O fecho de S em relagao a X é o menor conjunto fechado em X que contém S e é

denotado por clx(.5).
Definigao. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma lista (X,+,) é chamado um espago
linear se

. (x+y)+2=x+ (y+ 2) para todo z,y,z € X;

2. Existe 0 € X tal que 0+ = x + 0 para todo x € X;

3. Para cada x € X, existe —x € X talque x + —xr =0 = —z + x;

4. x +y =1y + x para todo z,y € X;

5. a(Ax) = (aM\)z para todo a, A € Re z,y € X;

6. (¢ + Nz =ar+ A reAz+y)=Ar+ \y para todo o, \ € Re z,y € X

7. lx = x.

Definicao. O conjunto das combinacoes afins de finitos elementos de um subconjunto

nao-vazio S de um espaco linear X é chamado de affine hull de S em X e denotado por

affx(s)-

Definicao. Seja S um subconjunto de um espago linear X. Um vetor x € S é chamado
um ponto interior relativo de S se, para qualquer y € aff(S), existe o, > 0 tal que
(1 —a)r+ ay € S para todo 0 < a < «, O conjunto de todos os pontos interiores

relativos de S é chamado interior relativo de S e denotado por 7i(.S).

Definigao. Uma cole¢ao de subconjuntos de S ¢é dita uma o-édlgebra (denotada por X)

se satisfaz as seguintes propriedades:

1. 0 ex;
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2. Se A€ X, entao S\ A € %;

3. Se Ay, Ag, ... € X, entao UL, A; € 3.

Definigao. Uma terna (5,3, ), em que S é um conjunto, ¥ é uma o-algebra contida
em P(S) (conjunto das partes de S) e p ¢ uma medida sobre ¥, é chamada um espagco

de medida. O par (5,3) é chamado um espago mensuravel.

Lema 4 (Uryson). Sejam A e B dois subconjuntos fechados e nao-vazios de um espa¢o
métrico X com ANB = (). Para quaisquer —oo < a < b < oo, existe uma funcao continua

¢ € [a,b]* tal que p(x) = a para todo x € A e p(x) = b para todo x € B.

7.1.3 Funcoes suporte

Neste apéndice, estabelecemos resultados preliminares e a notacao que serd utilizada
na demonstragao dos resultados deste trabalho. Lembrando que o espaco de estados

subjetivos pode ser normalizado por:
|X| |X|
U= ueRm:Zui:Oe Zu?zl ,
i=1 i=1
¢é conveniente a seguinte definigao:

Definigao. Para todo menu A, a fungao suporte o 4(u) : Y — R & defina por

oalu) = max E,(u), para cada u € U.
pe

Logo, por uma representagdo UEAPI canonica de 7~ entende-se, para quaisquer

menus A e B,
Am B — /UA(’LL)[L(CZU) > / op(u)p (du) para toda p € A.
u u

Também serao utilizados as seguintes propriedades das funcoes suporte e resultados

demonstrados por DLR:

Lema 5. Para quaisquer menus A e B, sdo satisfeitas as sequintes condicoes'®:

1. oxat(1—nB = Aoa+ (1 —X)op para todo X € [0, 1] ;

2. oaup =max{oa (u),0p (u)};

18Para detalhes, ver Riella (2010).
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3. dHausdorff (CO (A) , CO (B)) 19 = dSupnoerO (UAy JB) -21

Além disso, as fungoes suporte sao funcoes continuas em U, isto é

{o4:Aé&um menu} C CU)*.

Finalmente, sejam
Cy :={o;0(s) > 0 para todo s € S},

H= UTZOTCJF

H*=H—-H= {UEC(U);0201—02, para o', o2 EH}.

DLR (2001) demonstra os seguintes resultados:

Lema 6 (DLR). H* satisfaz as sequintes propriedades:

1. H* é um subespaco linear de C'(U);
2. Para todo f € H*, existem r > 0 e 0!, 0% € C, tais que f = r(c! — o?);

3. Hx & denso em C'(U).

7.2 Prova do Teorema 5

[1 = 3] Seja A* uma esfera® no interior de A(X). Como A* é uma esfera, cada

u € U é maximizado por uma unica loteria p € A*. Defina A® por

A ={peA:ous(u) =E,(u),3uecS}.

E possivel mostrar que, para qualquer menu B C A, B ~ A implica que A° C B.
Para verificar isso, suponha que B C A é tal que A\ B # (). Isto implica que existe u* € S
tal que o4(u*) > op(u*). Pela continuidade das fungées menus, o 4(u) > op(u) para todo

u em alguma vizinhanca de u*. Mas, nesse caso, nao seria verdade de que B ~ A. Entao,

Y Seja (X,dx) um espagco métrico. A métrica de Hausdorff é definida por diausdorff(A, B) =
max {sup {dx(z,B) : z € A} ,sup{dx(z,A) : z € B}}.

N dsupnorm (0a,08) =sup{loa(u) —op(u)| : u € U}

2L Em que co(A) é o conjunto de todas as combinagoes convexas de finitos elementos de um conjunto
A subconjunto nao-vazio de um espaco linear X.

BIsto 6, defina A conforme: A := {q€ A(X);d(p,q) <a} para algum p € A(X) e a > 0
suficientemente pequeno.
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por finitude, existe BY tal que |Bf| < oo e A° C Bf. Como A é uma esfera, A° tem as
mesma cardinalidade de S e, portanto, S é finito. Finalmente, é imediato que (3) implica
(2) e que (2) implica (1). [ |

7.3 Prova do Lema 3

[<=] Seja S := cl(U,, supp (1))** e S* := cl(U,._,.supp (u*)).Como B C A, temos
que o4(u) > op(u) para todo u € U. Se A =* B, entao o4(u*) > op(u*) para algum
u* € S* C S. Pela continuidade das fungdes menu, isso implica que o 4(u) > op(u) para
todo u em alguma vizinhanca de u*, o que por sua vez implica que existem 1 € A e u €

supp (1) tais que o4(u) > op(u). Mas, entdo,

/S o (W) (du) > / o (W) (du) |

o que implica que A > B.

[ = ] Suponha que S*\S # () e fixe u € S*\S?°. Seja A qualquer esfera fechada
no interior de A(X) e defina

B = U,eg arg max E,(u).

Como A é uma esfera, 0 4(u) > og(u) para todo u € S*\S. Pela defini¢ao de B,
o4(u) = op(u) para todo u € S. Isso implica que A =* B, mas B ~ A, o que significa

que 7~ nao valoriza flexibilidade mais do que 72* . |

7.4 Prova do Lema 2

Primeiro é necessdrio demonstrar que para quaisquer dois menus A e B tais que
B C A, se A>* B e~ e " satisfazem Flexibility Consistency II, entao, A = B. Sejam
Ae B taisque BC A. Como B C A, AU B = A. Mas, isso implica que

AUB~" A

AUB ~ A,

Em que cl(X) é o fecho do conjunto X.
PEm que S*\S :={u:ueS*eug¢sS}.
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0 que, por sua vez, implica que

(AUB)UC ~* AUC

(AUB)UC ~AUC

para todo C' € X . Mas entao, nao existe C' € X tal que

(AUB)UC = AUC

(AUB)UC ~* AUC.

Logo, se 77 e 77" satisfazem Flexibility Consistency Il e A =* B, entao nao pode
ser o caso de A ¥ B, o que siginifica que A >~ B, isto é, que A =* B = A > B o que,

por definigao, implica que - valoriza flexibilidade mais do que ~~* . [ |
7.5 Prova do Lema 1

[=] Se AUC = BUC mas AUC ~* BUC, temos que

/ o v (ds) > / o uc(u) para todo p1 € A |
S S

/aAuc(u)u(ds) > /O'Buc(u>[£ (ds) IpeA
S S

/ oauc(u)p (ds*) = / opuc(u)p (ds*) para todo p* € A*.

Como B C A, isso implica que existe u € S com 0 4,c(U) > opuc(u) enquanto
oauc(u) = opuc(u) para todo u € S*. Isto é, u € S\ S*. Pelas propriedade das fungoes

suporte, isto implica que o4(7) > op(u).

[<=]| Detalhes do argumento formal podem ser encontrados em Riella (2010).
Apresentamos aqui uma intuicao geométrica da demonstracao. Suponha que existe u* € S
\ S* com o4(u*) > op(u*). E possivel encontrar um menu C' tal que o4(u*) > o¢(u*)
mas o4(u) = oc(u) para todo u € S*. E necessério considerar dois casos: primeiro,

suponha que v € S* é tal que existe p € A com E,(u) = ca(u) e E,(u*) < oa(u*).
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Nesse caso, defina ¢ := p.Agora, suponha que u € S* é tal que E,(u) = o4(u) implica
que E,(u*) = oa(u*). Nesse caso, como A pertence ao interior de A(X), é possivel
escolher ¢ no hiperplano ortogonal a u* que passe por alguma p € A com E,(u) = o4(u),
mas E,(u) < oa(u). Defina ¢* := ¢q.Agora, seja C' := {¢"“:u € S*}. Por construgao,

oauc(u*) > opuc(u*) e oauc(u) = opuc(u) para todo u € S*. [ |

7.6 Prova do Teorema 6

[3 = 1] Suponha que A* = A

s+, isto é, suponha que A* é o conjunto das
atualizacoes bayesianas de todas as priors 1 € A .Primeiramente, sejam A, B dois menus

quaisquer tais que A ZZ* B e A % B.Ou seja,

/ oa(u)p* (du) > / op(u)p* (du) para toda p* € A,

/SO—B(U)M (du) > /O‘A(u)lu(du) 3 e A

S

Se as medidas de probabilidade em A* sao atualizagdes bayesianas das distribui¢oes em

A, entao, para quaisquer dois menus A, B isto implica que

/* oa(u)p* (du) / op(u)p* (du) para todo p* € A*

/* oa(u)p (du) / op(u)u (du) para toda p € A.

Mas, se B % A entdo existe & € S\ S* com
op(t) > oa(l),
0 que, por sua vez, implica que

O'BuA(a) > O'A(ﬂ).

Entao, pelo lema 1, temos que AU B > A.

Agora, sejam A, B dois menus tais que B 7 A e B #* Alsto é,

260u seja, ou B~ Aou B x A
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/SO'B<U),LL (du) > /SO'A(U)M (du) para toda pu € A,

/* o a(u)* (du) > / on(u)it (du) 3 p* € A*,

Se as crencas em A* sao atualizagoes bayesianas das priors em A, entao, para quaisquer

menus A, B isto implica que

/* oa(u)p* (du) /* op(u)p* (du) para toda p* € A*

/* oa(u)p (du) / op(u)p (du) para toda p € A.

Mas, se B - A, isto implica que existe ¢ € S \ S* com
op(t) > oa(t),
0 que, por sua vez, implica que

O'BuA(fL) > O’A(ﬁ).

Entao, pelo lema 1, temos AU B > A. Em conclusao, se A* = A |g+ entao

A7Z7"BeA¥Y BouB}# AeBr A= AUBD> A.

[1 = 3] Como 7 e =* satisfazem Flexibility Consistency, pelos lemas 1 e 2 tem-se

queU . .. supp (1*) €U, supp (p1). Aidéia é mostrar que A* = A |g«. O primeiro passo

s+C A*. Suponha que existe 1 € A |s« tal que g ¢ A*. Por um

é demonstrar que A

argumento de separacao, existe uma fungao f € C'(U) tal que

fuw)p* (du) > 0 para toda p* € A*,
S*

mas

g f(u)ii (du) < 0.

A seguir, uma aplicacao do Lema de Uryson gera o resultado desejado. Como
>~ tem uma representacao finita, é imediato pensar em U como dois conjuntos fechados
e disjuntos a fim de aplicar o lema. Dado que S e S* sao conjuntos finitos e, portanto,

fechados, 0 mesmo pode ser dito do conjunto S \ S*. Entao, S \ S* e S* s@o conjuntos
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disjuntos e fechados. Pelo Lema de Uryson, existe uma fungao continua g : U — [0, 1] tal

que g(u) =1 para todo u € S* e g(u) = 0 para todo u € S\ S*. Logo,

/* g(u) f(u)p* (du) = / 1.f(u)p* (du)  para toda p* € A*

= f(u)p* (du) > 0 para toda p* € A",
S*

/ o(u) f(u)f (du) = / 9(u) f(u)i (du) + / 9(u) f (u)]i (du)
S S* S\S*
= [ @+ [ opwad)
* e
= [ fwndu) <o.
.
Defina h := fg. Note que h é tal que h € C(U), h(u) = 0 para todo u € S '\ S* e

/ h(u)p* (du) > 0 para todo pu* € A*,

/h(u)ﬁ (du) < 0.
s

Seja hi=h-— g, > 0, tal que valha

/ (h(u) —e)p* (du) > 0 para toda pu* € A",
S*

mas

/ (h(u) — &) (du) < 0.
S
Pelo lema 6, isto implica que existem menus A, B tais que

/ oa(u)p” (du) > / op(u)p” (du) para toda pu* € A,

mas

/S 7 (d) > [ oa(w)i (du)

S
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op(u) > o4(u) para toda u € S\S™.

Isto é, existem menus A, B tais que A Z* B, A% B, mas AU B ¢ A.

Analogamente, é possivel provar que A* C A |g+ . Suponha que exista 1 € A*

tal que 1 ¢ A |g« . Mais uma vez, por um argumento de separagao, existe uma fungao
f e CU) tal que

i(u)p (du) < 0 para todo € A
S*

S*,

mas

/ iu)7i(du) > 0.

Assim como antes, S \ S* e S* sdo conjuntos fechados e disjuntos e, pelo lema
de Uryson, existe uma fungao continua j : Y — [0,1] tal que j(u) = 1 para todo u € S*
e j(u) = 0 para todo u € S \ S*. Entao,

S*

/S J)i(u)y (du) = / )i () + / i () forall < A

= /* La(u)p (du) + /S\S* 0.i(u)p (du) for all p € A |g- (1)

— /@'(u),u(du)<0f0rall,u€A 5%

e
[ it = [ it
~ [ i >0
Defina [ := ij. Observe que [ é tal que [ € C(U), l(u) = 0 para todou € S\ S* e
/l(u)u(du) < 0 para todo 1 € A g+,
S
mas

/ [(u)fi (du) > 0.
S
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Seja li=1— €, > 0 suficientemente pequeno

/(l(u) —&)p (du) < 0 para todo u € A |g«,
S

mas
/ (I(w) — )i (du) > 0.
Pelo lema 6, isto implica que existem menus A, B tais que
/ag(u)u (du) > /JA(u)u (du) para todo p € A |gx,
S S
mas
[ ot > [ st
* Sx*

e

op(u) > oa(u) for all u € S\S™.

Isto é, existem menus A, B tais que B 72 A, B #* A, mas AU B ¢ A.

Enfim, se 77 e ~—* satisfazem Flexibility Consistency, entao A* = A |g«, 0 que

significa que A* é o conjunto das atualizagoes bayesianas das priors u € A.

[3 = 2| Sejam A e A* tais que A* = A
S* 1= U . e supp (1) e S := U, supp (1) . Fixe qualquer esfera fechada £ no interior

s+ e dois menus A e B quaisquer. Defina
relativo de A(X) e defina o seguinte menu
D :=U 4¢ g\ s+ arg rzr)lee%( E,(u).

Counsidere os menus

F:=(E®),A)U[Da®, (AUB)]

G = (E @\ B)U[D @, (AUB)],

em que A € (0,1) suficientemente grande, de modo que

opa,a(u) = op(u), para todo u € S*
e
ope,s(u) = og(u), para todo u € S*.*7

Note que 0(gg,A)upe,(avB) (W) = 0(Ee,B)uDe(AUB) (®) Para todo u € S\S*. Entao,
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A*=A

s+ implica que

(E @y A)U[D @y (AUB)] (E @ B)U[D @) (AUB)).

SejaT :={s € 5 :3Ju e S* tal que U(s,.) e u representam a mesma utilidade esperada} .

Entao,

(E®yA)U[D®, (AUB)] = (E®,B)U[D®,(AUB)]
<~
max E,(U(s,.)pu(s) > max E,(U(s,.))pu(s) para toda pn € A.

Mas entao, ((S,X), Ar,U), onde Ar é o conjunto das atualizacoes baysianas das crengas
em A depois da observagao de T, representa ~* . Finalmente, é imediato que 2 implica

3, o que conclui a demonstracao. [ |
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