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Resumo

Neste trabalho, estudamos um método de amostragem que leva em consideracao a
extracao de nicleos de incremento em arvores plantadas, para estimar a distribuicao das
fibras da madeira. Consideramos o caso em que a distribuicao do comprimento das fibras
é uma mistura de duas distribuicoes lognormal e utilizamos o algoritmo MCEM para
estimar os parametros do modelo. Por fim, verificamos as propriedades de consisténcia e
normalidade assintotica do estimador obtido via algoritmo MCEM, baseados no estudo
de Svensson e Luna (2010).

Palavras-chave: Mistura de Distribuicoes, Distribuicao Lognormal, Estimador de

Maxima Verossimilhanca, Algoritmo EM, Algoritmo MCEM, Normalidade Assintotica.
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Abstract

In this work, we study a sampling method which takes into account the extraction of
increment cores to find the fibre wood length distribution in standing trees. We consider
the case where the fibre length distributions is a mixture of two lognormal distributions
and use the MCEM algorithm to find maximum likelihood estimates for the parameters of
the model. Finally, we investigate the properties of consistency and asymptotic normality
of the estimator obtained via the MCEM algorithm, based on the study by Svensson and
Luna (2010).

Keywords: Mixture of Distributions, Lognormal Distribution, Estimator Maximum
Likelihood, EM Algorithm, Algorithm MCEM, Asymptotic Normality.

v



Sumario

Introducao 1
1 Preliminares 5
1.1 Introducao . . . . . . . . .. . 5t

1.2 Principio de Maxima Verossimilhanca . . . . . . .. .. ... .. ... ... bt

1.3 O Algoritmo EM e a Sua Versao Estocastica MCEM . . . . .. ... ... 8
1.4 Mistura de Distribuicoes e Identificabilidade . . . . . . ... .. ... ... 14

2 O Modelo 19
2.1 Introducao . . . . . . . oL 19
2.2 Comprimento da Fibra da Madeira . . . . . . ... .. ... .. ...... 21
2.2.1 A Distribuicdode X . . . . .. ... 22

2.2.2 A Distribuicdiode Y dado X . . . . . .. ... 27

2.2.3 A Distribuicdode W . . . . ..o 28

2.3 Identificabilidade . . . . . . . . . . . ... .. 31
2.4 O Algoritmo MCEM . . . . . . . . . 35

3 Propriedades Assintéticas do Algoritmo MCEM para Mistura com

Dados Censurados 41
3.1 Introducao . . . . . . . .. 41
3.2 Condicoes de Regularidade e Resultados Preliminares . . . . . . .. .. .. 43
3.3 Normalidade Assintotica do Estimador de Maxima Verossimilhanca . . . . 47
3.4 Convergéncia do Algoritmo EM Parao EMV . . . . . ... ... ... ... 55
3.5 Convergéncia do Algoritmo MCEM Para o Algoritmo EM . . . . . .. .. 59

Bibliografia 67



Introducao

Com o crescente interesse em melhorar a utilizagao dos recursos da madeira, tornou-
se imprescindivel o desenvolvimento de métodos para avaliar a qualidade da madeira
em arvores plantadas. Uma das propriedades importantes para avaliar a qualidade da
madeira é o comprimento de suas fibras e, por esta razao, é desejado cada vez mais que
os procedimentos para medir tal comprimento devam ser executados de maneira rapida,

com baixo custo e nao destrutivos em relacao a arvore.

Um método de amostragem para estimar a distribuicdo do comprimento das fibras
da madeira, desenvolvido por Morling et al. [13|, considerado rapido e nao destrutivo,
é feito por meio de nicleos de incrementos. Um niicleo de incremento ¢ uma amostra
cilindrica de madeira de 5mm de diametro, extraida de uma arvore, ainda plantada, com
uma broca especial (ver Figura 1). Porém, encontrar a distribui¢do do comprimento
das fibras nao é uma tarefa facil, pois em um nucleo de incremento os dados podem ser
censurados contendo fibras cortadas e fibras nao cortadas. Outro fato que dificulta este
tipo de coleta de dados, é que a amostra nao contém apenas as fibras de interesse, mas
também outros tipos de células, que aqui chamamos de microfibras. Nesse estudo, os dados
correspondem as medidas dos comprimentos das células (fibras e microfibras) obtidos em
grandes quantidades de amostras, em um processo que nao distingue automaticamente
se as células sao microfibras ou fibras, como também nao é capaz de dizer se uma célula
é ou nao cortada. Devido a essas incertezas, tornou-se bastante razoavel supor que os
comprimentos observados vém de uma versao censurada de uma mistura de distribuicoes

de comprimento das microfibras e fibras da arvore.

Para descrever, de modo formal, o método para medir o comprimento das fibras da

madeira sem realizar a derrubada da &rvore, consideramos as seguintes variaveis aleatorias:
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2r

Figura 1: Um nicleo de incremento cilindrico de didmetro 2r é extraido perpendicular a
direcao das fibras na drvore. A seccao transversal do nicleo incremento mostra como as
fibras da amostra podem ser tanto cortadas como nao cortadas.

W = o comprimento de uma célula (microfibra ou fibra) em uma arvore que esta

plantada,

Y = o comprimento real de uma célula que, pelo menos aparece parcialmente no

nicleo de incremento, e
X = o comprimento correspondente a Y, visto no nicleo de incremento.

Considerando que a célula pode ter sido cortada, quando seu comprimento é obtido
a partir do nicleo de incremento, temos que P(X < Y) = 1. Os comprimentos das
células sao obtidos a partir do niicleo de incremento e, portando, sao dados referentes &
distribuicao de X. Contudo, nosso interesse real é na distribuicao de W, e a distribuicao
de Y auxilia na conexao entre as distribuicoes de X e de W. Aqui, supomos que as
distribuicoes de X, Y e W sao algum tipo de mistura de distribui¢oes de comprimento
de uma microfibra e de uma fibra. Sendo assim, iniciamos este estudo supondo que YV é
uma variavel aleatoria continua com fun¢ao de densidade fy (y,#), onde 6 é um parametro

desconhecido, dada por

fy(:0) = efvi(y; 01) + (L =€) fro(y: ¢2), 0 <y < o0 (1)

onde ¢ é a propor¢ao das microfibras do nticleo de incremento e fy, (y; 1) e fy,(y; d2)

sao as funcoes densidades do comprimento real das microfibras e fibras, respectivamente,
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que pelo menos aparecem parcialmente no nicleo de incremento. Desta forma temos que

0 = (e, 1, P2) e é de interesse estimar tal parametro.

O processo de extracao das medidas das células nas amostras nao é capaz de registrar
se cada comprimento observado vem de uma célula nao cortada ou de uma célula cor-
tada em uma ou duas partes. Pela presenca deste tipo de censura e também por levar em
consideracao a falta de informacao nos dados, é que utilizamos o algoritmo EM
(Expectation - Maximization) e uma versao estocastica dele, o algoritmo MCEM (Monte

Carlo EM), para estimar o parametro 6.

O algoritmo EM, apresentado por Dempster et al. [7] em 1977, é um processo iterativo
para estimar parametros via méxima verossimilhanca, quando as observacoes sao, de
alguma forma, dados incompletos. O algoritmo contém dois passos onde no primeiro,
passo - E, é calculado a esperanca de uma fungao e no segundo, passo - M, é obtido o valor
de 0 para o qual maximiza a funcao obtida no passo E. Este algoritmo apresenta alguns
problemas, dentre os quais, a dificuldade do passo E. Na literatura, é apresentado em
1990 uma versdo estocastica desse algoritmo, proposto por Wei e Tanner 20|, chamado
algoritmo MCEM, que substitui o célculo analitico de uma esperanca no passo E pelo
calculo aproximado dela. Tanto o algoritmo EM, como o algoritmo MCEM, produz uma
sequéncia de estimadores de méxima verossimilhanca de 6, que aqui denotamos por {é(k)}
e {égk) }, repectivamente.

Este trabalho, baseado em Svensson e Luna [17] e Svensson et al. [18], tem como
objetivo principal estudar o comportamento assintotico do algoritmo MCEM proposto
por Svensson et al. [18], quando em (1) é assumido uma mistura de distribui¢oes log-
normal, ou seja, quando fy, (y;$1) e fy,(y; ¢2) sdo densidades pertencentes a uma familia
lognormal. Mais formalmente, denotamos por 0* = (£*, ¢1, ¢3) o verdadeiro parametro,
onde ¢f (uf,0}), i = 1,2, sdo pardmetros da distribuicao lognormal e mostramos, sob certa

condicoes de regularidade, que
V(g —67) 5 N(0,1(67) ) (2)

com k, m, n — oo em algum sentido. Aqui, n é o tamanho da amostra, m é o nimero de
geragoes independentes obtidas do passo E do algoritmo MCEM e I( . ) é a informagao
de Fisher.
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A normalidade assintotica (2) é mostrada em trés etapas, a saber
(1) \/ﬁ(éMV —0") B N(0,I(0*)71), quando n — oo,
(22) /n(0%® — ) 5 0, quando k — 0o e n — 0o (em algum sentido),

(3%) \/ﬁ(égk) —0®)) 250, k — 0o, m — 0o e n — 0o (em algum sentido),
onde éMV é o estimador de méaxima verossilmilhanca de 6*. Esse desmembramento é

possivel, pois temos que
V(0P —6%) = vn(0F — ) + n(0W = byry) + (Oary — 07).

No Capitulo 1 apresentamos conceitos e resultados preliminares da teoria de estimacao
que nos auxiliam no desenvolvimento deste trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos detalhes da modelagem mateméatica realizada para
determinar a funcao de distribuicao do comprimento das fibras da madeira em arvores que
estao plantadas. Na Secao 2.2 apresentamos as variaveis aleatorias presentes neste estudo,
bem como suas distribuicoes. Na Secao 2.3 tratamos da identificabilidade da classe de
misturas finitas das distribuicoes envolvidas nesta andlise. E por dltimo, na Secao 2.4
descrevemos o algoritmo MCEM, apropriado para lidar com a falta de informacgao dos
dados, gerada pela censura, para estimar os parametros do modelo.

Finalmente, no Capitulo 3, enunciamos e demonstramos o Teorema 3.1 referente a
consisténcia e a normalidade assintotica do estimador obtido via algoritmo MCEM. Na
Secao 3.2 apresentamos definicoes e resultados preliminares que sao utilizados nas demais
secoes do Capitulo 3, na Secao 3.3 mostramos a convergéncia do EMV para o parametro
0*, na Secao 3.4 mostramos a convergéncia do estimador gerado via algoritmo EM para o
EMYV e na Se¢ao 3.5 mostramos a convergéncia do estimador gerado via algoritmo MCEM

para o gerado via algoritmo EM.



Capitulo

1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos algumas definicoes, conceitos e resultados que auxiliam
no desenvolvimento deste trabalho tendo como referéncias basicas Lehmann [5], Dempster
et al. [7], Wei e Tanner [20], Titteringtin et al. [19] e Atienza et al. [2]. Iniciamos
na Secao 1.2 com definicoes necessarias para o estudo e compreensao do principio de
maxima verossimilhanca e algumas de suas propriedades. Na Secao 1.3 apresentamos o
algoritmo EM e o algoritmo MCEM, os quais sao utilizados na estimacao da distribuicao
do comprimento da fibra da madeira nos capitulos subsequentes. Terminamos, na Secao
1.4, com o estudo de misturas de distribuicoes. Nesta secao definimos a identificabilidade
para uma classe de misturas finitas, apresentamos condigoes suficientes para garanti-la e

mostramos que uma classe de misturas de distribui¢oes lognormal é identificavel.

1.2 Principio de Maxima Verossimilhanca

Definicao 1.1. Sejam Xy, - - -, X,, varidveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.), com funcao de distribuicao comum F. Dizemos que X = (X1, Xa, -+ , X,)
¢ uma amostra aleatoria de tamanho n de F.

Se as varidveis X1, Xo, -+, X, i.1.d. sao continuas com densidade comum f, podemos

dizer que X € uma amostra aleatoria de f.

Sejam X7, Xo, -+, X, uma amosta aleatoria de f(x;0) com respeito a uma medida

o-finita p sobre R, onde 6 é um parametro, podendo ser um escalar ou um vetor. Aqui,
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supomos # € © C RY com v um inteiro e v > 1. Quando 6 é desconhecido, tem-se como

objetivo estimé-lo. Para isso, vejamos as seguintes definicoes.

Definicdo 1.2. Um estimador de 0 é uma estatistica 0,, = T(Xy,Xo, -+, Xp), onde T €

uma funcao de R™ em ©.

Definicao 1.3. Um estimador 0, ¢é chamado de estimador consistente de 0, se para todo

e >0, temos que
lim P(|6, — 0] <¢) =1,

n—oo
ou seja, a Sequéncia {én}n converge em probabilidade para 6. Notagao: én 50,

Definicao 1.4. Um estimador 0, ¢ chamado de estimador fortemente consistente de 0,

Se
P(lim 6, =0) =1,

n—oo

. " . A ~ A~ q.c.
ou seja, a sequéncia {0,}, converge quase certamente para 0. Notacao: 6, = 0.

Defini¢ao 1.5. Seja Xy = x1, -+, X,, = x,, uma amostra aleatoria observada de f(x;0).
A funcao de verossimilhanca das observacoes x1,--- ,x, € uma funcao de 0 definida em
© por

n

i=1
Um método bastante utilizado para estimar 6 é o principio de mdzrima verossimilhanca,
que consiste em escolher como uma estimativa de 6 um valor é(Xl, -, X,) € © que

maximiza a funcao de verossimilhanca, isto é, um 6 que satisfaz

L(O;zy,- -+ ,x,) =sup L(O;xq,- -+, ).
C)
Se 0 existe, ele &€ chamado de estimador de mdzima verossimilhanga (EMV) de 6. Observe,
entretanto, que 0 pode nao existir, ou, no caso de existir, pode nao ser tnico.
Note que, como a fungao log é uma fungao mondtona estritamente crescente, logo é
mais conveniente trabalhar com o logaritmo da funcao de verossimilhanca, chamada de

funcao de log-verossimilhanca dada por:

1(0) =log L(f;z1, - ,x,) = Y _log f(x;;0). (1.1)
i=1
Se a fungao de log-verossimilhanca é diferenciavel em ©, o EMV de 6 = (04,--- ,0,)

pode ser encontrado resolvendo a(s) equacao(des) de verossimilhanga
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e
8—02- —0, 1 = 1, , V. (12)

Definicao 1.6. Chamamos de matriz de informacao, a matriz quadrada de ordem v,

I1(0) = 1;x(0), no qual suas entradas sao dadas por

0 0
1i(0) = —1 X, 0), —1 X, 0 L k=1,--- 0.
() = cov | 10w FX,0), 0 FOX.0)| L Wik = 1,00

Nos casos em que

0
E(—log f(X;0)) =0, Vj=1,--- ,v.

2

00,00,

E (ilog FIX; 9).i log f(X: 9)) - (

1 X;
7 o o8 1(X:0))

2

00,00y,
macao de Fisher de X.

entdo 1;(0) = —E( log f(X;H)) e, neste caso € chamada de matriz de infor-

Teorema 1.7. Sejam Xi,---,X, wma amostra aleatdria i.i.d. de f(x;0) e seja
o = é(Xl,--~ . X,) € © C RY o EMV de 0. Sob as condigoes de regularidade
(A1) - (A7), dadas abaizo, tem-se que:

(a) 0; é estimador consistente de 0;, i =1, ,v;

(b) \/ﬁ(é — 0*) é assintoticamente normal com média zero e matriz de covaridncia,
1671
(c) 0; € assintoticamente eficiente no sentido que

Va(d —6*) 5 N, [1(60)]:1),

(22

onde 0* é o valor verdadeiro de 6.

Condicoes de Regularidade:

(A1) Para 0,0 € © CRY, se 0 #0', entao f(x;0) # f(x;0');

(A2) As densidade f(z;6) tem suporte comum, isto ¢, supp(f) = {z; f(x;0) > 0}
independente de 6;

(A3) O espago paramétrico © contém um conjunto aberto ©* que tem 6* em seu
interior;

(A4) Para quase todo z, a densidade f(x;0) admite todas as terceiras derivadas
0°f (x;6)

m para todo 0 € © s
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(A5) As primeiras e as segundas derivadas de log de f satisfazem as seguintes equagoes

dlog f(x;0)
e

}:0, i=1, v

L6) = B l@logf(x;&)@logf(x;@)] . [_M} |

00; 00; 00,00,

(A6) A matriz de informacao [I(0)]4xq tem entradas [;;(f) finitas e é uma matriz
positiva definida para todo 6 € ©*;

(A7) V 0 € ©F, existem fungoes M;;x(x) > 0, tais que

03 log f(x;0)
Z ol < M
00,00,00;, | = ik (),

onde
E(szk(z)) < 00, v 27j7k

A demonstracao do Teorema 1.7, assim como mais detalhes deste resultado, pode ser

encontrada em Lehmann |[5].

1.3 O Algoritmo EM e a Sua Versao Estocastica MCEM

O algoritmo EM (Expectation Maximization) apresentado por Dempster et. al. [7]
em 1977, é um processo iterativo para estimar parametros via méxima verossimilhanca,
quando as observacoes sao, de alguma forma, dados incompletos. Isto é, seja Y uma
variavel aleatoria com funcgao de densidade fy(y;6). Queremos determinar o EMV para
f com base na observacao Y = y. Todavia, quando o calculo direto do EMV torna-se
complexo, buscamos outra forma de resolver esse problema com a introducao de um dado
latente z, de tal forma que ¢ = (y, z) seja visto como um dado completo e a maximizagao da
funcao de verossimilhanca fy z(y, z;6) = fc(c; 0) seja mais simples. Note que fo = (¢;60),
produz um estimador que depende do valor introduzido z, o que nao faz sentido. Assim,
a proposta do algoritmo EM ¢é obter o estimador de # baseado em um valor esperado de

fc = (¢;0). Formalizemos o algoritmo EM.

Seja Y um vetor aleatorio com valores em Ey C R’ e densidade fy (y;0) relativa a
medida gy, onde 6 € © C RY é um parametro desconhecido. O objetivo é
encontrar o EMV de 6 quando Y = y é observado, isto &, obter 0,,,. = argmazxyfy (y;0).
Quando este calculo ¢, de alguma forma, complexo, uma alternativa é considerar a

observacao y incompleta e completa-la pelo dado nao-observado z, de modo que o calculo
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de argmaxgfy z(y, z;0) seja mais simples. Formalmente, seja Z um vetor aleatorio com
valores em £ C R?, 11, uma medida o-finita em (E,£) onde £ é uma o-algebra de E e tais

que

fY(y;e):/EfY,Z(y,Z;H)dz.

Neste caso, dado Y = y a variavel Z possui uma densidade condicional (preditiva) relativa

a medida 1, dada por
fr.z(y, 2, 0)
fzyy (2ly; 0) = ————+.
| fy(y;0)
A estimativa 0,,,, = argmaxgfy z(y, z;0) depende do valor acrescido z e a proposta
do algortimo EM é a substituicdo do célculo do argmazxgfy z(y, z;0) pela maximizagao

do valor esperado de log fy z(y, z; 0) relativa a distribui¢do predativa,

Q(0,8') = /E[logfy,z(y,Z; )] fzy (2ly; 0y (dz) = Ellog fyz(Y, Z:0)|0",y].  (1.3)

Cada iteragao do algoritmo EM consiste de dois passos: calculo de Q(6,6') (passo E) e a
determinagao do argmazeQ(0,0) (Passo M).

Assim, no algoritmo EM observa-se o dado Y = y e seleciona-se um valor inicial
6(0) € ©. Na iteragao k + 1,

passo E: calcula-se a esperanca
passo M: determina-se

O(k + 1) = argmazxeQ(0,0(k)).

Exemplo 1.8. (Modelo do Elo Genético, Rao [1}]). Assuma que temos 4 categorias de
animais e que Y; representa o numero de animais da categoria j numa amostra de tamanho

r.  Suponha que Y = (Y1,Ys,Y3,Yy) tem distribuicao multinomial com probabilidades

1 1 1
(5 + Z’Z(l —9),1(1 - 9),%) e 0 € (0,1). Para o dado observado y = (y1, Y2, Y3, Ya)

temos a densidade

fr(y;0) = ( ' ) (1) (2+ 0)¥1 (1 — g)vetuagus,

Y1 Y2 Y3 Ya 4
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portando, a menos de uma constante de proporcionalidade independente de 0, seque
fr(y;0) o< (24 0)" (1 — )0, (1.4)
logo,

log fy (y;0) o< y1log(2 4 0) + (y2 + y3) log(1 — ) + y4log 6. (1.5)

Para o célculo do 6,,,, em (1.4) é complexo e recai na solu¢ao da equagao do 22 grau,

pois derivando (1.5) em relacdo a 6 e igualando a 0 obtemos,

dlog fy (y: )

20 =70% — [y1 — 2(y2 + y3) — v4]0 — 2y4 = 0. (1.6)

Este célculo pode ser simplificado introduzindo uma variavel latente Z = z de modo que

6

1
a primeira categoria seja subdividida em duas subcategorias com probabilidades 3 e 7

Neste caso, o dado completo € (y1 — 2, 2, Y2, Y3, y1) e a densidade completa e dada por,
fY,Z(% Z; 9) X 92+y4(1 — 9)y2+y37

cuja maximizagao resulta na solu¢ao de uma equacgao do 12 grau: 6(r—y;1+2)— (2 4y4) =

0
0, apods resolver %log friz(y,z;0) = 0. Para melhor ilustrar a notagao utilizada no
algortimo EM, temos para este exemplo: £ = {0,1,--- ,r}, u, ¢ a medida contadora em
Oa ]-7 Ll €

Pela definicao:

Q. 0(k)) = / log fy 2y, = 0)) 21y (= 00k) )y (=)

- / (= + ) Iog 0 + (v + ys) log(1 — 0)]Fy (2ly: B(k))y (d2)

= yalogt + (y2 +y3) log(1 — 0) + log 0 [Z 2fzv (2ly; 0(k)) | + cte
= <y4 + > z2fzy (2ly; 9(@)) log 6 + (y2 + y3) log(1 — )
= (94 +u (2 —HF(S()IC))) log 0 + (y2 + y3) log(1 — 0) (1.8)

e O(k + 1) = argmazyQ(0,0(k)). Entao ao derivar (1.8) e igualando o resultado a 0
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obtemos:

(y1 + ya)0(k) + 2y4
ro(k) +2(r —y1)

O(k+1) = (1.9)

A grande popularidade do algoritmo EM consiste no fato de termos (k) oo [/

Observe o resultado da seguinte proposicao.
Proposigao 1.9. Se Q(0,6') > Q(#',0"), entao fy(y;0) > fyv(y;0).
Demonstracao Temos que

fy(y;0) — log (fY,Z(yaZ§0) fZY(Z|y§QI)>
fy(y; 0) foy (zly:0) * fviz(y,z:6))

log

Como / fz1v(2|y; 0')dz = 1. Obtemos,
E

fry;0) [ (fy,z(y,Z;G) fzw(Zly;@/))] i
long(y;el) B /E_log fzy (z|y;0) * fyvz(y, 2 6) Fzv (2]y: 0"y (dz)

[ frezly, z0) Fav(zly;: 0)
N /E _IOg friz(y, % 0") *loe fz1v(2ly; 0)

} fZ|Y(Z\Z/§ QI)My(dZ)

fziy(2]y; 0)
fziy (2]y; 0')

= /E log fv.z(y, #;0) —log fy.z(y, 2;0') — log } fzy (2|y; 0') iy (d2)

= Q,0)— Q.0) — /E [1g%] P (2l 01y (d2).

Pela desigualdade de Jensen,

/E {lo M} fzry (21y; ')y (dz) < log [[E fZ|Y(Z|y;8),uy<dz):| _0

T2V (i 0)
Assim, se
QO(k +1),6(k)) > Q(O(K), 0k — 1)) > - > Q(0(1),6(0)).
temos aue Ok + 1
ou Lty 2O
portanto,

Sr(y; 0k +1)) = fy(y; 0(k)) = -+ = fv(y;0(0)).
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Agora devemos verificar se hm fr(y;0k) = foa(y) = mgxfy(y;ﬁ(k)), pois
(

queremos saber se fr..(y) ¢ um méximo local e se 6(k) e gy Omaz = argmazxg fy (y;0).

Seguem os seguintes resultados.

Teorema 1.10. (Wu [21]). Seja fy(y;0) continua em © e diferencidvel no int®. Seja
{0(k)} k>0 a sequéncia gerada pelo algoritmo EM com 6(0) tal que fy(y;6(0)) > 0 e tal que
{0:0€0, fy(y;0) > fy(y;0(0))} seja compacto. Assuma que para todo k tal que 0(k) €

L, onde L = [9 : 0 € intO, Ofy (v: 0') o 0}, fy(y; 0k +1)) > fy(y;0(k)) e que se

a0’
0(k) "% 0% com 6 € L°, entio 6" € M(6%), onde M(8') = {6 : 0 = argmax,Q(p,¢)}.

Corolario 1.11. Seja {0(k)} a sequéncia gerada pelo algoritmo EM e assuma que exista

Ofy(y;0') B i /
20 g — O Entdo, para Q(0,0')
k—o0

continua em 6 e em 0', temos fy(y;0(k)) — fy(y;0%) € 6% = 00

um unico ponto critico 0,,.. para o qual

Com isso, notemos que no exemplo (1.8) determinamos os valores de 6,,,, encontrando

as raizes de (1.6) que pode ser reescrita na forma:

0 {yl +yz+y3+y4} Y1—

240 2+9

Se y; > 0,4 =1,---,4 entdo temos uma tunica solugao 0,,., € (0,1). Pois para g(f) =
(ylﬁ + y4) / (yl%;e + Y2+ ys + y4) temos g(0) > 0, g(1) < 1e ¢ (0) > 0, assim g(f) = 6

tem uma tnica solugao para 0 < § < 1. Por (1.8) temos

/

2+0

Q0,0') = (yl + y4) log & + (y2 + y3)log(1 — 0)
que é continua em 6 e em #'. Assim pelo corolario (1.11) a sequéncia {#(k)} converge
para 0,,,, para qualquer #(0) € (0,1).

O Teorema (1.10) nos da condigoes suficientes para a convergéncia do algoritmo EM
para algum ponto critico de fy(y;6), nao necessariamente o maximo global. Além do
mais, o limite pode depender do seu valor inicial, as vezes sua convergéncia pode ocorrer
de forma muita lenta e também o calculo do passo M pode ser de dificil resolucao.

O Algoritmo MCEM (Wei e Tanner [20]) surge especialmente pela dificuldade de
resolugao do passo E do algoritmo EM, e propoe a substituicao deste passo por uma
aproximacao Monte Carlo. O que se faz é simular os dados que faltam z a partir da

distribuigao condicional fzy (z|y; 0(k))pu,(dz) no passo E na iteracao de k+1, e em seguida,

maximizar a esperanca condicional aproximada Q*(6,0(k)) = - Z log fv,z,(y, 2j;0), ao
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invés do calculo analitico da esperanca Q(6,6(k)).

O Método MCEM: Seja m > 1 um inteiro fixo, observa-se o dado Y = y e seleciona-

se um valor inicial #(0) € ©. Na iteragdo k + 1,

passo E: gera-se o vetor Z(k+1) = (Zy(k+ 1), -, Zu(k + 1)) com distribuicio
fzy (zly; 0(k)) ) (dz) HfZ v (2|y; 0(k))dz;. Sejaz(k+1) = (z1(k+1), -+, 2 (k+1))

o valor gerado. Calcula—se

1 m
Q(0,0(k)) = — Z log fv.z(y, 2:0) (1.10)
=
passo M: Determina-se
O(k + 1) = argmazyQ*(0,0(k)).

Note que Zi(k + 1), -+, Z,(k + 1) sdo independentes e com a mesma distribui¢ao
fz1y (2ly; 0(k))py(dz). Assim se Q(6,6(k)) = /[logfy,z(y,Z;9)]fZ|Y(2|y;9(k))#y(dZ) for
E

finita, temos pela Lei dos Grandes Numeros,
Q*(0,0(k)) L5 Q(0,0(k)), com m — oo, (1.11)

onde g.c indica convergéncia quase certa. E isto justifica a aproximagao(1.10).

Exemplo 1.12. Fizemos m e 0(0) e observamos Y =y = (y1,Y2,Y3,Y4), a implemen-

tagio do MCEM para o exemplo (1.8) € bastante simples. Na iteracio k + 1 geramos m

0(k
varidveis independentes com distribuicao binomial de pardmetros y; e 5 —I—(ng‘)' Sejam
21(k+1), -, zm(k 4+ 1) os valores gerados. Temos no passo E:
1 m
=— (k+1) log 0 log(1 — 46
Q" (0 mz:: zj(k +1) + ya)log & + (y2 + y3) log( )]

E mazimizando Q*(0,0(k)) com rela¢io a 6 obtemos no passo M:

E(k+1)+y4
Zk+1)+y2+ys+ ya

Ok +1) =

1 m
deZ(k+1)=— (k+1).
onde Z(k + m;z] +
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1.4 Mistura de Distribuicoes e Identificabilidade

Definicao 1.13. Sejam f1,--- , fx funcoes de densidades com respeito a alguma medida

o-finita v sobre R, e Y uma varidvel aleatoria com funcao densidade dada por

fly) = Z&?z‘fz‘(y),

onde €;, 1 = 1,--- N, sao wvalores nao negativos tais que 0 < ¢; < 1,7 =1,--- N e
N

E g; = 1. Dizemos, assim, que a distribuicao de'Y é um mistura finita de distribuicoes, f
/L:1 . . . “ .
€ uma mistura finita de densidades, onde ¢; € chamada a i-ésima componente de proporcao,

fi a i-ésima densidade componente da mistura e N o nimero de componentes.

Se as densidades componentes de uma mistura, f;, ¢ = 1,--- , N, pertencem a uma

mesma familia paramétrica, denotamos a funcao mistura de densidades da seguinte forma

N
fy; 0) = Z&fz‘(y; 0:),
i=1

N
onde0<¢; <1,2=1,---,N, Z g; = 1 e cada funcao f; ¢ uma densidade parametrizada
i=1
por 6;. Denotamos 6 = (e1,--+ ,en_1,01, -+ ,0y) 0 resumo dos parametros da mistura.

Todas as densidades componentes da mistura nao, necessariamente, precisam per-
tencer a mesma familia de distribuicoes. A unica exigéncia é que f; seja um densidade ou
funcao de probabilidade.

Estimar o parametro 6 baseado em n observacoes independentes de Y com densidade
fr( . ;0), somente é significativa se # é identificavel. A falta de identificabilidade pode
ocasionar problemas especialmente no caso de uso de técnicas de estimacao via maxima
verossimilhanca e simulagao, feitas a partir da distribuicao em questao, para inferéncias.
Uma familia de densidades paramétrica ¢ identificavel para o parametro 6, se os valores

de distintos # determinam membros distintos da familia. Veja a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.14. Considere a familia de densidades paramétricas
F={f(y;0); 0€6, yeR'}

chamada classes de fungoes de densidades, onde © € o espaco paramétrico correspondente.
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Dizemos que a classe de densidades F € identificavel quando:
f(.;0)=f(.:0) se, e somente se, § =6

Veja, a seguir, um caso no qual a identificabilidade para uma classe de densidades com

respeito a medida contadora, nao ocorre.

2
Exemplo 1.15. : Seja F = {p(y;@) = (y) 0Y(1—60)*>v,y=0,1,2, 6 (0,1)}. Note

h )= (3)o (1-0)

1
e que para 0 # o temos que 0 #1—0, mas p(1;0) = p(1;1—46). Dessa forma, esta classe

de distribuicoes binomiais nao € identificdvel.

Identificabilidade para  mistura finita de distribuicbes ¢é definida de
forma um pouco diferente. Para ver o porqué disto ser necessario, suponha que
fr(y;0) = efv,(y;01) + (1 — €) fr,(y; #2), onde as fungdes densidades componentes da
mistura pertencem a mesma familia paramétrica. Se 0 = (g, ¢y, ¢2) e 0 = (1 — &, ¢a, 1),
entao para 0 # 0 temos fy(y;0) = fy(y;0'). Na verdade, se todas as N fun¢oes densi-
dades componentes da mistura de distribuicoes pertencem a mesma familia paramétrica,
entao fy(y;0) é invariante sob as permutacoes N! dos indices das componentes em 6.
Este problema referente a falta de identificabilidade de 6 é conhecido como o problema de
label switching de densidades de misturas. Por esta razao, a seguir, definimos a identifi-
cabilidade para o caso de mistura de distribuicoes. Para mais detalhes veja McLachlan
[12], pag. 26.

Definicao 1.16. Seja
F={f(y;0);0 € ©,y €R"}

uma classe de funcgoes de densidades com respeito a medida o-finita v sobre R. Definimos

uma classe de misturas de F, por

H:{f(y7 |fya ngzy7 8Z>Ozgl 1f1y7 )G‘Fai:]-)"'aN7VN€Z+7y€RT}a

onde 0 = (g1, ,en_1,6h, -+ ,0n). Sejam f(y;0) e f(y;0%) dois membros quaisquer de
H, dadas por

N
= Z Eifi (y; 61)
=1
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N*
Fly07) = e fiy: 07).
j=1
A classe de mistura H € dita identificdvel para 0, se
fC50) =[50,

implica que N = N* eV i, 3 j tal que &; = €} e 0; = 0 e = implica a igualdade das
densidades para quase todo y relativo a medida o-finita em R”™ para f(y;0). Isto equivale

a sequinte situacao
F(y;0) = F(y,0") = N = N e Vi, 3j tal que g; = ¢} e 0; = 0},

onde F(y;0) € uma funcao de distribuicao correspondente a densidade f(y;0).

O teorema, a seguir, é um resultado de Atienza et al. [2] e fornece condig¢oes suficientes
para garantir a identificabilidade para mistura finita de distribuicoes de uma mesma
familia paramétrica.

No que segue, A’ denota o conjunto dos pontos de acumulacio de A C R¢.

Teorema 1.17. Seja F uma familia de distribuicoes. Seja M uma aplicacao linear que
transforma qualquer F € F em uma funcdo real ®r com dominio S(F) C R Seja
So(F) ={t € S(F): ®p(t) # 0}. Suponha que existe uma ordem total < em F, tal que
para todo F € F eziste t(F') € So(F) satisfazendo:

(a) Se Fy,--- ,F,, € F com Fy < F; para 2 < i <m, entao

/

t(Fy) € |So(F1) N[NELS(F)]| -

)
(b) Se Fy < F3, entdo lim A0

=0.
t—t(F1) Pp, ()

Entao, a classe H de misturas finitas de distribuicoes de F € identificdvel.

Demonstracao de 1.17 : Suponha que

N N*
Y eFi =) £F; (1.12)
i=1 j=1

para algum &;, €5 € (0,1) com Zij\;gi =1= Zjvzlsj e Fi,--- JFn,Ff,--- [ FY € F.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que N < N*, F; < F}, F' < I} parai <j
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e Iy 2 Fy. Portanto, F} < F} para todo j = 2,--- , N*. Seja

A= S(F) (NS (F)] (NS (E))

De (a) existe t(F;) € A’. Para qualquer t € A,

ZEZCI)F Zé (I)F*

Para t € Sy(F1), podemos dividir por ®p, (). Fazendo t — t(F}), obtemos

N N*

7 (1) Dps(t
g g; lim E it ( )
— () q)p t) t—>t F1 Op (1)

Portanto, de (b) temos que
im Or; 1)
t—t(F) Pp (1)

€1 = €]

Agora, se temos F; < I}, entao €; = 0, o que é uma contradigao. Assim F} = F} e
g1 = €] e os fatores correspondentes em (1.12) sao cancelados. Repetindo este processo,
obtemos ¢; = ef e F; = F parai =1,2,--- ,min[N, N*|. Finalmente N = N*. De fato,

N*
se N* > N, temos Z 53*»Ff(x) = 0, e portanto £; = 0 para N +1 < j < N*. Logo H ¢
j=N+1
identificavel. [

O resultado a seguir, simplifica os pressupostos nos casos em que o ponto t(F) = tg
nao depende de F € F.

Corolario 1.18. Seja F uma familia de distribuicoes. Seja M uma aplicacao linear que
transforma qualquer F € F em uma fungdo real ®r com dominio S(F) C R Seja

So(F)={t € S(F): ®p(t) # 0} e suponha que exista um ponto ty satisfazendo

/
c [ () So(F) (1.13)
1<i<N
para qualquer colecdo finita de distribuicoes Fy,--- , Fy € F. Se
Dp, (t
Fy < F, se, e somente se, lim Pr(l) _ (1.14)

t—to D, (t) S

¢ uma ordem total em F, entao a classe H de misturas finitas de distribuicoes de F €

identificdvel.
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Exemplo 1.19. Considere F a classe de distribuicoes lognormal dada por
T —(log v—p)?
/ exp{ ( §U2 u)}

0

F =S F:F(x;p,0)= ovy/2m

dv,p e Rio>0,2>0p. Entdo a classe H

de misturas de F € identificdvel.

Demonstracao de 1.19 : Seja M uma aplicacao que transforma uma funcao de
distribuicao F' € F em uma funcgao geradora de momentos de Y = log X, onde X tem

distribuicao lognormal. A aplicagao M é linear e

MIF(im o) = Elewltr Y = [ expfty}—— exp{~Ily — w?/20%}dy
1

= [ ewtit )

= exp{,ut}/ exp{tz — (2*/20%)}dz, t € R.

Neste caso So(F'(y; 1, 0)) = R. Observe que

exp{—2%/20°}dz

1
oV 2T

. 22 (z — 0?t)? N ot?
z— = —
202 202 2
Portanto,
e 1
MIF(y: 1, 0)] = exp{pt} exp{o®/2) / _ exp{—(z — o*1)*/20°]}dy.
—00 O v

Como esta tltima integral representa a integral da densidade da normal N (0?t,0?), entao

M[F(y; 1, 0)] = ®(,.0)(t) = exp{tp + (t*0*/2)},t € (—00, +00) para F € F. Note que

bt 0 (o 75)
lim (p2, 2)():hm

=% Quon(t) % exp (10 + C5E)

tZO'%
2

. 2
= lim exp{t(pz — )} exp {5(03 - 0?)} :

q)(uz,az)(t)

(I)(,ul,ffl)(t)
09 = 01 e pe < py), ¢ uma ordem total em F. Pelo corolario (1.18), a classe H de

Portanto, F(y;pui,01) < F(y;p2,02) < limy,o =0 & [0 < 01] ou

mistura finita de distribui¢oes de F é identificavel. [ |

A identificabilidade de misturas finitas foi também mostrada para classes de misturas
finitas geradas pela uniao de diferentes distribuicoes, tais como as distribui¢oes Gamma
e Weibull, em Atienza et al. |2].



Capitulo

2

O Modelo

2.1 Introducao

Com o crescente interesse em melhorar a utilizacao dos recursos da madeira e o
desempenho dos produtos derivados da madeira, tornou-se imprescindivel o
desenvolvimento de métodos para avaliar a qualidade da madeira de arvores plantadas,
para servir a programas de melhoramento genético e avaliar os métodos silviculturais.
Uma das propriedades importantes para avaliar a qualidade da madeira é o comprimento
de suas fibras. Assim, é necessério que os procedimentos para medir essas propriedades da
madeira em arvores sejam rapidos, de baixo custo e nao destrutivos (em relagao a arvore),
por isso, os melhores métodos sao aqueles que podem ser executados sem a derrubada da
arvore. Neste trabalho apresentamos um método que foi desenvolvido por Morling et

al.[13] e Svensson et al.[18], para investiga¢do da distribuigdo do comprimento das fibras.

Um método de amostragem para estimar a distribuicao do comprimento das fibras da
madeira, considerado rapido e nao destrutivo, é feito por meio da utilizacao de nicleos de
incrementos. Um ntcleo de incremento ¢ uma amostra cilindrica de madeira de bmm de
diametro, extraida de uma arvore com uma broca especial (ver Figura 2.1). Este método
de extracao de dados ¢é considerado o melhor para andlise de crescimento.
Instrumentos Opticos para medicao automaética do comprimento das fibras tem sido
desenvolvidos, que torna possivel medir grandes quatidades de fibras num curto espaco de
tempo. Contudo, encontrar a distribuicao do comprimento no ntcleo de incremento nao é
tarefa facil. Em primeiro lugar, em uma simples amostra pode conter fibras nao cortadas,
como também fibras cortadas uma ou até duas vezes. Uma explicacao para tal fato é que

o niicleo de incremento é extraido horizontalmente na arvore, enquanto as fibras crescem
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verticalmete (ver Figura 2.1). Todas as fibras com comprimento superior ao nucleo de
incremento certamente serao cortadas. Esta forma de censura deve ser considerada
quando as amostras de nticleos de incrementos sao usadas para estimar a distribuicao do
comprimento das fibras em arvores que estao plantadas. Outro fato que dificulta este tipo
de coleta de dados, é que a amostra nao contém apenas as fibras de interesse (traqueideos),
mas também outros tipos de células, tais como paréquima radial e traqueides radial, que
aqui chamaremos de microfibras. O comprimento médio das fibras varia entre 2 e 6mm
para diferentes espécies de coniferas, enquanto o comprimento médio das microfibras é
cerca de 10 a 20 vezes menor. Outra questao que precisa ser levada em consideracao é
o problema de viés de comprimento, resultante do fato que as células maiores sao mais

propensas a serem coletadas em um nicleo de incremento.

b —

Figura 2.1: Um nicleo de incremento cilindrico de didmetro 2r é extraido perpendicular
a direcao das fibras na drvore. A seccao transversal do nicleo incremento mostra como
as fibras da amostra podem ser tanto cortadas como nao cortadas.

O procedimento para medir os comprimentos individuais das células em uma amostra
de ntcleos de incrementos é feito em trés etapas. Na primeira, as amostras sao maceradas
em uma mistura de acido acético e peroxido de hidrogénio por cerca de 48 horas a 70°C.
Entao, as amostras sao cuidadosamente lavadas com agua e as células sao separadas pela
agitacao da solucao celular. Depois disto, os comprimentos das fibras e das microfibras
na subamostra resultante da interrupcao, podem ser medidos num microscopio 6ptico
ou por um analisador automéatico de fibras. Em um microscopio, é possivel perceber a

diferenca entre fibras e microfibras, como também se uma célula foi ou nao cortada. No
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entanto, uma analise microscopia nao é automatizada e portanto a quantidade de células
que podem ser medidas, na pratica, é limitada. Por outro lado, um analisador de fibras
opticas pode medir grandes amostras automaticamente em um curto espaco de tempo,
mas nao pode distinguir automaticamente microfibras de fibras, como também nao ¢é capaz
de dizer se uma célula é ou nao é cortada. Isto torna o analisador de fibras opticas em
um procedimento mais rapido e atraente para o estudo em questao. Agora, pela forma
como as amostras sao medidas, gerando incertezas quanto a classificacao de uma célula
em fibra ou microfibra, e também se esta é ou nao cortada, é razoavel supormos que os
comprimentos observados vém de uma versao censurada de uma mistura de distribuicoes
de comprimento das microfibras e fibras na arvore. Na Secao 2.2 apresentamos as variaveis
aleatorias presentes neste estudo, bem como suas distribuicoes. Na Secao 2.3 tratamos da
identificabilidade da classe de misturas finitas das distribuicoes envolvidas nesta analise,
e na Sec¢do 2.4 descrevemos o algoritmo MCEM proposto por Svensson et al.[18], que é
um método apropriado para lidar com a falta de informacao, gerada pela censura, para

estimar os parametros do modelo.

2.2 Comprimento da Fibra da Madeira

Com o objetivo de descrever o método para medir as propriedades da madeira,
apresentamos inicialmente as variaveis aleatorias envolvidas no modelo, bem como as

distribuicoes das mesmas.
Considere as seguintes variaveis aleatorias relacionadas ao modelo:

W = o comprimento de uma célula (microfibra ou fibra) em uma arvore que esta

plantada,

Y = o comprimento real de uma célula que, pelo menos aparece parcialmente no

nicleo de incremento, e
X = o comprimento correspondente a Y, visto no nicleo de incremento.

Considerando que a célula pode ter sido cortada quando seu comprimento é obtido
a partir do niicleo de incremento, temos que P(X < Y) = 1. Os comprimentos das
células sao obtidos a partir do nicleo de incremento e, portando, sao dados referentes a
distribuicao de X. Contudo, nosso interesse real é na distribuicao de W, e a distribuicao
de Y auxiliard na conexao entre as distribuicoes de X e de W. Como nas observagoes nao
é possivel distinguir as microfibras das fibras, quando os comprimentos sao medidos num
analisador de fibra 6ptica, supomos que as distribuicoes de X, Y e W sao algum tipo de

mistura de distribuicoes de comprimento de uma microfibra e de uma fibra.
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Seja Y uma variavel aleatoria continua com funcao de densidade fy(y,0) onde 6 é
um parametro desconhecido. Para estimar o parametro 6 do modelo, faremos uso do
algoritmo MCEM, e isto pode ser visto na Se¢ao 2.4. Neste estudo a distribuicdao de Y é

assumida da seguinte forma:

fy(y:0) = efy, (y;01) + (1 —€) frp (15 02),0 < y < 00 (2.1)

onde ¢ é a propor¢io das microfibras do niicleo de incremento e fy, (y; 1) e fy,(y; d2)
sao as funcoes densidades do comprimento real das microfibras e fibras, respectivamente,

que pelo menos aparecem parcialmente no nicleo de incremento. Desta forma temos que

0= (€,¢1, ¢2)

2.2.1 A Distribuicao de X

Seja o diametro do niicleo de incremento circular igual a 2r. Para encontrar a

distribuicdo de X, que esta definida em (0, 2r], notemos que para 0 < x < 2r,

P(X <z) = /OI fx(2;0)da’

_ / / Frr (@, ; 0)dyda’
0 0

- /o/o fXIY($/|y;9)fY(y§9)dydI/
— /QH@m/PﬁyWWQWMy
0 0
- A_HXSMYth@ﬂMy (2.2)

Observe que se z < 0, entdo P(X < z) =0 e que se x > 2r, entdo P(X < z) = 1.
Sendo assim, devemos encontrar a distribuicao condicional de X dado Y = y, que possui
suporte em (0,y] se y < 2r e (0,2r] se y > 2r. Note também que, a probabilidade

P(X <z|Y =y) = 1 para x >y, ja que X é possivelmente a versdo censurada de Y.

Primeiramente, analisamos o caso quando xz = vy, correspondendo a uma célula
nao-cortada. Uma célula pode ser nao-cortada somente se o comprimento real y ¢ menor
do que o diametro do ntucleo de incremento, isto é, y < 2r. Na Figura 2.2 podemos ver a
representacao de uma célula de comprimento real Y = y, com (y < 2r), e as regioes T'(y)

e U(y), auxiliares na obtencao da probabilidade P(X = y|Y = y), onde:
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Figura 2.2: T(y) regiao total na qual o centro do micleo de incremento pode estar situado
de modo a ter no minimo parte da célula, de comprimento real Y = y, no nicleo de
incremento. U(y) é a regiago sombreada na qual, se o centro do nicleo de incremento
estiver ali localizado, entao a célula serd nao-cortada.

T'(y) = regido total na qual o centro do nicleo de incremento pode estar situado
de modo a ter no minimo parte da célula, de comprimento real ¥ = y, no nicleo de
incremento,

e

U(y) = regido sombreada na qual, se o centro do nicleo de incremento estiver ali
localizado, entao a célula serd nao-cortada.

Assim, a probabilidade da célula ser nao-cortada dado que a célula aparece no ntcleo

de incremento é dada por:

u(y)/t(y), se 0<y<2r

(2.3)
0, se y>2r

meHX:mY:w:{

onde t(y) e u(y) sdo areas das regides T'(y) e U(y), respectivamente. Essas areas podem

ser facilmente calculadas e mostradas como sendo:

t(y) = 7t + 2ry

2r

172 — 42
u(y) = 2r’arcsen <#> — % Ar? — 2. (2.4)
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Da equagao (9) em Morling et al. (2003), fazendo C; = (0, z], para x < y, temos que:
P(X < o]y =y) =

1 Var? — x? 3
= —— |t(y) — 2r®arcsen (u) + (_x — y> Var? — xz] , 0<z<2r. (2.5)

t(y) o 2

Pelo teorema fundamental do céalculo, a equagao (2.5) pode ser escrita como

fox Ixy(wly)dw, se 0<z<2rex<y

PX <zlY =y) = . : (2.6)
1, se x> min(y,2r)
onde Fe (zly) 8r? — 3z + xy
zly) = :
XY t(y)v4ar? — x?

obtida derivando (2.5) com respeito a x.

Por (2.3) existe uma probabilidade positiva da célula ser nao-cortada se y < 2r. Isto
implica que a funcao de distribuicao condicional de X dado Y = y tem um salto em y se
y < 2r, e portanto é uma mistura de uma distribui¢ao discreta e uma continua, com uma

probabilidade positiva de X =y, para y < 2r.

Retornando a distribui¢do de X e considerando que P(X < z|Y = y) = 1 para
0 <y < z, das equacoes (2.2), (2.4) e (2.5) podemos escrever para 0 < x < 2r

PIX<a) = [ PIX<aly =i)frlnO)dy+ [ POX<alY = )fr(ib)dy
- | ety + [ POXS 0l =)y 0)dy

= PY <ux)+ /OO [1 + @(—u(a}) + (z —y)Var2 — a?)| fy(y;0)dy

= 1- /:0 [u(m) —(z —y)Var? — a2 %dy. (2.7)

A funcao densidade de X é dada por:

Pre(®) fy(2;0) + /OO Ixiy(zly) fy(y:0)dy, se 0<xz<2r |

0 , c.c.

fx(z:0) = (2.8)
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Demonstracao de 2.8 : Para verificar (2.8), devemos mostrar que
/ fx(2';0)dx’ = P(X < z),Vr € [0,00),
0

—= se xr €

t(z)

onde P(X < x) é dada na equagdo (2.7). Note que pp.(z) =

para 0 < z < 2r, temos:
u(x)

/0 e 0)da’ = / xm

Como fxy(2'|y) fy(y;6) é mensuravel e nao - negativa, a ordem de integracao

Friasonts+ [ [ porl@lo) o)y

invertida, de modo que a integral dupla em (2.9) pode ser escrita como:

xT [ee] xr y
/ / e (1) i (y; 6)dyda’ / fr (y: 0)dy / fpy (@ |y)dz’
0 x! 0 0

/ fY(yée)dy/O Ixpy (2'|y)da’

_ " fy(y; 0) 2 Ar? —y? 3y 2 _ 2
= /0 ') [t(y) — 2r-arcsen (2—7’ + ( 5 y) dre —y |

S . [Ar2 — 22 T )
+ /:C f};(é;’)e) {t(y) — 2rarcsen (—4 5 ) + <—32 - y) Vdr? — xQ_

Sabendo que

: (2)
o g A

arcsen <

entao de (2.4), temos que

@>:

Y g

2 2 Yy
— ) (_>
u(y) r rearcsen o 5

Lembrando também que t(y) = 772 + 2ry, de (2.10), temos que:

0, 2r], entao

(2.9)

pode ser

dy.(2.10)

(2.11)
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/0 // Fxy (@'y) fy (y; 0)dyda’ =

- [ 2 -3 G - () + 5=

+/:O fr(yi6) {t(y) _ oy <E — arcsen (;)) + (336 —y \/W} dy =

t(y) 2 r 2
= [t = a2y +
> s v (y;0)
= [Tt — v + @ Vi 2y (2.12)

Finalmente, de (2.9) e (2.11) obtemos:

Iy (y; 9)d

/Oﬂf fx(x';0)ds' =1 — /Oo[u(:v) —(z — y)Var? — a?] )

Do que acabamos de mostrar, temos que X é uma variavel aleatoria continua. Note
que Y tendo uma distribui¢do de mistura conforme em (2.1), entdo X terd também uma

distribuicao de mistura onde sua densidade é dada por:

Ix(z;0) = efx,(@;01) + (1 — €) fx, (2; d2) (2.13)

onde para t = 1,2

Ix (@ ¢0) = pnc(l’)fn(x;cth/ Fxpy (@ /y) fv, (y; ¢ dy

> R(z,y)
= Pac(@) fri (@ 00) + . VA — 22

Fvi(y; o0)dy, se 0 <z < 2r, (2.14)

e 0 caso contrario. Aqui
&r? — 322 + yx
24 2ry

R(z,y) =
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2.2.2 A Distribuicao de Y dado X

Vamos agora analisar a distribucao condicional de Y dado X = x, que tem suporte no

intervalo [x,00) com x < 2r. Note que

P(X € (v, x4+ An)|Y € (y,y + Ay))P(Y € (y,y + Ay))
P(X € (z,z + Ax)) '

P(Y € (y,y+Ay)| X € (z,24+Ax)) =
(2.15)

Como fxy(z|y) e fy(y;0) sdo continuas com respeito a y, segue por (2.6) que para y > x,

(2.15) pode ser aproximada por fyx(y|z;#)Ay, onde

Ixiy (zly) fy (y; 0)
fx(z;0) '

Note que fy|x(y|z;#) também é continua em relagdo a y. Assim, paray >z e (0 <z < 2r

fY|X(Z/\5C; 0) =

podemos escrever
HYSMX—@—l—HY>mX—@—1—/ fyix (Y']z;0)dy'. (2.16)
Yy

Resta, portanto, descrevermos a probabilidade condicional de wuma célula ser
nao-cortada, dado que o seu comprimento observado no niicleo de incremento é z, ou

seja, P(Y = x| X = z). Esta probabilidade pode ser obtida da seguinte forma:

PY=z|X=2) = lim PY <z+ Az|X =2x)

Axz—0+
- / Frx (yl: 0)dy
> fxy(@/y) fy(y; 0)

=1 fx(z;0) W

- 1 m(fX(:c $0) — Pue(@) fy (,0))

o pnc(x)fY<:E; 6) ara T r

= T e para 0 < x < 2r. (2.17)

Entao temos uma probabilidade positiva de uma célula ser nao-cortada com
comprimento x observado, lembrando que p,.(y) é a probabilidade de uma célula
ser nao-cortada no niucleo de incremento, dado que o seu comprimento real ¢ Y = y.
Das equagoes (2.16) e (2.17), temos que a distribuigdo condicional de Y dado X = z é
uma mistura de uma distribuicao discreta e uma distribuigao continua com probabilidade

positiva de Y = x. Desta forma, temos que para 0 < x < 2r,
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(O, se y<zx

Pne() fy (;0) se U=
PO <yX =)= Y (2.18)

ne ;9 v / /
%+/ Frix(y|z:0)dy, se y> .

Observe que se a distribuicdo de Y é uma mistura, assim como dado em (2.1), entao a
distribuicao condicional de Y dado X também é. Neste caso em particular, ¢ uma mistura
de duas distribuicoes, de Y] e Y5 dado X = x com componente de propor¢ao de mistura

g, e é dada da seguinte forma:

4

0, se y<ux

Pl sylX=2) =9 " @)

Pnc() fy, (75 0;)

Y
+/ Frux(|z; 0)dy’, se y >z,

\ .fX (.27; 0)
onde fy,x(ylz;0) = leY(Jcﬂ?(Jifg)(y; 0), parat =1,2.

2.2.3 A Distribuicao de W

A partir da distribuicao de Y podemos encontrar a distribuicao do comprimento das
células W em uma arvore que esta plantada. Pela definicao das variaveis aleatorias We Y,
podemos observar que a probabilidade de uma célula de comprimento real W = y aparecer
ao menos parcialmente no nticleo de incremento é proporcional & area t(y) = wr? + 2ry
de T'(y) (ver Figura 2.2). Sabendo que fy(y;0) é a fungao densidade de Y e f (y;0) é a

funcao densidade de W, pela formula de Bayes temos que:

fy(y;0) o (7”"2 + 2ry) fw (y; 0). (2.19)

Do fato de fy(y; 6) ser uma densidade e, consequentemente, fy(y;0)dy = 1, é possivel

0
calcular a constante de normalizagao [rr2+2r E[W]]~! de (2.19). Logo, a fungio densidade
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do comprimento da célula numa arvore plantada é dada por:

2 EW
fwlost) = "2 o) (2.20)

Desta forma, se fy(y;6) é conhecida, entao fy (y;0) pode ser determinada, uma vez

que E[W] depende apenas de fy(y;0), isto porque

L[ A0 ] wr

Demonstracao de 2.21 : Integrando ambos os lados da equagao (2.20) e rearranjando

0s termos, temos:

/Oofw(y;e) dy = /MM dy+/°° 2Bl fy :0) 4
0 0 0

wr2 4+ 2ry r2 + 2ry

* fr(y;0) < fy(y;0)
&1 = 2 ———— dy + 2rE|W = dy &
™ o Tri42ry y+2rEW] o T2+ 2ry Y
1— 2 [ Iy (y:6) dy
& 2rEW] = 0 _mr+2ry
oo fY(yve) d
0 =wr242ry Y

L™ Aw:0) oo
2Jo mr4+2y

5
|

A funcao densidade de W pode ser escrita como a seguinte mistura de distribuigoes:

fw(;0) = Efw, (y; 1) + (1 — &) fun (y; 2), (2.22)

onde € = £(0) é a propor¢ao de microfibras na arvore que esta plantada. Na equagao acima,
fun (y; 1) € fw,(y; d2) sdo as fungoes densidades dos comprimentos das microfribras e das

fibras, respectivamente, na arvore plantada. Ao utilizar a equagao (2.20) para as fun¢oes

densidades fir, (y;61) e fu, (y; 62) , temos que:

71'7’2 + 2TEt[W]
r2 4 2ry

fw (y; ¢0) = fvi(ys ), para t =1,2. (2.23)

O fato da propor¢ao € ser uma funcao do parametro 6 e nao ser igual a proporcao de
microfibras no nicleo de incremento, ¢, é explicado pela formula (2.24) abaixo. Isto é

uma consequéncia do comprimento ser tendencioso. Entretanto, se € é conhecido, entao
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¢ pode ser determinado por

_ glmr 4+ 2E[W]]

“T Tt 2E, W] (2.24)

Demonstracao de 2.24 : Substituindo as funcées fi, (y; ¢1) e fu, (y; ¢2) de (2.23) em
(2.22), temos a fung¢ao densidade de W, ou seja,

mr? + 2r By [W
wr? + 2ry

7r? + 2r Ey[W
r2 4 2ry

il 0) == | | mmtmon+a-9)| | o, 29)

[e.9]

onde E(W) = / w fw, (w; ¢)dw. Dai, pelo fato de (1 — €)Ex[W] = E[W] — eE[W],
0
podemos escrever a equagao (2.25) como:

_[mr*+2rFE

fw(y;0) = 8[7TT7W2_:2;35 ]]fyl(y,aﬁl)
1 - 2r(E[W]| — B, [W
%‘&(W)ZH e ETTQ]JF;J[ ])sz(y;¢2)- (2.26)

Por outro lado, substituindo (2.1) na equagdo (2.20) obtemos outra expressao para a

funcao densidade de W, da seguinte maneira:

r? + 2rE[W]

fw(y;0) = 2 + 21y ey é1) + (1 =€) fra(y: 92))- (2.27)

Portanto das equagoes (2.26) e (2.27), temos que:

_[mr? + 2rE (W] . (1—&)mr? . 2rE[W] .
{ 71_7“2_’_27@ :| le( 7¢1> + 7T7“2+27“y fY2( 7¢2> 7_”02_*_274ny2( 7¢2)_
2T€E1[ ]f ( ¢ ) 71.7'25]03/1 (y?¢1) N 7”'2(1 - g)fYQ(y; ¢2) o
2 4 2ry Y ¢2 mr2 4+ 2ry wr2 4+ 2ry
_2reEWfn(yié)  2r(L—e)BW ik (yide) _ )
wr2 4 2ry wr2 4+ 2ry

S 1 fy,(yida) (1 —E—1+¢) + mfy,(y;01)(E — &) + 2rEr [W] fy, (y; 1) +
F2rEW] fy,(y; 02) — 20EEL W] fy, (y; ¢2) — 2re E[W] fy, (y; 1) —
—2rEW]fy,(y; 02) + 2reE[W]fy,(y;¢2) =0 &
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& mrE =)o) — fa(yid2)] + 20EEA[W][fvi (i d1) — fro (Y3 62)] —
=2reEW][fyi(y;01) — fr(y;02] =0 &

& e —mrie + 2EE W) - 2reE[W] =0 &

& Elmr? + 2rEy[W]] = e[nr® + 2rE[W]] &

o o elmr + 2E[W]]
TSN

2.3 Identificabilidade

Na Secao 1.4 definimos e explicamos identificabilidade de uma classe de misturas de
distribuicoes paramétricas. Nesta secao, por intermédio do Teorema 2.1 apresentado a
seguir, damos condicgoes suficientes para garantir a identificabilidade da classe de misturas
finitas de fx,(x; ¢;) dada por (2.14).

Teorema 2.1. A classe de misturas finitas de fx,(x; ¢;) € identificdvel se a correspondente

classe de misturas de fy,(y; ¢y) € identificavel e fy,(y; ¢) € analitica em y.

Demonstragao:
Note que pela equagao (2.7), a fungao de distribuicao de X; é dada por

Fx,(z;¢:) =1 —/ Az, y) fv, (y; o) dy, x € (0,2r),

onde

1 3
2r2arcsen (2—\/47“2 — xQ) + (y - ;) VAr? — g2

r

Alz,y) = r2 4 2ry

Para x € (0,2r) temos que

N*

Y el = Fx,(2:6) = ) ei(l - Fx,(2:6))) &

s=1
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o >e( [ At o) —NZ ([ awnssen) =0

t=1

s [ Awewiy =0 (2.28)
onde
N N*
V)= afulyi o) =Y erfv.(y; b)) (2.29)
t=1 s=1

Como, por hipotese, as misturas finitas da classe de fy,( . ; ¢;) sdo identificaveis, teremos a
identificabilidade para misturas finitas da classe de fx,( . ;¢;) se, para = € (0,2r) a

igualdade (2.28) implicar que g(y) = 0, para todo y € (0,00). Sabemos que

/Ooo 9(y)dy = 0,

N*

pois as fungoes que fy,( . ;¢;) sdo densidades e Z g = Zgz = 1. Seja

t=1 s=1

G(y) = %. (2.30)

Entao a equagao (2.28) é equivalente &
:I:)/ G(y)dy + V4r? — xz/ yG(y)dy =0, (2.31)

para todo x € (0,2r), onde

1 3
b(x) = 2r’arcsen (2—\/ 4r2 — x2) — Ex\/ 4r?2 — g2,

r

Assim, a equagao (2.31) é equivelente a

/:OyG(y)dy = \/7_932/ Gly

— B) / Gy)dy. (2.32)
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onde B(x) = L@) Tomando a derivada de (2.32) com respeito a z, temos que
4r? — x?
B@) [ Gy - Ba)G) = ~1G)
e portanto
~Gla) =<lw) [ Glo)ay, (239
onde ¢(x) = @ 1_3 g()x)) e B'(x) é a derivada de B(z). Seja

H(z) = /w ) G(y)dy, (2.34)
entdo, da equagao (2.33), temos que
H'(xz) — c(x)H(z) =0, x € (0,2r). (2.35)
Esta equacao diferencial tem a seguinte solugao
H(z) = Kexp (C(z)), onde C(z)= /Oz c(y)dy, (2.36)
e K é uma constante. Das equagdes de (2.33) & (2.36), temos que
—G(z) = H'(x) = Kc(z) exp (C(2)), (2.37)

e que
—G(0) = K¢(0). (2.38)

Note que ¢(0) > 0, pois

1
By VO a0t =)
c(0) = —B(0) A2 — o2 <—B(O)>

V() —0(0)2r  —V(0)
8r3(B(0))  8r3b(0)  4r2b(0)’

como b'(0) = —3r, entao
3r 3

«(0) = 4r2b(0) = 4y
Se G(0) = 0, temos por (2.38) que K = 0 e assim por (2.36) que H(z) = 0 para todo

> 0.
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z € (0,2r). Assim, de (2.34) temos que

/ G(y)dy =0, Yz € (0,2r),

e, portanto
G(y) =0, Yy € (0,2r).

Esta ultima afirmacao pode ser verificada por continuidade e usando o fato de que G é

fungao analitica. Sendo assim, de (2.30) temos que

N N*
9W) = ey 6) = Y efn(y 67) =0, y e (0,2r). (2.39)
t=1 s=1

Como fy,(y; ¢:) € analitica em y, entdo por (2.29) g também ¢ analitica. Agora, de (2.39)

e do Teorema de Identificabilidade para Fung¢oes Analiticas (veja Lima [9]), segue que
g(y) =0, Vy € (0,00).
Dai, e pela hipotese de que a classe de misturas de fy,( . ;¢;) é identificavel, temos que

N = N~

vV t, 3 s tal que g = €7,

mostrando assim, que a classe de misturas finitas de fx,( . ;¢;) é identificavel. Resta,

portanto, mostrar que G(0) = 0.

Suponha, por contradi¢do, que G(0) # 0. Entao K = _Cc(;é;)) e por (2.37) segue que
_ G(0)c(x)
G(z) = W exp(C(x)),
e, por (2.30)
o) = (72 4 209) S0l explCO). € 0.20), (2.40)

Sabemos que o lado esquerdo de (2.40) é analitica em y, pois fy,(y; ¢;) é analitica em
y, para y € (0,00). No entanto, o lado direito nao pode ser analitica, pois c(y) e
c(y)exp(C(y)) tem singularidade em y = 2r. Portanto G(0) deve ser 0. Assim, a prova

do Teorema 2.1 estd completa. [ |
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Logo, se sabemos que a classe de misturas finitas de fy,(y; ¢;) é identificavel e fy,(y; ¢;)
¢ analitica em y, entdo a classe de misturas finitas de fx,(z;¢;) € identificavel.
A identificabilidade da classe de misturas finitas de fy,(z;¢;), quando a correspondente
fx,(x; @) ¢ uma densidade lognormal, segue diretamente do Teorema 2.1, jA que no caso
lognormal, fy,(y;¢;) é analitica em y e as classes de misturas finitas de distribui¢oes

lognormais sao identificaveis, como visto no exemplo (1.19) na Segao 1.4.

2.4 O Algoritmo MCEM

O analisador de fibra 6tica nao é capaz de registrar se o comprimento x observado no
nucleo de incremento, vem de uma célula ndo-cortada (x = y) ou de uma célula que foi
cortada uma ou duas vezes (z < y). Aqui mostramos como o algoritmo MCEM pode ser

usado para estimar 6, que leva em consideracao a falta de informacao nos dados.
Conforme foi visto na Secao 2.2, temos as seguintes varidveis aleatorias:

Y = o comprimento real de uma célula que, pelo menos aparece parcialmente no

nicleo de incremento, e
X = o comprimento correspondente & Y, visto no nicleo de incremento.
Seja X = x o valor observado de X e Y = y o valor observado de Y. Pela
equagao (2.1) temos que fy(y;0) = efy,(y; 1) + (1 — €) fy,(y; ¢2). Todavia, é complexo
executar o calculo direto do EMV para encontrar ¢ por meio da fungao de verossimilhanca

(dado incompleto)

log fy (y; 0) = logle fy, (y; #1) + (1 — €) fyz (y; d2)], (2.41)

devido ao fato desta fungao ser o logaritmo de uma soma de termos. Para facilitar esse
calculo, temos a alternativa de considerar y como um dado-incompleto e completa-lo com
um dado nao-observado z, de modo que a maximizacao da verossimilhanca dado-completo
fv.z(y, z;0) seja mais simples. Neste caso, consideramos a variavel aleatéria Z definida

por

1, se a observacao é uma microfibra

0, se a observacao é uma fibra
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com funcao de probabilidade

g, se z =1

fz(2;,0) = { (2.42)

l—¢, sez=0

Desta forma, C' = (Y, Z) é um vetor dado-completo e a fun¢do densidade condicional de
Y dado Z é dada por

vi(y;61), sez=1
Frielylz0) = { o) >0
fra(ys d2), sez=0
Denotando o dado-completo por ¢ = (y,z), temos que a funcdo log-verossimilhanga

dado-completo é dada por

log fo(c;0) = log fy.z(y, z;0) = log[fy|z(ylz; 0) f2(2;0)] =
= zloglefy, (y;01)] + (1 — 2)log[(1 — €) fv, (y; B2)]- (2.43)

Se o dado completo ¢ fosse conhecido, o EMV de 6 poderia ser obtido diretamente de
(2.43), de forma mais simples que em (2.41), visto que agora temos soma de logaritmos.
No entanto, somente o comprimento da célula é observado no ntcleo de incremento, isto
é, conhecemos apenas a observacao X = x. Sendo assim, podemos obter o EMV de 6 via
algoritmo EM, substituindo o calculo do arg maxglog fo(c; 0) pela maximizagao do valor

esperado do log fo(c; 0) relativo a distribuicao condicionada a X = z,

Q0,0") = Elog fo(c;0) | 2;0' = E[Z(loge +log fy; (Y 61)) | 23 0] +
+ E[(1-2Z)(log(l —¢)+1log f,(Y;¢2)) | ;6] (2.44)

Note, pelo teorema de Bayes, que

P(Z=z|X=u0) = Fxiz(@|z;0) f2(2:0)

fx(z;0)
ngl (xvqﬁll) _
N (2.45)
A Spalsy
fx(z0)
Denote 7(x;0") = E(Z|x;0'), assim
o gle1 (x; Qﬁll) )

7(x;0)=P(Z=1|xz;0) = (e )
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Agora, usando o condicionamento em Z, a equagao (2.44) pode ser reescrita como

QO,8) = 7(x;0)loge + (1 — 7(z;6")) log(1 — &) +
+ 7(2;0)Ellog fy, (Y1) | 2, Z = 1;0'] +
+ (1 —7(z;0")Ellog fv,(Y;¢2) | ®, Z = 0;6]. (2.46)
Algoritmo EM. Observa-se x = (x1, 3, ..., £, ) valores independentes da variavel X.

Seleciona-se (¥ € ©. Na iteracdo k + 1,

passo E: Calcula-se a esperanca

Q0,0%) = E |log ] fv.z(Yi Zi;0)|x; 6%

i=1
= Y E[log fy,z (Y, Zi; 0)|x;6%] (2.47)
i=1
onde Y7, --- .Y, sao varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, onde
cada Y; tem fun¢ao de densidade dada por (2.1), e Z3,---,Z, sao variaveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas, onde cada Z; tem funcao de probabilidade
dada por (2.42). Os vetores (Y1,72;),---,(Yy,Z,) sdo também independentes e
identicamente distribuidos. De (2.44) e (2.46), temos que (2.47) pode ser calculado da

seguinte forma

n

QO,0M) = 3 (r(wi#)loge + (1 — 7w 0)) log(1 — €)) +

=1

+ ZT(.Ti;G/)E@/[log fv, Yis 1) | 23, Zs = 1] +
=1

+ S (= 7@ @) Eollog fry(Vii 62) | 21, Zs = 0]. (2.48)
=1

passo M: Determina-se
0+ = arg mazeQ(0, ™).

Na iteracao (k + 1), o calculo do EMV de 6 requer resolver a equacao

0Q(6,0%)

= 0. (2.49)
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Podemos maximizar a expressao (2.48) em termos de e,¢; e ¢ independentemente.

Fazendo a derivada parcial com respeito a ¢ em (2.49) igual a zero, temos que:

1
(1—-¢)

- 2 (g ) -

i=1

8Q(Q,H(k)) _ i(T(l‘i;e(k))

1
;%) —
0. S—— )

™ | =

Dai, segue que o EMV atualizado da proporcao das microfibras é

n

1
gk — - > r(as ™). (2.50)
i=1
Como visto na equacdo (2.45), entdo as probabilidades 7(x;;0%), i = 1,...,n, sdo
calculadas por
(k) (k)
(o) = S @i 01T (2.51)

P (s 0

Exemplo 2.2. Se as distribuicoes de Y1 e Yy pertencem a uma familia de distribuicoes

lognormais, as solugoes de (2.49) para os para@metros ezistem de forma fechada.

De fato, considere

_ 2
fYt(y7¢t) = 1exp{_w

1
o 2mY 20?2

Calculando, primeiramente, a derivada parcial em (2.49) com respeito a ju1, temos que

},y>0,t:1,2.

0Q(0.0%) _
O
o1y (log Y; — u)? })
= e xz; 6( ex et MU xi7 ZZ — 176(147)
3#1 { i—1 [ <O'1 / Y P { 20_% ’
n N ,
_ % { (200 E { 12 _logoy —logV; — (Og2’—2“1) |, Zs = 1;9(k):| }
A p
= (xug(k |: ( H1 708 ,U | ZL‘Z,ZZ = 1’Q(k)>:|
O 201

1

7

log Y; . It
(s 0%) [E ( o | @i, Zi = 1;9(k)> - —;} :

1

-

@
I
—
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0Q(6,6%)
Agora, resolvendo a equacao % = 0, obtemos
H1
Z 7(x;; 0% E(logY; | x;, Zi = 1;0")
jin ) — =1 . (2.52)
Z (x5 0P)
i=1
Calculando agora a derivada parcial em (2.49) com respeito a oy, temos que
9Q(8,0"™)
(90'1 N
0 < [ 1 1 (logV; — p1)?
= — H0PNE |1 N AR 2 A 0 Zi =100
Do, {;T(x’ JE |log \ 7y, o 207 i ’

0 “ i log Y, — 1)
= — {Z (2 0" E |log(2m) "% — log oy — log Y; — M | 25, Z; = 1; Q(k)} }

O'i)) 01

= log Y;)? = 2uy log Vi + 7 1
= ZT(SCZ';Q(M)E {(og ) F108 +'u1——\xi,Zz':1;9(k)}.

0Q(0, 0"
Resolvendo 9Q(0,07) = 0 de (2.52), encontramos
01
> 7@ 0®)ot = 7w 0% El(log V) | @i, Zi = 1] — Y 7(w5;6%),
i=1 i=1 i=1
e portanto
> 7@ 0% E[(log V;)? | 21, Z; = 1;0%)]
(1 )(k—i—l) i=1 . (m(kﬂ))g (2.53)
ZT(xi; o))
i=1

De modo similar para iy *™) e (5,%)*+1, basta reescrever (2.52) e (2.53) com Z; = 0 no
lugar de Z; = 1 e 1 — 7(2;;0%)) no lugar de 7(z; %),

Um problema para o calculo dos EMV’s dos parametros envolvidos neste
estudo, consiste na obtencao das esperancas condicionais que aparecem nas

estimativas, e que nem sempre existem de forma fechada. A alternativa aqui, porém,
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¢ usar a versao estocastica do algoritmo EM, chamada de algoritmo MOCEM,
de forma semelhante ao apresentado na Secao 1.3. Neste caso as esperancas
E(logY; | 2, Zi = 1;00) e E[(logY;)? | i, Z; = 1;0®] sdo aproximadas, simulando
m valores de ¥/, ...,y,, da distribuicdo condicional de Y dado X para microfibras com os

parametros ¢§’“) e usando

1 m 1 m
S logy, —3 (logy})’ 2.54
! j=1 R m j:1( Ogy]) ( )

para as respectivas esperancas condicionais. As esperancas condicionais para as fibras sao
aproximadas de forma semelhante. No capitulo seguinte, provaremos a consisténcia e a
normalidade assintotica deste algoritmo MCEM, quando fy (y;6) é uma mistura de duas

distribuicoes lognormal.



Capitulo

3

Propriedades Assintéticas do
Algoritmo MCEM para Mistura com

Dados Censurados

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é tratar a consisténcia e a normalidade assintotica do esti-
mador obtido via algoritmo MCEM. A normalidade assintotica ¢ mostrada em trés etapas
e, antes de detalhar o modo como isso ¢ feito, apresentamos algumas notacgoes e definicoes

preliminares.

Seja © o espaco paramétrico, que para um modelo de misturas de duas lognormal,
corresponde ao espago paramétrico © = ((0,1) x R x RT x R x RT) onde R* = (0, 00).
Seja ainda:

0* = (%, 91, ¢5) = o verdadeiro valor do parametro que gerou os dados observados no

nicleo de incremento;

Orrv = o estimador de maxima verossimilhanca de 6%;

6 — ¢ estimador de 6* no passo k da sequéncia EM;

égk) = o estimador de 8* no passo k da sequéncia MCEM proposto.

Seja também ©’ um conjunto compacto de ©, tal que 6* é um ponto interior e em
quase todo x, com 0 € ©'; temos que fx(x;0) = fx(z;0%) se, e somente se, 0§ = 0*.

Note que éfgk) depende também de m, nimero de valores simulados para a integracao

Monte Carlo, como visto no final do Capitulo 2. Neste capitulo, mostramos a consisténcia
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e a normalidade assintotica de é(sk), onde k, m e n tendem simultaneamente para infinito
de forma ainda a ser estabelecida, quando fy(y;#) é uma mistura de duas distribui¢oes
lognormal.

Um problema para distribuicdes de mistura é que a fungao de logverossimilhanca
[(0) = Zlog fx(z;;0), pode atingir o seu maior maximo local em diferentes escolhas
i=1

de 6 € ©. Por exemplo, isto pode ocorrer no chamado problema label switching, como
mencionado na Se¢ao 1.4. Contudo, no nosso estudo, este problema é facilmente evitado
pelo fato de termos uma ordem natural das fungoes densidades de fx, (x; ¢1) e fx, (z; ¢2),
uma vez que o valor esperado do comprimento das microfibras é muito menor do que o

comprimento das fibras.

Na prova da consisténcia e a normalidade assintotica, assumimos que a matriz de

informagao de Fisher 1(0) = E[Sx(0;X)S%(0;X); 0] ¢ bem definida e definida positiva
01 ;0
em 0*. Aqui S,(0; X) = m. A demonstracao do teorema formulado a seguir,

¢ o objetivo principal deste trabalho.

Teorema 3.1. Assuma que fy(y;0) é uma mistura de duas distribui¢oes lognormal. Entdo
V(89 —67) L N0, 1(6°)Y) com k,m,n — oo cooperativamente,
A(k) A(k—=1) d . o
onde 0y’ = arg max Q(0;05 ) e = denota a convergéncia em distribuicdo.
E /

O termo cooperativamente, que especifica de qual forma k,m e n devem
simultaneamente tender ao infinito, e esta definido na Secao 3.5, dependerda de M em
(3.32) e da sequéncia k(n) no Lema 3.8. Contudo, a demonstra¢ao do Teorema 3.1 ¢ feito

em trés etapas, isto é, em secoes distintas, observando que
V(0§ —07) = V(0 — 6%) + Vn(0® — ) + V(O — 07).

Sendo assim, na Secao 3.2 apresentamos defini¢oes e resultados que serao utilizados nas
demais secoes deste capitulo, na Secao 3.3 mostramos a convergéncia do EMV para o
parametro 6%, na Secao 3.4 monstramos a convergéncia do estimador gerado via algoritmo
EM para o EMV e na Secao 3.5 monstramos a convergéncia do estimador gerado via

algortimo MCEM para o gerado via algortimo EM.
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3.2 Condicoes de Regularidade e Resultados Preliminares

Apresentamos nesta secao algumas condicoes e alguns resultados que servem de base
para as demonstragoes das propriedades assintoticas do estimador obtido via algoritmo

MCEM. Esses resultados preliminares sao encontrados em Redner e Walker [15].

Nesta sec¢do, consideramos 6 = (6,0s,---,0,) um vetor v-dimensional pertencente
ao espago paramétrico ©. Algumas condi¢bes de regularidades utilizadas na anélise

assintotica do algoritmo MCEM, sao relacionadas a seguir.

Condicio RW 1. Eziste uma vizinhanca © C © de 0* tal que para todo 0 € ©, para
ofx | Pfx
06, — 00,00,

quase todo x € (0,2r) e para i,j = 1,--- ,v, as derivadas parciais existem

e satisfazem

0 0 0? 6
‘%' < gi(z), ‘%‘ < gij(),

onde g;(z) e g;j(x) sao integraveis em (0,2r) com respeito & medida de Lebesgue.

Condicao RW 2. Para todo 0 € O, para quase todo © € (0,2r) e para i,j,k =1,--- v,
> fx
00,00;00,

as deriwadas parciais existem e satisfazem

& log fx(x;0)
26,00,06,

onde g;i(z) satisfaz

2r
/ Giji () fx (25 0)dr < 0.
0

Para a condicao RW3, é necessario introduzirmos a seguinte notagao. Para 6 € ©

e p > 0, seja N,[0] uma bola fechada de raio p e centro § em O, e defina

fx (@0, p) = supgen, o fx (@:0') e fx(x;0, p) = max {1, fx (20, p)}.

Condicao RW 3. Para cada 0 € © e p > 0 suficientemente pequeno,

2r
/ logfx(x;0,p) fx(z;0%)dx < 0.
0

2r
Condigao RW 4. / logfx(x;0") fx(x;0")dx < 0.
0

Condigao RW 5. Com probabilidade 1, a funcao Q(0,0") é continua em 6 e ' em ©,
onde Q(0,0") é a esperanca calculada no passo E do algoritmo EM (veja (2.47)) e, © é

definido no inicio do capitulo.
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Condicao RW 6. As fungoes Q(0,0"), dada em (2.47), e 1(0) = Zlog fx(x;0) sao
i=1
ambas diferencidveis em 0, para 0 e 0’ em ©', quando n for suficientemente grande.

A seguir, relacionamos trés proposigoes de Redner Walker |15], que sdo utilizadas nas

demonstracoes do Lema 3.7 e do Lema 3.8.

Proposicao 3.2. Se a matriz de informacao de Fisher é bem definida e positiva definida
em 0, se as condicoes RW(1) e RW(2) sao satisfeitas, e se qualquer vizinhan¢a
suficientemente pequena de 0* em © € dada, entdo com probabilidade 1, existe, para
todo n suficientemente grande, uma nica solugao éMV das equacoes de verossimilhanca
Olog fx(x;0)/00 = 0 nesta vizinhanga, e esta solu¢ao mazimiza localmente a fun¢ao
logverossimilhanca. Além disso, \/ﬁ(éMV —0*) € assintoticamente normal distribuido com

média zero e matriz de covariancia 1(6*)7 .

Note que a Proposi¢ao 3.2 garante que numa vizinhanga suficientemente pequena de

0* em O, o EMV ¢ fortemente consistente e assintoticamente normal distribuido.

Proposicao 3.3. Seja ©' qualquer subconjunto compacto de © que contém 6* em seu

nterior, e o conjunto

C={0e€0: fx(x;0) = fx(x;0*) em quase todo z}.

Se as condigoes RW(3) e RW(4) sao satisfeitas e D é um subconjunto fechado qualquer

de ©" que nao intercepta C, entao com probabilidade 1,

=0.

lim sup H,le Jx (i; 0)
n—00 g p Hi:1 fx (%‘? 0*)

Esta proposicao assegura que 0y, para n suficientemente grande, atinge o maior
méximo local num subconjunto compacto qualquer de © contendo 6* em seu interior

(com excegao do problema label switching mencionado na Secao 1.4).

Proposicao 3.4. Sob todas as condicoes de reqularidade, RW1 a RW6, temos com
probabilidade 1, para n suficientemente grande, que o iunico estimador de mdxima
verossimilhanca fortemente consistente, éMV, é bem definido em ©' e limy_,o o) = éMV,

quando 00 ¢ suficientemente prozimo & Oy .

Agora, o proximo resultado pode ser encontrado em Casella e Berger [3] e sera utilizado

nas demonstracoes dos Lemas 3.6, 3.7 e 3.8.
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Proposicao 3.5. Se fy,( . ;¢:), comt = 1,2, € diferencidvel em ¢, e existir uma fun¢do

g( . ;&) e uma constante §g > 0 tal que

Ofy, (y; b¢)

< g(y; 1), Y ¢ tal que |¢, — Pi| < 0o,
Py

dr=9}

/_ 9(y; ¢e)dy < o0,

[e.9]

entao, temos que
a [~ <0
Eys soe)dy = [ o n(y; d)dy.
agzst/_oofyt(y ¢v)dy /_ooﬁcbth(y ¢u)dy

Na sequéncia, apresentamos um lema que especifica condi¢oes para fy(y; ), sob as
quais, a condicdo RW1 ¢é satisfeita para a funcao densidade fx(z;6), quando fy(y;6) é

uma mistura de duas distribuigoes. Neste caso 6 =¢c e (0, ,0,) = (¢1, P2).

Lema 3.6. A condi¢io RW(1) é satisfeita para fx(z;0) se eviste uma vizinhan¢a © C ©
de 0* tal que para todo 6 € © e quase todo y € (0,00),

| fyi (Y5 @) < hae(y) (3.1)

e as derivadas parciais 0 fy,/00; e 0% fy,/00;00;, existem parai,j =2,--- v, e satisfazem
Ofvi(y; ¢1) 0 fyi (y; ¢1)

< h,: < hyiq 2

PR <) ¢ | TR < i), 32

t = 1,2, onde hy(y), hei(y) € hujq) sao integrdaveis em (0,00) com repeito a medida de

Lebesgue.

Seja V4 uma notagao conjunta para qualquer derivada parcial de ordem d, para uma

funcao, com respeito aos parametros 6;, 1 =1,--- ,v.

Demonstracdo do Lema 3.6 : Conforme foi visto anteriormente na equagao (2.13),

temos que
fx(@;0) = e fx,(w;61) + (1 — &) fx, (w5 p2).

Dat,
’ Ofx(z;0)

92 ‘ = [fx, (@5 01) = fxo(@502)| < fx, (25 01) + fxo (5 h2). (3.3)

Pela equacao (2.14), sabemos que

> R(z,y)

Fx (@5 61) = puel) fri (23 00) + B v

fy, (y; ¢)dy, se 0 < x < 2r,
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onde
&r? — 32 + yx

w2 4 2ry

OR(x,y)

R(z,y) =

Para um valor fixo de x € (0,2r), temos que > 0 ou < 0, dependendo apenas

de x. Logo, R(x,y) é crescente ou decrescente corr(?g fungao de y em [z, 00). Temos ainda
que
8r? — 272 8r? 8r2 8
Rz, ) = mr? 4 2rx = + 2rx “Ie T
e
lim R(x,y) = =<
y—0oo 2r
Assim,
|R(z,y)| < % para z € (0,2r), y € [z,00). (3.4)

E portando, da equagao (3.1), temos que

‘W‘ < fxa (@) + fxo (7 92)
e
= S peel@) e / \/7&( ;cbt)dy]
2T * R(z,y) }
< nc( )ht( )_'_ —ht( )d
Por(3.4)

Pne(® / WW ()dy}
dy] =: g1(z).

M'f

W
I
—_

he(x) +

m/4r?2 — 22 Jq Y

“
Il
=

-]

Segue, da hipotese que hy(x) é integravel em (0, c0), e que

2r

x
dx = arcsen —

oo
/Om ar|,

que g1(z) é integravel em (0,2r). Uma vez que fx(x;0) é linear em ¢, a derivada de
segunda ordem de fx(z;60) com respeito a € é zero. Também, observamos que
02 fx(z;0)
ofonteloy

Entao, para provarmos que a condicdio RW1 é satisfeita, precisamos encontrar funcoes

=0,comi,j=1,2ei#j.
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integraveis, dominando as derivadas parciais de primeira e segunda ordem de fx,(x; ¢;),
com respeito a ¢;, t = 1,2. Contudo, de (2.14) e (3.4) temos que

> R(z,y)
x \/42

Sty

se 0 <z < 2r, onde d = 1,2. Note que podemos derivar sobre o sinal da integral no

Vifx,(x50)) = Pne(®)Vafy,(z;¢:) + Vg fYt( s o )dy

< pnc( )Vdet( ) ¢t dy7 (35)

segundo termo de (3.5) utilizando a Proposi¢do 3.5, pois por por hipoOtese, existe uma

vizinhanca © C © de 0 tal que para todo 6 € © e quase todo y € (0, 00),

| fyi(y; 00)| < hae(y)

e as derivadas parciais Jfy, /00; e O? fy,/00;00;, existem para i,j = 2,- - , v, e satisfazem
9 fvi(y; &) 0 fyi (y; 1)
< Dy < Pass
’ 90 haly) e 90,00, |~ heis(4)

t = 1,2, onde hi(y), hii(y) e hujy) sdo integraveis em (0,00) com repeito a medida de
Lebesgue. Portanto, de (3.5) segue para 6;, i =2,--- v, d = 1,2, que

Vafx, (75 0t) < pne(x)Vafy, (5 0:) + Vafv,(y; ¢r)dy, se 0 < x < 2r,

7r\/47"27/

e assim

8

Vafx, (@, ¢0)| < [Vafv, (5 00)] + ‘m

/ \Vafy.(y; o) dy.

Entao,

\Vafx,(z,¢¢)| < hy(x) + y) dy < oo, (3.6)

7r\/4r2 — 72 /

onde hy.(y) é uma notagao conjunta para hy;(y) e hyj(y) em (3.2). Assim, o lado direito

de (3.6) é integravel. Isto completa a demonstragao do Lema 3.6. |

3.3 Normalidade Assintotica do Estimador de Maxima

Verossimilhanca

Nesta secao, verificamos a normalidade assintotica do EMV de 6. Lembre-se que

quando falamos sobre o EMV de 0, queremos denotar qualquer escolha de # € © onde
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1(0) = Z fx(z;;0) atinge seu maior maximo local.
i=1

Lema 3.7. Assuma que fy(y;0) é uma mistura de duas distribui¢oes lognormal. Entdo

V(O — 07) 5 N(0,1(6%)") com n — oo.

Demonstracdo do Lema 3.7 : Essa demonstracao é feita, considerando fy(y;6) uma
densidade de mistura de duas lognormais, como dado em (2.1), e verificando as condi¢oes
RW1 a RW4. O resultado segue diretamente das Proposicoes 3.2 e 3.3.

Condicao RW1: Iniciamos a verificacao da condicado RW1, observando que pelo Lema
3.6, é suficiente mostrar que |fy,(y;¢:)| e |Vafy,(y; ¢1)|, para t = 1,2 e d = 1,2, sdo
dominados por fungoes integraveis (independente de ), para modelos lognormal. Afim
de verificar esse fato, note que para modelos lognormal com 6, = ¢, 0, = uy, 03 = o3,

01 = iz e 05 = 03, onde ¢, = (p, 0v), temos que | fy; (y; ¢u)| e [Vafy, (y; é1)| parad = 1,2, 3,
sao somas de no maximo quatro termos da forma

logy — pu |
|TLI<(y7Mt7 Ut)| = C%fﬁ (y7 ¢t)7 = 1a 27 (37)

t

onde K, L e C sao inteiros nao negativos. Se para cada K e L podemos encontrar uma

fungao h¥(y,t) integravel em [0, c0), tal que

|TLK(y7Mt70-t)| S hf(yvt)7

entao temos que a condicao RW1 é satisfeita.
0_*
Seja W, uma vizinhanca de ¢} definida por p; € [uf —my, uj +my e o, € |1, sta;‘},
s

t
para algum ntimero finito de constantes m; e s;, onde m; >0 e s; > 1 com t = 1,2. Seja

também, m; = max(|p; — myl, |5 + mu|), entao

(logy — 1r)*> > (logy)® — 2|ue|logy| + i
> (logy)® — 2m;|logy| = (|logy| — m;)* — (m;)?,

e para todo ¢; € U,, temos que



3.3 Normalidade Assintotica do Estimador de Maxima Verossimilhanca 49

logy —m|® 1 1 { (10gy—ut)2}
TE(y, ,00)| = c' Zexpd —
| L (y Mt t)‘ UtL o, /_27Ty p 2O_t2

(|logy| +m;)* N (logy| = mp)? + (my)?
- o\ L 2(s407)?
() v |

= hi(y,1). (3.8)

Dai, temos que parat =1, 2

00 00 1 *\ K 1 _ an*)2 *\2
/ hf(y,t)dyz/ cl Oggﬁi mi) eXp{—(| 84| mtf 2+ (i) }dy.
0 0 (U_t> or 2(s¢07)

Aplicando Binémio de Newton e fazendo logy = z, segue que

K .
- L(EY [ L (12l - m)?
s o > om (V) [T g L,
R N O B s

Consequentemente, denotando ¢( . ) a fungdo de densidade da normal padrio, e ainda
sabendo que todos os momentos da distribuicao normal padrao existem e que a mesma é

simétrica em torno de zero, segue que

= K - *\ K—1 K oo i Z— m;gk
hi (y,t)dy o 2 Z(mt) i) 2" ppe dz < 0. (3.9)
t

0 i=0

Agora, se o conjunto

O = (&, W, 1y), (3.10)

onde £ é uma vizinhanga fechada qualquer de €*, tal que £ C (0,1) e Wy, t = 1,2 é definido
anteriormente, temos entao, a partir da equagao (3.9), que a condigdo RW1 ¢é satisfeita

para modelos lognormal, para todo 0 € o.
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Condicao RW2: Temos que

Pfx(x;0)  Ofx(x;0) P fx(x;0)  Ofx(x;0)0*fx(x;0)

00,00;00,  — fx(x;0) f3(x;0) f3(2:0)
Ofx(x;0) 0% fx(x;0) Ofx(x;0) 0fx(x;0) Ofx(x;0)
00, 00,00, 00; 00, 00,
— + 2 3.11
i) F(wi) 31
Note que
( 81 = Qj = g,
(91' = Gk = g,
83fx(x;0) —0. se 9j :ngE;
00,00;00,, 0; =1 e 0; = ¢o; ou vice-versa;
0; = p1 e O = ¢o; ou vice-versa;
0; = ¢1 e 0, = ¢9; ou vice-versa.

Assim, temos que

Ofx(z:0)\ °
*log fx(x;0) 5 Oe
Oe3 N fx(z:0) ’

e como fx(x;0) = efx,(x;01) + (1 — €) fx,(x; ¢2) para 0 < z < 2r, visto na equagao
(2.13), entdo a partir da equacdo (3.3), segue que

‘&fx(x; 6)

Oe ‘<1 1
fx(z;0) — e 1-—¢

(3.12)

para 0 < x < 2r. Dai, para ¢ € £ a equacao (3.12) é limitada superiormente por uma
constante, logo a condigao RW2 ¢é satisfeita para 0; = 0, = 0;, = ¢.
Vamos verifivar agora a condigago RW2 para 6;, com i = 2,--- | 5. Da equagao (2.14),

temos que

> R(z,y)

———fy,(y; P)dy, se 0 <z < 2r.

th(.I'; (z)t) = pnc(x)fyi (:C7 (bt) +
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Para o modelo lognormal, vimos que

57 Jlogy — |
\TE (y; e, 00)| = C%fﬂy;@)
t
38 (|logyl +mp)"~ (llogy — my])* + (m;)? K
< C or L+1 eXp § — 2(8 0_*)2 =: hL (y7t)7
S—i YV 22T 10
e por (3.9), temos que
> s K o z—m!

RE (y,t) o 2 m*K_’(,>/ 2 ( — tdz)<oo,

[ e e = () [ e (7

portanto, pela Proposicao 3.5, é possivel derivar sobre o sinal da integral para d = 3.

Logo, para d =1,2,3 e 6;, com ¢ = 2, 3, segue que

[Vl < o) Vs (ason) + [~ DTN g a1
eparad=1,2,3 e 0;, com i = 4,5, segue que
Vbl 0] < (1= ) o) Vs (oion) + [ EEDTDEN gy (300

Logo, obtemos de (2.14), (3.13) e (3.14), para d = 1,2, 3

Vafx(z;0)]

Fr(@:0) < Aa(z; ¢) + Balw; ¢y),

. ) |R(z,y)Vafy,(y; ¢:)|dy
onde Ay(x; ) = —|vdfyt(x’¢t>| e By(x; ¢y) = /‘”

fyvi(x; b¢)

Y

/OO R(z,y) fv. (y; o) dy

com x € (0,2r). Observe que por (3.6), temos que

o0 008
/ R(z, ) Vv (y: 60)]| dy < / 8 )y < oo,
0 0 v

portanto o numerador de By(z; ¢;) é limitado superiormente para d = 1,2. Note que, por
(3.7) até (3.9), o numerador de By(z;¢;) também ¢é limitado superiormente para d = 3.
Agora, observe que um limite inferior pode ser obtido para o denominador de By(x; ¢;),

pois R(z,y) > R(2r,y) > 0 para x € (0,2r) e y € (2r,6r), onde R(2r,y) é crescente como
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uma funcao de y e fy,(y;0) > 0 é continua, assim temos

0 4r 4r
/ R(x,y) fv.(y; ¢)dy > /3 R(2r,y) fv,(y; ¢)dy > R(2r,3r) | fvi(y; ¢)dy

4 3r

2r )
(7 + 6) yelanin) Frilyi¢r) = Ca > 0, 2 € (0,2r).  (3.15)

Portanto, podemos concluir que By(z;¢;) é limitado superiormente.
Seja A(x; ¢;) o produto de um, dois ou trés fatores de Ay(x; ), com d = 1,2,3 e
t = 1,2. Entao, precisamos apenas mostrar que A(z; @) fx(z;0%) é integravel em (0,2r),

uma vez que

03 log fx(x;0) ‘ < Que somas dos produtos de Ag(x; ¢;) com Agy(z; ¢y),
90;00;00;, | — | Aa(w;¢1) com By(w; ¢y) e Bala; dr) com By(w; ¢r),

e By(x; ¢;) é limitado superiormente. Da equagdo (3.7), temos que Ay(x; ¢¢) ¢ uma soma

de no maximo quatro termos da forma

K

Cllogx_ﬂt

ok ’

(3.16)

com K, L e C sendo inteiros finitos e nao-negativos. Agora, para todo ¢; € ¥y,
|1ng_:ut‘K < (|logx|+m;k 1 ZK:H ‘1( *)K@(K)
< ogx|"(m .
ot o) i\ S AN
St St

Assim, a menos dos fatores constantes, precisamos apenas mostrar que para todo j posi-

)K

tivo, temos que
2r
/ |log z|? fx (x;0%)dr < cc. (3.17)
0
Portanto, para qualquer ¢ € (0,2r), o lado esquerdo de (3.17) pode ser escrito como
2r—c ] 2r )
/ |log x|’ fx (z;0%)dx +/ |log x|’ fx (x;0%)dx. (3.18)
0 2r—c

De (2.14) e (3.4), para z € (0,2r — c| e ¢ > 0, segue que

+ 5 <
™2 + a/2r — x

fxi (@ 97) < frila; op) my(6r) + (3.19)

T/ 2r\/c



3.3 Normalidade Assintotica do Estimador de Maxima Verossimilhanca 53

onde my(¢;) = maxycoor) fr,(z;07), t = 1,2. Portanto fx(z;6*) é limitado em

1
(0,2r — ¢]. Considerando também o fato de que / |logzfde = T(j +1) = 3!,
0

2r—c
vemos que o primeiro termo de (3.18), / |log x| fx(x;0%)dx, ¢ finito. O segundo
0

2r

termo de (3.18), / |log x|’ fx (z;6*)dx, também é finito, devido ao fato de |log x|’ ser
2r—c

limitado superiormente para x € (1,2r) e fx(x;0%) ser uma funcdo densidade. Logo, a

condicao RW2 ¢ satisfeita para o modelo lognormal em 6;, com i = 2,--- 5.
Note que também acabamos de verificar, implicitamente, a condicao RW2 para 6; = ¢,

0; = pe ou oy e 0 = 1 ou oy, com suas repectivas pemutagoes. Por exemplo

82th (JI, ¢t)
O 0oy

< 03 fx(x;0)
00 0oy

< Ay(x; o) + Ba(z; ¢y),

onde todas permutacoes citadas acimas seguem de forma analoga. Logo, a condicao RW2

é satisfeita para o modelo lognormal em todo 6 € o.

Condigao RW/: Verifiquemos agora a condigdo RW4. Para todo ¢ € (0,2r), temos que:

/Tlogfx(x;ﬁ*)fx(x;ﬁ*)da: _ /Tclogfx(m;e*)fx(m;e*)d:c—i-
0 0

2r
+ / log fx(z;0%) fx (x;0")dx. (3.20)
2

Sendo |zlogz| < e !, com z € (0, 1], consequentemente, uma vez que a fungao densidade
fx(x;0%) seja limitada em = € (0, 2r], entao |log fx (x; 0%) fx(x;0*)| também ¢é limitada em
x € (0,2r — ¢]. Portanto, o primeiro termo do lado direito de (3.20) é finito. De (2.13) e
(3.19) temos que

Ix(;0%) = efx,(x;07) + (1 —¢) fx, (25 03)
S le(x;¢T)+fX2($;¢§>

. 16
onde m,(¢*) = max(m,(¢7), my(¢3)). Seja c, tal que para x € (2r — ¢, 2r),
my(¢7) < —— (3.22)

TV 2r\/2r — '
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Logo de (3.21), temos que

D
20" < 3.23
fX( ) = \/m ( )
32 .
onde D = 5 Entao, para x € (2r — ¢, 2r), temos que
™ 2r

fx(z;0%) log fx(x;0") < D(2r— x)’% log(D(2r

Observamos que

2r c
/ (2r — 93)_% log(2r — x)dx = / (z)_% log zdz < oc.
2 0

Portando, a condicao RW4 é satisfeita para o modelo lognormal.
Condi¢ao RW3: Finalmente, basta verificar se RW3 é satisfeita quando fy(y;0) é uma

mistura de duas distribuicoes lognormal. Isto é,

2r
/ logfx(x;0,p) fx(x;0")dx < 0.
0

Observamos que para ¢ € ©, podemos encontrar p > 0 tal que N,[f] C O, uma vez que O
¢ um espago aberto. Como fx(x;0,p) = supgen,jg fx(2;0') € continua em z e 0, entao,
por raciocinio analogo feito em (3.21) a (3.23), para cada 6 € © podemos encontrar um
c,(8) > 0 tal que para z € (2r — c,(0),2r),

fx(z;0,p) <

D
Por (3.23) sabemos que x;0*) < ——— elembrando que f¥(x;0, p) = max {1, x:0,p)},
( ) q fX( )—\/m q fX( P) X{ fX( p)}
entao pelo argumento feito na Condicao RW4, temos que para um dado ¢ € ©

2r
/ log fx(x; 0, p) fx(z;0")dr < 0.
2—cp(0)

Notemos, uma vez que fx(x;60%) e log fx(x;0, p) sdo limitadas para = € (0,2r — c,(6)),

entao

2r—c, ()
[ e fiwit o felas s < o,
0

e assim RW3 é satisfeita para o modelo lognormal.
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Consequentemente, das condicoes RW1 e RW2, segue pela Proposicao 3.2, que éMV é
fortemente consistente. Das condigoes RW3 e RW4, segue pela Proposicao 3.3, que éMV,
para n suficientemente grande, atinge o maior maximo local num subconjunto compacto
qualquer de © contendo 6* em seu interior. Finalizando assim, a demonstracao do Lema
3.7. [ |

3.4 Convergéncia do Algoritmo EM Para o EMV

Na Secao 3.2, verificamos as condigoes de Redner e Walker [15], sob as quais uma
sequéncia de estimativas gerada via algoritmo EM, converge quase certamente para o
EMV, v, quando o valor inicial #® ¢ suficientemente proximo de 8,7. Caso a exigéncia
de que 0 esteja proximo do Oy ndo ocorra, pode ocasionar um problema quando a
funcao logverossimilhanca, para o caso de mistura de distribuicoes, tenha varios pontos
de maximo local. Na prética, este problema pode ser contornado e, em casos como esse,
o que geralmente é feito é executar o algoritmo EM, iniciando em diferentes valores, e
escolher como é]V[V aquele que resultar no maior maximo local.

Nesta secao, mostramos a convergéncia da sequéncia de estimadores obtidos via algo-
ritmo EM para O em um subconjunto compacto © de © que contém #* em seu interior.
A ideia aqui é verificar as hipoteses da Proposicao 3.4. Lembremos que o subconjunto ©’
é tal que para 6 € O, para quase todo z, fx(z,0) = fx(x,0%) se, e somente se, § = 0*.

Seja ©' tal que ©' C 0= (£,W,, W), como em (3.10). Para um () € @', denotamos

(k) > o uma sequéncia gerada pelo algoritmo EM em ©’, ou seja
{0120 q g pelo alg , j

Glk+1) _ §(k) = e
0 argx(gg/c@(@,@ ), k=0,1,2,--- |

onde Q(6,8) foi definido em (2.48).

Lema 3.8. Assuma que fy(y;0) é uma mistura de duas distribui¢oes lognormal. Entao

existe uma sequéncia {k(n)}>2, com k(n) — oo conforme n — oo tal que
V(@F™) —g,0) B0, com n — .

Demonstracao do Lema 3.8 : Essa demonstracao é feita, verificando as condicoes
RW1 a RW6, onde consideramos fy (y;0) uma densidade de mistura de duas lognormais,
conforme dado em (2.1). O resultado segue diretamente da Proposi¢do 3.4. Note que as
condi¢oes RW1 & RW4 sao estabelecidas na Secao 3.3, uma vez que ©" C o. Portanto,
basta verificarmos as condigoes RW5 e RW6.
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Condicoes RW5 e RW6: De acordo com o que vimos na Secao 2.3 de identificabili-
dade, podemos encontrar um conjunto compacto ©' que contém 6* em seu interior. A

partir da condicao RW1, temos que todas as derivadas parciais Jfx/00; existem para
(01,05, ,05) € © e assim temos que (0 Zlog fx(x;;0) é diferenciavel em 6 € ©'.

Resta agora mostrar que Q(6,0’) é continua e d1ferenc1avel em . Contudo, a demostracao

seré feita separadamente para cada termo de Q(6,6'). Da equacao (2.48), temos que

n

Q(0,60") = (7i(xs;0') log et7a(x5; 6') log(1—¢) +szt i3 0')E [log fy, (Yii; 60)|s; 6]

=1 t=1 i=1

onde
8le1 (xi; (]5,1)
fX(ﬂUi;Q’) .

A partir deste ponto e até o fim desta demonstracao, consideramos t = 1, 2.

T (2;0") = 7(x;0"), o(2;0") =1 — 7(x;;0") e T(x;;0') =

Primeiro Termo: Uma vez que para modelos lognormal fy(y; ') é continua em ¢ € ©',

entdo, por (2.14), fx,(x;;0') também é continua em ¢’ € ©' e, consequentemente, 7;(z;; ¢’)

também. Pela Condicao RW1, temos que existem as derivadas parciais

ofx . 0
20, = 00,00,

e isto assegura a diferenciabilidade de 7(x;;0') para § € ©', quando fx(z;;0") # 0.
Contudo, se fx(x;;0") = 0, entdo fx,(z;;¢)) = 0 e assim 7(z;;6) = 0. Portanto,
Yoo (mi(xi;0)loge + (x5 6') log(1l — €)) é continua em 6 e 0’ e diferencidvel em 6, para
fed em©.

Segundo Termo: Observe que no segundo termo de (Q(6,6'), resta mostrarmos a con-
tinuidade e diferenciabilidade de F [log fy,(Yy; ¢¢)|xi; ¢;]. Pela Segao 2.2.2, vimos que a

funcao de distribuicao condicional de Y; dado X; = x é uma mistura de uma distribuicao

discreta e uma distribuicao continua, dada por

(0, se y<ux

Py, <ylXi=2) = Fx(w:0)

Pe(®) fyi (3 0;)
\ th(.T79)

Yy
[ o, e v
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o fxiy (2]y) fi(y; 0)

onde fyyx,(y|r;0) = e (:00) , para t = 1,2. Conforme visto na Secao 2.2.2,
t b

para 0 < o < 2r e x <y < oo, temos que fyx(y|r) ndo é uma densidade da parte da

distribuicao continua de Y dado X. Contudo, sabemos que

Trix(ylz; 0) = fxpy (2]y) v (y; 0)

fx(l’;e)
e por (2.14) temos que
1 , Ixy (zly) fr (y; 0)
T (oo W0 = G 6 i @:0)

R(z,y) [y (y; 0)
(1 —7(z, pp))VAr? — 2% fx (x5 6)’

onde w(z, ¢;) é o parametro de mistura dado por

_ _ oy Pue(®@) fri (3 )
i ) = P = olX = 7) = fx /(@)

(3.24)

u(y)

lembrando que p,.(r) = m, se 0 <z <2repu(xr) =0,sey > 2r, conforme foi definido
Yy

em (2.3). Dai e por (2.17), temos que

R oy = [T R(z,y) fv (y;9)
[ et = [ o s

_ 1 —7T(l',¢t) -1

1-— W(.T, ¢t>

Portanto, a distribuicao continua tem densidade

R(z,y) fv.(y; ¢1)
(1 —7(x, ¢¢))Vdr? — 22 fx,(x; ¢t)’

T <y < oo. (3.25)

Das equacoes (3.25) e (3.24), temos que
E [log fy, (Yai; de)|wis ¢4] = 7(ws; 64) log fy (wis ) +

(fx,(wi;00))" [

Uma vez que fy,(z;¢;) é continua em ¢y, entdo fx,(x;¢;) também é continua em ¢; e

+ log fy, (v'; &) R(zi, ) fy (s &) dy' - (3.26)
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consequentemente (3.26) ¢ continua em ¢ e ¢’ € ©'. Se for possivel tomar a derivada
com respeito a ¢, sobre o sinal da integral no segundo termo da equagdo (3.26), entao
a esperanca condicional Q(6,0") sera diferenciavel em 6, para 6 e §' em ©'. Para isso,

usamos a Proposi¢ao 3.5. De (3.4), sabemos que

Ra,y)| < °.
7
para z € (0,2r), y € [z,00). Dai, segue que
8
| 1og fv; (y; &) R(i, y) fi (y; )| < ';bg Fri(ys &) i (ys 1) - (3.27)

Conforme foi visto anteriormente em (3.16), para modelos de mistura composta por dis-

dlog fy,(y; o¢)
00;

tribuicoes lognormal, temos que ,com ¢ = 2, ---,5 ¢ uma soma de no

méaximo dois termos da forma i
|logy — ju|
l )
Oy

com k e [ sendo inteiros ndo negativos. Dai e por (3.27), temos que

0 log fy, (y; 1) R(s, y) fv (y; 9})] 0 log fv; (y; &) fyi (y; &))]

< —
8 |logy — ¥ ,

_ | Blogy el p g (3.28)
T ol

Portanto, se existe uma funcao w(y) integravel, tal que

logy — pu|*
%fn(y;ﬁbi) < w(y),

t

entao, pela Proposicao 3.5, é permitido tomar as derivadas sob o sinal da integral em

(3.26). Observe que para ¢ e ¢/ € O C O, temos por (3.8), visto na demonstragao do

Lema 3.7, que
[logy — pul*
e AR

! o I+1
<—t> yv 2

St

ogg] it f_ (o~ (i) _
sp { - B2 LT ),
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no qual é integravel por (3.9). Assim,
Vi E (log fy,(Yii; @) |zis ¢) = Va[m(ws; @) log f, (wi; é1)] +

(th xl7¢t
A / Vi llog fui (s 60) R(wi o) f, (s 6,)] dy

Portanto, Y . Sor 7u(2:;0') E [log fy, (Yas; 1) |24; @] € continua em 6 e ¢ € ©' e diferen-
ciavel em 6, para 0 e #' € ©'. Entao, RW5 e RW6 sao satisfeitas quando ©' C O. Pela

Proposicao 3.4, temos que para todo n suficientemente grande, o) — éMV %0, quando

k — oo, sempre que 60 ¢ suficientemente proximo a QAMV. Portanto, o) — éMV 20
com k — oo e assim existe uma sequéncia {k(n)}>2, com k(n) — oo com n — oo tal que
V(0E) — Byp) B 0. n

3.5 Convergéncia do Algoritmo MCEM Para o Algo-
ritmo EM

Nesta secao, verificamos a convergéncia do algoritmo MCEM proposto para o algoritmo
EM. Fazemos isso, assumindo que ambos algoritmos possuem o mesmo valor inicial e que
a maximizacao do parametro é feita sobre o espago compacto de parametros ©’. Observe
que no Lema 3.10 apresentado logo abaixo, m denota o nimero de valores gerados em
cada iteracao do algortimo MCEM.

A convergéncia mostrada no Lema 3.10 é obtida quando k, m e n tendem ao infinito

cooperativamente. O termo cooperativamente é definido a seguir.

Definicao 3.9. Dizemos que m, k e n tendem para o infinito cooperativamente se m,k en

tendem ao oo, se k = k(n) é um sequécia satisfazendo o Lema 3.8, e

1 1 1
(z)SeM<genta0——0( )

m n?

1 1 1
(1) Se M = R entGo — = o (—),

m n?k2(n)

m n2 M?2kn)

1 1 1
(i11) Se M > R entio — = o (—)
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Lema 3.10. Assuma que fy(y;0) € uma mistura de duas distribuicoes lognormal. Entdo

se k, m e n tendem cooperativamente para o infinito, temos que
Vn(BF — ) Lo, (3.29)
Demonstracao do Lema 3.10 : Essa demonstracao é feita, provando que

lim E[\/_|92S —él(k)|;9*} =0,i=1,---,5,

k,m,n—o0

pois, pela desigualdade de Chebyshev, temos que
. . 1 - .
P(/nl(05) = 09)| = ¢) < ZE[Vnlds - 67];0°.

Assim, se limg 5500 E[\/ﬁ|9~f? - éi(k)|;9*] =0, i=1,---,5, entdo \/_( *)) 2 0.
Como queremos mostrar a convergéncia dos estimadores gerados via algorltmo MCEM
para os estimadores gerados via algoritmo EM, entao vamos relembra-los. Das equacoes

(2.50) a (2.53), estudadas no final da Secdo 2.4, temos que os estimadores EM sao dados

por
T ) f (x-'gb(k))
2(k+1) _ 2pk)y = Z - k) Lok — X\ Pl
é = (0" = - ;T(ZEZ,Q ), T(xs;60") Tl 00)
ZT(xi;G(k))E(logYi | 23, Zi = 1;0P)
i = iy (%)) = = ; ,
ZT(%;H(M)
i=1
¢ n
ZT 250N E[(log Y;)? | 24, Z; = 1;6W)
(622)* = 5,2 (0W) = = w — (V).
ZT(&:Z-;G(’“))
i=1
Para i, "tV e (6,2)%*D, basta reescrever jiy ¥tV e (6,%)*+) com Z; = 0 no lugar de

Zi=1e1l—71(x;0®) no lugar de 7(z;;0%)). Agora, para o algoritmo MCEM, por (2.54)
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temos que os estimadores sao dados por

7(2:;0%)—> logy,
. . i=1 =1
§g+1) - 1S(Q(k)) = n ’ )
ZT(JJ“@(M)
i=1
e
n 1 m
k 7\2
) T Z(logy])
(0_152)(k+ ) 0_152(00@)) _ i=1 _ J=1 . (lzl(k+1))2~
ZT(:EZ,Q(k))
i=1
Para 155" e (0552)#D) | basta reescrever uis*™ e (676%)* ) com 1 — 7(z;;60%®)) no
lugar de 7(z;;0%), onde E(logY; | z;, Zi = 0;0%) e E[(logY;)? | x5, Z; = 0;0W] sdo
aproximadas, gerando m valores v}, - - - ,y,, da distribuicdo condicional de Y dado X para

fibras com parametros ¢s, usando
g Xlonsh ¢ > (o
m J—

Seja, 0(9’) a notacio para qualquer uma das funces £++1), p(kﬂ) e (62)F+D) com t = 1,2.
Note que 0(0’ ) sao fungoes continuas e diferencidveis no conjunto compacto ©’, pois sdo
dadas em funcao de fx(z;¢'), e também por (3.25) e (3.26), temos que

B [(log Vi) |zs; 6] = puela) (log i) 250

th(x; ¢§5)
A1 00
v P [ R gy sl = 512 @390

para t = 1,2. Agora, observe que a esperanga condicional F[(log Yy;)?*|z;; ¢}] é continua
e diferenciavel com respeito a ¢}, com ¢ = 1,2, uma vez que por demonstracao anéloga a

feita no Lema 3.7 em (3.7) até (3.9) e fazendo z = logy, temos que

i{f}% " (log )™ f(y: 1)y

(log z;)* </ R(zs;9) fv, (y (bt)dy) B /_Z 22 (Z ;tﬂt> dz

< (logz)* + C,, (3.31)

E[(log Ym’)za’xia ¢;] < (log 1’1)

IN
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para x; € (0,2r), onde C, > 0 é finito, pois aqui usamos (3.15) e o fato de todos os
momentos da distribuicdo normal existirem. Entao, uma vez que as funcoes 5(9’ ) sdo
continuas e diferenciaveis sobre o conjunto compacto © e juntamente com a equagao

(3.30), para algum M finito e positivo, temos que

5
16:(0) — 6:(0")| < M 10; =0, i=1,---.5 (3.32)

Jj=1

é satisfeita para 0, ¢ € ©'. Aplicando (3.32) recursivamente e pelo fato de que o algoritmo

MCEM proposto tem o mesmo valor inicial do algoritmo EM, temos que parai =1,--- .5
k 5 A(k— 5 e
6 =071 = 1hs(65™) — 0:(6% )
5 Ak— 55 k—
< i@y ) = 665+ 16:(657) — 66" V)]
S |§Zs(0g€—l> k—1 ‘+MZ|01€ 1) e(k 1>|
J
< his(8s™") - @(e?f‘”)\ +
5
j=1
< <) — 05 +
| Skt
5 A(h—1 5 A(h—1 _
DD 1Bs(057) ;05| (3.33)
j=2 h=1
Observe que £(A*)) ¢ atualizado pelo ; observado, i = 1,--- ,n e depende exclusivamente

de 0% e portanto £5(0%)) = £(%), isto é, és(é(sh_l)) — é(é(sh_l)) =0,h=1,---,k—1,
lembrando que ambos algoritmos possuem o mesmo valor inicial. Agora, para qualquer

0’ € ©, temos que para t = 1,2,

| i (el 0)U7) P2

ol R e

Ellfus(0') — fu(0)*0"] = E

x, Q’] ;8*] , (3.34)

onde ﬁtI’L Z tij © UtI’L] IOg Y;‘Il] - El[log tlj|'r’“ ¢t]

™ , sao independentes e identicamente distribuidas, valores gerados a par-

Aqui, {Y/, ij
tir da d1str1bu1§ao condicional de Y; dado x;, com parametros ¢;, t = 1,2, i = 1,--- 'n

e a esperanca E' com respeito a distribuicao gerada. Note que {Ut’l 7, sao varidveis
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aleatoérias com
- ~ 1
EI[Ut/ij’xia¢:t] =0, e E/HUt/i|2|xi>¢:t] < EE/[(IOg Y;t/zg)zymud]

Observamos, que de forma analoga a (3.31) e utilizando (2.14), para qualquer a inteiro

finito, temos que
E'[(log Y};;)**|s, 6] < (logz:)** + C, (3.35)

para x; € (0,2r). Assim, por (3.34) e (3.35), temos que

23, 7w 0) B (UG i, )
(i (i 601)?

2 — 2
Z 3 log ) + 2 €, (3.36)
m i1 m

E(|fus(0) — fue(0)*]2, 07 <

IN

22;1 7 (x5 6')
(> imi el 07))?

X com esperanca finita, temos que

onde < 1. Pela desigualdade de Jensen, para qualquer variavel aleatoria

E[IX]] < (E[X?)Y2. (3.37)
Portanto, temos que

Ellfues(0') = fu(0):0"] < (BIE (|fies(0") = u(0)]?]2, 0] 0°])"2
r 2%01)1/2

(log ) fx, (2; 67 )da +

n/m), (3.38)

2r
uma vez que pela equacao (3.17), sabemos que / |log x| fx(x;0%)dx < oo Vj > 0.
. 0
Agora, seja P/, = (1/m) Z;”Zl P!

tij © Pt/ij = (10th,z‘j

) — E'[(log Yy;)?|xs, 9], entdo pela

desigualdade triangular, temos que

~92 ~2/ ‘Z?:1<7t<xi;0/)pt,i)’ ~2 ~2/
() B (O)] < PRERTES ) ~ O (339)

t =1,2. Observe que E'[P};|7;, #;] = 0 e pela equacgdo (3.31), temos que

E'| P2, ¢} < —((logx:)* + Cy),

1
m
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e consequentemente, para o primeiro termo de (3.39), temos que

B, n(as ) Bl ¢ 2300, 7 (20 0) E'[| By P, &)
(O imy 7l 0))? B (i 7l 0))?

2 o« 2n
— Z(log z;)' + — Cy.
m i1 m

IN

Conforme raciocinio similar ao feito em (3.35), temos que

‘Z?let(mi;H’)é’i‘Q. “I| =O0(n/m
r (i, e(wi;0))? 107 = O(n/m). (3.40)

Para o segundo termo da equagao (3.39), por (3.37) e (3.38) e pelo fato de fi,(0') € ©' ser

limitado, temos que

El|iZ(0') = @007 < Ellius(8') — (@)% 07 + 2B (0) s (0') — )] 67]
< O(n/m) +O(y/n/m). (3.41)
Assim, de (3.37), (3.39) e (3.41), obtemos
Ella15(0') = 31(0')]; 07 = O(y/n/m). (3.42)
De (3.33), (3.38) e (3.42), temos portando parai=1,--- 5,
ElVnlfid — 070 < VnE[8is(08 V) — 6:(65 V)]0 +

+

A
©
<
3

Fjw
(@)
=
i

(3.43)

Analizando o limite em (3.43) quando k, m e n tendem ao infinito cooperativamente,

temos que:
2.2
n°k*(n nk(n
(n) ey 0, segue também que (n) ey
m Vvm
1 k
0. Além do mais, para M = 3 temos que Z(5M)k_h = k. Dai, para k, m e n
h=1

1
(a) Caso M = v Do fato que
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suficientemente grandes, temos que

K
0 <%) Z<5M)k_h =0 <%) k< CtG%k:, para alguma cte > 0.

h=1

1 ~ m,n (o]
Portanto, para M = o temos que E[\/ﬁ\ef? - k)\; 0*] i}
1 2 m,n oo ~ m,n o .
(b) Caso M < - : Do fato que I kmny 0, entdo N Rmngeo o Além do mais, para
5) m vm

1
M < 5 temos que

k

1 1 ~ (BM)F -1
Zl (BM) = (M) {51\4 —1 (M —1)(5M)*] ~ 5M—1 " (3.44)

Dai, para k, m e n suficientemente grandes, temos que

K
n . n\ (BM)F -1 n (M) —1
N M) =0 —= <ct lguma cte > 0,
O( m)hz:;@ ) O( m) M1 = e o1 , para alguma cte > 0

1 ~ mTL (o]
Portanto, para M < o temos que E[\/ﬁwz(? ). 6% ey}
1 2M2k(n) s o0 Mk(n mn o
(c) Caso M > s Sabemos que A kmy 0, e assim, nT oo ) Dai,
m m

para k, m e n suficientemente grandes, temos que

k
n _ n Y\ (GBM)* -1 n  (BM)*
O( /—m) ;(51\4) O( /—m) M 1 _cte—\/m s Para alguma cte >0

1
, temos também que 5M > 1 > 5 e consequentemente,

ot =

Portanto, para M >
E[/nld — 6], 07 "5 0,
N 1 1 ) OGN kmn—m
Entao, para M # = e M = 5 concluimos que E[v/n|0' — 4%]; 6%] -

m, k e n tendem ao infinito cooperativamente. E isto completa a prova do Lema 3.10. B

Portanto, através dos Lemas 3.7, 3.8 e 3.10, mostramos a consisténcia e a normalidade
assintotica do algoritmo MCEM proposto por Svensson et al. [18], para uma mistura de
duas distribuigoes lognormal quando os dados da amostra sao censurados.

Note que todas as provas neste capitulo foram feitas para uma mistura de duas
componentes, mas valem para qualquer mistura com ntmero finito de componentes.
Nas demonstracoes, usamos principalmente o fato de que para as fungoes de densidades

lognormal independentes, as suas diversas derivadas parciais sao limitadas e integraveis.
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E a outra parte principal das demonstracoes, consistiu em mostrar a continuidade e a
diferenciabilidade dos momentos dos logaritmos das densidades lognormal independentes.
Dai as provas sao extensiveis a qualquer mistura finita de distribui¢coes lognormais.
Acreditamos também ser possivel generalizar as provas aqui realizadas, para o caso em
que a distribuicao do comprimento das células, que pelo menos aparecem parcialmente
no nicleo de incremento, pertencem a uma mistura finita de distribuicoes de uma familia
exponencial. Em Svensson et al. [18] podemos encontrar um estudo de simulacao e uma

aplicagao do modelo estudado neste trabalho e também apresentado pelos autores.
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