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RESUMO

Para a equagdo de Langevin generalizada (ELG) governada por um ruido de cauda pesada, deter-
minamos duas classes de solugoes. Neste caso, ao contrario da equagao de Langevin cléssica, o célculo
de Itd nao pode ser aplicado para obter solucoes em média quadratica. Nossa abordagem baseia-se nas
propriedades da transformada de Laplace para processos estaveis e na identificacao da EL.G como uma
equacgao de Volterra estocéstica. Para o indice de estabilidade 1 < o < 2 mostramos que a conjectura
de A. V. Medino [24], é realmente uma classe de solugoes em probabilidade. Além disso, mostramos
que algumas séries de Fourier-Stieltjes aleatorias convergem para a solu¢do da ELG e discutimos o

papel do indice de estabilidade no modo de convergéncia.

Palavras-chave e frases: Equacao de Langevin generalizada, processos estaveis, transformada de

Laplace, séries de Fourier-Stieltjes aleatorias.



ABSTRACT

For the Generalized Langevin Equation (GLE) driven by heavy-tailed noise we derive several classes

of solutions. In this case, unlike the classical Langevin Equation case, the Ito’s calculus cannot be

applied to obtain mean square solutions. Our approach relies on the properties of Laplace transforms

for stable processes and on the identification of GLE as Volterra stochastic integro-differential equation.

For stability index 1 < o < 2 we show that Medino’s conjecture [24] is indeed a class of solutions in

probability. Moreover, making use of random Fourier-Stieltjes series we exhibit approximating series

that converge to the solution and discuss the role of stability index in the convergence mode.

Keywords and phrases: Generalized Langevin equation, stable process, Laplace transform, random

Fourier-Stieltjes series.
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INTRODUCAO

As equagoes diferenciais estocésticas estao inseridas em diversos ramos do conhecimento, mode-
lando fendémenos na Fisica, Quimica, Biologia e Economia, entre outros. Por exemplo, na Economia,

a equagao de Black-Scholes

dX(t) = rX(t)dt + o X (t)dB(t),

onde B(t) é o movimento Browniano e r e o sdo constantes, descreve a evolugdo dos mercados finan-

ceiros ([8], [19]); em Epidemiologia, a equagao

dX(t) = [(1 — X ())(aX(t) + ¢) — bX (£)]dt + mX (£)(1 — X (£))dB(t),

onde a, b, c e m sao constantes, modela a deflagracao em uma populagao, de uma doenca que nao
confere imunidade (gonorréia, por exemplo) ([7], [19]). Particularmente, a equagao diferencial esto-
céastica conhecida como equagao generalizada de Langevin (ELG) faz parte do contexto das chamadas

difusées andmalas ou Lévy-flights ([10], [21], [22], [24]) e modela, por exemplo, o crescimento de de-



terminados tipos de tumores, [25], e o transporte de proteinas via membrana celular, [14]. A ELG, na

sua formulacdo matematica, é dada por
t
v () = / 2 (t = $)V(s)dsdt + dX (£)
0

onde ¥(t) é uma fungdo denominada, no mundo da Fisica, de fun¢do memoria e X (t) pode ser o
movimento Browniano ou, de forma mais geral, um processo estavel. A funcdo ~(¢) recebe o nome
de funcao memoria porque “armazena’ a informagao contida no passado e a transmite no presente.
O estudo da ELG quando X(t) é um processo estavel é interessante, pois os processos estéveis sao
processos de Lévy com variancia infinita (com exce¢do do movimento Browniano) ndo permitindo
assim, que as ferramentas usuais do calculo estocastico classico possam ser utilizadas; isto é, todo o
aparato que surge como consequéncia do estudo de integracao com respeito a processos de segunda
ordem nao pode ser aplicado.

Historicamente, o estudo da ELG comegou com o trabalho de Paul Langevin em 1908, [20], quando
ele abordou o problema de modelar o movimento de uma particula de massa m imersa em um fluido de
viscosidade 7y e sujeita aos choques aleatorios com as moléculas do fluido e com a parede do recipiente.

Langevin obteve a equagao

mi(t) = —myv(t) + (1),

onde £(t) é um ruido branco; isto é, um processo que goza das propriedades: E(£(t)) = 0, E(£(t)v(0)) =
0 e E(&(t)E(s)) = ko(t), onde k & uma constante e §(t) ¢ a fungdo delta de Dirac. Em 1964, Hazime

Mori propos um modelo ([27], [28]) que melhor se adequava aos sistemas que possuiam algum tipo de
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interagdo ndo instantanea entre as particulas, isto ¢, um sistema com memoria. A equagdo proposta

por Mori foi

mit) = —m [ (= spo(s)ds+(0)

onde v(t) é a fungao memoria e £(t) é uma forga estocéstica satisfazendo F(£(t)) = 0, E(£(t)v(0)) =0
e E(&(t)E(s)) = ey(t — s), com ¢ uma constante.
Uma das formulagGes matematicas da equagao de Langevin leva em conta que o ruido branco é a

t
derivada no sentido generalizado do movimento Browniano, isto &, di ) = £(t); dessa forma a ELG

fica assim

V() = — /0 "t $)V(s)dsdt + dB(t), V(0) =0,

ou, na sua forma integral

V(t) = —/O /Ou Y(u — s)V(s)dsdu + B(t).

Substituindo o movimento Browniano na equagao acima por um processo estavel X (¢), obtemos a

versao da ELG que seré estudada neste trabalho:

V(t) = —/0 /Ou (u— )V (s)dsdu + X(2).

Cabe ressaltar que, quando X (t) é o movimento Browniano, ou, mais geralmente, uma martingale

quadrado integravel M (t), a equagdo tem solucao; neste tltimo caso, em 1977, Dan Kannan encontrou
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uma forma explicita, em média quadrética, para a solugdo, [16]. O processo solucao apresentado por

Kannan é

V(t) = / plt — 5)dM(s),

onde a fungao p satisfaz o problema de valor inicial

Esta classe de solugoes apresentada por Kannan é, na verdade, o ponto de partida de nosso estudo.

Nas proximas linhas seré feita uma breve apresentacao de cada um dos capitulos desta tese. Antes
disso, vale lembrar que todos os processos estocasticos abordados no decorrer do trabalho sdo adapta-
dos a filtragem usual e estdo definidos em um espaco de probabilidade completo (2, F, P).

O Capitulo 1 deste trabalho tem duas sec¢oes bastante distintas; na Segao 1.1 estao presentes os
pré-requisitos para o desenvolvimento da tese; desde a definicao de processo estavel até a apresentacao
de resultados cléssicos como a férmula de Itd, o teorema das trés séries e resultados de convergéncia
em LP. Na Secao 1.2, definimos a transformada de Laplace para processos estaveis (no sentido da
convergéncia em probabilidade) e assim como no caso deterministico, algumas propriedades como a
linearidade e o teorema da convolugao sao demonstrados no Teorema 1.2.1.

No Capitulo 2, apresentamos alguns aspectos historicos que complementardao as informagoes da-
das aqui, além de apresentar, com mais detalhes, o resultado formulado por Kannan. Ainda neste

capitulo, expomos algumas tentativas frustradas de encontrar uma solugdo para a ELG (Segao 2.2);
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discorremos, por exemplo, sobre a dificuldade em aplicar as ferramentas da integragao com respeito
as semimartingales ([19], [31]) para resolver o problema (o leitor vera que o principal entrave reside
no carater nao-linear da ELG e assim sendo, a féormula de integragao por partes, por exemplo, nao
pode ser aplicada). Uma forma de determinarmos uma classe de solugdes para a ELG surgiu quando
tivemos acesso aos textos de Richard Bellman e Kenneth L. Cook, [6], Francesco G. Tricomi, [35],
Kosaku Yosida, [36], e Albert T. Bharucha-Reid, [4], e percebemos que a teoria das equagdes de Vol-
terra poderia nos auxiliar; isto porqué a ELG pode ser escrita no formato “equagao de Volterra” e isto
anuncia a possibilidade de adaptar as técnicas destes textos para os nossos fins. Através de algumas

manipulagoes, conseguimos reescrever a equagao de Langevin assim:

V(t) = /0 K(t - s)V(s)ds + X (¢),

t
onde K(t —s) = —/ v(u — s)du (a fungdo K é chamada nicleo de Volterra). Baseado na defini¢ao

de solugao em [24], provamos, no Teorema 2.3.1, que

Vi) = [ ot - s)ax (),

é solugao, em probabilidade, da ELG, onde

(1)
desde que a € (1,2]. A demonstragao deste resultado baseia-se no uso das propriedades da trans-
formada de Laplace para processos estaveis, que foi construida no Capitulo 1 e a restri¢do do indice

de estabilidade ao intervalo (1,2] é consequéncia da utilizagao da desigualdade de Holder na prova de
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algumas propriedades desta transformacao. Na demonstragao deste resultado fica clara a existéncia
do vinculo da solugdo com o problema de valor inicial (1). A reescrita da ELG e o resultado que nos
dé a primeira classe de solugoes sao contetidos da Segao 2.3.

Aproveitando as leituras sobre equagoes de Volterra deterministicas e estocasticas (em particular,
[4]), eis que surge a oportunidade, na primeira se¢ao do Capitulo 3, de provar que uma nova classe
de processos também é solu¢do, em probabilidade, da ELG. A segunda proposta de solugao, teor do

Teorema 3.1.1, é

Vi) = — /0 T(t — 8)X (s)ds + X (1), @)

onde I'(t — s) & o nicleo resolvente do nicleo de Volterra K (t — s), isto é,

Dt —s):= —iK(")(t—s), (3)
n=1

com os niicleos iterados K™ (t — s) obtidos, via recorréncia, assim:

t
KWt —s)=K(t —s), K(")(t—s):/ KM=Vt — 2)K(z — s)dz, n>2.
0

Aqui também o indice de estabilidade estd4 confinado no intervalo (1,2] e o motivo é o mesmo
da restricao no Teorema 2.3.1. Note que esta solugao, diferentemente da classe de solugoes anterior,
nao carrega o vinculo com um problema de valor inicial deterministico; porém, exige o calculo de I'.
O nicleo resolvente que surge neste processo solugao esta intimamente relacionado com o ntcleo de

Volterra K (t — s) (além da definigao (3), é claro) e goza da importante propriedade:
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F(ts)JrK(ts)/OtK(tz)F(zs)dz—O.

Esta igualdade sera fundamental na demonstragao dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.1.

Na Segao 3.2 nosso objetivo é mostrar que as duas classes de solugoes sao iguais. O Teorema 3.2.1
serd o ultimo resultado do Capitulo 3 e consistira basicamente na seguinte afirmagéo: “Se a € (1, 2]
e tnslg?( |K(t —s)] < 1, entao as classes coincidem”. O que nos motivou a fazer tal afirmagao foi o

Exemplo 3.1.2, pag. 66; este exemplo consiste em determinar a solugao da equagao

Vt) = — /O "V(s)ds + B,

Via Teorema 3.1.1, sabemos que tal solucao é

V(t) = —y /O te*v@*@B(s)ds + B(t).

Utilizando a féormula de integracao por partes, provamos que

t t
_7/ e_'Y(t_s)B(s)ds—f—B(t) :/ e_“*(t—s)dB(s),
0 0

ou seja, a solugao dada pelo Teorema 3.1.1 coincide com a solugdo dada pelo Teorema 2.3.1. Assim,
0 caso o = 2 nos permitiu ter esperangas de que as classes seriam iguais para a em (1,2].
No Capitulo 4 abordamos, dentre outras coisas, a convergéncia de um determinado tipo de série
t
aleatoria para a integral estocastica / f(s —uw)dX(u), onde X (t) é um processo estavel com indice
0

de estabilidade a € (0, 2] e 0 modo de convergéncia depende do indice de estabilidade. As Secoes 4.1 e

15



4.2 consistem de aspectos historicos envolvendo a convergéncia destas séries e resultados preliminares
sobre processos estaveis, respectivamente.
A argumentacao a seguir compoe a Secao 4.3, ultima da tese. O trabalho de Chanchala Nayak,
Swadheenananda Pattanayak e Mahendra N. Mishra em 1987, [29], sobre a convergéncia da série de
+oo
Fourier-Stieltjes Z an A, €27 (an é o coeficiente de Fourier de f e A, é o coeficiente de Fourier-
n=-—oo
1
Stieltjes do processo X(t)) para a integral / f(s — u)dX (u) nos fez pensar na seguinte questao:
0
existe alguma série aleatoria da forma Fourier-Stieltjes que converge para a integral estocastica I(t) =
t
/ ft—s)dX(s)? A pergunta é relevante pois no Capitulo 2 provamos que a solu¢do da ELG é uma
0
integral com esta forma. Conseguindo realizar esta tarefa estariamos possibilitando aproximar esta
integral por truncamentos da série, por exemplo.
Tendo em méaos uma fungdo f € LP[0,t], com p > 0, periddica de periodo t e trabalhando com
um processo simétrico X (t) e estavel com indice de estabilidade a € (0, 2], para o qual definimos o

—2kmiu

t
coeficiente associado Ay := / e~ t dX(u), conseguimos provar, no Teorema 4.3.10, que:
0

i) Se a € (1,2) e p > a, entdo a série converge em probabilidade para I(t).

ii) Se @ = p =2, entdo a série converge quase certamente para I(t).

Este teorema néo inclui o caso « € (0, 1], pois, embora tenhamos provado que neste caso, a série
converge para a integral I(¢), ndo conseguimos mostrar que a integral I(t) é solu¢do da ELG (devido

a problemas técnicos envolvendo a transformada de Laplace ja mencionados).
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este trabalho esté intimamente relacionado com o calculo estocastico, em particular com a integra-
¢ao com respeito a processos a-estaveis e com a determinacao da solugao de uma equagao diferencial
estocastica prolifica: a equagao de Langevin generalizada. Este capitulo de preliminares é formado
por duas secoes; na Secao 1.1 apresentamos varios conceitos e resultados bésicos como, por exemplo,
a consagrada formula de It6, a definicao de processos a-estéaveis e o teorema de Kolmogorov para a
convergéncia quase certa de somas infinitas de v.a.’s; a Se¢ao 1.2 é devotada & construgao de uma fer-
ramenta fundamental para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes: a transformada de Laplace

para processos a-estaveis.

1.1 Processos Estaveis e Alguns Outros Conceitos Importantes

Ratificando as consideragoes iniciais, apresentamos nesta se¢do alguns teoremas e conceitos tuteis

no decorrer do caminho; particularmente importante é a definicdo de processos a-estaveis (Definigao
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1.1.7), pois todo o trabalho ser4 construido em torno de tais processos. Comecemos com a féormula de

1to, resultado fundamental na teoria integral envolvendo o movimento Browniano.

Teorema 1.1.1 (Férmula de 1t6). Suponha que f(t,z) € C**(R; x R). Entdo

t 82
f(t,B(t)) = f(0,0) + / Iz (s,B(s))dB(s / e (s,B(s ; T;;(S,B(s))ds.

Outro resultado bastante ttil do calculo estocastico é a formula de integragao por partes envolvendo
dois processos de Ito, digamos X (¢) e Y (¢) (um processo Z(t) é dito um processo de Ité se é da forma

t t T
2(t) = / ju(s)ds + / o(s)dB(s), 0 < t < T, onde pu(t) e o(t) sio Fr-adaptados, / ()|t < o0 o
0 0 0

/T o?(t)dt < oo).
0

Teorema 1.1.2 (Integragio por partes). Se X (t) e Y (t) sao processos de Ito, entio

XOY(t) - X /X )dY (s /Y )dX (s

O Capitulo 2 consistira, entre outras coisas, de uma breve apresentacao das integrais estocasticas

relativas a semimartingales e o conceito de fungao de variagao finita sera tutil; ei-lo:

Definicao 1.1.1. Se f é uma funcgdo real, sua variagio sobre o intervalo [a,b] é definida como

Vi([a,b]) = sup Y [f(¢7) = F(7-1)]s

=0

onde o supremo € tomado sobre as partigées a =ty <t} < ... <t =b. Se Vi([a,b]) € finita, entdo f
é dita ser uma fun¢do de variagdo finita sobre [a,b]. Se f é uma fungdo de t > 0, entdo a fungio de
variacao de f é definida como

18



Vi () = Vi ((0,1]).

Dessa forma, diz-se que f é de variagao finita se Vy(t) < oo para todo t.

oo

O préximo resultado nos dé condigdes para que a soma E X,, convirja quase certamente, onde
n=1

{X,}n>1 é uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes. Este resultado é conhecido como

o Teorema das trés séries ou Teorema de Kolmogorov e sera utilizado na demonstracao do Teorema

4.3.4.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Kolmogorov). Seja {X,}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias

o0
independentes. Uma condi¢do necessdria e suficiente para a convergéncia quase certa da série E X

n=1

€ a convergéncia das trés séries sequintes:
o0
i) Y P(IXa| > 1);
n=1

[e.e]
i) Y Var(Xnlqx, <1});

n=1

iii) Y E(Xnl{x,|<1y)-

n=1

Em analise matematica, quando uma série converge no sentido de que as médias aritméticas das
reduzidas converge, dizemos que ela é Cesaro-somavel. A importancia de enxergar a série sob este
angulo é que uma soma infinita divergente pode ter soma de Cesaro bem definida. Por exemplo,

> 1
a série E (—1)"*! diverge no sentido usual, mas ¢ Cesaro-soméavel para 3 [12]. No Capitulo 4,
n=1
em particular no Teorema 4.3.7, provaremos que uma série especial (que serd definida no momento
oportuno) é Cesaro-somavel em probabilidade. Esta somabilidade alternativa é o teor da proxima
definicao.
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Definicao 1.1.2. Dizemos que {X,,}n>1 € Cesaro-somdvel em probabilidade para X se, para qualquer

€ > 0, tivermos

Xo 4o+ X
lim P(' 0t A X‘ 25) — 0.
n— oo n
X oot X
O quociente ot ¥ Anoy recebe o nome de n-ésima soma de Cesaro.
n

Processos estocésticos a-estaveis serao objeto de estudo em todos os capitulos deste trabalho;
antes de introduzi-los, comecemos com as variaveis aleatérias a-estaveis ou variaveis aleatérias com

distribuigao estavel:

Definicao 1.1.3. Dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo estdvel se, para cadan > 2,

existem constantes C,, > 0 e D,, € R tais que

Xi 4+ X, £ CuX + Dy,
onde X1,...,X, sdo cdpias independentes de X.

Observagao: Pode-se mostrar que C,, = né, para algum « € (0, 2] (ver, por exemplo, [34]).
Tendo em vista a necessidade, no Capitulo 4, de trabalhar com a fungao caracteristica de uma classe
de processos a-estaveis, nada mais natural do que apresentar a proxima definicdo, que é equivalente a

Definigao 1.1.3, [34], e caracteriza uma variavel aleatoria a-estével através da sua fungao caracteristica.

Defini¢ao 1.1.4. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicao estdvel se existem pardmetros a € (0, 2],

€[0,00), B €[-1,1] e u € R tais que sua fungdo caracteristica é da forma
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exp{—aamo‘ [1 — i sign(t) tg(?)} + i,ut} yse a £ 1

28i
exp {—J|t| [1 + pi sign(t) ln|t|} + i,ut} ,se a=1.

™

p(t) =

O parametro a na definicdo acima é chamado indice de estabilidade e para denotar uma variavel
aleatoria com indice de estabilidade « (ou v.a. a-estavel), usa-se a notagao X ~ S, (o, 3, 1).

As v.a.’s a-estaveis estao inseridas no contexto da teoria de risco. Um dos problemas centrais
desta teoria consiste na estimagao da probabilidade da ruina associada a um processo de reserva de
risco, [11]. Sob este angulo, as indenizagdes sao v.a.’s estaveis e uma propriedade importante destas
variaveis é largamente explorada: todas elas possuem cauda pesada; isto é, se X é uma v.a. a-estavel

com funcéo de distribui¢ao F', entao

lim e*P(X > z) =00, YA > 0.

r—00

Sabemos que uma variavel aleatéria X é dita simétrica se

P(X € A) = P(-X € A),VA € B(R).

Para denotar uma variavel aleatoria a-estavel e simétrica, utiliza-se a notagdo X ~ SaS. Vejamos

dois exemplos de variaveis aleatorias a-estéaveis:

Exemplo 1.1.1. Se X ~ N(u,20?%), entdo X ~ Sz(0,0, ).

Exemplo 1.1.2. Se X tem distribuicdo de Cauchy, isto €, tem densidade



comx €R eo >0, entio X ~ S1(0,0, 1).
Precisamos definir vetor aleatério estavel antes de apresentar o conceito de processo a-estavel.

Definicao 1.1.5. Um vetor aleatorio X = (X1, Xo, ..., X,) € dito um vetor aleatdrio estdvel se para

quaisquer numeros positivos A e B, existe um nimero positivo C e um vetor D € R™ tal que

AXY + Bx® L ox 4 D,
onde XM ¢ X sdo copias independentes de X.

Observagao: Pode-se mostrar que X é um vetor aleatorio estavel se, e somente se, para cada

n > 2, existe um namero « € (0,2] e um vetor D,, tais que

XM 4 x®@ 4 pxMmAixyp,,

onde XM X@ . XM g50 copias independentes de X (ver, por exemplo, [34]).
Precisamos recordar a definigao de distribuigoes de dimensao finita, objetos que caracterizam

totalmente um processo estocastico.

Definicao 1.1.6. Seja T um conjunto de pardmetros. As distribui¢oes de dimensao finita de um

processo estocdstico X = {X(t) : t € T} sao as distribuigdes dos vetores

(X (1) X () £y e ostn € T > 1.

Podemos agora, definir processos a-estaveis:
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Definicao 1.1.7. Um processo estocdstico € dito a-estdvel se todas as distribuicoes de dimensao finita
sao a-estaveis e € dito a-estdvel e simétrico se todas as distribuicoes de dimensao finita sao a-estdveis
e simétricas. Se o processo X (t) € estdvel, usamos a notagao X (t) ~ Sy (0, B, 1) e dizemos que o seu

indice de estabilidade € o.

O movimento Browniano B(t), por exemplo, é um processo 2-estéavel com parametros o = /2,
Be[-1,1] e u=0, ouseja, B(t) ~ So(t'/2,3,0). Outro exemplo importante é a classe dos processos

a-estéaveis com p = G = 0; estes processos sdo simétricos e sua fungdo caracteristica tem a forma

—o¥|u|*t

So(uﬂ t) =e

Devido & simplicidade da sua fung@o caracteristica, os processos a-estéveis e simétricos serdo o
principal objeto de estudo no Capitulo 4.
Uma forma alternativa de definir os processos estaveis é considerar uma classe mais geral da qual

os estaveis fazem parte: os processos de Lévy. Um processo X (t) é dito um processo de Lévy se
i) X(0) =0 q.c;
ii) X(t) tem incrementos independentes, isto é, as variaveis aleatorias
X(ta) — X(t1), X(t3) — X(t2), ..., X(tn) — X(tn-1)
sao independentes para quaisquer 0 < t; <tg < ... <tp;
iii) X (¢) é continuo em probabilidade; isto é, para cada ¢ > 0 temos
%EI%)P(|X(t+h) —X({t)]>e)=0,Ve>0.
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Uma consequéncia interessante desta definigao é que os processos de Lévy tem trajetorias cadlag
(do franceés: continu & droit, limite & gauche) quase certamente, isto é, trajetorias continuas pela
direita e com limites & esquerda, [31]. Agora, um processo a-estavel X (t) é um processo de Lévy tal
que X (t) — X (s) ~ Sa((t — 5)'/*, 3,0), para todo 0 < s < t < 0o e para algum « € (0,2], 8 € [~1,1],
[34].

Note que 0s processos estaveis possuem incrementos estacionarios, pois sua distribuicao depende
apenas do comprimento do intervalo [s,t]. Quando o« = 2, X(t) é o movimento Browniano, pois a
variavel aleatoria X (¢f) — X (s) tem distribui¢do normal com média 0 e variancia 2|t — s/, ou seja,
X(t) = X(s) ~ Sa((t — )%, 3,0).

Os dois proximos resultados serao utilizados na demonstragao do Teorema 1.2.1 e estao relacionados
com propriedades assintoticas de processos estaveis; o primeiro deles, quando o indice de estabilidade
esta restrito ao intervalo (0,2) ([18], [3]) e o segundo, quando o processo estavel é o movimento

Browniano, [19].

Teorema 1.1.4. Sejam X (t) um processo estdvel com indice de estabilidade v € (0,2) e h(t) uma
o0
fungao positiva e crescente sobre (0,00) e satisfazendo / h™%(t)dt < co. Entao
1
| X(®)]

limsup —= =0

Teorema 1.1.5. Se B(t) é o movimento Browniano padrdao, entio

No Capitulo 4, mostramos a convergéncia de determinadas séries aleatérias para um tipo de integral
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estocéstica. Por sua vez, esta integral podera possuir propriedades de continuidade e/ou diferenci-
abilidade em algum sentido que nao o usual; dai vem a necessidade de apresentar as defini¢oes de

processo continuo em média quadratica, continuo em probabilidade e de processo diferenciavel em

probabilidade.

Definicao 1.1.8. Um processo estocdstico X (t) € dito continuo em probabilidade em t = tg se, para

todo € > 0, tivermos

}LIH%)P(‘X@Q —|—h) —X(to)‘ > E) = 0.

Definicao 1.1.9. Um processo estocdstico X (t) € dito continuo em média quadrdtica em t =ty se,

limn B X (to + ) — X(t6) ) = 0.

Naturalmente, o processo X (¢) é continuo em média quadratica no intervalo [a, b] se é continuo em

média quadratica em todo ¢y € [a, b].

Defini¢ao 1.1.10. Um processo estocdstico X (t) € dito diferencidvel em probabilidade em t = tg, se

existe um processo Y (t) tal que para todo § > 0,

lim P
h—0

(’X(to +h}z—X(t0) —Y(to)

>6>:0.

Dizemos que X'(t) representa a derivada em probabilidade de X (t).

Denotemos por
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n
2kmis
fn(s) = Zake O 5

k=—n

a sequéncia das somas parciais da série de Fourier de uma fungao f de periodo t, onde aj é o coeficiente
de Fourier de f. Os proximos resultados também serdo utilizados no Capitulo 4, em particular na

demonstracao dos Teoremas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.8 e 4.3.9.

Teorema 1.1.6. Seja f € LP[0,t], com p > 1. Entao,

) Jim [ 17 = s <o

i1) lim/0 |f(s —u)— f(l —u)Pdu = 0.

s—l

oo

Teorema 1.1.7. Seja f € LP[0,t], com 0 < p < 1 e tal que klim ar =0 e Z lak+1 — ag| < oo.
— 00

k=—o0

Entao,

lim t [f(s) = fn(s)[Pds = 0.
0

n—oo
Na préxima segao nos encarregaremos de definir a transformada de Laplace para processos estaveis

e de demonstrar algumas de suas propriedades.

1.2 A Transformada de Laplace para Processos Estaveis

Como vimos, um processo a-estavel {X (t)} possui incrementos independentes e estacionarios e é
continuo em probabilidade. Estas condigbes nos permitem definir as seguintes integrais estocéasticas

no sentido da convergéncia em probabilidade:
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| swxwar o [ gwaxa,
0 0
onde g é uma fungdo real e continua ([23], [24]). Mais ainda, se X'(t) representa a derivada em

probabilidade de X (¢), Definigao 1.1.10, temos a identidade

| atoxwd= [ gnaxc
0 0
Por integral estocastica no sentido da convergéncia em probabilidade entende-se o seguinte:

considere a sequéncia de subdivises do intervalo [a, b]:

Pn:a:tn,0<tn71<...<tn7n:b, n=12,...

tal que
li — ~1)=0. 1.1
Jm max (g = tnp-1) =0 (1.1)
Em cada subintervalo [t,, x—1,%n,k], escolha um ponto bk E=1,2,...,n tal que

tn,k—l S t;,k S tn,k~ (12)

Seja g(t) uma fungdo continua definida sobre [a,b]. Considere as somas de Riemann:

n

sn=>_ g(tn )X (t5 ) (tnk —tng—1) e
k=1
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Se o limite em probabilidade de s, e S, existir (chame-os de s e S, respectivamente) e for o
mesmo para todas as sequéncias P,, satisfazendo (1.1) e todas as escolhas dos pontos intermediarios

tf . satisfazendo (1.2), entdo estes limites sdo chamados de integrais estocésticas e escrevemos

5= / GOX (D)t e §= / g(BdX (8). (1.3)

Observe que se o limite em probabilidade, com b — oo, das integrais em (1.3) existir, entao teremos

definido as integrais improprias

—+o00 —+ 00
/ JOX (Bt e / g(BdX(2). (1.4)
a a
Para se definir a Transformada de Laplace do processo X (t), basta tomar a = 0 e, para s > 0 fixo,

a fungao g(t) = e~**. Usaremos a notagao usual

+oo

L{X}(s) = / e~ X (t)dt.

0

Observagao: Sabemos que X () possui incrementos independentes e estacionarios e é continuo em
t

probabilidade. Se g(t) for uma funcéo continua, entéo a integral / g(s)dX (s) esta bem definida, [23].
0

A transformada de Laplace de um processo estavel X (¢) goza das mesmas propriedades que a

transformada de Laplace usual. O resultado abaixo trata disso.
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Teorema 1.2.1. Sejam X (t) e Y (t) processos a-estdveis, com X (t) diferencidvel em probabilidade,

f uma fungio continua sobre [0,00] e k € R.
1) Se a € (0,2], entao
1.1) L{X + kY }(s) = L{X }(s) + kL{Y }(s) e
1.2) L{X"}(s) = sL{X}(s).
2) Se a € (1,2], entio
2.1) L{f + X}(s) = L{fH(s)L{X(s) e

2.2) LTHL{FILAXTHE) = (f » X)(8).

Observagoes:

v' No item (2.1), a operacao “x” é a bem conhecida convolucao; isto é,
, & Operag

(F+ X)) = [ = wX (@i

v No item (2.2), L71{f} representa a transformada de Laplace inversa; ou seja, se F(t) tem

transformada de Laplace f(s), entéo a transformada de Laplace inversa é definida como

M =F

Passemos & demonstracao do Teorema 1.2.1.
Prova:

Para o item (1.1), a linearidade da transformada de Laplace, temos
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L{X + kY }(s)

“+o0
/ X (1) + KY (8)]dt
0

+oo +oo
= / e‘StX(t)dt—i—k:/ e 'Y (t)dt
0 0

= L{X}s)+ kL{Y}(s).

Para provar o item (1.2), faremos uma integracao por partes. Considere

dv=X'(t)dt e u=e "

t
Como X (t) é diferenciavel em probabilidade, podemos interpretar / X'(s)ds = X (t); logo,
0

v=X(t) e du = —se *'dt.

Posto isso, temos que

L{X'}(s) = lim [e ** X (¢)] — X(0) + s /OOO e St X (t)dt. (1.5)

t—oo
Precisamos calcular o limite acima. Para o caso a € (0,2), aplicamos o Teorema 1.1.4 com

h(t) = e*! e para o caso a = 2, aplicamos o Teorema 1.1.5, obtendo, em ambas as situagoes,

lim e X(t)] =0 q.c.

t—oo

Utilizando, em (1.5), esta informacéo e o fato de que X (0) = 0, concluimos que
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LX) = s /Oooe_StX(t)dt
= sL{X}(s).

O item (2.1) é conhecido, no caso deterministico, como teorema da convolugdo. Vejamos a sua

demonstracao.

L{fxX}(s) = /OOOeSt(f*X)(t)dt

_ /OOO eSt[/Otf(t—u)X(u)du dt
/OOO /Ote“f(t —u) X (u)dudt. (1.6)

Note que 0 < u <tel <t < oo se, e somente se, 0 < u < o0 eu <t < oo. Logo, podemos

reescrever (1.6) assim

L{f * X}(s) / / SF(t—u) X (u)dtdu

/OOC X(u) /:O e F(t — u)dtdu. (1.7)

Mostrando-se que o processo e ¢ f(t — u) X (u) ¢ integravel, a troca na ordem de integragao feita

acima estaré justificada. Observe que

/0°° €St(/t \f(t—u)HX(U)Idu)dt
/0 e /|ft—u|qdu; /\X |pdu% .
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¢
onde a majoracao foi obtida aplicando-se a desigualdade de Holder a integral / [f(t —w)|| X (uw)|du,
0

1 1
coml<p<ae—-+—=1. Agora,
P q

t
i) o processo X(t) é estavel com indice de estabilidade «; logo, a integral / | X (u)|Pdu é finita,
0

[34];
t
ii) como a fungao f é continua, a integral / |f(t — u)|?du também é finita para cada t > 0.
0

Denotando o produto dessas duas integrais por M, obtemos

IN

o] t 00
/ /|e_8tf(t—u)X(u)|dudt M/ e Stdt
0o Jo 0
M

9

s
que é finito para cada s # 0. Justificada a troca na ordem de integragao, voltemos a (1.7). Fazendo a

mudanga de varidveis v =t — u, obtemos a igualdade desejada:

L{f + X} (s)

o]
0

/O h X (u) / eS0T £ (1) dvdu

/O e X (u)du /0 e f(v)do

= L{f}()L{X}(s).

O item (2.2) ¢ verdadeiro, pois

CLFYH) LX) (s) /O T e X (rdr /0 e ) du

/O b /O " =5 X () £ () dudr (1.8)
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Fazendo a mudanga de variaveis t = u + 7 em (1.8), obtemos

L{fHs)L{X}(s) / / e~ X (1) f(t — 7)dtdr. (1.9)
Se definirmos f(s) = 0, para s < 0, entdo f(t—7) = 0 se t < T e assim podemos estender a integral

com relagdo a t em (1.9), desde t = 0:

L{fH(8)L{X}(s)

| [ e - raar
| [ et - nira

= [T [ xose nara
of [ x50 vyar)

ﬁ /X thdT} (1.10)

Observe que a segunda igualdade acima foi obtida usando-se o mesmo argumento utilizado na
demonstracao do item (c), ou seja, basta mostrar que o processo e ** X (7)f(t — 7) é integravel. A
altima igualdade vale devido & definigdo de f(s) para valores negativos de s, ou seja, f(t —7) =0, se
7 > t. Finalmente, aplicando a transformada de Laplace inversa nos dois membros da igualdade em

(1.10), concluimos que

LN = £ /X (¢~ 7)dr }

= /X fit—71)dr

= (f=X)().
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No proximo capitulo iniciaremos a nossa caminhada rumo & determinagao de uma classe de solugoes

para a equacgao de Langevin generalizada.
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CAPITULO 2

UMA CLASSE DE SOLUCOES PARA A ELG

Neste capitulo, o objeto de estudo é a equagdo de Langevin generalizada (ELG) e o objetivo
principal é determinar uma classe de solugoes para esta equagao. Na primeira secao, comegaremos
discorrendo sobre um caso particular: a equagao de Langevin classica (ELC); aqui também, cita-
remos algumas datas e cientistas que contribuiram para o desenvolvimento da teoria e, finalmente,
apresentaremos a formulagao fisica da ELG e a formulagdo matemética pertinente para nossos pro-
positos (aquela em que o termo estocastico é um processo a-estével). Na Se¢do 2.2 serdo expostas
as tentativas frustradas e o porqué do insucesso de se determinar a solu¢ao do problema utilizando
ferramentas provenientes das teorias de integragao de Itd, integragao com respeito a martingales e
integragao com respeito a semimartingales. Finalizando o capitulo, na Se¢ao 2.3, motivados pela te-
oria das equagoes de Volterra deterministicas, reescreveremos a ELG em um formato especial (como
uma equacao de Volterra), enunciaremos e demonstraremos o Teorema 2.3.1, resultado que explicita

a primeira de duas classes de solugbes propostas para a ELG (a segunda classe sera apresentada no
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Capitulo 3). A demonstragao deste resultado necessita, basicamente da transformada de Laplace para
processos estaveis, ferramenta que foi definida no Capitulo 1. O interesse em estudar as equagoes
de Langevin reside no fato de que essas equagoes modelam fendmenos fisicos, quimicos e biolégicos
importantes; em biologia molecular, por exemplo, a Langevin generalizada descreve o movimento do
citoplasma bacteriano, [14]; em fisica nuclear a ELG descreve reagoes de fusao nuclear, [5], e no estudo

de difusées anomalas, a ELC modela o crescimento de tumores, [25].

2.1 Um Pouco Sobre a Histéria da Equacao de Langevin

Comecemos com um pouco de histéria. O estudo do movimento estocastico de particulas imersas
em algum fluido iniciou-se com o boténico escocés Robert Brown na primeira metade do século XIX.
Brown observou o movimento incessante de particulas de pélen dissolvidas em agua, isto é, observou
o movimento que mais tarde receberia o seu nome: movimento Browniano. Este tipo de dindmica
foi estudada e apresentada com algum rigor, pela primeira vez, pelo o fisico francés Paul Langevin
em 1908 através da equagdo diferencial estocéstica que posteriormente o homenagearia: a equagdo
de Langevin; porém, o primeiro artigo cientifico publicado sobre o movimento Browniano, deve-se ao
fisico alemao Albert Einstein em 1905. No préximo paragrafo sera apresentada a possibilidade mais
simples no que tange a flutuacoes estocasticas.

Suponha que uma particula de massa m esteja imersa em um liquido ou gas (ou em geral, em
um fluido) e esteja sujeita a duas forgas: a viscosidade do fluido, que sera considerada proporcional
a sua velocidade e uma forga de carater aleatorio (podemos entender esta for¢a como a resultante

do bombardeio incessante das particulas do fluido) . A particula deve ser pequena o suficiente para
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executar movimento Browniano e suficientemente grande quando comparada com as moléculas do
fluido. Sob estas hipdteses e sob a luz da fisica, a forma mais simples de descrever o movimento desta

particula é dada pela ELC:

du(t)
dt

= —aw(t) + R(t,w). (2.1)

Nesta equagdo, v(t) representa a velocidade da particula, o > 0 representa a viscosidade do fluido
(ou coeficiente de friccao) e R(t,w) representa a forga aleatoria. Assume-se que R(t,w) satisfaz as

seguintes condigoes:

(a) R(t,w) é independente de v(t);

(b) R(t,w) & centrada e Gaussiana;

(c) E[R(s)R(t)] = (s —t), onde ¢ é a funcdo delta de Dirac.

R(t)

o - ~ .
Note que se denotarmos v = — e £(t) = , entao podemos reescrever a equagao (2.1) assim:
m

du(t)
dt

— —u(t) + £(1). (2.2)
Observe que as condigdes (a), (b) e (¢) acima continuam valendo. O processo &(t) é comumente
chamado de ruido branco.
Na tentativa de considerar situacoes mais realisticas, Ryogo Kubo e Hazime Mori propuseram, em
1965 e 1966, respectivamente, uma extensao natural da ELC, a ELG:
dv(t)

0 _ 7/ Yt — s)o(s)ds + £(), t > to, (2.3)

to
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onde ~(t) é um “efeito retardado” da forga de fricgdo, comumente chamado, nos dias de hoje, de

“fungdo memoria” e £(t) é uma forca aleatoria ndo correlacionada com a velocidade inicial v(tp).
Precisamos dar um tratamento matemético & ELG, a fim de estudar a existéncia de solugoes.

Primeiramente, podemos interpretar a forga aleatoria £(t) supracitada, como a derivada (em algum

sentido) do movimento Browniano; isto &,

A expressao “em algum sentido” faz-se necessaria, pois esta derivada nao existe no sentido usual; as
trajetorias do movimento Browniano sao nao diferenciaveis quase certamente, mas sao diferenciaveis
no sentido das fungdes generalizadas, [2]. Considerando ty = 0 e v(0) = 0, podemos reescrever a ELG
assim:

V() = — /O +(t — 8)V(s)ds + dB(?) -

V(0) = 0.

Este é um caso particular da equagao diferencial estocastica que estudaremos neste trabalho, pois
estaremos interessados em estudar esta equacao quando o movimento Browniano é substituido por
um processo a-estavel.

A ELG como esté escrita acima é, na verdade, uma forma compacta (chamada forma diferencial)

de representar a seguinte equagao integral:

t s
V(t) = —/ / v(v —u) V(u) duds + B(t).
o Jo
Integrais como a que aparece na forma diferencial (2.4) podem ser entendidas, trajetoria por
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trajetoria, como integrais de Riemann ou Lebesgue. Se o processo estocastico V.= {V(¢t) : t >
0} for mensuravel e separavel, definido em um espago de probabilidade completo (2, F, P), [9], a
integragdo pode ser entendida no sentido da convergéncia em média quadratica, [17], ou no sentido
da convergéncia em probabilidade, [23].

Note que se y(t) for a fungdo vd(¢), onde v é uma constante e § é a fungdo delta de Dirac, entéo

a equagao (2.4) torna-se a ELC:

AV (t) = -7V (t)dt + dB(t)

t
pois / it —s)V(s)ds =V (t).
0
No que diz respeito & existéncia e unicidade de solugbes para a equagdo (2.5), existe uma vasta
literatura ([2], [19], [30], [31]). Podemos encontrar a solu¢do da ELC seguindo os seguintes passos:

aplicando a formula de integragao por partes (Teorema 1.1.2) ao processo Y (t) = €'V (t), obtemos

dY (t) = ve 'V (t)dt + e dV (t).

Como V (t) satisfaz (2.5), segue que

dY (t) = e"'dB(t);

isto &,
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Portanto, V' (t) = /t e 7#=9)dB(s) é solugao do problema de valor inicial (2.5) (na verdade, esta
0
é a unica solugao do problema, [30]).
Pensemos na ELG um pouco mais geral agora. D. Kannan e A. T. Bharucha-Reid mostraram em
1972, [15], que a equagdo diferencial estocéstica

dv(t) = —/0 v(t — s)V(s)ds —|—/0 dM(s) 26)

possui uma tnica solugdo, onde M = {M(¢) : t > 0} é uma martingale continua tal que existe uma

fungao nao-decrescente F'(t), t > 0, com a propriedade de que, para s < t,

E[M(t) — M(s)]? = F(t) — F(s). (2.7)

Note que na integral / t dM (s) o integrador é uma martingale continua para a qual vale a condigao
0

(2.7) (para o movimento Browniano padrio, tem-se E[M (t)— M (s)]?> = |t —s|). Uma pergunta natural
é: em qual sentido esta integral esta definida? A condigdo (2.7) sera satisfeita se M (¢) for um processo
com incrementos ortogonais e como a integracao com respeito a processos com incrementos ortogonais
pode ser definida no sentido da convergéncia em média quadratica, [17], o problema esté resolvido.

Outro questionamento que pode ser feito é: esta solugao tnica garantida por Kannan e Reid em
1972 para a equagao (2.6) pode ser exibida? No trabalho de 1972 a solugdo nao é exibida, porém em
1977, D. Kannan teve outro trabalho publicado, [16], no qual uma forma fechada para a solugao é
dada. Neste artigo, o resultado que garante a existéncia e unicidade de solugoes para a equagao (2.3)

é o seguinte:
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Teorema 2.1.1. Sejam M € LIRY, Ly(Q)] e v € Loo[R]T,R], onde L € o espaco de todas as fungoes
localmente integrdveis sobre R™ e assumindo valores em La(Q) e Loo € 0 espago de todas as fungoes
reais essencialmente limitadas sobre [0,T), para cada T > 0. Entdo existe wma unica solu¢do em

média quadrdtica para o problema (2.6) sobre [0,T], para cada T > 0.

Perceba que a integral estocéstica envolvida esté sendo considerada no sentido da convergéncia em

média quadratica. O resultado referente a forma da solugao é:

Teorema 2.1.2. Fize um T > 0 arbitrdrio e suponha que valham as hipdteses do Teorema 2.1.1.

Entao, toda solu¢ao em média quadrdtica sobre [0,T] do problema (2.6) satisfaz

V() = / plt — 5)dM(s),

onde p € solugao do problema de valor inicial:

Nossa proposta de estudo ¢ analisar a existéncia e unicidade de solu¢des para o problema (2.6)
quando o integrador for um processo que ndo tenha, necessariamente, segundo momento finito (a
finitude do segundo momento foi uma hipo6tese assumida nos trabalhos citados). A escolha por pro-
cessos estdveis para substituir a martingale M (t) deve-se ao conteido do Capitulo 4; conteiudo este
que consiste no estudo da convergéncia de determinadas séries aleatérias para integrais estocésticas

t
da forma / f()dX(t), onde f sera, por exemplo, uma fungdo de LP e X (t) serd um processo estéavel.
0

Posto isso, a equacao diferencial estocastica que nos interessa é
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V() = — /0 2(t — 8)V(s)ds + dX (£) -

onde X = {X(¢) : t > 0} ¢ um processo estavel e simétrico com indice de estabilidade a (ver Definigao

1.1.7). Lembremo-nos que a ELG na sua forma integral é:

Vi) = —/0 /Ou (1 — )V (s)dsdu + X(2). (2.9)

Na proxima se¢ao exporemos algumas tentativas, e fracassos, ao tentar encontrar explicitamente

a soluc@o do problema (2.8).

2.2 Tentativas para Determinar a Solugao da ELG

Quando se trata de determinar uma soluc@o explicita para uma equagao diferencial estocéstica

(EDE), algumas abordagens podem ser feitas. Se a EDE for linear, ou seja, da forma

dY (t) = [a(t) + B@)Y (¢)]dt + [y(t) + 6(t)Y (¢)]dB(¢), (2.10)

onde as funcoes «, 3,7 e § sdo processos adaptados & filtragem usual e sdo fungdes continuas de t e

B(t) é o movimento Browniano, podemos encontrar uma solu¢ao supondo que ela é da forma

onde
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AV (t) = a(t)dt + b(t)dB(t)

e entao escolher coeficientes a(t) e b(t) de forma que a igualdade Y (t) = U(¢)V () valha. Nesse caso,

a solucdo ¢ dada por, [19]:

Y (t) = U(t) {Y(O) + /Ot st + /Ot

A ELC (2.5) é um caso particular de (2.10), basta tomar a(t) = §(t) =0, 5(t) = —y e v(t) = 1.

7(s)
U(s)dB(s)] . (2.11)

Portanto, de (2.11), segue que a solugdo da equagdo de Langevin classica é

Y(t) = /t e 7 WAB(u).
0
Haviamos encontrado esta solugdo na se¢ao anterior via formula de integragao por partes (Teorema
1.1.2).
Um questionamento natural é: esta técnica pode ser utilizada para encontrar uma solugao para
a ELG? Infelizmente, o carater nao-linear da ELG é um obstaculo, pois nao é possivel “separar as

variaveis” e encontrar uma solucao da forma
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As referéncias [8], [19] e [31], por exemplo, trazem outra abordagem no que diz respeito a integragao
estocastica. Nessas obras, a integragao é realizada com respeito as semimartingales (objeto mateméatico
que seré definido a seguir). Visto que um processo a-estavel é uma semimartingale, ha interesse em
estudar a ELG sob a luz desta teoria e verificar se os resultados apresentados proporcionam alguma
ferramenta que permita explicitar uma solugao para a ELG.

Faremos a partir de agora uma breve explanacdo sobre este aparato (nao a fizemos no capitulo de
preliminares por entender que a conexao seria perdida). Comecemos com a definigdo de semimartin-

gale.

Definigao 2.2.1. Um processo adaptado e continuo pela direita com limites & esquerda (cadlag) €
uma semimartingale se pode ser representado como uma soma de dois processos: uma martingale

local M(t) e um processo de variagdo finita A(t) (Defini¢do 1.1.1).

Para que um processo adaptado M (t) possa ser chamado de martingale local, deve existir uma
sequéncia de tempos de parada 7,, tal que 7, T co e para cada n o processo M (t A 7,,) (chamado

processo de parada) é uma martingale uniformemente integravel em ¢, isto é, se

lim sup E(|M@)[I(|M(t)] > n)) =0,

n—0o0 t
onde o supremo ¢é tomado em [0, 00).

Nao entraremos em detalhes sobre como a integracao com respeito as semimartingales é definida,
pois seria necessaria uma secao para tal proposta, e fugiriamos do enfoque principal: quais ferramentas
desta teoria podemos utilizar para resolver a ELG? Sucintamente, visto que uma semimartingale S(t)
é um processo tal que
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S(t) = M(t) + A(t),

onde M(t) é uma martingale local e A(t) é um processo de variagdo finita, entdo, a integral com
respeito a S(t) é a soma de duas integrais, uma com respeito a M (t) e outra com respeito a A(t). A
integral com respeito a A(t) pode ser vista, trajetoria por trajetéria, como uma integral de Stieltjes;
a integral com respeito a M(t) é mais delicada. Uma condigdo sine qua mon nas bibliografias ja
citadas para se definir a integragdo com respeito a semimartingales, é que a martingale M (t) seja uma

martingale quadrado integravel, ou seja,

E(M?(t)) < oo, Vt > 0.

Essa exigéncia frustra nossos propositos, pois estamos trabalhando com processos a-estaveis e tais
processos nao tém, necessariamente, segundo momento finito. De qualquer forma, esta teoria também
possui a sua formula de It6 e como consequéncia dela, um resultado, [31], que explicita a solu¢ao da

seguinte equagao diferencial estocéstica:

X(t) = /t X(s)dZ(s) + H(t),
0
onde H(t) é um processo adaptado e com trajetorias cadlag e Z(t) é uma semimartingale continua.
Esta equagao est4 longe de poder ser identificada com a ELG (2.8) e a tentativa de adaptar a de-
monstragao do resultado supracitado para a ELG foi frustrada, pois a técnica utilizada foi a de assumir
que a solugdo é da forma X (¢) = C(t)U(t) e utilizar a formula de Itd6. Devido ao carater nao-linear

da ELG, esta técnica nao funciona; sem contar o fato de que H(t) nao tem, necessariamente, segundo
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momento finito, o que nos impede de aplicar a formula de Ité.

Caminhando no sentido de encontrar uma forma fechada para a solu¢do da ELG, recorremos a
definigdo proposta por Medino, A. V., [24], para a solu¢ao do problema (2.8), quando a ELG é gover-
nada por um processo L(t) continuo em probabilidade, com incrementos estacionarios e independentes

e satisfazendo L(0) = 0 quase certamente. A defini¢ao é a seguinte:

Definicao 2.2.2. Seja V = {V(¢t) : t > 0} um processo estocdstico e p = {p(t) : t > 0} uma fungao

deterministica. Diremos que o par (V, p) representa uma solug¢do da ELG se V € dado por

V(o) = [ ot =s)aLis)

e a fungao p satisfaz & equagao integro-diferencial deterministica

Motivados por esta definicdo, apresentamos agora, uma conjectura envolvendo uma classe de
processos-solugao para a ELG que é mais restrita do que a classe apresentada na definicao anterior.

Conjectura: Se X (t) é um processo a-estavel e (¢) é integravel, entdo o processo

V(t) = /0 p(t —s)dX (s)

é solugao da ELG, onde a fungao p satisfaz a equagao integro-diferencial deterministica

46



Na proxima segao veremos que a teoria envolvendo um tipo especial de equacao de Volterra nos
deu subsidios para mostrar que esta conjectura se concretiza. Entretanto, poderao haver restrigoes

quanto ao intervalo de existéncia do indice de estabilidade.

2.3 A Equacao de Volterra Estocastica

Depois de caminhar no sentido de determinar a solugao da ELG utilizando as ferramentas anterio-
res, a teoria das equagOes integrais nos forneceu a esperanga necesséria para fazer mais uma tentativa.

A proposta otimista reside no fato de que equagoes integrais da forma

y(t) = olt) - / K(t - s)y(s)ds, (2.12)

possuem uma forma fechada para a sua solugdo. A equagio (2.12) pertence a uma classe de equagoes

integrais chamada “Equagoes integrais de Volterra do segundo tipo”; em particular, a equagao (2.12)

recebe o nome de “Equagao de renovagao” ou “Equagado de Ciclo Fechado”. Estes nomes devem-se ao
t

operador L;(p(s)) = / K(t, s)p(s)ds. Este operador transforma qualquer fungao ¢(s) com periodo
— 00

L em outra fungao periddica com o mesmo periodo L se, e somente se, K (¢, s) é do tipo K(t — s).

Equagoes da forma (2.12) podem ser resolvidas, por exemplo via transformada de Laplace, e
sua solucdo pode ser explicitada sem a dependéncia desta transformada. Além disso, o fato mais

importante, é que a ELG pode ser reescrita no mesmo formato que a equagao (2.12). Vejamos como
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fazer isso. A ELG é

Vi) = —/Ot /Ou (= )V (s)dsdu + X(2).

Trocando a ordem de integracao na igualdade anterior obtemos

V(t) = /Ot [ /St y(u — s)du} V(s)ds + X(1). (2.13)

Definindo

—/ y(u — s)du = K(s), (2.14)

a equagao (2.13) torna-se

V(t) = /0 Ky(s)V(s)ds + X (£). (2.15)

Agora, fazendo a mudanca de variavel r = u — s em (2.14), temos que

— /St'y(u — 8)du = — /Ot_s y(r)dr,

ou seja, a funcdo K,(s) definida anteriormente s6 depende do comprimento do intervalo [s, ], o que

justifica escrever

K(t—s)= —/ v(u — s)du. (2.16)

Posto isso, reescrevemos (2.15) assim:

48



V(t) = /0 K- )V(s)ds + X(1) (2.17)

e, para cada w €  fixo, a equagdo (2.17) é entdo uma equagao do tipo renovagao e a fungdo K (t — s)
é chamada de Nucleo de Volterra.

Algumas linhas atras dissemos que escrever a ELG no formato (2.17) seria vantajoso devido a vasta
literatura que trata das equagoes integrais ([6], [35], [36]). Vamos entdo, a partir de agora, determinar
uma solucao para a ELG. O proximo resultado tem como objetivo estabelecer uma classe de solugoes
para o problema. Além disso, a solucdo dada por este teorema coincide com a conjectura motivada

pela proposta de solugdo dada por Medino, A. V. em [24].

Teorema 2.3.1. Sejam X (t) um processo a-estdvel, com indice de estabilidade o € (1,2], definido
sobre Q x [0,T] e K(t — s) um nicleo de Volterra continuo definido sobre [0,T] x [0,T], com T > 0.

Entao, o processo

V) = /O ot — )dX (s), (2.18)

€ solugao da FLG, onde

(2.19)

Prova:

Fixe w € Q. Fazendo isso, estamos trabalhando com as trajetorias de X (t), ou seja, fungoes
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deterministicas de t. Para este w fixo considere a ELG (que pode ser vista como uma equagao de

Volterra do segundo tipo):

V(t) = /OtK(t OV (s)ds + X(1). (2.20)

Considere a “equagao auxiliar”

p(t) =1+ /0 K(t — s)p(s)ds. (2.21)

Se a fungéo p(t) é solugdo da equacdo (2.21), entdo uma solugéo de (2.20) é dada por

Vi(t) = /0 p(t —s)X'(s)ds. (2.22)

Vamos mostrar isso. Aplicando a transformada de Laplace nos dois membros de (2.20) e utilizando

as propriedades (1.1) e (2.1), respectivamente, do Teorema 1.2.1, obtemos

L{V}(s) L{X}(s) + L{K + V}(s)

= L{X}(s) + L{K}(s)L{V}(5)-

Portanto,

L{VY(s) = % (2.23)

Aplicando a transformada de Laplace nos dois membros de (2.21), utilizando as propriedades (1.1)

1
e (2.1), respectivamente, do Teorema 1.2.1 e lembrando que £{1} = > temos que
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L{p}(s) = L{1}+ L{K xp}(s)
= L{1} + L{K}(s)L{p}(s)-
Dai segue que
1
L{p}(s) = S— L{KY()] (2.24)

De (2.23), (2.24) e da propriedade (1.2) do Teorema 1.2.1, obtemos

L{VY(s) sl = L{K}(s)IL{X}(5)
L{p}(s) 1= L{K}(s)

= sL{X}(s)

= L{X'}s);

ou seja,

L{V}(s) = L{p}(s)L{X"}(s).

Finalmente, aplicando a propriedade (2.2) do Teorema 1.2.1 na igualdade anterior, resulta que

ou seja, V(t) tem a forma (2.22). Agora, se X(t) for um processo diferencidvel em probabilidade,

entdao podemos interpretar X'(s)ds como dX (s) e reescrever a ultima igualdade assim
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t
V(t) = / p(t — s)dX (s).
0
Resta mostrar que a fungdo p(t) satisfaz a equagdo (2.21) se, e somente se, satisfaz a equagao

(2.19). Suponha que p(t) satisfaz (2.19). Integrando os dois membros sobre o intervalo [0, t], obtemos

ou seja,

o =1+ [ |- [ =] ptsyas

Lembrando da igualdade em (2.16), concluimos que

p(t) =1 +/0 K(t — s)p(s)ds.

Suponha agora, que p(t) satisfaz (2.21). Faga U(¢,s) := K(t — s)p(s). Segue que

0

— —p(s)y(t—s). (2.25)

d[ [ ‘To
Dessa forma, utilizando a relagao 7 [/ U(t, s)ds} = U(t,1) +/ [at\Il(t, s)} ds, e utilizando as
0 0
igualdades ¥(¢,t) = 0 e (2.25), podemos estabelecer as seguintes igualdades
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J = 4 / K(t — s)p(s)ds

d
= — v
i (t,s)ds

t
9
- \Il(t,t)—i—/o St s)ds
t

= —/ ~(t — s)p(s)ds. (2.26)

0

¢
Naturalmente p(0) =1 e por (2.26) concluimos que p'(t) = 7/ ~(t — s)p(s)ds, como queriamos.
0

Observagoes:

v" Considere os seguintes resultados, contidos em [1], p. 342:

“Sejam f e g fungdes continuas sobre (0,00). Se f e g tem a mesma transformada de Laplace,
entdo f(t) = g(t) para todo ¢t > 0.

“Seja f € L'(—00,00). Se existe um ponto t € R e um intervalo I = [t — 6,¢ + 4], para § > 0, tal
que f seja de variacao limitada sobre I, entao para cada a > 0, vale a formula de inversao para a
transformada de Laplace:

fH)+f(t-) 1

T
> = grdm [T )

Se pudermos adaptar estes teoremas para os nossos fins, isto é, para X (t) e Y (t) a-estaveis (que
sdo continuos em probabilidade), entdo o procedimento utilizado na demonstragio anterior garante
¢
que o processo V (t) = / p(t — s)dX (s) é solugdo da ELG, sem a necessidade de fazer a inspegao.
0
v A verificagdo de que (2.18) satisfaz a ELG foi feita e o procedimento sera descrito a seguir.
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Note que

Alt) = /OK(tfs)V(s)ds

_ /OUO p(su)dX(u)} K(t — s)ds.

Trocando a ordem de integracao na ultima igualdade, obtemos

A(t)/ot U:K(ts)p(su)ds dX (u). (2.27)

Vamos trabalhar um pouco com a integral entre colchetes. Fazendo a mudanga de variaveis v = s—u

em

C(t,u) = / K(t — s)p(s — u)ds,

obtemos

C(t,u) = /0/—“ K(t —u—v)p(v)dv.

Por (2.21), a igualdade anterior fica assim

C(t,u) = p(t —u) — 1.

Substituindo esta tltima igualdade em (2.27), concluimos que
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t

[p(t —u) = 1]dX (u)

=
I
S~

t

/O ot — wdX () — [ dx ()

0

= [ ot = wax( - x()

= V() - X(1).

A ultima igualdade mostra que o processo em (2.18) é solucao da ELG.

v Podemos também, mostrar indiretamente que (2.18) é solu¢ao da ELG. No Capitulo 3, o Teorema
3.1.1 nos da uma outra classe de solucoes para a ELG, e a verificagao de que esta classe de fato satisfaz
a ELG foi feita via inspecao. O Teorema 3.2.1 garante que esta nova classe coincide com a classe dada

t
pelo Teorema 2.3.1; logo, mostramos (sem a necessidade da inspegéo) que V (t) = / p(t—s)dX(s) é
0

mesmo solugao da ELG.

t
Exemplo 2.3.1. Considere a equagio V (t) = —5/ V(s)ds+X(t), com X(t) é um processo a-estdvel
0

com indice de estabilidade oo € (1,2]. Pelas construgées feitas para reescrever a ELG na forma de uma

equagdo de Volterra, concluimos que y(t) = B0(t), onde §(t) € a fungao delta de Dirac. Dessa forma,
t

p(t) = e Bt ¢ entdo, pelo Teorema 2.18, a solucio da equagdo dada é V() = / e_ﬂ(t_s)dX(s).

0

Quando X (t) é o movimento Browniano, a equagdo dada é a equagio de Langevin cldssica e a sua

solugao pode ser determinada via formula de integragao por partes (Teorema 1.1.2).

No proximo capitulo apresentaremos a solugao da ELG em um outro formato; sem a dependéncia
da fungao p(t). Porém, esta solugdo também s6 existe quando o indice de estabilidade do processo
X (t) pertence ao intervalo (1,2]. Inevitavelmente, uma pergunta deve ser feita: as classes de solugoes
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para a ELG coincidem? A resposta serd dada na Secdo 3.2.
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CAPITULO 3

UMA SEGUNDA CLASSE DE SOLUCOES PARA A ELG

Como ja haviamos antecipado, neste capitulo apresentaremos uma nova classe de solugGes para a
ELG; esta nova proposta foi motivada, particularmente, por um resultado devido & Bharucha-Reid
contido em seu livro Random Integral Equations, [4]. O novo formato de solugéo difere daquele apre-
sentado no capitulo anterior, pois esta nova classe nao carrega consigo o vinculo com um problema
de valor inicial. Na Sec¢ao 3.1 apresentaremos tal solugdo e provaremos que ela é, de fato, solucdo
da ELG. Para cumprir esta tarefa precisaremos de trés lemas envolvendo um objeto que ainda nao
foi explorado neste trabalho: o nicleo resolvente. Os lemas mostrardo, entre outras coisas, a relagdo
estreita entre o nicleo de Volterra K(t — s) e o niicleo resolvente (Lema 3.1.2). Finalizando o capi-
tulo, na Secao 3.2, mostraremos que as duas classes de solucoes propostas sao iguais e para tal fim

utilizaremos novamente a transformada de Laplace para processos estéaveis.
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3.1 Uma Nova Classe de Solucoes para a ELG

O nucleo de Volterra pode ser utilizado para definir uma outra fungéo, chamada ntcleo resolvente

(que denotaremos por I'(t — s)), da seguinte maneira:

oo

D(t—s):=-> K"(t-s), (3.1)

n=1

onde os Nicleos Iterados K™ (t — s) sdao obtidos, via recorréncia, assim:

KVt —s)=K(t—s)

¢
K(")(t—s):/ KM U(t — 2)K(z — s)dz, n>2.
0

Definido o nicleo resolvente, passemos & apresentagao da nova classe de solugoes para a ELG.
Embora haja a limitacdo do indice de estabilidade « estar confinado em (1,2], o proximo resultado
nos da condigoes para que possamos explicitar a solugao da Langevin generalizada, escrita na forma

(2.17), sem a dependéncia da equagdo integro-diferencial (2.19).

Teorema 3.1.1. Seja K(t —s) um nicleo de Volterra definido sobre [0,T] x [0,T], com a propriedade
tmgsz(t —3s)] < 1. Se X(t) € um processo estdvel, com indice de estabilidade o € (1,2], definido

sobre 2 x [0,T], entdo o processo

t
V() = —/ L(t—s)X(s)ds + X (t) (3.2)
0
é solugao da ELG, onde T'(t — s) € o nicleo resolvente do nicleo de Volterra K(t — s).
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Para evitar que a demonstragao do Teorema 3.1.1 fique demasiadamente longa, usaremos trés

lemas. Primeiramente mostraremos que a série que define o ntucleo resolvente é convergente.

Lema 3.1.1. SeT'(t —s) e K(t — s) sao como no Teorema 3.1.1, entio o nicleo resolvente estd bem

definido.

Prova:

Note que

KOt —s) = K(t—s)

< max|K(t—s)|.

K@@t —s) = /tK(t—z)K(z—s)dz
0

< t(rgl2<|K(ts)|> .
Gr—s) = [ KO- DK (s — 8)d
KO —s) /OK<t VK (2 — 5)d

3

<t (I?gicl((t—sﬂ) .

Indutivamente, temos que

n—1
K(")(t—s)ﬁmgicK(t—s)|<tm§x§<|K(t—s)|> , n>1
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Como, por hipotese, tmax |K(t — 8)| < 1, concluimos que a série Z K™ (t — s) converge uni-
n=1

formemente quando comparada com a série geométrica. Portanto, o nticleo resolvente I'(t — s) esta

bem-definido.

O préximo lema mostra uma importante relagdo envolvendo os ntucleos de Volterra e resolvente.

Lema 3.1.2. SeI'(t —s) e K(t — s) sao como nas hipdteses do Teorema 3.1.1, entao vale a relagdo

F(t—s)—l—K(t—s)—/OtK(t—z)F(z—s)dzzo.

Prova:

Temos que

L(t—s)+K(t—s)— /Kt—z) z—5) ZK(" s)+ KWt —s)

/ K(t—=z) (—iK(")(z—s)) dz.

O Lema 3.1.1 garante que a série — Z K(”)(t — s) & uniformemente convergente, logo podemos

n=1

permutar o somatério com o sinal de integral no ultimo termo do segundo membro da igualdade

anterior e obter

T(t—s)+ K(t—s) —/OtK(t—z)I‘(z—s)dz = —iK(")(t—s) + KW (t — )

n=1
+ Z (/ KM (t—2)K(z — s)dz> . (3.3)
t
Sabemos que / KM(t — 2)K(z — s)dz = K™ (t — 5); dessa forma, (3.3) fica assim
0
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F(t—s)—l—K(t—s)—/OtK(t—z)F(z—s)dz = —iK(")(t—s)+K(1)(t—s)+§:K("+l)(t—

n=1 n=1
= =Y KU"H(t—s)+ ) K
n=1 n=1

= O7

o que encerra a demonstragao.

No proximo e altimo lema, veremos sob quais condigdes o processo K (t—z)T'(z—s) X (s) é integravel,

esta informagao sera imprescindivel na demonstragdo do Teorema 3.1.1.

Lema 3.1.3. Se K(t—s), I'(t—s) e X(t) sao como nas hipdteses do Teorema 3.1.1, entdo o processo

K(t—2z)I'(z — ) X(s) € integrdvel.

Prova:

t ot
Basta mostrar que / / |K(t — 2)I'(z — 5) X (s)|dsdz < oo. Observe que
o Jo

/Ot/0t|K(t—z)I‘(z—s |d8dZ—/ |K(t — 2) {/ IT(t—s)X )ds} (3.4)

Aplicando a Desigualdade de Holder com p = ¢ = 2 ao segundo membro de (3.4), obtemos

1
2

/Ot/0t|K(tZ)F(Zs) ()|dsdz<</ Ktz)2dz> V (/ IT(t - 5)X )|ds>2 ] . (3.5)

t ¢
Como tmgic |K(t —s)|] <1, entdo / |K(t — 2)|?dz < co. Quanto a integral / |D(t — s) X (s)|ds,
RS 0 0

1 1
podemos aplicar a desigualdade de Holder novamente, com 1 < p < « e ¢ satisfazendo — + — = 1,
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obtendo

/Ot ID(t — )X (s)|ds < (/Ot Io(t - 5)|qu); (/Ot |X(S)|pd8>’l’ . (3.6)

¢
Agora, pelo Lema 3.1.1, temos que / IT(t — s)|%ds < co. Além disso, o processo X (t) € estavel
0
t
com indice de estabilidade a € (1, 2], logo / | X (s)[Pds < oo, desde que 1 < p < «a. Dessa forma,
0

voltando & desigualdade (3.6), concluimos que

/0 IT(t — s) X (s)|ds < oo. (3.7)

Retornando a (3.5) e utilizando a informac@o em (3.7), obtemos

/Ot /Ot |K(t — 2)D(z — 8) X (s)|dsdz < o0,

o que encerra a demonstragao.

Encerrada a tarefa de demonstrar estes trés lemas, podemos agora, demonstrar o Teorema 3.1.1.

Prova: (Teorema 3.1.1)

Do Lema 3.1.2, sabemos que

F(t—S)—FK(t—S)—/tK(t—Z)F(Z—S)dZZO.

Multiplicando a igualdade anterior por X (s) e integrando sobre o intervalo [0, t] temos
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/ot X(s) [r(t —s) + K(t—s) - /Ot K(t=2)0(z = 5)dz| ds = 0;

ou seja,

/Kt—s ds+/0F(t—s) ds—/ [/Kt—z (s — $)X (s)dz]ds:o.

O Lema 3.1.3 garante que ordem de integragdo na integral dupla da igualdade anterior pode ser

trocada. Fazendo isso, obtemos

/Kt—s ds+/0F(t—s) ds—/ [/Kt—z (= — )X (s)ds| dz = 0.

Promovendo a mudanga de varidveis s = z na primeira integral da igualdade anterior, vem que

/OtK(tz)X(z)dz/OtK(tz) [/Otf(zs)X(s)ds} dz/otr(tS)X(s)ds;

isto &,

Por (3.2), V(t) = X(¢t) — s)ds; logo, a igualdade anterior fica assim

/Ot K(t—z) {X(z) - /Ot T(z — s)X(s)ds] A — — /Ot I(t — 5)X (5)ds.
075 It —s)X(

/ K(t—2)V(z)dz = 7/ I'(t — s)X(s)ds.
0 0

Somando e subtraindo X (¢) no segundo membro da relagao acima e usando novamente (3.2),

obtemos
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/K(t—z)V(z)dz _ X(t)—/ Dt — 8)X (s)ds — X (1)
0 0

t
A dltima igualdade nos garante que V(t) = X (¥) +/ K(t — 2)V(z)dz. Portanto, o processo V()
0

em (3.2) é solugao da ELG.

Vejamos dois exemplos de aplicagao deste resultado. Note que, no primeiro deles, a maior dificul-

dade é determinar o ntcleo resolvente.
t
Exemplo 3.1.1. Considere a equagao V (t) = —/ V(s)ds + X (t) sobre [0,1]. Aqui, X(t) € um
0
processo a-estdvel, com indice de estabilidade o € (1,2] e o micleo de Volterra é dado por

-1, se s <t
K(t—s)=

0, se s>t.

Note que a condigio tmgic |K(t — s)| < 1 estd satisfeita para t € [0,1]. Precisamos determinar o
ERS

nicleo resolvente I'(t — s). Observe que

KDt —s) = K(t—s).
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K®@t—s) = /tK(2)(t—z)K(z—s)dz
0
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Indutivamente, temos que

()"t =)™

(M) (¢ _ g) =
K" (t—s)= =1 , s<t.
Portanto, o nicleo resolvente é dado por
T(t-s) = —Y EM(t-s)
n=1
BV
— (n—1)!

e t=9) gse s <t

0, se s>t.

Dessa forma, o Teorema 3.1.1, nos garante que a solu¢cao da equacdo dada é

vw:—A?ﬁwX@@+X@.
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Exemplo 3.1.2. Considere a equacao do exemplo anterior, mas com o nicleo de Volterra dado por

—v, se s<t
K(t—s)=

0, se s>t,

com v > 0. Neste caso, o nicleo resolvente é:

ve Yt=8) ge g < t
I(t—s) =
0, se s>t.

Se considerarmos X (t) como sendo o movimento Browniano B(t), entdo a equagdo dada é, na
verdade, a equacao de Langevin cldssica e o Teorema 3.1.1 nos diz que a sua solug¢ao € dada por

t
1
V(t) = —7/ e"V(’"s)B(s)ds + B(t), desde que t € [07 } Esta solugdo ndo €, a principio, igual

0 Y

a solugao encontrada no Exemplo 2.53.1, pdg. 55. Porém, uma simples aplica¢ao da formula de Ito

(Teorema 1.1.1) & funcao f(t,x) = ez, fornece a igualdade:

t t
| et = < [ eI Bs + B,
0 0

ou seja, as solucoes sao iguais.

O caso a = 2, isto ¢, quando X(¢) é o movimento Browniano nao é privilegiado neste sentido;

veremos na proxima segao que as solugoes da ELG dadas pelos Teoremas 2.3.1 e 3.1.1 coincidem.

3.2 As Classes Coincidem

No final do Capitulo 2 uma pergunta foi feita: as solu¢des para a ELG dadas por (2.18) e (3.2)

sao iguais? O Exemplo 3.1.2 nos deu indicios de que a resposta seria afirmativa, pelo menos para o
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caso o = 2. Tendo em maos a transformada de Laplace para processos estaveis e a igualdade do Lema

3.1.2, temos ferramentas suficientes para mostrar que as classes coincidem. Vamos ao resultado:

Teorema 3.2.1. Seja K(t — s) um nicleo de Volterra definido sobre [0,T] x [0,T], continuo em t e
tal que tmgic |K(t —s)] < 1. Se X(t) definido sobre £ x [0,T] € um processo estdvel, com indice de

estabilidade o € (1,2], entdo as solugoes da ELG, (2.18) e (5.2), sao iguais.

Prova:

Se (3.2) é solucao da ELG, entao

X(t) — /0 T(t—s)X(s)ds = X(t) — /0 K(t —s)V(s)ds.

Logo,

/Or(t—s)X(s)dSZ/o K(t — 5)V(s)ds. (3.8)

Aplicando a transformada de Laplace aos dois membros de (3.8) e usando o Teorema 1.2.1, item

(2.1), obtemos

L{T}H(s)L{X}(s) = L{K}(s)L{V }(s);

e entao,

LVY(s) = mz{xxs). (3.9)

Considere a equagao auxiliar
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pt)y=1- /0 K(t — s)p(s)ds.

Aplicando a transformada de Laplace aos dois membros da igualdade acima e recorrendo ao Teo-

rema 1.2.1, item (2.1), segue que

L{p}(s) L{1} = LK  p}(s)

L{1} = LLK}(s)L{p}(s)-

Como consequéncia da igualdade anterior, depreende-se que

L{1}
1+ L{K}(s)
L{1}  L{K}(s)

= () [T LK) )] (3.10)

L{p}(s) =

Lembremo-nos que o Lema 3.1.2 garante a validade da igualdade

F(t—z)—K(t—z)+/0tK(t—s)F(s—z)d5=O.

Fazendo z = 0, aplicando a transformada de Laplace aos dois membros da igualdade acima e

utilizando o Teorema 1.2.1, item (2.1), temos que

L{TY(s) — LK) + LK () L{TH(s) = 0;

isto é,
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L{K}(s)

L) = T Ry (3.11)

Agora, substituindo (3.11) em (3.10), obtemos

£lppte) = SR,

ou seja,

L)) Lio)(s)
CK)G) - L) (3.12)

Finalmente, substituindo (3.12) em (3.9), concluimos que

i = e

— SL{p}(s)L{X}(s)

= L{p}(s)[L{X"}(s) + X(0)]
= L{p}(s)LAX"H(s). (3.13)
A segunda igualdade vale, pois £{1} = 1 A terceira igualdade foi obtida aplicando-se o Teorema
S

1.2.1, item (1.2) a s£L{X}(s). Para concluir a demonstragdo, vamos aplicar novamente o Teorema

1.2.1, item (2.2), a igualdade (3.13) e obter
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LTHLV®) LTHL{pL{X ()

= (pxX))(¥)

= / p(t —8)X'(s)ds
0

/ p(t — s)dX (s).
0

A ultima igualdade foi obtida interpretando X'(s)ds como dX (s). Portanto,

V() = [ ot =s)ax(s),

0 que mostra que as solugoes sao iguais.

O assunto que sera tratado no proximo capitulo, refere-se a uma classe especial de séries aleatorias:
as séries de Fourier-Stieltjes. O desenvolvimento do capitulo se dara objetivando relacionar o limite
(em algum sentido) de tais séries (que como o leitor vera, serd uma integral estocastica da forma

¢
/ f(t—s)dX(s)) com a classe de solugoes da ELG dada pelo Teorema 2.3.1.
0
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cAPITULO 4

SERIES DE FOURIER STIELTJES ALEATORIAS

Quando estudamos anélise de Fourier, um problema cléssico é: sob quais condigbes, uma dada

funcdo f pode ser escrita como soma de senos e/ou cossenos? Isto é, o quao boa deve ser a fungao f

para que possamos representé-la na forma

fl@)= 3" cne™t", (4.1)

n=—oo

onde L é o periodo de f (ja surge uma imposi¢do: f deve ser periodica) e ¢, é um coeficiente a
determinar (coeficiente de Fourier de f). A série acima é chamada série de Fourier da funcgao f.
Formalmente, se f for periédica, de periodo 2L, integravel e absolutamente integravel no intervalo

[-L, L], entdo o seu coeficiente de Fourier pode ser determinado e é dado por:

]. L nmi
Cp = = x)e” T dx;
=z ) 1@ ,
além disso, sua série de Fourier pode ser escrita na forma (4.1). O fato de determinar a série de
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Fourier de f nao significa que a fungao e sua série de Fourier sao iguais; precisamos exigir mais de f.
Um resultado que garante a convergéncia da série de Fourier de f para a fungao f é o seguinte, [12]:
“se f for uma fungao periddica, continua e com derivada primeira quadrado integravel, entao a série
de Fourier de f converge uniformemente para f”.

A esta altura o leitor deve estar se perguntando: qual é a relacao entre a analise de Fourier cléssica
e a ELG ou os processos a-estaveis? A resposta é a seguinte: também existem “séries de Fourier”
associadas a processos a-estaveis e estas séries convergem, sob condicoes que veremos adiante, para

t
um processo estocastico, representado por uma integral estocastica do tipo / f(s —u)dX(u). Note
0
que esta integral tem a mesma forma da solugdo proposta para a ELG (Defini¢do 2.18) e é justamente
isto que motiva o estudo destas séries; assim como na analise de Fourier classica, temos aqui, a
oportunidade de aproximar, em algum sentido, a primeira classe de solugoes para a ELG através de
um tipo especial de série aleatoria. Anteriormente, escrevemos séries de Fourier entre aspas porque o
termo geral destas séries ndo envolvera somente o coeficiente de Fourier da fungao f, mas também o
“coeficiente de Fourier” do processo estavel em questao (objeto que ainda iremos definir).

O assunto que sera abordado neste capitulo diz respeito a essas séries de Fourier associadas aos
processos a-estaveis e a maneira como estas somas infinitas convergem (modos de convergéncia) para
a integral supracitada. Veremos que o modo de convergéncia depende do indice de estabilidade do
processo.

A Secao 4.1 traz um pequeno histérico sobre as séries de Fourier-Stieltjes aleatérias e uma apre-
sentacao inicial das idéias que permeiam este capitulo. Na Se¢ao 4.2 apresentaremos alguns resultados

relativos a integrais envolvendo processos estaveis como, por exemplo, a determinagao da funcao ca-
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t

racteristica do processo I(t) = / f(s —u)dX(u) e a prova de que este processo pode ser definido no
0

sentido da convergéncia em probabilidade, quando f € LP. O capitulo serd encerrado com a Segao

4.3 e 14 serao apresentados e demonstrados teoremas que nos dao condi¢oes sob as quais um tipo

particular de série aleatoria converge para a integral I(t).

4.1 Sobre as Séries de Fourier-Stieltjes Aleatorias

A idéia de representar um processo estocéstico por uma série de Fourier, assim como se faz com
fungdes deterministicas, é o cerne do trabalho de G. Samal em 1970, [32]. Neste artigo, o autor se

vale dos seguintes objetos:

e X(t) é um processo estocasticamente continuo, com incrementos independentes e cujas trajeto-

rias sdo limitadas g.c. no intervalo [0, 1].

e f & uma funcao continua qualquer com derivada primeira também continua.

1
Com este aparato, a existéncia da integral de Stieltjes / f()dX(t) esta garantida (devido as
0

1
caracteristicas das trajetorias de X (t)); em particular, estd bem definida a integral / 2T AX (1), a
0

qual denotaremos por A,,.

Motivado pela analise de Fourier do mundo deterministico, G. Samal definiu, segundo suas pala-

oo
vras, um “tipo de expansao de Fourier-Stieltjes” para X (t): Z A,e~ ™% mas nao obteve nenhum

n=—oo
resultado relativo & convergéncia desta série; o principal teorema obtido em [32] diz respeito a conver-
o0
N L A
géncia quase certa da série E

n=—oo

n __ i . . , .
“ 72 £ (0. Mais precisamente, o resultado é o seguinte:
n

Teorema 4.1.1. Se o processo estocdstico X (t) definido anteriormente possui derivada igual a zero
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para todo t fizo e para quase todo w e se € definido fora do intervalo [0, 1] pela relagio X (t+1) = X (¢),

= A
entao para todo y fixo, Z -

n=—oo

- e T n 2L 0, converge para

i sen Qk”y o X(y) 4+ 7 / 1X(t)dt] , (4.2)
0

k=1

para quase todo w.

Note que a série g T 72T £ () “representa” a v.a. (4.2) assim como uma série de Fourier
n

n—=—oo

pode representar uma funcao deterministica.

A ;
n —
e 2n7rzy7

oo
Em 1971, Samal G. e Mishra, M. N. estabeleceram uma propriedade da soma Z

n=—oo

n # 0: a continuidade em probabilidade. Na referéncia [33|, os autores optaram por trabalhar com

processos a-estaveis e o motivo de tal escolha se deve a facil manipulacao da fungao caracteristica

o0
de tais processos, quando exigido que sejam simétricos. Para mostrar que a soma E — e
n

—2nmiy
b

n=—oo

n # 0 é fracamente continua em probabilidade (é esse o tinico resultado em [33]), os autores tiveram
de recorrer a um importante resultado envolvendo processos a-estaveis (Uma generalizagdo deste
resultado, considerando f em LP[a,b], p > 1, serda muito utilizada em algumas demonstra¢oes neste
capitulo):

“Se f(t) é uma funcado continua e com derivada primeira continua em [a,b] e X (¢) é um processo

simétrico e a-estavel, com indice de estabilidade « € (0, 2], entdo para todo § > 0,

[

onde C é uma constante positiva”.

2a+1
+15a/ F(1)]~dt,
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Na prova desta desigualdade, usa-se o fato de que a fungao caracteristica, p(u,t), de um processo
a-estavel simétrico e com indice de estabilidade a € (0,2] é da forma ¢(u,t) = e~ 1"t onde o &
uma constante nao-negativa.

O proximo trabalho relacionado as séries de Fourier-Stieltjes aleatorias, so6 foi publicado em 1980,
[26], e diz respeito & convergéncia e continuidade de séries mais gerais que aquelas estudadas em [32]
e [33]. Tratando com processos a-estaveis e simétricos e considerando A,, o coeficiente associado e
esses processos e ja citado anteriormente, os resultados, como veremos, dizem respeito ao modo de
convergéncia das séries e a propriedades relativas a continuidade do limite, sem porém, explicitar este
limite.

As séries consideradas a seguir tem como termo geral o produto a(n) A, e 72" onde a(n) ¢ uma
fungdo qualquer. Os dois resultados mais importantes deste trabalho serdo enunciados a seguir. No
primeiro deles, um resultado bem conhecido é exposto como hipotese: se a(n) é uma fungao definida
em um intervalo simétrico em relagao a origem, entao a(n) pode ser escrita como soma de outras duas

fungoes, uma par e outra fmpar.

Teorema 4.1.2. Se a(n) = ai1(n) + az(n), onde a1 é uma funcdo par e as € uma fungdo impar,

[e.°] oo oo
l<a<?, g n*ai(n) < 0o e E na3(n) < oo, entdo a série g a(n)A, e ?"™ converge quase
n=1 n=1

n=—oo

certamente.

No préximo teorema, é permitido ao indice de estabilidade percorrer todo o intervalo (0, 2], porém

a convergéncia nao é mais quase certa, e sim em probabilidade.

Teorema 4.1.3. Se o € (0,2] e ZaQ(n) < 00, entdo a série Z a(n) A, e 2"™ converge em

o0 o0
n=

1 n=-—00

probabilidade.
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Seguindo a linha de relacionar séries de Fourier-Stieltjes aleatorias e processos estocésticos (no
sentido da série representé-lo de alguma forma), eis que surge o artigo que motivou a elaboragao
deste capitulo; no trabalho [29], Nayak, C., Pattanayak, S. e Mishra, M. N. conseguem mostrar a

1
convergéncia de certas séries aleatorias para integrais estocésticas do tipo /0 fly — t)dX(t), onde
f € uma fungdo de L? com p > 1 e X(¢) é um processo a-estavel e simétrico. Ora, esta integral
estocéstica é muito parecida com a solu¢ao proposta por Medino para a ELG em [24], a ndo ser pelo
limite superior de integragdo (que esta intimamente relacionado com o perfodo da fungao f).

Denotando por a, o coeficiente de Fourier de uma funcao f € LP, p > 0 e por A, o coeficiente
associado a um processo a-estavel (com indice de estabilidade « € (0,2]), Nayak, C., Pattanayak S. e

Mishra, M. N. conseguem mostrar em [29], que séries da forma

o0

D> an An e (4.3)

n—=—oo

convergem, em algum sentido que depende do indice de estabilidade do processo X (), para a integral
1
estocastica / f(t —y)dX(t). Naturalmente, se considerarmos fungoes de LP, p > 1, com periodo
0
t, a conjectura imediata é que a série (4.3) convirja, em algum sentido, para a integral estocastica
I : | . o
: f(t —y)dX(t). Note que o quociente 7@ herdado do coeficiente A,; logo, se o objetivo é
0
t
que a série (4.3) convirja para / ft —y)dX(t), isto &, convirja para a solugdo proposta da ELG,
0
entdo podemos considerar um outro coeficiente associado ao processo. O coeficiente A,, carregava a
informagao de que o processo X (t) também tinha periodo 1, hipotese exigida nos trabalhos [26], [29],
[32] e [33]. No decorrer deste trabalho nao exigiremos que o processo a-estavel X (t) seja periddico e

t
tentaremos obter, desta forma, convergéncia de (4.3) para a integral / fit —y)dX(t).
0
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A partir da Segado 4.3, apresentaremos os resultados que generalizam os resultados de [29]. A
generalizacao é no seguinte sentido: ao invés de fungdes com periodo 1, trataremos com fungoes de
periodo t e ao invés de processos a-estaveis com periodo 1, nao exigiremos processos periddicos. As
séries do tipo (4.3) sdo chamadas de séries de Fourier-Stieltjes aleatorias e o nome é auto-explicativo;
embora o coeficiente A, que sera utilizado a partir da proxima se¢ao nao carregue a informacgao sobre
o periodo de X (), mesmo porque o processo nao precisa ser periddico, manterei o nome ja dado a
estas séries e utilizarei a abreviatura SFSA para referencia-las. A préxima se¢do contém resultados
muito importantes para o desenvolvimento da tltima secao deste capitulo e diz respeito a resultados

envolvendo integrais estocésticas cujo integrador é um processo a-estéavel.

4.2 Resultados Preliminares sobre Processos a-estaveis

O conjunto dos resultados desta se¢ao sera de fundamental importancia no desenvolvimento deste
capitulo, pois culminam no Lema 4.2.4, resultado que é determinante nas demonstragoes dos teoremas
da proxima secdo e que envolverdo a convergéncia da SFSA. Antes de enunciar e demonstrar tais

t
resultados precisamos abrir espago para uma breve discuss@o sobre a integral / f(s)dX(s), onde
0
X (t) é um processo estavel e f & uma funcdo, a principio, continua. A discussao refere-se a forma de
como esta integral sera definida. No Capitulo 1 a transformada de Laplace para processos estéveis foi
t
definida no sentido da convergéncia em probabilidade; se f for continua, entao a integral / f(s)dX(s)
0
também pode ser definida no sentido da convergéncia em probabilidade (o leitor interessado pode
consultar [23], p. 148).

O primeiro resultado desta secao refere-se a4 determinagao da funcao caracteristica da integral
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t
estocastica / f(s)dX (s) e é uma generalizacao do resultado em [32], pois 14, a fungdo caracteristica
0
1
de tal integral foi determinada; porém, naquele artigo, a integral de interesse era / f(s)dX(s).
0
Observagao: Nos resultados seguintes, a constante o é um dos quatro pardmetros relacionados a

funcéo caracteristica do processo a-estavel e simétrico X (¢).

Lema 4.2.1. Sejam X = {X(t) : t > 0} um processo simétrico e a-estdvel com indice de estabilidade

a € (0,2] e f wma fungdo continua. Entdo, a fungdo caracteristica @(u,t) da integral estocdstica

I(t) = /o f(s)dX(s) € dada por

—o%|u|* ad
e u/0|f<s>| J

Prova:

Para cada n > 1, considere uma parti¢ao qualquer do intervalo [0, ¢]:

Pn:0=u<u <...<u,=t,

com 0 = max{u, — u,_1} tendendo a zero quando n — oo.
T

Considere também a sequéncia de somas de Riemann-Stieltjes:

Sy = Zf(fr)(X(ur) — X(ur-1)),

r=1

onde &, € [uy—_1,u,]. Vamos calcular a fungao caracteristica ¢, (u) de Sp,:
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pn(u) = E(e™)

{mz FEN(X () - X(urn)}
= Eqel r=1

_ E {H e[iuf(Er)(X(ur)X(url))]}

r=1

= H E{elinf (@) (X (un) =X (ur—))]} (4.4)

r=1

Observe que a ultima igualdade vale porque X (¢) possui incrementos independentes. Agora,

X(up) = X(ur) — X(ur—1) + X (ur—1) — X(0);

e assim,
oxtun (W) = E{elX@) X )X ) -XO))
= sox(ur)f)((ur_l)(u) : @X(ur_l)f)((o)(uy
Sabemos que a funcio caracteristica de X (t) é e¥(Wt onde ¥(u) = —o®|u|*. Além disso, X (u,) —

X(ur—1) e X(up—1) — X(0) sao independentes; dai segue que

elurd(u) (u) - eltr—19 (],

] = PX(up)=X (ur—1)

Dai, obtemos

OX () =X (u,_) (W) = el(ur—ur—1)¥(W)] L5
(ur) =X (ur—1)
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Voltando a (4.4) e utilizando (4.5), concluimos que

[ Efelinf €)X =Xty

r=1

= H (pX(uT)fX(Ur—l)(uf(gT))
r=1

= ] eltwrmur-vvtare)

r=1

[Zwr e )(uf(E)
elr=1 . (4.6)

¢
A integral estocéstica I(t) = / f(s)dX(s) é o limite em probabilidade da sequéncia de somas de
0
Riemann-Stieltjes {5, }n>1; logo, a sequéncia de funcdes caracteristicas {¢,(u)},>1 converge para a

funcao caracteristica ¢(u) de I(t). Pela continuidade de 9 e de f, temos

Jim (= (s (€)= [ wluf(s)s

r=1

Passando ao limite com n — oo nos dois membros de (4.6), segue que, para cada u € R,

r=1

{Z(“r - url)w(uf(gr))l
lim e

lim ¢,(u) =

n—oo n—o0

| t s )

Agora, (uf(s)) = —o™|u|*| f(s)]|; logo, a fungao caracteristica de I(t) é dada por

—o%|ul|” “d
e u/0|f<s>| .

80



O proximo lema relaciona a fungao caracteristica e sua fungao de distribuigao associada. O re-
sultado nao serd demonstrado, mas o leitor interessado, pode encontrar a demonstracao em [13], p.

54.

Lema 4.2.2. Se p(u) é a fungao caracteristica correspondente & funcao de distribuicao F(t), entao

para T > 0,

- 1.

(2)#(2)e o

A proxima desigualdade sera fundamental no momento em que formos provar que a integral esto-

t
castica / f(s)dX(s), com f € LP, pode ser definida no sentido da convergéncia em probabilidade. A
0

exigéncia com relagao ao integrando, neste momento, € que ele seja uma fungao continua.

Lema 4.2.3. Sejam f uma fungdo continua em [0,t] e X(s) um processo simétrico e a-estdvel, com

indice de estabilidade o € (0,2]. Entdo, para todo § > 0,

a4 " F()dx(s)

2a+1 «@
>5>§ +1(50‘/|f )|“ds.

Prova:
t
Sejam F(t) a fungdo de distribuigdo e ¢(u) a fungdo caracteristica de / f(s)dX(s) (a fungao
0
caracteristica nos ja conhecemos (Lema 4.2.1)).

Temos que
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P(AU@MX@

-0) = 1-p(

IN
—_
|

(g /_; o(u)du — 1)

5 7 '

B exp (—Ua|u|°‘/0 |f(s)|o‘ds> du
< 2_‘;/_g (1—aa|ua/ |f(s)|°‘ds> du
= 29 6(1—0 u /|f ads)du

2a+1 «
= a—i—léa/ |f(s)|“ds.

2
Note que a primeira desigualdade foi obtida aplicando-se o Lema 4.2.2 com § = — e a segunda
T

desigualdade segue do fato que e™* > 1 — u, Vu.

Integrais estocasticas sao objeto de estudo nesta tese e isso nao é novidade; definir estas integrais
no sentido da convergéncia em probabilidade também nao é novidade, pois ja fizemos isto em duas
oportunidades. A nuance contida no préximo resultado é que o integrando f serd um elemento do
espago LP.

O leitor vera que o teorema a seguir trata somente do caso p > 1; o caso 0 < p < 1 sera visto na
proxima se¢ao e o adiamento deve-se & necessidade de introduzir novos resultados envolvendo fungoes

de L? com 0 < p < 1 e que, no meu entendimento, farao mais sentido se apresentados posteriormente.
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Teorema 4.2.1. Se X(t) é um processo simétrico e a-estdvel, com indice de estabilidade o € [1,2],

b
entdo para f € LPla,b], p > a, a mtegml/ f)dX(t) pode ser definida no sentido da convergéncia
a

em probabilidade.

Prova:

Dada f € LP[a,b], p > 1, existe uma sequéncia {f,},>1 de fungdes continuas com derivadas

continuas em [a, b] tal que

b
lim |fn( ) — f(®)|Pdt = 0.

n—oo

Pela desigualdade de Minkowski, temos que

</|ﬂl >Pﬁ>p _ (/’m] R+ £ - (ﬂpﬁ>p

< <j/ Fa®) |Pdt> <J/ Fnlt) - Pdt) y
Logo,
b
i 160 = ol = (47)

Aplicando o Lema 4.2.3, obtemos

(L

t)dX (¢ / Fm()dX (t)

$

b
P(/Mﬁ%nﬁwﬂw>ﬁ

2a+1 «@
2o [0 - a9
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Visto que p > «, entéo por (4.7), concluimos que

lim [ [fut) = fon(t)|%dt = 0. (4.9)

m,n—oo |,

Voltando a (4.8) e utilizando (4.9) obtemos a seguinte convergéncia

m’grgmp</fn t)dX (t /fm (t)dX (t) >5>_0

isto &, a integral estocéstica / fn(t)dX (t) converge em probabilidade. Portanto existe uma variavel

aleatoria Y tal que

/b FadX(t) — Y| > 5) =

E importante ressaltar que a existéncia da variavel aleatéria Y independe da escolha da sequén-

lim P(

cia {fn}n>1. De fato, suponha que exista uma outra sequéncia {gy,},>1 de fungdes continuas com

derivadas continuas em [a, b] tal que

b
im [ [gu(t) = FOPdt = 0.

n—oo

Recorrendo a desigualdade de Minkowski, segue que

=

(/ab|fn<t>gn<twdt>; = (/ Fult) = F(8) + £(1) - <t>|pdt>
( / Falt) |pdt> ( / 9n () |pdt)

g =

IN

Logo,

84



b
li [ 15a(8) = ga(0)de =0. (4.10)

n—oo

Do Lema 4.2.3, sabemos que

d

Finalmente, de (4.10) e (4.11), concluimos que

/ Fu()dX () - / an(H)AX (1)

$

P( / Fut) — g (DX (2) >6)

a+1 o/
2 / Full) — gu()]dt. (411)

a+15“

nh—>HoloP < /b fn(t)dX (t) — /b gn(1)dX (1)| > 5) =

b
Dessa forma, definimos a variavel aleatéria Y como sendo a integral estocastica / F(#)dX(t).
a

Durante a proxima se¢ao o lema a seguir sera utilizado constantemente. Este resultado é uma

generalizagao do Lema 4.2.3, pois o integrando é um elemento de LP.

Lema 4.2.4. Sejam X (t) um processo simétrico e a-estdvel com indice de estabilidade o € [1,2] e

f € LP[0,t], com p > «. Entdo para todo § > 0, existe § < § tal que

t 2a+1 «@
P(/o f(s)dX(s) >5> < +10a/ [f(s)|“ds.

Prova:
Como f € LP, entdo existe uma sequéncia de fungdes continuas com derivadas continuas { f,, }n>1
tal que
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b
lim [ |fa(t) — F(1)[Pdt = 0. (4.12)

(o] ) - (]

O Teorema 4.2.1 garante que

lim P (’/Ot[f(s) - fn(s)]dX(s)’ > 5> ~0. (4.14)

Além disso, pelo Lema 4.2.3, temos que

P (’/Otfn(s)dX(s)' > 5—g> a+1 / |fn(s

2+

= i 18616 s

IN
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Aplicando a desigualdade de Minkovski, no segundo membro da igualdade anterior obtemos

(| eomrif 0-0) < i ([ - sorw) s ([ o)

Passando ao limite com n — co a desigualdade acima e utilizando (4.12), concluimos que

>5€>( QQH - /|f )| ds. (4.15)

Voltando a (4.13), fazendo § — e = 6 e recorrendo a (4.14) e (4.15) encontramos

$)dX(s)

lim P(

P(/Otf(s)dX(s) >5) 20: aa/ | F(s)|ds,

o que finaliza a demonstragao.

Na proxima segao serao apresentados alguns resultados que relacionam este capitulo com os ca-
pitulos 2 e 3. Na verdade, mostraremos sob quais condigoes uma série de Fourier-Stieltjes aleatoria
converge, em algum sentido, para uma integral estocastica da forma / f(s —u)dX (u). Além disso,
dependendo de onde esteja o indice de estabilidade «, esta integral goza de algumas propriedades como
continuidade fraca e diferenciabilidade em probabilidade; o leitor percebera que a questao é: quais
exigéncias sobre o coeficiente de Fourier da fungdo f devem ser impostas para que essas propriedades

valham?
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4.3 SFSA e Integrais Estocasticas

Como ja havia antecipado, em toda esta se¢ao X (¢) ser4 um processo simétrico e a-estavel, com
indice de estabilidade a € (1,2) ou @ =1 ou @ = 2 e f sera uma fungéo de L? com p > 0 e periodica de

. . . .2 ¢ —2kmiu
periodo t. Denotaremos por a,, o coeficiente de Fourier de f e desde ja defino Ay := et dX(u),

0

o qual chamaremos de “coeficiente associado ao processo X (t).”

O primeiro resultado desta se¢ao diz respeito a convergéncia da série (4.3), quando « € (1,2). Vale
ressaltar que, em todos os resultados que virao, o modo de convergéncia depende da variacao de «;

no préoximo teorema, a convergéncia se da em probabilidade.

Teorema 4.3.1. Seja X (t) um processo simétrico e estdvel com o € (1,2). Se f € LP[0,t], comp > a,

+oo ) t
entao a série Z an An e converge em probabilidade para a integral estocdstica / f(s=w)dX (u).
0

n=—oo

Prova:
Sejam
n
2kmis
Sn(s) = E ap Ap e ¢
k=—n
e
n
2kmis
fu(s) = g ape ¢
k=—n
Assim,
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Sn(s) _ Z ak/ —2A7r7u dX ) 2k7r15

k=—n
= 3 [
k=—n
—2kmi(s—u)
= / Zake g dX (u)
0 k=—n

t

Il
?s
@

I

<
S~—

QU

>
—~

S
S~—

Agora,

(s —uw)dX (u) — Sp(s)

(

)

( (s — u)dX (u /fns—udX()

P( >6>

2(x+1 «@ o
B [ 6=~ s~

e

/m%w(m%wum

onde 0 < §. A desigualdade anterior foi obtida aplicando-se o Lema 4.2.4.

Passando ao limite com n — oo e utilizando o Teorema 1.1.6, item (i), obtemos, para todo 6 > 0,

/0 f(s —w)dX (u) — S,(s)

>5)0,

lim P(

o que conclui a demonstragao.

t
O proximo resultado nos dé condicoes para que a integral estocastica / f(s — u)dX(u) seja
0

continua em probabilidade.
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t
Teorema 4.3.2. Sob as mesmas hipéteses do Teorema 4.3.1, a integral estocdstica / fls—u)dX (u)
0

€ continua em probabilidade.

Prova:

Suponha ! # s (caso contrario ndo ha o que fazer). Para todo § > 0, aplicando o Lema 4.2.4,

temos que

(

/fs—udX /fl—udX()

>5> = P(/t[f(s—u) £ = w)]dX (u) >5>

20(+1 «@
e [ 6= - sa -

onde 6 < 4.
Passando ao limite, com s — [, na desigualdade acima e utilizando o Teorema 1.1.6, item (ii),

estabelecemos a igualdade desejada; isto é,

/fs—udX /fl—udX()

R

hH%P (

O proximo resultado diz respeito & diferenciabilidade em probabilidade da integral estocastica
/ f(s—u)dX (u). O Teorema de Riesz-Fischer sera utilizado na demonstracao e ficara claro o porqué

da hipotese restritiva sobre o coeficiente de Fourier da fungao f.

(o]
Teorema 4.3.3. Sejam X(t) e f como no Teorema 4.3.1. Se Z Ina,|? < oo, entio a integral

n=—oo

t
estocdstica / f(s —u)dX (u) é diferencidvel em probabilidade.
0
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Prova:

oo
Visto que Z |nan|2 < 00, entdo pelo Teorema de Riesz-Fischer existe uma funcio g € L? tal

n=—oo

que na, é o coeficiente de Fourier de g; isto é:

1 " —oumis
nan:f/ et g(s)ds.
tJo

+oo
Seja S(s) = Z an A, €T Dessa forma,

n=—oo

> 2nmi(s+h) = 2nmis
E ap A e ¢ - g ap A, et
S(S + h) — S(S) n—=—oo n=—oo

h h

+oo 2nmwi(s+h) 2nmis
e~ ¢ —e
§ an Ap
h

n=—oo

+oo 2nmih
2nmis e t -1
= E (07 An e t T

n=—oo

+oo ) em _1
Z 27Tlnan An 62";”5 (27‘(7/7’)]}1) . (416)

n=-—oo

2nwih

Denotando b,, = na,, € d,, = b, 67._
2mwinh

), podemos reescrever (4.16) assim:

S(s+h) — S(s) =
T = QWi;ozlnAne .

Pois bem, o segundo membro da igualdade acima é uma série de Fourier-Stieltjes com peso d,.

Além disso,
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e2n:ih _ 1

( 2minh >

1 0 —27niu
= bn—/ e du,

th J_,

1 [t ~2nmis 1 0 i

= f/ e g(s )ds%/ e du
- / / e qud (4.17)
B 2h uas. :

Tomando s = y — u, podemos reescrever (4.17) da seguinte maneira:

tHu 1 0 i
dy = / %[ 9(y — u) dudy
_ / - / we 2 dudy
0 —2nmiy
= ;/0 (th /hg(yu)du> et dy.

Note que o fato de g ter periodo ¢ garante a validade da segunda igualdade. Além disso, a ultima

igualdade acima nos diz que d,, é o coeficiente de Fourier da integral

1 O
— —0dl :=G(y).
A (¥)
+oo s
Posto isso, o Teorema 4.3.1 garante que a SFSA 23 Z dn A, e 7 converge em probabilidade

para a integral estocéstica

ot ot -
27m/0 G(s —u)dX (u) —27m/0 %/_hg(s—u—l)dldX(u) = H(s).

¢
O préximo passo é mostrar que 274 / g(s —u)dX (u) é a derivada em probabilidade de S(s).
0
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Observe que

P ’S(s—i—h}z—S(s) —2m'/0tg(s—u)dX(u) >5>
:P( S<s+hf)L_S<s)—H(S)+H(s)—2m'/0tg(s—u)dX(u) >6)
:P<2m'/0ttlh/ohg(s—u—l)dldX(u)—27Ti/0tg(s—u)dX(u) >5)

_ (/tzm [;/_0 g(s—u—l)dl—g(s—u)} X (u)
0 h

Aplicando o Lema 4.2.4 & 27i {

>4).

g(s —u—1U)dl —g(s— u)] , obtemos

3\“

P (‘W - 27ri/0tg(s —u)dX (u)

< 2o<+10.a /t
~ (a+1)0> Jq

)

1 0
2mi —/ gs—u—l)dl—g(s—u)]
Lh —h (
202t
~ (a+ 1)to> /0

—lt
Fazendo a mudanca de variaveis v = e definindo K(«,0) :=

[e3%

du

10 “
E/ g(s—u—10dl —g(s —u)| du.
—h

204—&-27.[.0.04

m, segue que

(‘ ”h )QWi/Otg(su)dX(u)>6>
(ae)/ 1/Otg(s—u—vth)dv—g(s—u)adu
—K(a,@)/otTlf/otg(s—u—vth)dv—i/otg(s—u)dv
—K(a,@)/otTlf/ot{g(s—u—vth)—g(s—u)}dvadu

K(a,@)/ot[}f/otg(s—u—vth)—g(s—u)

Aplicando a desigualdade de Holder no segundo membro da tltima desigualdade acima, temos que

[0}

du

dv} du.
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P (‘w P /Otg(s —wdX(u)| > 5)

sma,e)/ot{[i/ot o(s-u=") ~ae -

« é 1 t 1_é @
dv] [ / ldv} } du
tJo

K(a,0) [* [* h “
= M/ / g(s—u—v) —g(s—u)| dvdu. (4.18)
Visto que g € L?, entdo g € LP, p < 2 e, nestas condi¢des,
t
lim / lg(x + hv) — g(z)|*dx = 0.
h—0 Jq
Assim, passando ao limite com h — 0 em (4.18), concluimos que
h) — t
lim P (‘S(SHS(S) - 27m'/ g(s —u)dX (u)| > 5) =0,
h—0 h 0
confirmando que a SFSA ¢ diferencidvel em probabilidade.
O

O proximo resultado refere-se a convergéncia da SFSA no caso a = 2, ou seja, quando X(t) é o
movimento Browniano B(t). A convergéncia neste caso ocorrerd quase certamente e o Teorema 1.1.3

serd fundamental na demonstracéo.

Teorema 4.3.4. Seja B(t) o movimento Browniano simétrico. Se f € L?[0,t], entdo a série

—+oo ) t
Z an An e converge quase certamente para a integral estocdstica /f(s —u)dB(u).
0

n=—oo

Prova:

Sejam
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2kmis

Sn(s) = ZakAke ¢

k=—n
e
fuls) = Zak e
k=—n
Assim,
n t —2kmiu 2kmis
Sn(s) = Z ak/ et dB(u)e ¢
k=—n 0
t
= / fn(s —u)dB(u).
0
Sabemos que para o movimento Browniano vale a seguinte igualdade (conhecida como isometria
de 1t0):
t 2 t
(| [ s@ase)| | = [ ek
0 0
Portanto,
t 2 t
B(|sus) = [ fs-wiB@)| | = [ 1fals = 0) = f(s - wdu
0 0
Passando ao limite com n — oo na igualdade anterior e utilizando o Teorema 1.1.6, concluimos
que

A%@%ilf@—uMBW)

2
>207

lim E<
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ou seja, a SFSA converge em média quadrética para a integral estocéstica considerada.
Para dar continuidade a demonstragao vale a pena relembrar algumas propriedades da integral de
1to:

b

a) Se g for uma funcao continua em [a, b], entao a integral / g(s)dB(s) é uma variavel aleatoria nor-
a

—2nmiu

¢
malmente distribuida com média zero e varidncia finita. Em particular, A, = / e~ ¢t dB(u)
0
goza desta propriedade.

b) E(A,A,,) =0 paran #m (A, é o mesmo do item (a)).

Observe que, de (a) e (b), segue que {A,, },,>1 ¢ uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes.

Além disso, podemos concluir que

2nmwis

ap Ane ¢

2 o 9 t 2nmi(s—u)
) > P (| [ bW
n=-—o00 0

A

n=—oo

DRy )

2
du

2nmi(s—u)

e t

o0

= Z |an|*t.

n=—oo

o0
Como f € L?, sabemos que Z |an|2 < 00. Logo,

n=—oo

2nmis

ap Ape ¢

2
< 0.

Isto significa que {S,(s) }n>1 constitui uma soma de variaveis aleatérias normalmente distribuidas,

> 5

n=—oo

independentes e cuja soma das variancias é finita. Pelo Teorema 1.1.3, concluimos que a SFSA converge

t
quase certamente. Sabiamos que o limite da série, em média quadréatica, é a integral / f(s—u)dB(u);
0
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pela unicidade do limite, esta integral também é o limite quase certo, o que finaliza a demonstragao

deste teorema.

Ainda no caso a = 2, os dois proximos resultados dizem respeito a continuidade da integral
t
/ f(s —u)dB(u). Primeiramente trataremos da continuidade em média quadrética e, em seguida, da
0

continuidade quase certa.

t
Teorema 4.3.5. Mantendo-se as hipdteses do Teorema 4.3.4, a integral estocdstica /f(s —u)dB(u)
0

€ continua em média quadrdtica.

Prova:
Suponha s < [. Da isometria de Itd segue que

)

2
E

/0 f(s — u)dB(u) - / F(1 — u)dB(u) / (F(s —u) — f(I - u)dB(u)

i

/0 (s —u) — f(I - u) *du.

Passando ao limite com s — [ e utilizando o fato de que, para f € L2, vale a igualdade:

lim (/ s =)= £t~ P ) =0

concluimos que

2

[ st =want - [ g0 -wase)

lirr%E<
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t
ou seja, a integral /f(s — w)dB(u) é continua em média quadréatica.
0

Impondo a condigao

o0

D an] < o0 (4.19)

n—=——oo

t
ao coeficiente de Fourier de f, a integral / f(s —u)dB(u) é continua quase certamente. O proximo
0

resultado trata desta situagao.

t

Teorema 4.3.6. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 4.3.4, a integral estocdstica /f(s —u)dB(u)
0

serd continua quase certamente desde que valha a condigao (4.19).

Prova:
+oo
2nmis
Note que a série Z an Ane” t converge uniformemente para quase todo s (e o limite é continuo
n=—o00
q.c.) se
o
Z lanA,| < oo q.c. (4.20)
n=—oo
o0
Para mostrar que (4.20) vale é suficiente provar que Z E(JanA,|) < co. Passemos a esta prova.
n=—o0
Temos que
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(o9} oo

Z E(lanAn|) = Z |an|E(|An])

n=—oo n=—oo

i t 2nmis
= Y e (| [ eane
0

n=—oo

oo t o
Z lan|E (/ ‘e i
0

= Y lalBB(®)

n=—oo

)

5())

IN

o

E(B(t)) Z |an| < oco.

n=—oo

Portanto, a condigao (4.20) estéa satisfeita e isto conclui a demonstragao.

Na Defini¢ao 1.1.2 abordamos o significado de convergéncia em probabilidade segundo Cesaro. O
préoximo resultado relaciona este conceito com a convergéncia das séries aleatérias no caso em que

a=1.

Teorema 4.3.7. Seja X (t) um processo simétrico e estdvel com o = 1. Se f € L'[0,t], entdo a série

400 ) t
Z an A, €T € Cesaro-somdvel em probabilidade para a integral estocdstica /f(s —u)dX (u).
0

n=—oo

Prova:

Sejam

on(s) = f0+f1+"'fn717

n
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onde S,,(s) e fr(s) s@o os mesmos dos Teoremas 4.3.1 e 4.3.4.

Ja sabemos que S ( / fn(s — u)dX (u); logo,

o) = [/ fols — w)dX(u /fn (5 — )X (u)
= 2 o=t oo - 0l W

= /Ot on(s —u)dX (u).

Assim,

~

/Ot (s — u)dX (u) — /Ot (s — w)dX ()

/ [ (5 — ) — (s — w)]dX (1),
0

Agora, aplicando o Lema 4.2.4 com « = 1, obtemos

t

P(loyn(s) = op(s)] > 0) = P( A [on (s —u) = om(s — uw)]dX (u)

t
2—0/ |on(s —u) — om(s — u)|du.
0 Jo

)

Considere agora a seguinte manipulagao: some e subtraia f no dltimo integrando acima e use a

desigualdade triangular para obter

P} (s) - oly(5)] > 6) < 29(/ ol — u) - (S—U)Idqu/OtIUm(s—U)—f(S—U)IdU>~
(4.21)
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Observe que o, (s) representa a n-ésima soma de Cesaro da série de Fourier de f; logo,

lim |on(s —u) — f(s — u)|du = 0. (4.22)

n—00 0

Dessa forma, passando ao limite com n,m — oo em (4.21) e utilizando (4.22), obtemos

lim P(|oy,(s) — o7, (s)] > 0) =0,

n,m— o0
o que confirma a convergéncia em probabilidade da sequéncia {o],},,>1.

Agora, temos que

)= [ 1t~ waxta) [ onts = wax) - [ 65 - waxc

(

-3) = p( >9)

20 [*
< 7/0 lon(s —u) — f(s — u)|du. (4.23)

A desigualdade anterior foi obtida aplicando-se o Lema 4.2.4 com « = 1. Passando ao limite com

n — oo em (4.23) e recorrendo a (4.22), concluimos que

o' (s) / £(s — w)dX ()

lim P(

>5>—O;
t

ou seja, a SFSA é Cesaro-somével em probabilidade para a integral estocastica / f(s —uw)dX (u).
0

Discorreremos agora sobre o caso o € (0,1). Devemos voltar ao problema de definir a integral

b
/ f(s)dX(s) quando « percorre o intervalo (0,1). O Teorema 4.2.1 nos dava condigbes para que
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pudéssemos definir tal integral no sentido da convergéncia em probabilidade, quando «a € [1,2]; as
hipoteses sobre o coeficiente de Fourier de f agora, serdo mais restritivas, pois precisaremos recorrer

ao Teorema 1.1.7. No resultado a seguir, a,, é o coeficiente de Fourier de f.

Teorema 4.3.8. Seja X (t) um processo simétrico e estdvel, com indice de estabilidade oo € (0,1). Se

f € uma fungdo continua, entdo a integml/ f(s)dX (s) pode ser definida no sentido da convergéncia
0

oo

em probabilidade desde que lim a, =0 e E |ant1 — an| < oo.
-
n—o0o o
Prova:
n
. 2kmis L. . L. . P
Considere f,(s) = E ape t , a n-ésima soma parcial da série de Fourier de f. Como f é

k=—n

continua, entdo f € LP[a,b], com o < p < 1. Posto isso, temos

[ )= guolds = [ 1) = 61+ 106) ~ pu(o)Ps
0
< [ = SO+ Ufale) - £s) s
0
/ Fn(s) — F()Pds + / Fuls) = £(5)PPds. (4.24)
0
Passando ao limite com m,n — oo em (4.24) e recorrendo ao Teorema 1.1.7, obtemos

lim |fm( ) — fu(s)|Pds = 0. (4.25)

m,n—0o0

Agora, pelo Lema 4.2.3, obtemos

/ Fn(8) — Fu()]dX (s)

“(f

s)dX (s /fn )dX (s)

-0) = p( >5)

2a+1 «a
< .
< 2 [ - s a2
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Passando ao limite com n,m — oo em (4.26) e utilizando a convergéncia em (4.25), temos

/ u(8)dX (s) — / ()X (s)

>3) =0

t
0 que garante que a sequéncia { / fn(s)dX (s)} converge em probabilidade. Portanto, existe uma
0 n>1

lim P <
n,m—00

variavel aleatoria Y tal que

lim P ( /Ot fa(s)dX (s) — Y’ > 5) =0.

¢
Naturalmente, definimos Y como a integral estocastica / f(s)dX(s) eisto conclui a demonstragao.
0

O proximo teorema nos diz como a SFSA comporta-se com relagdo a convergéncia para a integral

t
/ f(s)dX(s), quando a € (0,1). O modo de convergéncia coincidira com o caso « € (1, 2).
0

Teorema 4.3.9. Seja X(t) um processo simétrico e estdvel com o € (0,1). Se f é uma fungao

—+oo

v t
continua, entao a série Z an Ay e converge em probabilidade para a integral / fls—u)dX (u),
n=-—oo 0
desde que
o0
n}i_)néoan =0 e Z |ant1 — an| < o0.
n=—oo
Prova:

Considere Sy, () e f,(s) como aqueles definidos no Teorema 4.3.1. Também ja sabemos que S, (s) =

t
/ fn(s —u)dX (u). Agora, aplicando o Lema 4.2.3, temos que
0
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/f@ﬂmmw—&@ /wa>ﬁ@—mmw>
0

(

-0) = r( >4)

2a+1 «
a_|_ ]_ 504 / |f fn(s - U)|adu (427)

Observe que {f,}n>1 € a sequéncia de somas parciais da série de Fourier de f; assim, pelo Teorema

1.1.7, obtemos

¢
lim [f(s —u) = fn(s —u)|%du = 0. (4.28)
0

n—oo

Passando ao limite com n — oo em (4.27) e utilizando (4.28), concluimos que

(s —uw)dX (u) — S,(s)

>0) =0

Portanto a SFSA converge em probabilidade para a integral estocéstica desejada.

lim P (
n—oo

Vamos agora, finalizar esta se¢ao exibindo um resultado que estabelece a conexao entre os capitulos

2 e 4. Para isso, observe que a integral estocastica que é limite da SFSA esta definida para qualquer

s > 0; logo, quando s = ¢ obtemos a convergéncia da série aleatoria para a classe de solugoes da ELG
t

dada pelo Teorema 2.3.1. Neste tltimo teorema, V(t) = / p(t — 8)dX (s) representa esta solugao, a,
0

é o coeficiente de Fourier de p(t) e a representa o indice de estabilidade do processo estavel e simétrico

X (). O desfecho € o seguinte:

Teorema 4.3.10. Seja p € LP[0,t], com p > 1.
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1) Se a € (1,2) e p > «, entao a SFSA converge em probabilidade para V(t). Além disso, V(t)

o0
€ continuo em probabilidade. Se, adicionalmente, Z |na,|? < oo, entio V(t) é diferencidvel

n=—oo

em probabilidade.

2) Se « = p = 2, entdo a SFSA converge quase certamente para V(t). Além disso, V(t) é con-

oo
tinuo em média quadrdtica. Sob a condi¢io adicional Z lan| < o0, V(t) € continuo quase

n=—oo

certamente.

A demonstragao deste teorema é imediata e consiste simplesmente em reunir as conclusoes dos
Teoremas 4.3.7, 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5 e 4.3.6, respectivamente. Vale ressaltar que o caso
a € (0,1] nao estd incluso no teorema anterior, pois, devido as limitagbes técnicas encontradas na
demonstracao das propriedades da transformada de Laplace, ndo conseguimos mostrar que a ELG

tem solucao para a nestas condicoes.
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