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ALGORITMO DO MÓDULO CONSTANTE

VALERY NOBL ROZENTAL

ORIENTADOR: DARLI AUGUSTO DE ARRUDA MELLO
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DA UNIVERSIDADE DE BRASÍLIA, COMO PARTE DOS REQUISITOS

NECESSÁRIOS PARA A OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM EN-
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ROZENTAL N., V. (2011). Técnicas para Redução de Singularidades em Receptores
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RESUMO

Este trabalho investiga de forma experimental o desempenho de algumas técnicas

para evitar singularidades em receptores ópticos de sistemas DP-QPSK que operam na

taxa de transmissão de 112 Gb/s, e cujos equalizadores utilizam o algoritmo do módulo

constante (CMA) para a desconvolução e a separação de fontes. O termo “singulari-

dade” se refere à situação na qual ambas as sáıdas do equalizador convergem para o

mesmo sinal de entrada. Os dados experimentais são obtidos usando um arranjo de

transmissão que emula mudanças arbitrárias de polarização, rúıdo óptico, dispersão

cromática e a dispersão dos modos de polarização de primeira ordem. A influência des-

tes efeitos na ocorrência de singularidades é analisada individualmente. Em particular,

são comparados os seguintes algoritmos:

• CMA padrão;

• CMA com restrição;

• CMA de dois estágios;

• CMA para usuários múltiplos (MU-CMA).

É demonstrado que todos os algoritmos reduzem o número de singularidades de

forma eficiente, melhorando, assim, as propriedades de convergência do equalizador.

No entanto, sob certas condições, os algoritmos MU-CMA e CMA com restrição –

ambos utilizados para inicialização do sistema – apresentaram melhor desempenho em

comparação com CMA de dois estágios, que não distingue entre as fases de inicialização

e de operação do sistema. À luz dos resultados, considerando a sua baixa complexidade

computacional, o CMA com restrição é recomendado para uso em sistemas práticos.
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ABSTRACT

This work experimentally investigates the performance of several techniques for

singularity avoidance in optical receivers of dual-polarization quadrature phase shift

keying (DP-QPSK) systems operating at the transmission rate of 112 Gb/s, and whose

equalizers use the Constant Modulus Algorithm (CMA) for deconvolution and source

separation. The term “singularity” refers to the condition where both equalizer outputs

converge to the same input signal. Experimental data is acquired using a transmission

setup that emulates arbitrary polarization changes, optical noise, chromatic dispersion

(CD) and first-order polarization mode dispersion (PMD). The influence of these ef-

fects on the singularity occurrence is individually analyzed. Specifically, the following

algorithms are compared:

• Standard CMA;

• Constrained CMA;

• Two-Stage CMA;

• Multi-User (MU) CMA.

It is shown that all algorithms effectively mitigate singularities, thus improving

equalizer convergence properties. However, under certain conditions, the Multi-User

and Constrained CMA algorithms – both used for system startup – outperformed the

Two-Stage CMA, which does not distinguish between the system startup and operation

phases. In light of the results, considering also its low computational complexity, the

Constrained CMA is recommended to be used in practical systems.
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2.4 DESCONVOLUÇÃO E SEPARAÇÃO DE FONTES . . . . . . . . . . 17
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à equalização perfeita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.9 Função de custo do CMA para um sinal BPSK com canal ruidoso. . . . 47

3.10 Aproximação dos mı́nimos do CMA à origem na presença do rúıdo. . . 47
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sáıdas

ML Maximum Likelihood Máxima verossimilhança
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1 INTRODUÇÃO

Desde meados da década de 1970, os sistemas ópticos vêm se desenvolvendo cons-

tantemente, duplicando, em média, a figura de mérito, dada pelo produto taxa de

transmissão × distância, a cada ano [4]. Inovações tecnológicas permitem classificar

os sistemas ópticos por gerações. A primeira geração utilizava fibras multimodo, i.e.,

a potência da onda eletromagnética do sinal se dividia na fibra em diferentes modos

de propagação segundo a distribuição espacial e a constante de propagação, causando

interferência intersimbólica, em um efeito conhecido como dispersão intermodal. Estes

sistemas empregavam lasers semicondutores de GaAs com comprimento de onda da

portadora em torno de 0, 8 µm. Os sistemas da primeira geração operavam na taxa de

transmissão de 45 Mb/s e necessitavam regeneração de sinal a cada 10 km [4]. A criação

de fibras monomodo e lasers semicondutores de InGaAsP com comprimento de onda

centrado em 1, 3 µm deu origem à segunda geração dos sistemas ópticos, eliminando a

dispersão intermodal e operando em uma região de menor atenuação na fibra (em torno

de 0, 5 dB/km). Na segunda metade da década dos 80, sistemas ópticos de segunda

geração, operando nas taxas de até 1, 7 Gb/s com regeneração a cada 50 km, já esta-

vam dispońıveis comercialmente [4]. Os sistemas ópticos de terceira geração operavam

na banda em torno de 1, 55 µm, em que a atenuação na fibra é mı́nima (0, 2 dB/km).

Eles utilizavam fontes de laser de realimentação distribúıda (distributed-feedback laser

– DFB) com baixa largura espectral, para minimizar o efeito da dispersão cromática

(chromatic dispersion – CD), fenômeno que faz com que as diferentes componentes

de frequência se propaguem pela fibra com velocidades de grupo diferentes [5]. Com

a invenção de amplificadores ópticos a fibra dopada com érbio (erbium doped fiber

amplifiers – EDFA), originou-se a quarta geração de sistemas ópticos, aumentando a

distância entre regeneradores opto-eletro-ópticos e reduzindo de forma drástica o custo

dos sistemas. Além de permitir a compensação da atenuação no domı́nio óptico, o

EDFA motivou a transmissão de sinais multiplexados em comprimentos de onda (wa-

velength division multiplexing – WDM), pois é capaz de amplificar sinais de vários

comprimentos de onda simultaneamente. Hoje, os sistemas WDM com EDFAs al-

cançam capacidades de transmissão de mais de 1 Tb/s por fibra, com taxas de 10 Gb/s

por canal [5]. Concomitantemente, as taxas de transmissão estão aumentando de 10

para 40 Gb/s por canal [6], utilizando formatos avançados de modulação. Redes que

operam nas taxas de 40 Gb/s por canal tem sido instaladas recentemente [7]. Estes
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sistemas consolidaram a fibra óptica como o meio predominante para elevadas taxas

de transmissão em grandes distâncias.

No entanto, a crescente demanda por tráfego de dados dos últimos anos vem moti-

vando desenvolvimento de sistemas com taxas de transmissão ainda maiores, visando

a transmissão nas taxas de 100 Gb/s e 400 Gb/s por canal. Atualmente, a absoluta

maioria dos sistemas ópticos utiliza a modulação por chaveamento “liga-desliga” (on-

off keying – OOK), com taxas de transmissão de até 10 Gbits/s. Um mero aumento

na velocidade de chaveamento do modulador a fim de obter um salto significativo na

taxa de transmissão, como no caso de transmissão a 100 Gbits/s, é inviável por três

motivos principais:

• gargalo eletrônico: atualmente, os dispositivos eletrônicos ainda não conseguem

operar nessas taxas elevadas;

• espalhamento em frequência: um aumento na velocidade de chaveamento pro-

voca um espalhamento da banda de frequências ocupada pelo sinal, exigindo um

espaçamento grande entre canais no domı́nio da frequência, reduzindo a eficiência

do sistema;

• suscetibilidade aos efeitos de transmissão: existem fenômenos de transmissão al-

tamente dependentes da taxa de transmissão de śımbolos (principalmente a dis-

persão cromática) que corrompem o sinal de maneira a tornar a sua recuperação

inviável.

Uma conclusão decorrente destes motivos é que, para aumentar a taxa de trans-

missão, é necessário aumentar a eficiência espectral. Isto é logrado com a multiplexação

em polarização e o uso de formatos de modulação multińıvel. A multiplexação em po-

larização (Pol-Mux) explora a propriedade de decomposição da onda eletromagnética

em duas polarizações ortogonais, veiculando sinais diferentes em cada uma dessas po-

larizações, duplicando, assim, a eficiência espectral. As técnicas de modulação mul-

tińıvel, por sua vez, permitem a redução da taxa de śımbolos, mantendo a mesma taxa

de transmissão de bits.

No entanto, a detecção direta empregada em sistemas OOK, realizada por meio de

diodos fotodetectores, recupera apenas a informação veiculada na amplitude do sinal e,

consequentemente, é inadequada para o uso com formatos de modulação que utilizam

as componentes em fase e quadratura. Portanto, é necessário usar a detecção coerente,

uma técnica de detecção que utiliza laser, denominado oscilador local (local oscilator

– LO), no receptor. Misturando o campo do sinal com o campo do oscilador local,

ela consegue recuperar a informação de fase do sinal. A detecção coerente faz a con-

versão da frequência óptica da portadora de aproximadamente 190 THz à banda base,
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no caso da detecção homódina, tornando posśıvel um processamento inteiramente no

domı́nio eletrônico, usando técnicas simples de processamento digital de sinais. Além

disso, a detecção coerente possui uma outra virtude importante. Os sinais lançados em

polarizações ortogonais se interferem na recepção devido a uma rotação de polarização

arbitrária na fibra óptica. A forma clássica de contornar este problema é usar um con-

trolador de polarização, que exige um laço de realimentação e aumenta a complexidade

do sistema. A detecção coerente, contudo, permite realizar a separação dos sinais por

meio de processamento digital de forma simples, dispensando o controle da polarização.

Desta forma, um receptor que emprega a detecção coerente é composto pelo front-

end óptico que combina o sinal de entrada e o oscilador local e realiza a conversão

opto-elétrica, seguido por uma cadeia de algoritmos de processamento digital de sinais,

cujo objetivo é recuperar a informação transmitida. A combinação da modulação

por chaveamento de fase em quadratura (quadrature phase-shift keying – QPSK) e

emprego do algoritmo do módulo constante (constant modulus algorithm – CMA) no

processamento mostrou-se promissora para os sistemas de transmissão a 100 Gbits/s,

resultando em sistemas QPSK com multiplexação de polarização (dual-polarization

quadrature phase-shift keying – DP-QPSK). Isto deve-se à propriedade do algoritmo do

módulo constante ser insenśıvel à fase do sinal, o que permite desacoplar o equalizador

das outras etapas da cadeia de processamento. Assim, o processamento digital de sinais

é dividido em etapas que incluem a conversão analógica-digital, a separação dos sinais

enviados em cada polarização, a mitigação das distorções lineares inseridas pelo canal

e a decisão. As funções de separação dos dois sinais enviados em cada polarização a

partir de uma combinação linear deles e a mitigação das distorções lineares inseridas

pelo canal são realizadas por um equalizador de múltiplas entradas e múltiplas sáıdas

(multiple input multiple output – MIMO) [8], composto por filtros digitais com resposta

finita ao impulso (finite impulse response – FIR), associados ao algoritmo do módulo

constante. De forma notável, este simples algoritmo consegue realizar ambas as tarefas

simultaneamente.

O algoritmo do módulo constante é um algoritmo adaptativo não supervisionado

de gradiente estocástico descendente, implementado sobre a função de custo dada pelo

critério de módulo constante, proposto por Godard em 1980 [9]. É um algoritmo mul-

timodal, ou seja, a sua adaptação pode levá-lo a convergir para mais de uma solução.

Uma afirmação equivalente é que a superf́ıcie da função de custo do CMA possui

múltiplos mı́nimos. O CMA pertence à classe de métodos de equalização baseados nas

propriedades estat́ısticas de ordem superior (higher order statistics - HOC) [2]. Como

todos os algoritmos não supervisionados, i.e., que não exigem uma sequência de trei-

namento (sequência de śımbolos enviados, conhecidos a priori do lado receptor), o seu
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emprego apresenta algumas vantagens adicionais [10]:

• eliminação de sequência de treinamento aumenta a capacidade do sistema;

• utilização de sequência de treinamento pode tornar-se ineficiente quando canal

varia rapidamente no tempo;

• efeitos degradantes durante a transmissão da sequência de treinamento podem

levar a uma estimativa pobre do canal;

• treinamento pode ser inviável em sistemas distribúıdos com usuários múltiplos,

já que requer sincronização e envio de sequência de treinamento cada vez que um

novo enlace é estabelecido.

Visto que ambos os sinais multiplexados em polarização compartilham as mesmas

propriedades estat́ısticas, a multimodalidade do CMA, em combinação com a peculi-

aridade de estrutura do equalizador MIMO, podem, em alguns casos, levar ambas as

sáıdas do equalizador a convergir para o mesmo sinal de entrada, ou a uma versão des-

locada no tempo do mesmo sinal. Esta situação indesejável é conhecida na literatura

como “singularidade”[8] [11] [12] [13] [14].

Vários trabalhos têm abordado o problema da singularidade, apresentando diversas

soluções para o problema. A mais trivial, mencionada em [15], propõe monitorar

ambos os sinais de sáıda, e reiniciar o sistema caso uma ocorrência de singularidade

fosse detectada. A Referência [16] afirma que o equalizador MIMO apresenta uma certa

simetria, que deve ser explorada a fim de evitar singularidades. É sugerido garantir esta

simetria impondo uma restrição sobre o equalizador. Esta abordagem é baseada em

um resultado fundamental, apresentado pelo f́ısico americano Robert Clark Jones em

[17], que afirma que a função de transferência de um canal óptico, em certas condições,

é dada por uma matriz unitária. Consequentemente, também é unitária a matriz de

inversão do canal, composta pelos coeficientes do equalizador. No entanto, esta simetria

é violada na presença de alguns efeitos lineares do canal presentes em sistemas f́ısicos.

Portanto, o seu uso em sistemas reais seria, em prinćıpio, inviável.

Todavia, o desenvolvimento em [16] deu origem a dois algoritmos, apresentados

em [8] e [12], que procuram implementar a restrição mencionada de forma adequada

aos sistemas f́ısicos, considerando os efeitos de transmissão. Sabe-se que a escolha ini-

cial dos coeficientes do equalizador afeta as suas propriedades de convergência [8] [13].

Portanto, o primeiro desses algoritmos (referenciado neste trabalho como o “CMA com

restrição”), sugere impor a restrição de [16] como uma maneira de encontrar os coefi-

cientes iniciais do equalizador MIMO que diminuam a probabilidade de ocorrência de

singularidade. Depois que a convergência inicial é obtida, a restrição é removida para
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permitir uma adaptação fina do equalizador. O segundo algoritmo (referenciado como

o “CMA de dois estágios”) propõe separar o equalizador em dois estágios, desacoplando

os efeitos que causam a violação da simetria, para um processamento em bloco sepa-

rado. Desta forma, o equalizador do primeiro estágio, com a restrição imposta, separa

os sinais e mitiga uma parte de efeitos do canal, enquanto o equalizador do segundo

estágio, cujos coeficientes são adaptados de forma livre, realiza a equalização fina, mi-

tigando o resto dos efeitos. A Referência [18] desenvolve um algoritmo que explora a

correlação entre sinais multiplexados na sáıda do equalizador MIMO, utilizando-a como

um fator adicional para modificar o algoritmo do módulo constante de forma a evitar

singularidades. Este algoritmo é conhecido como o algoritmo do módulo constante para

múltiplos usuários (multi-user constant modulus algorithm – MU-CMA). Embora este

algoritmo tenha sido apresentado para sistemas de comunicações em geral, ele também

foi implementado e examinado no domı́nio óptico em [19].

Outras duas técnicas de evitar singularidades são importantes de mencionar. Uma

delas, apresentada em [14], baseia-se nas propriedades estat́ısticas dos sinais. Ela

propõe a demultiplexação de polarização baseada na análise de componentes indepen-

dentes, derivada das propriedades da função densidade de probabilidade (probability

density function – pdf) de sinais independentes. A técnica sugere ajustar os coeficientes

do equalizador de tal forma que a pdf conjunta dos dois sinais da sáıda seja aproximada

ao produto das pdfs separadas. Esta abordagem, porém, tende a apresentar uma com-

plexidade computacional elevada [8]. Já [11] propõe uma solução simples, que combina

uma fase de convergência inicial, que utiliza uma sequência de treinamento, com uma

fase de rastreamento baseada na equalização não supervisionada. Apesar de utilizar a

equalização supervisionada na fase de convergência com as decorrentes desvantagens,

esta abordagem deve, certamente, ser levada em consideração já que pode introduzir

uma solução eficiente e de baixo custo para o problema, pois requer uma sequência

de treinamento apenas para a inicialização do sistema. Sua outra posśıvel vantagem é

não ser sujeita à ambiguidade de permutação, situação, discutida em detalhes na Seção

3.3.6, que afeta os algoritmos não supervisionados, na qual a ordem correta dos sinais

de sáıda não pode ser garantida.

O objetivo deste trabalho foi investigar experimentalmente o desempenho das técnicas

para evitar singularidades, usadas em sistemas DP-QPSK a 112 Gb/s que empre-

gam CMA para desconvolução e demultiplexação de polarização, inferindo parâmetros

práticos para os sistemas a partir dos experimentos. Em particular, foram comparados

os desempenhos dos algoritmos abaixo citados:

• CMA com restrição;
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• CMA de dois estágios;

• MU-CMA.

Embora estes algoritmos tenham sido avaliados individualmente na literatura, pelo

nosso conhecimento, este foi o primeiro trabalho que comparou o desempenho destes

algoritmos por meio de ensaios extensos de longa duração, utilizando dados experimen-

tais, levando em consideração a sua natureza estocástica. A configuração experimental

utilizada emulou vários fenômenos de transmissão pelo canal óptico, discutidos no

Caṕıtulo 2.

Esta dissertação é estruturada da seguinte forma: o Caṕıtulo 2 descreve o funciona-

mento dos subsistemas que formam o receptor óptico coerente em sistemas DP-QPSK,

e os principais efeitos lineares de transmissão pela fibra. O Caṕıtulo 3 apresenta os

prinćıpios da filtragem adaptativa, uma descrição aprofundada do CMA e a sua imple-

mentação com equalizador fracionalmente espaçado. Ele trata, também, do problema

de singularidade do CMA, descrevendo as três técnicas investigadas: CMA com res-

trição, CMA de dois estágios e MU-CMA. O Caṕıtulo 4 detalha a configuração experi-

mental utilizada na obtenção dos dados e apresenta os resultados obtidos. Por último,

o Caṕıtulo 5 conclui a dissertação.
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2 DETECÇÃO ÓPTICA COERENTE

Como foi mencionado no Caṕıtulo 1, a detecção coerente permite utilizar formatos

de modulação multińıvel complexos, pois consegue detectar a fase do sinal. A Seção

2.2 explica como esta detecção é realizada. Ela permite, também, separar os sinais

multiplexados em polarização e mitigar os efeitos lineares do canal no domı́nio digital,

por meio de um equalizador simples.

Dois sinais lançados na fibra em polarizações ortogonais, idealmente, não se inter-

ferem. Porém, a polarização na fibra é sujeita a uma rotação arbitrária, descrita pela

matriz função de transferência do canal óptico, denominada matriz de Jones [13] [17]:

J =

[
cos θ e−jφ sin θ

−ejφ sin θ cos θ

]
, (2.1)

em que θ e φ são os ângulos de rotação e a diferença de fase entre polarizações, respec-

tivamente. Esta rotação de polarização, representada pelo ângulo θ, é aleatória, e faz

com que os eixos de polarização fixos do detector recebam uma combinação linear dos

sinais lançados em polarizações ortogonais. Entretanto, em um receptor DP-QPSK,

esta rotação é compensada por um filtro linear no domı́nio digital.

A seguir são apresentados os efeitos lineares do canal, a dispersão cromática e a

dispersão dos modos de polarização de primeira ordem, compensados, também, por

técnicas de processamento digital de sinais. Ademais, são apresentadas as carac-

teŕısticas do rúıdo gerado pelo amplificador óptico, induzido pelo processo de emissão

espontânea amplificada (amplified spontaneous emission – ASE), e o rúıdo de fase,

sempre presentes em sistemas ópticos de longa distância.

2.0.0.1 Dispersão Cromática - CD

A informação em sistemas ópticos é transmitida por meio de pulsos com uma certa

largura espectral, não nula. Assim, um pulso é visto como um conjunto, ou grupo,

de componentes de frequência próximas. A constante de propagação, β, varia com a

frequência, fazendo com que as diferentes componentes espectrais que compõem o pulso

se propaguem pela fibra com velocidades ligeiramente diferentes. A velocidade da pro-

pagação da superposição das componentes deste conjunto, denominada de velocidade
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de grupo, vg, é definida como a inversa da derivada da constante de propagação, β,

com respeito à frequência angular, ω [4]:

vg =

(
dβ

dω

)−1

. (2.2)

Assim, a dependência da velocidade de grupo com a frequência causa alargamento

do pulso, pois componentes espectrais diferentes não chegam simultaneamente ao re-

ceptor [4], provocando interferência intersimbólica, como ilustrado na Figura 2.1.

Pulsos na entrada Pulsos na saída - ISI

Fibra

Figura 2.1: Interferência intersimbólica por dispersão cromática.

O tempo em que uma componente espectral de frequência espećıfica percorre uma

distância L é T = L/vg . Então, se ∆ω é a largura espectral do pulso, o alargamento

temporal, ∆T , resultante é [4]:

∆T =
dT

dω
∆ω =

d

dω

(
L

vg

)
∆ω = L

d 2β

dω2
∆ω = Lβ2 ∆ω, (2.3)

com β2 = d 2β/dω2 sendo o parâmetro da dispersão por velocidade de grupo (group

velocity dispersion – GVD). Para caracterizar as fibras, na prática, é usado o coeficiente

de dispersão D, cuja unidade é [ps/[nm · km]] , definido como:

D = −β2
2 π c

λ2
, (2.4)

em que c é a velocidade da luz, e λ o comprimento de onda da portadora no vácuo.

Em sistemas práticos, a dispersão cromática é compensada pelos módulos de com-

pensação de dispersão (dispersion compensation module – DCM), que empregam fibras

compensadoras de dispersão (dispersion compensating fiber – DCF) ou grades de Bragg

(fiber Bragg gratings – FBG) [5]. Filtros digitais não adaptativos, que compensam CD

no domı́nio eletrônico, também foram propostos [15] [20]. Portanto, o equalizador

adaptativo precisa compensar apenas a dispersão cromática residual, i.e., aquela que

não foi compensada pelo DCM ou pelo filtro digital, devido às imprecisões no dimen-

sionamento.
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2.0.0.2 Dispersão dos Modos de Polarização - PMD

Fibras ópticas apresentam micro-irregularidades em sua geometria ao longo do com-

primento, originadas no próprio processo da fabricação e na deformação por tração

mecânica não uniforme. Estas irregularidades causam, em regiões de geometria eĺıptica,

o fenômeno de birrefringência, existência de eixos ortogonais com constantes de pro-

pagação de onda diferentes. Sejam x e y os eixos principais da birrefringência, com

constantes de propagação βx e βy. O pulso é dividido na fibra em duas componentes

ortogonais, segundo os eixos da birrefringência, propagando-se com velocidades diferen-

tes e provocando um alargamento, denominado de PMD [4], como mostrado na Figura

2.2.

Fibra

x

z

y

x

z

y

DGD

Figura 2.2: Alargamento do pulso por PMD.

O parâmetro de atraso por comprimento, ∆τ , medido em [ps/
√
km] é dado pela

expressão [5]:

∆τ =
∆β

ω
, (2.5)

em que ∆β = |βx − βy|. O atraso total, conhecido como atraso de grupo diferen-

cial (differential group delay – DGD), medido em [ps], que corresponde ao modelo de

primeira ordem de PMD, pode ser calculado por [5]:

DGD [ps] = ∆τ
√
L. (2.6)

2.0.0.3 Rúıdo Óptico Induzido por Emissão Espontânea Amplificada

Por emissão espontânea entende-se um processo intŕınseco à natureza quântica dos

amplificadores ópticos, em que elétrons no estado excitado passam por uma transição

para um outro estado de energia mais baixa, liberando fótons, como dita o prinćıpio
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de conservação de energia. Em amplificadores ópticos esta emissão espontânea é am-

plificada, gerando o rúıdo óptico. A densidade espectral de potência do rúıdo gerado é

quase-constante na largura do canal, e calcula-se da seguinte forma [4]:

Ssp = (G− 1)nsp h ν, (2.7)

em que G é o ganho do amplificador, ν a frequência óptica, h a constante de Plank e

nsp um parâmetro denominado “fator de emissão espontânea”:

nsp =
N2

N2 −N1

, (2.8)

sendo N1 e N2 as populações atômicas do estado fundamental e do estado excitado,

respectivamente [4].

O rúıdo ASE, por ter a sua densidade espectral de potência quase-constante na

largura do canal, é comumente modelado como um rúıdo aditivo branco gaussiano.

2.0.0.4 Rúıdo de Fase

A onda gerada pelo laser, por não ser perfeitamente monocromática, apresenta uma

largura espectral finita, ∆ν, denominada largura de linha. Desta forma, a frequência da

onda gerada sofre pequenas variações. Em sistemas ópticos, estas micro-variações na

frequência dos lasers transmissor e oscilador local provocam desvios aleatórios na fase do

sinal, chamados rúıdo de fase. O rúıdo de fase é modelado por um processo de Wiener:

um processo cont́ınuo com média zero, cuja variância é incrementada linearmente com

o tempo [21]. Assim, quando é conhecida a fase no tempo t1, a fase em t2 é dada por:

θ(t2) = θ(t1) + ∆(t), (2.9)

em que ∆(t) é uma variável aleatória cont́ınua de média zero e variância 2 π∆ν (t2−t1).
O modelamento em tempo discreto é apresentado em seguida, na Seção 2.5.

2.1 ARQUITETURA DE UM RECEPTOR ÓPTICO DP-QPSK

O diagrama na Figura 2.3 apresenta os principais blocos de um receptor coerente

para sistemas DP-QPSK. Além dos principais blocos de processamento, o diagrama

mostra as constelações resultantes nas diversas etapas de processamento. A cor roxa
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é utilizada para apresentar pontos no plano complexo que correspondem a uma com-

binação dos dois sinais multiplexados em polarização. Já as cores azul e vermelha

representam cada polarização depois da separação dos sinais.

“Front-End”
óptico

Ortogonalização 
e normalização

Separação de 
fontes e 

desconvolução

Recuperação da 
portadora e de 

fase

Decisão e 
decodificação

Figura 2.3: Subsistemas de um receptor coerente para sistemas DP-QPSK.

Inicialmente, o sinal é recebido pelo “front-end” óptico de diversidade de pola-

rização, que realiza a conversão opto-elétrica e, no caso de detector homódino, trans-

fere o sinal da banda passante para a banda base. Em seguida, o sinal elétrico é

amostrado pelo conversor analógico-digital (AD), para o subsequente processamento

eletrônico. No próximo bloco, o sinal é normalizado para obter a amplitude desejada

e eliminar uma posśıvel componente DC e então submetido ao processo de ortogona-

lização de Gram-Schmidt (Gram-Schmidt orthogonalization procedure – GSOP), que

maximiza a independência entre as componentes em fase e de quadratura, compen-

sando imperfeições do “front-end” óptico [13]. Um equalizador MIMO leva a cabo

a desconvolução e a separação dos sinais multiplexados. Dependendo do sistema, o

equalizador MIMO pode ser precedido por um equalizador estático, i.e., de coeficientes

fixos, para compensação de CD. A recuperação da portadora, ou a compensação do

desvio de frequência visa compensar uma posśıvel disparidade entre a frequência da

portadora e do oscilador local. A recuperação de fase elimina desvios aleatórios na

fase do sinal (rúıdo de fase), causados pelos lasers, por possuirem uma certa largura

de banda não-nula. O último bloco executa a estimação do śımbolo e a decodificação.

Em seguida, cada um dos subsistemas será discutido de forma individual.
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2.2 “FRONT-END” ÓPTICO COM DIVERSIDADE DE POLARIZAÇÃO

A função do “front-end” óptico é mapear linearmente o campo óptico de entrada

para o domı́nio eletrônico [13]. Em sistemas com multiplexação de polarização, esta

função é realizada por um arranjo de dois receptores em quadratura. A arquitetura de

um receptor em quadratura é apresentada na Figura 2.4.

90°

- Acoplador de 3 dB

- Diodo fotodetector

90° - Defasador de 90°

)(tEr

)(tE lo

Híbrida de 90°

)(tiQ

)(ti I

A1

A2

A3

A4

B1

B2

B3

B4

C1

C2

C3

C4

Figura 2.4: Receptor óptico coerente em quadratura.

Er(t) e Elo(t) denotam os campos do sinal recebido e do LO, respectivamente. A matriz

de transferência dos acopladores de 3 dB é dada por [22]:

Hcoupler =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
. (2.10)

Portanto, os campos dos nós A1, A2, A3 e A4 (veja Figura 2.4) são:

EA1(t) =
1√
2
Er(t), (2.11)

EA2(t) =
1√
2
Er(t), (2.12)
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EA3(t) =
1√
2
Elo(t), (2.13)

EA4(t) =
1√
2
Elo(t), (2.14)

respectivamente. Assim, obtêm-se dois ramos correspondentes ao campo do sinal de

entrada e dois ramos correspondentes ao campo do LO. O bloco chamado de h́ıbrida

de 90◦ mistura o campo do sinal com o campo do LO. Primeiramente, o campo do LO

em um dos ramos é defasado de 90◦, resultando em campos

EB1(t) =
1√
2
Er(t), (2.15)

EB2(t) =
1√
2
Elo(t)e

j π
2 , (2.16)

EB3(t) =
1√
2
Er(t), (2.17)

EB4(t) =
1√
2
Elo(t). (2.18)

Em seguida, estes campos são misturados por meio de um par adicional de acopladores

de 3 dB, produzindo os campos

EC1(t) =
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)e

j π
2 , (2.19)

EC2(t) =
1

2
Er(t)−

1

2
Elo(t)e

j π
2

=
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)e

j 3π
2 , (2.20)

EC3(t) =
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t), (2.21)

EC4(t) =
1

2
Er(t)−

1

2
Elo(t)

=
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)e

jπ. (2.22)

Dois pares de fotodetectores balanceados produzem as correntes de sáıda

iQ(t) = R |EC1|2 −R |EC2|2

= R

∣∣∣∣
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)e

j π
2

∣∣∣∣
2

−R

∣∣∣∣
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)e

j 3π
2

∣∣∣∣
2

(2.23)

e

iI(t) = R |EC3|2 −R |EC4|2

= R

∣∣∣∣
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)

∣∣∣∣
2

−R

∣∣∣∣
1

2
Er(t) +

1

2
Elo(t)e

jπ

∣∣∣∣
2

, (2.24)

em que R é a responsividade do fotodetector. Os campos elétricos do sinal de entrada

e do oscilador local são dados por [22]:

Er(t) = [As(t)e
jφs(t) + ηs(t)]e

jωct, (2.25)
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e

Elo(t) = [Alo + ηlo(t)]e
jωlot. (2.26)

Nas Equações (2.25) e (2.26) As e Alo denotam as amplitudes do sinal óptico e do LO,

sendo que o último não depende do tempo, φs é a fase do sinal óptico, e ωc e ωlo são as

frequências angulares da portadora óptica e do oscilador local, respectivamente. Ade-

mais, ηlo é o rúıdo do oscilador local e ηs é o rúıdo gaussiano complexo, que representa

o rúıdo do sinal óptico. Utilizando a relação:

|z + k|2 = |z|2 + |k|2 + 2ℜ{zk∗}, (2.27)

z, k ∈ Z,

em que ℜ{.} denota a parte real de {.}, obtém-se:

iQ(t) = RAloAS(t) sen(ωIF + φS(t)) +Rℜ{[Alo ηs(t) + As(t) ηlo(t)e
jφs(t)]ej(ωIF+π

2
)},

iI(t) = RAloAS(t) cos(ωIF + φS(t)) +Rℜ{[Alo ηs(t) + As(t) ηlo(t)e
jφs(t)]ejωIF }, (2.28)

em que ωIF representa a frequência intermediaria, definida como a frequência resultante

da diferença entre as frequências angulares da portadora e do oscilador local:

ωIF , ωc − ωlo. (2.29)

Assumindo detecção homódina (quando o LO oscila na mesma frequência da portadora,

ou seja, ωIF = 0), as correntes nas sáıdas dos pares de fotodetectores balanceados

podem ser escritas como:

iQ(t) = RAloAS(t) sen(φS(t)) +Rℜ{[Alo ηs(t) + As(t) ηlo(t)e
jφs(t)]ej

π
2 },

iI(t) = RAloAS(t) cos(φS(t)) +Rℜ{[Alo ηs(t) + As(t) ηlo(t)e
jφs(t)]}. (2.30)

Assumindo, ainda, que amplitude do LO é muito maior que a amplitude do sinal

recebido, o termo

Alo ηs(t) + As(t) ηlo(t)e
jφs(t) ≈ Alo ηs(t). (2.31)

Portanto,

iQ(t) ≈ RAloAS(t) sen(φS(t)) +Rℜ{Alo ηs(t) e
j π
2 },

iI(t) ≈ RAloAS(t) cos(φS(t)) +Rℜ{ALO ηs(t) }. (2.32)

Desta forma, a fase φS é mapeada na intensidade das correntes iI e iQ, correspondentes

aos componentes em fase ( I ) e quadratura (Q ) do sinal.
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quadratura

Receptor em 
quadratura

)(tE r
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PBS

PBS
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)(tiYQ
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Figura 2.5: Receptor óptico com diversidade de polarização.

O receptor na Figura 2.4 é utilizado para apenas uma orientação de polarização.

Em sistemas com multiplexação de polarização é usado um detector com diversidade

de polarização, composto por uma arranjo de dois receptores em quadratura, como

mostra a Figura 2.5.

O divisor de feixe de polarização (polarization beam splitter - PBS) decompõe o sinal

recebido em duas polarizações, segundo um eixo fixo que, em geral, não é o eixo de

multiplexação original, pois a rotação na fibra, descrita pela Equação (2.1), é arbitrária.

Desta forma, as correntes de sáıda iXQ (t), i
Y
Q(t), i

X
I (t) e iYI (t) portam informação de

ambos os sinais originais.

2.3 ORTOGONALIZAÇÃO E NORMALIZAÇÃO

Idealmente, os componentes I e Q na sáıda do receptor “front-end” óptico são or-

togonais no sentido de não apresentar uma correlação entre si. No entanto, imperfeições

no receptor podem causar desajustes de fase e amplitude, destruindo a ortogonalidade

entre os sinais recebidos e degradando o desempenho do sistema [23]. Estas imperfeições

são causadas, por exemplo, por uma relação de divisão imperfeita dos acopladores, im-

precisão no defasador de 90◦, e diferenças na responsividade dos diodos fotodetectores

[23][13]. A Figura 2.6 ilustra a influência das imperfeições mencionadas na constelação

resultante na sáıda do equalizador. Os dados utilizados nesta figura foram gerados
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por meio de uma simulação computacional. Observa-se que a divisão imperfeita dos

acopladores (Figura 2.6a) e a diferença na responsividade dos fotodetectores (Figura

2.6c) têm um impacto semelhante no sinal, que dificulta a tarefa de decisão, discutida

na Seção 2.6, e aumenta a taxa de erro de bits. Já a imprecisão no defasador (Figura

2.6b) provoca uma elipticidade na constelação, indicando uma tendência de correlação

entre os componentes em fase e quadratura, também aumentando a taxa de erro do

sistema.

(a) Divisão imperfeita dos acopladores de 3dB (b) Imprecisão do defasador

(c) Diferenças de responsividade de fotodetectores (d) Sinal após a ortonormalização

Figura 2.6: Influência das imperfeições do receptor na constelação.

Após a eliminação do posśıvel ńıvel DC acoplado feita pela simples subtração da

média das amostras, que em processamento online pode ser estimada por meio de um

filtro “média-móvel”, é aplicado o procedimento de ortogonalização de Gram-Schmidt

(Gram-Schmidt orthogonalization procedure – GSOP) em cada polarização separada-

mente, que, dadas as duas componentes não ortogonais dos sinais recebidos, resulta

em um par de sinais ortonormais [23]. Sendo iI(t) e iQ(t) componentes não-ortogonais

recebidas, o procedimento se resume nos seguintes passos:
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iorthI (t) =
iI(t)√
E{ i 2I (t)}

(2.33)

iauxQ (t) = iQ(t)−
E{ iI(t) · iQ(t)} iI(t)

E{ i 2I (t)}
(2.34)

iorthQ (t) =
iauxQ (t)√

E
{(

iauxQ (t)
)2}

, (2.35)

em que iorthI (t) e iorthQ (t) são os sinais ortonormais resultantes. Os passos descritos

pelas Equações (2.33) e (2.35) normalizam os vetores de amostras, e o passo da Equação

(2.34) efetua a transformação do iQ, ortogonalizando-o em relação a iI .

2.4 DESCONVOLUÇÃO E SEPARAÇÃO DE FONTES

Os sinais gerados na sáıda do “front-end” óptico são combinações lineares dos dois

sinais multiplexados em polarizações ortogonais. As tarefas de separar os sinais ori-

ginais multiplexados em polarizações ortogonais, e de compensar os efeitos do canal

óptico, são denominadas separação de fontes e desconvolução. As duas tarefas são rea-

lizadas pelo equalizador MIMO em estrutura “borboleta”, apresentado na Figura 2.7,

composto por filtros digitais com resposta finita ao impulso (finite impulse response –

FIR), associados a algum algoritmo adaptativo. Cada um dos grupos compostos por

dois filtros com o mesmo primeiro sub́ındice é responsável pela recuperação de um dos

sinais multiplexados em polarização.

Na Figura 2.7, x1 and x2 são as combinações lineares dos dois sinais multiplexados

em polarização produzidos pelo “front-end” óptico, y1 e y2 são as sáıdas do equalizador,

sendo k o ı́ndice amostral. Define se a matriz do equalizador, W[k]:

W[k] =




w11(1) [k] w21(1) [k]
...

...

w11(N)
[k] w21(N)

[k]

w12(1) [k] w22(1) [k]
...

...

w12(N)
[k] w22(N)

[k]




, (2.36)

e os vetores de coeficientes dos filtros do equalizador de tamanho N são:

wij [k] =
[
wij(1) [k] wij(2) [k] . . . wij(N)

[k]
]T
. (2.37)
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w21[k]

w22[k]

w12[k]

w11[k]

Algoritmo

x1[k]

x2[k]

y1[k]

y2[k]

Figura 2.7: Equalizador digital com estrutura “borboleta”.

Em sistemas DP-QPSK o equalizador é atualizado pelo algoritmo do módulo cons-

tante. A Figura 2.8 mostra a constelação na entrada e na sáıda do equalizador MIMO.

Aqui também, a cor roxa representa uma combinação de ambos os sinais multiplexados

em polarização. Em linhas gerais, o algoritmo utiliza a propriedade do sinal QPSK ser

de módulo constante como o critério para separar as polarizações e equalizar o canal,

resultando em uma constelação aberta (Figuras 2.8c e 2.8d). A forma anular das cons-

telações é resultante do desvio de frequência e rúıdo de fase do sinal, que são discutidos

na Seção 2.5. Uma discussão aprofundada sobre o algoritmo do módulo constante é

apresentada no Caṕıtulo 3.

2.5 RECUPERAÇÃO DA PORTADORA E DE FASE

A recuperação da portadora e de fase consiste em duas tarefas:

• compensação do desvio de frequência, ou seja, offset entre as frequências da

portadora e do oscilador local;

• compensação do rúıdo de fase, inserido pelos lasers do transmissor e do oscilador

local.
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(c) Constelação na sáıda do equalizador – X-pol
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(d) Constelação na sáıda do equalizador – Y-pol

Figura 2.8: Recuperação do sinal por filtro MIMO associado ao CMA.

A Figura 2.9 mostra a evolução da fase do sinal na sáıda do equalizador, após

remover a dependência com a informação. Em ambas as Figuras, 2.9a e 2.9b, são apre-

sentados os mesmos dados, apenas com uma resolução diferente. O formato retiĺıneo da

evolução da fase observado na Figura 2.9a é uma consequência do desvio de frequência,

que varia lentamente no tempo, gerando uma diferença de fase quase constante entre

amostras adjacentes. Já a Figura 2.9b mostra o rúıdo de fase sobreposto, comumente

modelado por um processo de Wiener [24]. É evidente que o desvio de frequência causa

impacto maior no desempenho do sistema, entretanto, a sua compensação em sistemas

DP-QPSK é simples. A seguir, são apresentadas as técnicas de compensação de ambos

os efeitos.
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Figura 2.9: Evolução de fase do sinal na sáıda do equalizador.

2.5.1 Recuperação do Desvio de Frequência

Já que o desvio de frequência, ∆f , permanece quase constante entre śımbolos adja-

centes, uma vez estimado, a sua compensação é facilmente implementada. Multiplicam-

se os śımbolos da sáıda do equalizador, y[k] (de qualquer uma das polarizações), pelo

desvio de fase acumulado, PS[k], relacionado com ∆f da seguinte forma [25]:

PS [k] = e−2π∆f Ts k = PS [1]k, (2.38)

em que Ts é o tempo de śımbolo.

O desvio de fase estimado, P̂S [1], é dado por [25]:

P̂S [1] =
1

4
arg

[
E
{
y∗[k]4 y[k − 1]4

}]
. (2.39)

A elevação de um sinal QPSK à quarta potência resulta em eliminação da in-

formação do sinal, levando a fase de todos os śımbolos para o mesmo referencial.

Para implementação prática, pode-se utilizar o algoritmo de diferenças de fase [13],

aproximando a esperança pelo valor médio de N amostras, encontrando uma estimativa

P̂S[1]:

P̂S [1] ≈ 1

4
arg

[
1

N

N∑

k=1

y∗[k]4 y[k − 1]4

]
. (2.40)

Um método alternativo, no domı́nio da frequência, estima ∆f como sendo o valor

máximo do módulo da transformada de Fourier calculada por FFT, da sequência da

sáıda do equalizador, elevada à quarta potência [20]:

∆̂f ≈ 1

4
max

f

[
|FFT (y4)|

]
. (2.41)
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2.5.2 Compensação do Rúıdo de Fase

Para compensar o rúıdo de fase utiliza-se o método de recuperação de portadora

tipo feedforward (feedforward carrier recovery – FFCR) [25], que, na sua forma clássica,

utiliza o algoritmo Viterbi e Viterbi, apresentado na Figura 2.10. O objetivo do algo-

ritmo é estimar a fase θ[k] a partir do sinal y[k] corrompido por rúıdo η[k]:

y[k] = s[k] exp (jθ[k]) + η[k], (2.42)

sendo s[k] o śımbolo transmitido e η[k] rúıdo de emissão espontâneo amplificada (am-

plified spontaneous emission – ASE) do sistema, modelado como rúıdo aditivo branco

gaussiano.

( . ) 4 Estimador 
MLE

(1/4)arg( . )
Desempacotador 

de fase
e-j( . )

][ky ][ˆ ks

Figura 2.10: Algoritmo Viterbi e Viterbi FFCR.

O sinal y[k] é elevado à quarta potência para remover a dependência da informação.

Então, um estimador de máxima verossimilhança (maximum likelihood – ML) estima

a fase 4 θ[k], dividida, em seguida, por 4. O desempacotador de fase (phase unwrapper

– PU) faz com que a fase estimada varie no intervalo (−∞,+∞), e não esteja limitada

a [−π/4 , +π/4 ] [25]:

PU ( . ) = ( . ) +

(⌊
1

2
+
θ̂[k − 1]− ( . )

π/2

⌋)
π

2
. (2.43)

Conforme mencionado, a tarefa de encontrar θ[k] se resume em estimar θ̂[k], dadas

observações y[k − i], . . . , y[k + i] pelo método de máxima verossimilhança.

A fase θ[k] é comumente modelada pelo processo de Wiener em tempo discreto [25]:

θ[k] = θ[k − 1] + ∆[k] ; (2.44)

θ[k − i] = θ[k] +
i−1∑

m=0

λm ; (2.45)

θ[k + i] = θ[k] +
i−1∑

m=0

µm , (2.46)

em que ∆[k], λm e µm são variáveis aleatórias gaussianas de média zero e variância

σ2
∆ = σ2

λ = σ2
µ = 2π∆ν Ts. A largura de banda ∆ν é a soma da largura de linha de
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3 dB dos lasers da portadora e do LO. Então:

y4[k − i] =

{
s[k − i] exp

[
j

(
θ[k] +

i−1∑

m=0

λm

)]
+ η[k − i]

}4

. (2.47)

Desprezando os termos de rúıdo com expoente superior a dois

y4[k − i] ≈ s4[k − i] exp

[
j 4

(
θ[k] +

i−1∑

m=0

λm

)]
+ z[k − i], (2.48)

em que z[k − i] é uma variável aleatória gaussiana de média zero e variância σ2
z =

16E3
s σ

2
η. A expressão reescreve-se em termos da energia de śımbolo Es = |s[k]|2:

y4[k − i] ≈ E2
s exp (j 4 θ[k]) exp

(
j4

i−1∑

m=0

λm

)
+ z[k − i]. (2.49)

Supondo que o termo 4
i−1∑
m=0

λm é suficientemente pequeno,

y4[k − i] ≈ E2
s exp (j 4 θ[k])

(
1 + j 4

i−1∑

m=0

λm

)
+ z[k − i] . (2.50)

O passo da Equação (2.50) corresponde à aproximação de exp(j 4
i−1∑
m=0

λm) pelos pri-

meiros dois termos da série de Taylor, válida para baixo rúıdo de fase [25].

Para os śımbolos futuros, de modo análogo [25]:

y4[k + i] ≈ E2
s exp (j 4 θ[k])

(
1 + j 4

i−1∑

m=0

µm

)
+ z[k − i] . (2.51)

Para um dado θ[k], a função densidade de probabilidade condicional do vetor r de

amostras passadas e futuras elevadas à quarta potência:

r =
[
y4[k −N ] . . . y4[k − 1] y4[k] y4[k + 1] . . . [y4[k +N ]

]
, (2.52)

de tamanho 2N + 1, é dada pela função de distribuição gaussiana multivariável [25]:

fr|θ[k](r | θ[k]) =
1

(2π)(2N+1)/2 |C|1/2
exp

[
−1

2
(r−mr)

H C−1(r−mr)

]
, (2.53)

em que

mr = E {r} = E2
s e

j 4 θ[k] 1. (2.54)

Na equação acima, 1 = [1 1 . . . 1]T(2N+1) , e C é a matriz covariância [25]:

C = 16E4
s K σ2

∆ + 16E3
s Kn, (2.55)
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com Kn = σ2
w I(2N+1) x (2N+1), e K dado por [25]:

K =




N · · · 2 1 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
... . .

. ...

2 · · · 2 1 0 0 0 · · · 0

1 · · · 1 1 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 1 1 · · · 1

0 · · · 0 0 0 1 2 · · · 2
... . .

. ...
...

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 1 2 · · · N




. (2.56)

A função de máxima verossimilhança logaŕıtmica é dada por:

θ̃[k]ML = arg max
θ[k]

ln
(
fr|θ[k](r | θ[k])

)
. (2.57)

Substituindo a expressão para fr|θ[k](r | θ[k]):

θ̃[k]ML = arg max
θ[k]

ln

(
1

(2π)(2N+1)/2 |C|1/2

)
− 1

2
(r−mr)

H C−1(r−mr). (2.58)

Já que o primeiro termo não depende de θ e o segundo termo é negativo, obtém-se:

θ̃[k]ML = arg min
θ[k]

(r−mr)
H C−1(r−mr). (2.59)

Para obter o argumento que minimiza a expressão da Equação 2.59, calcula-se a

sua derivada em relação a θ[k], igualando-a a “zero”:

d

d θ[k]

[
(r−mr)

H C−1 (r−mr)
]

= 0. (2.60)

Reescrevendo mr usando a definição da Equação 2.54, obtém-se:

d

d θ[k]

[(
r− E2

s e
j4θ[k]1

)H
C−1

(
r− E2

s e
j4θ[k]1

)]
= 0. (2.61)

Aplicando a derivada,

(
−E2

s e
j4θ[k]1

)H
C−1

(
r− E2

s e
j4θ[k]1

)
+

+
(
r− E2

s e
j4θ[k]1

)H
C−1

(
−E2

s e
j4θ[k]1

)
= 0, (2.62)

E2
s j4 e

−j4θ[k]1HC−1r− E4
s j4 · 1HC−11 −

−E2
s j4 e

j4θ[k]rC−11+ E4
s j4 · 1HC−11 = 0. (2.63)
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Simplificando:

e−j4θ[k]
(
1HC−1r

)
= ej4θ[k]

(
rHC−11

)
. (2.64)

Seguem-se, então, os seguintes passos:

ej4θ[k] =
e−j4θ[k]

(
1HC−1r

)

rHC−11
; (2.65)

ej8θ[k] =
1HC−1r

rHC−11
. (2.66)

Multiplicam-se o numerador e o denominador do termo à direita da igualdade na

Equação 2.66 por 1HC−1r :

ej8θ[k] =

(
1HC−1r

)2
∥∥rHC−11

∥∥2 , (2.67)

4 θ[k] = arg
(
1HC−1 · r

)
. (2.68)

Finalmente:

θ[k] =
1

4
arg
(
1HC−1 · r

)
. (2.69)

Na arquitetura FFCR, a estimativa desejada, θ̂[k], resulta em:

θ̂[k] = PU

{
1

4
arg

(
1T C−1 · r

)}
. (2.70)

2.6 DECISÃO E DECODIFICAÇÃO

Seja S = {si =
√
Es exp{j (2i−1)π

4
}, (i = 1 . . . 4)} o conjunto de śımbolos QPSK

transmitidos, e yr[k] sinal de sáıda do bloco de recuperação de fase, corrompido por

AWGN. A tarefa de decisão consiste em realizar mapeamento de yr[k] a uma estimativa

ŝ[k] ∈ S do śımbolo transmitido, si[k], de forma que minimize a probabilidade de erro

[1].

A regra de decisão ótima é formulada como [1]:

ŝ[k] = si[k], (2.71)
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se

Ps |yr (si[k] | yr[k]) ≥ Ps |yr (sj[k] | yr[k]) , (2.72)

Para qualquer i 6= j . Ou, em termos de ML:

ŝi[k]ML = arg max
si

ln
{
Ps |yr (si[k] | yr[k])

}
. (2.73)

Aplicando a Regra de Bayes:

Ps |yr (si[k] | yr[k]) =
Ps (si[k]) Pyr |s (y

r[k] | si[k] )
Pyr (yr[k])

. (2.74)

Como si são equiprováveis, e Pyr (y
r[k]) não depende de si, ŝi[k]ML se resume em:

ŝi[k]ML = arg max
si

ln
{
Pyr |s (y

r[k] | si[k] )
}
. (2.75)

Visto que Pyr |s (y
r[k] | si[k] ) é uma variável aleatória com distribuição gaussiana de

média si[k] e variância dada pela potência do rúıdo, N0, ela é substitúıda na Equação

2.75 pela sua função densidade de probabilidade:

ŝi[k]ML = arg max
si

ln

{
1√
π N0

exp

[
− 1

N0

(yr − si)
2

]}
. (2.76)

Aplicando o logaritmo:

ŝi[k]ML = arg min
si

(yr − si)
2. (2.77)

Aplicando o resultado de [1] que afirma que (yr − si)
2 = ‖yr − si‖2, obtém-se:

ŝi[k]ML = arg min
si

‖yr − si‖2 ; (2.78)

= arg min
si

‖yr − si‖ . (2.79)

A Equação 2.79 implica que as regiões de decisão de menor erro são dadas pela

menor distância euclidiana dos pontos da constelação {s1, . . . s4 }, correspondentes aos
quadrantes I ... IV do plano definido pelas componentes em fase e em quadratura,

respectivamente, como mostra a Figura 2.11.

A codificação e a decodificação do sinal QPSK são feitas pelo código Gray, descrito

na Tabela 2.1. O racioćınio que guia este tipo de codificação é reduzir a probabilidade

de erro, aumentando a distância euclidiana entre śımbolos que se diferenciam por 2

bits (Figura 2.11). Desta forma, a probabilidade de erro de um bit é menor que a

probabilidade de erro de dois bits.

Como será visto na Seção 3.3, um sinal complexo recuperado pelos algoritmos não-

supervisionados baseados nas propriedades estat́ısticas de ordem superior é sujeito a
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Limiar de decisão

L
im

ia
r 

de
 d

e
ci

sã
o

s1

01
s2

00

s3
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s4

11

Figura 2.11: Regiões de decisão para sinais QPSK e código Gray correspondente (mo-

dificado de [1]).

Tabela 2.1: Codificação do Sinal QPSK Segundo o Código Gray

Fase do sinal Codificação Gray

π/4 10

3π/4 00

5π/4 01

7π/4 11

uma rotação de fase arbitrária. Assim, por um lado, o algoritmo CMA é dito imune ao

rúıdo de fase e desvio de frequência no sentido de que eles não afetam o seu desempenho,

porém, por outro lado ele não consegue recuperar a verdadeira fase do sinal, apenas a

fase relativa a um referencial qualquer. O problema de ambiguidade de fase do sinal

em sistemas DP-QPSK é resolvido por meio de codificação - decodificação diferencial,

em que os bits de informação não estão mais codificados na fase do śımbolo, senão na

diferença de fase entre dois śımbolos adjacentes. Este esquema de modulação requer

um codificador no transmissor, e um decodificador com memória no receptor.

Desta forma, após a decisão, o n -ésimo śımbolo QPSK diferencial é calculado como:

s d
i [n] = exp

{
j
π

4
+ arg ( si[n] )− arg ( si[n− 1] )

}
, (2.80)

sendo si[n] – o n -ésimo śımbolo recuperado na decisão. Os bits de informação são

obtidos, então, a partir dos śımbolos diferenciais pelo código Gray.
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3 EQUALIZAÇÃO ADAPTATIVA

Este caṕıtulo investiga os aspectos que constituem a base teórica do bloco de se-

paração de fontes e desconvolução, descrito na Seção 2.4. Inicialmente (Seção 3.2),

são apresentados dois critérios de equalização, a equalização ideal (Zero-forcing) e a

equalização ótima no sentido de erro quadrático médio mı́nimo (critério de Wiener),

utilizados na discussão posterior. Em seguida, são apresentados os conceitos da equa-

lização adaptativa, empregada nas aplicações que envolvem mudanças temporais do

canal de comunicação, e da filtragem estocástica. A Seção 3.3 discute os teoremas

fundamentais da equalização não supervisionada, o Teorema de Benveniste, Goursat e

Ruget e o Teorema de Shalvi e Weinstein. Ademais, são apresentadas as técnicas de

Bussgang de equalização, que englobam, também, o algoritmo do módulo constante. A

seção discute, também, a teoria dos equalizadores fracionalmente espaçados e explica os

motivos para o seu uso em sistemas DP-QPSK. A seção subsequente (Seção 3.3.4) apre-

senta o algoritmo do módulo constante, discute as suas propriedades de convergência

e a sua extensão para o caso de múltiplos usuários. Finalmente, a Seção 3.4 define

o problema de singularidade e apresenta as três técnicas para evitá-la, investigadas

experimentalmente neste trabalho.

3.1 MODELO DISCRETO DE SISTEMA DE COMUNICAÇÃO

A Figura 3.1 mostra o modelo de um sistema de comunicação discreto, em que s[k]

representa amostras do sinal transmitido discretizado no tempo, r[k] o sinal recebido,

discretizado no tempo, η[k] amostras do rúıdo aditivo branco gaussiano (additive white

Gaussian noise – AWGN), y[k]o sinal discreto no tempo na sáıda do equalizador, h[k]

resposta ao impulso do canal e w[k] resposta ao impulso do equalizador. Por agora, no

intuito de simplificar a discussão, é admitida a taxa de amostragem de uma amostra

por śımbolo.

Desta forma, o sinal x[k] na sáıda do canal é escrito como:

x[k] =
∞∑

i=−∞

(h[i] s[k − i] ) + η[k] = h[k] ∗ s[k] + η[k], (3.1)
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h[k] w[k]∑
x[k]s[k] y[k]

η[k]

r [k]

Figura 3.1: Modelo de um sistema de comunicação.

em que (∗) representa o operador de convolução.

Para um certo atraso d do canal, a Equação (3.1) pode ser reescrita da seguinte

forma:

x[k] = h[d] s[k − d] +
∞∑

i=−∞, i 6=d

(h[i] s[k − i] ) + η[k] . (3.2)

O termo
∞∑

i=−∞, i 6=d

(h[i] s[k − i] ) representa o reśıduo correspondente à interferência

intersimbólica (intersymbol interference – ISI) [26]. Portanto, é necessário mitigar as

degradações do canal, i.e., a ISI e o rúıdo aditivo. Em aplicações práticas, esta tarefa

é realizada pelo equalizador, que produz a sáıda

y[k] =
N−1∑

i=0

(w∗[i] x[k − i] ) = wH x[k], (3.3)

em queN é o tamanho do equalizador, w o vetor de coeficientes do filtro [w1 w2 . . . wN ],

x[k] = [ x[k] x[k − 1] . . . x[k − N + 1 ] ], e o operador ( . )H significa o transposto

conjugado.

Aqui é adotada a seguinte nomenclatura: no caso de sinal de entrada e sinal de sáıda

únicos (Singe Input - Single Output – SISO) o equalizador é formado por apenas um

filtro. Por consequência, neste caso, as palavras “filtro” e “equalizador” são usadas de

forma intercambiável. Nas estruturas mais complexas, por exemplo estrutura “borbo-

leta”, que corresponde a um equalizador de duas entradas e duas sáıdas, denomina-se

equalizador a estrutura completa, e cada um dos componentes transversais de filtros.

3.2 PRINCÍPIOS DE FILTRAGEM ADAPTATIVA

A seguir, são apresentados critérios de equalização necessários para a consequente

discussão de filtragem adaptativa e filtragem adaptativa não-supervisionada.
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3.2.1 Equalização Zero-Forcing

Admitindo, para fins didáticos, ausência de rúıdo, é posśıvel descrever a sáıda do

sistema em termos da resposta combinada canal-equalizador c[k] = h[k] ∗ w[k]:

y[k] =
∞∑

i=−∞

c[i] s[k − i] = c[k] ∗ s[k] . (3.4)

Pode-se, então, definir o critério da equalização ideal:

y[k] = α s[ k − d ] , α ∈ R (3.5)

em que α é um coeficiente de atenuação ou amplificação. Ou seja, o sinal na sáıda é

proporcional em magnitude ao sinal de entrada sujeito a algum atraso. A comparação

das Equações (3.4) e (3.5) implica:

c[k] = α δ [ k − d ] . (3.6)

Neste caso, o equalizador “força” para zero todos os coeficientes de c[k], corres-

pondentes a instantes de tempo diferentes do atraso d, dando origem ao nome “zero

forcing”.

A equalização ZF serve como um critério de equalização ideal. Ela é raramente

implementada em filtros de sistemas reais, pois possui duas desvantagens:

• desconsidera a presença de rúıdo e, consequentemente, amplifica os seus compo-

nentes que aparecem na vizinhança do zero espectral da resposta em frequência

do canal [27];

• requer utilização de um filtro de tamanho infinito para mitigação completa de

ISI, pois visa inverter um canal, que, na maioria das aplicações, é modelado por

um filtro FIR.

3.2.2 Equalização Ótima – Filtro de Wiener

Um equalizador é denominado ótimo no sentido de erro quadrático médio mı́nimo,

quando minimiza a expressão E{| s[ k − d ]− y[k] |2} = E{|e[k]|2}. Este critério é

conhecido como o critério de Wiener [26]. O erro quadrático médio define a função de

custo JWiener [27]:

JWiener = E {|e[k]|2}. (3.7)

29



Substituindo a expressão para o erro:

JWiener = E {(s[k − d]−wH x[k]) (s[k − d]−wH x[k])∗} (3.8)

Realizando a multiplicação dos termos e simplificando obtém-se:

JWiener = E {s[k − d] s∗[k − d]− s[k − d]wTx∗[k]−wHx[k] s∗[k − d] +

+ wx[k]wT x∗[k]}; (3.9)

= E {|s[k − d]|2 − s[k − d]wHx[k]−wHx[k] s∗[k − d] +

+ wHx[k]x[k]wH}. (3.10)

Ou, de outra forma:

JWiener = σ2
s − pH

d w−wH pd +wH Rxw. (3.11)

Na Equação 3.11 σ2
s é a variância do sinal transmitido, Rx = E {x[k]xH [k]} é a matriz

de autocorrelação das amostras da entrada do equalizador, e pd = E {x[k] s∗[k − d ]}
vetor de correlação cruzada entre o sinal transmitido e o sinal de entrada do equalizador.

Um desenvolvimento adicional da Equação (3.11) produz [27]:

JWiener = σ2
s − pH

d w−wH pd +wH Rxw, (3.12)

= σ2
s − pH

d R−1
x pd + (Rxw− pd)

H R−1
x (Rxw− pd). (3.13)

As seguintes observações decorrem da inspeção da Equação (3.13):

1. Apenas o último termo depende do vetor de coeficientes do filtro w.

2. O termo (Rxw − pd)
H R−1

x (Rxw − pd) é não negativo, já que a matriz R−1
x é

positiva semi-definida (PSD), i.e., aH R−1
x a ≥ 0 ∀ a 6= 0 .

A última afirmação deriva-se das seguintes propriedades [27]:

• propriedade da matriz de correlação ser não negativa definida.

• propriedade da matriz inversa de uma matriz PSD também ser PSD.

Essas obervações levam à conclusão que a expressão na Equação (3.13) é minimizada

quando o termo w− pd é nulo. Isto ocorre na condição:

Rxw = pd (3.14)

⇒ wopt = R−1
x pd, (3.15)

em que o subscrito “opt” denota o vetor de coeficientes ótimo.
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A Equação (3.15) é denominada de solução de Wiener [26]. A combinação das

Equações (3.11) e (3.14) permite calcular o erro médio quadrático mı́nimo (minimum

mean square error – MMSE):

MMSE = σ2
s − pH

d R−1
x pd . (3.16)

A Equação (3.16) mostra que um aumento da correlação entre o sinal transmitido e

o sinal de entrada do equalizador, mensurada por pd , reduz o erro quadrático mı́nimo.

É importante notar que existem diferentes soluções de Wiener, não equivalentes a

prinćıpio, para diferentes valores de atraso d.

3.2.3 Equalização Adaptativa, Algoritmo de Gradiente Descendente

Na maioria das aplicações, o canal está sujeito a mudanças temporais. Nestas

condições é interessante trabalhar com algoritmos adaptativos, i.e., algoritmos que

estimam os coeficientes do filtro de maneira iterativa. Figura 3.2 apresenta um modelo

esquemático de um equalizador linear transversal adaptativo.

H[z] z-1 z-1 z-1

Cálculo de 
sinal de erro

...

...

∑

η[k]

s[k] x[k] x[k-1] x[k-N+1]

y[k]∆w (x[k],e[k])

∑

canal

LTE
*
0w *

1w *
1+− Nkw

Figura 3.2: Modelo de equalizador linear transversal adaptativo (modificado de [2]).

Um equalizador é dito linear quando a sáıda é obtida por meio de combinação linear

de entradas, e o termo transversal se refere à estrutura do filtro.
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Em cada iteração o equalizador efetua as seguintes operações [27]:

• filtragem

y[k] = wH [k − 1]x[k]; (3.17)

• cálculo de erro

e[k] = s[ k − d ]− y[k]; (3.18)

• ajuste adaptativo

w[k] = w[k − 1] + ∆w (x[k], e[k]), (3.19)

em que o termo corretivo ∆w[k] é determinado para estimarwopt. Deve-se observar que

a sáıda, y[k], é estimada por meio de coeficientes passados do filtro, w[k− 1]. A sáıda,

y[k], e o erro correspondente, e[k], neste caso, são considerados preditos. Algoritmos

deste tipo são chamados adaptativos a priori [27].

O algoritmo de gradiente descendente baseia-se, como o filtro de Wiener, no critério

de erro quadrático médio mı́nimo. Por consequência, ele possui a mesma função de

custo, com apenas um ponto estacionário, o mı́nimo global que define a solução de

Wiener. Para encontrar este mı́nimo, o algoritmo avança pela superf́ıcie da função de

custo em passos na direção do gradiente negativo a partir do ponto atual, definido pelo

vetor coeficientes w[k]. O gradiente é encontrado pela derivação da função de custo,

dada pela Equação (3.11), em relação ao vetor de coeficientes do filtro, w, que, visando

a simplicidade, é assumido real no desenvolvimento a seguir:

∇JWiener =
∂

∂w
{σ2

s − pT
dw−wT pd +wT Rxw}, (3.20)

= −2pd + 2Rx, (3.21)

já que Rx é simétrica.

A Equação 3.19 resulta em:

w[k] = w[k − 1] + µ (−∇JWiener[k − 1]) . (3.22)

Usando a relação da Equação (3.21):

w[k] = w[k − 1] + 2µ (pd −Rxw[k − 1]) . (3.23)

Reescrevendo os termos pd e Rx de maneira expĺıcita, com um desenvolvimento adici-

onal obtém-se:

w[k] = w[k − 1] + 2µ
(
E{s[ k − d ] x[k]} − E{x[k] xT [k]}w[k − 1]

)
, (3.24)

= w[k − 1] + 2µ
(
E{s[ k − d ] x[k]} − E{x[k] yT [k]}

)
, (3.25)

= w[k − 1] + 2µ
(
E{x[k] (s[ k − d ]− yT [k] )}

)
. (3.26)
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Notando que o termo (s[ k − d ]− yT [k] ) é, por definição, o erro do equalizador:

w[k] = w[k − 1] + 2µ (E{x[k] e[k]}) . (3.27)

O parâmetro positivo µ, denominado passo de adaptação, ou de taxa de aprendi-

zagem, controla a velocidade de convergência do algoritmo. A escolha adequada dele

influencia na estabilidade do equalizador. Em geral, o algoritmo é dito estável, se con-

vergir para o mı́nimo independentemente da estimação inicial [27]. A seguir obtém-se

o limite superior de estabilidade para o parâmetro µ [27]:

Seja w̃[k] vetor de coeficientes de erro, definido como

w̃[k] , w[k]−wopt. (3.28)

Reescrevendo a Equação (3.23) resulta em:

w[k] = w[k − 1] + 2µ (pd −Rxw[k − 1]) , (3.29)

= (I− 2µRx)w[k − 1] + 2µpd. (3.30)

Assim,

w̃[k] = w[k]−wo = (I− 2µRx)w[k − 1] + 2µpd −wopt, (3.31)

= (I− 2µRx) (w̃[k − 1] +wopt) + 2µpd −wopt, (3.32)

ou, ainda:

w̃[k] = (I− 2µRx) w̃[k − 1] +wopt − 2µRxwopt + 2µpd −wopt . (3.33)

Empregando a Equação (3.15),

w̃[k] = (I− 2µRx) w̃[k − 1]. (3.34)

Usando a decomposição em componentes principais: Rx = QΛQH , comQ = [q1 . . .qN ]

sendo matriz composta de autovetores de Rx, e Λ = diag (λ1 . . . λN) a matriz, cuja

diagonal principal é composta por autovalores correspondentes, utilizando, também, a

propriedade QH = Q−1 , obtém-se:

ŵ[k] = (I− 2µΛ) ŵ[k − 1] , (3.35)

ou

ŵi[k] = (1− 2µλi) ŵi[k − 1], (3.36)

= (1− 2µλi)
k ŵi[0] , i = 1, 2, . . . , N, (3.37)

em que ŵ[k] = QHw̃[k] é o vetor de coeficientes de erro transformado.
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A Equação (3.37) descreve uma relação de recorrência, reescrita a partir do vetor

de coeficientes iniciais do equalizador, w[0]. Para que o i -ésimo coeficiente de erro,

ŵi[k], convirja para zero, é necessário:

| 1− 2µλi | < 1 , (3.38)

ou, de forma equivalente,

µ <
1

λi
. (3.39)

Portanto, µ é limitado pelo autovalor máximo de Rx:

µ <
1

λmax

. (3.40)

A condição da Equação(3.40) é suficiente para garantir a convergência do algoritmo

[27] [28].

Outra caracteŕıstica do equalizador que depende do parâmetro µ é a precisão em re-

gime permanente. Para equalizadores com µ constante, o algoritmo converge próximo

ao ponto mı́nimo da superf́ıcie de custo, porém, nunca acomodando-se nele. A dife-

rença entre o mı́nimo em regime permanente e o mı́nimo global é denominada de erro

quadrático médio excessivo (excess mean square error – EMSE) [28]. Conforme men-

cionado, a diminuição do parâmetro µ aumenta o tempo de convergência do algoritmo.

Desta forma, a abordagem correta é escolher menor µ posśıvel dentro dos limites de

tempo de convergência permitidos [28]. Contudo, µ não é o único fator que influencia

no erro quadrático médio excessivo. Outros fatores contribuintes são a presença de

rúıdo, o tamanho do equalizador e a potência do sinal recebido [3]. Em geral, o EMSE

é um parâmetro de dif́ıcil estimação, que pode ser aproximado pela seguinte expressão

[28]:

EMSE ≈ µ

2
l (N + 1 )E {|x[k]|2} ·MMSE, (3.41)

sendo l o fator de superamostragem (taxa de amostras por śımbolo utilizada no re-

ceptor), N o tamanho do filtro e E {|x[k]|2} a potência do sinal recebido.

3.2.4 Filtragem Estocástica - Algoritmo de Média Quadrática Mı́nima

O algoritmo de média quadrática mı́nima (least mean square algorithm – LMS)

pode ser derivado pela aproximação ao algoritmo do gradiente descendente. No caso

em que os dados dispońıveis são o vetor recebido x[k] e a resposta desejada s[k−d], e o
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gradiente (veja Equação 3.21) não pode ser calculado de forma exata, Rx e pd podem

ser aproximados pelos valores instantâneos

Rx ≈ x[k]xH [k], (3.42)

e

pd ≈ x[k] s∗[k − d]. (3.43)

Assim, o gradiente aproximado [27] torna-se

∇′

JWiener[k] = 2x[k]xH [k]w[k − 1]− 2x[k]s∗[k − d ], (3.44)

= −2x[k] e∗[k], (3.45)

sendo o erro de filtragem a priori

e[k] = s[k − d ]−wH [k − 1]x[k]. (3.46)

A adaptação dos coeficientes, portanto, se resume em:

w[k] = w[k − 1] + 2µx[k] e∗[k]. (3.47)

A natureza estocástica do algoritmo LMS baseia-se na hipótise de que o gradiente

estimado ∇′

JWiener, após um grande número de iterações, se aproxima do gradiente

verdadeiro. Ou seja:

lim
k→∞

∇′

JWiener[k] = ∇JWiener[k]. (3.48)

Portanto, este algoritmo também é conhecido como o algoritmo do gradiente estocástico

descendente.

3.3 EQUALIZAÇÃO ADAPTATIVA NÃO SUPERVISIONADA E O AL-

GORITMO DO MÓDULO CONSTANTE

Equalização não supervisionada, denominada, também, de equalização autodidata

ou “cega”, tem por objetivo a recuperação do sinal transmitido a partir do sinal re-

cebido e algumas informações sobre as caracteŕısticas do sinal, sem a necessidade de

transmissão de amostras conhecidas, ou seja, sem usar uma sequência de treinamento

[26]. Estas informações consistem em conhecimento a priori sobre as propriedades

estat́ısticas do sinal. A seguir, são apresentados resultados fundamentais da teoria

de equalização autodidata: o Teorema de Benveniste-Goursat-Ruget e o Teorema de

Shalvi-Weinstein.
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3.3.1 Fundamentos da Equalização Autodidata

Os critérios da equalização autodidata ditam que as estat́ısticas de segunda ordem

do sinal não são suficientes para uma equalização bem sucedida, pois não portam a

informação de fase, essencial para a inversão do canal de fase não-mı́nima [27].

Um teorema fundamental da equalização autodidata foi apresentado por Benveniste,

Goursat e Ruget em [29]. Uma versão dela, conforme aparece em [26] está anunciada

a seguir:

Teorema 3.3.1 (Teorema BGR) Sejam as seguintes hipóteses:

1. O sinal transmitido é formado por amostras independentes, identicamente dis-

tribúıdas (i.i.d.);

2. Canal e equalizador são filtros lineares;

3. Não há adição de rúıdo;

4. Existe a possibilidade de inversão perfeita no sentido de Zero-Forcing;

Sob as condições 1 – 4, caso as funções densidade de probabilidade do sinal trans-

mitido (não-gaussiano) e do sinal na sáıda do equalizador sejam iguais, garante-se

que

c[k] = ej θδ[ k − d ] , (3.49)

sendo c[k] a resposta combinada do canal-equalizador, e θ uma rotação arbitrária.

Primeiramente, o Teorema BGR manifesta que a equalização autodidata é, de

fato, posśıvel. Além disso, ele estabelece as restrições para a obtenção da equa-

lização perfeita. É importante observar que, para sinais complexos, a resposta do

canal-equalizador está sujeita a uma rotação arbitrária θ.

Shalvi e Weinstein, em [30], estabeleceram um critério mais suave para a equalização

perfeita, anunciando que, para uma inversão do canal, é necessário testar apenas a

variância e a curtose. A última, para uma variável aleatória x é definida pela Equação

(3.50) [26]:

κ(4)x = E
{
| x|4

}
− 2E2

{
| x|2

}
−
∣∣E
{
x2
}∣∣2 . (3.50)

Segue o enunciado do teorema, conforme apresentado em [27]:

Teorema 3.3.2 (Teorema SW) Sejam válidas as hipóteses 1 – 4 do Teorema 3.3.1.

Se E
{
|y[k]|2

}
= E

{
|s[k]|2

}
, então:
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1.
∣∣∣κ(4)y

∣∣∣ ≤
∣∣∣κ(4)s

∣∣∣, isto é, a curtose do sinal da sáıda é menor ou igual à curtose

do sinal de entrada.

2.
∣∣∣κ(4)y

∣∣∣ =
∣∣∣κ(4)s

∣∣∣ se e somente se c[k] = ej θδ[ k − d ], sendo c[k] a resposta

combinada do canal-equalizador, e θ uma rotação arbitrária.

Ou seja, o Teorema demonstra que a condição necessária e suficiente para a equa-

lização autodidata perfeita é:

E
{
|y[k]|2

}
= E

{
|s[k]|2

}
(3.51)

e

∣∣κ(4)y

∣∣ =
∣∣κ(4)s

∣∣ . (3.52)

Desta forma, a obtenção do equalizador w[k] se reduz em resolução do problema

de otimização com restrição, dado por [27]:

arg max
w[k]

∣∣κ(4)y

∣∣ , dado que E
{
|y[k]|2

}
= E

{
|s[k]|2

}
. (3.53)

3.3.2 Algoritmos de Bussgang para Equalização Não-Supervisionada

A Figura 3.3 mostra a estrutura básica de um equalizador não supervisionado.

h[k] ∑

η[k]

s[k] x[k]

canal

Filtro 
equalizador

Algoritmo 
adaptativo

y[k]

∑
e[k]

(.)ψ~

Figura 3.3: Equalizador não supervisionado básico de Bussgang.

A distinção desta estrutura em comparação com a estrutura de equalização super-

visionada está na forma de cálculo do erro que alimenta o algoritmo adaptativo. O erro
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de fato, calculado pela diferença entre a resposta obtida e a desejada, é substitúıdo por

uma função não linear sem-memória do sinal da sáıda, ψ̃(y[k]).

A função de custo para este sistema é definida como [27]:

JBussgang , E {ψ [y[k]]} , (3.54)

em que

ψ(y) , ψ̃(y)− y. (3.55)

A não-linearidade de ψ̃ cria dependência da função de custo com as estat́ısticas de

ordem superior de y e s.

O erro que alimenta o algoritmo é calculado como:

e[k] = ψ̃ (y[k])− y[k], (3.56)

e a sáıda y[k], para um equalizador de tamanho finito 2N + 1 é:

y[k] =
N∑

i=−N

w∗
i [k − 1] x[k − i], (3.57)

= wH [k − 1]x[k]. (3.58)

Assim, o algoritmo estocástico a priori de atualização se resume em:

w[k] = w[k − 1] + µx[k] e∗[k]. (3.59)

Ao contrário do critério de erro quadrático médio, que depende das estat́ısticas de

segunda ordem e representa uma função quadrática multidimencional dos parâmetros

do equalizador, a função de custo JBussgang pode apresentar mı́nimos locais.

Os algoritmos que utilizam uma função não-linear para o cálculo de erro são deno-

minados algoritmos de Bussgang de equalização não supervisionada, pois a sáıda y[k]

representa um aproximado processo de Bussgang, i.e., satisfaz à seguinte propriedade

[27]:

E {y[k]y∗[k − i]} = E
{
y[k]ψ̃∗[k − i]

}
. (3.60)

Ou seja, a autocorrelação do processo é igual à correlação cruzada entre o processo e

uma transformação não-linear dele.

3.3.3 Equalizadores Fracionalmente Espaçados

A utilização de equalizadores fracionalmente espaçados (fractionally-spaced equali-

zers – FSE) é comum na prática, pois apresenta várias vantagens. Por exemplo, um
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equalizador espaçado na taxa de śımbolos (baud-spaced equalizer – BSE) de tamanho

finito não consegue atingir a equalização ZF do canal, enquanto um equalizador FIR

FSE consegue. Isto ocorre porque o BSE não satisfaz à condição forte da equalização

perfeita, a ser apresentada a seguir. Além disso, os equalizadores FSE apresentam

maior robustez a imperfeições de sincronismo de amostragem.

A entrada do FSE é obtida por meio de superamostragem da sáıda do canal, ou

seja, na taxa maior que a taxa de śımbolos Rb = 1/Ts. Normalmente, são usadas

taxas de amostragem com número inteiro de amostras por Ts definidas pelo fator de

superamostragem, l . Aqui, é considerada a taxa de duas amostras por śımbolo, ou

seja, l = 2 , pois é a taxa de amostragem utilizada no procedimento experimental do

trabalho.

Na discussão a seguir, o ı́ndice n se refere às grandezas na taxa de śımbolo, en-

quanto o ı́ndice k se refere às grandezas na taxa de amostragem, ou seja, grandezas

fracionalmente espaçadas.

A Figura 3.4 apresenta o modelo em banda base de um sistema de comunicação

monocanal com receptor FSE, cuja taxa de amostragem é Ts/2 [3].

h(t) w[k]+ 2

η(t)

Ts /2

s[n] r(t) x[k] y[k] y[n]

Figura 3.4: Modelo em banda base de um sistema de comunicação monocanal com

receptor espaçado a Ts/2 (modificado de [3]).

Uma sequência de śımbolos passa por um filtro formatador de pulsos e logo depois

é transmitida por um canal cuja resposta ao impulso em tempo cont́ınuo é h(t). Após

adição do rúıdo, o sinal resultante, r(t), é amostrado na taxa Ts/2 e equalizado por um

FSE, cuja sáıda y[k] é, em seguida, dizimada por fator de 2, produzindo uma sequência

na taxa de śımbolos, y[n].

As Figuras 3.5 e 3.6 apresentam dois modelos equivalentes em tempo discreto, utili-

zados para análise do sistema fracionalmente espaçado. Enquanto o modelo multitaxa

da Figura 3.5 faz uso de coeficientes do canal fracionalmente espaçados em tempo

discreto, o modelo multicanal os subdivide em duas partes, par e ı́mpar, na taxa de

śımbolos, espaçados entre si de Ts/2. Em [3] é demonstrada a equivalência entre os

modelos. Análise a seguir mostra como o FSE satisfaz à condição forte de equalização

perfeita.

Considerando o modelo multicanal, com tamanho do equalizador 2N e tamanho
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h[k] w[k]+ 2

η[k]

s[n] x[k] y[k] y[n]
2

s[k]

Figura 3.5: Modelo multitaxa de um sistema monocanal com receptor espaçado a Ts/2

(modificado de [3]).

hpar[n] wímpar[n]+

ηpar[n]

s[n]

x[k]

y[n]

hímpar[n] wpar[n]+

ηímpar[n]

x[k]

+

Figura 3.6: Modelo multitaxa de um sistema monocanal com receptor espaçado a Ts/2

(modificado de [3]).

do canal fracionalmente espaçado 2M , os conjuntos de coeficientes pares e ı́mpares do

equalizador podem ser separados da seguinte forma:

wpar = [w0 w2 . . . w2N−2]
T ,

= [wpar
0 wpar

1 . . . wpar
N−1]

T ; (3.61)

wimp = [w1 w3 . . . w2N−1]
T ,

= [wimp
0 wimp

1 . . . wimp
N−1]

T . (3.62)

Também, os coeficientes pares e ı́mpares do canal podem ser separados:

hpar = [h0 h2 . . . h2M−2]
T ,

= [hpar0 hpar1 . . . hparM−1]
T ; (3.63)

himp = [h1 h3 . . . h2M−1]
T ,

= [himp
0 himp

1 . . . himp
M−1]

T . (3.64)
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Em seguida são definidas duas matrizes Toeplitz de tamanho [(M +N − 1) × N ]:

Hpar =




hpar0

hpar1 hpar0

... hpar1

hparM−1

...
. . . hpar0

hparM−1 hpar1

...

hparM−1




, (3.65)

Himp =




himp
0

himp
1 himp

0

... himp
1

himp
M−1

...
. . . himp

0

himp
M−1 himp

1

...

himp
M−1




. (3.66)

Assim, é posśıvel escrever a resposta impulsional do sistema canal-equalizador na

ausência de rúıdo:

c[n] = hpar[n] ∗ wimp[n] + himp[n] ∗ wpar[n]. (3.67)

Em forma matricial:

c = Hw, (3.68)

em que:

H = [Himp Hpar] (3.69)

e

w =

[
wpar

wimp

]
. (3.70)

A equalização ZF implica em uma resposta impulsional do sistema canal-equalizador

dada por um impulso com atraso arbitrário d (Equação (3.2.1)). Ou seja,

cZF = Hw,

= δδδd, (3.71)
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com

δδδd = [0 . . . 0 1 0 . . . 0]T , (3.72)

em que d, tal que 0 ≤ d ≤M +N −2, indica a posição do coeficiente diferente de zero.

O sistema de equações lineares, especificado pela Equação (3.71), tem solução apenas

se H é de posto coluna completo. Isto ocorre apenas quando o número de colunas é

maior ou igual ao número de linhas da matriz [3] [27]. Neste caso:

2N ≥ M +N − 1, (3.73)

N ≥ M − 1. (3.74)

A condição apresentada em Equação (3.74) é denominada de condição forte para

a equalização perfeita. Por outro lado, a aplicação do mesmo desenvolvimento a um

sistema com equalizador BSE resulta em:

HBS =




h0

h1 h0
... h1

h2M−1

...
. . . h0

h2M−1 h1
...

h2M−1




, (3.75)

wBS = [w0 w1 . . . w2N−1]
T . (3.76)

O sistema de equações lineares

δδδd = HBS wBS, (3.77)

não tem solução, pois o número de linhas de HBS, dado por 2(M +N)− 1 , é sempre

maior que o número de colunas, 2N .

Além de alcançar a equalização perfeita na ausência de rúıdo, o FSE possui outras

vantagens importantes, entre quais estão a insensibilidade à fase de amostragem e

incremento reduzido de rúıdo [3].

3.3.4 O Critério de Módulo Constante

O critério de módulo constante foi primeiramente proposto por Dominique Godard

em 1980 em [9], ainda sem ser batizado por este nome. De fato, ele propôs a seguinte
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função de custo [26]:

JGodard = E
{
(Rp − |y[k]|p)2

}
, (3.78)

em que

Rp =
E
{
|s[k]|2p

}

E {|s[k]|p} , (3.79)

é uma constante real positiva, conhecida como dispersão de ordem p.

O nome algoritmo do módulo constante (CMA) apareceu na literatura em 1983,

em [31], quando Treichler e Agee introduziram de forma independente o critério de

Godard para ordem de dispersão p = 2.

De forma intuitiva, o critério de módulo constante penaliza desvios em magnitude

do sinal equalizado em relação a um certo valor fixo [3]. Este afastamento é provocado

pela interferência intersimbólica e rúıdo aditivo. Assim, uma transformação linear,

baseada na função de custo de Godard, mapeia o sinal recebido em pontos de magnitude

constante (anel, na presença de rúıdo de fase), eliminando a interferência intersimbólica.

Este efeito é observado na Figura 2.8, para um sinal QPSK.

Evidentemente, quando p = 2 , as expressões das Equações (3.78) e (3.79) carregam

a informação contida nas estat́ısticas de segunda e quarta ordem, conforme previsto

pelo Teorema de Shalvi & Weinstein. Uma caracteŕıstica diferencial da função de custo

do CMA é a capacidade de caracterizar o ńıvel de interferência intersimbólica na sáıda

do equalizador independentemente da fase da portadora [26]. Isto torna o algoritmo

“imune” ao rúıdo de fase e desvio de frequência, discutidos na Seção 2.5. A adaptação

dos coeficientes do filtro com CMA, segundo o gradiente estocástico descendente é

realizada da seguinte forma:

w[k] = w[k − 1] + µx[k]e∗[k], (3.80)

com

e[k] =
(
Rp − |y[k]|2

)
y[k]. (3.81)

3.3.5 Propriedades de Convergência do CMA, Caso SISO

Define-se a curtose normalizada, empregada na discussão a seguir da seguinte forma:

κNorm
s ,

E
{
|s[n]|4

}

σ4
s

. (3.82)

Assim, para que o CMA consiga obter uma equalização perfeita, as seguintes condições

devem ser satisfeitas [28]:
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1. Matriz do canal, H, é de posto coluna completo (a condição forte da equalização

perfeita ).

2. Ausência de rúıdo aditivo.

3. Fonte i.i.d. com simetria circular, ou seja E {s2[n]} = 0, no caso complexo.

4. Fonte sub-gaussiana. Ou seja, a curtose normalizada da fonte satisfaz:

κNorm
s < κNorm

g , (3.83)

sendo κNorm
g = 2 para o caso complexo, e κNorm

g = 3 para o caso real.

A Figura 3.7 apresenta a superf́ıcie da função de custo do CMA para um sinal

BPSK, quando os quesitos 1 – 4 acima são satisfeitos.

Figura 3.7: Função de custo do CMA para um sinal BPSK com canal que satisfaz às

condições da equalização perfeita.

As figuras desta seção foram geradas por meio da expressão da função de custo

CMA para sinais e canais reais, apresentada em [28]:

JCM |Real =
1

4
σ4
s (κs − 3)

∥∥HTw
∥∥4
4
+

3

4
σ4
s

∥∥HTw
∥∥4
2
+

1

4
σ4
η (κη − 3) ‖w‖44

+
3

4
σ4
η ‖w‖42 +

3

2
σ2
sσ

2
η

∥∥HTw
∥∥2
2
‖w‖22

−1

2
σ2
sκs

(
σ2
s

∥∥HTw
∥∥2
2
+ σ2

η ‖w‖22
)
+

1

4
σ4
sκ

2
s, (3.84)
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sendo

‖A‖lm =

(
m

√
A2

1 + A2
2 + . . . A2

N

)l

. (3.85)

Os valores utilizados são: σ2
s = κs = 1, κη = 3, por ser rúıdo Gaussiano real.

A matriz do canal, H, é especificada para cada caso, e a relação entre a variância do

rúıdo, σ2
η , e SNR [dB] é dada por:

σ2
η = N0/2 (3.86)

=
Eb

2 · 10 SNR/10
(3.87)

=
Es / log2 2

2 · 10 SNR/10
, (3.88)

em que Es = 1 é a energia de śımbolo, Eb a energia de bit e N0 a potência do rúıdo.

Neste caso, são observadas quatro regiões de mı́nimo, com as regiões simétricas

em relação à origem correspondendo aos valores diferentes do atraso (d ∈ 0, 1), e

as regiões adjacentes correspondendo às soluções com inversão de polaridade do sinal

equalizado (+, −). No caso do sinal complexo, por exemplo, QPSK, os pares de pontos

correspondentes à polaridade se tornam regiões de mı́nimos cont́ınuos, gerados pela

excursão do ângulo de rotação entre 0 e 2π [3], como dita a condição de equalização

perfeita não supervisionada para sinal complexo (Equação (3.49)). O canal utilizado

para a geração da Figura 3.7 possui quatro coeficientes:

H =

[
0.8321 −0.0605

−0.0702 0.7850

]
, (3.89)

escolhidos arbitrariamente, satisfazendo, porém, as condições 1 – 4 acima. Na Figura

3.8, as curvas de ńıvel da função de custo são mostradas, com asteriscos indicando a

posição da perfeita inversão do canal.

Evidentemente, neste caso os mı́nimos da função de custo do CMA coincidem com os

pontos correspondentes à equalização perfeita. A seguir são demonstrados os impactos

que provocam as condições da equalização perfeita no formato da superf́ıcie da função

de custo, por meio de exemplos de baixa complexidade. A Figura 3.9 exibe a função

de custo para o mesmo canal, com adição de rúıdo, correspondente à SNR de 5 dB.

Observa-se neste caso, como era de esperar, que a equalização perfeita não é mais

viável, o que se manifesta em elevação dos mı́nimos acima do ńıvel “zero”. É interes-

sante observar outro fenômeno que acontece com a adição de rúıdo. Não só o ńıvel dos

mı́nimos que é elevado, o rúıdo também corrompe a correspondência entre os mı́nimos

do CMA e os mı́nimos da equalização perfeita, fazendo com que os mı́nimos do CMA

se aproximem da origem. A evolução deste processo é ilustrada na Figura 3.10, em
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Figura 3.8: Contorno da função de custo do CMA para um sinal BPSK com canal

que satisfaz as condições da equalização perfeita e pontos corresondentes à equalização

perfeita.

que o contorno da função de custo do CMA é mostrado para três valores diferentes de

SNR, 10, 5 e 3 dB, respectivamente.

O próximo traçado (Figura 3.11) apresenta uma situação em que a condição forte

para a equalização perfeita não é satisfeita, i.e., N < M − 1 . Para a sua geração foi

utilizado canal de 6 coeficientes,

H =

[
0.8321 −0.0605 −0.6200

−0.0702 0.7850 −0.0100

]
. (3.90)

Neste caso é posśıvel observar que nem todas as soluções permanecem ótimas, e a

função de custo apresenta mı́nimos locais. Em seguida é apresentada a influência do

canal “mal comportado”, no sentido de exibir ráızes quase-comuns para os sub-canais,

i.e., quando

det [H ] −→ 0. (3.91)

A Figura 3.12 demonstra a tendência de deformação, quando o valor do determi-

nante diminui.

No entanto, os mı́nimos de CMA coincidem com os mı́nimos de equalização ZF. Com

a diminuição adicional do valor do determinante do canal, o afastamento em torno da

origem aumenta, tendendo para infinito.

Outra caracteŕıstica digna de observação é a interação do “mau comportamento”

do canal com rúıdo. Figura 3.12c exibe a mesma situação da Figura 3.12b, porém com
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Figura 3.9: Função de custo do CMA para um sinal BPSK com canal ruidoso.

(a) SNR = 10 dB (b) SNR = 5 dB (c) SNR = 3 dB

Figura 3.10: Aproximação dos mı́nimos do CMA à origem na presença do rúıdo.

SNR de 5 dB. O rúıdo, neste caso, faz com que algumas soluções de equalização ótima

sejam “ignoradas” pelo CMA, que passa a apresentar pontos de mı́nimos locais.

3.3.6 CMA, Caso MIMO e a Relação Entre Equalização e Separação de

Fontes

A tarefa de separação de fontes não supervisionada é simplificada sob as suposições

presentes nos sistemas DP-QPSK. Elas são:

• os sinais das fontes pertencem ao mesmo alfabeto de modulação;

• as fontes são i.i.d.;
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Figura 3.11: Função de custo do CMA para um sinal BPSK com canal subdimensio-

nado.

(a) det = − 0.1897 (b) det = − 0.1398 (c) det = − 0.1398 , SNR = 5dB

Figura 3.12: Influência da aproximação das ráızes dos sub-canais na JCM .

• as fontes possuem a mesma potência.

Sob estas condições, a tarefa de separação de fontes pode ser vista como uma espécie da

equalização. Enquanto a última visa eliminar a interferência intersimbólica (intersym-

bol interference – ISI) do mesmo sinal, a primeira elimina a interferência intersimbólica

entre dois sinais multiplexados (inter-user interference – IUI). Todavia, visto que os

dois casos envolvem, essencialmente, transformações lineares, o equalizador acaba de-

sempenhando a mesma tarefa. Assim, a separação de fontes não-supervisionada pode

ser realizada utilizando os mesmos algoritmos de equalização. Em particular, em um

sistema DP-QPSK esta tarefa é realizada pelo equalizador baseado no CMA.

Deve-se notar, contudo, que na separação de fontes não supervisionada de p fontes,

quando as sequências de entrada si[k] , i = 1, . . . , p , possuem as mesmas proprieda-
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des estat́ısticas, a resposta do sistema canal-equalizador para a equalização e separação

perfeitas, é definida como [32]:

C[k] = PD[k], (3.92)

em que P é uma matriz permutação, i.e., uma matriz I p×p , com suas linhas arbitra-

riamente permutadas, e D[k] é dada por:

D[k] =




ej θ1 δ[k − d1]

ej θ2 δ[k − d2]

. . .

ej θp δ[k − dp]



. (3.93)

Na Equação (3.93), d representa o atraso, e ej θi uma rotação arbitrária . Portanto, um

sistema baseado no CMA para usuários múltiplos, além de rotação e atraso arbitrários,

é sujeito à ambiguidade de permutação, ou seja, os sinais na sáıda do sistema não

necessariamente manterão a mesma ordem dos sinais de entrada.

A Figura 3.13 mostra a forma genérica do modelo em tempo discreto de um sistema

de múltiplos usuários em banda base, com p fontes i.i.d. e m sensores.

Os sinais s1, . . . sp são transmitidos por um canal linear, modelado pelos veto-

res hij, i ∈ {1, . . . , m} , j ∈ {1, . . . , p} , e corrompidos por AWGN, com amostras

η1[k], . . . ηm[k] nas entradas dos sensores correspondentes. As amostras recebidas,

x1[k], . . . xm[k] , alimentam os filtros wij, i ∈ {1, . . . , m} , j ∈ {1, . . . , p} , para

produzir as amostras de sáıda y1[k], . . . yp[k] . Supondo que cada hij possui M coefi-

cientes, e que cada wij possui N coeficientes:

xi[k] =

p∑

j=1

hH
ij sj[k] + ηi[k] , i ∈ {1, . . . , m} , (3.94)

yi[k] =
m∑

j=1

wH
ij xj[k] , j ∈ {1, . . . , p} , (3.95)

em que

sj[k] = [sj[k] · · · sj[k −M + 1]]T (3.96)

e

xi[k] = [xi[k] · · · xi[k −N + 1]]T . (3.97)

Combinando os resultados apresentados em [33] e [34] deduz-se a condição para o

tamanho do filtro para a equalização ZF na ausência de rúıdo:

N ≥
⌈
M − p

l m− p

⌉
, (3.98)
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... ...

Figura 3.13: Modelo de sistema de comunicação MIMO em banda base.

com l sendo o fator de reamostragem. É interessante observar que no caso de equa-

lização na taxa de śımbolos, i.e., l = 1 , o número de sensores deve ser maior que

o número de sinais, para que a condição de equalização perfeita seja satisfeita. Para

p = m = 2 , o equalizador se reduz à estrutura “borboleta” (Figura 2.7), empregada

em sistemas DP-QPSK.

A função de custo para CMA com p usuários é uma extensão da Equação (3.78):

JCM(p)(W) = E

{
p∑

j=1

(
|y[k]|2 − 1

)2
}
, (3.99)

em que é assumida a ordem de dispersão 2 e constante de dispersão Rp = 1 , condição

válida para sinais QPSK. A matriz do equalizador, W, de tamanho [N m × p ], é

definida como:

W =




w11 · · · w1p

...
...

...

wm1 · · · wmp


 , (3.100)
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com

wij = [wij[0] · · · wij[N − 1] ]T . (3.101)

O algoritmo de adaptação a priori pelo gradiente estocástico descendente da Equação

(3.80), para múltiplos usuários, assome a seguinte forma:

W[k] = W[k − 1] + µ x̂[k] ŷ∗[k], (3.102)

em que x̂[k] e ŷ[k] são definidos como:

x̂[k] =
[
xT
1 [k] · · · xT

m[k]
]T
, (3.103)

ŷ[k] =
[(
1− |y1[k]|2

)
y1[k] · · ·

(
1− |yp[k]|2

)
yp[k]

]
. (3.104)

O algoritmo CMA apresentado neste caṕıtulo é referido como CMA padrão no resto

deste trabalho.

3.4 TÉCNICAS PARA EVITAR SINGULARIDEDES EM SISTEMAS

ÓPTICOS MULTIPLEXADOS EM POLARIZAÇÃO

Esta seção define o problema da singularidade e apresenta a fundamentação teórica

dos três algoritmos comparados experimentalmente neste trabalho. Os algoritmos apre-

sentados são: o CMA com restrição, proposto por Liu et al. em [8]; o CMA de dois

estágios, proposto por Xie e Chandrasekhar em [12]; e o MU-CMA, proposto por Pa-

padias e Paulraj em [18].

3.4.1 Definição do Problema da Singularidade

A função de custo da Equação (3.99) é multimodal, ou seja, a sua superf́ıcie apre-

senta múltiplos mı́nimos. Portanto, ela exibe algumas ambiguidades intŕınsecas. Pri-

meiramente, existe uma ambiguidade de rotação de fase, mencionada nos Teoremas

3.3.1 e 3.3.2. Esta, porém, não influencia no funcionamento de sistemas que utilizam

codificação diferencial, pois apenas a rotação de fase relativa entre śımbolos adjacentes

é levada em conta. Além disso, a solução ótima pode estar sujeita a vários atrasos

d , d ∈ {1, . . . N}, sendo N o comprimento de cada filtro wij (veja a Figura 3.13).

Ademais, existem ambiguidades decorrentes da própria estrutura do equalizador.
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Para a melhor ilustração de tais ambiguidades, é vantajoso considerar o caso de dois

usuários, que resulta na estrutura “borboleta” do equalizador (veja a Figura 2.7). Já

que as propriedades estat́ısticas, exploradas pela função de custo do CMA, são idênticas

para ambos os sinais multiplexados, e os pares de filtros {w11,w12} e {w21,w22} são

atualizados de forma independente, existe a possibilidade de ambos os pares de filtros

convergirem para o mesmo mı́nimo, resultando em mesmo sinal em ambas as sáıdas

( y1[k] = y2[k] ), ou ainda, para mı́nimos correspondentes às versões do mesmo sinal

com atraso d diferente ( y1[k] = y2[k − d] d ∈ {1, . . . N} ). O termo “singularidade”

se refere, precisamente, à situação de convergência ao mesmo sinal em ambas as sáıdas.

A origem do termo está na singularidade da matriz de coeficientes do filtro W, para o

caso do filtro de tamanho N = 1 . Este termo é empregado, apesar de a matriz W não

ser necessariamente quadrada. Inclusive, mesmo quando ocorre a convergência para

o mesmo sinal em ambas as sáıdas, W ainda pode ser de posto de colunas completo,

desde que d 6= 0 .

A ocorrência de singularidades está intensamente relacionada com a inicialização

dos filtros do equalizador [8] [13]. Em particular, se inicializarmos o equalizador “bor-

boleta” de tal forma que

w11[0] = w21[0], (3.105)

e

w12[0] = w22[0], (3.106)

pela simetria da estrutura e pela independência dos componentes responsáveis pela

equalização de cada polarização, os filtros permanecerão idênticos entre si depois de

um número qualquer de iterações [18], garantindo a ocorrência de singularidade.

Em sistemas reais a prática mais comum é usar a inicialização de pico único (single-

spike) [3], i.e., fixar os coeficientes centrais dos filtrosw11 ew22 em “1”, e os coeficientes

restantes em “0” (veja a Figura 2.7). Esta inicialização molda os filtros, atribuindo

peso maior aos coeficientes centrais, e reduz a verossimilhança entre os tributários das

duas polarizações do equalizador.

As próximas partes deste caṕıtulo discutem a fundamentação teórica dos três algo-

ritmos investigados experimentalmente neste trabalho: o CMA com restrição, o CMA

de dois estágios e o MU-CMA.
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3.4.2 CMA com Restrição

O algoritmo CMA com restrição, proposto em [8], acrescenta informação conhecida

a priori à estrutura do filtro, explorando propriedades f́ısicas da transmissão por fibras

ópticas. Especificamente, o algoritmo é baseado num resultado fundamental referente

à polarização da luz, que determina que a matriz da função de transferência de um

sistema óptico, composto por elementos de rotação e atrasos de fase, é unitária [17].

A matriz de multiplexação das polarizações, dada pela matriz de Jones para enlace de

fibra com rotação e atrasos de fase, foi apresentada no Caṕıtulo 2 (Equação (2.1)), e a

função de transferência do canal é dada por [8]:

T(jω) =

[
U(jω) V (jω)

−V ∗(jω) U∗(jω)

]
. (3.107)

A sua inversa também é uma matriz unitária, dada pela matriz transposta conjugada:

T−1(jω) =

[
U∗(jω) −V (jω)

V ∗(jω) U(jω)

]
TF↔
[
u∗(−t) −v(t)
v∗(−t) u(t)

]
(3.108)

em que TF denota a transformada de Fourier. A aplicação da Equação 3.108 aos

coeficientes do equalizador “borboleta”, no domı́nio do tempo discreto, leva à seguinte

restrição:

w11[k] = w∗
22[−k]

w12[k] = −w∗
21[−k]. (3.109)

Contudo, a relação acima (Equação (3.109)) não é mais válida para um sistema real

que apresenta dispersão cromática. Porém, é plauśıvel assumir que, embora a dispersão

cromática cause uma deformação na função de custo do CMA, o mı́nimo ótimo ainda

estará na vizinhança do mı́nimo, dado pela função de custo, afetada apenas pelo atraso

diferencial de grupo. Desta forma, usando o mı́nimo dado pela Equação (3.109) para

inicializar o algoritmo, aumentamos a probabilidade de que o CMA convirja para o

mı́nimo desejado.

Este racioćınio foi formalizado pelo Teorema 2(i) de [32], repetido aqui por con-

veniência:

Teorema 3.4.1 (Teorema da Convergência ao Mı́nimo Próximo) Sejam os

parâmetros iniciais do equalizador tais que a resposta ao impulso do sistema canal-

equalizador está dentro de um cone único do mı́nimo global, e a sáıda do sistema

satisfaz à condição de curtose:

κNorm
y

κNorm
s

> 0.5 (3.110)
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então, para um passo de adaptação, µ, suficientemente pequeno, o equalizador causará

a resposta do sistema convergir para este mı́nimo.

Aqui κNorm
y e κNorm

s são curtoses normalizadas, conforme foi definido na Equação

(3.82).

Portanto, o algoritmo CMA com restrição se resume nos seguintes passos [8]:

1. Definir os coeficientes iniciais de W como single-spike.

2. Efetuar a adaptação dos filtros w11 e w12, correspondentes à sáıda y1 pelo CMA

padrão, inferindo os valores de w21 e w22 pela relação de restrição da Equação

(3.109), até que o equalizador alcance convergência.

3. Remover a restrição, permitindo adaptação livre de todos os filtros do equalizador

pelo CMA padrão.

O passo 2 encontra de maneira adaptativa o ponto ótimo de inicialização dos filtros,

que assegure a convergência do CMA (passo 3) para o mı́nimo desejado com grande

probabilidade.

3.4.3 CMA de Dois Estágios

O CMA de dois estágios [12] explora as mesmas propriedades de transmissão que

o CMA com restrição, ou seja, a condição de restrição descrita pela Equação (3.109),

utilizando, no entanto, uma abordagem diferente. A motivação do algoritmo é separar

o equalizador “borboleta” original em um sistema equivalente de dois equalizadores,

W1 e W2:

W1[k] =

[
w1T

11[k] w1T
21[k]

w1T
12[k] w1T

22[k]

]
(3.111)

e

W2[k] =

[
w2T

11[k] w2T
21[k]

w2T
12[k] w2T

22[k]

]
, (3.112)

em que w1ij [k] = [w1ij(1) . . . w1ij(N)] , e w2ij[k] = [w2ij(1) . . . w2ij(N)] , impondo

a restrição somente no equalizador do primeiro estágio:

w121[k] = −w1∗
12[−k] (3.113)

w122[k] = w1∗
11[−k], (3.114)

(3.115)
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Figura 3.14: Equalizador CMA de dois estágios.

como mostra a Figura 3.14. Desta forma as funcionalidades de cada um dos equaliza-

dores podem ser separadas.

O primeiro estágio, sujeito à restrição, separa os dois sinais multiplexados em pola-

rização e compensa o DGD, enquanto o segundo estagio, atualizado por CMA padrão

sem restrição, realiza a equalização fina, compensando a CD residual.

Uma vantagem deste método é que ele permite a equalização sem necessidade de

distinguir entre a fase de convergência e a fase de rastreamento. Outra vantagem

é a possibilidade de monitoramento da PMD através dos coeficientes das matrizes

W1 e W2 [12], uma propriedade útil para aplicações em sistemas reais. Uma óbvia

desvantagem deste método é o aumento na complexidade computacional por fator de

2, grosso modo, pois exige atualização de dois equalizadores.

3.4.4 MU - CMA

Diferentemente das duas técnicas mencionadas, que impõem restrições sobre a es-

trutura do equalizador baseando-se nas propriedades f́ısicas, o MU-CMA modifica o

próprio critério de módulo constante, alterando a superf́ıcie da sua função de custo.

Especificamente, o MU-CMA penaliza a correlação entre os sinais de sáıda, impondo

uma restrição de correlação, eliminando os mı́nimos que resultam em singularidades e

forçando uma convergência ao mı́nimo desejado.
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A função de custo de MU-CMA para p usuários é dada por [18]:

JMU−CM(p)(W) = JCM(p)(W) + 2

p∑

l,n=1; l 6=n

N−1∑

δ=0

|rln(δ)|2 , (3.116)

sendo rln(δ) a função de correlação cruzada, definida como:

rln(δ) = E {yl[k] y∗n[k − δ]} , (3.117)

e JCM(p)(W) a função de custo de CMA para p usuários, definida na Equação (3.99).

Para encontrar o gradiente estocástico correspondente, a função da Equação (3.116)

é derivada em relação a W:

∂JMU−CM(p)(W)

∂wij

= 4E
(
|yj[k]|2 − 1

)
yj[k]x

∗[k]

+ 4

(
p∑

l=1; l 6=j

N−1∑

δ=0

rjl(δ) E{ yl[ k − δ ] }x∗[k]

)
, (3.118)

resultando em gradiente:

∇WJMU−CM(p)(W) = [∆1[k] . . . ∆p[k] ] , (3.119)

em que

∆j[k] = 4E
{
|yj[k]|2 − 1

}
yj[k] x̂

∗[k] +

+ 4
2∑

l=1; l 6=j

N−1∑

δ=0

rjl(δ) E{yl[k − δ]} x̂∗[k]. (3.120)

Portanto, o algoritmo estocástico descendente de atualização dos filtros é:

W[k + 1] = W[k]− µ [ ∆̂1[k] . . . ∆̂p[k] ], (3.121)

sendo ∆̂j[k] – valor estimado de ∆j[k], obtido da seguinte forma:

• E { |yj[k]|2 − 1 } e E{yl[k−δ]} são estimados pelos valores instantâneos |yj[k]|2−1

e yl[k − δ] , respectivamente;

• rjl(δ) é estimado por

rjl(δ) ≈ 1

M

M∑

m=0

yj[ k −m ] y∗l [ k −m− δ ], (3.122)

em que o termo M determina a acurácia na estimação da esperança.
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O parâmetroM é importante para a análise experimental do algoritmo. No Caṕıtulo

4 ele é introduzido sob o nome “comprimento do vetor de estimação de correlação” (cor-

relation estimation vector length – CEVL). Os vetores xj[k] e x̂j[k] são definidos como

nas Equações (3.97) e (3.103), respectivamente.

Apesar de o MU-CMA ter sido desenvolvido e avaliado para operação cont́ınua [18],

na parte experimental, a abordagem de utilizá-lo para encontrar os coeficientes iniciais

dos filtros, foi aplicada. Ou seja, como no caso do CMA com restrição, o MU-CMA foi

utilizado para alcançar a convergência inicial, mudando, em sequência, para o CMA

padrão. O uso de MU-CMA apenas para a inicialização do sistema evita a complexidade

de cálculo da correlação cruzada durante a operação em regime permanente do sistema.

Conforme, testes com dados experimentais revelaram que um incremento de quantidade

de iterações acima de 5× 10 3 antes de mudar para o CMA padrão não afeta o número

de ocorrências de singularidades, validando esta abordagem.
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4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS E ANÁLISE

4.1 ARRANJO EXPERIMENTAL

4.1.1 Aquisição de dados

O diagrama da Figura 4.1 representa o arranjo experimental, dividido em três

blocos: o bloco de transmissor, o bloco emulador do canal óptico e o bloco detector e

armazenador.

Transmissor Emulador do Canal 
Detector e 

Armazenador de 
Dados

Figura 4.1: Diagrama de blocos do arranjo experimental.

A Figura 4.2 apresenta o bloco transmissor de forma detalhada. Os acrônimos

utilizados nas figuras desta seção estão resumidos na Tabela 4.1 para referência.

O gerador de padrões de pulsos (Anritsu MP1758A) produz quatro sequências de

bits pseudo-aleatórias (pseudo-random bit sequence – PRBS) de comprimento 211, mu-

tuamente atrasadas, na taxa de 7 Gb/s, posteriormente multiplexadas em sequência

única na taxa de 28 Gb/s. Esta sequência e a sua versão inversa, são divididas em dois

e atrasadas por 52 bits em um dos ramos, para gerar as componentes em fase ( I) e

quadratura (Q). As componentes I e Q alimentam o modulador QPSK Mach-Zehnder

(MZM), cuja entrada óptica, gerada por um laser de realimentação distribúıda (conti-

nuous wave distributed feedback – CW DFB) sintonizável (Santur ITLA-3020-C), com

largura de linha de espectro de 3 MHz, é ajustada para um comprimento de onda de

1548,51 nm. Em seguida, o sinal QPSK resultante é submetido a um modulador de

pulsos retorna-para-zero (return-to-zero – RZ). Subsequentemente, o bloco formado

por um separador de feixe de polarização (polarization beam splitter – PBS), uma fibra
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Saída 2
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PPG MUX
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PRBS

PRBS
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Transmissor

Figura 4.2: Bloco transmissor.

mantenedora de polarização (polarization maintaining fiber – PMF) que insere atraso

de 300 śımbolos em um dos ramos, e um combinador de feixe de polarização (polari-

zation beam combiner – PBC), produz os sinais da polarização horizontal (X-pol.) e

vertical (Y-pol.), concluindo o bloco transmissor.

O bloco emulador do canal, apresentado na Figura 4.3, consiste de um gerador de

PMD (JDS Uniphase PE3), um embralhador de polarização (General Photonics PSY-

101 / HP 11896A) e um gerador de CD (Avanax Tunable Dispersion Compensation

module - Núm: 06-3110-10-01), que são introduzidos para gerar as condições de trans-

missão desejadas. O sinal gerado é, então, amplificado por um amplificador a fibra

dopada com érbio (erbium doped fiber amplifier – EDFA) (Manlight, modelo: HWT-

EDFA-A-B-PAC15-FC/PC). Rúıdo óptico é gerado pelo módulo de rúıdo, composto

Gerador de 
PMD

Embaralhador 
de polarização

Gerador de CD EDFA

Amplificador 
Óptico

Amplificador 
Óptico

Filtro Óptico

OSA

Atenuador 
Óptico

Módulo Gerador de Ruído

3 dB 95 % 

5 % 

Figura 4.3: Bloco emulador do canal óptico.

por dois amplificadores (Avanex P/N 603810001) e um filtro óptico passa-banda de

100 GHz. Este arranjo permite amplificar o rúıdo apenas na faixa de frequências de
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Tabela 4.1: Tabela de Acrônimos

ADC Conversor analógico digital – analog-to-digital converter

CW Onda cont́ınua – continuous wave

EDFA Amplificador a fibra dopada com érbio – erbium doped fiber amplifier

LO Oscilador local – local oscillator

MUX Multiplexador

Mod. RZ Modulador retorna-para-zero – return-to-zero modulator

Mod. QPSK Modulador QPSK

OSA Analizador do espectro óptico – optical spectrum analyzer

PBC Separador de feixe de polarização – polarization beam splitter

PBS Combinador de feixe de polarização – polarization beam combiner

PPG Gerador de padrões – pulse pattern generator

PRBS Sequência binária pseudo-aleatória – pseudorandom binary sequence

interesse. O rúıdo é combinado, posteriormente, com o sinal, por meio de um acoplador

de 3 dB, após ser ajustado para o valor alvo por um atenuador óptico (JDS Uniphase

HA11). Depois de passar por divisor de 95/5%, cujo ramo de 5% de potência alimenta

um analisador de espectro óptico (HP 70950A), o sinal é ajustado por outro atenuador

(Anritsu MN9611B).

A Figura 4.4 mostra o bloco detector e armazenador, em que uma fonte laser CW

(HP 8168A), amplificada com EDFA (Manlight, modelo: HWT-EDFA-A-B-PAC15-

FC/PC), é usada como oscilador local. Um “front-end” óptico detecta o sinal, separando-

Front-End ADC

LO

Armazenamento 
para 

processamento 
offline

Detector

Figura 4.4: Bloco detector e armazenador.

o em duas polarizações, misturadas, em seguida, com o LO numa h́ıbrida de 90◦. A
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conversão opto-elétrica é realizada por meio de quatro pares de fotodetectores balan-

ceados. Os sinais de sáıda do detector, que correspondem às componentes ( I) e (Q)

de ambas as polarizações, são amostradas a 50 GSa/s por um osciloscópio de quatro

canais (Tektronix DPO72004), resultando em digitalização na taxa de 50/28 amos-

tras por śımbolo, com resolução nominal de 8 bits. No entanto, a resolução efetiva

é substancialmente menor, e pode ser estimada entre 4 e 5 bits [35]. Os dados são

armazenados, então, para pós-processamento offline.

Para cada uma das condições testadas foram obtidas 103 sequências de dados, ar-

bitrariamente polarizadas, de 106 amostras.

4.1.2 Processamento offline

Durante o processamento offline, realizado utilizando o software Matlab R©, as

sequências de dados foram submetidas ao procedimento de ortogonalização e nor-

malização, seguido por reamostragem por fator de 28/25, para obter uma taxa de

2 amostras por śımbolo. Depois da equalização e separação de fontes pelos algoritmos

testados, foram realizados os procedimentos de recuperação da portadora, decisão e de-

codificação. Posteriormente, foi calculada a correlação cruzada entre as sequências de

bits ( I) e (Q) de ambos os sinais demultiplexados para atrasos de até a metade do tama-

nho dos filtros do equalizador, correspondentes aos atrasos de śımbolos posśıveis entre

polarizações. O limiar da função correlação cruzada, que representa uma ocorrência de

singularidade, foi estabelecido em 0,5.

Para todos os algoritmos foram usados equalizadores com filtros de 15 coeficientes.

Ademais, no CMA com restrição e o MU-CMA foram realizadas 5 × 103 iterações,

antes de mudar para o CMA padrão (veja o Caṕıtulo 3.4). A Figura 4.5 mostra

a maneira em que os algoritmos foram testados, em relação às sequências de dados

experimentais. A inicialização dos filtros, em todos os ensaios, foi feita pela técnica

de single-spike. Os dados experimentais, que incluem sequências de 106 amostras,

resultam em 1, 12 × 106 amostras depois da reamostragem, ou em 560 × 103 śımbolos

na sáıda do equalizador. Deles, 50× 103 foram utilizados para estimação de SNR e as

ocorrências de singularidades, após descartar os primeiros 145×103 śımbolos (290×103

amostras), correspondentes à fase de convergência (veja a Figura 4.5). Este número

grande de śımbolos descartados resulta da implementação do MU-CMA. Já que o MU-

CMA utiliza um vetor para calcular a correlação entre os sinais na polarização X e Y

(veja a Seção 3.4.4), cujo tamanho é dado pelo parâmetro CEVL, os coeficientes dos

filtros do equalizador MU-CMA são atualizados cada vez que este vetor é preenchido
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com novas amostras. Porém, a correlação é calculada, também, para os atrasos posśıveis

entre os śımbolos das duas polarizações, em que o atraso máximo corresponde à metade

do tamanho do equalizador. Desta forma, no caso em que CEVL = 20 e os filtros

do equalizador possuem 15 coeficientes, a atualização é feita a cada 27 iterações do

algoritmo. Então, as 5× 103 atualizações do equalizador correspondem a 27 · 5× 103 =

135×103 śımbolos. Depois de mudar para o CMA padrão, 10×103 śımbolos adicionais,

correspondentes à fase de convergência do algoritmo são descartados, resultando no

valor total de 145 × 103 śımbolos descartados. No CMA com restrição a atualização

dos coeficientes é feita na taxa de śımbolos, e, portanto, a mudança para o CMA padrão

ocorre após 5× 103 śımbolos.

CMA padrão

CMA padrãoMU-CMA

5.000 iterações
135.000 símbolos
270.000 amostras

CMA padrãoRestrição

MU-CMA

5.000 iterações
5.000 símbolos

10.000 amostras

CMA com 
restrição

CMA de dois 
estágios

CMA de dois 
estágios

CMA padrão

Inicialização single-spike
Análise de dados entre os 

símbolos 145.000 e 195.000

Figura 4.5: Diagrama da análise experimental dos algoritmos.

4.2 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

As Figuras 4.6a e 4.6b mostram as curvas que relacionam a SNR óptica (OSNR) com

a taxa de erro de bit (BER), e a OSNR com a SNR estimada. Elas estão apresentadas

aqui para referenciar o ponto de operação desejado, correspondente a BER = 10−3 à

SNR estimada. Esta taxa de erro na transmissão permite alcançar uma BER ≤ 10−12,
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exigida pelo padrão IEEE 802.3ba de 100GbE [36], por meio de códigos corretores de

erros. A curva que representa a SNR média na Figura 4.6b foi obtida pelo ajuste

polinomial no sentido de erro quadrático mı́nimo.
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(a) OSNR versus BER.
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(b) OSNR versus SNR estimada.

Figura 4.6: Relações de referência: OSNR vs. BER e OSNR vs. SNR.

A OSNR é definida da seguinte forma:

OSNR ,
P

2NASE Bref

, (4.1)

sendo P , a potência total do sinal, i.e., a soma das potências de ambas as polarizações,

NASE a densidade espectral do rúıdo ASE em uma polarização, e Bref a banda de

referência. Comumente, para comprimento da onda portadora de 1550 nm (frequência

da portadora de 193,4 THz), a Bref utilizada é de 12,5 GHz, que corresponde a uma

resolução em comprimento de onda de 0,1 nm [37].

A SNR foi estimada segundo o método apresentado em [37], resumido a seguir:

Es =

√
2
(
|y[n]|2

)2
− |y[n]|4, (4.2)

N0 = |y[n]|2 − Es, (4.3)

em que Es é a energia de śımbolo, N0 a potência do rúıdo complexo N0 = 2σ2
η , e o

operador ( . ) denota o valor médio. Após encontrar a energia de śımbolo, a energia de

bit, Eb, obtém-se da seguinte forma:

Eb =
Es

log2M
= Es/2, (4.4)

em que M = 4 é o tamanho da constelação. Finalmente,

SNR [dB] = 10 log
Eb

N0

. (4.5)

63



4.2.1 Resultados do processamento de dados gerados na presença do rúıdo

ASE

Os dados da Tabela 4.2 mostram a influência do tamanho do vetor da computação

de aproximação da correlação do algoritmo MU-CMA, CEVL, definido na Seção 3.4.4,

na ocorrência de singularidades. Neste caso, a única fonte de distorção é o rúıdo ASE,

que resulta em uma OSNR = 17 dB. À luz destes resultados, o tamanho fixo de CEVL

= 20 foi usado para o MU-CMA no processamento subsequente.

Tabela 4.2: Ocorrência de Singularidades vs. CEVL

Número de ocorrências de singularidades

CEVL (MU-CMA)

Algoritmo 3 4 5 6 10 14 18 20 21 22

MU-CMA 268 171 77 49 6 4 1 0 0 0

CMA com restrição 0

CMA de dois estágios 2

CMA padrão 25

Neste caso, quando o rúıdo é a única fonte de distorção, todos os algoritmos exibem

um melhoramento no desempenho em relação ao CMA padrão. No entanto, deve-se

notar que a própria inicialização single-spike leva a uma ocorrência relativamente baixa

de singularidades. Ademais, a inicialização single-spike também satisfaz à restrição da

Equação (3.109).

A Figura 4.7 a seguir mostra a SNR estimada para cada uma das polarizações

separadamente, e a Figura 4.8 apresenta os mesmos resultados, porém com uma maior

resolução.

Pode-se observar que, com exceção do CMA de dois estágios, todos os algoritmos

apresentaram uma SNR estimada semelhante, em torno de 8,5 dB, correspondente à

BER abaixo de 10−3 (veja as Figuras 4.6a e 4.6b). Vale notar, também, que para

todos os algoritmos houve convergência dos equalizadores em cada um dos 103 ensaios.

Ou seja, a robustez do algoritmo CMA não foi afetada pelas técnicas para evitar

singularidades, investigadas. A maior resolução da Figura 4.8 permite observar que,

aparentemente, em um grande número de casos, os algoritmos CMA padrão, CMA

com restrição e MU-CMA convergem para os mesmos mı́nimos. Graficamente este

fenômeno é observado pelos pontos sobrepostos. De fato, o CMA padrão e o CMA

com restrição sempre convergem para o mesmo mı́nimo na polarização X (a polarização

atualizada sem restrição), pois os tributários do equalizador MIMO, w11 e w12 (veja
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(a) X-pol. (b) Y-pol.

Figura 4.7: SNR estimada na presença do rúıdo ASE.

(a) X-pol. (b) Y-pol.

Figura 4.8: SNR estimada na presença do rúıdo ASE: alta resolução.

a Figura 2.7), são atualizados da mesma forma em ambos algoritmos. Já o CMA de

dois estágios não apresenta os mesmos mı́nimos, pois utiliza dois filtros, que levam

a uma superf́ıcie de custo inteiramente diferente. Observa-se, também, que o CMA

de dois estágios apresenta, na polarização X, uma SNR estimada maior que os outros

algoritmos. Este resultado provém do uso de dois filtros de 15 coeficientes em vez

de um, que, aumentando os graus de liberdade do equalizador, permite a sua melhor

adaptação. No entanto, uma observação importante para o CMA de dois estágios é que

a SNR estimada para a polarização Y é em torno de 0,5 dB menor que para a polarização

X. Isto indica que o CMA de dois estágios penaliza a orientação de polarização que não

é atualizada de maneira livre no primeiro estágio. Os diagramas de caixa das Figura 4.9

e 4.10 apresentam vários parâmetros estat́ısticos da SNR estimada para cada algoritmo

nas polarizações X e Y, respectivamente: as medianas (denotadas por linhas pretas);
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Figura 4.9: Diagrama de caixa da SNR estimada na presença de rúıdo ASE, X-pol.
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Figura 4.10: Diagrama de caixa da SNR estimada na presença de rúıdo ASE, Y-pol.

os valores mı́nimos e máximos; e os quartis inferiores e superiores, correspondentes a

25% e 75% do total dos dados.

Observa-se que o CMA de dois estágios e o MU-CMA possuem um espalhamento

pequeno e simétrico de SNR, comparável com o espalhamento do CMA padrão. O CMA

de dois estágios possui um espalhamento ligeiramente maior, com variações maiores da

SNR nos 50% inferiores na polarização X, e com variações maiores da SNR nos 50%

superiores na polarização Y. As medianas das polarizações X e Y do CMA de dois

estágios apresentam uma diferença de 0,6 dB.
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Figura 4.11: Ocorrência de singularidades na presença da CD residual. OSNR = 18

dB.

4.2.2 Resultados do processamento de dados gerados na presença da dis-

persão cromática

As ocorrências de singularidades para vários valores da CD residual são apresenta-

das na Figura 4.11. Uma análise do gráfico apresentado leva a duas observações prin-

cipais: todos os algoritmos apresentaram um desempenho superior ao CMA padrão,

resultando numa porcentagem de ocorrências de singularidades inferior a 0,5%, no pior

caso. O aumento da dispersão cromática residual não afeta de maneira significativa as

propriedades de convergência dos algoritmos. Nota-se também, que todos os algoritmos

testados exibiram singularidades. Na Figura 4.12 observa-se a SNR estimada para um

valor escolhido da dispersão cromática residual de 50 ps/nm. De modo geral, como era

de esperar, a SNR estimada diminuiu em torno de 0,5 dB em relação ao caso do sinal

corrompido apenas pelo rúıdo ASE (veja a Figura 4.7), resultando em uma SNR média

de 8 dB. As observações feitas previamente na análise do caso do rúıdo ASE em relação

ao CMA de dois estágios, considerando a penalidade da polarização não atualizada de

forma livre no primeiro estágio (a polarização Y), são evidentes, também, na presença

da CD residual. Observa-se que, também, na presença da dispersão cromática a robus-

tez do CMA tampouco é afetada pelas técnicas investigadas. Os seja, não houve casos

em que os equalizadores não obtiveram convergência.

Os diagramas de caixa da SNR estimada para as polarizações X e Y são apresentados

nas Figuras 4.13 e 4.14, respectivamente.
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(a) X-pol. (b) Y-pol.

Figura 4.12: SNR estimada na presença da CD residual.
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Figura 4.13: Diagrama de caixa da SNR estimada na presença da CD residual, X-pol.
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CMA padrão MU−CMA CMA com restr. CMA de dois est.
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Figura 4.14: Diagrama de caixa da SNR estimada na presença da CD residual, Y-pol.

Nota-se que o CMA padrão, o MU-CMA e o CMA com restrição apresentam propri-

edades estat́ısticas da SNR estimada semelhantes em ambas as polarizações: a mediana

ligeiramente abaixo de 8 dB e espalhamento de valores da SNR entre 7,5 e 8,4 dB, apro-

ximadamente. O CMA de dois estágios, na polarização X, apresenta um espalhamento

dos valores da SNR estimada consideravelmente maior, entre 7,2 e 8,5 dB. Na pola-

rização Y este espalhamento é menor, porém, com uma penalidade considerável no

valor da mediana, em torno de 0,7 dB em relação à polarização X.

4.2.3 Resultados do processamento de dados gerados na presença de DGD

A Figura 4.15 mostra as ocorrências de singularidades para vários valores de DGD.

O atenuador óptico (veja a Figura 4.3) foi ajustado para uma OSNR resultante de 18

dB. É evidente que DGD produz um maior impacto na taxa de ocorrências de singu-

laridades no CMA padrão, como no caso de DGD de 20 e 60 ps, em que a taxa de

ocorrências de singularidades alcança valores superiores a 30%. No entanto, o CMA

com restrição apresentou um desempenho excepcional, resultando na ocorrência de

apenas uma singularidade. O MU-CMA também apresentou um desempenho satis-

fatório, demonstrando, porém, um aumento de ocorrências com o aumento de DGD.

O CMA de dois estágios apresentou o pior desempenho, com taxas de ocorrências de

singularidades de até 13%, para DGD de 20 ps. A Figura 4.16 foi gerada com os mes-

mos dados que a Figura 4.15 , porém representando as ocorrências de singularidades
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Figura 4.15: Ocorrência de singularidades na presença de DGD. OSNR = 18 dB.
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Figura 4.16: Ocorrência de singularidades na presença de DGD (porcentagem) OSNR

= 18 dB.

em porcentagens, na escala liner.

A virtude desta figura é que ela permite visualizar de forma fácil uma certa peri-

odicidade de 40 ps na quantidade de ocorrências de singularidades, apresentada pelos

algoritmos CMA padrão e CMA de dois estágios. É interessante observar que 40 ps

correspondem, aproximadamente, ao tempo de śımbolo Ts, cujo valor exato é Ts = 35, 7

ps. Percebe-se que as ocorrências de singularidades aumentam quando DGD se torna

comparável com um múltiplo da metade do Ts, como nos casos de DGD de 20 e 60 ps,
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(a) X-pol. (b) Y-pol.

Figura 4.17: SNR estimada na presença de DGD.

e diminuem quando DGD aproxima-se de um múltiplo inteiro do peŕıodo de śımbolo,

como nos casos de DGD de 40 e de 80 ps. Uma explicação plauśıvel para este fenômeno

é que a condição de restrição, dada pela Equação (3.109), não considera o formato de

modulação e nem as peculiaridades de um sistema fracionalmente espaçado. A com-

binação destes fatores pode afetar a validade da condição de restrição. No Apêndice é

apresentado um exemplo de baixa complexidade, que ilustra um caso em que, de fato,

esta condição não é satisfeita.

A Figura 4.17 mostra a SNR estimada para um valor de DGD de 20 ps nas po-

larizações X e Y. Percebe-se que houve um caso em que o CMA padrão, e conse-

quentemente, também, o CMA com restrição, não conseguiram equalizar o sinal na

polarização X. Casos como este são decorrentes da natureza estocástica do CMA. Os

demais algoritmos não apresentaram problemas de equalização, mostrando-se robustos

na presença de DGD. O CMA de dois estágios apresentou uma penalidade na SNR

estimada para a polarização Y, semelhante aos casos anteriores. Os parâmetros es-

tat́ısticos da SNR na presença de DGD, para as duas polarizações, são apresentados

nas Figuras 4.18 e 4.19, em que o outlier, ou, o valor at́ıpico, correspondente ao ponto

de não convergência do CMA padrão e do CMA com restrição na polarização X, não

foi inclúıdo, para manter uma resolução mais coerente do diagrama. Observa-se neste

caso, também, um maior espalhamento de valores da SNR no CMA de dois estágios,

além da penalidade observada pela mediana da SNR na polarização Y. Pode-se notar,

também, que existe uma incerteza, oriunda da natureza estocástica dos algoritmos.

Conforme, todos os algoritmos investigados apresentaram algumas singularidades.

Por último, a Tabela 4.3 resume os casos em que os algoritmos não conseguiram

alcançar uma convergência, resultando em uma baixa SNR estimada, cujo limiar para
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Figura 4.18: Diagrama de caixa da SNR estimada na presença de DGD, X-pol.
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Figura 4.19: Diagrama de caixa da SNR estimada na presença de DGD, Y-pol.
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a não-convergência foi estabelecido como sendo inferior a 4 dB. Os resultados para as

duas polarizações, y1 e y2, são apresentados separadamente. Esta tabela demonstra a

estabilidade temporal do experimento e a robustez dos algoritmos testados. Conforme,

foram observados apenas 8 casos de não-convergência durante todo o processamento,

correspondentes a uma porcentagem de não-convergência inferior a 0,01 %.

Tabela 4.3: Ocorrência de Não-Convergências

Ocorrência de Não-Convergências

ASE [dB] CD [ps/nm] DGD [ps]

Algoritmo 17 0 50 100 150 200 0 20 40 60 80

y1 - - - - - - - - - - -

MU-CMA y2 - - - - - - - - - - 4

y1 - - - - - - - 1 - - -

CMA com restrição y2 - - - - - - - - - - -

y1 - - - - - - - - - - -

CMA de dois estágios y2 - - - - - - - - - - -

y1 - - - - - - - 1 - - -

CMA padrão y2 - - - - - - - - 1 - 1
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5 CONCLUSÕES

Este trabalho teve como objetivo a investigação experimental das técnicas para

evitar singularidades, ou seja, convergência do equalizador para o mesmo sinal em

ambas as sáıdas, em sistemas DP-QPSK a 112 Gb/s. No intuito de fornecer um pa-

norama contextual, foram apresentados alguns temas essenciais para a abordagem do

problema. Primeiramente, o detector óptico coerente foi estudado por meio da sua

divisão em subsistemas segundo as tarefas realizadas, detalhando cada uma delas e

apresentando as técnicas e algoritmos comumente utilizados. Os efeitos lineares que

degradam a transmissão pela fibra óptica também foram apresentados. Em seguida,

foram apresentados fundamentos da equalização adaptativa, iniciando pelos conceitos

fundamentais, tais como a equalização perfeita e o critério de erro quadrático médio

mı́nimo, avançando para a equalização adaptativa autodidata, a investigação do algo-

ritmo de módulo constante e suas propriedades de convergência. Neste contexto, os

tópicos relativos à equalização fracionalmente espaçada e as particularidades do caso de

múltiplos usuários também foram abordados. Posteriormente, foi definido o problema

de singularidade, e a fundamentação teórica das técnicas investigadas foi apresentada.

A parte experimental do trabalho descreveu o arranjo utilizado para a aquisição dos

dados, apresentou os resultados obtidos pelo processamento offline e comentou o de-

sempenho dos algoritmos em questão.

A análise experimental detalhada das três técnicas para evitar singularidades, CMA

com restrição, CMA de dois estágios e MU-CMA, sob efeitos lineares de transmissão,

revelou um melhoramento substancial em termos da frequência de ocorrência de singu-

laridades em relação ao CMA padrão. Todos os algoritmos investigados conseguiram

reduzir a ocorrência de singularidades. No entanto, sob certas condições, o MU-CMA

e CMA com restrição, usados para inicialização do sistema, exibiram melhores resulta-

dos que o algoritmo de dois estágios, que não diferencia entre as fases de inicialização

e de operação. Ademais, os algoritmos, com exceção de CMA de dois estágios, não

apresentaram penalidade de SNR em relação ao CMA padrão. Já o CMA de dois

estágios exibiu uma penalização em SNR da polarização que não foi utilizada para a

adaptação do primeiro estágio. O desempenho do algoritmo ainda demonstrou uma

forte dependência em relação à PMD de primeira ordem. Mostrou-se que o formato

do pulso e a equalização fracionalmente espaçada, na presença de PMD, sob certas

condições, podem destruir a relação fundamental do algoritmo.
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O CMA com restrição mostrou-se eficiente em todas as condições testadas. Devido

ao fato dele não acrescentar complexidade computacional ao CMA padrão, ele é reco-

mendado para o uso em sistemas práticos. Além disso, foi observada uma incerteza

estat́ıstica presente nos algoritmos, de modo que uma total eliminação de singularidades

não pode ser garantida.

Alguns trabalhos complementares devem ser realizados para completar a análise

apresentada. Primeiramente, e de interesse prático investigar o desempenho dos três

algoritmos na presença de PDL, especificamente, sob o efeito de despolarização, em

que a ortogonalidade entre os sinais multiplexados não é mantida. Infelizmente, a

geração de dados experimentais para estas condições é mais complexa e sujeita a ins-

tabilidade. Portanto, uma análise de desempenho na presença de despolarização não

foi inclúıda neste trabalho. Além disso, é de grande importância investigar o fenômeno

da permutação arbitrária de fontes em sistemas práticos, em termos de número de

ocorrências, os impactos, e o desenvolvimento de técnicas para evitá-lo.
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A ANÁLISE DA CONDIÇÃO DE RESTRIÇÃO EM UM

EQUALIZADOR FRACIONALMENTE ESPAÇADO, PARA

O FORMATO DE PULSO RZ

Seja o modelo representado na Figura A.1. O sinal RZ multiplexado em polarização

passa por um gerador de DGD, cujos eixos de birrefringência formam um ângulo ar-

bitrário, Θ , com a polarização horizontal do sinal original.

k k-1

k k-1

k
k-1

Gerador de DGD

Atraso

k-1 k k-1

k-1 k-2

Cond. 1:  ∆ = Ts Cond. 2:  ∆ = Ts/2

X – pol.

Y – pol.

Amostr. pares

Amostr. ímpares

r1

r2

θ

k-1 k-2

Figura A.1: Sistema RZ gerador de DGD, l = 2 .

O gerador de DGD insere um atraso, ∆ , em um dos eixos. Para fins de simplici-

dade, é assumido que os eixos do gerador de DGD estejam alinhados com os eixos do

receptor, r1 e r2 , onde o sinal é amostrado na taxa de duas amostras por śımbolo,

gerando amostras “pares” e “́ımpares”. Esta análise considera apenas dois śımbolos

consecutivos, mas pode ser estendida para tamanho de filtro qualquer. Duas situações

extremas são consideradas:

1. Condição 1: DGD = Ts ;

2. Condição 2: DGD = Ts/2 .

Definindo o sinal X-pol. transmitido,s1, e o sinal Y-pol., s2, obtêm-se as seguintes

combinações na entrada do equalizador (veja a Figura A.2):
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Figura A.2: Divisão de potência do sinal no receptor

xpar1 (k) = s1(k) senΘ− s2(k) cosΘ,

xpar2 (k) = s1(k − 1) cosΘ + s2(k − 1) senΘ,

ximp
1 (k) = 0 ,

ximp
2 (k) = 0 . (A.1)

Aplicando a transformada Z nas relações da Equação (A.1) é obtido:

Xpar
1 (z) = S1(z) senΘ− S2(z) cosΘ,

Xpar
2 (k) = z−1S1(z) cosΘ + z−1 S2(z) senΘ,

X imp
1 (z) = 0,

X imp
2 (z) = 0. (A.2)

No caso de apenas dois śımbolos, a matriz do equalizador é reduzida a:

W =




wpar
11 wpar

21

wimp
11 wimp

21

wpar
12 wpar

22

wimp
12 wimp

22




(A.3)
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Portanto, os sinais de sáıda do equalizador são:

[
Y1(z)

Y2(z)

]
= WT




senΘ − cosΘ

0 0

z−1 cosΘ z−1 senΘ

0 0




[
S1(z)

S2(z)

]
, (A.4)

ou, eliminando os coeficientes redundantes:

Weq =



wpar

11 wpar
21

wpar
12 wpar

22


 , (A.5)

e [
Y1(z)

Y2(z)

]
= WT

eq

[
senΘ − cosΘ

z−1 cosΘ z−1 senΘ

] [
S1(z)

S2(z)

]
. (A.6)

Isto leva a:

WT
eq =

[
senΘ − cosΘ

z−1 cosΘ z−1 senΘ

]−1

=

[
senΘ z cosΘ

− cosΘ z senΘ

]
, (A.7)

ou, no domı́nio da frequência:

WT
eq =

[
senΘ ejω cosΘ

− cosΘ ejω senΘ

]

= ej
ω
2

[
e−j ω

2 senΘ ej
ω
2 cosΘ

−e−j ω
2 cosΘ ej

ω
2 senΘ

]
, (A.8)

em que o termo ej
ω
2 representa um atraso temporal, e os coeficientes da matriz satis-

fazem a Equação (3.109). Portanto:

wpar
11 = (wpar

22 )∗ (A.9)

wpar
12 = −(wpar

21 )∗, (A.10)

e qualquer restrição sobre os termos ı́mpares não afeta as propriedades de convergência.

Já no caso de DGD = Ts/2 , os sinais de entrada do equalizador são:

xpar1 (k) = s1(k) senΘ− s2(k) cosΘ,

xpar2 (k) = 0,

ximp
1 (k) = 0,

ximp
1 (k) = s1(k − 1) cosΘ + s2(k − 1) senΘ. (A.11)
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Após eliminar os coeficientes redundantes é obtido:

Weq =

[
wpar

11 wpar
21

wimp
12 wimp

22

]
, (A.12)

e [
Y1(z)

Y2(z)

]
= WT

eq

[
senΘ − cosΘ

z−1 cosΘ z−1 senΘ

] [
S1(z)

S2(z)

]
, (A.13)

que, seguindo os passos do desenvolvimento anterior, leva à seguinte relação:

wpar
11 = (wimp

22 )∗ (A.14)

wimp
12 = −(wpar

21 )∗. (A.15)

Ou seja, para DGD = Ts/2 , a relação da Equação (3.109) é válida apenas se os filtros

w12 e w22 são deslocados de uma amostra em relação a w11 e w21. Portanto, picos de

singularidade são observados para valores de DGD de 20 e de 60 ps., correspondentes

a Ts/2 e 3Ts/2 , respectivamente.
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