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Resumo

Este estudo realiza duas extensoes analiticas do modelo de Kiyotaki e Moore (2008). Analisa-se o
equity premium baseado no diferencial de liquidez entre ativos e titulos e deriva-se uma regra étima
de oferta de liquidez. O modelo nao se mostrou capaz de resolver quantitativamente o equity premium
puzzle. A oferta 6tima de liquidez permite que a economia atinja niveis de first-best mesmo num con-

texto de restrigao de liquidez e a dindmica das varidveis se torna semelhante a do modelo de ciclos reais.

Palavras-chave: fricgdo financeira, liquidez, equity premium e taxa de juros.

Classificagao JEL: E32, E44, G12

Abstract

This work derives two analytical extensions to the Kiyotaki and Moore (2008) model. It analyzes
the equity premium based on the liquidity aspects of assets and bonds and it creates an optimal rule
for the supply of liquidity. The model is not capable of solving quantitatively the equity premium
puzzle. The optimal supply of liquidity makes the economy reach first-best results even in a context

of liquidity frictions and the variables dynamics become similar to real business cycle models.

Keywords: financial frictions, liquidity, equity premium and interest rate.
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1 Introducao

Este trabalho analisa as consequéncias da existéncia de fricgdes financeiras num framework de ciclos
reais. A anélise se baseia no modelo de Kiyotaki e Moore (2008)! que introduz restricoes de inves-
timento e de liquidez na economia. Este trabalho se propoe a realizar duas extensoes analiticas ao
modelo de KM e, para tanto, modifica-se o modelo original ao introduzir titulos piblicos no lugar da
moeda fiducidria. A primeira extensio pretende analisar o equity premium, espelcialmente o papel da
liquidez. A segunda extensdo determina uma regra étima para a oferta de titulos, permitindo que a
quantidade de liquidez existente na economia sobreponha as restrigoes, de tal forma que a economia
opere eficientemente?.

A abordagem do equity premium deste trabalho se relaciona com outros estudos que o analisam
através dos diferenciais de liquidez existente entre ativos e titulos. Bansal e Coleman (1996) incorporam
custos de transagao dos ativos da economia, obtendo como resultado que os ativos com menores
custos de transagdo sdo mais liquidos. Krishnamurthy e Vissing-Jorgensen (2010) argumentam que os
tftulos de curto prazo possuem como caracteristicas basicas a plena liquidez, semelhante & moeda?, e a
seguranca de um rendimento nominal. Tais caracteristicas ajudariam a explicar o baixo rendimento
dos titulos comparado a outros ativos financeiros. Finalmente, os autores afirmam que a taxa de juros
dos titulos nao sao a medida apropriada da remuneracao de um ativo sem risco, pois os titulos também
provéem o servigo de liquidez. Esta dissertacao aborda essa questao ao explicitar no cédlculo do equity
premium um termo adicional relativo a (i)liquidez parcial dos ativos.

A segunda extensdo determina uma regra 6tima para a oferta de liquidez derivada como uma
extensao & fronteira proposta por Bigio (2010). Tal regra permite que a economia atinja um nivel
eficiente em todos os periodos semelhante ao modelo de ciclos reais mesmo com a existéncia de fricgoes.
Analisa-se o modelo sob condigoes distintas de oferta de liquidez, uma em que a quantidade de liquidez
disponivel é insuficiente e as restri¢oes limitam o investimento e outra em que a oferta é 6tima e a
economia opera de forma eficiente. A comparacao entre as duas situagoes demonstra como as restrigoes
se propagam no modelo.

Este estudo se relaciona com uma série de outros que se baseiam no framework de KM e propoem

realizar tanto simplificagdes quanto extensoes ao modelo original com o objetivo de obter novas anilises.

I Este trabalho sers referenciado como KM no restante da dissertacao.

2Define-se, neste trabalho, que a economia estd num nivel eficiente quando ¢; = 1, em que g; representa o g-Tobin.

3 Apesar da plena liquidez, os titulos ndo possuem a caracteristica de meio de troca.

4Krishnamurthy e Vissing-Jorgensen (2010) analisam o caso dos titulos de curto prazo americanos. Estas caracterfs-
ticas podem nao ser apropriadas para os titulos brasileiros.



Bigio (2010) simplifica o modelo original, permitindo que a unica forma de levar riqueza para os
periodos posteriores é através dos ativos apenas parcialmente liquidos. Em especial, o trabalho se
propoe a analisar como choques temporarios negativos de liquidez afetam a economia. O trabalho
conclui que esses choques nao sao capazes de explicar longas e profundas recessoes e que é necessario
algum outro mecanismo de transmissao para analisar os fendomenos tipicos de crises financeiras. Tal
conclusdo também é obtida por Del Negro et al. (2010). Este trabalho faz uma anslise quantitativa
da politica monetaria ndo-padrao realizada pelo Federal Reserve durante a atual crise®. Os autores
afirmam que a politica monetaria do Federal Reserve evitou que a crise fosse mais intensa. Nezafat e
Slavik (2009) simplificam o modelo de KM e consideram que as fric¢bes financeiras se propagam na
economia somente através da restrigao ao investimento. Apesar de simplificado, os autores afirmam que
a friccao considerada é capaz de explicar parte da volatilidade dos pregos dos ativos nos Estados Unidos.
Perez (2010) analisa como diferentes niveis da razao divida/PIB afetam a dinamica da economia em
que, como neste trabalho, os titulos sdo os ativos liquidos. Salas (2009) compara os efeitos dos choques
tempordrio e permanente de liquidez. O resultado é que apenas um choque permanente de liquidez
¢é capaz de explicar os fenomenos financeiros recentes, em especial, o voo para a liquidez. Assim, as
conclusoes dos trabalhos de Bigio e Salas se complementam para a analise da crise atual.

Este trabalho possui 5 capitulos. Além deste capitulo introdutério, o capitulo 2 apresenta o modelo
com a incorporacao de titulos ao invés de moeda. O capitulo 3 apresenta as extensoes analiticas
prospostas. Neste capitulo discute-se o equity premium e como o modelo modifica sua andlise. Ainda
no capitulo 3, deriva-se a oferta ¢tima de liquidez e seus efeitos sobre o modelo. O capitulo 4 discute os
resultados da simulagdo do modelo sob condigoes distintas de liquidez. Consideram-se o caso em que hd
uma quantidade insuficiente de liquidez e o caso com uma oferta 6tima. O capitulo 5 conclui o trabalho.
Além destes capitulos, hd um apéndice com as derivacées matemadticas, as fungoes de impulso-resposta,

o cédigo para simulacdo utilizado, além de uma analogia entre os resultados encontrados pela oferta

6tima de liquidez deste trabalho e o resultado que seria encontrado em KM.

5 A politica monetéria padrao de open-market opera através da troca entre moeda e titulos. A politica ndo-padrao
opera através da troca entre moeda e ativos.



2 Modelo

Considere uma economia com um continuo de empreendedores que consomem, mas nao ofertam tra-

balho, cuja fungao-objetivo é dada por:

MaxZﬁt log(c) (1)

t=0
em que 0 < 8 < 1 é o fator de desconto intertemporal e ¢; é o consumo dos empreendedores. Os
empreendedores produzem um bem homogéneo num mercado em concorréncia perfeita utilizando a

mesma funcdo de producio:

Yt = Atk?ltl_a (2)

em que k; é a quantidade de capital possuida pelo empreendedor no inicio do perfodo, I; a quan-
tidade de trabalho empregada para a producao e A; > 0 um parametro de produtividade comum a
todos os empreendedores.

Em todo perfodo ¢, apenas uma parcela m dos empreendedores possui acesso a novos empreendimen-
tos lucrativos. Assume-se para tanto que a chegada de novos projetos sao idéntica e independentemente
distribuidos (iid) através do tempo e entre os empreendedores. Assim, a acumulacdo de capital para o

empreendedor possui a seguinte lei de movimento:

by — (1=96) ks +4: , com prob. 3)
(1=96)k: , com prob. 1 —

em que 0 ¢é a taxa de depreciagao do capital e i; representa o investimento que é realizado a partir

de uma unidade do bem homogéneo. Além da rigidez proposta, considera-se que os empreendedores
se deparam com uma rigidez nominal. Apenas uma parcela 0 < # < 1 do novo investimento pode ser
financiado através da venda de ativos para outros empreendedores, chamado de financiamento externo.
O restante do investimento, 1 — 6, deve ser financiado internamente pelo préprio empreendedor com
oportunidade de investimento. Este financiamento interno representa o downpayment necessario para a
realizacdo do investimento, em que o empreendedor indica a viabilidade deste novo empreendimento®.
Os empreendedores podem possuir dois tipos de ativos: capital fisico (ativo interno) e ativos de

outras empresas (ativo externo). Define-se como k; o capital do empreendedor no periodo t; e; a

6Para uma racionalidade desta restrigdo, ver Hart e Moore (1994).



quantidade de ativos relativo ao capital de outros empreendedores possuida pelo empreendedor em
questao e s; a quantidade de ativos vendidos do capital préprio. Assim, o empreendedor ¢ dono de
uma quantidade liquida de ativos n; = k; — s¢ + e; . Tanto k; quanto e; depreciam a taxa ¢ e podem
ser transacionados ao precgo g;.

Além dos ativos, os empreendedores podem demandar titulos. Outra hipdtese do modelo é que
os empreendedores nao conseguem vender todos os ativos imediatamente, diferentemente dos titulos.
Apenas uma parcela ¢, dos ativos podem ser vendidos no periodo enquanto todos os titulos podem
ser liquidados, ou seja, os titulos sao plenamente liquidos e os ativos sao apenas parcialmente liquidos,
sendo que esta liquidez é determinada por um parametro exégeno ao modelo’.

A quantidade liquida de ativos do préximo periodo para o empreendedor ¢ dada por:
nepr > (1=0)i+ (1 —¢,) (1=6)my (5)

A equacdo (5) diz que a quantidade minima de ativos mantida deve ser igual a parcela relativa ao
downpayment, (1 — ) i;, mais a parcela ndo-depreciada e ndo-liquida dos ativos, (1 — ¢,) (1 — d) n;. Os
empreendedores também podem adquirir titulos emitidos pelo governo, b;, que possuem um perfodo e
pagam 1 na maturidade. Esses titulos sdo emitidos ao preco Q; = %ﬁ, em que r; é a taxa de juros
que rendem os titulos.

Como a oportunidade de investimento, 7, é iid entre os empreendedores, essa parcela dos em-
preendedores é chamada de investidores. A parcela, 1 — 7, dos empreendedores que nao possuem
acesso a tecnologia de investimento é formada por empreendedores chamado de poupadores. Caso o
empreendedor poupador deseje transferir riqueza do periodo ¢ para o periodo t + 1, ele precisara de-
mandar ativos financeiros, sendo estes os ativos referentes ao capital das empresas e os titulos publicos.
O empreendedor poupador desejard demandar os ativos baseado na expectativa de seu prego futuro e
pelo dividendo pago. Assim, os investidores querem vender seus ativos para financiar o downpayment
enquanto os poupadores desejam demandar os ativos e os titulos. As rigidezes da economia podem
restringir a oferta de ativos de modo que os precos desses ativos nao igualem seu custo, ou seja, que o

preco dos ativos seja superior a um.

A restricao orgamentédria do empreendedor com uma quantidade dada de titulos e ativos, pode ser

"Ver Bigio (2010a) e Rocheteau (2009) para um framework em que esta restrigao de liquidez ¢ determinada endoge-
namente.



escrita como:

et + 1 + @i + Qb < Tfnt + (1 —0) gy + gty + b (6)

O lado esquerdo da restri¢ao orgamentéria indica os gastos e o lado direito a riqueza. Primeiramente,
resolveremos o problema do empreendedor investidor (denominado pelo sobrescrito i) que pode ser

escrito como:

Mazx E; Zﬂt log (c}) (P.1)
t=0
5.a.Ck + iy + qtniﬂ + Qb < [Tf +(1-9) qt] g + quiy + bi_1 (R.O.)
ni > (1=0)i+(1—¢)(1—08)m (R.L.1)
by > 0 (R.L.2)

onde R.O. significa restricao orcamentdaria e R.L. restri¢ao de liquidez. A R.L.2 apenas indica que o
empreendedor investidor nao pode possuir uma quantidade negativa de titulos. Dada a monotonicidade
da preferéncia do empreendedor, a R.O. é vélida com igualdade. O lagrangeano do problema acima

pode ser escrito como:

L = log (Cz) - X {C; + i + (Jt”i+1 + Qub} — [Tf +(1-9) Qt] ng — qgly — bt—l}

N1, [ni+1 —(1=0)i;—(1—¢,)(1-0) ni] + 772,tbi
Resolvendo apenas em relacao a i;:

o : *)\t+)\tqt *771,25 (]. *9) =0

8275
Ai(ge —1)=m, (1 —0)

Como a restricdo orgamentdria é vilida com igualdade, diz-se que a restri¢ao é ativa e Ay > 0.
Se q; > 1, tem-se que 7y, > 0. A R.L.1 é vélida com igualdade. Isso implica que o empreendedor
investidor apenas manterd ativos que igualem o downpayment do investimento e a parte nao-liquida
dos ativos possuidos. Se ¢; = 1, entao 7, ;, = 0 e o problema dos empreendedores investidor e poupador
¢ 0 mesmo.

Proposi¢do 1: Suponha que 6 e ¢ sejam tais que q > 1, um empreendedor com oportunidade de



investimento ndo ird demandar titulos: bi = 08.
Dado que R.L.1 vale em igualdade e substituindo-a na R.O., o problema do empreendedor investidor

pode ser reescrito como:

Maz E; Z B'log (c}) (P.2)
t=0

sacp+qftngy = [rf+ (1 =0) (¢ + (1= d,) ¢f")] e+ bia

q
1-6
investidor. E necessério financiar com recursos préprios 1 — fg; para obter 1 — @ de capital. Se g; > 1,

! representa o custo efetivo de reposicao do capital para o empreendedor

em que qtR =
tem-se que ¢f' < 1 e o custo do capital produzido internamente ¢ menor que o preco do ativo no
mercado. Perceba também que o empreendedor investidor valoriza a parcela liquida dos ativos, ¢, ao

preco de mercado e a parcela iliquida, 1 — ¢, ao custo efetivo de reposigao.

As condicoes de otimalidade do empreendedor investidor sao”!?:
Ci =(1-0) {[Tf +(1-9) (¢tQt +(1-9) Qﬁ)] ng + bt—l} (7)
(1—0q)ic = B{[ri+(1—0)da]ni+bi—1} (8)

(=8 (1=8)(1~¢)g'n

Agora pretende-se derivar o problema do empreendedor poupador (indicado pelo sobrescrito s):

Maz By B'log (c}) (P.3)
t=0

s.a. ¢f +qny g +Qibp < [Tf + (1 =0)qe] ne + bis
nf+1 > (1—=¢)(1—0)m

B> 0

8Prova feita no Apéndice A.3.

9Dado que a preferéncia dos empreendedores é da forma logarftmica, o empreendedor consome (1 — 3) de sua renda
e poupa . Ver Samuelson (1969).

10Para determinar a equagio (8) basta substituir a equagdo (7) na restrigio orgamentaria.



As condicoes de otimalidade do empreendedor poupador sdo'!:

Cf:(l_ﬁ){[rf‘F(l—a)Qt] ne+be_1} (9)

i+ (1= 96) g 1
1-7)FE 9t Qt 10
( Vi [7”54-1 +(1-9) Qt+1] niyq + b (10)

L rfg + (1= 0) (G + (1= ¢p) ai1)

— 7TEt @ qt
[Tfﬂ +(1-9) (¢t+1Qt+1 + (1 - ¢t+1) QEH)] ngyq + by

Perceba que o consumo do empreendedor investidor é menor que o consumo do empreendedor
poupador se ambos possuem a mesma quantidade de ativos e titulos no perfodo, pois ¢,q;+(1 — ¢,) ¢ <
q: quando ¢; > 1. A equacdo (10) representa a condigdo de arbitragem entre ativos e titulos para o
empreendedor poupador. Caso seja investidor em ¢ + 1, o retorno dos titulos supera o dos ativos,
pois a plena liquidez permite um maior investimento no préximo periodo. Caso o empreendedor seja
poupador no préximo periodo, representado pelo lado esquerdo da equacao, os ativos proporcionarao

maior rendimento, pois a (i)liquidez parcial dos ativos ndo importa no periodo.

2.1 Trabalhadores

Pretende-se agora resolver o problema dos trabalhadores. Por hipdtese, os trabalhadores nao podem
realizar investimento, nem demandar titulos ou ativos. O problema dos trabalhadores pode ser escrito

como:

0o w e
Max Zﬁt [cf5 -— ()
Pt 1+n

s.a. ¢, < wly — Ty

em que ¢} representa o consumo dos trabalhadores, I} a oferta de trabalho e T; os impostos cobra-

dos na forma lump-sum. Dada a monotonicidade das preferéncias, a restricdo or¢amentéria vale sob

1Ver apéndice A.1 com as candicdes de primeira ordem.



igualdade. A condigdo de otimalidade fica:

e a oferta de trabalho é dada por,
1
Wt '\ n
i=(3) (11)

e os trabalhadores consomem toda sua renda, ¢, = wl; — T;. A demanda agregada por trabalho é

determinada pela sua produtividade marginal:
Wt = (1 - Oé) AtK?Lt_a (12)

em que K; representa a quantidade agregada de capital e L; a de trabalho. Em equilibrio, a
demanda agregada por trabalho iguala a oferta agregada, L; = L}. Substituindo a equagdo (11) na

forma agregada na equacao (12) é possivel encontrar:

_ e _a_
L, = [(1 - a) At} K] (13)

e
wy = [(1— a) A] 7= K] wita (14)

O retorno do capital, 7F, ¢ dado por sua produtividade marginal:

k= aAKMTILITe

l—a
1— o\ 7te 14n n(a—1)
py ( y ) AT, e (15)

ﬂ
3
|

2.2 Governo

Neste trabalho o governo opera apenas através do mercado de titulos em que B; representa a quantidade
agregada de titulos emitida em ¢'2. A quantidade tributada dos trabalhadores serve apenas para pagar

o déficit gerado neste mercado. Assim:

Btfl - QtBt = Tt (16)

12No modelo de KM, o governo opera de forma distinta, através de operagdes de open-market entre ativos e moeda.



2.3 Agregacao

Como as fungdes que caracterizam ci, cf, i, nyy1 € byy1 sdo todas lineares, a economia admite agre-
gacao. Dado que os trabalhadores nao poupam, a quantidade agregada de capital K; e de titulos B;
mantida pelos empreendedores iguala a quantidade total de capital e titulos da economia e, portanto,
N; = K;. Como as oportunidades de investimento sdo iid, no inicio do periodo t, os empreendedores
investidores possuem 7 N; e wB;_1 dos ativos e dos titulos enquanto os poupadores possuem (1 — ) N,
e (1 —7m) Bi—1. As condigoes de otimalidade do empreendedor investidor, dadas pelas equagoes (7) e

(8) podem ser reescritas na forma agregada como:

Ci=mn(=B){[rf+(1-0) (d,q+ (1 — ) )] Ne+ By} (17)

B [(Tf +(1-9) ¢tQt) Ny + Bt—l]
—(1=8)1=0)(1—¢)alNe

(1=0q) L1 =m (18)

As condigoes de otimalidade do empreendedor poupador, equagdes (9) e (10), podem ser reescritas

na forma agregada como:

Ci=Q-m)(1=B){[rFf +(1—0)q] Ne+ Bi_1} (19)

it (=) g 1
Qt
(1-7)E i (20)
' (7R + (1= 8) qeg1] NPy + By

1 rEa A (1 =0) (e + (1= dusn) alh)
— 7TEt Qt qt
[Tfﬂ +(1-9) (¢t+1%+1 + (1 - ¢t+1) QEH)] Nterl + By

Pela condigao de equilibrio no mercado de bens, o produto total deve igualar & renda destinada
aos trabalhadores e aos empreendedores. Logo, ¥ Ny, deve igualar o investimento e o consumo dos
empreendedores, dados pelas equagdes (16), (17) e (18), menos os impostos que foram pagos pelos

trabalhadores!?.

13 Perceba que o consumo dos trabalhadores ¢ igual a C} = w¢ Ly —T;. Somando rth +wi Ly = Iy +Cti +Ci+C) =Y:.



3 Extensoes

Neste capitulo sao apresentadas extensoes analiticas ao modelo de KM. A primeira discute como o

14 em que é

framework desenvolvido por KM incorpora novos aspectos a discussao do equity premium
derivada uma nova férmula que capta a importancia da liquidez parcial dos ativos para o diferencial de
retorno entre os ativos e os titulos. A segunda extensdo determina uma regra para a oferta de titulos

que permite um nivel eficiente de investimento.

3.1 Equity Premium no modelo CCAPM

Na literatura econémica, o retorno dos ativos acima do retorno dos titulos é conhecido como equity
premium. O modelo desenvolvido em Lucas (1978), conhecido por Arvores de Lucas ou Consumption
Capital Asset Pricing Model (CCAPM), permite a precificacio de diferentes ativos num contexto de
equilibrio geral. Com o objetivo de analisar a magnitude do equity premium, Mehra e Prescott (1985)
aplicam o modelo de Lucas a economia americana e nao encontram resultados satisfatérios que ex-
pliquem o diferencial observado de retorno entre os ativos e os titulos dentro de intervalos considerados
razodveis para os parametros comportamentais. Enquanto os dados da economia americana refletem
um excesso de retorno de 6,18%'%, o modelo s6 é capaz de gerar um excesso de 0,35%'°.

A lé6gica para compreender o equity premium deve se basear em escolhas marginais e intertempo-
rais 6timas. O agente valoriza de forma desigual consumo em periodos distintos, ou seja, a mesma
quantidade de consumo marginal resulta em diferentes graus de utilidade quando nao consumidos no
mesmo perfodo. Consequentemente, ativos que rendem um alto retorno quando o consumo é alto (e
a utilidade marginal é baixa) sdo menos valorizados que os ativos que provéem maior retorno quando
o consumo é baixo (e a utilidade marginal é alta), e por isso sdo demandados mesmo propiciando um
menor retorno. Assim, o incremento de consumo é valorizado de forma desigual nos periodos bons e
ruins.

Baseando-se na apresentagdo derivada no apéndice (A.4.1), é possivel encontrar a seguinte equagao:

cov [—u’ (cts1) s R?_H]
By [u! (cp41)]

Ey (Ry',) =Rl + (A.4.1.1)

em que retorno do ativo é igual ao retorno dos titulos mais um prémio de risco dado pela covariancia

14 Bigio (2010) também discute o equity premium no framework de KM.

15Mehra e Prescott (1985).

16Mehra e Prescott (1985). Na realidade o equity premium observado s6 ¢ gerado caso se utilize uma parametrizagio
nao-usual considerada exagerada.
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entre o consumo e o retorno dos ativos, dividido pela esperanca da utilidade marginal do consumo.
Como o retorno dos ativos e o retorno dos titulos se comportam de maneira semelhante sob as mesmas
condigoes da economia, maior rendimento quando a economia estd em crescimento e menor quando esté
em contragao, eles deveriam possuir aproximadamente a mesma taxa de retorno. Com esse arcabouco,
Mehra e Perscott nao conseguiram reproduzir um equity premium de aproximadamente 6%.

A incapacidade dos modelos que consideram mercados completos, inexisténcia de custos de transagao
dentre outras hipéteses, estimulou o desenvimento de modelos que modificassem as hipéteses iniciais
e incorporassem diversas restri¢goes. Em especial, Bansal e Coleman (1996) introduzem a existéncia de
custos de transagao dos ativos, em que diferentes ativos possuem diferentes custos. Desta forma, os
ativos com menores custos de transagao sao mais liquidos. Uma parcela dos ativos é demandada devido
sua liquidez, especialmente como forma de se precaver contra possiveis choques idiossincraticos. Esse
diferencial de liquidez afeta o retorno dos diferentes ativos e, como consequéncia, o equity premium.
Dentre os diversos modelos que se propoem a analisar o puzzle, o modelo desta dissertacao mais se
assemelha ao de Bansal e Coleman devido a questao da liquidez. Mas, ao invés de supor diferentes
custos de transagao, neste trabalho ¢ incorporado um parametro que representa a liquidez parcial dos

ativos. Na préxima secao é derivada uma nova férmula para analisar o equity premium.

3.2 Equity Premium no Modelo

No modelo, os ativos e os titulos piiblicos sdo demandados somente pelos empreendedores poupadores.
Os poupadores adquirem os ativos ao prego g; e os titulos ao preco ;. O rendimento do ativo adquirido
pelo poupador depende se havera oportunidade de investimento no préximo periodo. O rendimento

bruto esperado da compra de um ativo em ¢ pode ser escrito como:

i+ (1=0) [p1a@1 + (1 — 1) @l ]
qt
rho 4+ (1= 06) g }
qt

E,[R}] = nE

+(1—7T)Et{

Rearranjando os termos, a equagao anterior pode ser escrita como:

mlrf) = g Tt CoD0d gy g 1o, (S

qt qt
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A equagao (22) é composta por dois termos distintos. O primeiro representa o retorno bruto usual
da compra de um ativo, apés sua depreciacao. O segundo termo representa o custo de possuir um
ativo apenas parcialmente liquido quando hd oportunidade de investimento em ¢ + 1. A parte nao-
liquida, 1 — ¢, , valorizada ao prego qﬁ_l pelo empreendedor investidor, reduz o retorno do ativo pelo
diferencial do prego de mercado e o preco interno do ativo, ou seja, em qz41 — qg_l. Este menor retorno
ocorre exatamente quando a utilidade marginal do consumo ¢ mais elevada, dado que ¢, | < ¢f, ;.

De forma andloga, o retorno da fabricacao de um ativo interno pelo empreendedor investidor pode

ser escrito como:

B, [RI} - Tfﬂ +(1—-9) [¢t+1Qt+1 + (1 - ¢t+1) QEH]
t qR
i
k 1-6
+(l-7)E {Tt+1 + (qR ) Gr+1 }
i

Se ¢f* < g4, o retorno da fabricagdo de um ativo é maior que o da compra. Como demonstrado no

apéncidice (A.4.2), o retorno esperado do ativo em relagdo aos titulos pode ser escrito como:

k 1-6
or {_Uﬁh TE + (q )Qt+1:|
ST _  pb :
FE; [Rt] = Rt + E; (Ut+1) (A.4'2.2)
qt+1 — Qf{ 1
7w (1—49)cov {Ut.u, (1 - ¢t+1) <+>}
N gt

E; (Uty1)

u (Ci+1) . w (Cf+1)
ey T )

marginal do empreendedor poupador j& ponderado pela probabilidade de oportunidade de investimento.

em que Fy (Upy1) = By representa o valor esperado da utilidade
Assim, o retorno esperado dos ativos é igual ao retorno do titulo mais um prémio de risco usual em
que relaciona seu retorno e o consumo agregado (risco agregado) e um prémio de risco relacionado a
(i)liquidez dos ativos. Esta segunda covariancia capta o risco idiossincratico relativo a liquidez parcial
de um ativo caso haja uma oportunidade de investimento.

Comparando as equagoes (A.4.1.1) e (A.4.2.2), observam-se duas diferengas. Em primeiro lugar, no
modelo proposto o empreendedor poupador possui uma utilidade marginal esperada ponderada pela
oportunidade de investimento, enquanto que no CCAPM a utilidade marginal esperada nao depende
dessa especificidade. Em segundo lugar, agora o equity premium depende de um termo que relaciona

o retorno dos ativos e a liquidez. No modelo CCAPM, a remuneracdo dos ativos se diferencia dos
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titulos apenas pelo risco agregado. O risco idiossincratico aqui exposto pode ser relevante em alguns
periodos, aumentando principalmente durante crises de liquidez'”.

Para melhor compreender a segunda covaridncia, considere o seguinte exemplo. Caso se espere que
¢4 1 aumentard, (1 — ¢t+1) (qt+1 — qﬁl) se reduz, tanto porque 1 — ¢,,; diminui quanto porque se
espera menores restricoes ao investimento no préximo periodo que permitirao uma maior oferta de
ativos, fazendo com que a diferenga entre g, 41 e qfil diminua. A menor restri¢do de liquidez leva a
um aumento do consumo do empreendedor investidor e a uma queda do consumo do poupador. Mas
o aumento de c} 11 ¢ menor do que a queda de ¢{, , fazendo com que o efeito final seja de uma queda

em Fy (Upy1). Assim, a covaridncia é positiva, enquanto houver restricao de liquidez.

3.3 Oferta Otima de Liquidez

Nesta secao extende-se a fronteira de liquidez proposta por Bigio (2010), em que se determina o
nivel da liquidez 6tima dos ativos para que seu prego iguale a um. Para tanto, considere a restrigao
orgamentéria do empreendedor investidor dada no problema (P.2) e apés substituir o consumo étimo

dado pela equagao (7), é possivel encontrar a seguinte equagao na forma agregada:
qﬁ ti+1 =0 { [Tf +(1-9) (¢tQt +(1—¢) qf)} TNy + 71'Btfl} (23)
Considere a restrigdo dada pela R.L.1 do problema (P.1.) na forma agregada:
a2 (L= 0) L+ (1= ¢) (1 8) 7N,

Substituindo o valor de N/, dado pela equagao (23), ¢ possivel encontrar:

3 Tf+(1_5) (¢t9t+(1—¢t)QtR)
1-6)I < at* 7N, (24)
—(1-9¢,)(1-9)

+£R7TBt—1
q;

em que (1 — @) I; representa a parcela mdxima dos ativos do novo investimento que o empreendedor
investidor pode possuir.

Seja agora a restri¢do orgamentdria do empreendedor poupador dada por (P.3.). Apds substituir o

1"No caso em que sdo totalmente iliquidos, ¢, = 0, o prémio de liquidez é maximo.

13



consumo dado por (9), é possfvel encontrar a seguinte equa(;éo na forma agregada:
qtNtsJ,-l + QtBt = B { [Tf + (1 - 5) Qt] (1 - 7T) Nt + (1 - 7T) Bt—l} (25)

Como os empreendedores poupadores demandam todos os ativos ofertados da economia, tem-se

que:

S =0=0)(1—7) Ny + N

em que N;* representa a oferta de ativos pelos empreendedores investidores. Substituindo a equagao

(25) na anterior:

(l—w)Nt+§(1—7r)Bt_1—%Bt:(l—é)(l—w)Nt+NZ‘i
t t

3 {Tf + (;t— J) Qt]

dado que N < ¢, (1 — §) mN; + 01, é possivel encontrar:

Tk - t
01, > {ﬁ’m(lﬂ)gbt(l(;)ﬂ'(l(s)(lﬂ)}Nt (26)
+M3t—l _ %Bt
at at

em que 61; representa a parcela dos ativos dos novos investimentos que o empreendedor poupador
pode possuir. Perceba que:

I>(1-0)1 eI <0I
Assim,

1,1 :
izl =Lz

1-6
— 1 (27)

Quando ¢; = 1, o investimento a nivel individual ndo é determinado. A nivel agregado as desigual-
dades podem ser consideradas como igualdades. Agora deriva-se o valor de ¢ que permite a alocacgao

eficiente do investimento, ou seja, que iguale ¢; a um. Para determinar o valor da fronteira de liquidez
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dada por ¢y, considera-se ¢; = 1. Assim, encontram-se as seguintes equagoes:

I o= {B[rr+1-08)] —(1—¢7)(1—08)} 7N+ frBis (28)
o= B+ -9 (1-m)—d;(1-0)m—(1-06)(1-m)}N (29)
+B (1 —m) Bi1 — Qi By
Substituindo as equagoes (28) e (29) na (27) sob igualdade, encontra-se ¢;'8:

1-01—7)—6r

o T B(rf+1-6)—(1-9)] (30)
ﬁ[(l—@) (1—77)—677] Bt—l _ Qt &
(1—5)71' Nt (1—5)7TNt

e a restricdo de liquidez n{,; > (1 —¢,) (1 —d6)ny + (1 —0) i, é ativa caso ¢, < ¢;. A equagao
demonstra que para as varidveis de estado (N, A;, Bi—1) e para a quantidade de titulos By, existe
um valor de ¢; em que a restricio de liquidez se torna efetiva. Dado que 7F = 7¥ (4;, N;) é funcio
de varidveis de estado, a fronteira de liquidez depende dos choques que atingem a economia. Perceba
que:

J¢y (1-0)1—m)—0r

arf: (1= p>0

Assim, ¢} é crescente em relagao a produtividade e decrescente & acumulagao de capital. Choques
positivos de produtividade aumentam o retorno dos ativos que estimulam sua demanda e, portanto,
deve haver uma maior oferta para que o seu prego se mantenha igual a um. Para melhor compreender

o efeito dos titulos sobre ¢}, considere as seguintes derivadas:

067 Q1
B, -0 "

o6; . BlU-0)Q-m -6 1 _
9B, (1—0)r N,

Em ¢, o governo s6 é capaz de alterar a quantidade de B;. Um aumento na emissao dos titulos retira
recursos que seriam aplicados em ativos e essa menor demanda causa um efeito negativo sobre ¢;, o que
reduz a liquidez necessdria para a economia operar eficientemente. Como os retornos na economia sao

decrescentes, a queda do estoque de ativos, Ny, leva a um aumento do seu retorno esperado no perfodo

18 Por hipétese, § < 1 — 7 que equivale a O < (1 —0) (1 — 7).
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seguinte. Os titulos sdo ativos liquidos apenas no periodo subsequente & sua emissdo e a quantidade
de liquidez proporcionada por eles no periodo t é determinada apenas pela quantidade de B;_;. Uma
maior emissdo de titulos no perfodo anterior aumenta ¢;, pois hd uma maior demanda por ativos, j&
que houve um aumento em 7F. Essa maior demanda acaba sobrepondo os efeitos da maior liquidez
geral na economia e ¢; aumenta.

A quantidade de ativos que os empreendedores investidores podem utilizar para financiar o down-
payment é igual a ¢,(1 — 6)wNy. Assim, define-se o déficit de liquidez de ativos na economia como
(¢y — &;) (1 — §) ™y e a politica 6tima para oferta de titulos ocorre quando o déficit é nulo, ou seja,
(py —d) (1 —8)7Ny = 0. A partir da equagdo (30) estabelece-se que a oferta 6tima de titulos é

determinada pela seguinte regra:

_ JIA=0)0-m) 0] [B(ri+1-06) = (1-08)] ¢, (1)
b= { 1-0)Q (1-0)Q }Nt (31
gl —0) (1 —7) — b
+ a-00, B

A oferta 6tima de titulos é determinada a cada periodo de forma que o déficit de liquidez seja nulo.
Ela opera com o objetivo de tornar ¢; igual a ¢,, ou seja, o valor do parametro de liquidez dos ativos
que permite um nivel eficiente de investimento é igual ao valor corrente. Quando hd um déficit nulo, a
economia alcancga niveis de first-best. Isso ocorre porque as restrigoes de liquidez sdo sobrepostas pela
quantidade de titulos e elas ndo mais afetam a alocacao da economia. Perceba que B; depende apenas

de varidveis j4 determinadas em ¢, pois r¥, ¢,, N; e B;_; sdo todas varidveis observaveis.
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4 Simulagao

4.1 Parametrizacao

Com o objetivo de melhor compreender as propriedades do modelo, o equity premium e as consequéncias
da oferta 6tima de liquidez, serd feita uma simulacdo com parametros para dados trimestrais préximos
aos da literatura de ciclos reais para o Brasil ou que implementem o framework de KM. Perceba que
esta simulagao nao caracteriza um exercicio de calibragao.

e Preferéncias: O fator de desconto intertemporal § utilizado para os empreendedores foi estab-
elecido em 0.98. O parametro da oferta de trabalho 7 foi determinado igual a 2 e o pardmetro w igual
al.

e Tecnologia: O pardmetro de participacao do capital da funcao de produgao Cobb-Douglas é
igual a 0.36. A taxa de depreciagao igual a 0.025.

e Restricoes: O valor dos parametros de restricao do modelo, 7 e 6, foram determinados com
base em Del Negro et al. (2010). O valor estabelecido para 7 foi 0.1 e para 6 foi 0.15.

e Produtividade: Considerou-se que a produtividade segue um processo AR(1), Ay = (1 — py) s+
paAi_q +€tA em que 624 ~ N (O, 0?4). Os valores para o processo foram p, = 0.95, uy = 1e o = 0.01.

e Liquidez: Considerou-se que a dindmica de um choque de liquidez parcial dos ativos também
segue um processo AR(1), ¢, = (1 — pd)) P+ PpPr1 + sf em que 6? ~ N (0,03). Os valores para o
processo foram p, = 0.5, p, = 0.1 e 0 = 0.01.

Resumindo os valores dos pardmetros utilizados:

B njw| a | & | 7| 0 | pa [Ba| oA | Py | P | To
098 |2 1]036[0.025 01015095 | 1 |001]0.5]0.1]0.01

Tabela 1: Parametrizacao da Simulacao

4.2 Estado Estacionario

Esta segdo descreve os resultados quantitativos obtidos através da simulacao do modelo. A simulagao
é realizada sob duas condigoes distintas de oferta de liquidez, sendo estas: com oferta fixa de liquidez
a um nivel arbitrariamente ineficiente, que serd chamado de Modelo 1, e com oferta étima de titulos

definida pela equagdo (31), chamado de Modelo 2!?. Os dois modelos serdo submetidos a choques

190 valor 6timo de B; determinado pela simulagdo utilizando a regra 6tima, modelo 2, ¢ 3.34155. Para o modelo 1
utilizou-se o valor arbitrério de 2.5.
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de produtividade (A;) e choques de liquidez (¢,), enquanto o modelo 1 também serd submetido a
um choque exégeno na quantidade de titulos (B;). Posteriormente, discutem-se e comparam-se os
resultados destas simulagoes.

Os valores das varidveis em estado estaciondrio encontrados pela simulacio foram?’:

Modelol Modelo2
N 32.8924 36.3858
Y 4.3823 4.5894
rk 0.0479 0.0454
q 1.0955 1
Q 0.9910 0.98
r 0.0090 0.0204
o8 0.2107 0.1
EP 0.0007 0
RN 0.0187 0.0204
PLN 0.0090 0
RLN 0.0097 0.0204
RLNi 0.1252 0.0204

Tabela 2: Valores em Estado Estaciondrio. N= total de ativos, Y=produto, rk= produtividade mar-
ginal do capital, g= preco dos ativos, Q= preco dos titulos, r= taxa de juros dos titulos, fi*= fronteira
de liquidez, EP=equity premium, RN= taxa de retorno bruto dos ativos, PLN= perda da ililquidez
parcial dos ativos, RLN= taxa de retorno liq. da compra de um ativo, RLNi= taxa de retorno liq. da
fabricacdo de um ativo

Os resultados da tabela (2) mostram os valores das varidveis em estado estaciondrio e como a
quantidade ofertada de liquidez afeta as varidveis da economia. Em especial, quando se segue a regra
6tima para os titulos, as varidveis atingem os valores de first-best similares aos encontrados pelo modelo
de ciclos reais. E possivel observar que as restricdes criam uma diferenca entre o produto marginal
liquido do capital e a taxa de retorno esperada dos ativos, além de manter a taxa de retorno dos
ativos mais elevada que a taxa de retorno dos titulos. Contudo, os diferenciais de retorno desaparecem
quando a oferta de liquidez ¢é eficiente. No modelo 1, 7% > % —1+46 e @ > S, enquanto no modelo 2,
rk = B — 146 e @ =, de tal forma que o retorno dos ativos e dos titulos sejam iguais.

A maior quantidade de titulos diminui as restrigoes de liquidez que limitam o investimento e permite
uma maior acumulagao de capital, diminuindo tanto o produto marginal do capital, rf, quanto o preco
dos ativos, g;. O ¢; mais proximo de 1 representa uma menor diferenca entre o custo de produgao

do capital pelo empreendedor investidor e o seu valor de mercado, ou seja, hd um menor ganho na

producao de ativos quando surge a oportunidade. Sob a politica de oferta ¢tima de liquidez, g; sempre

20Na derivacdo do modelo utilizou-se o retorno dos ativos. Apenas para facilitar a comparacdo, a tabela mostra as
taxas de retorno.
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iguala a 1 e este valor representa que a economia possui uma quantidade eficiente de capital em todos os
periodos. Como consequéncia, tal politica também permite que o produto atinja o nivel mais elevado
em estado estaciondrio.

O parametro que determina a fronteira de liquidez é alterado de acordo com a quantidade de titulos
disponiveis, como pode ser observado pela equacao (30). No modelo 1, ¢; é maior que ¢,, explicitando
que a economia necessita de mais liquidez para operar eficientemente. Quando a economia opera sob a
regra de oferta 6tima de titulos, ¢; iguala o valor de ¢, e a liquidez dos ativos que permite a alocagio
eficiente é exatamente a liquidez corrente.

As restri¢oes do modelo também geram um diferencial de retorno entre os ativos e os titulos, equity
premium, pois existe uma perda devido & liquidez parcial dos ativos. Como a fungao de utilidade é
logarftmica, a discussdo do equity premium no modelo ndo se baseia em aversio ao risco?!', como é
usual na literatura econémica, mas na diferenga de liquidez existente entre os ativos e os titulos. Note
que o equity premium s6 existe enquanto houver uma oferta insuficiente de liquidez no modelo. No
modelo 2, a perda devido & (i)liquidez parcial dos ativos presente na equagio (22) desaparece. Deste
modo, o prémio de liquidez é igual a zero e o retorno dos titulos é igual ao retorno dos ativos, de
tal forma que, no modelo 2, ndo exista equity premium. Mas mesmo no modelo 1, o equity premium
apresenta um valor quantitativamente muito baixo, indicando que o diferencial de liquidez entre titulos

e ativos, como desenvolvido nesse trabalho, nao é capaz de resolver o puzzle.

4.3 Dinamica

Para analisar a dinAmica do modelo serao discutidas nesta secao as fungoes de impulso-resposta e as

2. Serdo considerados choques de produtividade e de liquidez dos ativos, e além destes

correlacdes?
choques, apenas no modelo 1 serd incorporado um choque na quantidade de titulos da economia. Os
choques de produtividade e liquidez nao possuem qualquer correlagao entre si, apesar da dependéncia
existente entre produtividade e liquidez no contexto geral do modelo, pois uma alteragao de liquidez
possui um maior efeito se a produtividade for mais elevada, por exemplo.

O choque de produtividade aumenta o produto e o investimento em ambos os modelos, mas a

dindmica de resposta é bastante distinta, como pode ser vista pela figura 123, Enquanto num primeiro

momento, o investimento aumenta mais no modelo 1 que no 2, no modelo 2 o investimento aumenta

21 A funcdo de utilidade logaritmica possui o coeficiente de aversdo ao risco igual a um. Afirmo apenas que a andlise
nao serd focada neste pardmetro, mas na liquidez.

22 As funcgées de impulso-resposta estdo apresentadas no apéndice A.6.

230 IRF apresentado na Figura 1 possui 50 perfodos.
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nos periodos subsequentes até comegar uma trajetéria de queda. Para compreender a razao dessa

dinAmica é preciso analisar sua relagdo com as varidveis financeiras.

0,014 4
0,012 4

0,01
0,008
0,006
0,004

0,002

Figura 1: IRFs do investimento - choque de produtividade

Um choque positivo de produtividade aumenta a produtividade marginal do capital, r¥, e esse
maior retorno do ativo eleva a demanda, fazendo com que o prego do capital, g;, aumente. No modelo
1, em que hd uma quantidade ineficiente de liquidez, os empreendedores poupadores passam a valorizar
mais os titulos ao antecipar o maior retorno de um investimento futuro quando houver a possibilidade,
0 que gera uma queda na taxa de juros necessdria para equilibrar seu portfélio. No modelo 2, em que
a quantidade de titulos segue a regra dada pela equagao (31), o choque de produtividade, ao aumentar
7F e ¢; que estimulam o investimento, requer um aumento da oferta de titulos para desviar recursos
do mercado de ativos e evitar o aumento de ¢;. Para demandar os titulos ofertados no periodo, os
empreendedores poupadores irdo exigir um maior retorno para equilibrar seu portfélio. Ao utilizar
tal regra, gera-se um efeito ambiguo sobre g¢, pois um choque positivo de produtividade aumenta a
demanda pelos ativos que eleva seu prego, enquanto também estimula a oferta de titulos que aumenta a
taxa de juros e reduz a demanda pelos ativos. A regra serd eficiente caso consiga equilibrar o aumento
e a queda da demanda de tal forma que ¢; nao varie.

E preciso notar que uma maior oferta de titulos hoje gera um aumento de liquidez apenas no
préximo perfodo, o que reduz a restricao de liquidez nos perfodos subsequentes e permite o aumento
do investimento, como pode ser visto pela figura 1. Ao comparar as respostas do investimento, percebe-

se que, num primeiro momento, o aumento é maior no modelo 1 que no modelo 2. Isso ocorre porque,
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no modelo 1, tanto 7F quanto ¢; aumentam e estimulam o investimento no préprio perfodo, enquanto
no modelo 2, o aumento do investimento se deve apenas ao efeito de r¥. Porém, a maior liquidez nos
periodos posteriores permite um maior investimento até que a queda da produtividade se sobreponha
a tal efeito e passe a desestimular o investimento.

Agora discute-se a dinamica da economia diante de um choque tempordrio positivo de liquidez
dos ativos, ¢,. Um choque positivo de liquidez aumenta a parcela de ativos que pode ser utilizada
para financiar o downpayment. No modelo 1, em que a quantidade de titulos € menor do que a que
permite um nivel eficiente de capital, o aumento de ¢, diminui a restrigao de liquidez do empreendedor
investidor e permite um maior investimento. Esse aumento de liquidez aumenta tanto a oferta de ativos
quanto a demanda por eles, jd que os empreendedores poupadores irao antecipar menores restrigoes
a venda dos ativos adquiridos. Mas como o choque é transitério, os poupadores também consideram
que ¢, retornard ao nivel de estado estaciondrio. Assim, a demanda n&@o se eleva tanto e o efeito
do aumento da oferta de ativos se sobrepoe ao da demanda, fazendo com que ¢; diminua. Além dos
efeitos citados, a maior liquidez reduz a demanda pelos titulos plenamente liquidos, e para reequilibrar
o mercado, hd uma queda de seu preco, ou seja, um aumento da taxa de juros.

No modelo 2, assim como no modelo 1, o aumento da liquidez dos ativos permite que uma maior
parcela dos ativos seja utilizado como downpayment. Essa menor restricao de liquidez dos ativos reduz
a quantidade necessiria de titulos para que haja um nivel 6timo de investimento?*. Assim, no perfodo
t hd uma queda na oferta de titulos que aumenta seu prego. A menor taxa de juros dos titulos estimula
a demanda dos empreendedores poupadores por ativos o que aumenta o investimento. A maior oferta
de ativos contrabalancea a demanda mais elevada de forma que ¢; nao se altere.

Apenas no modelo 1, incorpora-se um aumento temporario na quantidade de titulos?®. Os efeitos
de curto prazo do choque sdo distintos dos efeitos de médio e longo prazo. Uma maior oferta de titulos
aumenta a taxa de juros, reduzindo a demanda por ativos. Essa menor demanda leva a uma queda
de g; que desincentiva o investimento, e como consequéncia, reduz o produto. Contudo, no periodo
subsequente, hd uma maior liquidez disponivel que diminui as restrigoes do modelo, permitindo o
aumento do investimento e do produto. Nota-se que o aumento da quantidade de titulos gera um
efeito crowding-out num primeiro momento, mas hd um efeito crowding-in em seguida. Como é feita a

hipétese de que os trabalhadores pagam os impostos, também ocorre uma transferéncia de renda dos

24Essa relagio pode ser claramente vista pela equacéo (31) em que %ft = f%Nt < 0.
t
250 choque na quantidade de titulos considerado é AR(1) da forma vi’ = pbvf_l + 52, com p, = 0.5 e s? = 0.1.

Novamente, os valores dos parametros nao representam um exercicio de calibragao.
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trabalhadores para os empreendedores.

Como discutido nos pardgrafos anteriores, o comportamento da taxa de juros difere em relagao
ao choque de produtividade e de liquidez e de acordo com a quantidade de titulos ofertada. No caso
de um choque positivo de produtividade, se houver uma quantidade ineficiente de liquidez, a taxa de
juros apresenta um comportamento contra-ciclico, enquanto que se a quantidade ofertada for eficiente,
a taxa de juros é pré-ciclica. No caso de um choque temporario positivo de liquidez, se a quantidade de
liquidez for ineficiente, a taxa de juros aumenta, ou seja, apresenta um comportamento pré-ciclico. Por
outro lado, se a oferta de liquidez for eficiente, a taxa de juros serd contra-ciclica. Perceba também, que
no modelo 1, a taxa de juros possui uma correlagao negativa com o preco dos ativos, ji que ¢; aumenta
com uma elevagdo da produtividade e diminui com o aumento da liquidez. As relagdes encontradas

podem ser resumidas na tabela (3) a seguir:

Modelo1l Modelo 2
T A Tas, | re Trg
1 ¢y La, Tr L7

Tabela 3: Correlagdes da Economia Simulada

No modelo 1, o prego dos ativos, assim como a taxa de juros pode apresentar tanto um compor-
tamento pré-ciclico como contra-ciclico. Diante de um choque de produtividade, g; é pré-ciclico e de
um choque de liquidez, é contra-ciclico. Assim, ndo héd necessariamente uma correla¢do positiva entre
investimento e ¢, esta correlagao depende do choque que atinge a economia. Contudo, o prego dos
ativos é sempre negativamente correlacionado com a taxa de juros. Essa correlagao negativa demon-
stra que o trade-off do empreendedor poupador em sua condi¢ao de arbitragem independe do tipo de
choque.

No modelo 2, a taxa de juros que remunera os titulos apresenta um comportamento tipico do modelo
de ciclos reais. Perceba que, se ¢; for igual a 1 em todos os periodos, pela condi¢ao de arbitragem entre
titulos e ativos dada pela equagao (20), obtém-se que r; = E; [rfﬂ — (5]. A taxa de juros que remunera
os titulos deve igualar a remuneracao liquida esperada do retorno dos ativos. Caso ocorra um choque
de produtividade, E} [rfﬂ] aumenta, e para os empreendedores poupadores demandarem titulos, a
taxa de juros dos titulos também deve aumentar. No caso do choque de liquidez, a queda da taxa
de juros permite uma maior acumulagao de capital na economia o que diminui FE, [rfﬂ]. Como na
economia proposta existem dois choques distintos, a taxa de juros nao se comporta, necessariamente,

de forma pré-ciclica. Porém, a taxa de juros se move de acordo com a produtividade marginal do
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capital que representa a taxa de juros no modelo de ciclos reais.

Como explicitado por Kanczuk (2002) para o Brasil e King e Watson (1996) para os Estados Unidos,
os dados mostram que a taxa de juros real possui uma correlagao negativa tanto com o produto do
periodo como com o produto futuro. Esta correlagao negativa com o produto futuro faz com que a taxa
de juros real seja chamada de "leading countercyclical indicator"?%. King e Watson (1996) afirmam que
o modelo de ciclos reais nao é capaz de explicar a caracteristica de "leading countercyclical indicator"
da taxa de juros real. Nos modelos 1 e 2, as correlagoes para o periodo também se mantém em relagao
ao produto futuro. Desta forma, ambos os modelos sao capazes de apresentar uma correlagao negativa
com o produto, dependendo do choque que atinge a economia. Assim, a existéncia de diferenciais de
liquidez entre os ativos e os titulos possibilita explicar determinados fenémenos da economia que nao

é incorporado pelo modelo de ciclos reais.

26 Termo utilizado por King e Watson (1996). Boldrin et al. (2001) utilizam o termo "inverted leading indicator".
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5 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo realizar extensoes analiticas ao modelo de KM. Analisa-se o equity
premium com foco na importancia da liquidez e estabelece-se uma regra de oferta étima de liquidez.

A simulagao do modelo foi realizada para duas condic¢oes distintas de oferta de liquidez. No modelo
1, com uma quantidade ineficiente, e no modelo 2, com uma quantidade eficiente. Os resultados das
varidveis em estado estaciondrio indicam como a quantidade de liquidez afeta a acumulagao de capital,
o produto e o retorno dos ativos e dos titulos. Como o equity premium depende do diferencial de
liquidez, no modelo 2 nao hé equity premium. No modelo 1, ele existe, mas o resultado encontrado foi
quantitativamente baixo.

Cada modelo proporciona para algumas varidveis uma dindmica bastante distinta, em especial, a
taxa de juros. A taxa de juros possui um comportamento diferente diante de cada choque e entre os
modelos. No modelo 1, é contra-ciclica na presenca de um choque de produtividade e pré-ciclica na
presenca de um choque de liquidez. Ocorrendo o inverso no modelo 2, quando é proé-ciclica para um
choque de produtividade e contra-ciclica para um choque de liquidez. Além disso, tanto o choque de
produtividade quanto o de liquidez resultam que o comportamento da taxa de juros no modelo 1 é o
inverso do modelo 2.

A oferta 6tima de liquidez possibilita que a economia opere em condicoes de first-best em todos os
periodos mesmo com a existéncia de fricgdes, pois essas friccées sdo sobrepostas pela quantidade de
liquidez na economia. Ela indica que existe uma politica de oferta de liquidez dependente apenas de
varidveis de estado observéveis no periodo que possibilita que a economia opere sempre eficientemente.
Apesar do comportamento semelhante ao modelo de ciclos reais, para que isto ocorra é necessdria a
adocao da regra de oferta de liquidez, ou seja, é necessaria uma intervencao governamental em todos
os periodos. Este resultado contrasta com a literatura de ciclos reais na qual o governo possui uma
pequena (se alguma) capacidade de afetar a situacdo dos agentes através de intervengdes durante o
ciclo econémico.

Apesar das diversas restricoes, elas afetam a economia através apenas na capacidade de inves-
timento. Um préximo passo para modelos que incorporem fricgoes financeiras ¢ la KM deve ser a
capacidade de explicitar o comportamento da liquidez dos ativos de maneira endégena. Um outro
passo nesta linha de pesquisa deveria relacionar, também de maneira endégena, as fricgoes financeiras
a produtividade do capital, permitindo uma melhor compreensao dos mecanismos de transmissao entre

a economia financeira e a real.
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A. Apéndice

A.1 Condigoes de Primeira Ordem

Considere o Lagrangeano para o empreendedor investidor relacionado com o problema 1:

Ci + it + qtniﬂ + th%
— [rf + (1 =6) (dpqe + (1 — ¢,) qf*)] me — qrie — be
+77§,t [niﬂ —(1=0)i;—(1—¢,)(1-9) ”t] + né,tbi

L = logci—\i

Chon i1 + @Gang o + Qe
+rBE {logciy — Mgy | — [rFy 4+ (1= 0) (d1qe1 + (1 — b)) afir) ] miy
—Qe+1i441 — b}
Civq + qring o + Qur1biy g

+(1—m) BE; {log ety — Arya % , _
= [t + (1= 8) qraa] nfyy — B

As condigoes de primeira ordem ficam:

a 1 ;
o = Y (A.1.1)
8 1 7
aniﬂ : )‘tqtR = TBE; {)‘t+1 [7"54-1 + (1 - 5) (¢t+1Qt+1 + (1 - ¢t+1) qt}il)]}
+(1—7) BE AN [rq + (1= 6) qesn] } (A.1.2)
TNQe — by = TBE AN P+ (1 —m) BE (N1} (A.1.3)

abi
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Seja agora o Lagrangeano para o empreendedor poupador, dado pelo problema 3:

L = logc] =X [¢f +aqniyy +Qub] — [rf + (1= 6) qt] me — b1
'Hﬁ,t [nf+1 —(1—=¢,)(1-9) nt] + ni,tbf
Chi1 it + Qi + Quarblyg
+mBE, { logciyy — )‘i—&-l —[rE + (1 =0) (dr1qe41 + (1 — dp1) afh1) | mia
—qt+1%t+1 — bf
Civ1 T Qr1nipo + Qrpabiy4

+(1—7) BE: S logei ) — Ajyq )
= [rt + (1= 0) gry1] iy — b

As condigoes de primeira ordem ficam:

6 s i
W?H PALGE — U mBE; {/\t+1 [Tfﬂ +(1-9) (¢t+1Qt+1 + (1 - ¢t+1) Qﬁ-l)]}
+(L=7)BE AN 1 [rEq + (1= 6) 1] } (A.1.5)
a s s [ s
8717? N Qe — 3, =TPE, {)‘t+l} + (1 —m)BE, {At—i-l} (A.1.6)

Suponha que n§,; # 0 e bf # 0, os empreendedores poupadores irdao demandar ativos e titulos. As
restrigoes nao ativas implicam que 77, = 0 e 3, = 0. Substituindo os valores dos \'s e igualando A7,

¢é possivel encontrar a condicao de arbitragem entre titulos e ativos para o empreendedor poupador:

i+ (1—0) g 1

Qt
(1-m)E d : (A.1.7)
' (7R + (1= 0) qeg] niq + b5

i _ Tf—i—l + (1 —90) (¢t+1Qt+1 + (1 — ¢t+1) qﬁ;_l)
= 7k} Qt qt
[rE + (1 =0) (Pry1aee1 + (1 — dppn) afr) ] ny + 05
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A.2 Condigao de Primeira Ordem

Nesta segao, pretende-se derivar as condi¢oes de otimalidade derivadas do problema 2. Seja o La-

grangeano em relagao ao problema:

i R, i
Ct+ Qi

—[rF + (1 =0) (dpae + (1 — ¢,) af') ] ne — b s

L = logc -\

i R i
Ciy1 T Qi1 Niqo

+7mBE; | log Ci+1 - )‘i+1 . . .
—[rEa + (1 =0) (G141 + (1 — brp1) ¢fir) | niy — b}

s R s
Ciy1 T Qi1 Niyo

+ (1 =m) BE: { logciyy — Ay i , ,
- [Tt+1 +(1-9) Qt+1] Ny — b

As condigoes de primeira ordem ficam:

o 1
R (A.2.1)
a ) 7
o gl = TBE { X1y [Tfﬂ + (1= 0) (¢rpr@t41 + (1 — dpyy) qﬁl)]}
+(1=m)BE AN [rEa + (1= 08) 1]} (A.2.2)

A.3 Prova da Proposigao

Suponha que 0 e ¢ sejam tais que gz > 1, um empreendedor com oportunidade de investimento nao ird
demandar titulos: bi = 0.

Demonstracdo: Suponha que o empreendedor investidor demande titulos, b # 0, o que implica
em 77§7t = 0 e a restrigdo ndo ¢é ativa. Considerando também que o empreendedor poupador demande

titulos, b7 # 0, o que implica em 75 , = 0. Assim, as equagoes (A.1.3) e (A.1.6) ficam:
NQe=mBE {\ 1} + (L—m) BE {\,}

X Qi =mBE {1} + (1 —m) BE {\ 1}
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i 1 , . ; ; . ~
Dado que A\ = — e A\{ = —, e ¢; < ¢}, tem-se que A\; > \/. Como as duas condigoes nao
c c

t 1

podem valer ao mesmo tempo, perceba que o empreendedor investidor exige um menor valor de Q;
que o empreendedor poupador, ou seja, o empreendedor investidor exige um maior retorno. Assim, o
empreendedor poupador demanda todos os titulos. Perceba que como estd sendo avaliado o caso em

que g; > 1 > gf¥, o retorno do ativo é maior para o empreendedor investidor, pois ele pode adquiri-lo

por um valor menor que o poupador.

A.4 Precificagao de Ativos
A.4.1 Precificagao de Ativos 1

Nesta se¢ao pretende-se apresentar a teoria de precificagdo de ativos baseada em Ljungqvist e Sargent
(2004)27. Esta apresentacdo serve para comparar com a precificacio do modelo proposto. Assim,

considere que o agente representativo resolva o seguinte problemas:

(oo}
Mazx Z Bl (cy)
t=0
s.a. ¢t + QtBt + QtNt = Wt

em que W; representa a riqueza do agente no periodo. A riqueza do préximo periodo é Wy 1 =
B; + (di+1 + qr+1) N, em que dyy; representa o dividendo do ativo. Resolvendo em relagdo aos titulos

e aos ativos é possivel encontrar as seguintes condigoes de otimalidade:

u’ (ct) Q¢ = BE, {Ul (ct41)}

u' (ct) g = BEA{(des1 + qeyr) ' (cr1)}

Igualando as duas equagdes é possivel encontrar que:

(4252 g}

2TForam feitas modificagdes na notacio de Ljungqvist e Sargent para ficar de acordo com a da dissertagao.
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. dipq + 1
Considerando —L " 9+1 _ pn = R

qt A Q1

B e, - R} o

Utilizando a propriedade E; (XY) = E; (X) E} (Y) 4 cov(X,Y):

By [u (ci31)] B[Ry — Ry = —cov {u/ (cri1), Ry — Ry}
Dado que R? ¢ deterministico em t+1:

cov [’ (¢141) , R4 |
By [w (ci41)]

Ey (Ryy) — R = (A4.1.1)

em que E (R?H) — R? representa o equity premium.

A.4.2 Precificagao de Ativos 2

Nesta secao deriva-se a precificagdo dos ativos no modelo. Considere as equagoes (A.1.5) e (A.1.6) que

representam a condicao de otimalidade do empreendedor poupador:

N g = mpE, {)\14-1 [rf+1 +(1=8) g ]} + (1 —m) BE AN, [Tf+1 +(1=0)q41] }

AN Qi = TBE} {)‘iﬂ} + (1 —m)BE; {)‘fﬂ}

Utilizando o fato de que A = v’ (¢), elas podem ser reescritas como:

e+ (1 =0) (p1qee1 + (1 — ¢y y1) QEH)] }
qt

_ ' (cip1) 1 B u'(ct) 1
1—”5Et{ e }“1 WEt{ v () Qr

' (¢f)

{“I (cis1) [Tfﬂ + (1 —6) g1
qt

1 = n#BE; {U/ (¢is)
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Igualando as equacoes e rearranjando os termos:

u' (cf) ' (c})

o (c , u' (¢
©E, {( 1) [Ri — Rf]} +(1—7) B {( i) [R; — Rf;]} =0
Dado que E [X]|+ E[Y] = E[X + Y], a expressio acima pode ser reescrita como:

Et{w“/(c’m [R;‘—RS]+(1—W)UI(C§“)[R§—R?]}=0

I S / S
u' (¢f) u' (cf)
Escrevendo como varidvel aleatéria V:

o (c?+1) b a = i,com prob.w
Vig1r = ————= |RY — R} | ; ’
t+1 7 [7: ] ; com a = s,com prob.(1 — x)

' (c})

Definindo agora as seguintes varidveis aleatérias U e W:

U u' (efy) a = i, com prob.w
t41 = — < ; com

u' (¢f) a = s,com prob.(1 — )

a = i,com prob.w
Wit1 = R} 5 com ’ P
a = s,com prob.(1 — )

Resolvendo em relagao a V:
E; (V1) = By [Urpr (Wesr — RY)]
Utilizando a propriedade Ey (XY) = Ey (X) E (V) + cov(X,Y):
Ey (Vig1) = By (Us1) Bt (Wiga — RY) + cov (Upy1, Wign — RY)

Dado que R? é um valor deterministico em t-+1, tem-se que E; (Rf) = RY e cov (Ut+1, —Rf) =0.
Assim:

Ey (Vit1) = By (Upr) [Br (Wigr) — RY] + cov (Ups1, Wigr)

Mas dado que E} (Viy1) =0 e Wiy = RY, tem-se que:

Ey (Up) [By (RY) — RY] = —cov (Upy1, RY) (A.4.2.1)
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RY & varidvel aleatdria e pode ser escrita como:
TR+ (1 —m) R} = E, (R))

onde F; (Rts +1) representa o retorno esperado da compra de um ativo pelo empreendedor poupador

e éigual a:

k 1-6 _ R
Ry = Bt D0 1) (1 g, (2200

Seja agora apenas cov (—Upy1, RY):

b+ (1—6 —af}
cov (_Ut-i-lvRtS) = cov l:_Ut-&-la T & (q ) i1 —m(l- 5) (1 - ¢t+1) (th q di1 )}
t t

Dado que cov(aX,bY + dW) = ab.cov(X,Y) + ad.cov(X, W):

cav(—UtH,RtS) = cov |:_Ut+1,

Q1 — afha
+m (1 —6)cov |:Ut+1, (1—¢p1) (qt+>]
t

i+ (1-9) th}
ai

Assim, a equagdo (A.4.2.1) permite que o equity premium possa ser escrito como:

k 1-94
cov |:_Ut+17 T+ ( )Qt—H]
E, (RS) - R® = a A4.2.2
t (Rt ) Rt Et (Ut+1) ( )
qt+1 — qR 1
7 (1—0)cov {Ut+17 (1— 1) <t+ )}
+ qt

Ey (Ugt1)

onde Et (Ut+1) = Et

Twe TP ) ]

A.5 Oferta Otima de Liquidez no Modelo de Kiyotaki e Moore

Segundo Kocherlakota (2007), existe uma equivaléncia entre os modelos em que os titulos ou a moeda
sao emitidos pelo governo. Para ser vdlida tal equivaléncia é necessdrio que o governo utilize o imposto
na forma lump-sum e que a moeda nao possua vantagens transacionais sobre os titulos. Caso se

considere a forma original do modelo de KM com moeda fiducidria, mas com emissao monetdria
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analoga ao déficit no mercado de titulos deste trabalho, ambos os modelos sdo equivalentes®®. Assim,

R . Dt+1
os agentes possuem as mesmas escolhas de equilibrio. Perceba que o retorno da moeda ¢é igual a ——

23
em que p; representa o preco da moeda em fungao do bem homogéneo em t. Fazendo uma equivaléncia

)

entre o modelo de KM e o modelo 2, o retorno da moeda em estado estaciondrio é igual ao retorno dos

titulos:
D1 1

Dt B

Mas como o prego da moeda é igual ao inverso do nivel de precos, pode-se reescrever a relagao
acima como:
P, 1

Py B

Na forma logaritmica:

log P, —log P, = log1 —log B3

T=—p

em que p é a taxa de desconto intertemporal. A oferta 6tima de liquidez determina uma deflagao
de estado estaciondrio igual & taxa de desconto intertemporal equivalente a regra de Friedman. Como
exposto em Cole e Kocherlakota (1998), a taxa de deflacao deve ser igual a taxa de juros real. Desta

forma, o retorno do ativo liquido é igual ao retorno liquido dos ativos no modelo de KM.

28 A emissao monetdria seria pe My —pe M1 =Ty
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A.6 Impulso-Resposta®
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Figura 2: IRFs do Modelo 1 - Choque de Produtividade
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Figura 3: IRFs do Modelo 1 - Choque de Liquidez dos Ativos

290s graficos com impulso-resposta desta secio possuem 20 periodos.
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Figura 4: IRFs do Modelo 1 - Choque na Quantidade de Titulos
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Figura 5: IRFs do Modelo 2 - Choque de Produtividade
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Figura 6: IRFs do Modelo 2 - Choque de Liquidez dos Ativos
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7 Cédigo

// Cédigo Dynare 4.2.0
// OBS: Cédigo do Modelo 1 ver no final para modificagoes necessdrias para simular o Modelo 2
// Modelo da Dissertacdo com Restri¢ao de Liquidez
// choque de produtividade e liquidez
periods 1000;
// -
// Varidveis
// -
var AYwLrkqqrINsNiNCiCs Cw C QT r T EP RN PLN RLN fi fi_ f B vb RLNj;

varexo ea efi evb;
parameters eta alpha omega theta pi beta delta rhoA miA rhofi mifi rhovb;
predetermined variables N Ni Ns;

//

// Parametrizagao

//

eta=2;

alpha=0.36;
omega=1;
theta=0.15;
pi=0.1;
beta=0.98;
delta=0.025;
rhoA=0.95;
miA=1;
rhofi=0.5;
mifi=0.1;
rhovb=0.5;
// -
// Modelo

// -
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model;

// (1) taxa de juros (produtividade marginal do capital)
rk=(A"((1+4eta)/(eta+alpha)))*alpha*(((1-alpha)/omega) "~ ((1-alpha)/(eta+alpha)))
*(N~ (eta*(alpha-1)/(eta+alpha)));

// (2) salario
w=(A"(eta/(etatalpha)))*((1-alpha) " (eta/(eta+alpha)))*(omega" (alpha/(eta+alpha)))
*(N~ (eta*alpha/(eta+alpha)));
// (3) trabalho agregado de equilibrio
L=(((1-alpha)/omega)*A)~(1/(eta+alpha))*N" (alpha/(eta+alpha));
// (4) produto
Y=A*(N"alpha)*(L"(1-alpha));
// (5) custo real de reposigao do capital para o empreendedor investidor
r=(1-theta*q)/(1-theta);
// (6) consumo do empreendedor investidor
Ci=pi*(1-beta)*((rk+(1-delta)*(fi*q+(1-fi)*qr) ) *N+B(-1));
// (7) consumo do empreendedor poupador
Cs=(1-pi)*(1-beta)*((rk+(1-delta)*q)*N+B(-1));
// (8) consumo dos trabalhadores
Cw=w*L-T;
// (9) consumo total
C=Ci+Cs+Cw;
// (10) investimento
I=pi*(beta*((rk+fi*(1-delta)*q)*N+B(-1))-(1-beta)*(1-delta)*(1-fi)*qr*N) / (1-theta*q);
// (11) ativo do empreendedor poupador
Ns(+1)=theta*I+(1-pi+pi*fi)*(1-delta)*N;
// (12) ativo do empreendedor investidor
Ni(+1)=pi*(1-fi)*(1-delta)*N+(1-theta)*I;
// (13) movimento do capital
N(+1)=(1-delta)*N+I;
// (14) renda total dos empreendedores
rk*N=I+Ci+Cs-T;
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// (15) taxa de juros dos titulos;
r=(1/QT)-1;

// (16) e (17) evolugdo dos titulos

B=2.5+vb;

B(-1)-QT*B=T;

// (18) choque na quantidade de titulos

vb=rhovb*vb(-1)+evb;

// (19) arbitragem entre titulos e ativos

(1-pi)*((((rk(+1)+(1-delta)*q(+1))/q)-(1/QT)) /((rk(+1)+(1-delta)*q(+1)) *Ns(+1)+B))
=pi*(((1/QT)-((rk(+1)+(1-delta)*(fi(+1)*q(+1)+(1-fi(+1))*ar(+1))) /a))/
((rk(+1)+(1-delta)*(fi(+1)*q(+1)+(1-fi(+1))*qr(+1)))*Ns(+1)+B));

// (20) choque de produtividade

A=(1-thoA)*miA+rhoA*A(-1)+ea;

/1 (
fi=(1-rhofi) *mifi+rhofi*fi(-1)+efi;

21) choque de liquidez

// (22) fronteira de liquidez

fi_ f=(((1-theta)*(1-pi)-theta*pi)/((1-delta)*pi))*(beta*(rk+1-delta)-(1-delta))
+((beta*((1-theta)*(1-pi)-theta*pi)-(1-theta)*QT)/(1-delta)*pi)*(B/N);

// (24) retorno dos bruto ativos

RN=((rk(+1)+ (I-delta) *q(+1)) /a);

// (25) custo de liquidez (prémio de liquidez)
PLN=pi*(1-delta)*(1-6(+1))*((a(+1)-ar(+1))/a);

// (26) retorno efetivo dos ativos

RLN=RN-PLN;

// (27) equity premium

EP=RLN-(1/QT);

// (28) retorno de um ativo pelo empreendedor investidor
RENi=((rk(+1)+(1-delta) *q(+1)) far)-pi*(1-delta)*(1-f(+1))*((a(+1)-qr(+1)) /ar);
end;

//
// Simulacao
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// -

initval;

a=1;

qi=1;

qr=(1-theta*q)/(1-theta);

N=5;

A=1;

B=0.07*N;
rk=alpha*(((1-alpha)/omega)~((1-alpha)/(eta+alpha)))*((N) " (eta*(alpha-1)/(etatalpha)));
w=((1-alpha)~ (eta/(etatalpha)))*(omega~ (alpha/(eta+alpha)))*((N) " (eta*alpha/(etatalpha)));
L=(((1-alpha)/omega))~(1/(eta+alpha))*N"(alpha/(eta+alpha));
Y=(N"alpha)*(L~(1-alpha));

I=delta*N;

Ns=(1-pi)*N;

Ni=pi*N;

Cs=(1-pi)*(1-beta)*((rk+(1-delta)*q)*N+B);
Ci=pi*(1-beta)*((rk+(1-delta)*(fi*q+(1-fi)*qr) ) *N+B);
C=Ci+Cs+Cw;

EU=pi*(Cs/Ci)+(1-pi)*(Cs/Cs);

QT=Dbeta;

r=(1/beta)-1;

fi=0.1;

fi £=0.1;

end;

shocks;

var ea; stderr 0.01;

var efi; stderr 0.01;

var evb; stderr 0.01;

end;

resid;

steady;

42



check;
stoch simul(order=1, irf=50, hp filter=1600);

// Para simular o Modelo 2 deve-se substituir as equacoes (16) e (18)

// Lembrar de nao declarar vb como varidvel endégena e evb como choque

// quantidade ¢tima de liquidez
B=(1/((1-theta)*QT))*((((1-theta)*(1-pi)-theta*pi)*(beta*(rk+1-delta)-(1-delta))-fi*(1-delta)*pi)*N
+beta*((1-theta)*(1-pi)-theta*pi)*B(-1));
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