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Resumo

Neste trabalho estudamos questoes relacionadas ao grau de comutatividade en-
tre subgrupos de um grupo finito. Nossa abordagem é baseada em resultados de M.
Tarnauceanu, que adaptou ao contexto da teoria de reticulados alguns conceitos e
técnicas dos estudos feitos por P. Lescot sobre o grau de comutatividade de um grupo
finito. Para este fim, apresentamos um breve estudo sobre a teoria de reticulados, par-
ticularmente do reticulado dos subgrupos de um grupo, donde resulta uma expressao
geral para determinar o grau de comutatividade de subgrupos de um grupo finito.
Tal expressao mede a probabilidade com que dois subgrupos de um grupo finito co-
mutam. Como aplicagoes dos resultados tedricos calculamos em detalhes os graus de
comutatividade de subgrupos para algumas classes de grupos finitos.

Palavras-chave: grau de comutatividade de subgrupos, reticulados, reticulado dos

subgrupos de um grupo, p—grupos finitos, grupos metabelianos finitos.



Abstract

In this work we study questions related to subgroup commutativity degrees in finite
groups. Our approach is based on results of M. Tarnauceanu, who adapted to the con-
text of lattice theory some concepts and techniques of studies by P. Lescot concerning
commutativity degrees of finite groups. For this purpose, we present a brief study of
lattice theory, particularly of the lattice of all subgroups of a group, from which we
obtain a general expression to determine the subgroup commutativity degrees of finite
groups. This expression measures the probability that two subgroups of a finite group
commute. As applications of the theoretical results we compute in detail the subgroup
commutativity degrees of finite groups for some classes of finite groups.

Keywords: subgroup commutativity degree, lattices, lattice of subgroups of a

group, finite p—groups, finite metabelian groups.
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Introducao

Nos ultimos anos tém crescido o interesse em usar a probabilidade na teoria de
grupos finitos. Como destaque temos os estudos realizados por Lescot [6], sobre o grau

de comutatividade d(G), de um grupo finito G, dado pela igualdade
1
d(G) = \G_|2|{($’y) € G x G |zy=yz}|.

A expressao acima calcula a probabilidade com que dois elementos quaisquer de um
grupo finito G comutam. Citamos como referéncia os trabalhos de Gustafson [4],
Lescot [7], Erfanian - Lescot - Rezaei [2] e Rusin [I3], que sao artigos relacionados a
comutatividade entre elementos de um grupo finito.

No presente trabalho concentramos as nossas atencoes no estudo do grau de co-
mutatividade entre subgrupos de um grupo finito, baseado principalmente no artigo
Subgroup commutativity degrees of finite groups, de Marius Tarnauceanu [I1§]. Nesse
trabalho o autor adaptou ao contexto da teoria de reticulados, alguns conceitos e
técnicas dos estudos feitos por P. Lescot sobre o grau de comutatividade de um grupo
finito e apresentou, assim, uma expressao que determina o grau de comutatividade de
subgrupos de um grupo finito.

Para facilitar a compreensao deste trabalho, dividimos o mesmo em quatro capitulos,
os quais descreveremos a seguir.

O primeiro traz alguns resultados basicos em teoria de grupos que consideramos im-
portantes para o desenvolvimento dos tépicos subsequentes, tais como grupos soltuveis
e nilpotentes. Uma secao de destaque deste capitulo, é a que trata dos p—grupos finitos
que possuem um subgrupo maximal ciclico. O grau de comutatividade de subgrupos,
dos grupos que pertencem a essa classe estd determinado no ultimo capitulo.

No segundo capitulo fazemos uma breve introducao a teoria de reticulados. Inici-



amos com a definicao e propriedades basicas de reticulados em geral e, subsequente-
mente, restringimos as nossas consideracoes ao reticulado dos subgrupos de um grupo.
Estudamos também os conceitos de isomorfismo e de produto direto entre reticulados,
a modularidade e a permutabilidade de subgrupos de um grupo.

No terceiro capitulo apresentamos uma expressao geral do grau de comutatividade
de subgrupos de um grupo finito G, que denotamos por sd(G). Demonstramos também
as propriedades bésicas para sd(G), fundamentadas nos conceitos da teoria de reticu-
lados abordados no capitulo anterior.

O 1ltimo capitulo esta dividido em trés secoes. A primeira delas é voltada para dar
uma expressao do grau de comutatividade de subgrupos do grupo diedral e a segunda,
para expressar o grau de comutatividade de subgrupos de p—grupos finitos que possuem
um subgrupo maximal ciclico. Na tltima se¢ao apresentamos trés problemas em aberto,

concernentes a comutatividade de subgrupos de grupos finitos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definigoes e conceitos que consideramos fundamen-
tais para o desenvolvimento deste trabalho. Muitos desses resultados serao enunciados
sem as suas respectivas demonstragoes, pois as mesmas exigem outros conceitos que

nao apresentaremos neste capitulo.

1.1 Grupos Soluveis e Nilpotentes

Iniciaremos com as defini¢oes de série normal e subnormal, em seguida daremos o

conceito de solubilidade e nilpoténcia.

Definicao 1.1. Uma série normal de um grupo G € uma sequéncia de subgrupos G =
Gy > Gy > -+ > G, = {1}, tal que cada G; é um subgrupo normal de G, onde

i=0,-,n.

Definicao 1.2. Uma série subnormal de um grupo G € uma sequéncia de subgrupos
G=Go>G > >G, ={1}, tal que cada G; é um subgrupo normal de G;_y, com

i=0,--,n.

Seja G = Gy > G; > -+ > G, = {1} uma série subnormal de um grupo G.

Os grupos fatores desta série sao os grupos e o comprimento de uma tal série

%
Git1

¢ o numero de fatores nao triviais. Se na série subnormal definida acima, G, for

um subgrupo normal maximal de G;, dizemos entdao que esta série é uma série de
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composi¢do de G. Assim, uma série de composicao de GG é uma série subnormal cujos
fatores sao todos simples.
Uma série principal de um grupo GG é uma série normal G = Gog > Gy > -+ >

G, =1 tal que cada G;;; é maximal entre os subgrupos normais a G' contidos em G;.

Definicao 1.3. Um grupo G € solivel se ele possui uma série subnormal cujos fatores

sao todos abelianos.

Como exemplos de grupos soltveis temos os grupos abelianos e os p—grupos finitos.
Enunciaremos agora um teorema que sera usado para demonstrar um dos corolarios

do capitulo 2.

Teorema 1.1. Um grupo finito G € solivel se, e somente se, 0s grupos fatores em uma

série de composicao de G sao ciclicos de ordem prima.
A demonstracgao deste teorema encontra-se em [5], pag. 139.
Definicao 1.4. Uma série central de um grupo G € uma série normal G = Gg > G >

- > Gy = {1}, tal que Gi gZ( G )pamizo,---,n—l.
Gt Gi

Definicao 1.5. Um grupo G ¢é nilpotente se ele possui uma série central.

Teorema 1.2. Os p—grupos finitos sao nilpotentes. Um grupo finito € nilpotente se, e

somente se, ele € o produto direto dos seus subgrupos de Sylow.

Teorema 1.3. Seja G um grupo finito. Entao G € nilpotente se, e somente se, todo

subgrupo maximal de G € normal.
Estes dois iltimos teoremas encontram-se demonstrados em [I1] pag. 130.

Definicao 1.6. Seja G um grupo. Definimos indutivamente os sequintes subgrupos:

2(G) = (G),Gl=d¢

7%(G) = [na(G), Gl

A sequéncia de subgrupos G = v (G) > 712(G) > -+- > v,(G) > --- € chamada série

central inferior de G.
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Definigcao 1.7. Dado um grupo G definimos indutivamente os subgrupos:

Z (G) = Z(G)

2(G) _ (_C
Zi1(G) Z(ZH(G

)
A sequéncia de subgrupos {1} = Z,(G) < Z1(G) < --- < Z,(G) < -+ € chamada série

central superior de G.

Teorema 1.4. Seja G um grupo. Entdao existe um indice ¢ com Z. = G se, e somente
se, Yer1(G) = 1. Além disso, v;11(G) < Z._;(G), para todo i. O indice ¢ é chamado a

classe de nilpoténcia de G.

Para detalhes da demonstracao consulte [12].

Usando o teorema anterior demonstramos a proposicao a seguir.

Proposicao 1.1. Um grupo G € nilpotente de classe 2 se, e somente se, G' < Z(G).

]um—1+um—2+---+u+1

Proposicao 1.2. A identidade [u™,v] = [u,v ¢ vdlida em qualquer

grupo, (onde x¥V*t* = a¥x*®). Além disso, se [u,v] pertence ao centro de (u,v), entao

mov] = [u,v]™ = u, ™.

[u
Esta proposigao é na verdade um exercicio que se encontra em [11], pag. 128.

Proposicao 1.3. Em um grupo nilpotente de classe no maximo 2 vale a identidade
5

(zy)™ = a™y™ [y, x]'2).

A demonstracao desta proposicao é feita usando inducao sobre m e a proposicao

anterior. Para mais detalhes veja [I1], pag. 141.

1.2 A classe de p-grupos finitos que possuem um
Subgrupo Maximal Ciclico.

Consideremos G a classe constituida de todos os p—grupos finitos de ordem p™, p

primo e n > 3, que possuem um subgrupo maximal ciclico. A classe G contém p—grupos
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abelianos finitos do tipo Z,, Z, X Zyu-1 e p—grupos nao abelianos finitos. Estamos
interessados nos p—grupos nao abelianos dessa classe G. Descreveremos tais grupos no

teorema seguinte, cuja demonstragao é adaptada de [11].

Teorema 1.5. Seja G um grupo nao abeliano tal que G pertence a classe G. Entao G

¢ isomorfo a um dos sequintes grupos:

1

(i) M(p") = (a,z|a”" =2 = 1,27 'ax = a”" 1), onde n > 3 para p = 2.

(ii) Diedral Don = (a,z|a® " =22 =1,z ax = a™ ).

(iii) Quatérnio Generalizado Qon = (a,x|a® " =22 =a*" "z 'ax = o ).

() Quasi-Diedral Syn = (a,z]a®" =22 =1,2 " ax = a®" ") n > 4.

Demonstra¢ao. Sejam G um grupo de ordem p",n > 3 e N = (a) um subgrupo
maximal ciclico. Temos entao que N<G, |G : N| =pe |[N| = |(a)| = p"'. Escrevendo
G/N = (xN) temos G = (x,a) e 2P € N.

O elemento z induz um automorfismo em N que necessariamente tem ordem p,
assim @ = a™ onde m? = 1(mod p" ') el < m < p" ! Como (m,p") =1
temos que (m,p) = 1 e pelo Teorema de Fermat, mP~! = 1(mod p) donde segue que

m = 1(modp). Analisaremos a seguir os casos p impar e p = 2.
Caso 1.1. p € impar.

Neste caso, escrevemos m = 1+ kp’ onde (k,p) = 1 e afirmamos que 0 < i <n— 1.

Assim, usando o Binomio de Newton,
. . —1 ) .
mP = (14 kp')P =14 kp™ + pTl#le“ + 4 KPP

Dai,

) —1 ) )
mp o (1 + kpz—‘rl) — ka2p2z+1 et k,pppz'

Observamos que 2 +1 > i+ 1 se, e somente se, ¢ > 1 e como 0 < 7 < n — 1 temos que

i+2<j(i+1) para j > 2 e assim, p"™2|j(i + 1) para j > 2. Com isso,

m? = (1 + kp™)(mod p'*?).
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Assim, existe | € Z tal que (mP—1) = k.p" 1 +1p"*2 e como m? = 1(modp™~!) temos que
(k+Ip)p"™ = 0(mod p"1). Como (k,p) = 1 temos que p" |p'™!, dain—1 <i+1l <ne
dei+1<n—1seguequei+1=mn—1ei=n—2. Obtemos entdo que m = 1+ kp" 2.
Agora de (k,p) = 1 temos que existe k' € Z tal que kk’ = 1(mod p). Novamente,

!

K’ K k
)" obtemos,

PN . n—2
usando o Binémio de Newton em a® = a™ 1+kp

:a(

! k/ - 1 ! !
(1 + k?pn_Q)k . (1 + kk/pn—Q) — Tkij(n—Q) N kk pk (n—2).

Observamos que 2(n—2) > n—1 se, e somente se, n > 3. Masn > 3, logon—1 < j(n—2)

para j > 2 e daf p"p!™=? para j > 2. Assim,
(14 kp" )Y = (1 + kk'p"2)(mod p" ).

Agora de kk' = 1(mod p"~ ') segue que kk'p" 2 = p"~2(mod p"~2). Dai, (1+kp*2)F =
(14 p"2)(mod p"1), isto é, existe r € Z tal que (1 + kp" ¥ =1+ p*=2 + rp" '
Com isso, A e L A S Assim, podemos trocar x por
¥ e assumir que m = 1+ p" 2.

Agora, voltemos a discusao sobre a posigdo de zP em N. Temos que (aP)* =
()P = 2P e como z” € N segue que zP = a'. Dai, ' = (a’)* = a"""" ou
seja, ()P = 1 se, e somente se, |2?| divide p"2. Assim, 2? € (a?), digamos

2 = WP, onde b € N. Notemos agora que G é nilpotente de classe 2, pois [a,z]| =

ala® = a'a™ = a a7 = " € Z(G). Pela Proposicao (1.3)), temos que
(zb1)P = 22b?[bL 2]®) = [b7?,2#]*7" = 1. Dessa forma, trocando z por b~

podemos assumir que xz? = 1 e assim, G é do tipo (i).

Caso 1.2. p=2.

Como (m,2" ') = 1, temos que m é fmpar, digamos m = 2k + 1. De m?

1(mod 2"7') segue que k(k + 1) = 0(mod 2"73), dai k = 0(mod 2"73) ou k

—1(mod 2"73). Assim, m = 2""2] + 1 onde [ é fmpar ou m = 2"72] — 1.

Quando m = 2"72] 4+ 1, temos que ([,2" %) = 1 e daf exixte k' € Z tal que k'l =
k/

(mod 2"71). De modo andlogo ao que fizemos anteriormente, obtemos que a™ =

-2 . N . . / .
a'*?""". Assim, podemos trocar x por uma poténcia conveniente z¥ e assumir que
m = 14 2"2. Analogamente, para m = 2" 2] — 1, podemos fazer m = 2! —1sel é

par ou m = 2”2 — 1 se [ é fmpar. Devemos analisar cada um desses valores de m.
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T 2

Suponhamos que m = 2! — 1 e daf obtemos a® = a™!. Uma vez que (z%)* = 22,

o elemento z? tem ordem 1 ou 2 em N. Se |z%| = 1 temos que z° = 1, dail G = Dgn ¢

2 .
se |2%| = 2 temos que 22 = a®" " e assim G = Q.

Assumimos agora que m = 2"~ 2 + 1. Uma vez que 22 nao pode gerar N, temos que

2

2% = a2, para algum r. Fazendo b = ¢"@" 7~

, calculamos que (zb)? = 22b%[b,x] =

2rar(2n_272)ar(2”_371)2”_2 _ a7'22"_5

a . Sen >4, temos que esta poténcia de a ¢ igual a 1

e daf G é do tipo (i). Se n = 3, entdo a® = a~! e 22 = 1 ou a? e assim, G = Dg ou Qs.

2r 2r(272-1)

Finalmente, seja m = 2"2—1. Se 22 = a®", entdo a* = (a*')* = a
2r = 0(mod 2" %) e2? = 1oua® . Se 2% # 1, entdo (va™')? = a® 20 2a~ " "2 =1

e G é do tipo (iv). O

, em que

Proposicao 1.4. Os grupos descritos no teorema anterior satisfazem as sequintes pro-

priedades:
(i) Um dos subgrupos maximais € ciclico.

(ii) No grupo G = M(p") o centro é Z(G) = (a?) e o comutador é G' = (a”" ).

G

(11i) Nos grupos G = Dan,Qaon € San 0 centro Z(G) tem ordem 2 e Z(G)

= Danl .
(iv) O grupo Qan contém exatamente um elemento de ordem 2.

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser vista em [3] ou em [16].



Capitulo 2

Uma Introducao a Teoria de

Reticulados

Faremos neste capitulo, uma breve introducao a teoria de reticulados e focaremos
principalmente nos resultados que envolvem o reticulado dos subgrupos .Z(G) de um
grupo G. Conforme veremos no préximo capitulo, a expressao para determinar o grau
de comutatividade de subgrupos de um grupo finito G depende do reticulado dos
subgrupos .Z(G) de G. Para a construgao deste capitulo utilizamos como referéncia, o

artigo de Ore [9] e os livros de R. Schmidt[I4] e Suzuki [17].

2.1 Conceitos Fundamentais

Iniciaremos esta secao com a definicao de conjunto parcialmente ordenado pois,
veremos adiante que um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado com certas

propriedades.

Definicao 2.1. Um conjunto parcialmente ordenado € um conjunto P com uma rela¢ao

bindria < tal que para todo x,y,z € P, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i)x < . (Reflexiva)
(ii))Se x <y ey <z, entdo x = y. (Antisimétrica)

(iii)Se x <y ey < z, entio x < z. (Transitiva)
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Um elemento x de um conjunto parcialmente ordenado P é um limite inferior para
um subconjunto S de P se x < s para todo s € S. O elemento x é o infimo de S se
x é um limite inferior de S e y < x para qualquer limite inferior y de S. Decorre do
item (i7) da defini¢do anterior que, o infimo quando existe é inico e denotaremos por
AS. Do mesmo modo definimos limite superior e supremo, sendo o tultimo denotado
por V.S.

Podemos agora dar a definicao de um reticulado.

Definicao 2.2. Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado L em que todo par
de elementos tem um supremo e um infimo. Dados z,y € L, definimos N{z,y} = x Ay

e V{z,y} =z Vy como sendo, respectivamente, o infimo e o supremo do par {z,y}.

Se num conjunto parcialmente ordenado, todo subconjunto possuir um supremo e
um infimo, entao esse conjunto sera chamado de reticulado completo.
Podemos também ver reticulados como algebras com duas operagoes bindrias. Veja

o teorema a seguir.
Teorema 2.1. Seja (L, <,A\,V) um reticulado. Entdo para todo x,y,z € L :
(i)xANy=yANzexVy=y\Vu. (Comutatividade)

(i)) (xANy)ANz=aAN(yAz)e (Associatividade)

(i) x AN (zVy) =xe (Absorcao de Identidades)
zV(zAy)==x

(iv) x <y se e somente sex =x ANy ouy =y V .

Reciprocramente, se L é um conjunto com duas operagoes A eV satisfazendo (1) — (ii7)
e a relagiao < € definida por v <y se e somente se x = x Ny, entdo (L,<,A\,V) é um
reticulado com x Ny = Nx,y} e x Vy = V{x,y} para todo x,y € L. A reciprocra é

valida ainda se definirmos a relacao < em L por x <y se e somente se y =y V x.

Se G é um grupo qualquer, indicamos por .Z(G) o conjunto de todos os subgrupos

de G, o qual é parcialmente ordenado por inclusao: H < K se, e somente se, H C
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K, para todos H, K € Z(G). Define-se em Z(G) as operagoes A e V como sendo
HANK:=HNKeHVK:=(H, K), osubgrupo de G gerado pela uniao H U K. Com
essas operagoes, (Z(G), C, A, V) é um reticulado, chamado o reticulado dos subgrupos
de G. Por simplicidade vamos indicé-lo por .Z(G).

Se (L, <,A,V) é um reticulado, entdao um subreticulado de L é, por definigdo, um
subconjunto de L fechado pelas operacoes A e V. Como exemplo de subreticulado de
um reticulado L temos, para x,y € L, o intervalo [y/z] = {z € L | z < z < y} se
z < y. Temos também o conjunto e A (G) = {H € Z(G)|H < G}, que consiste de
todos os sugrupos normais de um grupo G e o préprio Z(G).

Definiremos agora um conceito de grande importancia ao nosso trabalho, que é o

isomorfismo entre reticulados.

Definicao 2.3. Sejam L e L reticulados. Uma aplicacio o : L — L é um homomor-

fismo se, para quaisquer x,y € L, valem:
(i) (x ANy)? =27 ANy°.
(ii) (x V y)7 =z Vy°.

O homomorfismo o é um isomorfismo se o for uma aplicagao bijetiva. Neste caso

dizemos que L e L sao isomorfos e escreveremos L = L.

Definigao 2.4. Se G e G sdo grupos quaisquer, um isomorfismo de £ (G) em L(G)
¢ chamado wma projetividade de G em G. Dizemos também que G e G sdo reticulado-

isomorfos se exitir uma projetividade de G em G.

Para mostrar que uma aplicagao bijetiva entre dois reticulados é um homomorfismo,
¢ suficiente provar que ela satisfaz um dos itens da Definigao (2.3]) ou que preserva as

relacoes de ordem dos reticulados, conforme o teorema a seguir.

Teorema 2.2. Seja 0 uma aplicagao bijetiva de um reticulado L sobre um reticulado

L. Entao, para todos x,y € L, as sequintes condicdes sio equivalentes:

(i) x <y se, e somente se, z7 < y°.

(i1) (x Ny)” = a7 Ny°.
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(111) (z V y)° =27V y°.

Além disso, se o satisfaz (i) e S é um subconjunto de L tal que NS existe, entao NS

eziste e (NS)7 = AS?; analogamente, (VS)? = V.S se V.S existe.

Demonstragao. (i) < (it)
Do Teorema , x <y se, e somente se = (x Ay), donde segue que 7 < y° se,
e somente se, 27 = (z A y)? =27 N y°.
Se 27 = (x A y)?, entdo pelo Teorema (2.1), 27 < y?. Mas pelo mesmo teorema,
x? <y se, e somente se, 7 = 7 Ay’ ouy? = y?Vz?, donde segue que (zAy)? = z7Ay°.
Suponhamos que y7 = (z V y)?, dai pelo Teorema , 27 < y7 e por esse mesmo
teorema, x7 < y° se, e somente se, 27 = 7 Ay’ ou y? = x7Vy’. Logo, (zVy)? = z7Vy°.
Se S é um subconjunto de L satisfazendo (i), entdao o é um homomorfismo. Dai se

AS existe, segue que (AS)? = AS?. Analogamente, (V)S?7 = VS?, se V.S existe. O

2.2 Construcao de Projetividades

Definimos anteriormente o conceito de projetividade entre grupos. Veremos agora
alguns resultados sobre projetividades induzidas por uma aplicacao bijetiva entre dois

grupos quaisquer.

Definicao 2.5. Dados dois grupos G e G e uma aplicacio o : G — G, para todo
subcongunto X de G escreveremos X7 = {z%|x € X}. Se, para todo subconjunto X de

G, X < G se, e somente se, X7 < G, entao dizemos que o € uma l-aplicagao.

Proposicao 2.1. Sejam G e G grupos e o : G — G uma l-aplicacdo. Se o é bijetiva,

entao a aplicagao 7 : L (G) — ZL(G) definida por H = H? é uma projetividade de G

em é

Demonstragdo. Dado K € .Z(G) e sendo o uma [-aplicacao, segue que K? < (. Agora
seja H € Z(G), como H? = H° < G, segue que & : G — G também é [—aplicacdo.
Dai, pelo Teorema (2.2), (H A K)? = H® A K?, para todos H, K € Z(G), donde
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segue que ¢ : Z(G) — Z(G) é um homomorfismo. Da bijetividade de o segue que &

também ¢é bijetiva e portanto & é uma projetividade de G em G. [

A projetividade ¢ dada pela Proposicao (2.1) é chamada projetividade induzida
por 0. De maneira geral, uma dada projetividade ¢ ¢ induzida por uma [-aplicacao

0:G — G se H? = H°, para todo subgrupo H de G.

Observacao 2.1. Se o é um isomorfismo do grupo G no grupo G, entio o satisfaz H <
G se, e somente se, H® < G e dai, pela Proposicao , o induz uma projetividade
de G em G.

Entretanto, uma [-aplicacao nao necessariamente é um isomorfismo entre grupos.
Uma medida de quanto uma [-aplicacao dista de ser um homomorfismo é o conceito de

amor fia, que definiremos a seguir.

Defini¢ao 2.6. Seja 0 uma l-aplicacdo de G em G. A aplicacio  : G x G — G
definida por 0(z,y) = (y°) " H(x?) Y (ay)°, para todos x,y € G, é chamada amorfia de

g.

Note que (zy)? = x°y?0(x,y) e assim, ¢ é um homomorfismo se, e somente se,

O(x,y) = 1, para todos z,y € G.

Proposicao 2.2. Se 0 : G x G — G ¢ a amorfia da l-aplicacio o : G — G, entdo para
todos x,vy, 2 € G vale a igualdade: 0(xz,y)* 0(zy, 2) = 0(y, 2)0(z, yz).

Demonstracao. Veja que para todos x,y,z € G vale a associatividade em G, isto
¢,((zy)2)” = (2y)7270(xy, 2) = 27y 0(x,y)0(zy, 2) = (2(y2))” = 27(y2)70(zy, 2) =
27y’ 2°0(x,yz). Dal, x7y70(z,y)0(xy, z) = (x(yz))” = 27y 2°0(x, yz) e portanto

0(x,y)*" = 0(xy, 2) = 0y, 2)0(x, yz). O

Se uma aplicacdo o : G — G & bijetiva e induz uma projetividade, entao (zy)° €
(x,y)? = (x)? V (y)? = (x7,y) e com isso, O(z,y) € (x7,y?). Mostramos, reciprocra-
mente, que esta propriedade juntamente com a sua correspondente para o~ ! ¢ suficiente
para garantir que ¢ induz uma projetividade. E o que assegura O teorema a seguir,

cuja demonstragao encontra-se em [14].

Teorema 2.3. Seja o uma aplicacdo bijetiva de G em G tal que:
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(i) (zy)° € (x°,y°) para todos x,y € G;

1 1 -1

(1) (uv)°™ € (u" ;v ) para todos u,v € G.

Entao a aplicagao 7 : L (G) — ZL(G) definida por H® = H?, para todo H € £(G), ¢é

uma projetividade de G em G.

Agora para n € N, seja Z,(G) o conjunto de todos os subgrupos de um grupo G
que podem ser gerados por n elementos. Uma vez que qualquer grupo é gerado pelos
seus subgrupos ciclicos, toda projetividade é determinada pela sua acao no conjunto
Z(G). Em geral, os subgrupos mais acessiveis de um grupo sao os ciclicos. Além disso,
¢ importante saber sob quais condigoes poderemos estender uma bije¢ao entre £ (G)

e % (G) a uma projetividade de G em G.

Teorema 2.4. Sejam G e G grupos e T uma aplicacio bijetiva de £ (G) em L (G)
e que satisfaz a condigao: X < (Y, Z) se, e somente se, X™ < (YT, Z7), para todos

X,Y,Z € Li(G). Entao a aplicagio ¢ : L(G) — L (G), definida por HY = U X

- Xegy ()

para todo H < G € uma projetividade de G em G.

Demonstragdo. Mostraremos primeiro que H? é um subgrupo de G. Sejam a,b € H¥,
entao existem Y, Z € Z(H) tais que a € Y7 e b € Z7. Uma vez que 7 é sobrejetiva,
existe X € Z(G) tal que X7 = (ab™1). Dai, X < {(a,b) < (Y™, Z") e por (i) segue
que X < (Y, Z) < H, donde segue que X € Z(H) e ab™' € X™ C H¥. Assim,
H¥ < G e ¢ é uma aplicacio de .Z(G) em Z(G). Como 7 é bijetiva, 77! satisfaz
a hipétese do teorema acima com G e G intercambiados e daf existe uma aplicacdo

Y L(GQ) - Z(G) definida por H¥Y = U . M™" para todo M < G. Dado
r € H < G, temos que (x) € LA(H) e 1?;%1(}16)31(]{@), dai * € H¥Y e assim,
H < H¥Y. Seja agora y € H¥¥ das definicoes de ¢ e 1 segue que existem (u) € 2 (H?)
e Z € Z(H) tais que y € (u)™  ew € Z7. Dai, (u) < Z7 e portanto y € (u)” < Z,
por (i). Assim, y € H e H¥Y < H, donde segue que H¥¥ = H. Do mesmo modo,
KY¥? = K para todo subgrupo K < G. Segue que ¢ e v sdo bijecdes e preservam a

inclusdo. Pelo Teorema ([2.2)), ¢ é uma projetividade de G em G. O

Teorema 2.5. (Poland [1985]). Sejam G e G grupos en € N, n > 2. Se o € uma

aplicagao bijetiva de £,(G) em £, (G) tal que X <Y se, e somente se, X7 <Y, para
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todos X, Y € £,(G), entao existe uma inica extensao de ¢ de o a uma projetividade

de G em G.

J& vimos que um isomorfismo de G em G induz uma projetividade. Um dos prin-
cipais problemas sobre reticulado de subgrupos é determinar sob quais condi¢oes uma
dada projetividade é induzida por um isomorfismo de grupos. Finalizaremos entao com

resultados que garantem quando uma projetividade é induzida por um isomorfismo.

Definicao 2.7. Uma familia % de subgrupos de um grupo G € chamado um sitema

local de subgrupos de G se:
(i) Para todos X,Y € .F existe Z € F tal que X VY < Z.
(ii) Todo elemento de G estd contido em algum X € .F.

Teorema 2.6. (Sadovskii [1941]). Sejam ¢ uma projetividade de um grupo G em
um grupo G e F um sistema local de subrupos de G. Para todo X € F sejam ox a
projetividade induzida por ¢ em X e Ax o conjunto de todos os isomorfismos de X em
X% que induz px. Se Ax € ndo vazio e finito para todo X € %, entao ¢ € induzida

por um isomorfismo de G em G.

Corolario 2.1. Sejam ¢ uma projetividade do grupo G no grupo G e F um sistema
local de subgrupos finitamente gerados de G. Se ¢ € induzida por um isomorfismo em

todo X € F, entao ¢ € induzida por um isomorfismo em G.

Teorema 2.7. (Sadoviskii [1965a]). Sejam ¢ uma projetividade do grupo G no grupo

G e.Z uma familia de subgrupos normais de G tal que:
(i) Para quaisquer X,Y € F existe Z € F com Z < X NY.
(ii) Para todo g € G existe X € .F tal que (g) N X = 1.

Suponha que para todo X € F,X? < G e seja Ax o conjunto de todos os isomorfismos
de ¥ ¢ %, ue induz a projetividade px. Se Ax € nao vazio e finito para todo
X € .7, entdo ¢ € induzida por um isomorfismo de G em G.

As demonstracoes de tais resultados encontram-se em [14].
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2.3 O Grupo das Autoprojetividades

Veremos nesta secao um resultado que relaciona o grupo dos automorfismos de um

grupo G com o grupo dos automorfismos de .Z(G).

Definicao 2.8. Uma autoprojetividade de um grupo G é uma projetividade de G em

G. O grupo de todas as autoprojetividades de G, isto €, de todos os automorfismos de

Z(@Q), € denotado por P(G).

Observagao 2.2. Se o € um automorfismo do grupo G, entio o satisfaz a condi¢ao
H < G se, e somente se, H> < G para todo H subgrupo de G. Dai, pela Proposi¢ao
, o induz uma projetividade de G em G.

Teorema 2.8. Seja G um grupo.

(i) A aplicagdo p : AutG — P(G) definida por H* = H® para H < G,a € AutG
¢ um homomorfismo. O nicleo de p € o grupo PotG = {a € AwtG | H* = H
para todo H < G} dos automorfismos de poténcia de G. A imagem de p é o grupo
PA(G) de todas as autoprojetividades de G que sdo induzidas por automorfismos, isto
¢, PA(G) ={p € P(G) | H? = H* para algum « € AutG etodos H < G}. E

ainda, PA(G) = APEE((;

(ii) A aplicacio n : G — P(G) definida por H" = g~'Hg para H < G,g € G é um

homomorfismo. O nicleo den € o grupo K(G) = N¢(H) e é chamado a norma de
H<G

G
K@)

(i1i) Se m: G — Aut G € o homomorfismo aplicando g € G no automorfismo interno

G. A imagem de n € denotada por PI(G) e assim, PI(G) =

induzido por g, isto é, z9 = g lxg para x € G, entaon = wp e K(G)™ = G"NPot G =
Inn G N Pot G.

Demonstracao. (i) Sejam «, 3 € AutG e H < G. Entao as projetividades a” e (3*
sdo induzidas por o e 3, respectivamente. Dai H(@#" = o8 = gog# = Ho"8" ¢,
portanto, p ¢ um homomorfismo. Segue do teorema do isomorfismo para grupos que
PA(G) = Aut G

~ PotG’
(17) Sejam a,b € G e H < G. Entao a" e b" sdao automorfismos internos induzidos

por a e b, respectivamente. Assim, H®)" = b=l Hab = (H*")"" e, portanto, n é
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um homomorfismo. Agora observe que o nicleo K(G) de n é o grupo K(G) = {g €
G | H" = H paratodo H < G}. Mas HY" = H & HY = H & g € Ng(H).
G
Portanto K(G) = HDGNg(H). Pelo mesmo argumento dado em (i), PI(G) = K@)
(i77) Seja g € G e denote por Z, o automorfismo interno induzido por g. Pela definigao

m, g" =1I,, dal g™ = I, = ¢" e, portanto, n = mp. O

A figura abaixo elucida bem a situacao.

P(@)
Aut G — > PA(G)
. PI(G)
/
G——ImG Pot G 1
K(G)———e
Z(G) 1
1

Figura 2.1: Autoprojetividade.

Exemplo 2.1. O grupo simétrico S5 nao possui automorfismo de poténcia diferente

da identidade.

Sabemos que S3 = {I,(123),(132),(12),(13),(23)} e que o grupo dos automorfis-
mos de S3 é Aut Sz = (o7 | 0® = 72 = 1,0 o) onde: (12)7 = (13), (13)° =
(23), (23)7 = 12, (123)7 = (132), (132)7 = (123), (12)" = (23) e (23)7 = (12).
Assim AutS3 = {Id,0,0% 7,70,70%} = S3. O reticulado dos subgrupos de Sz é



2.3 O Grupo das Autoprojetividades 18

Z(S3) = {1,((123)),((12)),((13)),((23)), S3}. Vemos claramente que o tunico auto-
morfismo que fixa todos os subgrupos de S35 é o automorfismo identidade. Logo S35 nao

possui automorfismo de poténcia nao trivial.

Figura 2.2: Reticulado dos subgrupos de Ss.

Exemplo 2.2. Consideremos o grupo G = (z) = (Z/(n),+), o grupo ciclico de ordem
finita n > 3. Temos que Aut(G) = (Z,",-), onde (Z,*,-) é o grupo multiplicativo dos
elementos inversiveis do anel Z,,. Sabemos que |Aut(G)| = ¢(n) em que ¢(n) é a funcdo
de Fuler. Como para cada divisor d de n existe um tinico subgrupo H de ordem g, segue
que todo subgrupo H é caracteristico em G, isto é, H? = H, para todo ¢ € Aut(G) e

todo H € G. Assim, todo automorfismo de GG é também um automorfismo de poténcia.

Definicao 2.9. Dizemos que um automorfismo de poténcia o de um grupo G € uni-

versal se existe um inteiro n tal que x® = z™ para todo v € G.

Observamos que todo automorfismo de poténcia de um grupo abeliano finitamente

gerado é universal. Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Lema 2.1. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado, com A = (a1) x --- X (as).
Se um automorfismo « de A fizxa {(a1),-- -, (as) e {ay---as), entdo existe um inteiro n

tal que a® = a™ para todo a € A.

Demonstragao. Por hipétese, existem inteiros n,n; tais que af = a;* e ay* ---al =

e} n
al..

cad = (ar---as)® = (a1---as)" = af---al. Dal segue que aff = a;" = al', para

i=1,---,s eentdao a® = a" para todo a € A. O
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Proposicao 2.3. Sejam A um p-grupo abeliano e a € Pot A. Se o expoente de A é

finito, entdo o € universal.

Demonstragdo. Seja p* o expoente de A e consideremos z € A tal que o(x) = p*. Como
a € Pot A, segue que « induz um automorfismo em (x) e assim existe um inteiro n tal

que 0 <n < pk (n,p) =1e a® = 2" Para todo a € A, o induz um automorfismo de

poténcia em (x,a) e pelo Lema (22.1]) existe um inteiro m tal que a®* = a™ e z® = z™.
Disto segue que m = n(modp”) e a® = a™. Portanto a é universal. ]

2.4 A classe P(n,p)

Sejam p um primo e n > 2 um nimero natural. Dizemos que um grupo G pertence
a classe P(n,p) se G é um grupo abeliano elementar de ordem p" ou um produto
semidireto de um subgrupo normal abeliano elementar A de ordem p™~! por um grupo

de ordem prima g # p, que induz um automorfismo de poténcia nao trivial em A.
Defini¢ao 2.10. Um grupo G é chamado P—grupo se G pertence a classe P (n,p).

Observagao 2.3. Seja G um P-grupo nao abeliano, de modo que G = A(t) com
A sendo um p-grupo abeliano elementar e t um elemento de ordem q que induz um
automorfismo de poténcia nao trivial em A. Pela Proposicdo , t € universal em

A, isto €, existe um inteiro v tal que:
(1) t™tat = a" para todo a € A.
Uma vez que t ¢ Cg(a) et? =1,
(ii) r # 1(modp) e r? = 1(modp).
Dai q divide p — 1.

Em particular, a classe P(n,2) contém apenas o grupo abeliano elementar de ordem
2", Para p > 2 e para todo divisor primo ¢ de p — 1, existe um inteiro satisfazendo (i)
da observagao (2.3). Entdo o produto semidireto G = A(t) de um p-grupo abeliano
elementar nao tirivial A por um grupo ciclico (t) de ordem ¢, onde t~tat = a”, para

todo a € A é um P-grupo nao abeliano. Quaisquer dois grupos com o mesmo A e ¢



2.4 A classe P(n,p) 20

sao isomorfos. Assim, a classe P(n,p) contém o grupo abeliano elementar de ordem p™
e, para todo divisor primo ¢ de p — 1, exatamente um P-grupo nao abeliano contendo

elementos de ordem ¢. Se n ¢ finito, a ordem deste grupo é p"~!q.

Lema 2.2. Seja G um P—grupo nao abeliano e suponha que p,q e A sao definidos

como na observacao . Entao:
(i) G' = A = Cg(a), para todo 1 # a € A.
(i) Z(G) = 1.
(71i) Os subgrupos normais de G sao G e os subgrupos de A.
(iv) Todo elemento x € G\ A tem ordem q. Dai, os subgrupos de ordem q geram G.

No resultado a seguir, temos uma condicao que garante o isomorfismo entre reticu-

lados de subgrupos dos grupos que pertencem a classe P(n,p).

Teorema 2.9. (Baer,1939a). Para todo primo p e todo nimero natural n > 2, todos

0s grupos em P(n,p) sao reticulado-isomorfos.

Demonstra¢ao. Mostraremos primeiro que todo grupo nao abeliano G € P(n,p) é
reticulado-isomorfo a um grupo abeliano elementar em P(n, p). Desse modo, sejam ¢, r
e G = A(t) como na observagao (2.3). Entao G = A x (¢), onde t tem ordem p, é o
grupo abeliano elementar em P(n,p). Queremos construir uma aplicagao bijetiva do
conjunto % (G), dos subgrupos ciclicos de G, em .2, (G) que induz uma projetividade
de G em G. Se v € G\ A, entdo pelo Lema (2.2)), (z) tem ordem ¢ e além disso, contém

exatamente um elemento fora de cada classe de A, em particular fora de At. Dai existe

exatamente um elemento a € A tal que (z) = (at). Definiremos agora a aplicagao

7 Z(G) = Z(G) por (x)" = (z) se x € Ae (x)" = (at) se (z) = (at) £ A. Uma
vez que todo subgrupo ciclico do grupo abeliano elementar G = A x (t) que nao estd
contido em A também contém exatamente um elemento da forma at com a € A, vemos
que 7 ¢ bijetiva. Pelo Teorema , devemos mostrar que para todo X,Y, Z € Z(G),
a condigao X < (Y, Z) se, e somente se, X7 < (Y7, Z7) é satisfeita. Esta condicao é
clarase Y e Z estao contidos em A, uma vez que 7 é a identidade em Zj(A). Se Y < A

e Z ¢ A, isto é, Y = (b) e Z = (ct) com b,c € A, entao (Y,Z) N A=Y uma vez que
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todo subgrupo de A é normal em G. Do mesmo modo, (Y7, Z7) A A =Y7. Assim, se
X < A, entao X < (Y, Z) se, e somente se, X <Y, e isto é o caso se, e somente se,
X7 <(Y",Z7). Para X £ A, isto é, X = (at) com a € A, temos que X < (Y, Z) se, e
somente se, at € (b, ct)NAt = ((b,ct)N)A)ct = (b)ct, isto é, a € (b)c, mais precisamente,
este é o caso se, e somente se, U™ = (at) < (b) x (ct) = (Y™, Z7). Finalmente, se nem
Y = (bt) e nem Z = (ct) estao contidos em A, entdao com W = (bc™') < A temos
(Y, Z) = (W, Z) e (Y7, Z7) = (be!, cf) = (W7, Z7). O

2.5 Produto Direto

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, precisamos entender como funciona o
produto direto para reticulados de subgrupos. Comecaremos entao com a definicao de

produto direto de uma familia de reticulados Ly, A € A, onde A = {1,--- ;n} en € N.

Definigao 2.11. O produto direto dos Ly, A € A € o produto cartesiano dos conjuntos
Ly, isto ¢,

L=1Lyx- XL, ={(x1, -+ ,x,)|z; € L;},

com a relagao de ordem, (z1, -+ ,x,) < (Y1, ,Yn) Se, € somente se, x; < y; para

todoi € {1,--- ,n}.

Consideremos agora um grupo finito G = H x K. Em geral Z(G) 2 Z(H)x Z(K),
como ¢ o caso de G = C, x C,, p primo. O mesmo pode ocorrer quando G ¢é o
produto direto com mais de dois subgrupos. E importante para ndés, sabermos sob

quais condigoes esse isomorfismo ocorre. Vejamos o resultado a seguir.

Lema 2.3. Se G = xG,, onde G sao coprimos e A € A ={1,---  n}, entio L (G) =
xZ(Gy), com X € A; na verdade, a aplicagio definida por T : L(G) — xZ(G,),
definida por H(A) = H N G\ para todo A € A e H < G é um isomorfismo.

Observagao 2.4. Dizemos que 0s grupos Gy, A\ € A sao coprimos se cada Gy € um
grupo de torsdo e (o(x),0(y)) = 1 para todo x € Gy,y € G, com X\ # p; para grupos
finitos isto € equivalente a (|G,|,|Gy|) = 1 para X # p.

A demostracao deste lema encontra-se em [14], pag. 37 e a mesma é feita para o

caso geral, em que A é infinito.
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2.6 Subgrupo Permutavel e Subgrupo Modular

Nesta secao introduziremos os conceitos de subgrupo permutavel e de subgrupo
modular, ambos fundamentais para a determinacao do grau de comutatividade de

subgrupos de um grupo finito.

Definicao 2.12. Um reticulado L é chamado modular, se para todos x,y,z € L, vale
a ler modular:

Sex <z entioxV(yAz)=(xVy)A:z.
Temos adiante a definicao de elemento modular em um reticulado.

Definicao 2.13. Dizemos que o elemento m do reticulado L é modular em L, e es-

crevemos m mod L, se para todos x,y,z € L temos:
(i))xV (mAz)=(xVm)Az comz <z
(it))mV (yAz)=(mVy)Az comm< z.

Teorema 2.10. As sequintes propriedades de um elemento m € L sao equivalentes.
(i) m € modular em L.

(i1) Para todo a € L, a aplicacao @am : [a/a Am] — [aV m/m], definida por v ,.(x) =

x V. m é um isomorfismo.

(iii) Para todo a € L, a aplicagcdo g, : [aVm/m| — [a/aAm], definida por g m,m(2) =

z A a € um isomorfismo.
(Z'U) Para todo a € L7 Spa,m'@baﬁn = [d[a/a/\m] € ¢a,m§0a,m = Id[a\/m/m]-
Este teorema encontra-se demonstrado em [14], pag. 44.

Definicao 2.14. Seja G um grupo e consideremos um subgrupo M de G; dizemos que
M ¢é modular em G se M ¢é um elemento modular em £ (G), e escrevemos M mod G
neste caso. Se £(G) é modular, isto é, se todo subgrupo de G é modular em £ (G),
entdo G serd chamado de M—grupo. Dizemos que M ¢é permutiavel em G com a

notag¢do M per G se, HM = MH para todo H € Z(G).
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Definicao 2.15. Dizemos que dois subgrupos M e H de um grupo G formam um par

modular se:
(i) MV (HAW) =MV H)ANW, para M <W e
(1) HV (M ANW) = (MY H) AW, para H < W.
Vejamos no teorema a seguir como estes dois conceitos estao relacionados.
Teorema 2.11. (Ore, 19537). Seja G um grupo.

(i) Se N <G, entao NH = HN para todo H < G.

(i1) Se M < G € tal que MH = HM para todo H < G, entao M mod G.

Demonstracao. (i) Se N <G, entdo Nz = =N para todo z € G, donde segue que
NH = HN para todo H < G.

(17) Sejam X, Z € Z(G) tais que X < Z. Devemos mostrar que X V (M A Z) = (XV
MYNZ. Se x € XV (M A Z), claramente temos x € (X V M) A Z e com isso,
XV(MNANZ)C(XVM)NZ. Consideremos g € (X VM)ANZ e como X VM=XM,
temos que existem z € X e m € M tal que ¢ = xm. Uma vez que X < Z, temos que
m=x"'g€ Zdai,g=am € XV(MAZ)e XV(MAZ) C (XVM)AZ,donde segue que
XV(MNAZ)=(XVM)NZ. Sejam agora Y, Z € Z(G) com M < Z. Vamos mostrar que
MV(YNZ)=(MVY)NZ. Tomemos g € MV (Y ANZ),como MV (YANZ)= MY NZ)
temos que existem m € M e z € Y A Z tais que ¢ = mz. Como M < Z temos
g=mze (MVY)AZ, donde segue que MV (Y ANZ) C (M VY)A Z. Consideremos
agora g € (M VY)ANZ ecomo M VY = MY, segue que existem m € M ey € Y tal
que g =my. Comom € M < Z,segue quey=m-'ge Z daig=my e MV (Y A Z)
ecomisso ( MVY)NZCMV(YANZ). Logop MV (YANZ)=(MVY)AZ. Portanto
M é modular em G. [

O teorema anterior mostra que um subgrupo normal é permutavel e um subgrupo
permutavel é modular. Assim, um subgrupo normal é modular em G e as leis modulares
descritas na Definicao sao as principais propriedades de um subgrupo normal
que sao visiveis no reticulado dos subgrupos. Além disso, um grupo em que todos os
subgrupos sao permutaveis é um grupo modular; em particular é metabeliano, como

mostra o teorema a seguir.
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Teorema 2.12. (Iwasawa,1943). Se dois subgrupos quaisquer de um grupo G permu-

tam, entao G € metabeliano.

Daremos agora um resultado que garante quando dois subgrupos quaisquer, de um

grupo finito GG, sao permutaveis.

Proposicao 2.4. Sejam G um grupo finito e M e H subgrupos de G. Entao M e H sao
permutdveis se, e somente se, [M : M ANH|=[MV H : H|. Em particular, se o indice
de M em G € relativamente primo com o de H em G, entdo M e H sdo permutdveis e

G=MVH.

Teorema 2.13. Seja G um grupo finito. Entao todo par de subgrupos modular é

permutdvel se, e somente se, G € nilpotente.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que todo par de subgrupos modular de G é per-
mutavel. Seja S um p—subgrupo de Sylow de G e consideremos um subgrupo maximal
M de G contendo S. Se M nao é normal em G, entao existe um subgrupo L # M
conjugado a M em G. Como M é maximal segue que L também é maximal. Dai M
e L formam um par de subgrupos modular e pela hipétese, M e L sao permutaveis,
isto 6, ML = LM. Mas, como m € M, el € L, temos que ["'m~*Mml = L implica
em M = m™*Mm = ILI"* = L, um absurdo. Logo M é normal em G. Como M é
arbitrario, obtemos que todo subgrupo maximal de GG é normal e, portanto, G' é nilpo-
tente.

(<) Suponhamos agora que G é nilpotente. Entao G é um produto direto de seus
p—subgrupos de Sylow Si,--- ,.S,. Qualquer subgrupo U de G é o produto direto dos
seus p—subgrupos de Sylow U; = U N S;, 7 = 1,--- ,n. Suponhamos que dois subgru-
pos U = x;_,U; e V = x;,V; formam um par de subgrupos modular. Denotemos
as ordens de U, V.UV V.U NV, U;,V;,U; V V; e U; N'V; por u,v,m,d,u;,v;,m; e d;
respectlvamente Como UVV =x2,(U;VvV)eUANV = x,(U; NV;), segue que

m = H m; ed= H d;, dai md é divisivel por uv. Em outras palavaras, pelo Teorema

2.10, o intervalo (U\/ V) /U de Z(G) é aplicado isomorficamente em V/(U AV'). Dai
o comprimento de uma série principal conectando U AV e U nao é maior que o da série

principal conectando V e U A V. Uma vez que G é nilpotente, temos que o niimero de
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m
fatores primos em (U VV : U) = — nao é maior que o numero de fatores primos em
u
v
[V :UAV] = 7 Uma vez que md é divisivel por uwv, segue que md = uv, ou seja,

[UVV:U|l=[V:UAV].Dal U eV sdo permutéveis. O

Outro resultado que relaciona a modularidade de um grupo finito com a permuta-

bilidade de todos os seus subgrupos é o lema seguinte.

Lema 2.4. Um p-grupo finito, com p primo, tem o reticulado dos subgrupos modular

se, e somente se, dois quaisquer de seus subgrupos permutam.

A demonstracao deste lema segue do teorema anterior.



Capitulo 3

O Grau de Comutatividade de

Subgrupos de um Grupo Finito

Neste capitulo, mostraremos uma expressao para encontrar o grau de comutati-
vidade de subgrupos de um grupo finito GG, e denotaremos tal expressao por sd(G).
Veremos as propriedades de sd(G), para estudarmos no capitulo seguinte o grau de

comutatividade de subgrupos para algumas classes de grupos finitos.

3.1 Propriedades Basicas do Grau de Comutativi-
dade de Subgrupos

Seja G' um grupo finito. Sabemos que dados dois subgrupos arbitrarios H e K de G,
oproduto HK = {hk | h € H, k € K} é um subgrupo em G, ou seja, HK € Z(G) se,
e somente se, HK = KH, isto é, se H e K permutam. Deste fato, podemos considerar

a expressao

d(G) = gy WHK) € 2G| HE = KH)
1 2
[ZEE (H K e 2@ | HE 2@} (1)

onde sd(G) é chamado o grau de comutatividade de subgrupos de G. Em outras
palavras, sd(G) nos dé a probabilidade com que o produto de dois subgrupos quaisquer

de G é um subrupo em G.
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Observe que o grau de comutatividade de subgrupos sd(G) de um grupo finito G
satisfaz a relagao

0<sd(G@) <1

A igualdade sd(G) = 1 ocorre se, e somente se, todos os subgrupos de G sao per-
mutaveis. Podemos dizer entao, com base nos Teoremas (2.11)) e (2.12)), que um grupo
com grau de comutatividade de subgrupos igual a 1 é um M—grupo e metabeliano.

Estes grupos podem ser caracterizados conforme a proposicao a seguir.

Proposicao 3.1. Dado um grupo finito G temos que sd(G) =1 se, e somente se, G €

um M—grupo nilpotente.

Demonstracao. (=) Como sd(G) = 1 temos na equagao que{K € Z(G) | HK =
KH} = Z(G), daf todos os subgrupos de G sao permutaveis e, pelo Teorema ,
também sao modulares. Logo G é um M—grupo e assim, pelo Teorema G é
nilpotente.

(<) Devemos mostrar que todo subgrupo de G é permutéavel. Notemos que G é nilpo-
tente e todo subgrupo de G ¢ modular, logo pelo Teorema segue que todos os
subgrupos de G permutam e portanto sd(G) = 1. ]

Um exemplo de grupo que satisfaz a proposicao anterior é o grupo quatérnio QJg,
uma vez que todos os seus subgrupos sao normais e pelo Teorema sao per-
mutdveis, segue que sd(Qg) = 1.

Como vimos, o grau de comutatividade de subgrupos de um grupo finito G é dado
pela igualdade

sd(@) = m {(H,K) € (G | HK € Z(Q)}].

Queremos agora escrever a igualdade anterior de uma maneira mais simples, sendo
assim, para todo subgrupo H de G, denotemos por C'(H) o conjunto formado por todos

os subgrupos de G que comutam com H, isto é,
C(H)={K e YG)|HK = KH},
entao

sd(G):m > lcH). (3.2)
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Note que todos os subgrupos normais de G estdo contidos em cada C(H) e daf
temos que A (G) C C(H), onde A (G) é o reticulado dos subgrupos normais de G.

Assim,

A (G)| < |CH)| =
AN (@NL@) < ) |CH) =
He?(G)
1 1
WM/(G)H-X(GN < WHG;G)\C(H)! =
| (G)] 1
70 S Zar HE;G)\C(HM =
A (G)]
z@) = N9

Observe que se A (G) = Z(G), isto é, se G é um Grupo de Dedekind temos entao
que C(H) = A4 (G) = Z(G), para todo He .Z(G), dai na equagao (3.2]) temos

1
sd(G) = WH;G A (G
A @
7@
: A (G)]
Reciprocramente, se m = sd(@), temos que
A (G)| 1
Zol - Zor 2, <0 =

N (G) = Z(G).

Lembramos que todos os subgrupos de G' contidos no Ng(H) pertencem a C(H), e
com isso, A (G) U Z(Ng(G)) C C(H), para qualquer H € Z(G). Vejamos agora um

exemplo do que acabamos de falar.

Exemplo 3.1. Consideremos o grupo simétrico S3. Vamos calcular o grau de comuta-

tividade de subgrupos sd(Ss) de Ss.

Solugdo. Temos que S3 = {Id,(12),(13),(23),(123),(132)} e os subgrupos de S;
sao: I = {(Id)}, A3 = {Id,(123),(132)}, H, = {(Id),(12)}, Hy = {(Id),(13)},
H; = {(Id),(23)} e o préprio Ss. Assim, £ (S3) = {I, A3, Hy, Hy, H3, S3}, e dai, cal-
culando C'(H) para todo subgrupo H de S5 obtemos: C(I) = {I, As, Hy, Ho, H3, S5},
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C(A3) = {I7A37H17H27H37S3}7 C(Hl) = {‘[7 H17A37S3}7 C<H2) == {I,HQ,Ag,Sg},
C(H3) = {I,Hs, A3, S3} e C(S3) = {I, A3, Hy, Hy, H3, S3}. Finalmente, usando

30 5
t d(S3) = — = -.
encontramos sd(S3) %= 3
. o |4 (S3)] :
Ainda do exemplo acima, é ficil ver que 25 < sd(S3), e também A7(S3) U
3
Z(Ns,(H)) C C(H), para todo H em Sj.
16
Exemplo 3.2. O grau de comutatividade de subgrupos do grupo alternado Ay é %

Solugdo. Sabemos que Ay = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (234), (243), (134), (143),
(124), (142),(123),(132)} e os subgrupos de Ay sao: I = {Id}, By = {Id,(12)(34)},
By ={Id,(14)(23)}, Bs = {Id, (13)(24)}, V = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, B, =
{Id,(123),(132)}, Bs = {Id, (124),(142)}, Bs = {Id,(134),(143)}, B; = {Id, (234),

(243)} e o proprio Ay. Calculando agora C'(H) para todo subgrupo H de A, obtemos:
C(I) = L(Ay), C(V) = L(Ay), C(Ay) = L(Ay), C(B1) = {ld, By, By, B3, V, Ay},
C(Bs) ={Id, By, By, B3, V, Ay}, C(B3) = {ld, By, By, B3, V, Ay}, C(By) = {Id, B4, V,
Ay}, C(Bs) = {1d,B5,V, Ay}, C(Bs) = {Id, Bs,V, Ay}, C(Bg) = {Id,Bgs,V, Ay} e

1
C(B7) = {ld, B;,V, Ay}. Assim, usando 1} encontramos sd(Ay) = 16

25
Vimos no capitulo anterior que se G e G sdo grupos isomorfos, entdo sdo também
reticulado-isomorfos e com isso, podemos concluir para G e G finitos que, sd(G) =
sd(G). O mesmo nao pode ser dito quando G e G sido apenas reticulado-isomorfos,

como ¢ o caso do exemplo a seguir.

Exemplo 3.3. Sejam G o grupo abeliano elementar de ordem 3" onde n > 2 e G €
P(n,3) o P—grupo nao abeliano com elementos de ordem 2. Pelo Teorema , Ge
G sao reticulado-isomorfos. Como G é abeliano, segue que sd(G) = 1. Sabemos que
G é um produto semidireto de um subgrupo normal abeliano elementar A de ordem
37! por um grupo B = Z,. Tomando agora um elemento a € A e considerando b um
gerador de B, vemos facilmente que (b)(ba) # (ba){a), isto é, que os subgrupos de G
nao sao todos permutaveis, assim sd(G) < 1 e dai, sd(G) # sd(@).

Exemplo 3.4. Seja o grupo S X Zsy, temos que sd(S3 X Zs) = @ 3& — = sd(S3)sd(Zs).
Em geral, ndo temos sd(G1 X -+ - X Gy) = sd(G1) - - - sd(Gy), onde (Gl)izl,k é uma familia
de grupos finitos. No teorema seguinte, temos uma condicao suficiente para a igualdade

anterior ser verdadeira.
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Proposicao 3.2. Seja (Gi)i:fk uma familia de grupos finitos de ordens coprimas.
k

Entio sd(x¥_G;) = sd(x*_,G;) = H sd(Gy).

1

Demonstracao. Mostraremos a proposicao para ¢ = 2. Sejam H e K dois grupos finitos
quaisquer tendo ordens coprimas, tais que G = H x K. Entao

sd(G) = sd(H x K) = m XGg(ZHXK) (X)),

como (|H|,|K]|) = 1, segue pelo Lema [2.3| que

1
) T AR ity

1
T 2L E)P >, el

XeZ(H)xZL(K)
Temos que
CX)={WeZHxK)|XW=WX}={WeZLH)x LK)|XW=WX}

e oberve que para todo A € Z(H), para todo B € Z(K), temos que AB = BA, pois
G=HXxK.

Considermos entao, s.p.g, que X = ABe W =YZ com AY € X(H) e B,Z €
Z(K). Dai

C(X)=C(AB)={YZ € Z(H) x Z(K)|ABY Z = Y ZAB}.

Por outro lado, C(A) ={Y € L(H)|AY =Y A} e C(B)={Z € X(K)|BZ = ZB} e

assim,

CA)xC(B) = {YZe€ XY(H)x Z(K)|AYBZ =Y AZB}
= {YZ e YH)x X K)ABYZ =Y ZAB}
= C(AB)
= C(X).

Dai temos,
Y. lex) = Y. le@lem)
XeL(H)x 2 (K) ABeZL(H)x Z(K)

Y. lc@ Y o)

AeZ(H) BeZ(K)
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donde,

sd(H x K)

Desse modo, sendo

tendo ordens coprimas,

Sd(xleGi> =

1

:|ﬂmmﬂmp§:WW|Z|mw
1 A€Z(H) | BeZ(K)

- WAG;(H) |C(A)|WBG;(K) |C(B)|

= sd(H)sd(K).

G = (x%,@G;), onde (Gi)i—1x ¢ uma familia de grupos finitos

segue que,
sd(Gy X - x Gy)

1

MeL(Gyx+xGy)
1

|L(G1) x -+ x Z(Gy)|? Z

MEX(G1)X---X$(G/€)

|C(M)]

1
| L(G1)]2 x -+ x | ZL(Gp)]? Z |C(M)].

MEZL(G)x-xZL(Gy)

Agorade M € Z(Gy)x---xZ(Gy), temos que M = M; - - - My, onde M; € L(G;),i =

1,k daf
1
d(xF ) = C(M . C(M,
o) = e e, 2, O 2 1)
) 1 1 ) €2 (Gr)
S oM - (M,
|$<Gl>\2Ml§(Gl)' (1) ZGP Mke;(;k)' (M)

= sd(Gy)---sd(Gy)

k
= 1Is
i=1

Corolario 3.1. Se G €

ddG;.

]

um grupo nilpotente finito e (Gi)i:ﬁ sao os subgrupos de Sylow

k
de G, entao sd(G) = Hsd(Gi).

=1

Demonstragdao. Pelo Teorema [1.2] temos que G = G; x -+ X Gj. Como os G; com

1=1,---, ktém ordens
k

[5G

i=1

coprimas, segue da Proposicio (3.2) que sd(G) = sd(x*_,G;) =

]
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Proposicao 3.3. Seja G um grupo finito e N um subgrupo normal de G. Entdo a

G ’ 2
> e <|$(N)|+ .,%(N)‘—l) + (sd(N) = 1)[Z(N)|* +

((5)-)(R)]

Demonstracdo. Para demonstrar a proposicao acima, vamos definir a seguinte funcao

f:Z(G)* — {0,1}, tal que

1, KH=HK
f(H,K){ (3.4)

sequinte desigualdade é valida:

sd(G) !

(3.3)

0, HK#KH

Como C(H) = {K € Z(G)|HK = KH} segue que |C(H Z f(H, K) para
KeZ(G)
qualquer H € Z(G) e assim na equagao (3.2)) temos

sd(G) = Z Z f (H, K).
HEZ ) KeZ(G
Agora fixemos um subgrupo normal N de G e consideremos os conjuntos A; =
{H e ZG)NCH}e Ay ={H € Z(G)|H C N}. Observe que A; corresponde ao
reticulado de %, isto é, A = . ~)© Aj corresponde ao conjunto .Z(N) \ N, ou
seja, Z(N) = Ay U{N}. Temos entao que os conjuntos A; e Ay sdo subconjuntos de

Z(G) e assim, A U Ay C Z(G). Dali, Z fHK) Z f(H, K) e ainda

HKeZ (G H,KeA1UA2
1 1
@) = H K)> H K
sd(G) mcn?mgﬂmﬂ 2 1ZGP 2,
— ( > FHE)+ Y f(HK)
H,KecA H,KeAs
+ N FHE)+ D> Y f(H,K))
HeA; KeAy KeAy HEA,
_ ( Y FHE)+ Y f(HK)
H,KeA; H,KeA>

+2) Y f(H,K)). (3.5)

HeAy KeAs
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Agora vamos calcular o lado direito da equagao (3.5)).

Z f(H’K):

H,Ke A

2

s sn-a(§) (9

HKe#($)

Z f(H>K)_ Z f<H7N)

H,KcA>U{N} HeAU{N}
— > f(K,N)+ f(N,N)

KeAU{N}

>, fHEK) -2 > f(HN)+1
H,KeAsU{N} HeAU{N}

> ﬂHK—QE:fHK
HKe¥(N HeZ(N

SHW(%%ﬂ)HL

Finalmente, sejam respectivamente n, m as ordens de A; e Ay, dai

2)° > f(HK)

HeA, KeAs

= 2 ) (f(H,Ki)+-+ f(H Ky))

HeA
= 2(f(HLK) 4+ f(Ha ) 4+

+f(Hy, Kpn) + -+ f(Hy, Ki)).

Mas observe que H € A; e K € Ay, daitemos K C N C Hecomisso HK = H=KH.

Portanto f(H;, K;) =1, paratodoi=1,---,n e paratodo j = 1,--- ,m. Voltando na

igualdade acima temos,

2 > fHEK) =

HeA; KeAsz

Obtemos entao que

3 - a(8)}e()

QnmzﬂAMAﬂ:ZL%(%)MuﬂNﬂ—ly

2

Y. JHEK) = sdN)Z(N)®-2.Z(N)|+1

H,KecA>

23 ¥ = 2z (§)|0zmi- .

HeA; KeAs
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substituindo esses trés termos na equagao (3.5)) segue que
1

> (7)1 (%)
v2)2 (§)] 02wl - 1)] ,

reorganizando, obtemos a desigualdade
sd(G) > ———

> (r.z(mr vz (5)]- 1)2 +(sd(N) = DL+

()@

Corolario 3.2. Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de G com N e %

2

sd(G) + sd(N)|ZL(N)|* = 2|L(N)| + 1+

1

]

abelianos. Entao

. W)+ ]2 (§)]-1)
d(G) > ( 20 ) (3.6)

Demonstragao. Como N e % sao abelianos temos que sd(N) =1 e sd(%) =1, dai na

desigualdade ({3.3]) segue que

sd(G) > m (|$(N)|+‘$ (%)‘—1)2+(1—1)|$(N)|2+
w-nle ()] - <|$(N)|\yé>(r%)|_l>2'
Portanto,

. 2|+ |2 (9] -1)
d“;)Z( 2(0) ) |

]

Corolario 3.3. Se G € um grupo finito que possui um subgrupo normal N de indice
primo, entao

sd(G) > N)|Z(N)* +2|L(N)| +1).

1
ZoE W)



3.1 Propriedades Bésicas do Grau de Comutatividade de Subgrupos 35

Demonstracdao. Seja N um subgrupo normal de G tal que N tem indice primo p. De
G G G
'N = p segue que N é abeliano. Logo sd (N) = 1 e substituindo na desigualdade

(3.3]) obtemos,

dlG) = i [(w(w vz (5)]- 1)2 ALV — |22

Agora como

N‘ = p, p primo segue que N nao possui subgrupos diferentes dos triviais,

donde }.,5,” (%)| = 2. Dai na desigualdade anterior temos,

> 1

- ZG)P
1 9 - )

= g ZWF LW+ L+ sd NN - 12 (V)
1 2

= @R NILNP 22 +1),

sd(G) [([Z(N)] +2 = 1)* + sd(N)| L (N)[* = [Z(N)]]

assim,

1 2
sd(G) = W(Sd(G)IX(N)I +2[Z(N)[ +1).

Corolario 3.4. Se G ¢ um grupo soluvel finito, entao

1 k
sd(G) > ZCF (2 ; |ZL(Gia)| + K+ 1) . (3.7)

Demonstracao. Seja G um grupo soluvel finito e considere a seguinte série de com-

posicao {1} = Gy < G1 < --- < G} = G. Como todos os grupos fatores Gijl sao
ciclicos de ordem prima e cada G;—1 <G; com ¢ = 1,2---k, segue do Corolario (3.3))
que

sd(G)|L(Gi)]? 2 sd(Gi1)|[L(Gin|? + 2| L (Gion)| + 1,
Vi=1,2,-- k.

Agora observe que

sd(G1)|Z(G)|?
sd(Gr_1)|L(G1)?

IV

Sd(Gk_l)lf(Gk_ﬂF + 2|$(Gk_1)| + 1
Sd(Gk_Q)IZ(Gk_Q)F + 2|$(Gk_2)| + 1

IV

sd(G2)| L (Gy)?
sd(G1)|ZL(Gh)

v

sd(Go)|-Z(Go)” + 2.2 (Go)| + 1

v
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substituindo sucessivamente as desigualdades anteriores, obtemos que
8d(Gk)|$(Gk)|2 > Sd(Gk_2)|$(Gk_2)|2 + 2|$(Gk_1)| + 2|$(Gk_2)| +14+1
> 5d(Go)|ZL(Go)* + 2|.L(Grr)| + 212 (Gr) |+
+- 42| 2(Go) |+ 1+ +1
k
sd(Go)| L (Go)]* +2> | L(Gia)| + k.

=1

Mas sd(Gy) =1 e | -Z(Gy)| = 1 pois Gy = {1}, dai

k
sd(Gp)|L(GR)? =2 1 L(Gioa)| + k+ 1,
=1
ou melhor,

1 k
sd(G) > W (22 |L(Gio1)| +k+ 1) .

i=1
m
Corolario 3.5. Se G é um p-grupo finito de ordem p*, com p primo, que tem um

subgrupo maximal ciclico, entao

sd(@) > (%) | (3.9)

Demonstracdo. Seja G um grupo de ordem p*, onde p é primo. Como todo p-grupo
finito é solivel, podemos considerar a série de composi¢ao {1} = Gy < G; < -+ <
G = G, que é uma série soluvel de GG. Observe que cada G;,_; é maximal em G; e

por hipétese, G possui um subgrupo maximal ciclico, dai podemos assumir que G

é ciclico, donde segue que todos os GG;_; sao ciclicos para todoi=1,--- |k — 1.

Resta mostrar que |.Z(G;_1)| = i, para qualquer i = 1,--- , k. Note entdo que Gj_4
tem ordem p*~! para todo i = 1,--- , k. Como para cada divisor a de p'~!, existe um
tnico subgrupo de ordem a, pois G;_; é ciclico, segue que |.Z(G;_1)| = i para todo
i=1,-- k.

Finalmente, usando o Corolério (3.4) temos

1 1 [2k(k+1)
sd(G) > ——==20+2+---+k)+k+1] = { +k+1
|Z(G)? , ZG)P 2
1 k+1
= —— (K +2k+1)= (—) .
Z(G)? Z(G)]

k+1 )2
Portanto sd(G) > | ——— | . ]
(@) <|$<G>|



Capitulo 4

O Grau de Comutatividade em

Algumas Classes de Grupos Finitos

Veremos neste capitulo o grau de comutatividade de subgrupos de um grupo finito
para algumas classes de grupos. Apartir do que estudamos no capitulo anterior, cons-
truiremos expressoes para determinar o grau de comutatividade de subgrupos do grupo

diedral finito Dy, e de p-grupos finitos que possuem um subgrupo maximal ciclico.

4.1 O Grau de Comutatividade de Subgrupos do
Grupo Diedral Finito Dy,

Sabemos que o grupo diedral é gerado por uma rotacao x de ordem n e uma reflexao

y de ordem 2. Podemos escrever entao D,, = (x,ylz" =y? =1,yzy = 2~ !). Para
cada divisor r de n, Dy, possui um subgrupo isomorfo a Z,, a saber, Hj = <:1:%>
. ~ noosq .

e ™ subgrupos isomorfos a Ds,, sao eles, H; = <xr,$l y>, onde i € {1,---,2}.

Assim obtemos que |.Z(Da,)| = 7(n) +o(n), onde 7(n) e o(n) sdo fungoes aritméticas
multiplicativas e denotam respectivamente, o niimero e a soma dos divisores de n.
Agora observamos que o subgrupo (z) é normal em Dy,, onde (z) é o “grupo das
rotagoes”. Como (x) tem ordem n segue que para cada divisor r de n, (x) possui
um unico subgrupo H; = <x7l> de ordem 7. Da unicidade de H{ temos que ele é

caracteristico em (z) e do fato de (z) ser normal em Dy, segue que H{ é normal em
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D,,,, para cada divisor r de n. Assim temos,

S o) = Siew+ Y S e

HeZ(Dan) rln rln =1
= ()| ZL(Da)l + YD |C(H])].
rln =1

n

Para determinar E |C'(H)| precisamos controlar a soma g E |C'(H])|. Para
HeZ(D2n) rln =1
fazer isto, fixemos o divisor 7 de n e o indice ¢ € {1,---, %}, com isso

— {(U{Hg}) U{K € (Do) | K = diedral, H'K = KH;“}.
rin
Consideremos um subgrupo arbitrario K = H; onde s divide n e j € {1,---,2},
observamos que H3 € C(H]) se, e somente se, H] H? = H;H]. Mas H] H{ = H; H] se,

e somente se, hk = kh, onde h,h € H] e k, k € H? sao arbitrdrios. Agora como

{ ,l:O,---,r—l e 60=0 ou 1}

r—’H

"(@y)Em=0,---,s—1 e e=0 ou 1},
temos para h, h e k, k arbitrarios que H[H; = HjH; se, e somente se, hk = hk se, e
somente se,
nyl i ) n\m . n\m - g nl i é
(27) (") (@0)" (2 7y)" = (27)" (27Ny)" (27) (&) (4.1)
Observamos que para resolver a equagao (|4.1)) basta alternar os valores de €,0 e

£,6 e manter [,m,l e m. Vejamos como fica a igualdade (4.1)) para o caso em que

wrir lyesm Ty = s e letly &
.CB%ZZEZ 1.T_j+1ZU tmo x z’ lx—i-‘rll, ”l@
220-0) x%(fl_fl)+%(m+m) PN
2200 — T [u(=I=1)+v(m+m)] '
Dessa forma, para o caso geral obtemos que H; € C(H;) se, e somente se, 229 ¢
<xlm] > , isto é, se, e somente se,
n . .
L la(i— ) (42)

[r 5]
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Finalmente, denotando por x; o numero de solugoes de (4.2)), obtemos que

|C(H])| = 7(n) + 2}

1

donde segue que

Y. o) = T(n)(T(n)+U(n))+22(7(n)+x

HEZ(Dn) rin At
= 7(n)(r(n) +o(n)) + ZX; )+ le X;a:
= T+ 7(m)a(n) + 3 (r(n) + QAP Z@“
= () + 7))+ ~r(n) + Y ; 7}
= 7(n)* +7(n)o(n) + 7(n)o(n) + lz ; ;i
= 7(n)*+2r(n)a(n) + lzz;x
Agora como sd(Ds,) = m He;})%) |C(H)|, obtemos uma formula explicita

para sd(Dsy,).

Teorema 4.1. O grau de comutatividade de subgrupos do grupo diedral Ds, é dado

pela sequinte itqualdade:

7(n)? +27(n —I—ZZI

rln  s|n
(r(n) + a(n))?

Vejamos que para calcular o grau de comutatividade de subgrupos sd(Ds,) do

grupo diedral, precisamos determinar a quantidade de solugoes de (4.2). Para fazer

isto, devemos analizar dois casos particulares de n, a seguir.

Caso 4.1. Quando n € impar.

p . N . n N
Neste caso, 1) é equivalente a i = j <mod ﬁ) . Dessa congruéncia fazemos a
T, S

seguinte afirmacao.
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7 5]

Afirmacao 4.1. A congruéncia i = j (mod ﬁ) tem solugoes j € {1,--- ,g}
r, S

Demonstracao. Observe que para um s fixo, %‘(z — J) se, e somente se, (i — j) for
T, S
um multiplo de Comoie{l,---,2}eje{l,---, 2} segue que

rys]

para ¢ =1 , temos j:0L+1,1L+1,---,aL+1
[7", ] [73 ] [, ]
para ¢ =2 , temos O—+21 —|—2,---,aL+2
[r, ] [, s] [r, ]
. n , n n n n n
para ¢ = —, temos j=0—+—-1—s+—,-- ,a— + —,
r [r,s]  r’ rys] or r,s] r
.on n 7, 5] s
ou melhor, temos j = —,--- ,—, onde 0 < a < — 1. Obtemos entao que para um
r s
N n 7, s] _
s fixo a congruéncia ¢ = j | mod ﬁ tem —— solugdes j € {1,---, %}
r,s S

Como z] representa o nimero de solugoes de (4.2)), segue neste caso que

S ol LS o NI w S
i _Z s Z(r,s) Z(7“,3)

s|n s|n s|n

e assim,

ZZ% -

7‘|n =1 r‘n =1 s‘ 7'|n Sl’n, T‘ s\n

n

Podemos escrever entdao que Zme = ¢g(n), onde g é a funcao definida por

rln =1

= kz Z , para todo k € N. Sobre essa fungao g fazemos a afirmacao a
rlk s|k "8
seguir.

1

Afirmagao 4.2. A funcio g(k) = kZZ— para todo k € N € uma fungdo
s

aritmética multiplicativa.

Demonstracao. Note que g : N — N e ainda, dados dois inteiros a,b tais que

(a,b) =1e considerando x,y divisores de a e z,w divisores de b, temos que g(ab) =

ab Z Z yw) . Como (z,2) =1 = (y,w), segue que
mz\abyw\ab &

g(ab) —abzzzz

zla z|b yla w\b z|a y|b nY z|b |b Z W
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e portanto g é uma fungao aritmética multiplicativa.
Queremos agora escrever a funcao g de maneira mais simples. Vejamos entao a

afirmacao a seguir.

Afirmacgao 4.3. Seja p um nimero primo qualquer e o € N, entao:

(2a + 1)p*t2 — 2+ 3)p* ™ +p+1
(p—1)? '

Demonstracao. Para verificar esta igualdade, basta fazer inducao sobre a.

g(p*) =

Se a = 1, temos que os divisores de p sao 1 e p, e dai

1 1 1
g(p) = pzz(m)zpz<<r’l)+ )

rlp slp rlp (r.p)
p p P P
RO RRCY)

Multiplicando g(p) por (p — 1)%, temos

=3p+ 1.

) 3p° =5p* +p+1  (2a+ 1)p**? — 20+ 3)p* ! +p+1
9(p) = = :
(p— 1) (p—1)

Se a = 2, segue que os divisores de p? sao 1,p e p?, donde

2\ 2 1 = L ! !
g”) = p ZZ(T’S)_pz((r,1)+(r,p)+(7ﬁp))

rlp s|p r|p
p p p p p p
+ + + + + +
(1,1])9 (p,l)p (pQ,p)p (1,p)  (p.p)  (P*.p)

+ + + =5p° +3p+ 1.
(Lp*)  (pp*) %%

Novamente, multiplicando g(p?) por (p — 1)? obtemos

ot =T+ p+1 (204 1)p*TP — 2o+ 3)p* T +p 41

2
9(p”) = =
(p—1)? (p—1)?
Assim,
o) = (20 + Dp**? — (2a +3)p* ' +p+1
(p—1) '
Por fim, se n = p{* - - - p%m é a decomposi¢ao de n em fatores primos, onde py, - -+ , pm

sao primos distintos e aq, -+, a,, € N, segue entao pelas afirmacoes [4.2] e [4.3] que

gn) = g@"* ) =g@") - gloor)
H(204i +1)pi = 2 + 3)p T i+ 1

- TS 4
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Corolario 4.1. Se n € impar e g denota a funcdo aritmética definida pela equagao

, entao o grau de comutatividade de subgrupos do grupo diedral Do, é:

7(n)? + 27(n)o(n) + g(n)
(r(n) +o(n))?

Sd(Dgn) =

n

Demonstracao. De fato, como no caso (4.1) mostramos que ZZI‘: = g(n), onde
rln =1

g(n) é a fungao aritmética dada pela equagao (4.4) e da equagao (4.3)) segue que

7(n)? +27(n)o(n) + g(n)
(r(m) +a(n))?

Sd(D2n> =

Agora vejamos o outro caso a ser analisado.
Caso 4.2. Quando n =2™"' m > 1 natural.

Para 7 = n a equacgao (4.2]) é satisfeita por todos os s que dividem n e todos os
s 2m—1+1 -1

jed{l,--, 2} Assim,xgza:?:zzs:lzzg:J(n):T:T"—l.

sln g=1 s|n

Para r < n, faca r = 2", onde 0 < u < m — 2. Se s = n, entao a equagao (4.2)) tem
exatamente uma solugao j, que é 7 = 1. Se s < n, entao fazendo s = 2" com 0 < v <
m — 2, decorre que a equacao é equivalente a i = j (mod 2”“2*"“””{“’“}) . Observe
que 2m27maz{wv (5 se, e somente se, (i — j) for um multiplo de 2m~2-maz{uwe} ¢

comoi € {1,--- 2™ 174} e j € {1,---,2™ 27"} temos que

para i = 1, temos j=0.27 2 merlued 4 g gm-2omartue} 4

. ’@.2m727max{u,v} +1

para 7 = 27 temos ] _ O‘2m—2—mam{u,v} + 27 1.2m—2—magj{u,v} + 2’

— om—2—maz{u,v
a2 {uv}

para i = 2m—1—u7 temos ] — 0.2m727max{u,v} _|_2m717u7 1'2m727maz{u,v} +2m717u7

. ’d‘Qm—Q—max{u,v} + 2m—1—u7

bl
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ou melhor, j = 2m-17v ..

2,277 170 onde 0 < @ < 2mer{uvitl—v _ 1 Dessa forma,

2[2%,2Y
obtemos que a congruéncia i = (mod 27"*2*””“”{“’“}) tem % = gmaz{uv}-vil
solugoes j € {1,---,2m717} ¢ assim,
m—2 u m—2
513';1 1+ Z Qmaz{u,v}7v+1 -1+ Z 2max{u,v}7v+1 + Z 2max{u,v}7v+l

v=0 v=0 V=1

LH2utt vt 4 ov 2 4. 122124 2(m —2 —u)
1+2""2 —242m —4 — 2u =22 — 2u +2m — 5.

Finalmente, juntando os casos em que r = n e r < n, obtemos que

Sy

rln =1

n
T

m—2
2" — 14+ ) Y (2" = 2u+2m — 5)

u=0 i=1

2’"—1+Z§(2u+2—2u+2m—5)

2" — 14 Y 2" (24— 2u 4 2m — 5)

u=0
m—2 m—2

m—2
2m—1+2m“21—2mz2—i+2mm22—1u—
u=0

2" 142" — 1) — 2" (—2 <1>m (m—1) 2 (% B

[\

’”Z‘ 1
2m - 2m—15 _
+ ( m ) rd 2u
2m -1 + 2m+1m . 2m+1 _ 2m(_2—m+2m + 2)_|_

2m=1 1
+(2™m — 2m*15)¥

S

2m—2

QM — 1 4 2mtlyy — omAl L 92y omtl 4 omtlyy 92 9mE 4 ()

2m+2m o 2m+2 _ 42m + 9
2m+2m _ 2'2m+2 4 9
(m —2)2m2 4 9.

N

Corolario 4.2. Se n = 2™ 1 m um inteiro positivo maior que 1, entdo o grau de
) )

comutatividade de subgrupos sd(Daym) do grupo diedral Dom é dado pela sequinte igual-

dade:

sd(Dam) =

(m — 2)2m+2 4 m2mt 4 (m —1)% 4+ 8

(m—1+2m)2
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Demonstragao. Se n = 2™~ temos pelo Teorema e pelo caso que
7(2m )2 + 272 Do (2™ + (m —2)2mT2 4+ 9
(r(2m1) +o(2771))?
(m—1+1)2+2(m—-1+1)(2™ —1) + (m —2)2m*2 4+ 9
(m—1+14+2m—1)2
(m —2)2m+2 4 m2 4+ m2™ ! —2m +1+8
(m—1+2m)2
(m — 2)2m+2 4 m2m*t 4 (m —1)% + 8
(m — 14 2m)2 '

Sd(D2m> =

Uma consequéncia do coroldrio anterior é o seguinte coroldrio.

Corolério 4.3. lim sd(Dym) =0

m—00
Como vimos anteriormente, os Coroldrios (4.1]) e (4.2) nos dao uma expressao para
o grau de comutatividade de sd(Ds,) para dois casos particulares de n. Veremos no

teorema a seguir uma expressao para sd(Ds,) quando n é arbritrario.

Teorema 4.2. Seja n = 2%n' um inteiro positivo, onde n' € impar, o € N e g €
a fungao aritmética definida pela equacao . Entao o grau de comutatividade de
subgrupos do grupo diedral Do, é dado por:

7(n)? +27(n)o(n) + [(a — 1)2*7 + 9g(n’)
(7(n) +o(n))?

Demonstracao. Suponhamos que n = 2°n’ com « € N e n’ impar. Devemos mostrar
n

sd(Dyy,) = (4.5)

s
que neste caso, a soma E E x; € igual ao produto dos valores calculados para n = 2%

rln =1

e n = n' nos casos e respectivamente.
Usando a notacio acima, o divisor 7 de n é da forma 2°7/, onde 8 < e 7'|n’.

Se = «, para cada divisor s = 27s' (s’ impar) temos que a equacao (4.2) é da

/

n ’ . =yt
forma N 2(i —j)ecomoi € {1,---, %} eje {1, , 2 87” , obtemos que a
)
~ 20‘77[7”/’3,] ~ . 29 7/ VA A ro!
equagao (4.2)) tem ———— solugdes j € {1,---, ="} Mas [, s|(r',s') = r's' e
~ 2&777,,/ ~ . 20—/ .
portanto a equacao (4.2]) tem ) solugoes j € {1,---,=—"}. Com isso, obtemos
s
que

=y ?:'_Z), =Y 20y (r/,ls/) — @ -y (Tfs/). (4.6)

=0 s’ |n’ ~=0 s’\n/
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Agora suponha que # < « e faga s como acima. Se 7 = «, escrevemos a equagao

2(i — 7), onde i € {1,--- ,Qa;,ﬁn/}ej e{l,--- ,’s‘—,/ e daf a equagao

solugoes j € {1,--- ,%’} Agora se v < «, entdo a equagao 1}

)

!/

é da forma m 2(i — j) e ainda, 7 € {1,--- ,Qa;/ﬁnl} eje{l,-, 2"} daf
212917, 27/ | / ,
a equa(;éo " tem [;;—;/8] — 2ﬁ+1—mzn{ﬁ7’)’}(r7—8/) SOhl(;éGSj c {1’ . ’2a7'y%}'

Assim segue que

a=

1 / /
r
oYY of+1-min{87} _ "

=0 S’|n’

~

a—1

— 14+ 2ﬁ+1—min{,8,'y}) T/Z ( /1 /)
r,s

~=0 Sl‘nl

a—1

, . 1
= (1 Yot §7 g omintoa) ) 0§

v=0 ’y:ﬁ (r/’ S/)

=

B

= [1+ 25+17+22> Z )

— S/l

- (25+2—2ﬁ+2a—3)r’z !

s/\n/ (7”/, S/) ‘

(4.7)

Agora, usando as igualdades (4.6) e (4.7]), obtemos que

Ziﬁ=22@“ﬂﬁhg+

r‘n =1 /|n =1 /|

5 3)3) SICLNETIERERT) p

B=0 r'|n’ i=1 s'|n!

= > @ -y (T,’ls,) +

Tlln/ Sllnl

a—1
+ZZ§ (272 —26+20-3)r" ) (JS/)
B=0r'|n’ s'n/ ’
o 1
— % (207 —1) n’% ) +
a—1

+> 207 (2742 — 28+ 20 —

B=0 r'|n s’\n
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a—1 a—1
2a+1—1+2a+221—2a+122% -
+ (2°*'a — 2°3) Z L ]

=0

1\ 1\*
oo+l _ 1 4 gat2y _ gatl (—2 (5) a—2<§> +2> +

LD Byoveny

r'|n’ s’\n

_ (2a+1_1+2a+2a+22a+22 2o¢+2+

+2°+20 — 2%~ 3.2 4 6 ) >y

r'|n’ s/|n

= (—227 42270 - 222+ 9) 0 ) Z

r'|n’ s’|n

I

rln =1

r'|n’ s’\n

+ (2a+1(]{ _ 20&3

— (_2a+2 o 2a+2 4 2.2a+205 + 9

T/ln/ lln/

= [(a—1)2°" + 9] nzz ’s
r'|n’ s/|n
= [(a=1)27"] g(n')

onde g é funcdo aritmética multiplicativa definida pela equacao (4.4)).

Finalmente, substituindo na equacao (4.3]) o valor que acabamos de encontrar para

Z zr: x;, obtemos

rln i=1

2
sd(Day) =

]

101

128
¢ o mesmo valor calculado para sd(Ss x Zs), mas isso é nao é uma surpresa, uma vez

Exemplo 4.1. Se considerarmos n = 6 no teorema anterior temos sd(D12) = , que

que Dis =2 S3 X Zs.
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4.2 O Grau de Comutatividade de Subgrupos de

p—grupos finitos que possuem um subgrupo ma-
ximal ciclico

Teorema 4.3. O grau de comutatividade de subgrupos do grupo M (p™) € igual a um.

Demonstracao.
Vamos mostrar que os subgrupos do
grupo M(p™) = (a, z | " = P = 1,a* =
M(@p™) = (a,z) a?" "t onde m > 3 quando p = 2, séo per-
mutdveis. Temos que M (p™) = (a?" ") pois
{a”, ) [a,2] = a”" e ainda, Z(M(p™)) = (a?),

/ visto que x ¢ Z(M(p™)).

(aP) (ap:,x) Consideramos agora um subgrupo H de

M(p™) e observamos que se |H| > p?, entdo
af -

(2.11)) é permutével.
—2

, ) H é normal em M (p™), logo pelo Teorema
x)

Resta mostrar a permutabilidade quando

|H| = p. Seja (a"z*) € M(p™) um elemento

2)'"' (aP
3>/<ap
>/

/

{1d} mos que (a"z®) = a*?

< m
(a? "
(a? (x) de ordem p, onde 1 <r <pmlel<s<p.

Podemos considerar H = (a"x*). Observa-
"2 onde pm2 <
E<p"lel<s <paquando p é impar e

Figura 4.1: £ (M (p™)). (a"z®) = Id,a®" ", a*" "zouz quando p = 2
em > 3.

m—2

Assim, (a"z®) € (" ", z) e com isso, todos os subgrupos H de ordem p permutam
entre si.
Como M(p™) é um grupo finito nilpotente e todos os seus subgrupos sao per-

mutéveis, podemos aplicar a Proposicao (3.1]) e concluir que sd(M (p™) = 1. O
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Teorema 4.4. O grau de comutatividades de subgrupos sd(Qam) do grupo quatérnio

generalizado Qom € dado pela sequinte igualdade:

(m —3)2™H 4+ m2™ + (m —1)* + 8

d m ) — 48
sd(Qar) (m —1+4 2m=1)2 (48)
. 1
Demonstragao. Lembramos que sd(Qam) = Z |C(H)|.
Z2@)F , 2=
2m
Sabemos que Qom tem um unico subgrupo minimal, que é Z(Qom) = <x2m72> , €
: Qam
ainda que = Dom-1. Dessa forma, obtemos que
M@ T !
[ Z(Q2m)] = 1+ |L(Domr)| =14 [ZL(Daom—2)|
= 1+72" ) +0@2™ ) =m—14+2""" (4.9)

Vamos calcular agora |C'(H)|, onde H é um subgrupo arbitrario de Qm. Observe
entao que para dois subgrupos nao triviais H e K de (Qom temos que HK = KH se, e
H K K H
Z(Qam) 2(Q2m)  Z(Q2m) Z(Q2rm)

H', K’ sao subgrupos arbitrarios de Dym-1, donde resulta

somente se,

se, e somente se, H'K' = K'H’, onde

Yo o) =lcdIanl+ Y [CH)

= 2@+ Y (1+‘C(Z(gzm))‘)

z(cim> GX(Z%;;))

= 2@+ Y 1+ > |oH)

H'Eg(D?m,l) H’Gz(D2m,1)
— | L(Qun)| + |- L (Dyn )| + sd(Dam )| L(Dam 1) 2

mas,

(m—1-2)2""12 4 (m - 12" " 4 (m—1—-1)2+8
(m —2+2m-1)2
(m —3)2™* 4 (m —1)2™ + (m — 2)2 + 8
(m — 2 4 2m-1)2

Sd(Dszl) —
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dai, usando sd(Dym-1) e a igualdade (4.9) chegamos em

(m —2+2m=1)2
(m—2+42m-1)2°

Y ICH)| = m—142" 4m 242" 4

((m=3)2"" 4+ (m — 1)2™ + (m — 2)* + 8)
= 2m+2" -3+ (m—3)2" 4+ m2™ — 2™ 4 m® —4dm +4+8
= m?—2m+1+m2™(m —3)2" +38
= (m—3)2"" +m2™ + (m —1)> +8.
Finalmente, a igualdade anterior juntamente com a equagao nos da

(m —3)2™ +m2™ + (m — 1)+ 8
(m — 14 2m—1)2 '

sd(Qam) =

Temos como consequéncia deste teorema o coroldrio a seguir.

Coroldrio 4.4. lim sd(Qam) = 0.

Teorema 4.5. O grau de comutatividade de subgrupos sd(Sem) do grupo quasi-diedral
Som € dado pela sequinte igualdade

(m —3)2™™ + m2™ + (3m — 2)2" '+ (m — 1) + 8
Sd(SQm) = (m 1 3.2m_2>2 . (410)

Demonstra¢ao. Sabemos que o subgrupos minimais de Som sdo Z(Sym) = <m2m_2> e

' . Som
(x¥y) i = 0,---,2™ 2 — 1. Como no caso de Qym, temos o isomorfismo =

Z(Som)
ng—l.

Além disso, para qualquer subgrupo H de Som, temos Z(Som) C H ou H €
{1, (y), (x%y),- -, <x2m_1*2y>} . Isto implica que
|$(52m)| — 2m_2 + 1 + |$(D2m—1)| — 2m_2 + 1 —|— |$(D2.2m72)‘
— 2m72 + 1 +T(2m72) _|_0_<2m72>

= 2" 2 em 14271 =32""2 4 (m—1). (4.11)

Precisamos determinar agora Z |C'(H)|. Veja que

HEeZL (Sym)
dYoolcH)= ) |CHE)|+|C{Id})] + Z_ C((a®y))].  (4.12)
HEZL(Som) HEZ (Sym) i=0

Z(Som)CH
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Vamos determinar cada termo do lado direito da equagao acima. Ja temos que

|C({1d})| = |Z(Sam)].

Para determinar os outros dois termos usaremos a funcao f definida no capitulo 2,

dada pela equagao (3.4)).

om=—2_1
oo lem)= > rEAa)+ D FHEK)+ Y f(H, (27y))
HEL(Som) HEL(Som) KeZ(Sqm) i=0
Z(Som )CH Z(Som )CH Z(Som )CK
2m—2_1
= Yool > Y JHE) S+ YD Y f(H (M)
HeZ(Som) HeZ(Som) KeZ(Sogm) HeZL(Sqgm) =0
Z(Sqm )CH Z(Sqm)CH Z(Sqm)CK Z(Sqm)CH
2m=2_1]
= oo+ Y Y fH K+ DY > f(H (M)
H'€Z(Dym—1) HEL(Sym) KEZ(Sym) HeZL(Som) i=0
Z(Sqm)CH Z(Sqm)CK Z(Sqm)CH
2m=2_1
= L (Do) + > Yo FHEK)+ DY > f(H (@)
HeZ(Sogm) KeZL(Sogm) HeZ(Som) 1=0
Z(Sqm)CH Z(Sqm)CK Z(Sqm)CH
e por fim,
2m—271 2m—271 2m—271

> lot@)l = Y (e rd) + 3 S e+
- > fUH "))

HeZ(Soym)
Z(Sogm)CH

om—2_19m—2_1 om=—2_1

_ gm=2 | Z Z FUPy), @P )+ > > f(H, (=),

HeZ(Som) =0
Z(Som)CH

Jj=0

Obtemos entao que

Yo lCH) = [ZLDem)[+ Y Y fHK)

HEX(SQm) HeZ(Sogm) KeZL(Sogm)
Z(Sym)CH Z(Sqm)CK

am=2_1

1203 ST U aF) + |2 (S0

HeZ(Sym)  i=0
Z(Sqm)CH

2m—2_1 2m—2_1

K2 SN () ). (41

Resta calcular o lado direito da equagao (4.13]). Ja calculamos anteriormente que

Som
|.L(Dym-1)] = m —2+ 271 ¢ | L(Sym)| = m — 1+ 3272 Como ——— 2 Dyno1,
Z(Som)
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segue que
> D JHE) = B > JH.K)
HEL(Sqgm) KeZL(Sym) H'€Z(Dym-1) K'€eZ(Dym—1)

Z(Sqm)CH Z(Sqm)CK

= Y (C(H)] = sd(Dynr) | L (Do)

H’Eff(DQm_1)
Veja que na demonstracao do teorema anterior, calculamos sd(Dym-1), portanto
S Y JHEEK) =(m—-3)2" 4 (- 1)27 4 (m -2+ 8. (4.14)
HEf(SQﬂL) Kef(ng)
Z(Sqm)CH Z(Sqm)CK

2m—2_12m=2_1

Para calcular Z Z f({z*y), (z*7y)), observe que f((z*y), (z¥y)) = 1 se e so-
=0 j=0

mente se (z%y)(z%y) = (z¥y)(z*y) se e somente se 2™73|(i — j), ou melhor, se e

somente se j = ¢ (mod 2™73). Dessa congruéncia temos que j = i + k.2™3, onde

k=0 ou 1 edai,

om—2_1 2m-2_1 2m=2_1 1
S A Py = >0 3 (), ()
i=0 j=0 i=0 k=0
am=2_1

= Y (a+p=2" (4.15)

Seja H € £ (Som) tal que Z(Som) C H ei € {0,---,2m2—1}. Entao f(H, (z¥y)) =1

se, e somente se, 2%’y € Ng,,. (H) se, e somente se, 22yZ(Som) € N sym (Z(é{ 7). 0
Z(5qm) 2m
que mostra que
2m—271 2m—271
2 ) Y fH ) =20 Y Y f(H (@)
HeL(Som) =0 H’Ef(DQm—l) 1=0
Z(Sgm )CH
= 2|{M € Z(Dym-1)|M = minimal e nao esté contido no subgrupo ciclico
de ordem 2™* M C Np_, ,(H') para algum H' € QZ”(DZWH)}‘.
Lembramos que, paratodoa = 0,--- ,m—2, Dy om-2 possui um subgrupo ciclico do tipo

2m—2
2a

— 2m72701

m—2
Lo, a saber, HY = (z72 ) = (22" 77"} ¢ subgrupos do tipo Dgga =
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om—2

m—2
Dya+1, dados por Hf = <x22a P ly) = (xzm_z_a,xﬁfly), com 3 € {l,--, 55—} =
{1,---,2m727}. Seus normalizadores sdo: Np_, ,(H§) = Dym-1, Nym-1(Hg) = Hj*!
H"?) = Dym-1. Assim,

para a <m—2e Np,_,(

oam—2_1

2 Z( | ZO f(H, (z*y)) = (3m — 4)2m . (4.16)

Z(Som)CH

Obtemos entao que

> CH)| = (m = 3)2" T+ m2™ 4 (3m — 2)2" 7+ (m — 1) + 8.
HeZ(Sam)

Finalmente, usando o valor que acabamos de calcular e a equacao (4.11)) encotramos a

equacao desejada. O

Corolério 4.5. lim sd(Sym) =0

m—0o0
Finalizamos esta secao mencionando que o grau de comutatividade de subgrupos
de um grupo finito nilpotente qualquer, cujos subgrupos de Sylow pertencem a classe

G, pode ser explicitamente calculado, tendo em vista o corolario (3.1)).

4.3 Alguns Problemas

Apresentaremos nesta secao trés problemas em aberto, sobre o grau de comutativi-

dade de subgrupos de um grupo finito, deixados por Tarnauceanu [I§].

Problema 4.1. Quais sao as conexdes entre o grau de comutatividade de subgru-
pos de um grupo finito e o grau de comutatividade de subgrupos de seus subgrupos

(quocientes?)

Problema 4.2. Para um « € (0,1) fixo, descreva a estrutura de grupos finitos G
satisfazendo sd(G) = (<, >)a. O que pode ser dito sobre dois grupos finitos quaisquer

tendo o mesmo grau de comutatividade de subgrupos?

Problema 4.3. Como mostram os Coroldrios 1} |) e 1) temos lim sd(Dgm) =

0 = lim sd(Qam) = 0 = lim sd(Sem) = 0. Isto é verdade para outra classe “natu-

ral”de grupos finitos?
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Apés a elaboracao dessa dissertacao tomamos conhecimento do contetido do artigo

Subgroup s-commutativity degree of finite groups em que os autores, Otera e Russo [10]

apresentaram uma resposta aos problemas (4.1]) e (4.3) .
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