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Resumo

Neste trabalho utilizamos técnicas variacionais e o Teorema do Passo da Montanha
na obtencao de solugoes para equagoes de Schrodinger nao lineares. O ponto principal
dos resultados apresentados é que o potencial pode se anular e, em um dos casos, ser
inclusive negativo.

Na primeira parte, obtemos uma solugao positiva para o problema

(P2) ~Au+b(z)u= f(v,u), v€RY,

onde f é superlinear e o potencial b pode assumir valores negativos. Na segunda parte
consideramos o problema

(P3) —Au + by(hx)u = g(hz,u) , ze€RY

onde h > 0 é um parametro, g é superlinear e os potenciais b, podem se anular, mas
permanecem nao negativos. Provamos a existéncia de uma solugao positiva para valores
pequenos de h.



Abstract

In this work we use variational techniques and the Mountain Pass Theorem in
order to obtain solutions to nonlinear Schrodinger equations. The main point of the
results is that the potential can vanish and, in one of the cases, be even negative.

In the first part, we obtain a positive solution to the problem

(P2) —Au+b(x)u= f(z,u), ve€RY,

where f is superlinear and the potential b can take negative values. In the second part
we consider the problem

(P3) —Au + by (hx)u = g(hz,u) , z€RY

where h > 0 is a parameter, ¢ is superlinear and the potentials b, can vanish, but do
not take negative values. We prove the existence of a positive solution for sufficiently
small h.
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Introducao

Esta dissertagao esta baseada nos artigos de Sirakov [12] e [13]. Na primeira parte,
estudaremos o problema

(P1) —Au+b(z)u = a(x)|ulftu, zeRY,

e sua versao mais geral

(P2) —Au+b(x)u= f(z,u), veRY,
onde N >3, a € C(RV,R), b e C*(RV,R), f € C'(RY xR,R) e

N +2

2.1 1<p<p’<
(2.1) PSPTS N

A definicio de p* serd dada adiante. Vamos procurar solugoes de (P1) e (P2) no
espago

H = {u c HY(RY): /RN b(x)uldr < oo} :

Agora vamos introduzir as hipdteses sobre f. Iremos supor que existem uma fungao
A€ L& (RYN), com A(z) > 1, e constantes a > 1, Cy > 0, Ry > 0, pg > 2 tais que

loc
(/1) Alw) < Co (14 (max{0,b@)})7 ), se [a] = Ro;
(f2) |fu(z,u)| < CoA(x)(1 + |ulP7!) , paratodo z € RY e u € R;
f(z,u)

(f3) e =o(|u|]) quando u — 0 uniformemente em x;

(F4) 0 < P (o) = i [ flo )t < ufa) | seuo.

A constante p” serd dada por

. N2 4
p* = — :
N—-2 «alN-2)
No caso de (P1), tomamos A(x) = max{l,|a(z)|}. Neste caso, claramente A €

L2 (RY). Mas também vamos supor que A(z) = max{1,l|a(z)|} satisfaz (f1). E
facil ver que a funcao f(z,u) = a(z)|u|P~'u satisfaz as hipéteses (f2) e (f3). Mas

como a(x) pode assumir valores negativos, nao podemos garantir que ela satisfaz (f4).



Entretanto, satisfaz
(f4) (p+ 1)F(x,u) = a(z)|uff™ = uf(x,u) , paratodou € R.

Agora, seja G C RY um aberto e 2 < s < 2*. Entao, nés definimos

vs(G) = inf /G(|Vu|2 + b(z)u?) do |

u€M(G)

onde

M,(G) = {u € HYG) : [ull o) = 1} .

Tomaremos v5(0)) = .
As hipoteses que usaremos sobre o potencial b sao as seguintes:

(b1) existe uma constante B > 0 tal que
para todo x € R"V;

(b2), para todo r > 0 e toda sequéncia (z,) C RY tal que |z,| — oo quando n — oo,
tem-se
lim v4(B,) = o0,

n—oo

onde B,, = B(z,,r) é a bola de centro x,, e raio r.

Também vamos considerar a seguinte condicao:

(2.2) Ap ;= inf / (|Vul® + b(z)u?) dz > 0 .
RN

ueEH
Jull, =1
Os teoremas de existéncia para (P2) e (P1) que iremos demonstrar sao os seguintes:

Teorema 2.3. Suponha que valem (2.1), (2.2), (f1) — (f4) e (b2),41. Entdo (P2) tem
uma solugdo positiva. Mais ainda, se supormos (b2)y ao invés de (b2),41, entdo (2.2) é
uma condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia de uma solugdo positiva de (P2).

Teorema 2.4. Suponha que valem (2.1), (2.2), (f1) e (b2)p41. Entdo uma condigao
suficiente para a existéncia de uma solugdao positiva de (P1) € que a(x) seja positivo em
algum conjunto de medida positiva. Esta condi¢do serd também necessdria se supormos
(b2)2 ao invés de (b2),41. Mais ainda, supondo (b2)s, se a(x) > 0 e a(x) nao é identi-
camente nula, entao (2.2) é uma condigao necessdria e suficiente para a existéncia de
uma solugao positiva de (P1).

Ainda na primeira parte, usando a Identidade de Pohozaev nés mostramos, para
um caso particular de (P1), que s6 hé a solugao trivial para p € [p,00), para um
determinado p > 2+2. Por outro lado, métodos variacionais asseguram cque (P1)

N-2"
N+2

tem solugao néao trivial para p € [1,p#), onde p* < 3725, Ou seja, nao-linearidades
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ilimitadas geram uma lacuna entre o intervalo de ”existéncia”’para p, dado por métodos
variacionais, e o intervalo de "nao-existéncia”, dado pela Identidade de Pohozaev (ver
secao 2.3).

Na segunda parte desta dissertacao, faremos o estudo do problema

(P3) —Au + by (hx)u = g(hz,u) , z€RY

onde novamente N > 3, h é um parametro variando no intervalo (0, 1], b, € C(RY, R),
para cada h € (0,1], e g € CY(RY x R,R) é uma nao-linearidade satisfazendo as
hipéteses

(g1) lim —g(x, w)

= 0, uniformemente para z € R";
u—0 u

(92) existe uma constante C; > 0 tal que
|gu<$,U)‘ < Cl(l + ’u‘pil) )
para algum p € (1, %) e para todo x € RY, u € R;
(g3) existe uma constante > 2 tal que, para todo x € RV, u € R\{0}, vale
0 < 4G, u) < ug(,u)
onde G(z,u) = [ g(a,t) dt;
(g4) existe uma funcao positiva d € C(RY,R) tal que
G(z,u) = d(@)[ul",
para todo r € RY, u € R.

Vamos supor também que as funcoes by, satisfazem as hipdteses
(bh1) bp(y) > 0, para todo y € RY;
(bh2) by (hz) — 0 quando h — 0, uniformemente em compactos do RY;

(bh3) existe uma constante A > 0 tal que Q4| < oo para todo h > 0, onde
QA,h = {y € RN : bh(y) < A} .

Procuraremos solugoes de (P3) no espago

E, = {u c H'RY): /RN b (hx)udr < oo} .

Provaremos o seguinte teorema de existéncia:

Teorema 3.1. Se valem (bh1) — (bh3) e (g1) — (g4), entao o problema (P3) possui
solugdo nao trivial para h suficientemente pequeno.



A existéncia de solugdo para os trés problemas acima, (P1), (P2) e (P3), serd
demonstrada a partir do Teorema do Passo da Montanha, cuja prova é feita no capitulo
1, e a partir de métodos variacionais.

Equagoes como (P1), (P2) e (P3) aparecem em problemas fisicos tais como a
existéncia de estados estaciondrios (ondas estaciondrias, por exemplo) de equagdes de
Schrodinger ou de Klein-Gordon nao lineares.

No classico artigo do Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti e Rabinowitz
tratam o problema (P2) em um dominio limitado. Porém hd uma grande variedade de
publicagoes que estudam esse problema em dominios ilimitados, como, por exemplo, o
artigo [8], de Lions, que apresenta um caminho para contornar o problema da ”falta de
compacidade”, tipico de problemas elipticos em dominios ilimitados. Nosso objetivo
aqui é analisar a situagdo em que o potencial b(z) é "grande”no infinito. No artigo
[11], Rabinowitz tratou essa questao usando as seguintes hipdteses:

) bo = inf b 0;
(i) bo = inf b(x) > 0;

(1) lim b(x) = co.
|z|—o00

Ele mostrou que a equacao (P2) tem uma solu¢do positiva, considerando algumas

condigoes do tipo ”passo da montanha’sobre f. Observe agora que a condigao (i7)

acima é equivalente a hipétese

(ii) Para todo M > 0, Qy = {z € RY : b(x) < M} é um conjunto limitado.

No artigo [2], Bartsch e Wang mostraram que, mantendo as hipdteses de Rabinowitz
sobre f e a hip6tese (i), basta que o conjunto 2, tenha medida de Lebesgue finita para
que a equagao (P2) tenha uma solugao positiva. Aqui neste trabalho, vamos mostrar
que é possivel enfraquecer as hipdteses sobre b e f de forma que (P2) continue tendo
uma solucao positiva.

Para o problema (P3), observe que se u é uma solugdo, entdo v(z) = u (%) é uma
solugao de

—h*Av + by(z)v = g(z,v) . (0.1)

No caso particular b,(z) = V(z) — F, onde E é uma constante real e V € C(R",R)
satisfaz V(z) > E, uma solu¢ao de (0.1) fornece uma solucdo para a equagao de
Schrédinger nao linear

W0, = —h2A, T + V(2)¥ — gz, T) | (0.2)

onde ¥ : RT x RY — C, A, ¢ o Laplaciano na variavel € RY e g € C(RN x C,C)
satisfaz

g(x, s€) = g(x,5)¢

para s € Re ¢ € C com |[¢| = 1. De fato, se v é uma solucao de (0.1) para o caso
particular citado acima, entao é facil verificar que

U(t,z) = e_%v(x)

¢ uma solucao de (0.2). Esta solugdo é denominada uma onda estaciondria. Em geral,
uma solugao da equagcao (0.2) é chamada fungao de onda. No caso tridimensional, uma
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funcao de onda pode descrever o estado, em um instante de tempo ¢, de uma particula
microscépica em movimento (um elétron, por exemplo) e sobre a influéncia de uma
energia potencial V.

Um dos problemas classicos para as equagoes (0.1) e (0.2) é investigar a existéncia
de solucao para valores pequenos de h, a exemplo do artigo [11], de Rabinowitz. Ele
desenvolveu um método variacional para mostrar a existéncia de solugao de (0.1), com
bn(z) = V(x) — E. Sobre o potencial V', Rabinowitz fez as seguinte hipdteses:

E < inf V(z) <liminfV(z) .
z€RN |z]—o0
Além disso, ele supos que a nao-linearidade g satisfaz algumas hipdteses do tipo ”passo
da montanha”, nao depende de z e que s~'zg(sz) é uma funcao crescente em s > 0,
para todo z € R\{0}. Alguns artigos mais recentes fazem o estudo do mesmo problema
trocando a hipotese

inf V(z) < liminf V(z)

TERN |z|—o00
por hipdteses sobre o comportamento local de V', ou, mais especificamente, sobre a
existéncia de diferentes tipos de pontos criticos para o potencial. Contudo, a hipdtese
de que g nao depende de x é mantida. Nestes mesmos artigos, além das hipdteses do
tipo ”passo da montanha”, supoe-se que g(s) = [s|P~'s, ou que a equagio

—Au+u = g(u)

tem uma tnica solugao positiva em H!(RY), ou que s~ 'g(s) é crescente em s > 0.

Nesta dissertacao, nenhuma dessas condicoes é imposta em g.
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Capitulo 1

Teorema do Passo da Montanha

Neste capitulo vamos enunciar e provar o Teorema do Passo da Montanha, de
Ambrosetti e Rabinowitz. Este teorema é uma importante ferramenta para garantir a
existéncia de pontos criticos de funcionais definidos em espacos de Banach e é com o
auxilio dele que provaremos a existéncia de solugao para o problema com o qual vamos
trabalhar no capitulo 2.

Ao longo deste capitulo, X serd um espago de Banach e X’ serd o seu dual, com
normas || - || e || - ||x/, respectivamente. Considere entao um funcional I € C'(X,R).
Dizemos que ¢ € R é um valor critico de I se I(u) = c e I'(u) = 0 para algum u € X.
O conjunto dos pontos que satisfazem essa condicao serd denotado por

Ke={ue X :I'(uy=0eI(u)=c}.
O conjunto dos pontos em niveis menores ou iguais a ¢ serd denotado por
IF'={ue X : I(u) <c}.

Definigao 1.1. Um funcional I € C*(X,R) satisfaz a condigcdo de Palais-Smale, de-
notada por (PS), se toda sequéncia (u,) C X tal que

sup [I(u,)| < oo e I'(u,) — 0

possui subsequéncia convergente. Dizemos que I satisfaz a condigcao de Palais-Smale
no nivel ¢ € R, denotada por (PS)., se toda sequéncia (u,) C X tal que

I(u,) —c¢ e I'(u,) — 0
possui subsequéncia convergente.
Observagoes:
1) Uma sequéncia satisfazendo
sup [I(u,)] < oo e I'(u,) — 0

serd chamada sequéncia de Palais-Smale. Do mesmo modo, define-se sequéncia
de Palais-Smale no nivel c.
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2) Todo funcional que satisfaz (PS) também satisfaz (PS)., em qualquer nivel c,
pois se I(uy,) — ¢, entdo sup |I(u,)| < 0.

3) A condigao de compacidade (PS). aparece como uma das hip6teses do Teorema
do Passo da Montanha, para um determinado nivel c¢. Ela é uma condi¢ao de com-
pacidade no sentido de que se I satisfaz (PS)., entdao o conjunto K, é compacto.
De fato, qualquer sequéncia (u,) C K, é tal que I(u,) — ce I'(u,) — 0. Se [
satisfaz (PS)., entao (u,) possui subsequéncia convergente, digamos (u,,), com
limite u € X. Mas como I € C'(X,R), entao I(up,) — I(u) e I'(un,) — I'(u).
Assim, I(u) =ce I'(u) =0, isto é, u € K..

Para provarmos o Teorema do Passo da Montanha, iremos precisar de um lema de
deformagao e de uma proposi¢ao, os quais provaremos a seguir.

Lema 1.1 (Lema de Deformacao Quantitativo). Sejam X um espaco de Banach, I €
CHX,R), ceR ee >0 tais que

11 (u)]| > 4, ¥V u € I ([c — 2¢,¢+ 2€)) .
Entao existe uma fungao n : [0,1] x X — X continua que satisfaz
(i) n(0,u) =u, Yue X;
(i) n(t,u) =u, Yu e I ([c—2¢ec+2¢), Vitel1];
(iii) n(1,I°T¢) C 1€,

Demonstragao. Defina
A=T"c—2¢e,c+2d),
B=IYc—ec+e),
e considere ¢ : X — R dada por
d(u, X\ A)

Ylu) = d(u, X\A) +d(u,B) ’

onde d é a funcao distancia. Para que 1 esteja bem definida, o denominador d(u, X'\ A)
+ d(u, B) deve ser positivo para todo u € X. Para verificar que isto ocorre, observe
que d(u, X\A) = 0 se, e somente se, I(u) < ¢—2cou I(u) > c+2ced(u,B) =0
se, e somente se, ¢ — e < I(u) < ¢+ e. Portanto, d(u, X\ A) e d(u, B) ndo podem ser
simultaneamente nulos. Assim, 1 estd bem definida. Além disso, temos claramente
que 0 < ¢(u) <1 para todou € X e

1, seue B
¢(u)_{ 0, seue X\A.

Afirmacgao 1: 1 é localmente lipschitziana.

Antes de demonstrarmos essa afirmacao, observe primeiramente que, dado um con-
junto C' C X, a funcao distancia v — d(v,C), com v € X, é lipschitziana. De fato,
sejam v, w € X. Pela desigualdade triangular, temos que, para todo y € C,

v =yl < [lv—wl| + |Jw =yl
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Tomando o infimo em y € C' dos dois lados da desigualdade, obtemos
d(v,C) < ||v —wl|| + d(w,C) ,

ou seja,
d(v,C) —d(w,C) < ||lv —w|| .

Analogamente, obtemos

Logo,
|d(v, C) = d(w, C) < |Jv —w|] .

Isto mostra que a fungao distancia é lipschitziana.

Agora, fixe u € X. Como d(u, X\ A) +d(u, B) > 0 e a fungao distancia é continua,
pois ¢é lipschitziana, entdo existe uma vizinhanga V,, de u tal que d(v, X\ A) +d(v, B) >
KLU > 0, para todo v € V, e para alguma constante K, > 0. Sendo assim, para

quaisquer v, w € V,,, temos que

B d(v, X\ A) d(w, X\A)
() = p(w)] = d(v, X\A) +d(v,B)  d(w,X\A) + d(w, B)

B d(v, X\A)d(w, B) — d(w, X\ A)d(v, B)
| d(v, X\A) + d(v, B)][d(w, X\A) + d(w, B)]

d(w, B)[d(v, X\ A) — d(w, X\A)] + d(w, X\A)[d(w, B) — d(v, B)]
[d(v, X\A) + d(v, B)][d(w, X\A) + d(w, B)]

d(w, B)|d(v, X\ A) — d(w, X\ A)| + d(w, X\ A)|d(w, B) — d(v, B)|

= [d(v, X\A) + d(v, B)][d(w, X\A) + d(w, B)]

p o — wl [d(w, B) + d(w, X\A)]

= [d(v, X\A) + d(v, B)][d(w, X\A) + d(w, B)]

v —w]]
d(v, X\A) + d(v, B)

< Kyllv—w|| .
Portanto, ¢ ¢ localmente lipschitziana.
Seja X = {ue X :I'(u) #0}. Como I € C'(X,R), existe um campo pseudo-

gradiente para I (cf. Apéndice A), isto é, uma aplicagao localmente lipschitiziana
V. X — X tal que, para todo u € X, valem

(PGL) V()] < 21" (w)lx ;

(PG2) I'(w)V (u) 2 [I1'(u) |5 -

14



Considere a aplicacao h : X — X dada por

h(u){ —w(u)HV(u)H , seu€ A
0, seu e X\A

Observe que h estd bem definida, pois se u € A, entao ||I'(u)|| . > 4€, ouseja, I'(u) # 0
e, por (PG2), V(u) # 0. Além disso,

Il = (o) | | = o < 1.

Se u € X\ A, também vale essa desigualdade, pois h(u) = 0. E no caso em que u € A,
temos, novamente por (PG2), que

1 ()% < T'()V (u) < 7@l V@)

isto é,
1 ()l < IV (u)]
e, consequentemente,
1 1 1
< <—. (1.1)
V)l = (11wl — de

Afirmacgao 2: h é localmente lipschitziana.

Fixe u € X. Existe uma vizinhanca W, de u tal que ¢ e V sao lipschitzianas em
W, C X, com constantes de Lipschitz K, > 0 e Ky > 0, respectivamente. Assim,
dados uq,us € W, temos 3 casos:

1) se uy,us € X\ A, segue que
[1h(ur) = h(u2)]] = 0 < {lur — us|| -
2) se u; € X\A e upy € A, entao

[|h(uy) — h(ug)|| = H Vuz H

HV us)|

= [ = ¥(u2)| = [P(ur) — ¢ (ug)]

< Ky llug —usl| .

3) se uy,uy € A, entao

e R TR ot
:'FW“HQZ%iw<>Nﬁ3u+“W)v£HH
< 1ot |y ~ el * [ty e - vien
quw|r$85”+W””‘“W”' 2
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Agora, por V ser lipschitziana em W, e pela desigualdade (1.1), temos que

-l - - i -
Vol V()] Vol ~ V)l V)l V()]
. 1 IV () = V(us)]
< Wl |~ e ||’ V)]
IV (ua)]| - ||Vu1 e L vt — v
1 1
< ||v<u2>||—||v<ul>||1+4—6||v<ul>—v<u2>||
1 1
< V) = Vi) | + V() = V)|
- L 1%
= V() = V(w)]
< Y =l

Portanto, pela desigualdade (1.2), obtemos

Ky
[A(u1) — hug)|| < o [ur — ug| + Ky [Jur — uz|

< Cllur —uef -

Como em todos os 3 casos h satisfaz uma desigualdade desse tipo, entao h é lipschitziana
em W,. Sendo v € X arbitrario, concluimos que h ¢é localmente lipschitziana.
Agora, fixe u € X e considere o problema de Cauchy

(PO). { %a(t,u) ~ h(o(t,u))

Como h é limitada e localmente lipschitziana, entao (PC'), tem uma tnica solugao
continua o(-,u) definida em um intervalo maximal (¢t~ (u), t(u)).

Afirmacao 3: t7(u) = 400 e t7(u) = —o0.
De fato, suponha por contradigao que t*(u) < +00. Seja (t,) C (¢~ (u),t"(u)) uma
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sequéncia tal que t,, — t7(u). Como ||h(v)|| < 1, para todo v € X, temos que

/: %(U(S,U))ds

o (tm,u) — o (ta, u)|| = ‘

.
/ (s, )] ds

< |ltm —ta]| — 0 quando m,n — oo,

/t:m h(o (s, u))ds

IN

pois (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy. Entao (o(t,,u)) também é uma sequéncia
de Cauchy em X, que é um espago de Banach. Portanto, o(t,,u) converge para algum
@ € X quando t, — t*(u). Considerando agora o problema de Cauchy

(PC); { ot = ho(t. )

o(tt(u),u) =1u,

obtemos uma solu¢ao continua & (-, u) no intervalo (¢*(u) — §,¢t"(u) + 0), para algum
d > 0. Pela unicidade de o(-,u) no intervalo (¢~ (u),t*(u)), ¢ deve coincidir com o
no intervalo (t*(u) — 0,¢"(u)). Ou seja, podemos estender o(-,u) continuamente no
intervalo (¢~ (u), t"(u)+9) de forma que essa extensdo seja solu¢ao da EDO em (PC),,.
Mas isto é absurdo, pois o intervalo (¢~ (u),¢"(u)) é maximal. Portanto, t*(u) = +o0.
Analogamente, mostra-se que ¢~ (u) = —o0.

A dependéncia continua de solugoes do problema (PC'), com relagao ao dado inicial
implica que o € C(R x X, X). Sendo assim, defina

n:[0,1]xX — X
(t,u) +—— n(t,u) :=o(t,u) .

Entao, n € C([0,1] x X, X) e n(0,u) = 0(0,u) = u, para todo u € X, isto é, n satisfaz
a propriedade (i) do lema.

Além disso, se u ¢ I'([c — 2¢, ¢ + 2¢]), isto é, se u € X\ A, entao h(u) = 0. Dai,
o(t,u) = u é solucao unica de (PC'),. Portanto,

n(t,u) =o(t,u) =u, Vue X\A, Vte|0,1],

ou seja, também vale a propriedade (ii).
Para verificar que vale (iii), devemos mostrar que

(1, I57) © I°7< .
Para isso, observe primeiramente que, se o(t,u) € A, entao, usando (PG2), temos que

d , d
Z(o(tu) = I'(o(tu)—olt )

= I'(o(t,u))h(o(t,u))

_ et w)
= Wora’ CEWVetw) <0
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Por outro lado, quando o(t,u) € X\ A, temos h(o(t,u)) = 0. Neste caso

d !

El(a(t,u)) = ](a(t,u))d—a
= I'(o(t,u))h(o(t,u))
= 0.

Ou seja, I(o(-,u)) é ndo-crescente. Assim, para todo ¢ € [0, 1], vale
I(o(L,u)) < I(o(t,u) < 1(c(0,u)) .

Tome u € I°F¢. Se existir ¢ € [0, 1] tal que I(o(t,u)) < c—e¢, entao I(o(1,u)) < c—e
e, neste caso, o(1,u) € I°°¢. Podemos entao supor que, para todo t € [0, 1],

c—e<I(o(t,u)) <I(c(0,u)) =1(u) <c+e,

isto ¢, o(t,u) € B=1I""c—¢,c+¢€]). Logo, Y(a(t,u)) =1,t € [0,1], pois ) = 1 em
B. Entao, usando (PG2) e depois (PG1), segue que

H(o(1,u) = I(u)+/0 CZI( (tu))dt — I(u)+/0 I’(a(t,u))%a(t,u)dt

R R

|11 (o(t, w))|I” .
< / ”v v Iw-g [ Il

< c+6——/ dedt = c—e¢.
2 Jo

Portanto, o(1,u) € I €. Isto conclui a demonstragao do item (iii) e do lema.

O

Proposigao 1.1. Sejam X um espaco de Banach ¢ I € CY(X,R). Suponha que
I(0) =0 e I satisfaz

(1) existem constantes p,a > 0 tais que I ’aBP(O) > a;
(Iy) eziste e € X tal que |le|]| > p e I(e) < 0.
Seja

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(t)) ,

onde

['={yeC([0,1],X):7(0) =0 e (1) =e} .
Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que

(i) ¢ —2e < I(u) < c+ 2¢

(i) [17'(w)l] . < 4e.
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Demonstragao. Observe inicialmente que ¢ > a. De fato, se v € I', entao, como
¥(0) =0,7v(1) =e, 0 € B,(0) e e ¢ B,(0), temos que

7([0,1]) NOB,(0) # 0 .

Logo, usando (1),

I(~(8)) >
max (v(t) =z «

e, portanto, se tomarmos o infimo para v € I' na desigualdade acima, concluimos que
c>a>0.

Faremos a demonstragao por absurdo. Mas antes observe que, para qualquer € > 0,
sempre existe u € X satisfazendo a propriedade (i) da proposi¢ao. De fato, se € > 0,
entao, pela defini¢ao de infimo, existe v € T" tal que

c—2<c<max I(y(t)) <c+ 2.
te(0,1]

Além disso, existe ty € [0,1] tal que

gﬁﬁIW@D:=IW@®),

ou seja, u = 7y(to) satisfaz a propriedade (i).

Agora suponha, por contradicao, que o resultado é falso. Entao existe € > 0 tal que,
para todo u € I*([c — 2¢, ¢ + 2¢]), tem-se ||[I'(u)||y, > 4e. Veja que, se €y < €, entao
I Y[c — 2€p, ¢ + 260]) € I ([c — 2¢, ¢ + 2¢]). Portanto, se u € I~ ([c — 2¢g, ¢ + 2¢9)),
temos que ||I'(u)||y, > 4e > 4. Ou seja, podemos diminuir € > 0, se necessario. Por
isso, podemos assumir que

I(e) <I(0)=0<c—2¢. (1.3)
Pelo Lema de Deformagao, existe uma funcao n € C([0,1] x X, X)) tal que
(a) n(1,u) = u, para todo u & I'([c — 2¢, ¢ + 2¢]);
(b) n(1,I¢7¢) C I°¢.
Pela definicao de ¢, existe v € I" tal que

I(v(t)) < . 1.4
max 1(3(8)) < o+ ¢ (14)

Defina agora 5 : [0,1] — X por §(t) = n(1,v(t)). Como n € C([0,1] x X, X) e
v € C([0,1], X), entdao B € C([0,1], X). Além disso, pela desigualdade (1.3), temos
que 0,e & I"'[c — 2¢, ¢+ 2¢] e, portanto, segue do item (a) que

B(0) = n(1,7(0)) =n(1,0) =0

B(1) =n(1,7(1)) =n(l,e) =e¢ .

Logo, 3 € T'. Temos também, por (1.4), que v(t) € I°7¢, V t € [0,1]. Assim, usando o
item (b), temos que () = n(1,7(t)) € IVt € 0,1]. Dai, segue que

c<max [(f(t) <c—e€,
t€(0,1]

o que é um absurdo. Isto conclui a demonstracao.
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O

Teorema 1.1 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaco de Banach e
I € CYX,R). Suponha que I(0) =0 e I satisfaz
(1) existem constantes p, o > 0 tais que I ‘33;;(0) >«
(Iy) eziste e € X tal que |le|]| > p e I(e) < 0.
Seja

¢ = Inf max I(v(@))
onde

I'={yeC([0,1],X) :7(0) =0 e y(1) =€} .

Entao, se I satisfaz (PS)., o nivel ¢ é um nivel critico de I, isto é, existe u € X tal

que I(u) =c e I'(u) = 0.

Demonstracgao. Pela Proposicao 1.1, para cada n € N existe u,, € X tal que

2 2
c——<I(up,) <c+—
n n

4
1) < =

Portanto, a sequéncia (u,) C X é tal que I(u,) — c e I'(u,) — 0 quando n — oo,
ou seja, é uma sequéncia (PS).. Logo, se I satisfaz a condigdo (PS)., existe uma
subsequéncia (u,,) C (u,) tal que u,, — u € X. Usando o fato de que I € C'(X,R),
concluimos que I(u) = c e I'(u) = 0, ou seja, ¢ é um nivel critico de I.

O
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para os
Problemas P1 e P2

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solucao fraca para o problema
(P1) —Au+b(2)u = a(@)|ufftu, xRV,
e para sua versao mais geral
(P2) —Au+b(x)u= f(z,u), ve€RY,

onde N >3, a € C(RV,R), b e C*(R",R), f € C'(RY xR,R) e

N +2
l<p<p? < +

<5 (2.1)

A definicio de p* serd dada adiante. Vamos procurar solugoes de (P1) e (P2) no
espago

H = {u c H'RY): /RN b(x)uldr < oo} .

Agora vamos introduzir as hipoteses sobre f. Iremos supor que existe uma fungao
A€ L (RN), com A(z) > 1, e constantes a > 1, Cy > 0, Ry > 0, p > 2 tais que

loc
(f1) A@Qg(%(1+(mmqab@ﬂﬂi>, se || > Ro;
(f2) |fulz,u)| < CoA(z)(1+ |[ulP7?) , paratodoz € RN eu € R;

fx, u)

(f3) Alr) =o(|u|]) quando u — 0 uniformemente em x;

(f4) 0<;LOF(:B,u):uofouf(x,t)dtguf(x,u) , seu#£0.

A constante p* serd dada por

. N2 4
p* = - :
N—-2 «N-2)
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No caso de (P1), tomamos A(zx) = max{l,|a(z)[}. Neste caso, claramente A €
L2 (RY). Mas também vamos supor que A(z) = max{l,|a(x)|} satisfaz (f1). E

loc
facil ver que a fungdo f(z,u) = a(x)|u|P~'u satisfaz as hipdteses (f2) e (f3). Mas
como a(x) pode assumir valores negativos, ndo podemos garantir que ela satisfaz (f4).

Entretanto, satisfaz
(f4) (p+ 1)F(x,u) = a(z)|uff™ = uf(x,u) , paratodou € R.

Agora, seja G C RY um aberto e 2 < s < 2*. Entao, nés definimos

ve(G) = inf /G(]Vu]Q + b(x)u?) do

ueM(G)

onde
M,(G) = {u € Hy(G) : HuHLS(G) = 1} :

Tomaremos v5(0)) = .
As hipoteses que usaremos sobre o potencial b sao as seguintes:

(b1) Existe uma constante B > 0 tal que
para todo z € RY;

(b2), Para todo r > 0 e toda sequéncia (z,,) C RY tal que |z,| — oo quando n — oo,
tem-se
lim v4(B,) = oo ,

n—oo

onde B, = B(x,,r) é a bola de centro x,, e raio r.

Também vamos considerar a seguinte condicao:

Ay := inf / (|Vul® + b(z)u?) dz > 0 . (2.2)
fufy=1 7R
2

A hipétese (b1) serd assumida ao longo deste capitulo. A hipétese (02),, com 2 < s <
2%, é consequéncia de uma condicao geométrica sobre b. Mais precisamente, temos o
seguinte teorema.

Teorema 2.1. Suponha que para todo M > 0, para todo r > 0 e para toda sequéncia
(1) C RY tal que |z,| — oo quando n — oo, tem-se

lim [ N By =0 , (2.3)
onde Oy = {x € RN : b(z) < M} e B, = B(x,,7) C RN € a bola de raio r e centro

Tn. Entdo vale (2)y. Se, adicionalmente, tivermos a condi¢ao (2.2), entdo também
vale (b2)s, para todo s € (2,2%).
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Faremos a demonstragao deste teorema mais tarde. A grosso modo, ele diz que a
condicdo (b2), vale se, para todo M > 0, o conjunto €2;,\Bg se torna cada vez mais
"estreito” quando R tende ao infinito. Observe que, se um conjunto tem medida finita,
entao ele satisfaz a condigao (2.3). De fato, seja 2 um conjunto de medida finita,
digamos |2] = A. Suponha, por absurdo, que  nao satisfaz (2.3). Entao existem
r > 0 e uma sequéncia (x,) C RY, com |z,| — oo quando n — oo, tais que

QN B,|>c>0,VneN.

Seja k um numero natural tal que k¢ > A e seja I = {ny,...,ng} C N tal que
By, N By, = 0 se n;,n; € I, com n; # n;. Essa escolha de I é possivel porque
|z,| — oo. Assim,

A=l > |J@nB,)

n; I

= Z’QHBM‘

n; €l

> e

n; €l

v

= kc

> A,

o que é uma contradicao. Agora observe também que um conjunto nao precisa ter me-
dida finita para satisfazer (2.3). O conjunto Q = {(z,y) €R*:2 >0, y>0ey <1}
claramente satisfaz (2.3) e ndo tem medida finita, pois sua medida é a integral de zero
a infinito da func¢do g(z) = 1.

Como j4 foi dito, o espago em que vamos procurar as solugoes dos problemas (P1)

e (P2) é o espago

H= {u c HY(RY): /RN b(x)uldr < oo} :

Trabalharemos neste espago para garantir que o funcional

O(u) = 1/RN (|Vul® + b(z)u?) da —/ F(z,u)dx

2 RN

esteja bem definido. As solugoes de (P2) (e de (P1), no caso em que F(z,u) = @T"‘lpﬂ)
sao os pontos criticos deste funcional, se ele estiver bem definido e for de classe C!' em
H. Iremos verificar mais adiante que este é o caso. Mas para isso e para a demonstragao

da existéncia de solucao precisamos de alguns resultados preliminares.
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2.1 Alguns resultados preliminares e demonstracao
do Teorema 2.1

Lema 2.1. Suponha que vale (2.2), isto é, A\y > 0. Entdo o espagco H é um espago de
Hilbert, com produto interno dado por

(u,v) = /RN (Vu - Vo + b(x)uv) dx .

Além disso, H estd imerso continuamente em H'(RY).

Demonstragao. H é completo por ser subespaco fechado de H'(RY), que é completo.
Vamos mostrar que existe uma constante positiva a tal que, para todo u € H,

/RN (IVul® + b(z)u®) dz > a ||u||12ql(RN) : (2.4)

Com isso, temos que (u,u) = 0 implica [l g~y = 0, 0 que, por sua vez, implica
u = 0. As outras propriedades de produto interno sao evidentes. Assim, H é um
espago de Hilbert. Além disso, a desigualdade (2.4) também nos diz que H estd imerso
em H'(RY), pois a quantidade do lado esquerdo da desigualdade é o quadrado da
norma de u em H.

Suponha entao, por contradi¢do, que nao vale (2.4). Assim, para todo n € N, existe
u, € H tal que

ooy = [ (1l +12) o = 1
RN

/ (VU + b(z)ul) de < ! :
RN

n

Entao, como “ u7|l| estd em H, temos, pela defini¢ao de Ay, que
Un||p2
U 2 U 2
Ml < ] [ 'v ()] + o () | o

o “ Ve [ Nl ]

1

< —.
n

Portanto, como A; > 0, esta tltima desigualdade implica que u,, — 0 em L*(RY).
Consequentemente, obtemos

o(l) = —B/ u?dx
RN

< / b(x)ude
RN
1 2
< - = \Vu,|“dx
n RN

1
= ——i—/ uidr — 1,
n RN
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o que é absurdo, pois esta ultima expressao converge para —1 quando n — oo.
O
O lema a seguir mostra a relagao entre as condigoes (b2)s, com s variando em [2,2*).

Lema 2.2. Suponha que vale (2.2). Sejam Q C RY um aberto e 2 < p < q < 2*. Entdo
existem constantes positivas Cy = C1(p,q, N, A1) e oy = aq(p,q, N), com aq < 1, tais
que

vg(2) = Ci(vp())*
E se2 < q<p<2* entdo também existem constantes positivas Cy = Ca(p,q, N, \1) e
ag = ag(p,q,N), com ag < 1, tais que

vg(§2) = Ca(vp(€2))**
Portanto, (b2), implica (b2),, para 2 <p < q e para 2 < q < p.

Demonstracao. Vamos demonstrar o caso em que 2 < p < g < 2*. Observe que,
neste caso, temos

1 < 1 < 1
2* q p
Assim, existe a € (0,1) tal que
1 1 1
—=oa—+1—-a)=.
¢ p ( >

Segue entdo da desigualdade de Holder que, para todo u € H'(RYN),
(I—a)q

agq
[we= [ e ([ ) ([ e ) T
RN RN RN RN

isto é,

el gy < el Zogay el 2y -
Esta desigualdade é conhecida como Desigualdade de Interpolacao. Agora observe que,
como vale a imersao H'(RY) — L? (RY), também temos a desiguladade
el gy < C llull oy el ey -
Sendo assim, usando (2.4), obtemos
Jan ([Vul? + b(x)u?) dz

2
[l Zo vy

v, () =
() weH ()\{0}

1 o Jan ([Vul? + b(x)u?) do

Z — -«
C? ueH ()\{0} ||u||Lp(]RN ||u||i§}(]R]\)[)
S oo Jex (IVul® + b(z)u?) do

5 inf I—a
C% weH{ OO} Jul| 5 gy (Jen (IVul? + b(z)u?) de)

= C; in o <|VU|22+ o) de
weHL(2)\{0} 1wl Zo @y
= Cl(”p(Q))a :
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Para o segundo caso, o argumento é analogo, bastando observar que agora a desigual-
dade de interpolacao a ser usada é

1—
“uHLq(RN) < Hqup(RN) HuHLQ?RN)

e que também vale a imersao H'(RY) — L2(RY).
O

No préximo resultado, nés estabelecemos uma forma equivalente e mais simples de
enunciar a condigao (b2)s.

Proposigao 2.1. Seja s € [2,2*) e suponha que vale (2.2). FEntao (b2)s vale se, e
somente se,
lim v,(RY\Bg) = 0o , (2.5)

R—o0

onde Br C RY € a bola de raio R e centro 0.

Observagao. A hipdtese (2.2) sé é usada para mostrar que (b2), implica a condigao
(2.5) para s € (2,2%). Para mostrar que (b2), implica (2.5), a hipétese (2.2) nédo é
necessaria, como veremos a seguir na prova da proposicao 2.1.

Demonstragao. Suponha que vale (2.5). Observe, inicialmente, que v(€s) < v5(€)
para quaisquer abertos ; C Qy C RY. De fato, temos que Hi () C H{(€s), pois
podemos estender u € HJ(£2;) para todo o 2y fazendo u(z) = 0 se z € 2\, Se
u € H{ (D) e |ju] Ls(oy) = 1, entao a extensdo em )z, que denotaremos ainda por u,
satisfaz HuHLS(Qz) =1, ja que a integral de |u|® em Q5\(2; é igual a zero. Logo,

My(n) = {u e HY () : ull, @) =1} € Mo(22) = {u e H} () : ul, @, =1}

e, portanto,

vs(Qo) = inf /Q (IVul> + b(z)u®) de < inf /Q (IVul® + b(z)u?®) do = vy ().

u€Ms(Q2) u€Ms (1)

Agora, sejam r > 0 e (z,,) C RY uma sequéncia que tende ao infinito. Como vale (2.5),
entdo, dado M > 0, existe Ry > 0 tal que v (RV\Bg,) > M. E, como |z,| — oo,
temos que B,, C RN\ Bg,, para n suficientemente grande. Ou seja, existe ng € N tal
que

n>ny = B, CRY\Bpg,

= M < v, (RN\Bg,) < vi(B,).

Portanto,
lim v4(B,) = oo .

Ou seja, vale (b2)s, s € [2,2%).

Vamos provar agora que (b2), implica a condigao (2.5). Primeiramente, vamos fazer
isto para s € (2,2*). Suponha entdo que nao vale (2.5). Sendo assim, nds podemos
encontrar uma sequéncia R,, — oo tal que v,(RV\Bg, ) < C, para todo n € N. Assim,
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por esta desigualdade e pela definicio de v,(RY\Bpg,), podemos encontrar, para cada
n, uma fungao u, € H*(R") tal que supp u, C R¥\Bg,,

/ |up|*de =1
RN

/ (IVu, > + b(z)ul) de < C .
RN

O conjunto supp u, é o fecho do conjunto {z € RY : w,(z) # 0}. Note que a
desigualdade acima implica que a sequéncia (u,) estd em H e é limitada nesse espago.
Logo, pelo Lema 2.1 (H — H'(RY)), ela é limitada em H'(RY). Além disso, nao
converge para zero em L°(RY). Entdao podemos usar um resultado de Lions (cf. Lema
1.21 em [14] ou Lema B.1 no Apéndice B) para garantir que existe uma sequéncia
(r,) C RY e um ntimero ry > 0 tais que

/ |un|®dx > co > 0,
B(xn,ro)

a menos de uma subsequéncia de (u,). Como a integral acima é nao nula, a bola
B(x,, 7o) intersecta o suporte de wu,, para cada n. Mas supp u, C R¥\Bg, , ou
seja, B(z,,ro) intersecta RV\Bg, , para cada n. Como R, — oo, entao |z,| — oo.
Agora considere uma sequéncia (p,) C C(RY) tal que 0 < ¢, < 1, ¢, = 0 em
RM\ B(z,,2r0) € ¢, = 1 em B(x,,719). Seja v, = @nu,, n € N. Entdo é facil
verificar que (v,,) ¢ uma sequéncia limitada em H. Além disso, como o suporte de
©n estd compactamente contido em B(z,,3rq), entdo o de v, também estd. Assim,
v, € Hy(B(x,,3r0)). Temos também que

> |on]

[[n] L (B(anro)

= / | onty|*dx
B(xn,ro)

= / |un|*dx
B(zn,ro)

> -

L3(B(zn,310))

Podemos entao normalizar v, em L*(B(zn,3rp)) de forma a obter uma funcao em
M (B(zy, 3r9)). Assim, para cada n, temos

Vo(B(,370)) < llvall? -

Como a sequéncia (v,) é limitada em H, entdo a sequéncia (v4(B(x,,3rp))) C R
também ¢ limitada. Portanto, ndo vale (b2)s.

Agora vamos mostrar que (b2), implica (2.5) também para s = 2. Denote, para
qualquer aberto G C RY,

Jo (IVul? + b(z)u?) d |

2
[l 2

i (G) =

1
ueH(G)\{0}
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Assim, se B, é uma bola de raio r, temos que
1
(B, < (B,) < C¥) (su(B) + B+ 5 ) 2.6)

(cf. Lema B.2 no Apéndice B). Suponha agora que nado vale (2.5). Entao existem
sequéncias R,, — oo e (u,) C H tais que supp u, C RN\ Bg,,

/ |u, [Pdr =1 (2.7)
RN

/RN (|Vu, > + b(z)ul) de < C . (2.8)

Fixe n € N e r > 0. Vamos cobrir RV\ Bg, com uma quantidade enumerdvel de bolas
de raio r, denotadas por B = B%, i =1,2,.... Entao,

(int 1a(BY) el oy < (B iy < [ (a4 b)) d

Bi

Somando essa desigualdade sobre todos os i’s, obtemos, por (2.7) e (2.8),
irilf,ul(Bi) <C.
Entao existe algum i = i(n) tal que
i (B™) < C . (2.9)
Seja x,, o centro da bola B*™ isto é, B ™ = B,(x,). De (2.6) e (2.9), obtemos
va(By(2,)) < C . (2.10)

Agora observe que, para cada n, a bola B,(x,) intersecta o conjunto R\ By, . Como
R,, — o0, entao |z,| — oo. Portanto, (2.10) implica que nao vale (b2), como queriamos
demonstrar.

O

Prova do Teorema 2.1. Vamos provar que (2.3) implica (b2)s. No caso em que vale
(2.2), para provar que (2.3) implica (b2),, com s € (2,2*), basta usar o Lema 2.2, que
garante que (b2), implica (b2),, s € (2,2%).

Suponha entdo, por contradi¢ao, que (2.3) nao implica (b2)s. Ou seja, suponha
que vale (2.3) e nao vale (b2)y. Assim, existem um ndmero r > 0 e uma sequéncia
(1) C RN com |x,| — oo, tais que

VQ(Bn><C,\V/n€N,

em que B, = B(x,,r). Logo, para cada n € N, existe uma fungao u, € H}(B,) tal

que
/ u? dr =1
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/ (|Vu, > + b(z)ul) de < C .

n

Agora, fixe M > 0 e denote Qpr,, = QN B, = {z € B, : b(z) < M}. Entdo, como
vale a condicao (2.3), temos que

Usando a desigualdade de Holder e a imersiao DV2(RY) — L¥ (RY), onde DV?(RY) =
{ue L*¥ (RY) : Vu € L*(RY)}, temos também que

/ u? dr < |QM7n|1_2l*
Qrrn

< Ol [l e

2
Un|| 2+ (RN)

= O

2
V|| L2(RN)

< CO|alt 7 .

Como esta tltima expressao tende a zero quando n — oo, podemos entao escolher n
suficientemente grande de tal forma que

Assim, para tal n, temos

¢ > / b(x)u? d:zc+/ b(x)u? dr
Bn\Ql\l,n

Qnn

> M u? dv — B / u? dax
Bn\QM,n QM,n
= M u? dx + M u? do — M uidm—B/ u? da
Ba\Qrn Qnn Qnrn Qnn
= M uid:v—(B+M)/ u? dr
B, Qniyn
M
> _
. 2

SISO

Mas isto é absurdo, pois M ¢ arbitrario. Portanto, (2.3) implica (62),.
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A proposicao a seguir serd usada mais adiante para provar as condi¢oes necessarias
dos teoremas de existéncia.

Proposicao 2.2. Suponha que vale (b2)y. Entao Ay € o menor autovalor do operador
—A +b(-) em RN, correspondendo a uma autofuncio principal positiva. Em outras
palavras, o problema

—Ap1 + b(z)p1 = Migr
(P)y, Y1 € HOCQ(RN) ,
@1 > 0 ’

tem uma solugao que, normalizada em L*(RY), é um minimizante para o infimo que
define \i.

Demonstragao. Vamos provar que o infimo que define \; é atingido. Note primeira-

mente que
A2 inf (/ |Vul? do — B)
ueH, ||u||L2:1 RN

> —B>-00.

Seja (u,) uma sequéncia de fungdes em H tais que

/ (|Vu,* + b(z)uy) de — Xy quando n — oo (2.11)
RN

/ uldr=1. (2.12)
RN
Observe que |u,| também estd em H. Além disso, temos que

Vu, se u, >0
Vi|u,| =< 0 se u, =0
—Vu, se u, <0

(cf. Lema 7.6 em [6]). Entao, |V|u,|| = |Vu,| q.t.p. em RY e, portanto,

/ (IV]wn|[? + b(x) |up|?) dz = / (IVu, > + b(z)u}) de — Xy quando n — oo .
RN

RN

Ou seja, poderiamos trocar u, por |u,|. Sendo assim, podemos supor que as fungdes
u, sao nao-negativas. Agora, usando (2.11) e (2.12), obtemos, para n suficientemente

grande,
/ |Vu,|? dr — B / |Vu,|? dov — B/ u? dx
RN RN RN

< [ (9w 4 ) do
RN

< M+1.
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Logo,
/ Vu,|* de <\ +1+B .
RN

De (2.12) e da desigualdade anterior, concluimos que a sequéncia (u,) é limitada em
H'(RY) e, portanto, a menos de subsequéncia, converge fracamente para uma funcgao

u € H'(RY) e converge fortemente para a mesma fungao em L?*(Bg), para todo R > 0,
pois H'(Bg) i L?(Bg), pelo Teorema de Rellich-Kondrachov. Como consequéncia

da convergéncia em L?(Bg) para todo R > 0, (u,) também converge q.t.p. para u em
RY. Isto implica u > 0.

Agora observe que, como vale (b2)2, entao, pela Proposigao 2.1 e pela observagao que
a segue, vo(RY\ Bg) tende ao infinito quando R — oco. Sendo assim, podemos escolher
R > 0 tal que 15(R¥\Bg) > 0. Considere, para tal R, uma funcio ¢ € C°(RY) tal
que 0 < p <1, p=0em Bryy e ¢ =1 em RV\Bpis. Entao ¢(u, — u) estd em
HY(RN\BpR). Assim, temos que

2 2 2
lien = 0oy < C (L= @) otn = ) Eaguny + oot — )] 2agam)

= C/ (1 —©)*(up —u)? do+C P (uy —u)? da
Bris RN\Bg
< C (up, — u)? dx + L_/ IV (o(un — u))|*dz
Bry2 VQ(RN\BR> RN
C

g L Mo = (213

Na expressao acima, a primeira integral converge para zero quando n — oo, pelo que
) )

ja foi observado anteriormente. A segunda integral é limitada. Com efeito, usando o

fato de que a sequéncia (u, —u) ¢é limitada em H'(RY), pois converge fracamente para

zero nesse espago, e que |Vo|, assim como ¢, é uma fungao limitada, pois é continua
em RY e tem suporte compacto, obtemos

[ 9t =) e = [ 1oV = )+ — )Vl do
< /RN (% V (un — w)|* + (un — u)*|Ve|?) da

< (4 /RN (IV (un — w)|* + (u, — u)?) dz

N

< C.

Além disso, usando o fato de que [y b(x)uZ dx é limitada, pois [, ||, converge para
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A1, e o Lema de Fatou, obtemos

/RN b(2)p*(un — u)? do < /RN(b(x) + B)*(un, — u)? dz

< [ @)+ B = da

IN

‘4ﬁm@+4ﬂﬁdx+/‘w@y+3m2m

RN

— /N(b(x) + B2 dx +/ liminf(b(x) + B)u? dx

RN n—00

< C+ liminf/ (b(x) + B)u2 dx
RN

n—oo

~

< C.

Portanto, de (2.13), concluimos que

A

C

liminf ||u, — ul? < —.
n—oo I ”LQ(RN) ~ 1(RN\Bg)

Na desigualdade acima, a expressao do lado direito tende a zero quando R — oo, pois
v2(RN\ Bg) — oo. Logo,
%ggmw—m@mm:o.

Pelos mesmos argumentos, concluimos que

lim sup [|u,, — UHiz(RN) =0.

n—oo

Portanto, u, — u em L?(RY). Dai,

/ u? dr =1 (2.14)
RN

Agora, pela convergéncia fraca de u, para u em H'(RY), temos que

n—oo

/ (|Vu|2 + u2) dr < liminf/ (]Vun\z + Ui) dx .
RN RY

Logo, por (2.12) e (2.14), temos que

/ |Vul? do < liminf/ Vu,|?* dz . (2.15)
RN RN

n—oo

Considere agora o conjunto G = {z € RY : b(z) > 1}. Usando o Teorema da
Convergeéncia Dominada, obtemos

lim b(x)u? dx = / b(x)u® dz . (2.16)
RN\G
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De fato, b(z) é limitada em RV\G. Como u, — u em L*(RY), existe o € L*(RY)
tal que |u,| < o em RY e, portanto, [b(z)u;| < 02 [|b]| e @r\ ) em RV\G, sendo que
o2 1]l oo mrry €std em LNRV\G). Além disso, b(z)uj(x) — b(z)u?(z) q.t.p. em
RM\G.

Observe também que b2 ()u, ¢ limitada em L2(G) e b2 (z)u,(z) — b2 (x)u(x) q.t.p.
em G. Portanto, b2 (z)u, — b2(z)u em L2(G) (cf. [7], cap. 1, Lema 4.8). Assim,
temos que

/ b(z)u? dr < lim inf/ b(x)u? dx . (2.17)
G G

n—oo

Logo, por (2.16) e (2.17), obtemos

liminf/ b(x)u? dv = lim b(x)u? dI—l—liminf/ b(x)u? dx
RN G

> /RN b(x)u? dx . (2.18)

Esta desigualdade mostra que u € H. Além disso, combinando ela com a desigualdade
(2.15), concluimos que

/ (IVul> + b(z)u*) dz < liminf |Vu,|? dr + liminf b(x)u? dw
RN

n— o0 RN n—00 RN

< liminf/ (|Vu,* + b(z)uy) da
RN

n—oo

= A .

Mas como u € H e [|ul[;2g~) = 1, entéo

/]RN (IVul® + b(z)u?) de = Ay .

Ou seja, u é um minimizante para o infimo que define \;.

Vamos provar agora que u é uma solugao fraca em H da EDP do problema (P),,.
Fixe v € H. Entao, para t > 0 suficientemente pequeno de tal forma que fRN (u+
tv)? dz > 0, vale

S (IV (w4 o) + b(a)(u + tv)?) dv -

A <
b= Jan (u+tv)? da
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Ou seja,

A+ 2t)\1/ wo dr + >\1t2/ vde = N\ (/ (u® + 2tuv + t*0?) dx)
RN RN RN

< / (|Vul® + 2tVu - Vo + £*|Vol*) dz
RN
+/ (b(z)u® + 2tb(x)uv + t°b(z)v?) dx
RN
= M+ 2t/ (Vu - Vo + b(z)uw) dz
RN

+ t2/ (|V]* + b(z)v?) da
RN
Simplificando e dividindo a desigualdade acima por 2t, obtemos
£ t
/ Auv dr + A5 vl 72 @y < / (Vu- Vo +b(z)uww)de + = ||v|l; -
RN 2 RN 2
Passando ao limite quando ¢t — 0, concluimos que

/ Muv dz < / (Vu - Vo + b(x)uv) dx .
RN RN

Se usarmos o mesmo raciocinio para t < 0, veremos também que

/ Muv dx > / (Vu - Vo + b(x)uv) dx .
RN RN

Portanto, as expressoes dos lados esquerdo e direito na desigualdade acima sao na
verdade iguais. Isto mostra que u é solugao fraca da EDP em (P)y,.

Como u € HY(RY), por teoria eliptica padrao, pode-se mostrar que u € C?(RY).
E para mostrar que u > 0, observe que

Au— (b(z) + Blu=—(M+B)u<0.

Entao basta usar o Principio do Maximo Forte (cf. Apéndice B, Teorema B.1) aplicado
ao operador A — (b(z) + B). Isto conclui a demonstragao.

O

Na proxima se¢ao, vamos demonstrar que o funcional ® cujos pontos criticos sao

1

solugbes fracas de (P2) (e de (P1), no caso em que F(z,u) = a(xl))|+|1p+) satisfaz a
condicao de Palais-Smale. Vamos demonstrar também, via Teorema do Passo da Mon-

tanha, a existéncia de solugao para os problemas (P1) e (P2).
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2.2 A condicao de Palais-Smale e os resultados de
existéncia
Vamos considerar o funcional

O(u) = E/RN (|Vul® + b(z)u?) da —/ F(z,u)dx .

2 RN

No caso do problema (P1), temos F(x,u) = %

Lema 2.3. Suponha que valem (2.1), (2.2) e (f1) — (f4). Entao o funcional ® estd
bem definido e € de classe C' em H. Além disso, para todo € > 0, existe C. > 0 tal que

[ VPG wlds < elully + Ol (2.19)

Demonstragao. Observe primeiramente que, pela hipdtese (f2), temos
filz, 1) < CoA(x) (L + [t

para todo z € RY et € R. Se u > 0, integrando a desigualdade acima de 0 até u e
observando que f(x,0) = 0, por (f3), obtemos

flx,u) = /Ou fi(x,t) dt

< CoA(x) / e a

up

— CyA(z) (u + —)

p
= CA@)(fu| + [uf?) -

Analogamente, se u < 0, temos que

—f(z,u) = /ft(a:,t) dt

< CO/ (L4 (=t)»~ 1) dt

= CA@)(Ju] + |uf?) -

Por (f4), temos que f(z,u) > 0seu > 0e f(z,u) <0 seu < 0. Sendo assim, pelas
desigualdades acima, temos que

[f (2, u)| < CA)(Jul + [uf?) , (2.20)
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para todo x € RY e u € R. Para o caso do problema (P1), em que f(z,u) =
a(z)|u|P~tu, a desigualdade acima ¢é imediata. Agora note que, por (f3), dado ¢ > 0,
existe d = d(e) > 0 tal que

U] < 6 = | f(z,u)] < eA@)[ul , ¥z €RY .

E se |u| > 0, entao, por (2.20), temos que

me§<M@W%ML+Q

1
< CA(z)|ulP (W + 1)

< CA(x)|ul? .

Assim, para todo € RV e para todo u € R,
|f(z,u)| < €A(z)|u| + CA(z)|ul? . (2.21)
Consequentemente, obtemos, por integracao em relagao a u da desigualdade anterior,
|F(z,u)] < CA(z) (e|u]* + Celu[P*) . (2.22)

Agora, usando a hipétese (f1) e a desigualdade de Holder, temos que, para todo u € H
e para s € {2,p+ 1},

/ A(x)|ul*de = / A(x)|ul*dz —I—/ A(x)|u|*dzx
RN {2 <Ro} {b(x)<0}n{Jz|>Ro}

+ / A(z)|ul*dz
{o(z)>0}N{|z[>Ro}

Al [ o + 260 [ Julas

+@/ b(x)= [ul*dw
{b(x)>0}

IN

IN

C

[ull;

¢ zmx>ihni|uv-idx)
{b z)>0}

cowmmw / bumwﬁ
{b(z)>0}
» et
( -1 dx) ,
>0}
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onde nesta 1ltima desigualdade também usamos o fato de que H*(RY) — L*(RY), j&
que s =2ous=p+1e por (2.1), 2 <p+1 < 2" No caso em que s = 2, temos
O;S—:f = 2. E no caso em que s = p+ 1, temos, novamente por (2.1) e pela definigao de
p7, que 2 < ‘;f—:f < 2*. Entao, usando o Lema 2.1, obtemos

as—2

H— H'RY) — L7 (RY).

Além disso, observe que, se u € H\{0}, entao

/ b(x)ulde = / b(x)u’dx —/ b(x)uldx
{o(x)>0} RN {b(z)<0}
lul + B/ udi

{o(z)<0}

Jon vPdz
< ully <1+BW>
H

2 B
< llfy (145

Estas desigualdades obviamente também valem se u = 0. Sendo assim, concluimos que

| Awhde < c@wH+HWgQ+X) MM“)
RN 1
B\=\
= C<1+(1+—> )HUHH,
A1

para todo u € H. Portanto, integrando a desigualdade em (2.22), obtemos a desigual-
dade em (2.19). Assim, o funcional ® estd bem definido em H, pois dado u € H, as
integrais que definem ®(u) sao finitas.

Vamos mostrar agora que ® é de classe C'. Observe primeiramente que, se u € H,
a primeira integral que aparece na expressao de ®(u) é o quadrado da norma de u em
H e, portanto, define um funcional de classe C' em H (cf. Apéndice C). Basta mostrar
entao que a segunda integral na expressao de ®(u) define um funcional de classe C?.
Isto é, denotando J(u) = [pn F(x,u)dx, u € H, devemos mostrar que J é um funcional
de classe C*.

Fixe u € H. Vamos mostrar inicialmente que J possui derivada de Gateaux em u.
O candidato a derivada de Gateaux de J em u é a aplicacao T' que, para cada v € H,
associa o valor

IN

(2.23)

_ F _p
Tv = lim J(uttv) = J(w) = lim (z,u +tv) (x,u)
t—=0 t t—0 Jpn t

dx .

Se mostrarmos que 7' é uma aplicacao linear e continua em H, entao T serd a derivada
de Gateaux de J em wu. Para calcular o limite que define T', observe que F' é uma
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funcao de classe C' em relacao & segunda varidvel, pois f é continua. Sendo assim,
dados t € R, x € RN e v € H, o Teorema do Valor Médio nos garante que existe
6 =06(t,x,v) € (0,1) tal que

F(z,u+tv) — F(z,u)
t

= f(z,u+ 6tv)v .

Usando agora a desigualdade (2.21) e a desigualdade de Young, temos que, para |t| < 1,

|f(z,u+ 0tv)u] < €eA(x)|u+ Otv||v] + CcA(x)|u + 0tu|P|v|

IA

eA(z) (lul + [ol) [o] + CA(z) (Jul’ + [v[7) [v]

= A(@) (|ul[o] + [v]*) + CA(z) (lul"]o] + o)

2 2
eA(z) (—‘“' sl IvF)

IN

‘u’p-‘rl

+ CA(z) + il + Jo[P*
s v .
B p+1

Pela desigualdade (2.23), esta tltima expressao é uma fungao de L*(RY). Além disso,
pela continuidade de f, temos que f(x,u + Otv)v — f(x,u)v quando t — 0. Entao,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

F - F
Tv - lim (x,u+tv) (x,u)
t—0 RN t

dx

= lim f(z,u+ 0tv)vdx
t—0 RN

= f(z,u)vdz .

RN

Logo, T' é claramente linear. Precisamos mostrar agora que também ¢é continua. Usando
novamente a desigualdade (2.21), temos que, para todo v € H,

T < [ 1fuliolds

IN

| ca@lulle] + CA@)ullo) da

— e/RN VA(@)|ul\/A(z)|vlde + C. /RN A(;p)#|u|pA(x)p—L|v|dm '
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Entao, pela desigualdade de Holder, obtemos

o] < e (/RN A(a:)|u|2dm)% (/RN A(m)\uﬁdx)é
el ( /R ) A(x)|u|p+1dx) " ( /R ) A(x)|v|p+1dx> o

< Cllullg [ollg + Cllully Wy = € lully + [lellz) ol

onde esta tltima desigualdade é consequéncia da desigualdade (2.23) e mostra que T
é limitada, sendo, portanto, continua. Assim, como 7T é linear e continua, entao ¢é a
derivada de Gateaux do funcional J em u, isto é, T' = D.J(u).

Para concluir a demonstracao de que J ¢ um funcional de classe C* em H, resta
mostrar que u +— DJ(u) é continua em H, pois neste caso a derivada de Gateaux é
igual & derivada de Frechet J' : H — H’ (cf. Apéndice C), onde H’ é o espago dual
de H. E se a derivada de Frechet J’ é continua, entdo, por definicao, J é de classe
C'. Precisamos mostrar que, se u, — u em H, entao DJ(u,) — DJ(u) em H' quando
n — oo, isto é,

1D J(un) = DJ(u)ll g = sup  [(DJ(un) = DJ(u))v] — 0.

ve,[|v]|<1

Para isto, note que, pela hipdtese (f2),

(D J(un) = DJ(u))v| = /RN(f(waun) — f(z,u))v dx

_ /RN </01ft(x,u+t(un —w) dt) (1 — ) da

< /RN (/01 CoA(x)(1 + [u+ t(un — u)|p‘1)dt)

X |, — ul|v] dx

IN

C/ Az) (1+ [ul + JuaP7Y) fun — ul|v] da
RN

IN

C/ VA(z)|u, — ulv/A(x)|v| de

RN

i C/ A(w) 57 [l A() 7 [y, — ul A(2)77 o] da
RN

+ o/ A(2) 71 [ [P A(2) 7 iy, — ul A(2) 74 o] da .
RN
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Entao, usando a desigualdade de Holder e a desigualdade (2.23), obtemos

(DI () = DI@)el < € ( [ Al - u|2dx>é ( /. A(wedwf

Lo { (/RN A(ﬁ)lu|p+1d:p>§+i i (/RN A(x)lun|p+1dl')§+i}
y (/RN Al — u‘pﬂdx)pil (/RN A(ﬂl:)lvlpﬂdm)pil

A A —1 —1
< C =l ol + € (all™ + uall )
<l =l 0]
< (™ + ) e =l ol

Assim,
1DJ () = DIR(u)|| o < C (L4 [fullfy "+l ) e = ully -

Isto implica que DJ(u,) — DJy(u) em H' e, portanto, J é de classe C*. Consequente-
mente, ® é de classe C'!, como querfamos demonstrar.

0

Seguindo o procedimento do ”Passo da Montanha”, precisamos mostrar agora que
® satisfaz a condicao de Palais-Smale. E esta condi¢ao que cria dificuldades para
estudar problemas elipticos em dominios ilimitados como o que estamos estudando
aqui. Para estabelecer sua validade em nosso caso, vamos mostrar que H esta imerso
compactamente em alguns espagos de Lebesgue com peso.

Denote por L%, (R") o conjunto das funcoes mensurdveis u em RY tais que

Ax)|ul® de < oo .
RN

A norma neste espaco sera dada por

1
il o = [, ANl de)

O resultado a seguir estabelece uma condicao para H estar imerso compactamente em
Ly (RY), 2 <s < p# + 1.

Proposigao 2.3. Suponha que vale (f1) e (2.2). Entao H estd imerso continuamente

em Lil(x)(RN), para 2 < s < p* + 1. Além disso, (b2), €é uma condi¢do necessdria e
suficiente para esta imersao ser compacta.
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Demonstragao. A imersao continua decorre da desigualdade (2.23). Vamos mostrar
entao que (b2), é uma condicao suficiente para a imersao H «— Ly (RY) ser compacta.
Seja (u,) C H uma sequéncia limitada. A menos de subsequéncia, u, converge fraca-
mente para uma funcao u € H, ou seja, u, —u — 0 em H. Se mostrarmos que qualquer
sequéncia que converge fracamente para zero em H possui subsequéncia convergente
em le(x) (RY), teremos mostrado que u,, possui subsequéncia convergente para u em
Ly (RY). Para simplificar, podemos supor entao que u, — 0 em H. Pelo Lema 2.1,
sabemos que, a menos de subsequéncia, u, — 0 em L*(Bg), para todo s € [2,2*) e todo
R > 0. Para um R > 0 dado, considere uma fungao ¢ € C*(R¥Y) tal que 0 < p < 1,
¢ =0em Bryi e =1em RY\Bg,s. Entdo gu, estd em H}(RV\Bg). Assim, temos
que

L)

= C/ (1 —)*u;, dx+ C/ oiuy dx
Brio RN\Bg

A s/2
C
< C/ u, dr + —_/ V(pun)? + b(x)p*u?) dx .
. <LgaRN\zaa [ (19 (ou) + b))

Procedendo como na Proposicao 2.2, podemos mostrar que esta tltima expressao con-
verge para zero se passarmos ao limite quando n — oo e depois quando R — oo.
Concluimos entao que u, — 0 em L*(R™). Agora, procedendo como no Lema 2.3,
obtemos

lunlfomry < C (1101 = @)tnlleq, + llpunl

s B é 2 as—2
b+ (1 2) ol ol 55

Observe que, da mesma forma que mostramos que u, — 0 em L*(RY), podemos

Squ(l_>(]R1\f) <C <||Un|

mostrar que u, — 0 em L%(RN ), pois s < ";S—:f < 2*. Portanto, da desigualade
acima inferimos que u, — 0 em Li(x)(RN ). Logo, a imersao H < Li(x)(RN ) é
compacta.

Vamos mostrar agora a necessidade de (b2)s, isto é, se a imersao é compacta, entao

vale (b2);. Suponha, por contradi¢ao, que este resultado é falso, ou seja, temos que
t.
HE Li(w) (R™), mas nao vale (b2),. Entao, pela Proposigao 2.1, existe uma sequéncia

R, — oo tal que vs(RV\Bg,) < C. Isto implica a existéncia de funcoes u,, € H'(RY)
tais que
supp u, C RM\Bg, , (2.24)

/ |up|® de =1, (2.25)
RN

/N (IVun|* + b(2)uy,) do < C. (2.26)

De (2.26), nés inferimos que (u,,) ¢ uma sequéncia limitada em H. Assim, pela imersao
compacta de H em L%, (RY), existe uma subsequéncia (un;) tal que u,, — u em
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Ly (RY), para alguma funcio u. Isto implica que Uy, — U em L3 (RY), pois A(z) > 1,
para todo z € RY. Logo, u,(r) — u(x) q.t.p. em RY. Mas, por (2.24), temos que
un(z) — 0 q.t.p. em RY. Portanto, u = 0. Por outro lado, nds inferimos de (2.25) que
[ull o gy = 1. Isto é absurdo.

O

O teorema a seguir apresenta uma condigao suficiente para ® satisfazer a condicao
de Palais-Smale.

Teorema 2.2. Suponha que valem (2.1), (2.2) e (f1) — (f4). Entao (b2),41 € uma
condi¢cao suficiente para o funcional ® satisfazer a condicao de Palais-Smale em H.

Demonstracao. Suponha (b2),,;. Seja (u,) C H tal que

B(u,)| <M ,VneN, (2.27)

@' (u,) =0 em H' . (2.28)

Entao, para n suficientemente grande, temos que

1 1
D(up) — — (up)uy < M+ —| D (uy, )]
Ho Ho
]' /
< M+ — |9 (un) g [Junll
2
< M+ — fu
— Nunll, -
N Ko H
Além disso, por (f4),
1, 1 9
ILLO 2 RN

1
Ko RN
11 ) /(1 )
= [ == =) ||ul5 + — f(x,up)u, — F(x,u,) | de
(5 )l + [ (ot = Pl
11 ,
> —— — | ||lu, )
> (5 ) hwly

Usando (f4)’, obtemos essa mesma desigualdade, com py = p + 1, para o caso em que
f(x,u) = a(x)|u/P~'u. Portanto, para n suficientemente grande, obtemos

11 ) 1
—— — ) unllyy < M 4+ — ||u, .
(5 o ) Tenll < 32+ -
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Isto implica que a sequéncia (u,) é limitada em H. Sendo assim, a menos de sub-
sequéncia u, — u em H e, pela Proposicao 2.3, u, — u em LZE) (RY). Pelo Teo-
rema Inverso de Lebesgue, podemos encontrar uma subsequéncia de (u,) e uma funcao
h € LZJE;)(RN) tais que |u,(z)], [u(z)] < h(z) e u,(x) — u(x) q.t.p. em RY.

Observe agora que

D () (U, — w) = (Up, Uy, — U) yy — - [, un)(uy — u) dz .

Por hipotese, o lado esquerdo da igualdade acima converge para zero quando n — oo.
Se mostrarmos que

flx,up)(uy —u) dv — 0,
RN

teremos mostrado que
(Un, U — u) g = ||Un||31 = (U, u)y — 0
quando 7 — oo. Mas (U, u),; — |Jul|}, pois u, — u em H. Assim, terfamos
a7 = Il -

Isto implica, juntamente com a convergencia fraca de u,, para u, que u, — u em H, o
que mostra que ¢ satisfaz a condicao de Palais-Smale. Precisamos mostrar entao que

Un = [ (2, ) (un — w)

converge para zero em L'(RY). Temos que v,(z) — 0 q.t.p. em RY. Agora, usando
(2.21), temos também que

On < f (@ un) ||| + [ f (2, un) [[u]
< eA(@)ud + CA@) |[un [P + eA(2) |un|[u] + CeA(z) [un|P|ul
< eA(x)ud + CA@)|hfP™ + eA(z) (v + u?) + C.A(x)|h|PH

< e(2A(z)ul + A(z)u?) + C(2A(x)|h|PHY) .

Se denotarmos w, = 2A(z)u? + A(z)u? e g = 2A(x)|h|PTL, entdo g € LY(RY) e, por u,
ser limitada em H e H — L%, (RY), w, também estd em L'(RY). Além disso,

||Wn||L1(RN) <C,

para todo n.
Note agora que, para todo d > 0, existe R > 0 tal que

/ gdr<9.
RN\BR

43



De fato, observe que

/ g dv = / IXRN\By, AT,
RN\Bpg RN

onde gy p, ¢ igual a 1 em RN\Bp e igual a zero em Bi. Mas g(x)xev p,(2) — 0
quando R — oo, para qualquer z € RY. Também temos que | gxeM\ Byl < |g|. Entao
podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada para ver que

lim g dx = / lim gxpv\p, dz =0 .
R—oo RN\Bp RN R—oo

Sendo assim, dado § > 0, como a sequéncia (w,) ¢ limitada em L'(RY), podemos
escolher € > 0 pequeno e R > 0 grande de tal forma que

”Un”Ll(]RN\BR) <€ ||wn||L1(1RN) + Ce ||g||L1(]RN\BR) <4, para todo n. (2.29)

Por outro lado, é facil mostrar que, para todo § > 0, podemos encontrar r > 0 tal que
para qualquer £ C RY com |E| < r, nds temos

90l 1) <0

(cf. Lema B.3 do Apéndice B). Portanto, dado ¢ > 0, podemos escolher € > 0 e r > 0
pequenos de tal forma que

lvnll g1y < 6, para todo n. (2.30)

Nés finalizamos esta demosntragao observando que (2.29) e (2.30) sao exatamente as
condigoes do Teorema de Vitali (cf. [7], Teorema 4.13), que garante neste caso que
v, — 0 em L'(RY), como querfamos demonstrar.

O

Agora estamos prontos para enunciar e provar os teoremas de existéncia para os
problemas (P1) e (P2).

Teorema 2.3. Suponha que valem (2.1), (2.2), (f1) —(f4) e (b2)p41. Entdao (P2) tem
uma solugdo positiva. Mais ainda, se supormos (b2)y ao invés de (b2),4+1, entdo (2.2)

¢ uma condicao necessdaria e suficiente para a existéncia de uma solugao positiva de
(P2).

Teorema 2.4. Suponha que valem (2.1), (2.2), (f1) e (b2),41. Entdo uma condigdo
suficiente para a existéncia de uma solugao positiva de (P1) é que a(z) seja positivo em
algum conjunto de medida positiva. Esta condi¢ao serd também necessdria se supormos
(b2)2 ao invés de (b2),41. Mais ainda, supondo (b2)s, se a(x) > 0 e a(z) nao €
identicamente nula, entdo (2.2) € uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia
de uma solug¢ao positiva de (P1).

Demonstracao (dos Teoremas 2.3 e 2.4). Para provar a existéncia de solugdes nao
triviais para (P1) e (P2), basta aplicar o Teorema do Passo da Montanha. J& vimos
que, sob as hipéteses que estamos assumindo, ® é de classe C?! e satisfaz a condicao
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de Palais-Smale. Para ver que ® possui a geometria do Passo da Montanha, note
primeiramente que, usando (2.19) com € = }l, obtemos

1
O(u) = 7 Jullyy = Cllully™ (2.31)

para todo u € H. Entdo, para ||u||; pequena, temos ®(u) > a > 0.

Agora fixe ug € H\{0} com suporte K compacto e tal que ||uo|l; = 1. Note que
(f4) implica a existéncia de uma fungao continua positiva d tal que F'(x, s) > d(z)|s|"®,
para |s| > 1 e x € K. Entao, podemos encontrar uma constante v > 0 tal que

F(z,s) > d(z)|s|" — v, (2.32)

para todo s € R e todo x € K. Portanto, temos que

1
O(tug) = §Htu0HiI—/KF(:L’,tug) dx

t2

< ——|t|“°/ d(x)|ug|* dm+/7dx
2 K K
t2

= 5 - C+7.

Como pg > 2, concluimos entao que ®(tug) — —oo quando t — oo. No caso do
Teorema 2.4, tome K = supp(ug) C {z € RY : a(x) > 0}. Desse modo, em (2.32)
basta tomar d(z) = a(x) e 7y igual a qualquer constante positiva.

Para obter solugoes positivas de (P1) e (P2), basta trocar f(z,s) por

0 se s <0.

f*(x,s):{ flx,s) ses>0 ,

De fato, com os mesmos argumentos utilizados ao longo deste capitulo, mostramos que
o problema
~Au+b(z)u = fH(z,u), z € RY,

também tem solugao nao trivial em H, digamos 4. Entao, denotando

[(u):%/RN (\Vu\z—|—b(x)u2)dx—/RNF+(x,u) dv , we H ,

onde F'*(x,s) = fos ft(z,t) dt, temos que I'(a)v = 0, para todo v € H. Portanto,

0=1r'(a)a” = (a0 ), — [ fH(z,a)a dx,
RN

onde 4~ = max{0, —a}. Mas

<@, ﬂ_>h - <ﬁ+ - a_’a_>h -

Além disso, o produto f*(z,@)a~ é sempre igual a zero, pois as fungoes f1(x,4) e
nunca sao nao nulas simultaneamente. Logo,

I

0=TI'(a)a =—

2
uHh’
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ou seja, - = 0 e, portanto, & > 0. Dai, basta usar o Principio do Maximo Forte (cf.
Teorema B.1 no Apéndice B) para provar que, de fato, & > 0. Entao, @ é uma solugao
positiva do problema (P2) (ou (P1), no caso em que f(z,u) = a(z)u[P~1u).

Vamos mostrar agora que A; > 0 é uma condicao necessaria para a existéncia de
uma solu¢ao positiva de (P2) (e de (P1), se a(x) > 0). Seja u uma solugao positiva de
(P2). Entao, por (f4), temos f(x,u) > 0, para todo x € RY. Sendo assim,

[ (T baupyde = [ oo o0,
RN RN
onde ¢; é a autofuncao positiva da Proposicao 2.2. Mas, por outro lado,
/ (Vu -V, +b(z)upr) de = Al/ pru dx
RN RN

Esta tultima integral é positiva. Portanto, A\; tem que ser positivo. Para o caso de
(P1), com a(z) > 0, o raciocinio é andlogo. Pelo mesmo argumento, mostra-se que, se
(P1) tem uma solugao positiva e vale (b2)y, entao a(z) é positivo em algum conjunto
de medida positiva.

O

2.3 A identidade de Pohozaev e a existéncia de
solucao

Considere o problema
—Au+ |z|"u = |2["|ulfu, zeRY (2.33)

onde N > 3,0 < n < m e p satisfaz (2.1). Estamos procurando por solugbes u €
H={ue H'(RY): [pn|z[™u? dz} tais que u € LV (RY). Observe que o potencial

|=[™

b(xz) = |z|™ claramente satisfaz (b1) e satisfaz (f1) com A(x) = max{1, |z|"}, Cy =1
e a = . Entao, neste caso, temos

s N+2 4n
N—-2 m(N-2)°

p

Pelo Teorema 2.1, temos também que b(x) = |z|™ satisfaz (b2)s. De fato, o conjunto
Qr, neste caso, é uma bola, para qualquer M > 0. Podemos entao aplicar a Proposicao
2.2 para ver que

A= inf / (IVul® + |z|™u?) dx
RN

u€H, |lull, =1

é o menor autovalor do operador —A + |- |™ em RY, correspondendo a uma autofungao
principal positiva, digamos ;. Neste caso, temos

A= / (V1> + |z[™¢}) dz > 0 .
RN
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Portanto, b(z) = |z|™ satisfaz (2.2). Usando novamente o Teorema 2.1, concluimos que
também satisfaz (b2),41.

Mostramos que valem todas as hipéteses do Teorema 2.4. Assim, como a funcao
a(x) = |z|" é sempre positiva, o Teorema 2.4 nos garante que (2.33) possui uma solugao
fraca nao trivial. Por teoria eliptica padrao, mostra-se que essa solucao é de classe C?
em RY | isto é, é uma solucao forte.

Agora, pela Identidade de Pohozaev generalizada, estabelecida por Pucci e Serrin
(cf. [10], Proposicao 1), temos que, se u é uma solugao de (2.33) e R > 0, entao

1 1 1
—R [—|Vu\2 — =)™ + —|x|"|u|p+1} dS, =
9B (0) 2 2 p+ 1
N -2 N N
= —/ \Vul*dz + m 2| u*dx — rn / ||| u|Pt da
2 JBr) 2 Jpaw) PH1 s

(2.34)

O lado esquerdo da igualdade acima tende a zero quando R — 00, a0 menos para uma
sequéncia Ry — oo escolhida adequadamente. De fato, como u € H e u € Lf;‘i (RV),
temos que

1 1 1
_v 2 - m, 2 n p+1d _
L[5l = Gletma et e

W

< 00 . (2.35)

1 1 1
- 2 _ - m, 2 ny, |p+1
2|Vu| 2|:I:| U —|—p—1|x| |ul

de} dR

Logo, existe uma sequéncia R — oo tal que

1
Ry, f =
8Br, (0)

2
quando k£ — oo. Caso contrério, teriamos

liminf R ]{
R—o0 9BR(0)

Dai, para algum r > 0, teriamos

1
R% !
0BRr(0)

2
para todo R > r. Consequentemente,

[e.e] c o0
o0 = —dR < / {7{
/7‘ 2R T 0BRr(0)

Mas isto contradiz (2.35). Portanto, tomando R = Ry em (2.34) e passando ao limite
quando k — oo, obtemos
N -2

N N
-——/‘wwm+ +m/|ﬁ%m— +”/kwwmmzo.@%)
2 RN 2 RN P —+ 1 RN

1 1
[Vl = gl + el "l Sy — 0
p

’p+1

|z|" |u dS, =c>0.

1 1 1
_v 2__ m, .2
5| Vul” = 5 l2l"u T

L

dSy =

] u

1 1
v 2 - m, 2
Vaf? = 3lel™e? + —

C
9 )

1 1 1
- 2 - m, 2 ny, |p+1
2|Vu| 2]95\ U —|—p—1|x| |ul

de} dR .
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Agora, multiplicando (2.33) por u e integrando, vemos que

/ \Vu\2d:c+/ |x|mu2dx—/ 2| |ul|Ptdr =0 . (2.37)
RN RN RN

Multiplicando (2.37) por JZ:{L e combinando a igualdade resultante com a igualdade
(2.36), obtemos

N-2 N N N
A / |Vul*dz + tm N / 2| uPdr =0 .
2 p—|—1 RN 2 p"’l RN

A igualdade acima implica que u = 0, caso tenhamos

N—-2 N+n
— >0,
2 p+1 =
isto é, se
>A_N+2+ 2n
P=P=N23"N_2

Note que p* < % < p quando n > 0. Em outras palavras, uma nao-linearidade
ilimitada diminui tanto o intervalo dos p’s onde métodos variacionais asseguram a
existéncia de uma solucao nao trivial quanto o intervalo dos p’s onde a Identidade de

Pohozaev mostra que tal solucao nao existe. Nao sabemos se existe solugao nao trivial
para p € [p*, p).

48



Capitulo 3

Estudo da Existéncia de Solucao
para o Problema P3

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solucao fraca para o problema
(P3) —Au + by (hx)u = g(hz,u) , ze€RY

onde N > 3, h é um parametro variando no intervalo (0,1], b, € C(RY R), para cada
he€ (0,1], e g € CHRY x R,R) é uma nao-linearidade satisfazendo as hipdteses

gl w)
u—0 u

(g1) = 0, uniformemente para z € R";

(92) existe uma constante C; > 0 tal que

|gu<I,U)‘ < Cl<]' + |u‘p*1) )

para algum p € (1, {%2) e para todo v € RN, u € R;

(g3) existe uma constante u > 2 tal que, para todo x € RV, u € R\{0}, vale
0 < pG(z,u) < ug(x,u),
onde G(z,u) = [ g(x,t) dt;
(g4) existe uma fungao positiva d € C(RY,R) tal que
G, u) = d(x)lul”
para todo z € RY, u € R.

Em alguns trabalhos, diz-se que a hipétese (g4) é consequéncia das hipdteses (gl) e

(93). Porém isto nao é verdade. Considere a primitiva G(x,u) = |u|*In <2\|zj‘:11>’ que

nao depende de z. Derivando com respeito a u, obtemos

2]u| + 1) ulultt
(

g(a,u) = g(u) = puful**In ( u| + 1 20uf + 1)(Jul +1) 7
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Fazendo alguns cdlculos, podemos verificar que neste caso g satisfaz as hipdteses (g1),
(92) e (g3) com p = u—1. No entanto, se satisfizesse (¢g4), existiria uma fungao positiva

d € C(RY R) tal que
2Ju| +1
|u[* In (W) > d(z)lul”

para todo z € RY e u € R. Ou seja,

2lu| +1

lu| +1
para todo z € RY e v € R. Passando ao limite quando v — 0 na desigualdade acima,
obtemos d(x) < 0, para todo x € RY. Isto contraria o fato de d ser positiva. Portanto,

a funcao g dada anteriormente nao satisfaz (g4).
Vamos supor também que as funcoes by, satisfazem as hipdteses

(bh1) by(y) > 0, para todo y € RY;
(bh2) by (hz) — 0 quando h — 0, uniformemente em compactos do RY;

(bh3) existe A > 0 tal que |24,| < oo para todo h > 0, onde
QA,h = {y e RV : bh(y) < A} .
Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Se valem (bhl) — (bh3) e (g1) — (g4), entdo o problema (P3) possui
solucao nao trivial para h suficientemente pequeno.

Para demonstrar este teorema, precisamos de alguns resultados preliminares. Mas
antes vamos introduzir, para cada h > 0, o espaco

E), = {u € H'RY): /RN bp(hz)u? dr < oo}

e a quantidade

Jally = el += [ IVl + by do

Este espago definido acima é o espago onde vamos procurar as solugoes de (P3). Uma
importante propriedade de Ej, é dada pelo lema a seguir:

Lema 3.1. Para cada h > 0, existe uma constante pp, > 0 tal que
2 2
[ull, = on ||u||H1(RN) ,

para todo u € Ey,. Portanto, Ej, estd imerso continuamente em H'(RY).
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Demonstragao. Observe primeiramente que, se u € H'(R"Y), entao pela desigualdade
de Holder e pela imersao DV?(RY) < L* (RY), onde DY3(RY) = {u € L* (RY) : Vu €
L*(RM)}, temos que
2 2 2
| dn <l e
Qa,n

< ClQunlv ||U||QDL2(RN)
2
= Gy ||VU||L2(RN) :

Assim, podemos mostrar que existe ¢, > 0 tal que

/N (IVul® + b (y)u?) dy > Qh/ (|Vul* +u?) dy ,
R

RN
para todo u € H*(RY). De fato, basta notar que

1 1
/ (IVul> + bp(y)u®) dy > = / |Vul*dy + —/ |Vul*dy + / b (y)u*dy
RN 2 RN 2 RN ]RN\QA,h

1
—/ |Vul*dy + (ZCh)l/ u?dy + A/ u*dy
2 Jrv Qan RN\Q4

. 1 _
> mln{i,(QCh) 1714} ||U“§11(RN) :

v

Agora, tome u € Ej e denote v(r) = u(y). Entao, usando duas substituicoes de

variaveis (z por ¥ e depois x por hx), temos que
HuHi = / (\Vu\Q + by (hx)u?) dx
RN

= h_N/ (R*|Vo]* + by (z)v?) dz
RN

v

h~N / (R*|Vo]? + h?by(2)0?) da
RN

v

h2N9h/ (|Vv]* + %) da

RN

= hNh2N0h/ (h2|Vul® + v?) d
RN

> W0 |ullp ey

0 que encerra a demonstracao.
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O Lema 3.1 garante que Ej, é um espaco de Hilbert, com produto interno dado por

(u,v), = Vu - Vv + by(hx)uv dz , u,v € Ey, .
RN

De fato, Ej, é completo por ser subespaco fechado de H'(R”Y). E, pelo Lema 3.1, temos
que (u,u), = |ul? = 0 implica [wll g1 grvy = 0, 0 que, por sua vez, implica u = 0. As
outras propriedades de produto interno sao evidentes.

O préximo resultado que vamos demonstrar diz respeito ao funcional ¢ : F, — R

dado por

Oy (u) = 1/RN (IVul® + by (ha)u?®) da — G(hx,u) dx .

2 RN

As solugoes fracas de (P3) sao os pontos criticos deste funcional. Por isso nosso objetivo
no que segue ¢ mostrar que ®; possui pontos criticos. O lema a seguir é o primeiro
resultado nesse sentido.

Lema 3.2. Para cada h > 0, o funcional ®, dado acima estd bem definido e é de
classe C' em E),.

Demonstragao. Observe primeiramente que, pela hipétese (g2), temos
gz, t) < CL(L+[tP7)

para todo x € RY et € R. Se u > 0, integrando a desigualdade acima de 0 até u e
observando que g(x,0) = 0, por (g1), obtemos

g(x,u) = /Ougt(x,t) dt

< 01/ (147" dt
0

p
p

= Chlu| + ColulP .

Analogamente, se u < 0, temos que

—g(z,u) = /gt(x,t) dt

< 6*1/O (14 (=t)>") dt

()

= Cl|U’+Cg|U’p
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Por (g3), temos que g(x,u) > 0se u > 0 e g(z,u) < 0 se u < 0. Sendo assim, pelas
desigualdades acima, temos que

lg(z,u)| < Cilu| + Colul”, (3.1)

para todo € RY e u € R. Agora note que, por (g1), dado € > 0, existe § = §(e) > 0
tal que
ul <5 = lg(z,u)] < clu] , Yo € RN

E se |u| > 4, entao, por (3.1), temos que

sl <l (s + )

N
=
=
TN
ile
_l_
&2
N———

< Aul? .
Assim, para todo z € RY e para todo u € R,
9, u)] < eful + AJul? . (3.2)
Consequentemente, obtemos, por integragao em relagao a u da desigualdade anterior,
G (z,u)| < e|ul® + Ccluf™ . (3.3)

Desta tltima desigualdade, concluimos que, dado u € Ej,, a integral [,y G(hx,u)dz é
finita. Isto mostra ®;, estd bem definido.

Vamos mostrar agora que ®;, é de classe C'. Observe primeiramente que, se v € Ej,
a primeira integral que aparece na expressao de ®,(u) é o quadrado da norma de u
em FEj, e, portanto, define um funcional de classe C* em Ej, (cf. Apéndice C). Basta
mostrar entdao que a segunda integral na expressao de ®;(u) define um funcional de
classe C''. Isto ¢, denotando Jy(u) = [pn G(ha,u)dz, u € Ej,, devemos mostrar que Jj,
¢ um funcional de classe C*.

Fixe v € Ej,. Vamos mostrar inicialmente que J;, possui derivada de Gateaux em
u. O candidato a derivada de Gateaux de J, em u é a aplicacao T}, que, para cada
v € F}, associa o valor

Jh(u + tU) — Jh(u) — lim

Tyv = lim
t—0 t t—0

(G(hx,u + tvt) — G(ha, u)) i
RN

Se mostrarmos que 7}, é uma aplicacao linear e continua em Ej,, entao T}, sera a derivada
de Gateaux de J, em u. Para calcular o limite que define T}, observe que G é uma
funcao de classe C' em relacio a segunda varidvel, pois ¢ é continua. Sendo assim,
dados t € R, 2 € RY e v € Ej, o Teorema do Valor Médio nos garante que existe
0, = 0n(t,z,v) € (0,1) tal que

G(hx,u+tv) — G(hz,u)
t

= g(hz,u+ Gptv)v .
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Usando agora a desigualdade (3.2) e a desigualdade de Young, temos que, para |t| < 1,

lg(hz,u+ Optv)v] < €|lu+ Opto|jv] + Aclu + Optv|P|v]
< e(lul + [o]) [o] + C (JuP + [v]P) |v]

e e(|u||v|—|—|1}| )—’—C’(|u|j |U|‘|‘|U|j 1)
|u| |/U‘ 2 ’U/P 1 |/U| 1

Como u,v € E, C H'(RY), esta tltima expressao é uma funcao de L'(RY). Além
disso, pela continuidade de g, temos que g(hx,u + dptv)v — g(hx,u)v quando t — 0.
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

T — lim (G(hx,u +tv) — G(hx,u)) i
t—0 RN t
= lim [ g(hz,u+ ytv)v dz
t—0 RN

= / lim g(hz,u + Optv)v dz
R

N t—0

= / g(hz,u)v dz .
RN

Logo, T}, é claramente linear. Precisamos mostrar agora que também é continua. Us-
ando novamente a desigualdade (3.2), temos que, para todo v € Ej,

Tl < / g(ha, w)o] de
RN

< / elullv] + Adup|o| da
RN

Entao, pela desigualdade de Holder, obtemos

1 1
Tho| < e(/ ]u\2d:c) (/ ]v|2d;1:>
RN RN
D 1
p+1 p+1
+AE</ |u|p+1dx) (/ ]U|p+1dx>
RN RN

< Cullully ol + Cllullz ol = Cn Qull, + lll) 1ol

onde esta ultima desigualdade ¢ consequéncia das imersoes continuas de Fj, em H'(R")
ede H'(RY) em L*(RY) e LPTY(RY). Ela mostra que T}, é limitada, ou seja, é continua.
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Assim, como T}, é linear e continua, entao é a derivada de Gateaux do funcional J;, em
u, isto é, T, = DJp(u).

Resta mostrar agora que a aplicagdo u — DJy(u) é continua em FEj, pois neste
caso a derivada de Gateaux ¢é igual a derivada de Frechet J; : B, — E} (cf. Apéndice
C), onde Ej é o espago dual de Ej,. E se a derivada de Frechet J; é continua, entao,
por definicao, J, ¢ de classe C'. Precisamos mostrar que, se u, — « em Fj, entao
DJ(u,) — DJp(u) em E; quando n — oo, isto é,

[DJn(un) = DJp(u)llg = sup  [(DJp(un) = DJn(u))v| — 0.

VEER, ||v][,<1

Para isto, note que, pela hipdtese (¢g2), pela desigualdade de Hélder e pelo Lema 3.1,

(D Jn(un) = DJp(u))v] = /RN(Q(hI?un) — g(ha,u))v dx

_ /RN (/01 gs(ha,u + s(un — u)) ds) (uy — ) da

1
< / </ Cr(1+ |u+ s(u, —u)|P™h) ds) |, — ul|v| dx
rY \Jo
< C’/ (1 + [u]P™" + Jun P ™) |un — ullv] do
RN
< Cllun = ull 2y 101l 2
—1 —1
€ (s oy + luall s e, )
X |[un — UHLP+1(RN) HUHLPH(RN)
-1 -1
< O (Ll + llally™) lun = ully o1l -

Assim,
1D (un) = DIn(u)l gy < Cr (L [lully™" + lluanll; ) i — ], -

Isto implica que DJ,(u,) — DJy(u) em Ej e, portanto, Jj, é de classe C'. Conse-
quentemente, @), é de classe C!, como querfamos demonstrar.

O

Vamos provar agora que ®;, possui a geometria do passo da montanha. Para cada
h >0, fixe ¢, < 2+, Por (3.3), temos que

1
o) = gl = [l + Colul do
RN

1 2 2 1
= B HUHh — €h HUHL2(RN) - Ceh ||U||I£J;+1(RN)
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Entao, pelo Lema 3.1, obtemos

1 2 €p 2 OC 1
Cn(u) = 5 lull, - o lull, — == el
h th
1 s  CC 1
7 lully = == lully™
Py’
para todo u € Ej. Agora denote A\, = % e escolha r, > 0 tal que % — )\h’rﬁfl > %.

P2

Assim, se |lul|, < rp, entdo, pela desigualdade anterior, temos que

1

2 2 —
uw) =l = Ml
Lo
> <l

Agora, pela hipé6tese (g4), temos que, para todo u € E,\{0} e para todo t € R,
U
on(tu) < S flull2 = ¢ [ dhe)ul d
2 RN
Note que esta ultima integral é finita, pois por (g4),
/ d(hz)|ul* dx < G(hz,u) dx .
RN

RN

Além disso, ela também é nao nula, pois d é positiva. Como p > 2, concluimos que
Oy, (tu) — —oo quando t — oo.
Considere agora, para cada h > 0, o conjunto

[y :={yeC(0,1], En) : v(0) =0, v(1) # 0, ®p(ty(1)) <0 para todo ¢t > 1}

e 0 numero

¢ = Inf max Pp(v(1)) -

Por uma demonstragao analoga a da Proposicao 1.1 do Capitulo 1, podemos mostrar

que ¢, > 0 e que existe uma sequencia (ufl) C Ej tal que

®p(u) — ¢, quando n — oo (3.4)

@}, (ul) — 0 em E} , quando n — oo, (3.5)

para todo h > 0.

Nosso objetivo agora é mostrar que, para valores suficientemente pequenos de h,
a sequéncia (ul') converge em Fj, para uma solu¢dao nao trivial do problema (P3).
Comecamos com o seguinte lema:
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Lema 3.3. Euxiste uma constante o > 0 tal que

. hl12
lim sup ||uth < acp ,
n—oo

para todo h > 0.

Demonstracao. Observe que, por (g3),

1

@h(uh) 7

n

@ (uhyuh = %HuﬁHi—/ G(hx,ul') dx
RN

= 2l [ athyul o)

= (3 2) Il [ Sothe.utyu - Gl s
1 1 B2
> (5-) Il

1
lim (@h(uﬁ) — —CID’h(uZ)uZ) =cp .
p

Além disso,

n—oo

Assim,

n—oo

limsup [[o!|* < (2—“> .

O

O Lema 3.3 nos diz que (ul

) C Ej é uma sequéncia limitada. Portanto, para
cada h > 0, temos que, a menos de subsequéncia, (u") converge fracamente em FEj,
para uma fungao u?. Segue do Lema 3.1 e do Teorema de Rellich-Kondrachov que,
a menos de subsequéncia, (u”) converge fracamente para u! em H'(RY) e converge
fortemente em L; (R"Y), 2 < s < 2*. Desta convergéncia forte, concluimos também
que u(z) — ul(z) q.t.p. em RY e que, dada uma bola B C R existem fungoes

o1 € L*(B) e 05 € LPT!(B) tais que
[un (@) < 01(2) e Jup(2)| < oa(@) |

para todo n e todo z € B. Entao, dado v € C§°(RY), temos que

@}, (up)v — @}, (ug)v (3.6)
isto é,
<UZ>U>h - /RN g(hz,u")v do — <ug,v>h - /RN g(hz,ul)v dx
quando n — oo. De fato, como u — ul em Ej, entdo
<uZ,v>h — <u8,v>h : (3.7)

57



Além disso, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

/ g(hx,ul v dov — g(hz,ul)v du . (3.8)
RN RN

Para verificar isso, note que as integrais acima sobrevivem apenas em uma bola B C
R¥, pois v tem suporte compacto. Entao, por (3.2),

lg(ha, up)v] < elug|v] + Aclug ||

< €loq]||v] + Ae|oa|P|v] -

Esta tltima expressio é uma funcao de L'(B). Para mostrar isso, basta usar Holder.
Temos também que g(hx,ul(z))v(z) — g(hz,ul(z))v(z) qt.p. em RY pois g é
continua. Agora, usando (3.7) e (3.8), concluimos (3.6).

Como @} (u) — 0 em Ej, concluimos entdo que @} (ul)v = 0 para todo v €
Cs°(RY). Usando um argumento de densidade, obtemos que @) (ul})v = 0, para todo
v € E),. Ou seja, ul} é um ponto critico de ®;, e, portanto, é solugao fraca de (P3).
Usando teoria eliptica padrao, mostra-se que, de fato, ul é uma solugao forte de (P3).
Basta mostrar agora que u' nao é identicamente nulo. A seguir nés mostramos que

isso é verdade para h suficientemente pequeno. Para isso, usaremos dois lemas:

Lema 3.4. Existe uma constante 3 > 0 tal que, para todo h > 0, podemos encontrar
R(h) > 0 para o qual

. 2
h?rlnﬂsolip HUZHHl(RN\BR(h)) < Ben

onde Brpy C RY denota a bola de raio R(h) e centro zero.

Lema 3.5. Temos que

lime¢, =0 .
h—0

Antes de provar estes lemas, vamos ver como podemos usa-los para mostrar que
ul nio é identicamente nulo para h suficientemente pequeno, o que demonstraria o
Teorema 3.1. Primeiramente note que, pelo mesmo raciocinio usado para chegar na

desigualdade (3.2), podemos encontrar uma constante C' > 0 tal que
1
|g([E,S)| < E|S| + 20|S|p ’
para todo x € RY e s € R. Entao, usando (3.4), (3.5) e (¢g3), obtemos

1
o = lim @p(uy,) - 5%(“2)“2

1
= lim <§g(hx, uyul — G(h:c,ufl)) dx

n
n—oo JpN

IN

1
liminf/ —g(hz,u")u" dx
RN 2

n—oo

IA

1
liminf/ —|ul? + Clul P ) do .
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Lembrando que u” — uff em L?(Bpg)) e em LP™(Bp), temos entao que

1
cn < liminf / <—|u2|2 + C’\uZ\p“) dx
e BR(n) 26

1
+ / ( [ul|? + C|uh|p+1) dx
RN\Bpgy \20

C [l
Ug Lp+1( BR(h) ﬁ

IN

— lim Sup Hu

2
28 HUOHL2 BRW hHL2(RN\BR<h))

h||p+1

+ C'limsup ||u RN .
00 ” PRRNM\BR(n))

Assim, pelo Lema 3.4, temos que

p+1 p+1

C|ub|[f: S ropttte

Ch < 0 LP+I(BR(h))

=93 H“SLHB(BR(M)

Portanto,

1 11 =t
I+ €I 2 0 (5 - €267

Podemos escolher h; > 0 tal que a expressao do lado direito na desigualdade acima

seja positiva para todo h < h;. Tal escolha é possivel porque ¢, — 0 quando h — 0,

como afirma o Lema 3.5. Sendo assim, concluimos da desigualdade acima que ul nao

¢ identicamente nulo para h < h;.
Vamos agora provar os Lemas 3.4 e 3.5.

Prova do Lema 3.4. Vamos mostrar que, para cada h > 0, podemos escolher R =
R(h) > 0 tal que

/ lu|? da < A—l/ (IVul |* + by (hz)|ul?) dz | (3.9)
RN\Bg RN

onde A é a constante da hipdtese (bh3). Dai, teriamos
A — /R o (V)
< /]RN (IVul|* + by (ha)|u)?) dz
+ A1 N (IVul |* + by (ha)|ul[?) dz
R

= (1+A_1)HuZHIQL .
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Entao, pelo Lema 3.3, terfamos

lim sup HuZHiP(RN\BR) < (1 + A_l) lim sup Hu,’ﬂﬁl < (1 + A_l) acy, .

n—oo n—oo

Isto ¢, basta tomar 3 = (1 + A~!) a. Para provar a desigualdade (3.9), vamos denotar
B, = RM\Bg, G, = $Gap = {x € RN : hx € Gap} e vi(x) = ult(%£). Note que

/ W2 de < A7) by (ha) |l 2 d (3.10)
BaAGH, BaAGH,

Além disso, usando substituicao de variaveis, a desigualdade de Holder e a imersao
DL2(RY) — L¥ (RY), temos que

/ [ul|? dox = h_N/ vl ? dx
B%ﬂGf}x’h B;:LRHGA,h

< W |Bipn GA7h|% /N M dx
R

< h—NyB;RmGA,h|f2VC(N)/

» (Vo2 dx

BB, N Gl C(N)/ IVl 2 da
]RN

Agora observe que |G 4| < oo implica
Rhm |GA,h\BR| = Rhm |GA,h N B§| =0.

De fato, seja (Ry) uma sequéncia crescente de niimeros positivos tais que limy_ ., Ry, =
oo. Temos que

Aim [Gap\Bg| = lim [Gap\Br,| -
Mas
ﬂ Gan\Br,

k=1

—0=0.

Jim [Gap\Br,| =

Sendo assim, podemos escolher R = R(h) suficientemente grande de tal maneira que
|Bi N Ganl < (AC(N)) "2 RN .

Dali,
/ W2 de < hT2|BS N Ganl¥ C(N)/ IVl | dx
BRNGY RN

< A_l/ |Vul? da .
RN
Combinando (3.10) com a desigualdade acima, deduzimos a desigualdade (3.9).
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O

Prova do Lema 3.5. Dado qualquer u € E,\{0}, como ®(tu) — —oo quando
t — o0, o caminho 7(t) = tu, t > 0, pode ser parametrizado de tal forma que um
pedaco dele pertenca a I'j,. Portanto,

cn < I?g)x Dy (tu)

para todo u € E,\{0}. Logo,

cp < inf  max ®p(tu) .
uEEh\{O} t>0

Como, por (g4),

(1) < Uy (u) = %/RN (1Vul? + by () [uf?) d — /RN d(ha)ul* do

entao
cn < inf  max Wy (tu) .

uEEh\{O} t>0

Fixado u € E,\{0}, para calcular max;>o Wy (tu), basta derivar ¥y (tu) com relagao a
t e descobrir onde a derivada se anula. Fazendo isto, obtemos

(fm <vu2+bh(hm2)dx>ﬂ |
(fun d(h)|ul dz)

W, (tu) = t.
max n(tu) = cons

Agora, denotando

UEMh

¢p = inf / (IVul?* + by (hx)|ul?) dx
RN

onde My, = {u € Ej : [ d(ha)|u|" dz = 1}, nés provamos entao que

©

cp, < const. ¢

Para concluir a demonstragao do Lema 3.5, basta provar agora a seguinte afirmagcao:
Afirmacao. ¢, tende a zero quando h — 0.

Prova da afirmacao. Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia (h,,) C (0, 1],

com h,, — 0, tal que ¢,, > ¢, > 0. Por simplicidade, nés omitiremos o subindice m e

escreveremos apenas h, ao invés de h,,. Ou seja, vamos escrever ¢; no lugar de ¢, .
Sabemos que, para toda u € C§°(RY), vale a desigualdade

HUHLQ*(RN) <C HVUHLZ(RN) )

para alguma constante C' = C'(N) > 0. Além disso, se ¢ > 1 e ¢ # 2*, nao existe
constante C' > 0 tal que vale

[l ary < C IVl 2@,
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para todo u € C$°(RY). Portanto,

Vul? d
i Je [Vl de - dldr / Vul> dz =0,
ueCge (RN)\{0} ||u||LM(RN) ueCP®RN)  JRN

“u“LM(RN> 1

pois p < 2*. De fato, pela hipdtese (g4) e pela desigualdade (3.3), temos que p < p+1.
Mas p+ 1 < 2*. Logo, p < 2*. Assim, podemos tomar uma sequéncia (u,) C C°(RY)
tal que

lim |Vu,|> dr =0 e / lup |t dz =1 (3.11)
RN

n—oo RN

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, vemos que
/ d(hz)|u,|* dr — d(0) quando h — 0,
RN

para todo n. De fato, como w, tem suporte compacto, o produto d(hz)|u,|* é nulo
fora de uma bola, digamos B,, C RY. Suponha que B, é centrada na origem. Assim,
se r € B, entao hx € B,,, pois h < 1. Portanto, para = € B, vale a desigualdade

|d(hx)uy| < |un|* maxd(y) .
yEBn

Ou seja, d(hx)|u,|* é limitada em RY por uma funcio de L'(RY). Além disso, como
d ¢ continua, entao d(hx)|u,|* — d(0)|u,|*, quando h — 0, para qualquer que seja
x € RY. Portanto, usando (3.11), temos que

/ d(hz)|u, | de — / d(0)|up " de = d(0) quando h — 0 .
RN RN

Denotando d(0) por dy, podemos entao encontrar h,, > 0 tal que

/ d(hz)|u,|* dx > b , (3.12)
RN 2

para h < h,.

Agora considere
un

= T -
(Jew d(ha)lug | dz)
Entéo v, € M}, para todo n e todo h. Além disso, por (3.12), temos que, para h < h,,

2
2\ n
/ Vonnl? do < (—) / V|2 da
RN dO RN

Segue de (3.11) que nés podemos encontrar ng tal que, para todo h < hy,,

/ VU n|? do < Q.
. 2

n,h

Por outro lado, como v, 5, € M}, temos que
/ (|V1}n,h|2 + bh(hx)\vn,h\Q) drx >7¢, > ¢ ,
RN
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para todo n e todo h. Portanto, usando (3.12), temos que, para h < hy,,,

i 2
/ bh(h.ﬁ[)‘u |2 de > (@) ! fRN bh h‘r)|un0’ dx
RN 0 = 2 fRN (ha)|wn, |* dx)
- (%) H / bh(hm)|vno,h|2 dx
RN
do\ =
2 (_O> (ED _/ ’vvno,hl2 dQT)
2 -
2 —
> do\* %
> 5 5

Mas isto é absurdo, pois
/ b (h)|tin,|* dv — 0 quando h — 0 .
RN

De fato, a integral acima s6 sobrevive em uma bola, pois u,, tem suporte compacto
em RY. Nessa bola, pela hipétese (b2), temos que b, (hx) converge uniformemente para
zero quando h — 0. Assim,

lim b (ha) [t |* do = / lim by, (ha) |t |* dz =0 .
RN h—0

h—0 RN

Isto conclui a demonstracao do Lema 3.5 e, consequentemente, do Teorema 3.1.

Observagao. Para obter uma solucao positiva de (P3), basta trocar g(z, s) por

n _f g(z,s) ses>0
g(x,s)—{ 0 se s < 0.

De fato, com os mesmos argumentos utilizados ao longo deste capitulo, mostramos que
o problema
—Au + by (hx)u = g (ha,u) , v € RY,

também tem solucao nao trivial em E}, digamos uy, para h suficientemente pequeno.
Entao, denotando

1
In(u) = 3 /]RN |Vul? + by, (ho)u? dz — Gt (hz,u) dz , u € Ej, ,

RN

onde G (hz, s) fo (hax,t) dt, temos que I} (up)v = 0, para todo v € Ej,. Portanto,
0 = Ij(un)uy, = (up,uy, ), — /N gt (hx,up)u, dz |
R

63



onde u, = max{0, —uy}. Mas

<uh’u7:>h = <“; - “i:’ui;>h = H“ZHz

Além disso, o produto g* (hz,us)u;, ¢é sempre igual a zero, pois as funcoes g*(hx, up)
e u;, nunca sao nao nulas simultaneamente. Logo,

0= I (un)u, = — ||UE||i :

ou seja, u, = 0 e, portanto, u, > 0. Dai, basta usar o Principio do Maximo Forte para
provar que, de fato, u, > 0.
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Apeéendice A
Campo pseudo-gradiente

Considere um espago de Banach X e o seu dual X', com normas |[|-|| e ||| 5/,
respectivamente. Seja I € C''(X,R) um funcional.

Definicao A.1. Um vetor pseudo-gradiente para I emu € X € um vetor vy € X tal que
(PG1) [voll < 2|[T"(w)]lx

(PG2) I'(u)vo > [II'(u)]l%
Observacgoes:

1) Se X ¢é um espaco de Hilbert com produto interno (-, -), entdo VI(u) é um vetor
pseudo-gradiente para [ em v € X. De fato, temos
(@) IVI()]l = (W)l x < 2[[I"(u)]x
(id) I'(u)VI(u) = (VI(u), VI(w)) = [VI(u)]* = |I'(u)]

2) Para todo u € X tal que I'(u) # 0, existe um vetor pseudo-gradiente para I em
u. De fato, lembrando que

11" (w)llx, = sup [I'(w)v|

l[oll=1

temos que existe v € X, com [[v]| = 1, tal que I'(u)v >  ||I'(u)]|| x,. Sendo assim,
seja w, = % | I'(w)]| x v. Entdo, w, é um vetor pseudo-gradiente para I em u,
pois

3 3
loull = 5 1 (@l ol = 5 17 (@l < 21 (@)l

3 2
I'(ww, = I'(w)g [T (W)xv > 11 (@)l -
Agora vamos definir o que é um campo pseudo-gradiente.

Definigao A.2. Seja X ={u€ X :I'(u) #0}. Un campo pseudo-gradiente para I ¢
uma aplicagao V : X — X tal que

(i) Para cada v € X, V(u) € um vetor pseudo-gradiente para I em u;
(17) V' € localmente lipschitziana.
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Lema A.1. Se I € C*(X,R), entdo existe um campo pseudo-gradiente para I.

Para demonstrarmos a existéncia de um campo pseudo-gradiente para I, precisamos
de algumas defini¢coes e de um resultado devido a A. H. Stone. No que segue, M
denotara um espaco topoldgico de Hausdorft.

Definicao A.3. Seja C' = {C\},., uma familia de subconjuntos de M. Dizemos que
C € localmente finita se, para cada x € M, existe uma vizinhanca V, de x tal que
V,NCy # 0 apenas para um nimero finito de conjuntos Cy. Quando a familia C' cobre
M, dizemos que C' € uma cobertura localmente finita.

Definigao A.4. Sejam C e C' coberturas abertas de M. Dizemos que C refina C' se,
para todo U € C, existe U' € C' tal que U C U’.

Definicao A.5. M ¢ paracompacto quando toda cobertura aberta de M pode ser refi-
nada por uma cobertura aberta localmente finita.

Todo espago métrico é um espago topologico de Hausdorff. Mas temos mais do que
isso, pelo seguinte teorema.

Teorema A.1 (Stone). Todo espagco métrico é paracompacto.

Agora observe que X é um espaco métrico, pois a métrica de X também é uma

métrica em X, ji que X C X. Portanto, pelo teorema acima, X ¢ paracompacto.
Além disso, como jé foi observado, dado u € X, temos que w, = 2 ||I'(u)||y, v ¢ um
vetor pseudo-gradiente para I em u, onde ||v|| = 1, pois

lwall < 27 ()]l x/

2
I'(wwy >[Iy -

Como I’ é continua, existe uma vizinhanca N, de u tal que

2
lwull <2[7 W)l e IW)wu = (1 W)x

para todo y € N,. Entao, temos uma cobertura aberta de X, que é {Nu},ex- Sendo

X paracompacto, esta cobertura aberta pode ser refinada por uma cobertura aberta
localmente finita, digamos {Ny},.,. Assim, para todo A € L, existe uy € X tal que
Ny C N,,. Para cada A, denote wy = w,,. Dai, temos que

loall < 2 ()] x
{ I'(y)wy > I (A1)

para todo y € Ny C N,,.

Novamente pela paracompacidade de X, existe uma particdo da unidade (®r)rer
subordinada a cobertura {N,},.,, onde as fungoes @, sao localmente lipschitzianas.
Entao, temos que

1) supp(®x) C N ;
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) ) @i(u)=1,VueX .

A€eL

Agora considere a aplicacio V : X — X dada por

u) = Z D)\ (u)wy,

AEL

Lembrando que a cobertura {N,},., ¢ localmente finita, entao, fixado u € X, existe
uma bola Bs(u) e um conjunto finito L, C L tal que Bs(u) N Ny # () implica A € L,,.
Como para cada A € L temos que supp(®,) C Ny, entao, se y € Bs(u), ®5(y) = 0 para
A & L,. Isto mostra que o somatério na terceira propriedade da partigao da unidade e
o somatorio que define V' sao sempre finitos e, portanto, V' estd bem definida. Assim,

(y) = > daly)ws ,

para todo y € Bs(u). Além disso, para cada A\ € L,, existe uma bola centrada em wu
onde a fungao @, ¢ lipschitziana. Chamaremos de B a menor entre essas bolas e a bola
Bs(u). Entao, se y, z € B, temos que

V) =VEI = | D (@aly) — ®a(2))wa
< Y [@a(y) — A2 [fwal]

< D Kally = wl

AEL,

= Kully — =[] .

Ou seja, V é lipschitziana na bola B centrada em u. Como u € X é arbitrario, entao
V' ¢é localmente lipschitziana.
Vamos mostrar agora que V(u) é um vetor pseudo-gradiente para [ em u. Para
isso, observe primeiramente que se u € Ny, com A\ € L,, entao valem as desigualdades
m (A.1). E se u ¢ Ny, entao ®,(u) = 0. Portanto, vale a seguinte relagao:

V@) < ) ®a(u)lw

AELy,
< D 20w ' (w)llx
AELy
= 2|l (W% Y 2alw)
AELy
= 2|I'(W)lx Y Pa(w)
AEL
= 2[[I"w)llx -
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Observe agora que, pela linearidade de I'(u), temos que

IV = I'(u) > dx(u)wy

Assim, usando (A.1) novamente, obtemos

I)V(w) > ||z Y ®alu)

AELy

= [I'Wl% ) ®aw)

AeL

= (1'% -

Logo, V(u) é um vetor pseudo-gradiente para I em u e, portanto, a aplicagao V' : X -
X é um campo pseudo-gradiente para I. Isto demonstra o Lema 1.
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Apendice B
Resultados gerais

Lema B.1 (P.L. Lions, 1984). Seja r > 0 ¢ 2 < ¢ < 2*. Se (u,) € uma sequéncia
limitada em H*(RY) e se

sup / |up|?de — 0 quando n — oo |
yeRN J B, (y)

entdo u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.
A demonstracao do lema acima encontra-se em [6].

Lema B.2. Sejar >0 e B, CRY a bola de centro 0 e raio r. Considere uma funcgdo
b e CY(RY,R) tal que b(z) > —B, B >0, para todo x € RY. Entao, denotando

[z, (IVul® + b(2)u?) dx

1n 2
weH(B,)\{0} lullz2p,)

. [ (IVul® + b(z)u?) dx
vy = mn -

ueHy (Br)\{0} Hu”i%&)

)

temos que
1
p < vy < C(N) (M1+B+ﬁ) .

Demonstracao. A primeira desigualdade é ébvia. Vamos provar a segunda desigual-
dade. Seja ¢ > 0 arbitrario. Pela defini¢ao de i, podemos encontrar ¢ € H'(B,) tal
que

/ e =1 (B.1)

i< [ (V0P + b)) do < ju e (B.2)

Portanto, [ [Vo[’de <+ B +e.
Note que

/ (IVY]* +b(x)p?) do < HbHLoo(BT)/B IV +9?) da

2
= HbHLOO(BT) ||u||H1(Br) :
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Além disso, como B, é um aberto de classe C*, entdo C(B,) é denso em H'(B,).
Logo, podemos supor que v estd em C>(B,).

Agora tome h < 1 suficientemente préximo de 1 de tal forma que [|¢[[;2(5, | > 0.
Entao, nés temos a desigualdade de interpolagao

N+42

1
1020y < B [l + 7 ( / d) IV, - (B3)

Para provar esta desigualdade, considere a fungao f(h) = [ B, P2 (h€)dE, isto é, f(h) =
h= Hwniz(]gm. Observe que, para ¢ € B,., temos

‘3@020&5) ‘

| = 20(RE) V()

IN

2r ||77Z)||L°°(Br) ||V1/}||LOO(BT.) :

Portanto, temos que

Ay [ 000

dh oh

_ / 2(hé)V (1 (hE))E dE |

T

(cf. [1], Corolario 5.9). Entao, usando a desigualdade de Holder e substituicao de
variaveis, obtemos

WIB| o1
| < ey [ 2nelvee
—-1/2 1/2 1/2
< r( w2<h5)d5> ( w2<h5>df) ( [ oo df)
B, By B,
1/2
<t ([ givetr i)
< rhE IVl 28, -
Portanto,

[N ~ |- V7

= | IWlaga) = B2 1l 2,

1
_ N2
. T(/ 4 ds) IV% 0 2(s) -
h

o que mostra a desigualdade (B.3).

70



Observe agora que, como h < 1, temos que

1 1
/ S—Nz”dsg/ hads=h"3 (1—h) .
h

h
Portanto, usando (B.1) e (B.2), obtemos da desigualdade (B.3) que

1< B3 @l o,y + 7R % (L= k)i + B +e.

Multiplicando esta desigualdade por hy, obtemos

N+2
B3 (b= D)y + B+ e < [0l - (B4)

Tomando

1 1
h =max< -,1 — —5 , (B.5)
2 272 ry/u+B+e

obtemos

N+2 1 1
h=2 +r(h—=1)\/imm+B+e > —w=+r|— Vin+ B +e
( ) o Ni2 oM. i+ Bte 1

1 1
2N;»2 2N;4
1
oMt

Assim, da desigualdade (B.4), concluimos que

2
e > ON+d

Bhr
Agora considere uma funcao y € Cg°(RY) tal que x = 1 em By, x = 0 em R\ B,
e |Vx| < 7~(1—1—h) Denote ¢ = v¢x. Entao ¢ € H}(B,) e, portanto,
s, IVel* + b(x)¢?) da
fBr p2dw '

Vo =

(B.6)
Observe que

/ (IVel* +b(2)¢?) dz < / (IVel + (b(z) + B)y?®) da

T T

< 2 / (IV9I + b(a)d? + B + 42|V x[?) da

< 2<M1+6+B+ (B.7)

1
r2(1—h)2) "’
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Agora, por (B.5), nds temos que

1
h<1-—= ,
272 ry/u1+B+€
ou seja,
1

N+6,.2
mﬁ? r*(u + B+e) .

Entao, de (B.7), nds obtemos

/ (IVe]? +b(z)p?)dz < 2[4+ B+e+2V(u + B+¢)]

r

A

< C(N)(m+B+e) .

1
2 2
[ G,

Portanto, de (B.6) e destas duas tltimas desigualdades, nés concluimos que

Note também que

vo < C(N)(u1+ B+e) .
Como € > 0 é arbitrario, podemos tomar € = r% Isto conclui a demonstracao.
O

Teorema B.1 (Principio do Méximo Forte). Seja 2 C RN um aberto conexo e L um
operador uniformemente eliptico em € da forma

n

Lu = Z a” (2) g, + Z V' (2)ug, + c(x)u
i=1

ij=1

onde os coeficientes a”, b e c estao em L>®(Q). Suponha quec =0 eu € C?(Q)NC(Q).
Assim,

(1) se Lu>0 em Q) e u atinge mdzimo em 2, entdo u € constante em Q.
(i1) se Lu <0 em Q e u atinge minimo em S, entao u € constante em .
No caso em que ¢ < 0, vale o sequinte:

(1ii) se Lu >0 em ) e u atinge mdzximo ndao negativo em Q, entao u € constante em
Q.

(v) se Lu < 0 em Q e u atinge minimo nao positivo em €Y, entdo u € constante em

Q.

Lema B.3. Seja f uma fungao mensurdvel a Lebesgue. Suponha que f >0 e fRN fdx
< 00. Entdo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

]A|<6:>/fd:r:<e.
A
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Demonstragao. Seja g, = fX[f<n, 7 € N, onde X[y« € a fungao caracteristica do
conjunto {z € RY : f(z) < n}. Entdo g, > 0, para todo n, e g,(x) T f(z) quando
n — oo, para todo x € RY. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, temos
que

fdx :/ gndr — fdx .
[f<n] RN

]RN
Como

RN [f<n] [f>n]

entao f[fzn} fdx — 0 quando n — oco. Logo, dado € > 0, existe ng tal que

/ fdr < <.
[f>n0] 2

Note que, para qualquer A C RY mensurével,

/ﬁM:/ fm+/ fdv < molA| + < |
A AN[f<no] AN[f>ng] 2

Assim, tomando § = ﬁ, obtemos

|A]<5:>/fd:c<e,
A

como queriamos demonstrar.
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Apéndice C
Funcionais diferenciaveis

Sejam X um espaco de Banach e U um subconjunto aberto de X.

Proposicao C.1. Considere o funcional I : X — R. Se I tem deriwada de Gateaux
continua em U, entio I € CY(U,R).

Demonstragao. Sejam u,v € U tais que u +v € U. Como [ possui derivada de
Gateaux sobre U, digamos I’, entao pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0, 1) tal
que

I{u+v) — I(u) = I'(u+ Ov)v.

Note que
I(u+v)—I(u) = I'(uw)v =I'(u+0v)v — I'(u)v,
donde )
m(f(u +v) = I(u) = I'(u)v) = m(f’(u +0v)o — I'(u)v)
= (I'(u+6v) — [’(u))HZ—H.
Deste modo,
ﬁ(f(uﬂ)) —I(u) = I'(w)v) | < || '(u+0v) = I'(u) |-

Como, por hipdtese, a derivada de Gateaux é continua, segue que, dado ¢ > 0,
existe 6 > 0 tal que se ||v]] < d, entdo

| I'(u+6v) — I'(u) || <e.

Logo, X
lim — ([ (u+v) — I(u) — I'(u)v) = 0.

=0 o]

Deste modo, temos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateaux
que, por hipétese, é continua. Logo, I € C'(U,R).

0
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Agora, seja H um espaco de Hibert. Considere o funcional Jy : H — R definido
por Jo(u) = ||ul| 4, u € H. Entao, temos o seguinte resultado:

Proposigao C.2. J, € C'(H,R).

Demonstragao. Vamos verificar a existéncia da derivada de Gateaux de Jy. Dado
u € H, para cada v € H, obtemos

TN ) e ] AR :
- lim : = ST (u, o) + [l

= <u7 U>H
Logo, a derivada de Gateaux existe e é dada por
Jo(w)v = (u, v}y -

Vamos mostrar que ela é continua. Para tal, tome (u,) C H com u,, — u em H. Dado
e>0ewve H tal que |[v]|, <1, temos que, para n suficientemente grande,

|(Jo(un) = Jo(w)v] = [Jo(un — u)v|
= [un —u,0) 4]
< lun = ullg ol
< €,
implicando que

16 () = o (w)ll g = sup |(Jo(un) = Jo())v] < e
ve
loll<1
Portanto,
|6 (un) — Jy(w)]| ;7 — 0 quando n — oo.

Logo, J : H — H' é continuo. Pela Proposicao C.1, Jy € C'(H,R).
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