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Resumo

Nesta dissertacao, iremos apresentar um Método Geral para se obter Leis Fortes dos
Grandes Numeros e aplica-lo em sequéncias de varidveis aleatoérias Positivamente e Nega-
tivamente Associadas. Faremos uma comparacao entre a demonstracao de um teorema
classico de Lei Forte dos Grandes Nimeros para variaveis aleatorias independentes e suas

versoes para variaveis aleatorias Positivamente e Negativamente Associadas. Apresentare-

mos um resultado sobre a taxa de convergéncia de —, no caso de variaveis aleatorias
n

Positivamente Associadas.

Palavras chave: Lei Forte dos Grandes Numeros, Varidveis Aleatorias Associadas, Taxa

de convergéncia.
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Abstract

In this dissertation we will present a General Method in order to obtain Strong Laws of
Large Numbers and we will apply it in sequences of positively and negatively associated
random variables . We will make a comparison among the proof of a classical Strong
Law of Large Numbers Theorem for independent random variables and its versions for

positively and negatively associated random variables. We will present a result on the

Sn . " . .
convergence rate of —, in the case of positively associated random variables.
n

Key words: Strong Law of Large Numbers, Associated Random Variables, Convergence

rate.
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Lista de Notacoes

v.a.’s - variaveis aleatorias.

L.F.G.N. - Lei Forte dos Grandes Nimeros.

h(z) \, - h(x) é ndo-crescente.

h(z) /" - h(x) é nao-decrescente.

PA - Positivamente Associadas (Defini¢ao pag. 20).

NA - Negativamente Associadas (Defini¢cao pag. 40).



Introducao

O conceito de variaveis aleatorias Positivamente Associadas (associadas, na terminolo-
gia original) foi introduzido na literatura estatistica por Lehmann [22] em 1966. Em 1967,
devido a sua aplicagao em Teoria da Confiabilidade, Esary et. al. [17] no artigo Associa-
tion of Random Variables, with Applications, também introduziram a noc¢ao de associacao.
O mesmo conceito foi usado em Mecanica Estatistica sob o nome de desigualdades FKG,
iniciais dos autores Fortuin, Kasteleyn, Ginibre em 1971 [19]. Discussoes extensas sobre
associa¢ao também podem ser encontradas em livros recentes e monografias, por exemplo
Cohen e Sackrowitz [14, 15|. Newman [23| foi o primeiro a estabelecer o Teorema do
Limite Central para variaveis aleatérias Positivamente Associadas. Outros importantes
trabalhos do mesmo autor, individualmente ou em conjunto sao Newman [24] e Newman
e Wright [25, 26]. H&4 uma melhoria significativa no nimero de contribui¢ées do ponto de
vista de probabilidade e estatistica. Algumas delas s@ao representadas pelos artigos de Cox
e Grimmett |16, Birkel [4, 5, 6], Bagai e Prakasa Rao |2, 3|, Roussas [28, 29, 30, 31, 32|,
Yu [35] e Cai e Roussas |7, 8, 9, 10]. *

Este trabalho é baseado principalmente no artigo A General Method to the Strong
Law of Large Numbers and its Applications, dos autores Shanchao Yang, Chun Su e
Keming Yu [34]. O objetivo é descrever um resultado geral sobre a Lei Forte dos Grandes
Numeros e aplica-lo em sequéncias de varidveis aleatérias Positivamente Associadas e
Negativamente Associadas. Para isso, consideraremos versoes do seguinte teorema para

variaveis aleatorias independentes:

*As referéncias deste paragrafo, foram tiradas da Introdugao de [20].



Introducao 3

Teorema 0.1. Seja {X,,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes

com EX,, =0 para cada n, e 0 <b, ] oo. Seja p: R — RT uma fungao par e continua

em R tal que
= E(p(X,
% e 80;? N\, quando |xr|T oo e ngl % < 00.

I
Entao E;X‘j—ﬂ] q.c.

Observe que no teorema acima, se considerarmos p(x) = 2> e b, =n obtemos a 1%
Lei Forte de Kolmogorov, que é classica nos estudos de probabilidade. Ela é um dos casos
mais praticos de Lei Forte dos Grandes Ntimeros para variaveis aleatorias independentes.
Mas nem sempre é possivel se ter a independéncia das variaveis aleatorias, por isso ha

diversos estudos sobre variaveis aleatoérias dependentes.

Em nosso trabalho, iremos tratar de um tipo de dependéncia. Apresentaremos versoes
do teorema acima para varidveis aleatorias Positivamente Associadas e Negativamente

Associadas:

(i) Sejam {X,,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias Positivamente Associadas

com EX, =0 para todo n, e ¢ : R — RY uma funcao par, com lim ¢(x) = oo, e
T—00

tal que
(a) ¢ € nao-decrescente em [0,00) e ¢lz) , T — 00 0u
T
b £ D
x x

Suponha que {b,} é uma sequéncia nao-decrescente de nimeros positivos que satis-

ban,
faca 1<b—<c<oo para algum ¢ > 1, para todon > 1, equeZu% ) < 00

n =1

onde u(n) = sup Z Cov(X;, X;). Adicionalmente suponha que

izl Jij—i>n

b} E(p(X;))

- E(p(Xa)) - ~
Z” - Z o) Zb EEOE

Sn
Entao = — 0 gq.c

n
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(ii) Sejam {X,,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias Negativamente Associadas
com EX,, = 0 para todo n, e p : R — R" uma fungao par, com lim p(x) = oo, €
r—00
tal que

p(z)

(a) ¢ € nao-decrescente em [0,00) e ——= \, T — 00 0U
x

(b) pl@) . ¢

Suponha que {b,} é uma sequéncia nao-decrescente de nimeros positivos que satis-

Tr — OQ.

b
faca 1< 2 < c¢ < oo, para algum ¢ > 1, para todo n > 1, e que

iE(@(X; <o € Zn_lb zn:bz bj < 00.

Jj=1

Sn
Entao, = — 0 q.c.

n

No Capitulo 1, apresentaremos um método eficaz para se obter a Lei Forte dos Grandes
Numeros. Neste método, em nenhum momento vamos mencionar sobre a dependéncia das
variaveis aleatorias envolvidas. Este método é muito importante para o nosso trabalho,
pois ele é a chave principal das demonstracoes dos teoremas sobre Lei Forte dos Grandes
Numeros para variaveis aleatorias Positivamente Associadas e Negativamente Associadas.

Em tal método, vamos considerar {b,} uma sequéncia nao-decrescente de ntimeros posi-

tivos com 1 < % < ¢ < oo, para algum c>1, e se para um dado € > 0,
n

Z n P (max |S;| > bn&?) <K < o0,
— 1<j<n

onde K > 0 é uma constante, entao

Como implicacoes deste método, provaremos que ele também vale se {a; : j > 1} é

nao-decrescente e as condigoes

o

E(f?]ix |Sk> Za] e —<oo

JlJ

valem, para r > 0, e para b, = n® [(n), onde &« > 0 e [(n) é uma sequéncia nao-
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(tn)
(1)

. ~ . 2n
Demonstraremos também uma versao deste método para O caso em que b_ € crescente e
n

decrescente definida em (0,00) e lentamente variante, isto é, — 1, quando t — oo.

ilimitada.

No Capitulo 2, Secao 2.1, apresentaremos a definicao de variaveis aleatérias Positi-
vamente Associadas e alguns resultados preliminares, como por exemplo o Lema 2.3 que
seré de grande importancia na demonstragao do Teorema 2.5. Na Se¢ao 2.2, demonstrare-
mos o teorema da Lei Forte dos Grandes Ntuimeros para varidveis aleatorias Positivamente
Associadas, que nada mais é do que uma versao do Teorema 0.1. Para tal demonstracao,
precisaremos da nog¢ao de sequéncias equivalentes que é apresentada na Definicao 2.7.
Apos sua demonstragao, faremos uma observacao interessante, a qual iremos comparar
as demonstracoes do teorema para variaveis aleatorias Positivamente Associadas com
o Teorema 0.1. Em seguida, vamos mostrar algumas consequéncias, como a prova de
um resultado para variaveis aleatorias independentes usando o teorema para variaveis
aleatorias Positivamente Associadas. Isto é possivel pois varidveis aleatérias indepen-

dentes sao Positivamente Associadas. Finalmente, na Secao 2.3, faremos uma discussao
A . n
sobre a taxa de convergéncia de —.
n

No Capitulo 3, Secao 3.1, apresentaremos a definicao de variaveis aleatorias Negati-
vamente Associadas e alguns resultados preliminares, como o lema que nos auxiliard na
demonstracao do Teorema 3.8. Para a demonstracao deste lema, utilizamos resultados so-
bre variaveis aleatorias Negativamente Associadas que podem ser encontrados em [33, 11].
Na Secao 3.2, demonstraremos o Teorema 3.8, que como no Capitulo 2, é uma versao do

Teorema 0.1 para varidveis aleatorias Negativamente Associadas.



Capitulo

1

Um Método Geral para a Lei Forte dos

(Grandes Numeros

Neste capitulo vamos apresentar um método eficaz para obter Leis Fortes dos Grandes

Numeros. Em tal método, precisamos apenas que {b, } seja uma sequéncia nao-decrescente

. o 2
de niimeros positivos com 1 < - < ¢ < 0o, para algum c>1 e que
n

1<j<n

Z n~lp (max |S;| > bns) < K < o0,
n=1

paraec > 0e K > 0 (constante). Como consequéncias desse Método, demonstraremos dois

corolarios. Além disso, vamos demonstrar uma versao deste método para uma sequéncia

bZn
de ntimeros positivos {b, } geometricamente crescente <1sto ¢, — é crescente e ilimitada | .
n

Em todo o trabalho, {X;,j > 1} denotara uma sequéncia de v.a.’s definidas no espago

de probabilidade (Q, F,P) e S, =Y X

Jj=1
Neste e nos proximos capitulos, vamos considerar, a menos que se diga o contrario,
~ b2n
que {b,} ¢ uma sequéncia nao-decrescente de ntimeros positivos com 1 < — < ¢ < o0,

n

para algum ¢ > 1, para todo n > 1.
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1.1 Um Meétodo Geral e algumas Consequéncias

O teorema a seguir é um método geral da Lei Forte dos Grandes Nimeros. A grande
importancia deste método é que nao é necessario ter como hipotese a dependéncia ou

independéncia das v.a.’s envolvidas.

Teorema 1.1. (Método Geral) Suponha que {b,} satisfaca as condi¢des acima e que

para um dado € > 0,

Z n P <max S| > bng) < K < o0, (1.1)
n=1

1<j<n

onde K > 0, € uma constante. Entao

lim — =0 g¢.c. (1.2)

Demonstracgao:
Vamos provar inicialmente que Z P ( max |S;| > ¢ b2k> < 00. Observe que,
- \1gj<oh
S
dooo@t= ), F=m@ -2 =2-1=1
k< p< 2hF1 n=2k

Entao,

_ ky—1 .
,;1 P (121}; |S;| > ¢ b2k> = E g (2%)°P (1125?2{1@ S| > ¢ b2k>
= E E (25-tP ( max |S;| > e b2k> +
1< <2k

ky—1 A .
+ Y Y (@Y P(lg}gk@bebz)

Usando o fato que 2% < n, temos

max [9;] < max |S;| = (max |S;| > € b2k) C (max |S;| > € b2k) =
2k 1<j<n

1<j<2k - 1<i<n 1<5<

P < max |S;| > ¢ ka) <P (max S| > ¢ b2k> :

1<j<2k 1<j<n

Consequentemente,
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ky—1
;P (123}; |S;] > ¢ ka) < Z Z (2%)7°P (lrgjau§>%|5j| > ¢ ka) +

k=1 2k§ n< ok+1
n par

+ Z Z (25-1p (1%%1 S| > ¢ bgk)

k=1 2k< n< 2k+1
n impar

Observe agora que:

k41
ok <p< 2 = bl <1< 2R "glg% = ";1§2k
n n+1 & ) n K .
e logo, 5 < 5 < 2%, Usando a desigualdade 5 < 2%, podemos concluir que se
max |S;| > € by entdo max |S;| > € bz, dai
1<j<n 1<j<n 2

P (max |S;| > € bzk) <P (maX |S;| > € bn) .
1<j<n 2

1<j<n

n
Agora, usando a desigualdade < 2F_ teremos

max [S5j] > € by = max [Sj| > € bup

1<j<n 1<j<n
e portanto
P (max |S;| > € b2k> <P (max S| > € bn+1> :
1<j<n 1<j<n 2
Assim,

;P (12;2}2(16 |S;] > ¢ ka) < Z Z (5) P <1r£1]aél S| > ¢ bg) +

k=1 2k< n< 2k+1
n par

oo nA —1
+ E E (—) P ( max |S;j| > € bnt1
2 1<j<n 2
k=1 2k< n< 2k+1
n impar

Observe que:

entao,
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(maX]Sj\>€bg) C (max ]Sj]>€c_lbn) -

1<j<n 1<j<n

1<j<n 1<j<n

P (max |S;| > e bg) < P (max 1S;] >¢ec? bn) :

Também temos,
bt <bpyr <cbusr = bupn > by = bt >ec by
2 * 2 2 + 2 *

Desenvolvendo como acima, chegamos a:

P (max |S;| > ¢ bn;rl) < P (max 1S;| > et an) :

1<j<n 1<j<n

Entao:

[o.¢] oo
-1 . -1
Sp(mglsi=co) <23 % atr(paisie )+
k=1 k=1 2k< n< 2k+1
n par

o0
+ 22 Z n'P (max |S;| > € clan) :
1<j<n
k=1 2k< n< 2k+1

n impar

Como b,, é uma sequéncia nao-decrescente de niimeros positivos, segue que
by <bpy1r = cc ' b, <cclb,y, —

max |S;| >ec¢ ' by = max |Sj|>eclh, =
1<j<n 1<j<n

P max |S;|>cc b < P max|S:|>ecto,|.
(1<j<n| J| n+1 = 1§j§n| ]| n

Portanto,

-1 -1
;P (12;2)2% |S;] > ¢ ka) < ZZ Z n P (gljag)%wj] >ec bn> +

k=1 2k< n< 2k+1
n par

-1 -1
+ 22 Z n_P (1rgja<>%|5j| >ec bn)

k=1 2k< n< 2k+1
n impar

—1 ) —1
< QZ Z n P(f?%’%|53|>” bn)

k=1 2k< p< 2k+1
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;P(lg%k\sjpgbzk) <2 P(gﬁw]pm bn)+

2<n<4

+ 2 n P max |S;| >ec¢th, | +

+ 2 Z n'P (max |S;| > ¢ c_lbn) + -
8<n<16 tss=n

_ -1 ’ —1
= 2 EQ n P (1I£1Ja<>%|5j| >cec bn) < oo por (1.1).
Pelo Lema de Borel-Cantelli,

S;

2k

2k

P(man|Sj|>€b2k):0 = P(max

1<j<2 1< <2k

>5):O = max

— 0 q.c.
1<j<2k K

quando k — oo.

Além disso, max max |-2| < max max || pois como n < 2* temos
ok—1cp<ok 1<j<n | b ok—lop<ok 1<5<2k | b,
max || < max |2
1<j<n | Op, 1<5<2k | by,
Agora veja que
S S
Pl en = by <b, = || < |
n b2k—1
logo,
S; S; S; 5;
max |—| < max = max max |—| < max max
1<j<2* | by, 1<j<2k | bok—1 2k—1<n<2k 1<j<n | b, 2k—1<n<2k 1<j<2F | bgr—1

Observe agora que:

bzk—l S b2k S C b2k71 = Cil ka S b2k71 =

S; S, S; S;
I | <e¢ || = max | <¢ max |—L|.
bor—1 o 1<j<2k | bok—1 1<j<2k | bok
Entao,
j Sj Sj
max max |[—|<¢ max max |[—|=c¢ max |—|—0 qc (k— 00).
2k-lon<ok 1<j<n | b, 2k-1<n<ok 1<j<2k | Dok 1<j<2k | bok

S;

S.
—| depende apenas do termo j, enquanto que max max

Observe que max
1<j<n ok—1on<ok 1<j<n | b,

n
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d de d . L e b éncia d i
epende dos termos n e j. Logo, max €¢ uma subsequéncia de max max e
1<j<n | b, ok—lop<ok 1<j<n | b,
portanto,
S;
max |—| — 0 q.c (n— o).
1<j<n | Op,
|

Como consequéncias do teorema acima, vamos demonstrar dois corolarios.

Corolario 1.2. Suponha que {b,} satisfaca as condig¢oes fixadas no predmbulo deste capi-

tulo (pag. 6) e que existam r > 0 (r € R) e uma sequéncia {a; : j > 1} nao-decrescente

tais que
T n o0
@
E | max |S| Sgaje g — < 00,
1<k<n b"
j:l j:l J
entao
max |5}
. 1<j<n
lim =0 gq.c
n—oo bn
Demonstracgao:

Pela desigualdade de Markov e a primeira condi¢ao acima, temos que

E (max ]Sk\)
1<k<n

br er
1 n
br er Zaj
er J n

P (maX |Sk| > bns) <

1<k<n

IN

Assim,

o0 oo 1 n

—1 -1 —r
> P (s Isil > bae) < 3o F2oah;
n—= J=

n=1 j=1
S 3 n! bTiw (1.4)
Sl ' j=1 '



1.1 Um Método Geral e algumas Consequéncias 12

e como {a; : j > 1} é ndo-decrescente, temos

daj=art ozt ta, < nay (1.5)
j=1

Substituindo (1.5) em (1.4) temos

1 oo n (0.0] o0 o
— n~ " Zaj < Zn_l b, na, = Zanb;’" < 00, pela segunda condicao.
€

j=1 n=1

n=1 n=1

Portanto, como

o0
Zn_lP (max |Sk| > bné-?) < 00,
1<k<n

n=1

pelo Teorema 1.1, temos que

Corolario 1.3. Suponha que {b,} satisfaca as condigoes fixadas no predmbulo deste capi-

tulo (pag. 6) e que para b, =n® l(n) as condigoes
Id n o0 s
< ) -7
p(mmis) <Xo ¢ Ljt<e
j= j=

valem, parar > 0, para algum o > 0 e onde l(n) € uma sequéncia nao-decrescente definida

em (0,00) e lentamente variante, isto €, — 1, quando t — oco. Entao

(tn
I(t)
max ||
. 1<i<n

lim 2

=0 gq.c
Para a demonstragao deste corolario, vamos enunciar o seguinte resultado que pode

ser encontrado em [18].

Teorema 1.4. Seja Z > 0 lentamente variante. Entao / y’Z(y) dy converge, se
p < —1 e diverge, se p > —1. ’
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Demonstragao do Corolario 1.3 :
L))

l(n)

Dado j > 1, seja k(n) = (
todot > 1,

.,
) . Entdo, k(n) é lentamente variante, pois para

k(tn) _ jal(ﬁ. {(n) T: 1) T—> uando t — o0
k(1) _(l(m) je l(j)) <l(m>) e |

Assim, pelo teste da integral e o Teorema 1.4,
Zn_l_‘"k(n) <00, pois —1—ar < —1.
n=1

Portanto, como {b,} satisfaz as condigoes fixadas no preambulo deste capitulo (pag. 6),

S0 (29D < S o

n=j n=1

> nTTr(I(n) T < CTIG) T =
n=j
> nly, < Oy (1.6)
n=j
E assim,
S aynt oy = 17 b (en) + 270 by (an + o)+
n=1 j=1

+ 371 by (o +as+as) -+

+ kb (o F g ag)

= alinl bnT—l-Oézinl bnr‘i‘Odginl b+
n=1 n=2 n=3
+ akin_l b, +---
n=~k
= f:ozjin_l b,"
j=1  n=j

E usando (1.6)
Z Z o n b < C’Z a; b;" < oo, pela segunda condigao.

n=1 j=1 j=1
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Portanto, como de (1.3)

in—lp <II£I?§Z|S;€| > bne) < g—lrizn:ozj ntbT

n=1 n=1 j=1

temos que

o

Zn_lP (max |Sk| > bna?) < 00

1<k<n

n=1
e pelo Teorema 1.1,
max |5}
. 1<j<n
lim
n—oo bn

=0 q.c.

Agora, vamos verificar a validade do limite,

quando b, for geometricamente crescente. Um exemplo de uma sequéncia geometrica-

. . 2n
mente crescente, é o seguinte: b, = p" para algum p > 1. Teremos que b—" € crescente,
n

mas ilimitada. Mas antes, vamos enunciar e provar o seguinte

Lema 1.5. Sejam xq,x9, -+ ,x, > 0. Entao, para 0 <r <1, wvale
(x1+ x4+ x,) <] +axb+---+2x

Demonstracgao:
Se r =1, temos que a desigualdade ¢é satisfeita. Vamos entao demonstrar para o caso
em que 0 < r < 1. Seja f(z1) = (v1 + 22+ -+ 2,)" —2] —2ah —--- —2],. Vamos mostrar

que f(z1) <0 para todo z; > 0 e z3, ..., x, constantes. Se n = 2, temos:
flz) = (21 + 22)" — 2] —af, x; >0.

Observe que f(0) = ah—a5 =0 e f'(z1) =r(zy+ao) —rat ™t =r[(zy +ao)~ — 2]
ecomo xr1+ 2 >x1e0<r<1limplicaem —1<r—1<0,istoé, r—1<0, entao

(w1 +x9)""' < 277!, para todo x; > 0. Portanto, f'(z;) < 0, ou seja, f(x1) é decrescente.



1.1 Um Método Geral e algumas Consequéncias 15

Logo, f(z1) < f(0) =0, para todo x; > 0. Logo, (x1 +x3)" < a7 + 2. Se n = 3, temos:
f(x) = (1 + 22+ 23)" — 2] — 2y — a5, 21 > 0.

Observe que f(0) = (zo+a3)" —ah—af < ab+af—ai—2% =0 eainda que f'(x1) =r(x1+
To+x3) t—rai T = r[(ry+ o +a3) " =277, Como xy+a9+13 > 71 e7—1 < 0, entdo
(21+x9+x3) "t < 2771 para todo z; > 0. Portanto, f'(x1) < 0, isto é, f(z;) é decrescente.
Entao f(x1) < f(0) <0, para todo z; > 0. Logo, (x1 + x5+ x3)" < 2] + 2} + 4. Suponha

agora por inducao que o resultado seja valido para n termos. Entao
flz) = (1 + 224+ +ax,) —a] —25 — -+ — 2] <0, para todo x; > 0.
Vamos provar que é valido para n + 1. Temos que,
fle) = (@1 + 2204+ an+a0p) —2] —25— - —x, —2, .

Observe que f(0) = (o + -+ + @y + 1) — 2y — -+ — 2], —zl ; <0, pela hipotese de
indugdo e que /(1) = r[(x1 + T2 + -+ + Ty + Tp1)" L —277'] < 0, paratodo x; >0,
logo f é decrescente. Entao, f(x1) < f(0) <0, para todo z; > 0. Portanto,

(x14+ 224+ ap+appr) <af+a54+ -+, + .

[ |
b
Teorema 1.6. Seja {b,} uma sequéncia nao-decrescente de niimeros positivos tal que %
n
¢ crescente e ilimitada. Se sup E|X;|" < oo para algum 0 < r < 1, entdo
Jj=1
max |.S}|
. 1<j<n
lim =0 gq.c
n—oo bn

Demonstragao:

om e ,
Como — ¢ crescente e ilimitada, temos que para cada M > 0, existe n, = n,(M)
n

tal que % > M, para todo n > n,. Sem perda de generalidade, vamos assumir que
ka

b2k71

n

> M, para cada k > 1 entao,

bor > M bor—r > M? byr—2 > M?> byr—s > -+ > M" by. (1.7)



1.1 Um Método Geral e algumas Consequéncias 16

Pela Desigualdade de Markov, temos:

OOE(E%XISI)
)X

er br

ZP(max |S;| > € b,
—t 1<5<n

n=1

1 & "
= — b," (max S |)
er 1<j<n

n=1
Observe que a fungao f(x) = 2" para x > 0 é estritamente crescente. Logo como |S;| > 0,

1<j<n 1<j<n

oo 1 oo
ZP(max|S\>ab)§—Z bJE(max]S]) (1.8)
— 1<j<n er — 1<j<n

temos que (max |S; \) = max |5;|", para todo r > 0, e assim,

Afirmagao 1.7. £ <max 1S;]" ) < E <Z ]Xj|7"> , onde 0 <r < 1.
<j<n =

De fato, seja J = min{l < Jo < m; ax |S;|" = ]Sjn|r}. Para J = j,, temos que
<j<n

_ r < . T T _
1I£1Ja<>;|5’| |S;,|" e para 1 < j < j,, 1rgjas>;|3j| > |S;]". Como E 1I£1ja<><7:1|5|

" (E (1%a<§|5 i )) el (le |Xj\r) =L (E (; | X" J)) , entao
(fﬁlﬂ}iﬂ“ ) < FE (2 |Xj|r> &
p

E (E (1r£1a<x A )) E <E <2|Xj| J)) &
]:
E <E <1Iila<X |S;]" —jo)) <FE (E ( X" J :jo>) para todo j, =1,....n <
i<n
j=1
E (E' <|Sjo|r Zjo>> <FE (E ( X517 J :jo>> para todo j, = 1,...,n.
j=1

Entao, se mostrarmos que

E(|Si|" | J=Jo)< E <Z 1X;]" J:jo>

=1
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completamos a prova da afirmacao. Observe que:

E(Sil" [ J=Jo) = E(Xi+--+X,,|" | J=Jo)

< E(X A4+ XD T = g
< E[(|Xi|"+---+1|X,,]") | J =Jo] pelo Lema 1.5
< E(X]"+ o+ X+ X"+ (X)) [T =)

E (Z R
j=1

‘]:j0>7

E (lrgjégilsﬂr) < E <Z |Xj|r> = Z;E(lXjV)a
p

J=1

portanto,

finalizando a prova da afirmacao.

Logo, voltando a equagao (1.8),

ZP(IIQ%);|S]~|>5bn> < 5172 b ZE(|XJ’T)

n=1
Observe agora que
DB (X1 = EXG + ELXGl + -+ ELX,|" < nosup B (1X]7) < o0

por hipotese. Entao, chamando N = sup £ (| X;|"), teremos:
Jj=1

o0 1 [e.9] .
;P<121J§%§|Sj|>sbn> < ;N; n b,

Veja que:
k=1 2k—1<p<2k n=1 2 — —
e entao,

oo N oo
2P<gj§2§|5j|>5bn) < ?Z Z nb,".

k=1 2k71§n<2k

Temos agora que se n < 2% entdao n < 2% e também, se 28~ < n entdo byr—1 < by, pois by,
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1

byi-1

1
¢é nao-decrescente. Logo, b < portanto,

io:lP(lrgjax|S|>sb) < 5_]\:50: Z ka;k”_l

k=1 2k—1§n<2k

Desenvolvendo o segundo somatoério da desigualdade anterior, obtemos

Z 2k b;kCl _ b;;:,l 2k(2k _ 2k—1) — b;k[l ok 2k—1(2 _ 1) — ka ) 92k—1
2k—1<p<ok
= 2b,, 2272 = 20, 22D
e assim,
2(k—1)

;P(1@?£\5\>5b) < Zka12
De (1.7), M by > M* b; e entao,

k—1 1 1 —r —r(k-1) p,—r

bor—1 > M by = < = by, <M by

by — (MF10y)r

o que implica em

= 2N b;"
»or (max S| > &b > < LN e 20
1<5< e”

- IN & /4\"' on 416
; (53%' 1> e ) S oy (5) <bls>r( it T

Portanto pelo Lema de Borel-Cantelli, obtemos:

max

max —0 qc (n— o)

n




Capitulo

2

Variaveils Aleatorias Positivamente
Associadas e Le1l Forte dos Grandes

Numeros

Na terminologia original, varidveis aleatorias Positivamente Associadas eram chamadas
apenas de variaveis aleatorias Associadas. Este conceito, foi introduzido na literatura es-
tatistica por Lehmann [22] em 1966. Esary et. al. [17] em 1967, também introduziram
o conceito de associacao apresentando varios resultados sobre varidveis aleatoérias Posi-
tivamente Associadas e algumas aplicagoes em probabilidade e estatistica. A motivacao
destes autores decorreu da grande importancia da Teoria da Confiabilidade. Por exemplo,
se assumirmos que os tempos de duracao dos componentes de um determinado equipa-
mento sao variaveis aleatorias, as mesmas sao independentes, mas em alguns casos é mais
interessante assumir algum tipo de dependéncia entre as variaveis, pois a falha de um de-
terminado componente pode afetar o desempenho dos outros. Entao é necessario propor
um modelo para a confiabilidade, de um sistema que resulta em componentes com um

tipo de dependéncia.

Em Mecénica Estatistica, este mesmo conceito foi usado sob o nome de desigualdades

FKG, tirado das iniciais dos autores Fortuin, Kasteleyn, Ginibre em 1971 [19].

Este capitulo esté dividido em trés se¢oes, na primeira definiremos variaveis aleatorias
Positivamente Associadas e iremos provar alguns resultados preliminares. Na segunda
se¢ao, aplicaremos o Teorema 1.1 para provar a Lei Forte dos Grandes Niimeros para va-
ridveis aleatorias Positivamente Associadas. Em seguida, apresentaremos algumas impli-

cagoes do referido teorema. Na terceira se¢ao, iremos discutir sobre a taxa de convergéncia
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de &
n

2.1 Definicao de v.a.’s Positivamente Associadas e Re-

sultados Preliminares

Nesta secao vamos definir variaveis aleatorias Positivamente Associadas e demonstrar
dois lemas, onde o segundo, ¢ de grande importancia para a demonstragao do teorema da

proxima segao.

Definigao 2.1. Asv.a.’s X1, ..., X,, sdo ditas Positivamente Associadas (PA) se para cada

nef,g:R" — R crescentes em cada coordenada
COU(f(Xla X27 ceey Xn)7 g(Xl, XQ, ceey Xn)) Z 0’

sempre que existir a covaridncia.

Lema 2.2. Sejam {X;,1 < j < n} varidveis aleatdrias Positivamente Associadas, com
EX; =0 e EX? < co. Entao

E(mmy)gmg)

1<j<n /
onde, S, = X1 +---+ X,.
Demonstracao:

Seja J = min {1 <j, < m 11;1%}% SJZ = S;O} . Para J = j,, temos que 11;1%}% S? = szo e

{ﬁ>eE@ﬁ:

E (maX 52) <ES? o E (E (maX 52 ‘ J)) <E(E(S2|J) <

. . 2 2 2\ _ 2
para 1l < j < j,, 11;1%)% S5 > 55, Como E (lrgjag% Sj> =F (E (gljaél S;
E(E(S? | J)), entdo

1<j<n 7/ 1<j<n 7

E (E (1%&;%5]2 J —jo>) < E(E(S:|J=j,) paratodo j, = 1,...,n <

B (B (s

J :jo)> < E(E(Sﬁ | J :jo)) para todo j, = 1,...,n.
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Entao, se mostrarmos que

B(s:

J:jo) < E(‘SZ ’ J:jo)a
o lema ficara provado. Observe que:

B(s:

J=Jo) SE(S2|J=js) &

E[(Xi+-+X)2 | J=G] SE[(Xi+- -+ X, +--+ X,)? | J=7,] <
jo
> EX?|J=j0)+2 {[E(X0Xy | T =)+ E(X1 X5 | J=jo) 4+

i=1

+ BE(X0 X, | J=J,)] + [BE(XoXs | J =Jo) + BE(XoXy | J=1Jo) + -+
+ E(XaoX;, | J=3o)] + -+ B(X;,1 X, | T =J0)} <

Jo n
D EXT [T =j)+ Y, B(X]|J=j)+

<
=1 i=jo+1
+ 2 {[B(X1 Xy [ ] = o) + B(X1 X3 | ] =jo) + -+
+ E(XiXj, | J=j,)+ -+ EX1X, | J=jo)]|+
+ [B(XoXs [ J = jo) + B(Xo Xy | J =jo) + -+
+ E(XoXj, | J=jo) + -+ B(Xo X | J=J)] +--+
+ [B(Xjm1 X, | T =Jo) + -+ B(Xjm1 X | T = Jo)]+
+ [B(X,Xjp1 | T =Jo) + -+ B(X, X0 | T =jo)] +--+
+ E(Xy X, | J=50)} &
Yo B2 =)+ 2 {[EXi X | T =jo) + -+ E(Xa X, | J = jo)]+
1=jo+1

+ [B(XeXju1 | T=Go) 4o+ B(Xae X | J = o))+ +
+ [E(on—1on+1 | J=Jo)+ -+ E(Xj,1 X | J :jo)}+
+ [B(X;,Xjos1 | S =Jo) + -+ BE(X;, X | J=Jo)] +--+
+ BE(Xpa X, | J=Jo)} > 0.

Na expressao acima, observe que E(X? | J = j,) > 0 e logo, Z E(X?|J=3j,) >0
i:jo‘f‘].
e temos E(X; Xy, | J = j,) = Cov[(X;, X;) | J = jo| > 0, pois as variaveis aleatorias { X}

sao Positivamente Associadas. Portanto, todas as parcelas entre chaves, da expressao
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acima, sao maiores que ou iguais a zero. Logo,
2 . 2 o
E (Sjo J fjo) < E(S?|J =),
e assim,
E (max 5]2) < E(S?%)
1<j<n
|

Lema 2.3. Sejam {Xj,l < j < n} wvaridveis aleatorias Positivamente Associadas, com

EX; =0 e EX; < oo. Suponha que Zu%(?) < 00, onde u(n) = sup Z Cov(X;, X;).

i=1 2l
Entao existe uma constante C, que nao depende de n, tal que

FE (max Sf) <Cn (max EXJ2+1>
1<j<n 1<j<n

juji—i>n

Demonstracgao:

Para cada n > 1 dado, vamos definir:

X; se 1<j<n
Y = .
0 se j>n

(2.1)

onde Y7, ..., Y,, tém as mesmas estruturas de dependéncia que X, ..., X,,. Denotaremos por

k+n

[Yllo = (BY?)2, Se(n)= D Yi ¢ o = sup||Sp(m)]]2.
i=k+1 k=0

Afirmagao 2.4. 0] = nax E(X?).

<j<n

De fato,

k+1 2] 2
o1 = sup 412 = suplE(Si(1))] = sup | 2 ( > 1@-) — sup(B(¥is)?)
>0 >0

k=0 i=h+1 k20

Chamando j = k + 1, teremos que 7 > 1 e logo

NI

o1 = sup(E(Y;)?)? = sup (E(X;)?)3.

j=1 1<j<n

N|=

(2.2)
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Como a fungao f(x) = 2% ¢ estritamente crescente e EXJ2 > 0, segue que
3
(w0 (BOGP) = sup (B0}
1<j<n 1<j<n
%
Entao, o1 = < sup (E(Xj)Q)) e como sup (F(X;)?) é assumido, segue que
1<j<n 1<j<n
_ 2
o1 = max (B(X;)%),
completando a prova da Afirmacao 2.4.
Seja agora [ > 1, temos que
Sk(2m) = Sk(m) + Sk+m+l(m) + Sk_;,_m(l) - Sk+2m<l). (23)
De fato, note que
k+m-+1 k42m+1 k4-2m+1
Sker(l) + Sk+m+l<m) - Sk+2m<l) - Z Y; + Z Y; - Z Y;
i=k+m+1 i=k+mi+1 i=k+2m+1
k+2m+l1 k+2m+l1
SV T D
i=k+m+1 i=k+2m+1
k+2m
-y
i=k+m+1
Assim,
k+2m
Sk(2m) = Z Yi=Yi+ Yoo+ + Y + Yormp + -+ Yigom
i=k+1
k+m k+2m
- v Yy
i=k+1 i=k+m+1
= Sk(m) + Skam(l) + Skrm+1(m) — Skr2m (1)
Portanto, de (2.3), segue que:
1Se@m)ll2 = [1Sk(m) + Sksm1(m) + Skpm(l) = Skr2m(D)]]2
< Se(m) + Semai(m)|l2 + [Skam (Dll2 + [[Skeom (DIl (2.4)

onde a ultima expressao segue da desigualdade de Minkowski. Observe agora que,
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k+2m+1 k+2m+1 k+2m+1
1Skr2m (D2 = Yo Y| = Y W< D suplylk
i=k+2m41 ||y i=kt2m+1 i=k+2m+1 721
= | swp||Yjllo=1 sup(EY?): =1 01 de(2.2)
j>1 j>1
Analogamente,
k+m+1 k+m+l k+m+1
1Skem@ll2 = || D Y| < > IWilla< > supl[Yjls
i=k+m+1 9 i=ktm+l i=ktm+1 721

= 1| sup||Yjll2=1 o1.
i>1

Logo, temos:
[1Skm (D2 + [ Seram (D2 < 20 01 (2.5)

Vamos agora desenvolver,

E(Sk(m) + Sk+m+l(m))2:

— B(Sem) + E(Seamn(m)? + 2B(Su(m)Spemu(m)) O

Observe que,

k+m  k+2m+l
2 E(Sk(m)Skemu(m)) = 2 FE ( Z Z Y, Yj>

i=k+1 j=k+m+I+1
k+m  k+2m-+l

=2> > EWY)

i=k+1 j=k+m+1+1
Como Cov(Y;,Y;) = E(Y; Y;) — E(Y;) E(Y;) = E(Y; Yj), pois, por hipotese, EX; =0 e
da definicao da variavel aleatoria Yj, segue que EY; = 0. Entao,

k+m  k+2m+l

2 B(Sk(m)Skema(m)) = 2 > Y Cov(V;,Y))
i=k+1 j=k+m+I+1
k+m 00

<2 ) > Co(V,Y))

i=k+1 j=k+m+1+1
onde a ultima desigualdade é verdadeira pois Cov(Y;,Y;) > 0 por hipotese. Observe
agoraque j—i>k+m+l+1—(k+m)=1+12>1 logo

Z Cou(Y;,Y;) = Z Cou(Y;,Y;) <sup Z Cou(Y;,Y))

RS il 21

= sup Z Cov(X;, X;)

i>1

jig—i>l

Gui—i>l
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onde a tltima igualdade segue da definigao da variavel aleatoria Y;. Entao, como u(l) =
sup Z Cov(X;, X;), segue que Z Cou(Y;,Y;) < wu(l). Logo,

i>1

= Jy—izl j=k4+m+I+1
k+m

E(Sk(m)Skempr(m)) <2 Y u(l) = 2m u(l). (2.7)
i=k+1

Observe agora que, E(Sk(m))?+ E(Skimr1(m))* = [[Su(m))|3+ [|Serm+1(m))|[3 e temos

2
ol = (iupHSk(m)Hg> = iupHSk(m)H%, pois |[Sg(m)|l2 > 0 e a fungao f(z) = 2% ¢é
>0 >0

crescente para x > 0. Logo,

1Sk(m)[[3 < sup [|Se(m)| |3 = o7,
k>0

e da mesma forma, temos também que
Sksma(m)|l3 < o7,
2
pois chamando k+m-+1=q, temos 02, = (sup \|Sq(m)|\2> = sup ||S,(m)||5. Entdo,
q=>0 >0
E(Sk(m))? + E(Skemst(m))? < 0% + 0% =2 0%, 2.5)
Portanto, substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6), obtemos:

E(Sp(m) + Spymar(m))? <2 02 +2 m u(l) (2.9)

Voltando agora & expressao (2.4):
1Se2m)lla < [[Sk(m) + Skrmr(m)ll2 + [[Sktm(Dll2 + |[Skr2m (D]]2

< [E(Sk(m) + Seemu(m))?z +2 10y de (2.5)
< 22 +2mul)]z+210 de(29)
< 2o+ 2mul)]z+21 0y

pois pelo Lema (1.5), [2 02, 4 2 m u(l)]z < 22 oy + [2 m u(l)]2. Logo,

N|=

Tam = sup |[S(2m)||2 € 22 0 + 2 m u()]z +2 1 0y
k>0
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Chamando [ = [m3] (fungdo maior inteiro) e sabendo que [m3] < m3, teremos
Oom < 2% 0 + [2 m u([m3])]Z +2 m3 oy
Tomando m = 2"~1, segue que
Oy < 22 oy + 2 w(2F ]2 42,27 o
= 22 gy 2.2 oy +22 uz([277)).
Observe agora que, se substituirmos o,-—1 na equagao acima, teremos:
oy < 20{22 0pr2+2.2% oy +27T wr(2F )} +2.27 o1 +28 uz(27))
= 20230y 24222.2% 0, 42227 wz(RT))4+2.27 o+
+ 25 ud(25))
= 2525 0y 2 +200[22 25 425 4+25 {wr(25 ) +uz(25 )}
se substituirmos agora oy-—2 na equagao acima:
Oy < 222222 0prs +20q[22 25 +22 25 +25 ] +25 {uz([2F])+
+ur([25]) +u (27 ).
Repetindo este processo, chegaremos a:
1 2 r—3 1 r—2 r—1
Oy < 22014209277 4272 254422273 £2223 423 |+
0 1 1 1 r—3 1 r—2 1 r—1
+ 22 {u2([27]) +uz(25]) + -+ w2 (27 ]) +uz(25 ) +u(25]))
r—1 r—1
r—1—i 1 T 1 7
< 2o +201) 272 25427 ) wz([29)) (2.10)
i=0 1=0
Observe que:
oo 3it2 2 , 5 8
1 1 1 1
SIS ukEH) = S+ 3wt + w2 +
=0 j=31 7=0 7j=3 7j=6
= > ur(2d))
=0
r—1 )
1
> ) uz([25])
=0

pois u(n) > 0. Entao, voltando a expressao (2.10):



2.1 Definicao de v.a.’s Positivamente Associadas e Resultados Preliminares 27

r—1 oo 3i+2
oy < 2o +201 Y 277 25425 Y wuE([28))
=0 =0 j=31¢
r—1 [e's) v ‘
= oy [2842.27F ) 27tE| 423 [u%([zi])ﬂ%([ ) Fuz(2757))]
i=0 =0

Como u(n) é decrescente com respeito a n,

37,+1

21<[257] = w(@]) >u(2F]) = wr(2]) >ui(2F

€ O InesImno Ocorre em

Portanto,
[e.e]
1 .
oo < 0 22 +25.3) ur(2).
i=0
r—1 00
1 ) 3
Por hipotese, Zu5 (2') < O} < o0, e observe também que Z 276 Z 276, logo
i=0 i=0 i=0
oy <o |28 +27F Y 27| 43 28
i=0

o0
Como Z 276 < Cy < 00, segue que
i=0

g < 01 [2% + 2523 02} 130,28 =23 [01 (1+2% 02) +3 Cl} <0, 25 (00 +1)

onde C, = max {1 +23 Cs, 3 C’l} . Portanto, como ambos os membros da desigualdade

sao maiores que ou iguais a zero,
r
oy <C 27 (01 +1) =

o5 < C22" (01 +1)2=C2?2" (67 + 1+ 20)

= C22 (o7 +1)+C2 2" 20y

= C22" (o2 4+1)+C22
o

2
= 2" (62 +1) {C’g—FC’sUZUl ] .
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o
Como ! ] < 1, segue que

o1+
05 <27 (07 +1)[2C2] =C 2" (07 +1) (2.11)

onde C' = 2 C2. Sabemos que para cada n > 1 dado, existe um inteiro positivo r > 0 tal
que, 2" < n < 2" Entao, F(S,)? < E(Syr+1)% De fato, observe que

EVi+- 4+ Y2 <ENVi+- 4+ Y, 4+ +Yen) &

3

EY;)? +2[(EY1Y2+ EVYs+---+ EV1Y,)+
i=1
+ (EYSY3+EYoY,+- -+ EYSY,)+- -+ EY,4Y,] <

n 2r+1
< Y EX)’+ > EW)
i=1 i=n+1
+2[(EV"VY2+EVYs+ - -+ EVY, + -+ E Y1 Yor1)+
+ (EYYs + EYoYy+ - -+ EYoY, + -+ EYYoria) + -+
+(EY,YY,u+ -+ EY,Yor)+(E Y Yoo+ -+ E Y, Yors)+ -+
_|_ E }/27‘7‘»1_1}/27“4»1] <:>
27"+1
> B+ 2E ViYus 4o+ B ViVpn )+
i=n+1
+ (EYyY,+- + EYSYom)+ -+ (EY, Y+ -+ E Y, Yort1)+
+ (EYy1 Yoo+ -+ EY, 1 Yorr1)+ -+ E Yo 1 Yora] > 0.
27‘+1
Temos que E(Y;)? >0 e logo, Z > >0 e como E(Y;Y;) = Cov(Y;,Y;) > 0, segue
i=n-+1

que todas as parcelas entre os colchetes, da equagao acima, sao maiores que ou iguais a
ZEro.

Entao,

E(S,)? < E(Sy1)? = E(S,(2))? < sup B(S,(2"))? = 0344

k>0
< C2* (02 +1) por (2.11)

= C 2.2 (02 41).
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Como 2" < n e chamando 2 C' = C, temos:
E(S,)?<Cn (0] +1)
onde C' é uma constante que nao depende de n. Logo, pelo Lema 2.2

E(max 5]2) <ESH<Cn(oi+1)=Cn (maX E(X?)+ 1>

1<j<n 1<j<n

onde a ultima igualdade segue da Afirmacao 2.4. [ |

2.2 A Lei Forte dos Grandes Numeros e Consequéncias

Nesta secao, iremos demonstrar o teorema sobre a Lei Forte dos Grandes Ntumeros
para variaveis aleatorias Positivamente Associadas, utilizando resultados sobre sequén-
cias equivalentes, Lema de Kronecker, Desigualdade de Chebyschev e o Método Geral
do Capitulo 1. Apresentaremos um corolario que altera algumas hipéteses do teorema
sobre a Lei Forte dos Grandes Ntimeros. Em seguida, provaremos que variaveis aleatorias
independentes sao Positivamente Associadas, para depois demonstrar um resultado para

variaveis aleatorias independentes, usando o referido corolario.

Teorema 2.5. Sejam {X,,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias Positivamente
Associadas com E(X,) = 0 para todo n, e ¢ : R — RY wuma fungao par, tal que
lim @(x) = o0, €

p(z)

(a) ¢ € nao-decrescente em [0,00) e ——= N\, T — 00 0u
x

(b) @/690(95) \, T — 00.

T 2

Suponha que {b,} satisfaca as condi¢oes firadas no preambulo do Capitulo 1 (pag. 6) e
que u(n) = sup Z Cov(X;, X;) satisfaz as condi¢oes do Lema 2.3 (pag. 22). Adi-

2l i
cionalmente suponha que

ibnz < 00, (2.12)
i % <o e (2.13)

n=1
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b2 g I < 00. 2.14
2t Sy < (214
Entao
Sy,
o —0 q.c (2.15)

Zb 2 max [b2 P(IX;] > 0;)] <3 b, max 2L— I

1<g<n
e de Ijix;i<e;) < 1,

E X)) Inx.i<p. > b? E(o(X;
Zb_ max (90( i) [|Xj|gb]}) gzbgz F (¢( ])).
1<j<n gp(bj)

Entao como a condigao (2.14) implica nas condigoes

Zb 2 max [b? P(|X;| > b))] < oo e (2.16)

1<]<n

¥ FE X)) Iynx.i<p.
Zb 2 max ] (SO( J)' [|XJ|§bJ]) < 0. (217)
1<j<n ©(b;)

podemos substitui-las no Teorema 2.5.

Para a demonstracao deste teorema, vamos precisar de alguns resultados, que podem

ser encontrados em [13].

Defini¢ao 2.7. Duas sequéncias de varidveis aleatorias {X,} e {Z,} sao ditas equiva-
o

lentes quando Z P(X, # Z,) < cc.

n=1

Teorema 2.8. Se {X,} e {Z,} sao equivalentes, entao Z(X” — Zy) converge q.c. Mais

n=1
n

) .1
ainda, se b, T oo entao b—Z(Xj —Z;) — 0q.c.

Lema de Kronecker. Sejam {x} uma sequéncia de nimeros reais, {ax} uma sequéncia
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oo n
p . . Ty o1
de numeros reais positivos e ay T co. Se g — < o0 entao — g xj — 0.
Qp, Qp, =
n=1 j=1

Demonstragao do Teorema 2.5 :
Inicialmente, observe que em (b), ¢ é nao-decrescente em [0, 00), isto é, se 0 < = <
y entdo, p(zr) < ¢(y), pois, caso contrario, suponha que exista 0 < z < y tal que

1 1
o(x) > p(y). Como 0 < — < —, segue que L) < @, ou seja, #lr)
Yy X xr xr

é nao-crescente,
contrariando a primeira hipotese em (b).
Seja agora Z; := X;ljx;|<p;) — bjlix;<-b, + Djlix;>p,)- Temos que {X;} e {Z;} sao

sequéncias equivalentes. De fato,

ZP(X]- # Z;) = ZP(]X]-\ > b;) < Z % < 00, pela hipotese (2.13),
j=1 j=1 j=1 J

onde, na penultima desigualdade, usamos a Desigualdade de Chebyschev, pois ¢ é nao-

decrescente em [0,00) em (a) e (b). Entao, como ZP(Xj # Z;) < oo segue que {X,}

j=1
1 n
e {Z;} sao sequéncias equivalentes, e logo, pelo Teorema 2.8, 0 Z<Xj —Z;) — 0 q.c.
Assim, se mostrarmos que ™ Z Zj — 0 q.c., o teorema ficara provado.
Observe que:
1 n n n
; > 2z ; > EZj+ ; > (Z;- E Z)
j=1 j=1 =1
< 1 ¢
Afirmacgao 2.9. = E(Z;) — 0.
noi
De fato, se p(z) satisfaz a condicao (a), isto é, #(z) ., entao sempre que |X;| < bj,
x
b; X X X X X
temos olbj) < (X)) e assim, X < (X51) e como ¢ é par, X1 < o ]). Observe
b | X b; o(bj) bj ~ (by)
agora que:
12l = 1 X5Txg1<0) = bidix <)+ bilpxgson| < 1XG g ;) + 05 <)) + 0311

= X Hux1<e,) + 05 (ix,<) + Lixy>050) = [ X511 1050 + 03415, <8,101x, 55
= X5 Hyx; <0, + bilx; 150,

Entao,
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|EZ;| < E|Zj| < E(1X;x;0<0,) + 0iLyx;056,0) = E(1X[L1x;0<0,0) + b5 E(Lx;155))

) logo,

X.
= b E (—‘ b7|f[|Xj|Sbj1> +b; P(1X;] > by)
J

p(X;)
©(b;)

Pela Desigualdade de Chebyschev, temos que P(|.X;| > b;) < E (

EZ;| < b B (%ﬁl&lsw]) +0; B (SO(Xj))
< b E (i(X_j)IHX%l) +b E (
e (55 e (55

- 208452,

Agora, se ¢(x) satisfaz a condigao (b), ou seja, P(r) /", entao sempre que b; < |X;],
x
b; X, X, ¢
segue o(by) < P(1X51) o que implica em u < o ]). Entao,
bj | X1 bj — w(by)
Zi = Xjlyxi<e) = 0l ix,<—p) + bl x50
< Xjlixgises) + bl <) + bl > (2.18)

= Xilyx;i<e) + bilyx, >
E Z;| < |EXIix, <] + B Lix,s00)| = [E(X;Iix;i<00)] + b5 P(1X;] > ;)
Observe que:
Iixse) = 1= Iixg<e,) = Xjlixgse,) = X — Xilxg <o) =

E(X;1x;>,) = B X — E(Xjlx;1<0,) =
|E(X;1x;56,0) | = [E(X;11x;1<,) |-

Logo,
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(X
B2 < BT )] + b PIX] > by) < E(\Xj’[[lle>bﬂ)+bjE( ( J))

b, £
< b K
b, £

(
(%%
(

Portanto, temos que:

©(by)

pbi ]“X'>b]>+b E(so )
(X
v
(
v

Jl
)
4002230

o) <055

p(X;)

- 25 (555).

em ambos os casos (a) e

1
Entao, pelo Lema de Kronecker, — Z |E(Z;)] — 0, quando n — oo. Como ™

|EZ;|<2b; E (i(éi))) (2.19)

(b). De (2.13) e (2.19), temos:

i i EolX) o,

©(by)

n

— Z |E(Z,)|, segue que

e portanto,

n

> E(Z)

— 0, quando n — oo

n

1
0 ZEZj — 0, quando n — oo.

_ 1
Afirmagao 2.10. ™ Z(Zj - EZ;) — 0.

n

De fato, por (a),

y? zy

J=1

p(z)

—= 1\, entao, se 0 < x < y temos
x

>

x? S p(z)

femos ©(y) - ©(y)

p(z)

concluimos que

-

. Logo, 0 < x < y implica em
() x? Y

903(;213) N\, . Entéo para |X;| < by,

Em (b), temos o mesmo,
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X2 b?
J_ < 1 _ ¢ assim,

(1 X5) ~ »(by)

X2 X
b] 90<bj)
Observe agora que, de (2.18)
Zj < Xjlyx;1<e;) + bilyx >n;)
e entao,
ZJ2 = XJ?IHXHSbj] + b?][\ijbj] + 2X505 011 1<b,) 1155 >,
Sabemos que Jiyx;|<p;1[1x; 1561 = L1x;1<0;1n0X;1>6;1 = {o = 0. Logo,
27 < XJx;i<n) + 11150,
Assim,
E(Z}) < E(X |X|<b])+b P(|X;] > by)
= B < 5 L11x;1<05) )+b§ P(IX;] > b))
J
J
)1'X <b )
= b§ W= 92 P(IX| > b)) (2.21)

p(b;)

Agora, temos que:

o0

E n~ ! P max
1<k<n

n=1

k

> (Z; - EZ))

Jj=1

>bn£>§

. 2
max (Z(Zj — EZJ-)> pela Desigualdade de Markov

<

2 -2

1<k<
n=1 bn < == \a

00 k 2
_ -2 -1 3-2
= € n b, “F | max (Z; — EZj)

1<k<n
n=1 j=1

e pelo Lema 2.3
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>bn5>§

8_22n_1 b,> C'n (max E(Z; — EZ;)* + 1)

1<j<n

k

> (Z;- EZ))

n=1 7j=1

o0
E n~! P max
1<k<n

IN

_ _ZZbQ[maX z?)—(EZj)Q)H]

1<j<n

Como E(Z?) — (EZ;)* < E(Z3), entdo max [E(Zf) —(EZ;)’] € max E(ZQ) e por-

1<5<n 1<j<n
tanto,
> (2 - EZ))

E n-! P<max >bn€>§
1<k<n
n—1 =1
_2 2 2
5 b, (lrgjfg;E (Z37) + 1)

2 B(p(X)) Tx;i<ny))
—2 J 3195 2 ) )
g b, {1r£1]8u<>§1 [ 200) +05 P(|X;| > bj)| +1
onde a ultima desigualdade segue de (2.21). Assim

[e%s) k

1 7
z:l n' P (1211?5 Z(ZJ EZ;)| > b, 5) <
Z - b} E(p(X;) Ix;1<b,1)

k

7=1
max
5T o)

2
+ Zb 1I£1Ja<>§le|X|>b +Zb]

Zb‘ max —7 s Zb ]

< —2

< Ce?|2

< oo,
devido as hipoteses (2.12) e (2.14). Entao, pelo Teorema 1.1 (Método Geral),

k

1
0 Jnax Z(Zj —E Z;)| =0 q.c.
j=1
o que implica em
1 n
~ > (Z;—E Z)| -0 qc
n =1




2.2 A Lei Forte dos Grandes Numeros e Consequéncias 36

e portanto,
1 n
1 n
Portanto, das Afirmagoes 2.9 e 2.10, segue que 0 Z Z; — 0 qg.c. [ |

Observacao 2.11. Veja no Apéndice A, que as demonstragoes do Teorema 2.5 e do
Teorema 0.1, enunciado na Introducao desta dissertacao se diferem apenas das Afirmacoes
2.10 e A.4, que sao justamente o ponto da demonstragao onde aplicamos o caso das
varidveis aleatorias serem PA, usando o Lema 2.3 e¢ o Método Geral, no Teorema 2.5
e das varidveis aleatorias serem independentes, usando o Critério de Convergéncia de

Kolmogorov, no Teorema 0.1 .

O corolério a seguir, é o Teorema 2.5, com algumas hipéteses modificadas, que seréd

de grande auxilio para resultados posteriores.
Corolario 2.12. No Teorema 2.5, se as condigoes (2.12) - (2.14) forem substituidas por

sup E(p(Xj)) <oo e (2.22)

j>1

=1
> oy <o (2.23)

n=1 ¥
entao,
Sn
— — 0 gq.c
b E
Demonstragao:

p(z)

Na demonstracao do Teorema 2.5, provamos que . em ambos os casos (a) e

(b). Como b, é uma sequéncia nao-decrescente de ntimeros positivos, entao

b? b?
b <b, = 0< < —7—. 2.24
1 EOYREY .
b2 b2
Observe que, como b; < b, para todo 1 < j <n, entdo —— < —"— e logo,
o(b;) ~ ¢(bn)
b2 2
max —— = b . (2.25)

1<izn p(b;)  p(bn)
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Note que, para cada n,

E(p(Xn ))<§12111)E(90(XJ)) = w(bn)n < S0

logo,

sup E(p(X;))

9] E((,O oo o1 oo
= sup E(p 2.26
e SN ) Yo, e
b
devido as hipoteses (2.22) e (2.23). Observe agora que, de (2.24), b, * < b;(p(lb ) entao,
o o) 1 p(b1)
b2 < : —
; ; b e(b,) B ; (bn)
Temos agora que
E(o(X; > b2
Zb_ M < Zb;z max —— - max E(¢(X;))
1)5n ©(b;) — " 1<i<n p(by) 1<isn
0o . bQ
= ;bn (b 2 E(e(X)) por (2.25)
_ i L ax 5 B(p(X;)
2 b 1 P
= 1
< sup E(p(X;)) < oo, de (2.26)
; p(bn) 21 !
pois como E(p(X;)) < supE(gp(X-)) < 00, para todo j > 1, entao nax E(p(X;)) <
<j<n
sup E(p(X;)) < oo, para todo n > 1. Logo, o resultado segue do Teorema 2.5 [ |
Jj=1

Antes de demonstrarmos uma consequéncia do Corolario 2.12 vamos provar o seguinte

Teorema 2.13. (Teorema 2.1 [17]) Varidveis Aleatdrias independentes sao Positiva-
mente Associadas (PA).

Para tal demonstragao, vamos utilizar duas propriedades sobre variaveis aleatorias

Positivamente Associadas, suas demonstragoes podem ser encontradas em [17].
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(P1)Se dois conjuntos de varidveis aleatorias Positivamente Associadas sao indepen-
dentes um do outro, entao a sua uniao € um conjunto de varidveis aleatorias Posi-

tivamente Associadas.

(P>)O conjunto constituido por uma tunica varidvel aleatdria é Positivamente Associado.

Demonstragao do Teorema 2.13 :

Sejam X; e X, variaveis aleatorias independentes. Por (P,), X7 é PAe X, também
é PA. Entao por (P;) X1, Xs sao PA. Sejam agora W = (X7, X5) e X3 variaveis aleatorias
independentes. Por (P), W é PA e X3 ¢é PA. Entao por (P;) (W, X3) sao PA, isto é,
(X1, Xs, X3) s@o PA.

Suponha, por inducao, que Y = (X3, Xy, ..., X,,) variaveis aleatorias independentes
sejam PA. Suponha também que Y e X, sejam variaveis aleatorias independentes. Por
(P2),Y éPAe X, ¢ PA. Entao por (P) (Y, X,+1)sdo PA,isto é, (X1, Xo, ..., Xy, Xpi1)
sao PA.

Portanto, varidveis aleatorias independentes sao PA. [ |

O corolario a seguir, é uma consequéncia do Coroléario 2.12, para variaveis aleatorias

independentes.

Corolario 2.14. Seja {X,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes.
Se existe k > 0 tal que E(X?) <k, para todo n, entdo,

Sy

— — 0 gq.c
n

Demonstragao:
Sejam {X,,,n > 1} variaveis aleatorias independentes e tais que existe k > 0 tal que
E(X?2) <k, para todo n. Pelo Teorema 2.13 temos que variaveis aleatorias independentes

2

sao Positivamente Associadas, logo fazendo b, = n e ¢(x) = 2* no Corolario 2.12, temos:

sup E(p(X;)) =sup B(X?) <k < oo e

Jj=>1 Jj=1

=1 =1

n=1

Sn
Logo, — — 0 q.c. |
n
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2.3 Taxa de Convergéncia

Nesta secao, apresentaremos uma consequéncia do Corolario 2.12, e em seguida, a

~ . . A . n
conclusao sobre uma estimativa para a taxa de convergéncia de —.
n

Corolario 2.15. Suponha que {X;,j > 1} é uma sequéncia de varidveis aleatorias Positi-

vamente Associadas, E(X;) =0, sup E|X;|? < oo para algum 1 < p < 2 e que € satisfeita
j>1
a sequinte condicao, Zu%(?) < 00. Entao, para cada 6 > 1, temos
i=1

Sn
(nlogn (loglogn)?)

— 0 gq.c.

RSAS

Demonstragao:

Tomando ¢(x) = |z|P e b, = (nlogn (loglog n)‘s)%, n > 1, no Corolario 2.12, temos:

sup E(¢(X;)) = sup E(|X;|?) < oo (por hipotese).

Jj=1 Jj=1
A série,
= 1 —~ 1 < 1
= — = < ,
; ©(by) ; bh ; nlogn (loglogn)? >

pois, pelo Teste da Integral, para a > 1,

/ 1
dx
. rlogzx (loglogx)d

00 1 00
= / —— du= / v dv
loga u (log U) loglog a
U—5+1

b 1 b
= lim =lim | —————
b0 (_6 + 1)logloga b—o0 <<_5 + 1>U§_1)logloga

—1 1
= = < Q.

(=0 + 1)(logloga)®=t (6 — 1)(logloga)®1

Portanto, pelo Corolério 2.12,

Sh
(nlogn (loglog n)‘s)%

— 0 q.c.
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Taxa de Convergéncia. Para o caso p = 2, o Corolério implica que a taxa de con-

Sn
vergéncia de = ¢ n~z (logn)2 (loglog n)% De fato, como
n

Sh
(nlogn (loglogn)?)z

— 0 q.c.

segue-se que,
Sn

2 — 0 q.c.
(nlogn (loglogn)®)2 a

n

logo, a taxa de convergéncia é

(nlogn (loglogn)?®)2
n

)
2 .

—=n2 (logn)% (loglogn)



Capitulo

3

Variaveis Aleatorias Negativamente
Associadas e Lel Forte dos Grandes

Numeros

Desde o inicio dos estudos sobre varidveis aleatorias Positivamente Associadas, um
grande numero de artigos tém sido escrito sobre o assunto. A teoria e aplicagao de
variaveis aleatorias Negativamente Associadas nao é simplesmente uma copia da teoria e
da aplicagao de associacao positiva, elas se diferem em aspectos importantes. Na verdade,
variaveis aleatorias Negativamente Associadas sdo uma versao qualitativa de dependéncia
negativa entre as variaveis aleatorias. Detalhes sobre essa teoria podem ser encontrados
em [21].

O objetivo deste capitulo, é definir variaveis aleatorias Negativamente Associadas e
provar alguns resultados preliminares para que, na segunda se¢ao, possamos aplicar o
Teorema 1.1 para provar a Lei Forte dos Grandes Numeros para variaveis aleatorias Ne-

gativamente Associadas.

3.1 Definicao e alguns Resultados Preliminares

Nesta se¢ao, iremos definir varidveis aleatorias Negativamente Associadas e demonstrar
trés lemas, onde o tltimo serd usado na demonstragao do Teorema 3.8, que se encontra
na proxima se¢ao. Para a demonstracao deste lema, serao utilizados os lemas anteriores e
alguns resultados que s6 foram enunciados, suas demonstragoes foram omitidas pois nao

sao de nosso interesse nesta dissertacao.
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Defini¢ao 3.1. As v.a.’s X1,..., X, sao ditas Negativamente Associadas (NA) se para

cada n e cada par de subconjuntos disjuntos Ay, Ay de {1,--- n},
C’OU(f(AXVZ 11 € Al),g(Xj 1] € Ag)) <0,

onde f e g sao crescentes em cada coordenada e a covaridncia eziste.

Lema 3.2. Para quaisquer x € R e 1 <p <2,
11+ 2P <1+ px+2°7P)zfP. (3.1)

Demonstragao:

Para provar a desigualdade acima, vamos considerar a seguinte funcao
fla) =1+’ —1—pr - 227Plaff

e provar que f(x) <0, para todo z, fazendo um estudo de seu grafico. Temos que f nao
¢ derivivel em z =0 e 7 = —1,eque f(0) =0e f(=1) = =1 +p—2*P <0, pois
—1+p<1<22P Entao, o nosso estudo sera dividido em trés casos.

1° Caso: = > 0.
Para x > 0, f(x) fica

fx) =1+ z)P —1—pr— 22 PgP,

Sua derivada ¢ f'(z) = p [(1+z)P~' —1—2%2P2P1], entdo, se verificarmos que f'(z) <0,
entdo f ¢ decrescente e logo f(z) < f(0) =0, para todox > 0. Como 1 < p <2, entdo
basta verificar que g(z) = (1 + z)P~! — 1 — 227PgP~1 < (. Para isto, calculando ¢'(z),
temos:

§(x) = (p— D1+ — 2700,

e observe que

2—p
(1 f_ ) <227P = (1+ x)p_2 < 2Py o (1+ .21:)1”_2 — 22TPaP=2 <),
x

Portanto g(z) < 0, para todo x > 0, e assim f é decrescente e f(x) < 0, para todo

x > 0, conforme a Figura 3.1.
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2° Caso: x < —1.
Para x < —1, f(z) fica

flx)=(-1—2)" =1 —pr — 2% P(—x)P.

Temos que

fo)=pl=(-1-a) ' =1+ 227(~2)"]

Fa)=p@—1) [(-1-a)=? = 2277 (—z)?].
Seja p(x) = (=1 —x)P2 = 227P(—x)P~2 Temos que 0<2—p<1, p(—1)=-227<0
e ¢(—2) =0. Reescrevendo p(z), temos:

plr) = - _13;)217 * (—2;;)1’ N (—561)“’ [(—;f 5’3)2_p E 22_7’]

Observe agora que,
e se 2<zx<—1, entao 0 < —1—2x <1 elogo, ¢(x) > 0;
e sex < —2 entao —1—x>1 elogo, p(z)<O0.

Logo, f'(x) >0 se —2<xz<—1 e f'()<0 se z < —2. Entdo, segue que z =2 ¢é
um ponto de inflexao, isto é, no intervalo (—oo, —2| o grafico de f é concavo para baixo

e no intervalo (—2, —1) é céncavo para cima. Veja Figura 3.1.

3% Caso: —1 < x <0.
Para —1 <z <0, f(x) fica

flx) = +a) =1 —pr—2°7P(—z).
Observe que

fla)=pl(+ap —1+27(—ap]
f@)=p (1) [(1+ap? =27 2)

Seja agora 1(z) = (1 + z)P~2 — 227P(—x)P~2. Temos que

P(—=1)=-2"P<0 e

(-3 T (o
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Reescrevendo ¢ (x), como no caso anterior, chegamos a

1 \*"
(—1 + ) — 221’] .
1+ 2

1
Y(r) = S
Entao, temos
2 . 1
e se —1<ZB<—§, entao 0<1—|—:1:<§ e logo, ¥(x) > 0;
2 21
e se —§§x<0, entao §§1+x<1 e logo, ¥(x) <0.
. 12 2 " 2
Assim f(z) > 0 se —1<x<—§ e f(x) <0 se —§§x<0. Logo, temos
2 . -, . 2 ) )
que r = —3 é um ponto de inflexdo, isto é, no intervalo | —1, —3 o grafico de f é

. . 2 . . :
coOncavo para cima e no intervalo [—g, 0] é concavo para baixo. Veja a figura abaixo.

Finalmente, pelos trés casos acima, temos que o gréifico de f se assemelha ao seguinte:

3
Figura 3.1: Grdfico da fungdio f(x) = |1+ z|P — 1 — px — 2*7P|z|P, caso p = 7"

Portanto, f(z) <0, para todo x € R. O que conclui o Lema 3.2. [ |
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Lema 3.3. Sejam X1, ..., X,, wvaridveis aleatorias independentes com média zero. Entao
a desigualdade (3.1) implica em, 1 < p < 2,

> X
i=1

p n
E < 2P CEIXP
=1

Demonstracgao:

No Lema 3.2, provamos que |1 + z|? < 1 + pz + 227P|z|’, para qualquer z € R e

b
1 <p <2, entdo fazendo x = — (a #0), temos
a

p p

=

b b b
‘1+— <l+p—+4227|-
a a

la+b]P < |a’ +p lal laP~! b4 227PpP =
a
la+ bP < |alP + sinal(a) p b |a|P~" + 227P|bP.

Se X1, Xy sao variaveis aleatorias independentes com EX; = FX, = 0, entao fazendo

a=X; e b= Xy, na ultima desigualdade acima, temos

E|X1+X2|p S E|X1|p + E(SZnGl(Xl) P XQ |X1|p—1) + 22—p E|X2|p S
= E|XiP +sinal(X)) p E(Xo | X1|P7Y) + 2277 E| X,
= B|X\P + sinal(X,) p B(X3) E| X, [P~ 42277 E|X,P (independéncia)

= E|Xi|P + 2% E|X5” (pois EX, = 0)

IN

2277 (B| X, |P 4+ E| X, P).

Seja agora X7, Xy, X3 variaveis aleatorias independentes com FX; = EXy = EX3 = 0,

entao fazendo a = X; + Xy e b= X3, temos
E|X1+ Xy + X3P <

< E|X1 + X2|p + sinal(Xl + XQ) p E(X3 ’Xl + X2|p*1) + 22-p E|X3|p
S 227]0 (E‘Xl‘p + E|X2|p> + sinal(Xl + XQ) P E(Xg) E’Xl + X2|p*1 + 227p E‘Xg‘p

=27 (E|X1[ + Bl Xa|” + E|X5[7).

Suponha, por indugao, que Xi,..., X,, sejam independentes com EX; =---= FX, =0,
entao,
Bl Xi+Xo+ -+ X, [P <22 P (E|X P + E|Xo|P + - + E| X, [P).
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Vamos mostrar que isto é valido para n + 1. Sejam entao Xy, Xo, ..., X,;, X;,11 indepen-
dentes com EX; =--- = EX,,1 =0. Assim fazendoa = X1+ Xo+---+X,, e b= X,,11,
temos

ElXi+Xo+ -+ X, + X,1u|P <
SEXi+Xo+ -+ X P +
+ sinal(X1+ Xo+- -+ X)) p BE( X1 | X1+ Xo+ -+ X, P H+
+ 2277 E|X, 4
<227P (EIX4|P + E|Xo|P + -+ + E|X,|P) + 2277 E|X,1|P
=227P (E|X 1P + E|Xs|P + -+ - + E|X,,|P + E|X,11]P).

>

i=1

p n
Portanto, F < 2% Z E|X;P. [ ]

=1

Lema 3.4. Sejam Xy, ..., X,, varidveis aleatorias Negativamente Associadas com média

zero e E|X;|P < 0o onde 1 < p < 2. Entao

n
E <max |Sk|p> < 2%P E E|X;P. (3.2)
1<k<n
i=1
Para a demonstragao deste lema vamos utilizar alguns resultados que serao enunciados
abaixo. Porém suas demonstragoes nao sao de nosso interesse nesta dissertacao e portanto

serao omitidas.

Teorema 3.5. [33] Seja {X;, 1 < i < n} uma sequéncia de varidveis aleatorias Ne-
gativamente Associadas e seja { X}, 1 < i < n} uma sequéncia de varidveis aleatdrias
independentes tal que X} e X; tem a mesma distribuicao para cada i = 1,2,...,n. Entao

se f € uma fung¢ao convera nao-decrescente,

k k
E f (max Xi> <Ef (max X;‘) (3.3)

1<k<n 4 1<k<n <
=1 =1

sempre que a esperanca no lado direito existir.

Teorema 3.6. [11] Seja ¢ uma fungao convera nao-decrescente definida em [0, 00). Se-

jam X1, Xo, ... wvaridveis aleatorias independentes com média zero. Entao, para qualquer
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itetrron > 1 ea € R,

E¢ [max <0, max (S — a))] <2 B ¢[max (0, (S, — a))] — 6(0), (3.4)

onde S, = i X;.
i=1

Demonstracao do Lema 3.4 :
Seja { X, 1 <i < n} uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes tal que X/ e
X; tem a mesma distribuigao para cada i = 1,2, ...,n. Seja f(z) = [max(0, )", para 1 <

p < 2. Temos que f é uma funcao convexa nao-decrescente e entao, pelo Teorema 3.5,

k k p
max | 0, max X; max | 0, max X/ )
1<k<n £ 1<k<n £—

1=

Assim, fazendo ¢(z) = 2P e a =0 no Teorema 3.6, segue que

k p n p
max (0, max Xl)] <2 F |max (0, ZX;")] .
shsn i=1

k p
max (0, max (—X;‘))]
1<k £

p

E

E

Da mesma forma,

k p
E |max (0, max (—Xﬁ)] < E
1

n P
< 2 E |max (0,2(—){;“))] .
Logo, -
k p k p k p
E(fﬂ 2% ) = B D Xl = B jmax <0m ZX)]

n p
< 2F max(O, ZXZ* ]
=1
n D
=28 |> X} (3.5)
i=1

Assim, pelo Lema 3.3, segue que

n p n n
E Y X;| <2* z; E|X;[P =27 E|X.
i=1 i= i=1
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Portanto,

F | max
1<k<n

p n
) < 2.2y B

i=1

k
>
=1

= 277 E|XP,
=1

e o lema fica demonstrado. [ |

Observagao 3.7. Temos o sequinte resultado sobre varidveis aleatorias independentes:
(Exercicio 5 pdgina 361 de [12]) Se {X,,n > 1} sdo varidveis aleatdrias indepen-
dentes com EX,, =0, n >1 e p € (1,2], entdao para alguma constante finita C que

depende apenas de p,

k p

>

i=1

F max
1<k<n

<C iE]Xi\p.
=1

Na demonstracao do lema anterior, podemos aplicar o exercicio acima em vez de usar o

Lema 8.3. De fato, por (3.5), temos

k P

>

i=1

P
FE max <2F

1<k<n ’

>
=1

e como
n p n p
E X/ < max g X/
1<k<n
i=1 i=1
entao,
n p n p
E 5 X7 < E| max E X7 ],
1<k<n
i=1 == =1
e assim,

>
i=1

p n n
) <20 ) EIX;P=C > EX|.
i=1 =1

3.2 A Lei Forte dos Grandes Niumeros e algumas Con-
sequéncias

O Teorema a seguir, ¢ sobre a Lei Forte dos Grandes Ntumeros para variaveis aleatorias

Negativamente Associadas. Uma parte de sua demonstracao é anéloga & demonstragao do
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Teorema 2.5 para varidveis aleatorias Positivamente Associadas. O restante da demons-

tracao segue do Lema 3.4, demonstrado na se¢ao anterior.

Teorema 3.8. Sejam {X,,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatdrias Negativamente
Associadas com E(X,) = 0 para todo n, e ¢ : R — RY wuma fun¢io par, tal que
lim p(z) = o0, ¢

p(z)

(a) ¢ € nao-decrescente em [0,00) e ——= N\, T — 00 0u
x

e —5 N\, T — 0.
x

o) 2D £

Suponha que {b,} satisfaca as condi¢oes firadas no preambulo do Capitulo 1 (pag. 6) e

que
= E(p(X;
Z Elo(Xy)) < oo e (3.6)
= vl
> " 0?2 E(o(X;
Zn‘lbgz W < 0. (3.7)
n=1 j=1 (10( j)
Entao,
f—: — 0 q.c

Observacao 3.9. Da mesma forma que na Observagao 2.6, a condi¢ao (3.7), implica as

condigoes,
D> nT0,2 ) b P(IX;] > by) < oo e (3.8)
n=1 j=1
= . E(o(X;) Iix,<b,
n=1 j=1 p(b;)

logo, podemos substitui-las no Teorema 3.8.

Demonstragao do Teorema 3.8 :

Note que nos Teoremas 2.5 e 3.8 as hipoteses (a), (b) e (2.13) s@o analogas as hipoteses
(a), (b) e (3.6) respectivamente. A demonstragao do Teorema 3.8 sera andloga & demons-
tragdo do Teorema 2.5 até a parte da demonstracao da Afirmacao 2.10, desigualdade
(2.21). Iremos demonstrar o Teorema 3.8 a partir do momento em que as demonstragoes

tomam rumos diferentes, e isto ocorre, quando aplicamos o Lema 3.4.
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No Teorema 2.5, Afirmacao 2.10, mostramos que

E(o(X;) Iyx;1<p,)
©(by)

E(Z2) <V} 2 P(|X;| > b)). (3.10)

Entao
o) k
—1 ] <
1 n' P (1@% ZI(ZJ EZ;)| > b, g> <
n= Jj=

) 1 k 2
< Z bz = F | max (Z (Z; — EZj) > pela Desigualdade de Markov

e pelo Lema 3.4 com p = 2,

o0
E n~! P max
1<k<n

n=1

k
ZZ EZ;)

>bn5>§

S 8_2in_1 b;Z C ZE(Z] — EZj)2
n=1 J=1

< e—2§:n—1 b,> C En:EZ]?
n=1 j—l

< 22 T, 22 [b? (?)IX d=h) g2 p(x| > )

onde na ultima desigualdade substituimos a expressao (3.10). Assim,
-1 - _ EZ.
> wtop (121% > (Z;— EZj)| > b, 5) <
n=1 j=1
- Z - 2 B(o(X)) Tix; <ey1)
< n b, Zb o) +
j
+ Z*lb Zzﬁ \X|>b)]

k

A
Q

ml
-
o
3|
M

por (3.7). Logo o resultado segue como no Teorema 2.5. |
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Corolario 3.10. No Teorema 3.8, se as condigoes (3.6) e (3.7) forem substituidas por

sup E(p(X;)) <oo e (3.11)

j=1

=1
> 5y <o (3.12)

= (
entao
Sn 0 qc
—
b E
Demonstragao:

Observe que do mesmo modo que na demonstragao do Corolario 2.12, b; < b, para
b? b2
todo 1 < j <n, implica em —— < " A prova da expressao (3.6) ¢ analoga a do
@(b;) ~ o(bn)

Corolério 2.12. Observe agora que,

n b2 00 n 2
Sty S S LY i B
- 35y LA

IN
g
N
AN
n
vZ
=
5
S

1 ©(bn) k>1
= 1
= sup F(p(X < Q.
B0 2 2
Sy
Portanto, pelo Teorema 3.8, o — 0 q.c. |

n
A seguir temos uma consequéncia do Corolério 3.10.

Corolario 3.11. Suponha que {X;,j > 1} € uma sequéncia de varidveis aleatorias Ne-

gativamente Associadas, E(X;) =0 e sup E(|X;[P) < oo para algum 1 < p < 2. Entao,
Jj=1

para cada 6 > 1, temos

Sn
(nlogn (loglogn)?)

—0 gq.c.

ST
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Demonstragao:
Como as hipoteses (3.11) e (3.12) do corolario anterior sdo as mesmas hipoteses do
Corolério 2.12, segue que a demonstracao é analoga a do Corolario 2.15, para variaveis

aleatorias Positivamene Associadas. [ |



Apéndice

A

Demonstracao do Teorema de Lei Forte
dos Grandes Niimeros para v.a.’s

Independentes

Com o intuito de fazer uma comparacao entre o Teorema 2.5 e o caso independente

demonstraremos o seguinte

Teorema A.1. (Correspondente ao Teorema 2.5, caso independente)
Seja {X,,n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes com EX,, = 0 para

cada n, e 0<b, 1 oo. Sejap: R —RY uma fungio par e continua em R tal que

@ e #(z) . quando |x|T oo (A.1)

] v’

= B(p(X,) _

; o0 < 00. (A.2)
Entao .

%ZXJ- —0 q.c (A.3)

Para a demonstragao deste teorema, vamos utilizar o seguinte resultado
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Teorema A.2. (Critério de Convergéncia de Kolmogorov [1]) Sejam {X,,,n > 1}

varidveis aleatorias independentes com esperanga finita. Se g VarX, < oo, entao,

n=1

[e.9]

Z(Xn — EX,) converge q.c.

n=1

Demonstracao do Teorema A.1 :
Inicialmente, observe que, ¢ é nao-decrescente em [0, 00), isto é, se 0 < x < y entao,
o(x) < ¢(y), pois, caso contrario, suponha que exista 0 < z < y tal que p(z) > p(y).
1

Como 0 < — < —, segue que M < M, ou seja, M
Y T x

y
primeira hipotese sobre .

Xp(w) se | Xp(w)] <0,
0  se |Xp(w)]>b,

é nao-crescente, contrariando a
Seja Z,(w) = Temos que {X;} e {Z;} sdo sequéncias

equivalentes. De fato,
ZP(Xj # 7;) = ZP(|X]~| > b;) < Z Elo(Xy)) < 00, pela hipotese (A.2),
j=1 j=1

onde, na peniltima desigualdade, usamos a Desigualdade de Chebyschev. Entao, como

ZP(X]- # Z;) < oo segue que {X,;} e {Z;} sdo sequéncias equivalentes, e logo, pelo
j=1

1 n 1 n
Teorema 2.8, b ;(Xj — Z;) — 0 q.c. Assim, se mostrarmos que b ]Z:; Z; — 0 q.c.,

o teorema ficara provado.

Observe que:

PO D i kD D
n=1 n=1 n=1
. EZ,
Afirmacgao A.3. Z < 0.
n=1 n
= |EZ,| <1
De fato, temos Z b Zb_ |E(Xy Ix,j<b)| € como |E(X, [x,56.)] =
n=1 n n=1 "
|E(Xy Ix,1<b0))| » segue que
CEZ) 1 SYRp = (1]
Do = 2y | BGG el < 0B\ ixase| = D B (5 T ) -
n=1 n n=1 " n=1 n n=1 n
Xn
Pela primeira hipotese em (A.1), temos #(2) /" implica em, para | X,| > b,, P X)) >

| ] [ Xal
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b, X)) _ (b - X Xn
wén ) e como  é par, SD,(X ’> > é ) Entao, ’bn’ < S;((bn))’ para |X,| > b,. Logo,

|Xn|>bn]>

EZ, X,
AN ZE('b |

n=1 n=1

- iE(w

= o(bn)
=\ E(Z,
E podemos entao concluir que Z (Zn) < 00
n=1 bn
~Z,— EZ
Afi ao A.4. L .C.
rmacao ; b converge q.c

z? X2 - z? = (X}
De fato E <b2 ) =F < b2 I[|Xn|<b ) elogo, ZE (b—;) = ZE (b—; ][Xn<bn]) .
n=1 n n=1 n

Observe agora que, pela segunda hipotese em (A.1), temos que gp(f) N\, implica em,
x
b, X, b, Xy .
para | X,| < by, (p(bQ ) < SO<L(2 ) e como @ é par segue que ('022 ) < SO(X2 ) Entao,
X2 X,
b_fj < SO(p((bn))’ para |X,| <b,. Segue-se que:

ZV“ (%) = gE (f—;f) = gE (f—g f[|Xn|Sbn}) < gE (% I[|Xn|sz)n1)

Como as variaveis aleatorias X,, sao independentes, entao as Z,, também sao independentes.

Zn
Aplicando o Teorema A.2 para a sequéncia de variaveis aleatorias {— , temos de

00 Zn
Z Var (b_) < 00, que
n=1 n

Z,—EZ,
Z —, converge q.c.

n=1
. = Z, :
Logo, das Afirmacgoes A.3 e A4, segue que Z 5 converge g.c. Finalmente, pelo

Lema de Kronecker, para cada w em um conjunto de probabilidade um, teremos

1 n
0 Z Z; — 0 g.c. |
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