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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a existência de uma solução positiva, em RN , para uma
classe de equações de Schrödinger quasilineares com não linearidade subcrítica ou crítica.
A fim de utilizarmos Métodos Variacionais, aplicamos uma mudança de variável para
reduzirmos as equações quasilineares a equações semilineares, cujos funcionais associados
estão bem definidos em espaços de Sobolev clássicos e satisfazem as propriedades
geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Estimativas apropriadas sobre o nível
minimax do Passo da Montanha e o Princípio de Concentration de Compacidade são
usados para contornarmos a perda de compacidade advinda da presença do expoente
crítico de Sobolev e da não limitação do domínio.

Palavras-Chaves: Teorema do Passo da Montanha, Métodos variacionais, Equações de
Schrödinger quasilineares, Expoente crítico de Sobolev.
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Abstract

It is established the existence of one positive solution for a class of quasilinear Schrödinger
equations in RN with subcritical and critical growth. In order to use Variational Methods,
we apply a change of variable, obtaining semilinear equations, whose associated functionals
are well defined in appropriate Sobolev spaces and satisfy the geometric hypotheses of the
Mountain Pass Theorem. Appropriate estimates on the mountain pass minimax level and
the Concentration–Compactness Principle are used to overcome the lack of compactness
due to the presence of the critical exponent of Sobolev and the unboundedness of the
domain.

keywords: Mountain Pass Theorem, variational methods, quasilinear Schrödinger
equations, Sobolev critical exponent
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Notações

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notações:

• M,C,C0, C1, . . . denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

•
∫

RN
f(x) dx é representada por

∫
RN
f ;

• BR(p) denota a bola aberta de raio R com centro no ponto p ∈ RN ; e ∂BR(p),
denota a fronteira desta bola;

• R+ = [0,+∞);

• Representamos por 〈·, ·〉 o par dualidade entre os espaços E e seu dual E ′;

• Representamos a convergência fraca em E por “ ⇀ ” e a convergência forte, por
“ → ”;

• suppϕ denota o suporte da função ϕ;

• |Ω| denota a medida de Lebesgue de um conjunto mensurável Ω ⊂ RN ;

• χΩ denota a função característica do conjunto Ω;

• ‖ · ‖E denota a norma do espaço E;

• Para 1 ≤ p < N , p∗ =
Np

N − p
é o expoente crítico de Sobolev;

• A = O(x) quando
A

x
≤M , para alguma constante M > 0;

• An = on(x) se
An
x
→ 0 quando n→∞;

• u+(x) = max {u(x), 0};
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• u−(x) = min {u(x), 0};

• ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
é o gradiente da função u;

• ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

é o laplaciano da função u;

• C(Ω) = C(Ω,R) denota o espaço das funções contínuas em Ω e C0(Ω) são as funções
contínuas de suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente
diferenciáveis sobre Ω e C∞(Ω) =

⋂
k≥1C

k(Ω);

• Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω) e C∞0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω);

• C0,β(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|β

<∞
}

com 0 < β < 1, e Ck,β(Ω) são

as funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estão em
C0,β(Ω);

• Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurável :

∫
Ω

|u|pdx <∞
}
, em que 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊆ RN

é um aberto conexo, com norma dada por

‖u‖p :=

(∫
Ω

|u|p dx
)1/p

;

• L∞(Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre em
Ω com norma dada por

‖u‖∞ := inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• D1,2(RN) := {u ∈ L2∗(RN) : |∇u| ∈ L2(RN)} munido da norma ‖∇u‖2;

• F = {h ∈ C(RN ,R) ∩ L∞(RN) : |{x ∈ RN : |h(x)| ≥ ε}| <∞ para todo ε > 0};

• Para 1 ≤ p <∞,

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

giϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) e i = 1, . . . , N
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com norma dada por

‖u‖1,p =

[∫
Ω

(|∇u|p + |u|p) dx
]1/p

e
W 2,p(Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω) :

∂u

∂xi
∈ W 1,p(Ω), para todo i = 1, . . . , N

}
.



Introdução

No presente trabalho, aplicando o método variacional, estudamos a existência de
soluções para a equação de Schrödinger quasilinear da forma

iε∂tz = −ε2∆z +W (x)z − l(x, |z|2)z − κε2∆[ρ(|z|2)]ρ′(|z|2)z, (1)

onde z : RN × R→ C, W : RN → R é um potencial dado, ε > 0, κ é uma constante real
e l, ρ são funções reais adequadas.

Equações quasilineares da forma (1) aparecem, mais naturalmente, em problemas
da Física-Matemática, principalmente em Física dos Plasmas e Mecânica dos Fluidos
[29, 35, 36, 41, 49]; na Teoria Ferromagnética e dos Magnons de Heisenberg [3, 10, 32, 37];
em Mecânica Quântica Dissipativa [30]; e em Teoria da Matéria Condensada [26]. Estas
equações têm sido tomadas como modelo de vários fenômenos físicos correspondentes aos
vários tipos de ρ. O caso em que ρ(s) = s foi usado por Kurihara em [35] na obtenção
da equação da membrana de superfluido em Física dos Plasmas (veja também [36]). No
caso ρ(s) = (1 + s)1/2, a equação (1) modela a canalização de um laser ultra-curto de alta
potência na matéria (veja [7, 8, 12, 56] e as referências em [16]).

Consideramos, aqui, a existência de soluções para equações quasilineares de
Schrödinger da forma (1), com ρ(s) = |s|α, α ≥ 3/4 e κα = ε = 1. Buscando soluções do
tipo ondas estacionárias, a saber, soluções da forma

z(x, t) = exp(−iF t)u(x), F ∈ R,

obtemos uma equação do tipo elíptica com a seguinte estrutura formal:

−∆u+ V (x)u−∆(|u|2α)|u|2α−2u = l(x, u2)u, u > 0, x ∈ RN , (2)

onde V (x) = W (x) − F é a nova função potencial. Nos Capítulos 2 e 3 deste trabalho,



Introdução 5

suporemos l(x, u2)u = g(x, u), e nos Capítulos 4 e 5, l(x, u2)u = K(x)|u|2α2∗−2u+ g(x, u),
com g possuindo crescimento subcrítico em ambos os casos. Enfatizamos aqui que
2α2∗ = 4αN/(N − 2) é o expoente crítico para nossos problemas (veja [20, 44]).

O caso semilinear, correspondendo a κ = 0, tem sido largamente estudado nos últimos
anos (veja, por exemplo, [1, 6, 18, 27, 55, 61], como também suas referências). Logo,
existem muitos resultados sobre existência de soluções com expoente subcrítico, crítico
e supercrítico (veja, por exemplo, [1, 4, 6, 17, 54, 61]). Quando a função potencial
é periódica, encontramos uma extensa bibliografia para esta classe de equações. Em
primeiro lugar, citamos o caso definido, isto é, quando V é estritamente positivo. Em [50],
Pankov utilizando o princípio variacional de Nehari, provou a existência de ground states,
isto é, soluções de energia mínima, dentre todas as soluções não triviais. Rabinowitz
em [53], sob hipóteses menos restritivas na função potencial V , obteve um resultado de
existência, mas não necessariamente, uma solução ground state. Além disso, em [15], Coti
Zelati e Rabinowitz provaram a existência de infinitas soluções supondo hipóteses técnicas
adicionais. Em trabalhos recentes, Troestler e Willem [63] e Kryszewski e Szulkin [34],
utilizando o teorema de enlace generalizado, provaram um resultado de existência para o
caso em que V é indefinido. Esta abordagem foi simplificada por Pankov e Pflüger [51] ao
utilizarem a técnica de aproximação para funções periódicas. Posteriormente, Chabrowski
e Jianfu [11], usaram esta mesma abordagem em uma equação Schrödinger semilinear e
expoente crítico de Sobolev.

Estudos recentes têm direcionado a atenção na existência de soluções para (2) no caso
em que κ > 0, com l(x, s2)s = |s|p−1s, quando 4 ≤ p + 1 < 22∗, N ≥ 3 (veja, por
exemplo, [43, 44, 52]). A existência de uma solução ground state positiva foi provada
por Poppenberg, Schmitt e Wang [52] e Liu e Wang [43]. Eles usaram, para potenciais
positivos, um argumento de minimização com vínculo, estabelecendo uma solução de (2)
com um multiplicador de Lagrange, µ, não conhecido, na frente do termo não-linear. Em
[44], com uma mudança de variável o problema quasilinear foi reduzido a um problema
semilinear e uma estrutura de espaço de Orlicz foi usada para provar a existência de uma
solução positiva de (2) para todo µ positivo via Teorema do Passo da Montanha. Em [13],
Colin e Jeanjean também fizeram uso da mudança de variável para reduzir a equação (2)
a uma semilinear. Utilizando o espaço de Sobolev H1(RN), eles provaram a existência de
soluções a partir dos resultados clássicos obtidos por Berestycki e Lions [6] quando N = 1

ou N ≥ 3, e Berestycki, Gallouët e Kavian [5] quando N = 2.
Seguindo a mesma técnica de mudança de variável, Severo [57], do Ó e Severo [23, 24],

do Ó e Moameni [21], do Ó, Moameni e Severo [22], Moameni [46, 47] e do Ó, Miyagaki
e Soares [19, 20] desenvolveram outros trabalhos bastante consideráveis relacionados à
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existência, multiplicidade e comportamento de concentração de soluções para equações
de Schrödinger quasilineares. Dentre eles, enfatizamos o trabalho de tese de Severo, [57],
que traduziu-se em alguns artigos publicados, e além disso, foi subsídio de inestimável
importância, junto com os trabalhos de Lins e Silva [38, 39], para concretude do presente
trabalho, desde quando ainda procurávamos um rumo a seguir.

Todavia, a maioria destes trabalhos empregou espaços do tipo Orlicz na obtenção
de seus resultados; alguns que não fizeram isto, trabalharam no espaço bi-dimensional
R2, enquanto nós, trabalhamos em RN , com N ≥ 3. Mesmo aqueles que usaram,
diretamente, espaços de Sobolev em dimensões maiores que 2, não suprimem o valor
de nossos resultados, uma vez que estudamos problemas com aspectos diferentes sobre a
função potencial e a não-linearidade.

Apresentando demonstrações mais simples, nosso trabalho completa, até certo ponto,
alguns dos trabalhos anteriores que tratam de equações do tipo (2). Como ponto de apoio,
podemos mencionar que todos esses trabalhos lidam com potência pura ou empregam a
condição de superlinearidade de Ambrosetti e Rabinowitz, enquanto que nossos resultados
utilizam condições semelhantes às de Costa-Magalhães [14]. Além disso, em todos os
trabalhos supracitados, exceto [43, 48], fora considerado apenas o caso em que α = 1,
enquanto nós consideramos α ≥ 3/4. Mesmo assim, o autor de [48] considera apenas
α = 2∗/4 para desenvolver seus resultados aplicando outro método – o fibering method
–, e não, a mudança de variável introduzida por [44]; da mesma forma, mas agora, para
todo α > 1/2, em [43] é estabelecida a existência de ground states via argumento de
minimização, não utilizando-se, novamente, a mudança de variável, a qual foi formulada
posteriormente em [44]. Por outro lado, em [44], é resolvido um problema quasilinear
com α = 1, através da mudança de variável, ficando apenas uma afirmação (veja [44]-
Observação 3.9) de que o problema poderia ser resolvido para todo α > 1/2, utilizando-se
aquela mudança de variável. Ainda falando em mudança, talvez caiba aqui falar que nossa
metodologia na demonstração de nossos resultados principais (naqueles casos em que há
alguma semelhança com trabalhos anteriores) é diferente. Finalmente, explicitamos o
fato importante de que em nenhuma parte desta tese foram utilizados espaços de Orlicz,
mesmo nos casos onde o potencial não é limitado.

Deveríamos enfatizar que as hipóteses utilizadas neste trabalho, bem como a
metodologia empregada na apresentação dos problemas, foram inspiradas nos trabalhos
de Lins e Silva [38, 39].

Em tudo o que se segue, suporemos que V seja uma função contínua uniformemente
positiva, ou seja,
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(V ) existe uma constante a0 > 0 tal que

V (x) ≥ a0 > 0, para todo x ∈ RN .

Ao longo deste trabalho, admitiremos as seguintes propriedades para a função g, além
de outras que serão consideradas em cada resultado específico:

(g1) g(x, s) = o(|s|), quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ RN ;

(g2) existem constantes a1, a2 > 0 e 4α ≤ q1 < 2α2∗ tais que

|g(x, s)| ≤ a1 + a2|s|q1−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞).

Notamos que as condições (g1) e (g2) nos possibilitam usar métodos variacionais para
estudarmos a Equação (2), e permitem-nos verificar que o funcional associado possui
um mínimo local na origem. Na verdade, estudamos o funcional associado ao problema
modificado. A condição (g2) impõe um crescimento subcrítico para g. Entretanto, sob
estas hipóteses, este funcional não satisfaz uma condição de compacidade do tipo Palais-
Smale, desde que o domínio é todo o RN ou o Problema (2) envolve o crescimento associado
ao limite da imersão de Sobolev.

Nosso trabalho está dividido em cinco capítulos. O primeiro contém alguns resultados
preliminares. Nos outros quatro abordaremos, com mais detalhes, nossos problemas sobre
a existência de solução positiva. Observamos que os Capítulos 2 e 4 generalizam dois
artigos [58, 59] já aceitos para publicação.

No Capítulo 1, apresentamos alguns resultados que servirão aos demais,
principalmente, as propriedades da mudança de variável, que é a mola-mestra de todo
o trabalho.

No Capítulo 2, tratamos o caso em que a nova não-linearidade l(x, u2)u = g(x, u)

é não-negativa e possui crescimento subcrítico. Além disso, supomos que g tem
comportamento periódico ou assintoticamente periódico no infinito. Mais especificamente,
consideramos o problema{

−∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = g(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞(RN), u > 0,
(3)

onde V : RN → R e g : RN × R → R+ são funções contínuas, satisfazendo, além das
hipóteses anteriores ((V ), (g1) e (g2)), as seguintes:
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V é uma perturbação de uma função periódica no infinito. Mais claramente, denotando
por F a classe de funções h ∈ C(RN ,R) ∩ L∞(RN) tais que, para todo ε > 0, o conjunto
{x ∈ RN : |h(x)| ≥ ε} possui medida de Lebesgue finita, admitimos que V satisfaz

(V1) existe uma função V0 ∈ C(RN ,R), 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , tal que V0−V ∈ F
e

V (x) ≤ V0(x), para todo x ∈ RN .

Considerando G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt, a primitiva de g, supomos:

(g3) existem constantes a3 > 0, q2 > N(q1 − 4α)/2 e uma função h1 ∈ L1(RN) tais que

1

4α
g(x, s)s−G(x, s) ≥ a3s

q2 − h1(x), para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

onde q1 é dada pela hipótese (g2);

(g4) existem uma constante 2 ≤ q3 < 2α2∗ e funções h2 ∈ F , g0 ∈ C(RN × R,R+),
1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , tais que

(i) G(x, s) ≥ G0(x, s) =
∫ s

0
g0(x, t) dt, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

(ii) |g(x, s)− g0(x, s)| ≤ h2(x)|s|q3−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

(iii) a função s→ g0(x, s)/s4α−1 é não-decrescente na variável s > 0;

(g5) lim inf
s→∞

G(x, s)

s4α
> 0, uniformemente em x ∈ RN .

Observamos que a condição (g5) é mais geral do que aquela utilizada pelos autores em
[59]. Esta mudança foi possível, devido a uma nova demonstração, utilizando a primeira
autofunção do laplaciano, para a geometria do Passo da Montanha (é apenas neste ponto
que tal hipótese é aplicada). Queremos também destacar que a condição (g5) permitiria-
nos considerar, também, o caso em que q1 = 4α.

O resultado principal deste capítulo é o seguinte:

Teorema 0.1. Suponha que as condições (V ), (V1) e (g1)− (g5) sejam satisfeitas. Então
o Problema (3) possui uma solução.

Observamos que no caso particular: V = V0, g = g0, a condição (g4)(iii) não
é necessária para a existência de uma solução para o problema periódico; ou seja,
considerando o Problema (3), sob as hipóteses: (V ), (g1)− (g3), (g5) e, ainda,

(V0) a função V ∈ C(RN ,R) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N ;
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(g0) a função g ∈ C(RN × R,R+) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N ,

podemos estabelecer:

Teorema 0.2. Suponha que (V ), (V0), (g0), (g1)− (g3) e (g5) sejam satisfeitas. Então o
Problema (3) possui uma solução.

Para demonstrarmos os resultados deste capítulo, utilizamos uma mudança de variável
v = f−1(u) e obtemos uma equação semilinear cujo funcional associado está bem definido
em H1(RN) e possui a geometria do Passo da Montanha. A demonstração do Teorema 0.1
reside no estudo do funcional energia associado ao problema modificado. Primeiramente,
mostramos que o funcional possui a geometria do Passo da Montanha e estabelecemos que
o nível minimax, c, é positivo. Para encontrarmos um ponto crítico não-trivial, adaptamos
os argumentos utilizados em [38, 39]: supomos que a solução da equação em (3) seja a
nula. Considerando o funcional associado ao problema (funcional modificado), utilizamos
uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem condição de compacidade [25] para
obtermos uma sequência de Cerami associada ao nível minimax do Passo da Montanha. A
seguir, utilizamos essa sequência de Cerami para estabelecermos a existência de um ponto
crítico não-trivial do funcional associado ao problema periódico. Finalmente, aplicamos
uma versão local do Teorema do Passo da Montanha para garantirmos a existência de um
ponto crítico não-nulo do funcional associado ao Problema (3), o que nos dá uma solução
não-nula para a equação em (3).

O Capítulo 3 trata o problema anterior, com menos hipóteses sobre a função g.
Na verdade, com g satisfazendo as hipóteses (g1) − (g3) e (g5). Além do potencial
V : RN → R ser uma função contínua uniformemente positiva, isto é, cumprindo a
condição (V ), supomos aqui que V satisfaz a condição

(V2) para qualquer D > 0, |{x ∈ RN : V (x) ≤ D}| <∞,

que generaliza a hipótese de coercividade e de integrabilidade do seu inverso (veja a
introdução deste capítulo).

Observamos que a não limitação do potencial V não constitui impedimento para
usarmos o espaço de Sobolev H1(RN), como era de se esperar, tendo em vista os trabalhos
[23, 44, 57], dentre outras referências.

Como resultado central deste capítulo, temos:

Teorema 0.3. Suponha que as condições (V ), (V2), (g1) − (g3) e (g5) sejam satisfeitas.
Então o Problema (3) possui uma solução.
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Para demonstrarmos o Teorema 0.3, usamos a mesma mudança de variável empregada
no Capítulo 2, e assim, obtemos um funcional associado bem definido em um subespaço
X ⊂ H1(RN), caracterizado em função do potencial V (veja Capítulo 3), que permite-nos
utilizar uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem condição de compacidade
e estudar o problema variacionalmente. Encontramos então, uma sequência de Cerami
associada ao nível minimax, a qual nos direciona à solução de nosso problema. Utilizando
apenas um argumento de contradição, supondo que a única solução para a nossa equação
é a solução nula, obtemos que o nível do passo da montanha deveria ser igual a zero, o
que é um absurdo. Isto nos leva a concluir a existência de solução (não-nula) para o nosso
problema. O fato de que a solução encontrada é positiva, segue o mesmo argumento que
usamos para a solução do Capítulo 2.

No Capítulo 4, tratamos o caso em que a nova não-linearidade l(x, u2)u =

K(x)|u|2α2∗−2u + g(x, u) possui crescimento crítico. Além disso, como no Capítulo 2,
supomos que g tem comportamento periódico ou assintoticamente periódico no infinito.
Mais especificamente, estudamos a existência de uma solução para o problema crítico −∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = K(x)|u|2α2∗−2u+ g(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞(RN), u > 0,
(4)

onde V , K : RN → R e g : RN × R → R são funções contínuas satisfazendo, além das
hipóteses (V ), (V1), (g1), (g2) e (g4), as seguintes:

(K) existem uma função K0 ∈ C(RN ,R), 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , e um ponto
x0 ∈ RN , tais que K −K0 ∈ F e

(i) K(x) ≥ K0(x) > 0, para todo x ∈ RN ,

(ii) K(x) = ‖K‖∞ +O(|x− x0|N−2), quando x→ x0;

(g′3) existe uma constante 2 ≤ q2 < 2α2∗ e funções h1 ∈ L1(RN), h2 ∈ F tais que

1

4α
g(x, s)s−G(x, s) ≥ −h1(x)− h2(x)sq2 , para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞);

(g′5) existe um conjunto aberto e limitado Ω ⊂ RN , contendo x0 dado por (K)(ii), tal
que

G(x, s)

Ψ(s)
→∞, quando s→∞, uniformemente em Ω,
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onde

Ψ(s) =


s2α2∗−1, se 3 ≤ N ≤ 8 e α > 3/4, ou N ≥ 9 e α > (N − 2)/8,

s
3
2

2∗−1 log s, se 3 ≤ N ≤ 8 e α = 3/4,

s4α, se N ≥ 9 e 3/4 ≤ α ≤ (N − 2)/8.

Observamos que, neste capítulo, como também, no próximo, a função g pode assumir
valores negativos, enquanto que nos dois capítulos anteriores, pedimos g ≥ 0. Notamos
ainda que a condição (g′5) é fundamental para obtermos a estimativa apropriada para o
nível minimax do Teorema do Passo da Montanha.

Dessa forma, o principal resultado do capítulo é o seguinte:

Teorema 0.4. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2), (g′3), (g4) e (g′5) sejam satisfeitas.
Então o Problema (4) possui uma solução.

De maneira análoga ao Teorema 0.2, no caso particular: V = V0, K = K0, g = g0, a
condição (g4)(iii) não é mais necessária para a existência de uma solução para o problema
periódico. De fato, considerando o Problema (4), sob as hipóteses: (V ), (V0), (g0), (g1),
(g2), (g′3), (g′5) e

(K0) a função K ∈ C(RN ,R) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , e existe um ponto x0 ∈ RN ,
tal que

(i) K(x) > 0, para todo x ∈ RN ,

(ii) K(x) = ‖K‖∞ +O(|x− x0|N−2), quando x→ x0,

podemos estabelecer:

Teorema 0.5. Suponha que (V ), (V0), (K0), (g0), (g1), (g2), (g′3) e (g′5) sejam satisfeitas.
Então o Problema (4) possui uma solução.

A idéia para provarmos nossos resultados deste capítulo é motivada pelos argumentos
usados em [13, 44]. Também usamos uma mudança de variável para reformularmos o
problema, obtendo um problema semilinear que tem um funcional associado bem definido
no espaço de Sobolev H1(RN) e satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo
da Montanha (veja [2]). A seguir, adaptamos o argumento empregado em [38, 39], supondo
que a solução para a equação de (4) é a solução nula. Considerando o funcional associado
ao problema modificado, usamos uma versão do Teorema do Passo da Montanha, sem
condição de compacidade [25], para obtermos uma sequência de Cerami associada ao nível
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minimax. Em seguida, utilizamos esta sequência e um resultado técnico devido a Lions
(veja [15]) para obtermos um ponto crítico não-trivial do funcional associado ao problema
periódico. Além disso, somos capazes de verificar que o valor do funcional associado ao
Problema (4) neste ponto é menor ou igual ao nível minimax do Passo da Montanha e que
este nível é atingido. Finalmente, empregamos uma versão local do Teorema do Passo da
Montanha para obtermos uma solução para o Problema (4).

No Capítulo 5, estudamos a existência de uma solução para o Problema (4), onde
V , K : RN → R e g : RN ×R→ R são funções contínuas, satisfazendo as hipóteses: (V ),
(V2), (g1), (g2), (g′5) e

(K ′) K ∈ C(RN ,R) ∩ L∞(RN), e existem uma constante a4 > 0 e um ponto x0 ∈ RN ,
tais que

(i) K(x) ≥ a4 > 0, para todo x ∈ RN ,

(ii) K(x) = ‖K‖∞ +O(|x− x0|N−2), quando x→ x0.

Dessa forma, o principal resultado do capítulo é o seguinte:

Teorema 0.6. Suponha que (V ), (V2), (K ′), (g1), (g2) e (g′5) sejam satisfeitas. Então o
Problema (4) possui uma solução.

Observamos que a condição (g′5) é essencial na verificação de que o nível minimax do
Teorema do Passo da Montanha está no intervalo onde podemos estabelecer o resultado
para o argumento de contradição.

Demonstramos o Teorema 0.6, usando idéias conjuntas dos Capítulos 3 e 4, obtendo um
funcional associado bem definido no subespaço X ⊂ H1(RN) apresentado no Capítulo 3,
que satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Encontramos
então, uma sequência de Cerami associada ao nível minimax, que nos conduz à solução
de nosso problema. Fazendo estimativas apropriadas sobre este nível, estabelecemos o
resultado que possibilita-nos empregar um argumento de contradição na demonstração
do Teorema 0.6. Para obtermos tais estimativas, inspirados nos trabalhos de Brézis-
Nirenberg [9] e Lins e Silva [39], utilizamos funções que são extremos para a imersão
de Sobolev de D1,2(RN) em L2∗(RN). Em seguida, utilizando apenas um argumento de
contradição, ao supormos que a única solução para a nossa equação é a solução nula,
obtemos que o nível do passo da montanha seria igual a zero, que é um absurdo. Isto nos
leva a concluir a existência de solução (não-nula) para o nosso problema. O fato de que a
solução encontrada é positiva, segue o mesmo argumento que usamos para a solução dos
Capítulo 2 e 4.
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Para a facilidade da leitura deste trabalho, repetiremos, em seus respectivos capítulos,
os enunciados dos resultados principais, bem como especificaremos, novamente, as
hipóteses sobre as funções V , K e g. Assim sendo, os capítulos foram redigidos de forma
a possibilitar, o quanto possível, uma leitura independente dos mesmos.



Capítulo

1
Resultados preliminares

Apresentamos, neste capítulo, duas versões do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti e Rabinowitz [2], ferramentas essenciais deste nosso trabalho. Aqui, também,
demonstramos as propriedades da mudança de variável responsável pelas estruturas
variacionais associadas aos problemas estudados e verificamos que os funcionais associados
aos problemas em questão estão, realmente, bem definidos e são de classe C1 nos espaços
utilizados. Finalmente, estabelecemos que se v é uma solução dos problemas modificados
pela mudança de variável, então u é uma solução para os problemas originalmente
propostos.

1.1 Versões do Teorema do Passo da Montanha

Sejam E um espaço de Banach real e I : E → R um funcional de classe C1. Denotamos
porK o conjunto dos pontos críticos de I. Dado c ∈ R, definimos Ic = {u ∈ E : I(u) ≤ c}
e Kc = {u ∈ E : u ∈ K, I(u) = c}.

Como observamos na Introdução, os funcionais associados aos Problemas (2.1), (3.1),
(4.1) e (5.1) não satisfazem uma condição do tipo Palais-Smale. Para contornarmos esta
dificuldade, utilizamos versões do Teorema do Passo da Montanha. A seguir, enunciamos
a primeira versão deste Teorema (veja [38, 57, 64]).

Relembramos que um funcional I ∈ C1(E,R) satisfaz a condição de Cerami no nível
c ∈ R, denotada por (Ce)c, se toda sequência (un) ⊂ E satisfazendo (i) I(un) → c e (ii)
‖I ′(un)‖E′(‖un‖E + 1) → 0, quando n → ∞, possui uma subsequência convergente. O
funcional I satisfaz a condição de Cerami, denotada por (Ce), se ele satisfaz (Ce)c para
todo c ∈ R. Dizemos que (un) ⊂ E é uma sequência (Ce)c se satisfaz (i) - (ii). Afirmamos
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que (un) ⊂ E é uma sequência (Ce) se ela for uma sequência (Ce)c para algum c ∈ R.

Teorema 1.1. Sejam E um espaço de Banach real e I ∈ C1(E,R). Seja S um
subconjunto fechado de E que o desconecta (por caminhos) em componentes conexas
distintas E1 e E2. Suponha ainda que I(0) = 0 e

(I1) 0 ∈ E1 e existe τ > 0 tal que I|S ≥ τ > 0,

(I2) existe e ∈ E2 tal que I(e) ≤ 0.

Então I possui uma sequência (Ce)c, com c ≥ τ > 0 dado por

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)), (1.1)

onde
Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, γ(1) ∈ I0 ∩ E2}. (1.2)

Como veremos nos Capítulo 2 e 4, para provarmos os Teoremas 2.1 e 4.1, precisaremos
também de uma versão local do Teorema 1.1. Primeiramente, enunciamos um resultado
de deformação local. Observamos que, embora, ambos tenham sido provados em [38] (veja
também [33]), apresentamos a prova do segundo, por completude.

Lema 1.2. Seja E um espaço de Banach real. Suponha que I ∈ C1(E,R) e que, para um
certo c ∈ R, exista um conjunto compacto D ⊂ Ic tal que D 6= ∅ e D ∩Kc = ∅. Então,
dado ε̄ > 0, existem 0 < ε < ε̄ e η ∈ C([0, 1]× E,E) tais que

(η1) η(t, u) = u, para todo t ∈ [0, 1], I(u) 6∈ [c− ε̄, c+ ε̄],

(η2) I(η(t, u)) ≤ I(u) para todo u ∈ E e t ∈ [0, 1],

(η3) η(1, D) ⊂ Ic−ε.

Teorema 1.3. Seja E um espaço de Banach real. Suponha que I ∈ C1(E,R) satisfaça
I(0) = 0, (I1) e (I2). Se existir γ0 ∈ Γ, Γ definido por (1.2), tal que

c = max
t∈[0,1]

I(γ0(t)) > 0, (1.3)

onde c é dado por (1.1), então I possui um ponto crítico não-nulo u ∈ Kc ∩ γ0([0, 1]).

Demonstração. Argumentando por contradição, supomos que γ0([0, 1]) ∩ Kc = ∅.
Portanto, considerando D = γ0([0, 1]) e 0 < ε̄ < c, podemos aplicar o Lema 1.2 para
encontrar 0 < ε < ε̄ e η ∈ C([0, 1]×E,E) satisfazendo as condições (η1)− (η3). Tomando
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γ(t) = η(1, γ0(t)) para todo t ∈ [0, 1], por I(0) = 0, (I2), (η1) e nossa escolha de ε̄,
concluímos que γ ∈ Γ. Além disto, por (1.3) e (η3), temos que

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≤ c− ε.

Entretanto, esta desigualdade contradiz a definição de c. Isto conclui a demonstração do
teorema.

1.2 A mudança de variável

Observamos que os funcionais energia associados aos problemas sob consideração
contêm um termo da forma ∫

RN
|u|2(2α−1)|∇u|2,

o qual pode ser infinito para u ∈ H1(RN). Efetivamente, consideremos uma função
φ ∈ C∞0 (RN , [0, 1]), φ ≡ 1 em B1(0), φ ≡ 0 em RN\B2(0) e tomemos a funçao
u ∈ C1

0(RN\{0}) definida por

u(x) = |x|(2−N)/4αφ(x), para x 6= {0}.

Não é difícil de vermos que u ∈ H1(RN) e que
∫

RN |u|
2(2α−1)|∇u|2 = +∞.

Devido a este termo, não podemos aplicar diretamente os métodos minimax a estes
funcionais. Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que aparece para lidarmos
com esta classe de problemas é encontrarmos um espaço de funções apropriado onde os
funcionais associados estejam bem definidos. Portanto, a fim de substituirmos este termo
por outro que contém apenas o quadrado do gradiente, fazemos uso da mudança de variável
introduzida por [44], a saber, v = f−1(u), em que f é definida por

f ′(t) =
1

(1 + 2α|f(t)|2(2α−1))1/2
em [0,+∞),

f(t) = −f(−t) em (−∞, 0].
(1.4)

O lema a seguir apresenta-nos as propriedades da mudança de variável f , necessitando
de que α ≥ 3/4.

Lema 1.4. Suponha que α ≥ 3/4. Então a função f goza das seguintes propriedades:
(1) f é unicamente definida, C1(R), C2(R\{0}) e invertível;
(2) 0 < f ′(t) ≤ 1 e f ′(0) = 1, para todo t ∈ R;
(3) |f(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R;
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(4) f(t)/t→ 1 quando t→ 0;
(5) f(t)/t1/2α → (2α)1/4α quando t→ +∞;
(6) f(t)/2α ≤ tf ′(t) ≤ f(t) para todo t ≥ 0;
(7) |f(t)| ≤ (2α)1/4α|t|1/2α para todo t ∈ R;
(8) f 2(t)/2α ≤ f(t)f ′(t)t ≤ f 2(t) para todo t ∈ R;
(9) existe uma constante positiva C tal que

|f(t)| ≥

{
C|t|, |t| ≤ 1,

C|t|1/2α, |t| ≥ 1;

(10) |f(t)|2α−1|f ′(t)| ≤ 1/
√

2α para todo t ∈ R.

Demonstração. Consideremos o Problema de Cauchy
dy

dt
(t) = W (y) =

[
1 + 2α|y|2(2α−1)

]−1/2
,

y(0) = 0.

(1.5)

Afirmamos que W é lipschitziana se α ≥ 3/4. De fato, para y 6= 0, temos

W ′(y) = −2α(2α− 1)|y|4α−4y

(1 + 2α|y|4α−2)3/2
. (1.6)

Consequentemente,

|W ′(y)| =

∣∣∣∣∣2α(2α− 1)|y|4α−3

(1 + 2α|y|4α−2)3/2

∣∣∣∣∣ ≤ 2α− 1

(2α)1/2|y|2α
→ 0, , quando |y| → ∞.

E, por outro lado, se α ≥ 3/4,

|W ′(y)| =

∣∣∣∣∣2α(2α− 1)|y|4α−3

(1 + 2α|y|4α−2)3/2

∣∣∣∣∣ ≤ 2α(2α− 1)|y|4α−3 ≤ 2α(2α− 1), para todo |y| ≤ 1.

Logo, por um argumento de compacidade, se α ≥ 3/4, temos que existe M = M(α) > 0

tal que
|W ′(y)| ≤M, para todo y 6= 0. (1.7)

Daí, pelo Teorema do Valor Médio, existe ξ 6= 0 tal que

|W (y)−W (0)| = |W ′(ξ)| |y| ≤M |y|.
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Assim, para y2 < 0 < y1, temos

|W (y1)−W (y2)| ≤ |W (y1)−W (0)|+|W (y2)−W (0)| ≤M(|y1|+|y2|) = M |y1−y2|. (1.8)

Logo, de (1.7) e (1.8), segue que W é lipschitziana para α ≥ 3/4. A afirmação está
provada.

Além disso, desde queW é par, pelo Teorema de Existência e Unicidade para equações
diferenciais ordinárias (veja [60]), temos que f é única, ímpar e definida para t em um
intervalo maximal (t−, t+). Afirmamos que t± = ±∞. Se não, digamos que t+ <∞. Seja
tn → t+ com tn < t+. Desde que W ≤ 1, integrando (1.5), obtemos

|y(tn+1)− y(tn)| ≤ |tn+1 − tn|.

Então, y(tn) é uma sequência de Cauchy e, portanto, converge para algum a ∈ R. A
solução de 

dy

dt
(t) = W (y) =

[
1 + 2α|y|2(2α−1)

]−1/2
,

y(t+) = a

fornece-nos uma continuação de f para valores de t > t+, contradizendo a maximalidade
de t+. Similarmente, t− = −∞. Portanto, f está definida para todo t ∈ R. Além disso,
como W é lipschitziana, temos que f ∈ C1(R) e, pela definição de W e (1.6), segue que
f ∈ C2(R\{0}). Assim, (1) fica provado.

O item (2) segue da definição de f e do fato de f ser ímpar.
A desigualdade (3) é uma consequência de (2).
Em seguida, provamos (4). Como consequência do Teorema do Valor Médio e a

propriedade (2) acima, existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(t)

t
=
f(t)− f(0)

t− 0
= f ′(θt)→ 1, quando t→ 0.

Assim, (4) está provado.
A propriedade (5) está provada na Observação 1.8, como uma consequência de (7).
A primeira desigualdade em (6) é equivalente a 2αt ≥

(
1 + 2αf 2(2α−1)(t)

)1/2
f(t). Para

verificá-la, consideramos a função ζ : R+ → R definida por

ζ(t) = 2αt−
(
1 + 2αf 2(2α−1)(t)

)1/2
f(t).
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Como ζ(0) = 0 e, para t > 0,

ζ ′(t) = 2α− 1

2

(
1 + 2αf 2(2α−1)(t)

)− 1
2 4α(2α− 1)f 4α−3(t)f ′(t)f(t)

−
(
1 + 2αf 2(2α−1)(t)

) 1
2 f ′(t)

=
[
(2α− 1)

(
1 + 2αf 2(2α−1)(t)

)
− 2α(2α− 1)f 2(2α−1)(t)

]
(f ′(t))2

= (2α− 1) (f ′(t))2 > 0,

(1.9)

obtemos a primeira desigualdade em (6). Analogamente, considerando a função η : R+ →
R, definida por η(t) = f(t)− tf ′(t), obtemos a segunda desigualdade em (6). Realmente,
temos η(0) = 0 e η′(t) = f ′(t)− f ′(t)− tf ′′(t) = −tf ′′(t). Por outro lado, para t > 0,

f ′′(t) = −1

2

(
1 + 2αf 2(2α−1)(t)

)−3/2
4α(2α− 1)f 4α−3(t)f ′(t)

= −2α(2α− 1) (f ′(t))4 f 4α−3(t) < 0.
(1.10)

Logo, η′(t) > 0, para t > 0, e a segunda desigualdade em (6) fica estabelecida.
Para provarmos (7), integramos f ′(t)

(
1 + 2α|f(t)|2(2α−1)

)1/2
= 1 e obtemos∫ t

0

f ′(s)
(
1 + 2αf 2(2α−1)(s)

)1/2
ds = t, para t > 0.

Usando a mudança de variável y = f(s), segue-se

t =

∫ f(t)

0

(
1 + 2αy2(2α−1)

)1/2
dy ≥

∫ f(t)

0

(2α)1/2y2α−1 dy = (2α)−1/2f 2α(t),

o que implica (7) para t ≥ 0. Para t < 0, usamos que f é ímpar.
O item (8) é uma consequência imediata de (6) e do fato de f ser uma função ímpar.
O ponto (9) segue de (4) e (5).
Finalmente, a estimativa (10) segue diretamente da definição de f . O lema está

demonstrado.

Observação 1.5. Notemos que W não é lipschitziana na origem para 1/2 < α < 3/4.
Com efeito, considerando y > 0, temos

W (y/2)−W (y)

y − y/2
= −2

y

∫ y

y/2

W ′(s) ds =
2

y

∫ y

y/2

2α(2α− 1)s4α−3

(1 + 2αs4α−2)3/2
ds

≥ 4α(2α− 1)

(1 + 2αy4α−2)3/2 y

∫ y

y/2

s4α−3 ds =
2α(24α−2 − 1)

24α−2 (1 + 2αy4α−2)3/2
y4α−3.
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Assim, se 1/2 < α < 3/4, temos que

W (y/2)−W (y)

y − y/2
→ ∞, quando y → 0.

Em trabalhos posteriores, a existência de solução para o caso em que 1/2 < α < 3/4

também será considerada.

Como consequência do Lema 1.4, temos

Corolário 1.6. (i) A função f(t)f ′(t)t−1 é decrescente para todo t > 0.
(ii) A função f 4α−1(t)f ′(t)t−1 é crescente para todo t > 0.
(iii) A função f 2α2∗−1(t)f ′(t)t−1 é crescente para todo t > 0.

Demonstração. Usando (6) do Lema 1.4, segue facilmente que f(t)/t é decrescente para
t > 0. Logo, por (1.10), obtemos

d

dt

(
f(t)f ′(t)

t

)
=

d

dt

(
f(t)

t

)
f ′(t) +

f(t)

t
f ′′(t) < 0 para t > 0,

o que mostra o item (i).
Para provarmos o item (ii), calculamos a derivada abaixo, para t > 0,

d

dt

(
f ′(t)f 4α−1(t)

t

)
=

(4α− 1)f 4α−2(t)(f ′(t))2t− 2α(2α− 1)f 8α−4(t)(f ′(t))4t− f 4α−1(t)f ′(t)

t2

≥ f ′(t)f 4α−2(t)
(4α− 1)f ′(t)t− (2α− 1)f ′(t)t− f(t)

t2

= f ′(t)f 4α−2(t)
2αf ′(t)t− f(t)

t2
> 0,

onde usamos (1.10) e o Lema 1.4-(2), (6), (10).
Agora, tendo em vista o Lema 1.4-(2), o fato de que f é crescente e f(t) > 0, para

t > 0, o item (iii) segue da igualdade f 2α2∗−1(t) = f 2α(2∗−2)(t)f 4α−1(t) e do item (ii). O
corolário está provado.

A seguir, apresentamos um resultado técnico que será essencial para obtenção da
estimativa apropriada do nível minimax; além disso, a partir de sua demonstração,
verificamos o item (5) do Lema 1.4.
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Lema 1.7. Existem constantes C0, R > 0 tais que, para todo t ≥ R,

f 2α2∗(t)− (2α)2∗/2t2
∗ ≥

 −C0t
2∗− 1

2α se α > 3/4;

−C0t
2∗− 1

2α log t se α = 3/4.

Demonstração. Seja t > t0 ≥ 1, com t0 fixado. Por definição, temos

f(t)− f(t0) =

∫ t

t0

1

(1 + 2αf 2(2α−1)(s))
1/2

ds.

Do Lema 1.4-(7) segue que 2αf 2(2α−1)(s) ≤ (2α)
4α−1
2α s

2α−1
α para todo s ≥ 0. Logo, para

todo t > t0,

f(t)− f(t0) ≥
∫ t

t0

1(
1 + (2α)

4α−1
2α s

2α−1
α

)1/2
ds. (1.11)

Dado x > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

1

(1 + x)1/2
− 1

x1/2
= − 1

2(x+ θ)3/2
≥ − 1

x3/2
, para x ≥ 0.

Então, tomando x = (2α)
4α−1
2α s

2α−1
α , de (1.11), obtemos, para todo t > t0,

f(t)− f(t0) ≥
∫ t

t0

1(
(2α)

4α−1
2α s

2α−1
α

)1/2
ds− 1

(2α)
3(4α−1)

4α

∫ t

t0

1(
s

2α−1
α

)3/2
ds

=
1

(2α)
4α−1
4α

∫ t

t0

s
1−2α
2α ds− 1

(2α)
3(4α−1)

4α

∫ t

t0

s
3−6α
2α ds.

(1.12)

Agora, para verificarmos o Lema 1.7, devemos considerar os dois casos possíveis:

Caso 1: α > 3/4. De (1.12) segue que, para todo t > t0,

f(t) ≥ f(t0) + (2α)
1
4α

(
t

1
2α − t

1
2α
0

)
+

(2α)
3−8α
4α

(4α− 3)

(
t

3−4α
2α − t

3−4α
2α

0

)
= −d1(t, t0) + (2α)

1
4α t

1
2α ,

(1.13)

onde

d1(t, t0) = (2α)
1
4α t

1
2α
0 − f(t0) +

(2α)
3−8α
4α

(4α− 3)

(
t

3−4α
2α

0 − t
3−4α
2α

)
.
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Como 3− 4α < 0 e t > t0, usando a propriedade (7) do Lema 1.4, temos

0 < d1(t, t0) ≤ (2α)
1
4α t

1
2α
0 − f(t0) +

(2α)
3−8α
4α

(4α− 3)
t

3−4α
2α

0 = C1. (1.14)

Logo, existe R > t0 tal que, para todo t ≥ R,

d1(t, t0) < (2α)
1
4α t

1
2α .

Portanto, de (1.13), para todo t ≥ R,

f 2α2∗(t)− (2α)
2∗
2 t2

∗ ≥
(

(2α)
1
4α t

1
2α − d1(t, t0)

)2α2∗

−
(

(2α)
1
4α t

1
2α

)2α2∗

. (1.15)

Por outro lado, considerando C0 = 2α2∗(2α)
2α2∗−1

4α C1, pelo Teorema do Valor Médio, existe
θ ∈ (0, 1) tal que(

(2α)
1
4α t

1
2α

)2α2∗

−
(

(2α)
1
4α t

1
2α − d1(t, t0)

)2α2∗

≤ 2α2∗
(

(2α)
1
4α t

1
2α − θd1(t, t0)

)2α2∗−1

d1(t, t0)

≤ 2α2∗d1(t, t0)(2α)
2α2∗−1

4α t2
∗− 1

2α

≤ C0t
2∗− 1

2α ,

(1.16)

para todo t ≥ R. As relações (1.15) e (1.16) demonstram o Lema 1.7 para α > 3/4.

Caso 2: α = 3/4. Neste caso, existe C2 > 0 tal que, para todo t > t0 + 1,

f(t) ≥ f(t0) + (2α)
1
4α

(
t

1
2α − t

1
2α
0

)
− 1

(2α)2

∫ t

t0

1

s
ds

≥ −(2α)
1
4α t

1
2α
0 + (2α)

1
4α t

1
2α − 1

(2α)2
log t

= −
(

(2α)
1
4α t

1
2α
0

log t
+

1

(2α)2

)
log t+ (2α)

1
4α t

1
2α

≥ −C2 log t+ (2α)
1
4α t

1
2α .

(1.17)

Além disso, existe R > t0 + 1 tal que, para todo t ≥ R,

0 < C2 log t < (2α)
1
4α t

1
2α .
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Logo, para todo t ≥ R,

f 2α2∗(t)− (2α)
2∗
2 t2

∗ ≥
(

(2α)
1
4α t

1
2α − C2 log t

)2α2∗

−
(

(2α)
1
4α t

1
2α

)2α2∗

. (1.18)

Por outro lado, aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que, para todo t ≥ R,(
(2α)

1
4α t

1
2α

)2α2∗

−
(

(2α)
1
4α t

1
2α − C2 log t

)2α2∗

≤ 2α2∗(2α)
2α2∗−1

4α C2t
2∗− 1

2α log t

= C0t
2∗− 1

2α log t,
(1.19)

com C0 = 2α2∗(2α)
2α2∗−1

4α C2. As relações (1.18) e (1.19) demonstram o Lema 1.7 para
α = 3/4.

Portanto, a demonstração do Lema 1.7 está completa.

Observação 1.8. Da demonstração do Lema 1.7 acima, usando unicamente a
propriedade (7) do Lema 1.4, obtemos a propriedade

(5) lim
t→+∞

f(t)

t1/2α
= (2α)1/4α.

Efetivamente, pelo Lema 1.4-(7), obtivemos (1.13), (1.14) e (1.17). Consequentemen-
te,

lim inf
t→+∞

f(t)

t1/2α
≥ (2α)1/4α.

Usando a propriedade (7) do Lema 1.4 mais uma vez, segue-se

lim sup
t→+∞

f(t)

t1/2α
≤ (2α)1/4α.

Portanto, (5) vale.

1.3 Regularidade dos funcionais

Nesta parte de nosso trabalho, vamos mostrar que os funcionais associados aos
problemas em estudo têm as propriedades diferenciáveis desejadas. Desde já, será
repetidamente utilizada, a seguinte consequência das hipóteses (g1) e (g2): dado δ > 0,
existe uma constante Cδ > 0 tal que

|g(x, s)| ≤ δ|s|+ Cδ|s|q1−1, para todo (x, s) ∈ RN × R, (1.20)
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|G(x, s)| ≤ δ

2
|s|2 +

Cδ
q1

|s|q1 , para todo (x, s) ∈ RN × R. (1.21)

O resultado seguinte refere-se aos funcionais dos Capítulos 2 e 4.

Proposição 1.9. Suponha que as hipóteses (V ), (V1), (K), (g1) e (g2) sejam satisfeitas.
Então o funcional I, definido por

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(v)− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+)|2α2∗ −

∫
RN
G(x, f(v)),

(1.22)
está bem definido em H1(RN) e, além disso, I ∈ C1(H1(RN),R).

Demonstração. Primeiramente, observemos que se uma função de Carathéodory h :

RN × R→ R tem a propriedade:

(h0) existem constantes a1, a2 > 0 e 1 ≤ p ≤ 2∗ − 1 tais que

|h(x, s)| ≤ a1|s|+ a2|s|p,

então é padrão (veja [6, 54]) que F : H1(RN)→ R definida por F (u) =
∫

RN H(x, u) dx é
de classe C1, onde H(x, s) :=

∫ s
0
h(x, τ) dτ .

Agora tomemos h(x, s) := K(x)|f(s)|2α2∗−2f(s)f ′(s)−V (x)f(s)f ′(s) + g(x, f(s))f ′(s)

e notemos que, pelas condições (V1), (K) e o Lema 1.4-(2), (3), (10), (7), temos

|V (x)f(s)f ′(s)| ≤ ‖V ‖∞|s|

e

∣∣K(x)|f(s)|2α2∗−1f ′(s)
∣∣ ≤ ‖K‖∞|f(s)|2α(2∗−1)|f(s)|2α−1f ′(s) ≤ (2α)

2∗−2
2 ‖K‖∞|s|2

∗−1.

Além disso, como 4α ≤ q1 < 2α2∗, de (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (7), segue, para s 6= 0,
que

|g(x, f(s))f ′(s)| ≤ δ|f(s)| |f ′(s)|+ Cδ|f(s)|q1−1|f ′(s)| ≤ δ|s|+ Cδ|f(s)|q1−1 |f(s)|
|s|

= δ|s|+ Cδ
|f(s)|q1
|s|

≤ δ|s|+ Cδ(2α)
q1
4α |s|

q1
2α
−1.

Portanto, como V , K, g e f ′ são funções contínuas e a primeira integral de (1.22) é uma
parte da norma do espaço H1(RN), pelas estimativas e observação acima, o funcional I é
de classe C1. A Proposição 1.9 está demonstrada.
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Para os funcionais referentes aos Capítulos 3 e 5, temos

Proposição 1.10. Suponha que as hipóteses (V ), (K ′), (g1) e (g2) sejam satisfeitas.
Então o funcional I, definido em (1.22), está bem definido em

X := {v ∈ H1(RN) :

∫
RN
V (x)v2 dx <∞}

e, além disso, I ∈ C1(X,R).

Demonstração. Tendo em vista a Proposição 1.9, a fim de mostrarmos que I ∈ C1(X,R),
resta-nos verificar que o funcional I1 : X → R, definido por

I1(v) :=
1

2

∫
RN
V (x)f 2(v),

pertence a C1(X,R). Para tanto, vamos mostrar que se vn → v em X, então∫
RN
V (x)[f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)]u→ 0, para todo u ∈ X, ‖u‖X ≤ 1. (1.23)

Desde que vn → v emX, utilizando o Lema de Brezis-Lieb, obtemos V (x)v2
n → V (x)v2 em

L1(RN). Assim, podemos tomar uma subsequência se necessário, para que V (x)v2
n(x)→

V (x)v2(x) q.t.p. em RN e |V (x)v2
n|, |V (x)v2| ≤ w, para alguma função w ∈ L1(RN).

Logo, pela condição (V ) e pelo Lema 1.4-(2), (3), segue-se

V (x)|f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)|2 ≤ 2V (x) (|f(vn)f ′(vn)|2 + |f(v)f ′(v)|2)

≤ 2V (x) (|vn|2 + |v|2)

≤ 4w.

Esta desigualdade e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue mostram que√
V (x)f(vn)f ′(vn)→

√
V (x)f(v)f ′(v) em L2(RN).

Daí, pela desigualdade de Hölder, temos

sup
u∈X
‖u‖X≤1

∣∣∣∣∫
RN

√
V (x)[f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)]

√
V (x)u

∣∣∣∣
≤
(∫

RN
V (x)|f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)|2

)1/2

sup
u∈X
‖u‖X≤1

(∫
RN
V (x)u2

)1/2

.

Isto conclui a verificação de (1.23). A Proposição 1.10 está demonstrada.
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1.4 Relação entre as soluções dos problemas originais e

suas modificações

O próximo resultado relaciona as soluções fracas de

−∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = K(x)|u|2α2∗−2u+ g(x, u), x ∈ RN , (1.24)

com as soluções fracas de

−∆v + V (x)f(v)f ′(v) = K(x)|f(v)|2α2∗−2f(v)f ′(v) + g(x, f(v))f ′(v), x ∈ RN . (1.25)

Enfatizamos que tal resultado já fora verificado, para α = 1, por Severo [57]. Todavia,
por uma questão de completude, preferimos apresentar aqui (adaptando os argumentos
de [57]) a demonstração do mesmo para os valores de α que consideramos.

Definição 1.11. Uma função u : RN → R é chamada uma solução fraca de (1.24) se
u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN) e para todo ϕ ∈ C∞0 (RN) vale∫

RN
(1 + 2α|u|2(2α−1))∇u∇ϕ+ 2α(2α− 1)

∫
RN
|∇u|2|u|2(2α−2)uϕ =

∫
RN
h̃(x, u)ϕ, (1.26)

onde h̃(x, s) := K(x)|s|2α2∗−2s− V (x)s+ g(x, s).
Uma função v : RN → R é chamada uma solução fraca de (1.25) se v ∈ H1(RN) e

para todo w ∈ C∞0 (RN), vale∫
RN
∇v∇w =

∫
RN
h̃(x, f(v))f ′(v)w. (1.27)

Desde que h(x, s) = h̃(x, f(s))f ′(s), pela propriedade (h0), temos que (1.27) vale se
tomarmos w ∈ H1(RN) com suporte compacto.

Lema 1.12. (i) se v ∈ H1(RN)∩L∞loc(RN), v > 0, é uma solução fraca de (1.25), então
u = f(v) ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN), u > 0, é uma solução fraca de (1.24);

(ii) se v é uma solução clássica de (1.25), então u = f(v) é uma solução clássica de
(1.24).

Demonstração. Demonstração de (i). Pelo Lema 1.4-(3), (2), temos que u2 = f 2(v) ≤ v2

e |∇u|2 = (f ′(v))2 |∇v|2 ≤ |∇v|2. Logo, u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN). Uma vez que
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(f−1)′(t) = 1
f ′(f−1(t))

, segue-se

(f−1)′(t) = (1 + 2α|f
(
f−1(t)

)
|2(2α−1))1/2 = (1 + 2α|t|2(2α−1))1/2, (1.28)

donde
∇v = ∇

(
f−1(u)

)
= (f−1)′(u)∇u = (1 + 2α|u|2(2α−1))1/2∇u. (1.29)

Notemos que, para todo ϕ ∈ C∞0 (RN), temos (f ′(v))−1 ϕ ∈ H1(RN). De fato, por
(1.4), o fato de que u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN) e α ≥ 3/4, temos

(f ′(v))
−1
ϕ = (1 + 2α|f(v)|2(2α−1))1/2ϕ = (1 + 2α|u|2(2α−1))1/2ϕ ∈ L2(RN)

e
∇[(f ′(v))−1 ϕ] = ∇[(1 + 2α|u|2(2α−1))1/2ϕ]

= 2α(2α− 1)(1 + 2α|u|2(2α−1))−1/2|u|4(α−1)uϕ∇u
+(1 + 2α|u|2(2α−1))1/2∇ϕ ∈ L2(RN).

(1.30)

Além disso, é claro que (f ′(v))−1 ϕ ∈ H1(RN) tem suporte compacto. Agora, tomando
w = (f ′(v))−1 ϕ e substituindo em (1.27), e usando (1.29) e (1.30), obtemos (1.26). O
item (i) está verificado.

Demonstração de (ii). Usando (1.28), temos

∆v =
N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂v

∂xi

)
=

N∑
i=1

∂

∂xi

(
(f−1)′(u)

∂u

∂xi

)
=

N∑
i=1

∂

∂xi

(
(1 + 2α|u|2(2α−1))1/2 ∂u

∂xi

)
,

que derivando, nos dá

∆v =
(
1 + 2α|u|2(2α−1)

)1/2
∆u+ 2α(2α− 1)(1 + 2α|u|2(2α−1))−1/2|u|4(α−1)u|∇u|2.

Assim, de (1.25), vem(
1 + 2α|u|2(2α−1)

)1/2
∆u + 2α(2α− 1)

(
1 + 2α|u|2(2α−1)

)−1/2 |u|4(α−1)u|∇u|2

= − 1

(1 + 2α|u|2(2α−1))
1/2
h̃(x, u),

que produz

∆u+ 2α|u|2(2α−1)∆u+ 2α(2α− 1)|u|4(α−1)u|∇u|2 = −h̃(x, u). (1.31)

Por outro lado,
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∆ (|u|2α) =
N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂

∂xi
|u|2α

)
=

N∑
i=1

∂

∂xi

(
2α|u|2α−2u

∂u

∂xi

)
= 2α(2α− 1)|u|2α−2|∇u|2 + 2α|u|2α−2u∆u,

implica que

∆
(
|u|2α

)
|u|2α−2u = 2α(2α− 1)|u|4(α−1)u|∇u|2 + 2α|u|2(2α−1)∆u. (1.32)

Portanto, combinando (1.31) e (1.32), obtemos

−∆u−∆
(
|u|2α

)
|u|2α−2u = h̃(x, u),

que mostra o item (ii). O Lema 1.12 está demonstrado.

Então, fica claro que para obtermos uma solução fraca positiva de (1.24), é suficiente
obtermos uma solução fraca positiva de (1.25) em L∞loc(RN).

Observação 1.13. Supondo que as funções V , K e g sejam localmente Hölder contínuas,
além das hipóteses mencionadas na Introdução, temos que qualquer solução fraca de (1.25)
é de classe C2,β

loc (RN). De fato, seja v uma solução fraca de (1.25), ou seja, v satisfaz, no
sentido fraco, a equação

−∆v = h(x, v) em RN .

Devido ao comportamento da função V , temos a propriedade (h0), apenas localmente. De
fato, pelo Lema 1.4-(2),(3),(7),(10), pela relação (1.20) e a continuidade das funções V e
K, temos em toda bola BR,

|h(x, v)| ≤ f ′(v)
∣∣K(x)|f(v)|2α2∗−2f(v)− V (x)f(v) + g(x, f(v))

∣∣
≤ f ′(v)

[
C1|f 2α(2∗−1)(v)||f(v)|2α−1+C2|f(v)|+δ|f(v)|+Cδ|f(v)|q1−2α|f(v)|2α−1

]
≤ (2α)(2∗−2)/2C1|v|2

∗−1 + (C2 + δ)|v|+ (2α)(q1−4α)/4αCδ|v|(q1−2α)/2α

≤ C3|v|2
∗−1,

para algumas constantes positivas C1, C2, C3, uma vez que 1 ≤ (q1 − 2α)/2α < 2∗ − 1.
Usando um resultado devido a Brezis-Kato (veja [62]), segue que h ∈ Lp(BR) para todo
p <∞, com R > 0 arbitrário. Pela teoria de regularidade elíptica, podemos concluir que
v ∈ W 2,p(BR). Logo, v ∈ C1,β

loc (RN) para algum β ∈ (0, 1). Daí, a função h é localmente
Hölder contínua. Consequentemente, v ∈ C2,β

loc (RN) para algum β ∈ (0, 1).

Portanto, pelo Lema 1.12 e a Observação 1.13 acima, para obtermos soluções clássicas
positivas de (1.24), é suficiente conseguirmos soluções fracas positivas de (1.25).



Capítulo

2
Equações de Schrödinger quasilineares

assintoticamente periódicas com
crescimento subcrítico

Neste capítulo, estudamos a existência de solução para o problema elíptico quasilinear
da forma {

−∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = g(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN), u > 0,
(2.1)

onde α ≥ 3/4, V : RN → R e g : RN × R→ R+ são funções contínuas.
Nosso objetivo principal é estabelecer a existência de uma solução para o Problema

(2.1) sob uma condição de periodicidade assintótica no infinito, e com a função g tendo
crescimento subcrítico.

Denotamos por F a classe de funções h ∈ C(RN ,R) ∩ L∞(RN) tais que, para todo
ε > 0, o conjunto {x ∈ RN : |h(x)| ≥ ε} possui medida de Lebesgue finita. Supomos
que V é uma perturbação de uma função periódica no infinito. Mais especificamente,
admitimos que V satisfaz

(V ) existe uma constante a0 > 0 tal que

V (x) ≥ a0 > 0, para todo x ∈ RN ;

(V1) existe uma função V0 ∈ C(RN ,R), 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , tal que V0−V ∈ F
e

V (x) ≤ V0(x), para todo x ∈ RN .
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Observamos que a condição (V1) implica que V é limitada. A função V definida por
V (x) = e

−1
|x|+1 satisfaz (V ) e (V1), com a0 = e−1 e V0 ≡ 1.

Considerando G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt, a primitiva de g, supomos também as seguintes

hipóteses:

(g1) g(x, s) = o(|s|), quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ RN ;

(g2) existem constantes a1, a2 > 0 e 4α ≤ q1 < 2α2∗ tais que

|g(x, s)| ≤ a1 + a2|s|q1−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞);

(g3) existem constantes a3 > 0, q2 > N(q1 − 4α)/2 e uma função h1 ∈ L1(RN) tais que

1

4α
g(x, s)s−G(x, s) ≥ a3s

q2 − h1(x), para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

onde q1 é dada pela hipótese (g2).

Já observamos, na Introdução, que as condições (g1) e (g2) possibilitam-nos aplicar
métodos variacionais para estudarmos o Problema (2.1), e permitem-nos verificar que o
funcional associado possui um mínimo local na origem. Na verdade, estudamos o funcional
associado ao problema modificado. A condição (g2) impõe um crescimento subcrítico
para g. Entretanto, sob estas hipóteses, este funcional não satisfaz uma condição de
compacidade do tipo Palais-Smale, desde que o domínio é todo o RN . Também observamos
que de (g2) e (g3), obtemos 0 < q2 ≤ q1. Observamos ainda que a condição (g3) é
utilizada na demonstração de que toda sequência de Cerami do funcional associado ao
Problema (2.1) é limitada; além disto, pedimos aqui, que a função g seja não-negativa. É
interessante lembrarmos que 2α2∗ = 4αN/(N − 2) se comporta como o expoente crítico
para o Problema (2.1).

O fato de que g é assintoticamente periódica no infinito é dado pela seguinte condição:

(g4) existem uma constante 2 ≤ q3 < 2α2∗ e funções h2 ∈ F , g0 ∈ C(RN × R,R+),
1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , tais que

(i) G(x, s) ≥ G0(x, s) =
∫ s

0
g0(x, t) dt, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

(ii) |g(x, s)− g0(x, s)| ≤ h2(x)|s|q3−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

(iii) a função s→ g0(x, s)/s4α−1 é não-decrescente na variável s > 0.

Finalmente, também supomos que g satisfaz a hipótese:
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(g5) lim inf
s→∞

G(x, s)

s4α
> 0, uniformemente em x ∈ RN .

Agora podemos enunciar o nosso resultado principal deste capítulo.

Teorema 2.1. Suponha que as condições (V ), (V1) e (g1)− (g5) sejam satisfeitas. Então
o Problema (2.1) possui uma solução.

Observamos que no caso particular: V = V0, g = g0, o Teorema 2.1 claramente nos
dá uma solução para o problema periódico. Realmente, a condição (g4)(iii) torna-se
desnecessária para a existência de uma solução para o problema periódico. Dito de outra
forma, considerando o Problema (2.1), sob as hipóteses: (V ), (g1)− (g3), (g5) e, ainda,

(V0) a função V ∈ C(RN ,R) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N ;

(g0) a função g ∈ C(RN × R,R+) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N ,

podemos estabelecer

Teorema 2.2. Suponha que (V ), (V0), (g0), (g1)− (g3) e (g5) sejam satisfeitas. Então o
Problema (2.1) possui uma solução.

Em [44] Liu e Wang estabeleceram a existência de soluções ground states para (2.1)
no espaço inteiro. Eles consideraram as funções reais ρ, l sendo potências puras. Para tal,
estes autores trabalharam em um espaço de Orlicz apropriado. Em [13], Colin e Jeanjean
deram uma prova mais simples e resumida dos resultados de [44], pois não utilizaram
espaços de Orlicz, mas o espaço usual H1(RN). O fato de terem trabalhado em H1(RN)

também permitiu cobrir uma classe diferente de não-linearidades.
O Problema (2.1) foi estudado por Moameni [47] quando N = 2, V e g são duas

funções contínuas 1-periódicas, e g tem crescimento exponencial crítico. Em [44] Liu e
Wang consideraram vários tipos de funções potenciais, dentre eles, o caso em que V é
periódico. Entretanto, esses trabalhos foram desenvolvidos em espaços de Orlicz. Com
o mesmo propósito de Colin e Jeanjean em [13], damos uma prova mais simples dos
resultados de [44], já que usamos o espaço de Sobolev H1(RN). Nosso resultado (para
N ≥ 3) complementa, de certa forma, aquele feito em [13], uma vez que Colin e Jeanjean
não estudaram o caso periódico e, além disso, nós contemplamos uma nova classe de
funções potenciais, que engloba o potencial periódico.

Seguindo a estratégia desenvolvida em [13], também utilizamos uma mudança de
variável v = f−1(u) e obtemos uma equação semilinear cujo funcional associado está
bem definido em H1(RN). A demonstração do Teorema 2.1 reside no estudo do funcional
energia associado ao problema modificado. Primeiramente, mostramos que o funcional
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possui a geometria do Passo da Montanha e estabelecemos que o nível minimax, c, é
positivo (veja Lema 2.3). Para encontrarmos um ponto crítico, a principal dificuldade a
ser contornada é a possível perda de compacidade, desde que o Problema (2.1) é posto
em todo o RN . Contornamos esta dificuldade adaptando os argumentos utilizados em
[38, 39]: supomos que a solução da equação em (2.1) seja a nula. Considerando o funcional
associado ao problema (funcional modificado), utilizamos uma versão do Teorema do
Passo da Montanha sem condição de compacidade [25] para obtermos uma sequência
de Cerami associada ao nível minimax. A seguir, utilizamos essa sequência de Cerami
para estabelecermos a existência de um ponto crítico não-trivial do funcional associado
ao problema periódico. Além disto, somos capazes de verificar que o valor do funcional
associado ao Problema (2.1), neste ponto, não é superior ao nível minimax do Passo da
Montanha e que, na realidade, este nível minimax é atingido. Finalmente, aplicamos
uma versão local do Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.3) para garantirmos a
existência de um ponto crítico não-nulo do funcional associado ao Problema (2.1).

Organizamos este capítulo como segue: na Seção 2.1, apresentamos a estrutura
variacional devido à mudança de variável (1.4), verificando, ainda, as condições
geométricas do Teorema do Passo da Montanha e mostrando a limitação das sequências
de Cerami associadas ao nível minimax; e além disso, demonstramos um lema que ser-
nos-á fundamental para mostrarmos que a solução encontrada não é nula. Na Seção 2.2,
apresentamos dois resultados técnicos necessários à demonstração do Teorema 2.1. Na
Seção 2.3, demonstramos os Teoremas 2.1 e 2.2 e, assim, a existência de solução para o
Problema (2.1) é estabelecida. Finalmente, na Seção 2.4 – Apêndice –, fornecemos um
exemplo de funções g e g0 que cumprem as hipóteses (g1)− (g5).

2.1 Estrutura variacional

Como estamos interessados em usar métodos variacionais, observamos inicialmente
que o Problema (2.1) é a equação de Euler-Lagrange associada ao funcional energia

J(u) =
1

2

∫
RN

(1 + 2α|u|2(2α−1))|∇u|2 +
1

2

∫
RN
V (x)u2 −

∫
RN
G(x, u).

Todavia, devido à presença do termo
∫

RN |u|
2(2α−1))|∇u|2, fazemos uso da mudança de

variável (1.4) para tratarmos o problema variacionalmente. Depois desta mudança de
variável, a partir de J , obtemos o funcional

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(v)−

∫
RN
G(x, f(v)), (2.2)
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que está bem definido em H1(RN) e é de classe C1 sob as hipóteses (V ), (V1), (g1) e
(g2) (veja Proposição 1.9). Além disso (veja Lema 1.12), os pontos críticos positivos do
funcional I são as soluções fracas do problema −∆v + V (x)f ′(v)f(v) = g(x, f(v))f ′(v),

v ∈ H1(RN), v > 0.
(2.3)

Observamos que se v ∈ C2(RN) ∩ H1(RN), v > 0, é um ponto crítico do funcional I,
então a função u = f(v) é uma solução clássica de (2.1) (veja Observação 1.13). Para o
caso onde α = 1, veja [13] ou [57]. Também observamos que para obtermos uma solução
não-negativa para (2.3), tomamos g(x, s) = 0, para todo x ∈ RN , s < 0. De fato, seja v
um ponto crítico de I. Tomando w = v−, onde v− = min{v, 0}, obtemos∫

RN
|∇v−|2 +

∫
RN
V (x)f ′(v)f(v)v− = 0.

Como f(v)v− ≥ 0, temos∫
RN
|∇v−|2 = 0 e

∫
RN

V (x)f(v)v−√
1 + 2α|f(v)|2(2α−1)

= 0.

Logo, podemos concluir que v− = 0 quase sempre em RN e, portanto, v = v+ ≥ 0.
Consequentemente u = f(v) é uma solução (não-negativa) do Problema (2.1).

De maneira análoga, associado ao problema periódico, temos o funcional I0 ∈
C1(H1(RN),R), definido por

I0(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2 +

1

2

∫
RN
V0(x)f 2(v)−

∫
RN
G0(x, f(v)), (2.4)

onde g0(x, s) = 0 para todo x ∈ RN , s < 0.
Dessa forma, trabalhamos com o espaço H1(RN) munido de uma das seguintes normas

‖v‖ =

(∫
RN

(|∇v|2 + V (x)v2)

)1/2

,

‖v‖0 =

(∫
RN

(|∇v|2 + V0(x)v2)

)1/2

.

Observamos que, em vista das condições (V ) e (V1), ambas as normas acima são
equivalentes à norma usual de H1(RN).
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2.1.1 Propriedades geométricas

Aqui, apresentamos os resultados variacionais utilizados na demonstração dos
Teoremas 2.1 e 2.2. Primeiramente, verificamos as condições geométricas do Teorema
do Passo da Montanha. Em seguida, apresentamos dois resultados relativos às sequências
de Cerami do funcional associado.

O lema seguinte mostra que o funcional (modificado) associado ao Problema (2.1),
satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Observamos
que a condição (V1) consta, como hipótese, em todos os resultados desta subseção apenas
para termos

∫
RN V (x)f 2(v) <∞.

Lema 2.3. Suponha que (V ), (V1), (g1), (g2) e (g5) sejam satisfeitas. Então o funcional
I, definido por (2.2), satisfaz as condições I(0) = 0, (I1) e (I2) do Teorema 1.1.

Demonstração. Primeiramente, note que I(0) = 0. Agora, defina, para cada ρ > 0,

Sρ :=

{
v ∈ H1(RN) :

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v) = ρ2

}
.

Desde que a função Ψ : H1(RN)→ R, dada por

Ψ(v) =

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v),

é contínua, Sρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço H1(RN). Tomando
0 < λ < 1 tal que q1/2 = (1 − λ) + λα2∗, por (V ), a relação (1.21), a desigualdade de
Hölder, o Lemma 1.4-(7) e o Teorema das Imersões de Sobolev, temos∫

RN
G(x, f(v)) ≤ δ

2

∫
RN
f 2(v) +

Cδ
q1

∫
RN
|f 2(v)|q1/2

≤ δ

2a0

ρ2 +
Cδ
q1

(∫
RN
f 2(v)

)1−λ(∫
RN

(f 2(v))α2∗
)λ

≤ δ

2a0

ρ2 + (2α)λ2∗/2Cδ
q1

(∫
RN
f 2(v)

)1−λ(∫
RN
|v|2∗

)λ
≤ δ

2a0

ρ2 +
(2α)λ2∗/2C0Cδ

q1a
1−λ
0

ρ2(1−λ)

(∫
RN
|∇v|2

)λ2∗/2

≤ δ

2a0

ρ2 +
(2α)λ2∗/2C0Cδ

q1a
1−λ
0

ρ2(1−λ)+λ2∗ ,



2.1 Estrutura variacional 35

para todo v ∈ Sρ e alguma constante C0 > 0. Logo,

I(v) ≥
(

1

2
− δ

2a0

)
ρ2 − (2α)λ2∗/2C0Cδ

q1a
1−λ
0

ρ2(1−λ)+λ2∗ ,

para todo v ∈ Sρ. Como (1 − λ)2 + λ2∗ > 2, escolhendo 0 < δ < a0, concluímos, para ρ
suficientemente pequeno, que

c0 := inf
Sρ
I ≥ τ > 0.

A condição (I1) é satisfeita.
Para mostrarmos a condição (I2), basta mostramos que existe ϕ ∈ H1(RN), ϕ ≥ 0 tal

que
I(tϕ)→ −∞, quando t→ +∞. (2.5)

Considerando ϕr > 0 a primeira autofunção associada ao primeiro autovalor, λr, do
problema de Dirichlet  −∆w = λw, em Br(0),

w = 0, sobre ∂Br(0),

tomamos a extensão nula de ϕr para todo RN (ainda denotada por ϕr). Em vista da
condição (g5), encontramos constantes C0, R > 0 tais que

G(x, s) ≥ C0s
4α para todo s ≥ R e x ∈ RN .

Pela continuidade de G, existe uma constante C1 > 0, dependendo de C0 e R, tal que

G(x, s) ≥ C0s
4α − C1, para todo (x, s) ∈ Br(0)× [0,+∞).

Logo, considerando o Lema 1.4-(7), (9) e a continuidade de V , obtemos, para todo t > 0,

I(tϕr)

≤ t2

2

∫
Br(0)

|∇ϕr|2 +
1

2

∫
Br(0)

V (x)f 2(tϕr)− C0

∫
Br(0)∩{tϕr(x)>1}

f 4α(tϕr) + C1|Br(0)|

≤ λrt
2

2

∫
Br(0)

ϕ2
r +

(2α)
1
2αC2t

1
α

2

∫
Br(0)

ϕ
1
α
r − C0C

4αt2
∫
Br(0)∩{tϕr(x)>1}

ϕ2
r + C1|Br(0)|,

para alguma constante C2 > 0. Agora, dado ε > 0, existe r = r(ε) > 0 tal que λr < ε.
Assim,

I(tϕr) <
εt2

2

∫
Br(0)

ϕ2
r +

(2α)
1
2αC2t

1
α

2

∫
Br(0)

ϕ
1
α
r − C0C

4αt2
∫
Br(0)∩{tϕr(x)>1}

ϕ2
r + C1|Br(0)|.
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Como ∫
Br(0)

ϕ2
r −

∫
Br(0)∩{tϕr(x)>1}

ϕ2
r =

∫
Br(0)∩{tϕr(x)≤1}

ϕ2
r ≤
|Br(0)|
t2

,

segue que

I(tϕr) <
(ε

2
− C0C

4α
)
t2
∫
Br(0)

ϕ2
r +

(2α)
1
2αC2

2
t

1
α

∫
Br(0)

ϕ
1
α
r + (C0C

4α + C1)|Br(0)|.

Tomando ε < 2C0C
4α, obtemos limt→+∞ I(tϕr) = −∞. Portanto (2.5) está provado. A

prova do lema está completa.

Como consequência do Teorema 1.1 e do Lema 2.3, temos

Corolário 2.4. Suponha que (V ), (V1), (g1), (g2) e (g5) sejam satisfeitas. Então o
funcional I possui uma sequencia (Ce)c, com c dado por (1.1).

A seguir, verificamos a limitação das sequências de Cerami (Ce) associadas ao
funcional I, e um resultado concernente ao comportamento dessas sequências.

Lema 2.5. Suponha que (V ), (V1), (g1)− (g3) sejam satisfeitas. Então toda sequência de
Cerami (vn) em H1(RN) associada ao funcional I é limitada.

Demonstração. Inicialmente, afirmamos que se uma sequência (vn) ⊂ H1(RN) satisfaz∫
RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤M (2.6)

para alguma constante M > 0, então ela é limitada em H1(RN). Para mostrarmos isto,
precisamos apenas provar que

∫
RN v

2
n é limitada. Pela condição (V ), o Lema 1.4-(9), (2.6)

e o Teorema das Imersões de Sobolev, existem constantes C, C0 > 0 tais que∫
{|vn(x)|≤1}

v2
n ≤

1

C2

∫
{|vn(x)|≤1}

f 2(vn) ≤ 1

C2a0

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤ M

a0C2

e ∫
{|vn(x)|>1}

v2
n ≤

∫
{|vn(x)|>1}

|vn|2
∗ ≤ C0

(∫
RN
|∇vn|2

)2∗/2

≤ C0M
2∗/2.

Portanto, ∫
RN
v2
n =

∫
{|vn(x)|≤1}

v2
n +

∫
{|vn(x)|>1}

v2
n ≤

M

a0C2
+ C0M

2∗/2.

A afirmação está provada.
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Seja, então, (vn) ⊂ H1(RN) uma sequência de Cerami para I no nível c ∈ R, isto é,

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn)−

∫
RN
G(x, f(vn)) = c+ on(1),

‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖) = on(1).

(2.7)

Tomando 0 < δ < a0, por (2.7), (1.21) e a condição (V ), temos

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn) =

∫
RN
G(x, f(vn)) + c+ on(1)

≤ δ

2a0

∫
RN
V (x)f 2(vn) +

Cδ
q1

∫
RN
|f(vn)|q1 + c+ on(1),

o que implica em

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

(
1

2
− δ

2a0

)∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤ Cδ

q1

∫
RN
|f(vn)|q1 + c+ on(1). (2.8)

Pelo Lema 1.4-(6), (8), a condição (V ), e notando que g ≥ 0 e g(x, s) = 0 se s < 0, temos

〈I ′(vn), vn〉 ≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)−

∫
RN

1

2α
g(x, f(vn))f(vn).

Consequentemente, por (g3),

I(vn)− 1

2
〈I ′(vn), vn〉 ≥

∫
RN

[
1

4α
g(x, f(vn))f(vn)−G(x, f(vn))

]
≥ a3

∫
RN
|f(vn)|q2 −

∫
RN
h1.

Então, por (2.7) e o fato de que h1 ∈ L1(RN), encontramos uma constante C1 > 0 tal que∫
RN
|f(vn)|q2 ≤ C1. (2.9)

Como observamos na introdução deste capítulo, q2 ≤ q1. Se q1 = q2, a desigualdade (2.6) é
obtida por (2.8), (2.9) e pela nossa escolha de δ. Agora, considere q2 < q1. Seja 0 < λ < 1

tal que q1 = λq2 + (1− λ)2α2∗. Pela desigualdade de Hölder, (2.8), (2.9), o Lema 1.4-(7)
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e a Imersão de Sobolev, temos

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

(
1

2
− δ

2a0

)∫
RN
V (x)f 2(vn)

≤ Cδ
q1

(∫
RN
|f(vn)|q2

)λ(∫
RN
|f(vn)|2α2∗

)1−λ

+ c+ on(1)

≤ (2α)
2∗
2

(1−λ)Cλ
1

Cδ
q1

(∫
RN
|vn|2

∗
)1−λ

+ c+ on(1)

≤ (2α)
2∗
2

(1−λ)Cλ
1

Cδ
q1

(∫
RN
|∇vn|2

) 2∗
2

(1−λ)

+ c+ on(1).

Agora, note que, pela condição (g3), 2∗

2
(1 − λ) = 2∗

2
q1−q2

2α2∗−q2 < 1. Portanto, a estimativa
(2.6) é satisfeita, o que demonstra o lema.

Lema 2.6. Suponha que (V ), (V1), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja (vn) ⊂ H1(RN) uma
sequência (Ce)c, com c dado por (1.1), tal que vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN). Então
existem uma sequência (yn) ⊂ RN e r, η > 0 tais que |yn| → ∞ e

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0.

Demonstração. Se o lema for falso, então

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 = 0, para todo r > 0.

Logo, temos (veja [15, 40] ou [64]):

lim
n→∞

∫
RN
|vn|σ = 0, para todo σ ∈ (2, 2∗). (2.10)

Seja 0 < β < (2∗ − 2)/2 suficientemente pequeno de modo que 2 + β < q1 < 2α2∗ − 2αβ.
Agora tome 0 < λ < 1 tal que q1 = λ(2 + β) + (1 − λ)(2α2∗ − 2αβ). Aplicando a
desigualdade de Hölder e o Lema 1.4-(3), (7), temos∫

RN
|f(vn)|q1 ≤

(∫
RN
|f(vn)|2+β

)λ(∫
RN
|f(vn)|2α(2∗−β)

)1−λ

≤ (2α)
(1−λ)(2∗−β)

2

(∫
RN
|vn|2+β

)λ(∫
RN
|vn|2

∗−β
)1−λ

.

Notando que 2 < 2 + β, 2∗ − β < 2∗, de (1.20), do Lema 1.4-(6), e de (2.10), vemos que
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para todo δ > 0,

lim sup
n→∞

∫
RN
|g(x, f(vn))f ′(vn)vn|

≤ lim sup
n→∞

[
δ

∫
RN
|vn|2 + Cδ(2α)

(1−λ)(2∗−β)
2

(∫
RN
|vn|2+β

)λ(∫
RN
|vn|2

∗−β
)1−λ

]
= δ lim sup

n→∞

∫
RN
|vn|2.

Então, como δ > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno e a sequência
(vn) ⊂ H1(RN) é limitada, obtemos

lim
n→∞

∫
RN
g(x, f(vn))f ′(vn)vn = 0. (2.11)

Desse limite e do fato de que 〈I ′(vn), vn〉 → 0, obtemos

lim
n→∞

(∫
RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f ′(vn)f(vn)vn

)
= 0.

Usando o Lema 1.4-(8), temos

lim
n→∞

(∫
RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)

)
= 0. (2.12)

Com um argumento similar àquele usado na verificação de (2.11), podemos mostrar que

lim
n→∞

∫
RN
G(x, f(vn)) = 0.

Este limite, juntamente com (2.12), implica que I(vn)→ 0, o que contradiz I(vn)→ c > 0.
O lema está demonstrado.

2.2 Resultados técnicos

Precisaremos também dos seguintes resultados na demonstração do Teorema 2.1.
Antes de enunciá-los, vamos estabelecer um lema que será empregado diversas vezes neste
trabalho. No que segue, dada h ∈ F , utilizamos as notações: Dε = Dε(h) = {x ∈ RN :

|h(x)| ≥ ε} e Dε(R) = Dε(R, h) = {x ∈ RN : |h(x)| ≥ ε, |x| ≥ R}.

Lema 2.7. Suponha que h ∈ F . Então |Dε(R)| → 0 quando R→∞.

Demonstração. Como h ∈ F , |Dε| < ∞ para todo ε > 0. Queremos mostrar que



2.2 Resultados técnicos 40

|Dε(R)| → 0 quando R→∞, isto é, limn→∞ |Dε(Rn)| = 0, para toda sequência (Rn) ⊂ R
tal que Rn →∞. Consideremos a função ζ : RN → R dada por ζ(x) = χDε(x), ou seja,

ζ(x) =

{
1, se x ∈ Dε,

0, se x 6∈ Dε.

Temos ζ ∈ L1(RN) e ‖ζ‖1 =
∫

RN |ζ| = |Dε|. Além do mais, definindo a sequência de
funções ζn : RN → R por ζn(x) = χDε(Rn)(x), segue-se |ζn(x)| ≤ |ζ(x)|. Observando que
ζn(x)→ 0 para quase todo ponto em RN , quando n→∞, temos, em virtude do Teorema
da Convergência Dominada de Lebesgue, que

∫
RN ζn → 0 quando n→∞, demonstrando

o lema.

Lema 2.8. Suponha que (V1) e (g4) sejam satisfeitas. Seja (vn) ⊂ H1(RN) uma sequência
limitada e wn(x) = w(x−yn), onde w ∈ H1(RN) e (yn) ⊂ RN . Se |yn| → ∞, então temos

[V0(x)− V (x)]f(vn)f ′(vn)wn → 0,

[g0(x, f(vn))− g(x, f(vn))]f ′(vn)wn → 0,

fortemente em L1(RN), quando n→∞.

Demonstração. Dado δ > 0, como w ∈ H1(RN) ⊂ Lp(RN), com p ∈ [2, 2∗], encontramos
0 < ε < δ tal que, para todo conjunto mensurável A ⊂ RN satisfazendo |A| < ε, temos∫

A

|w|2 < δ e
∫
A

|w|2∗ < δ. (2.13)

Fixando o valor de ε > 0, pomos Dε(R1) = {x ∈ RN : |V0(x) − V (x)| ≥ ε, |x| ≥ R1}.
Invocando o Lema 2.7 e a condição (V1), encontramos R1 > 0 tal que |Dε(R1)| < ε. Logo,
aplicando o Lema 1.4-(2), (3), a desigualdade de Hölder e a condição (V1), obtemos∫

RN\BR1
(0)

|V0(x)− V (x)| |f ′(vn)| |f(vn)| |wn|

≤ ‖V0‖∞
∫
Dε(R1)

|f(vn)| |wn|+ ε

∫
RN\(BR1

(0)∪Dε(R1))

|f(vn)| |wn|

≤ ‖V0‖∞
(∫

RN
|f(vn)|2

)1/2

‖wn‖L2(Dε(R1)) + ε

(∫
RN
|f(vn)|2

)1/2

‖w‖2

≤ ‖V0‖∞‖vn‖2‖wn‖L2(Dε(R1)) + ε‖vn‖2‖w‖2.

Consequentemente, usando (2.13) e tendo em vista que (vn) ⊂ H1(RN) é limitada,
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encontramos uma constante C1 > 0 tal que∫
RN\BR1

(0)

|V0(x)− V (x)| |f ′(vn)| |f(vn)| |wn| < C1(δ1/2 + δ). (2.14)

Por outro lado, utilizando o Lema 1.4-(2), (3), a desigualdade de Hölder, a condição (V1)

e o fato de (vn) ⊂ H1(RN) ser limitada mais uma vez, encontramos C2 > 0 tal que∫
BR1

(0)

|V0(x)− V (x)| |f ′(vn)| |f(vn)| |wn|

≤ ‖V0‖∞
(∫

RN
|f(vn)|2

)1/2
(∫

BR1
(0)

|w(x− yn)|2
)1/2

≤ C2

(∫
BR1

(−yn)

|w(x)|2
)1/2

.

Portanto, uma vez que w ∈ H1(RN) e |yn| → ∞, decorre do Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue que existe n0 ∈ N tal que∫

BR1
(0)

|V0(x)− V (x)| |f ′(vn)| |f(vn)| |wn| ≤ C2δ, (2.15)

para todo n ≥ n0. As desigualdades (2.14), (2.15) e o fato de δ > 0 poder ser escolhido
arbitrariamente pequeno, implicam que [V0(x)− V (x)]f(vn)f ′(vn)wn → 0 fortemente em
L1(RN) quando n→∞.

Para mostrarmos o segundo limite no Lema 2.8, definimos Dε(R2) = {x ∈ RN :

|h2(x)| ≥ ε, |x| ≥ R2}, An = [RN\BR2(0)] ∩ {x ∈ RN : |vn(x)| ≤ 1} e Bn =

RN\[An ∪ BR2(0)]. Desde que h2 ∈ F , aplicando o Lema 2.7, encontramos R2 > 0

tal que |Dε(R2)| < ε. Logo, aplicando a condição (g4), o Lema 1.4-(2), (3), a desigualdade
de Hölder e a limitação da sequência (vn) ⊂ H1(RN), encontramos uma constante C3 > 0

tal que∫
An

|g0(x, f(vn))− g(x, f(vn))| |f ′(vn)| |wn|

≤ ‖h2‖∞
∫
An∩Dε(R2)

|f(vn)| |wn|+ ε

∫
An\Dε(R2)

|f(vn)| |wn|

< ‖h2‖∞
(∫

RN
|vn|2

)1/2

‖wn‖L2(Dε(R2)) + δ

(∫
RN
|vn|2

)1/2

‖w‖2

< C3(δ1/2 + δ).

(2.16)

Por outro lado, como f é crescente, existe uma constante C4 > 0 tal que |f(s)|q3 ≤
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C4|f(s)|2α2∗ para todo |s| ≥ 1. Logo, aplicando a condição (g4), o Lema 1.4-(6), (7), a
desigualdade de Hölder e a limitação da sequência (vn) ⊂ H1(RN), encontramos uma
constante C5 > 0 tal que∫

Bn

|g0(x, f(vn))− g(x, f(vn))| |f ′(vn)| |wn|

≤ ‖h2‖∞
∫
Bn∩Dε(R2)

|f(vn)|q3−1|f ′(vn)| |wn|+ ε

∫
Bn\Dε(R2)

|f(vn)|q3−1|f ′(vn)| |wn|

< ‖h2‖∞
∫
Bn∩Dε(R2)

|f(vn)|q3
|vn|

|wn|+ δ

∫
Bn\Dε(R2)

|f(vn)|q3
|vn|

|wn|

≤ (2α)2∗/2C4‖h2‖∞
(∫

RN
|vn|2

∗
) 2∗−1

2∗

‖wn‖L2∗ (Dε(R2))

+ (2α)2∗/2C4δ

(∫
RN
|vn|2

∗
) 2∗−1

2∗

‖w‖2∗

< C5(δ1/2∗ + δ).

(2.17)
Semelhantemente, obtemos∫

BR2
(0)

|g0(x, f(vn))− g(x, f(vn))| |f ′(vn)| |wn|

≤ C6

(∫
BR2

(−yn)

|w(x)|2
)1/2

+ C7

(∫
BR2

(−yn)

|w(x)|2∗
)1/2∗

,

para algumas constantes C6, C7 > 0. Portanto, uma vez que w ∈ H1(RN) e |yn| → ∞,
decorre do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que existe n0 ∈ N tal que∫

BR2
(0)

|g0(x, f(vn))− g(x, f(vn))| |f ′(vn)| |wn| ≤ (C6 +C7)δ, para todo n ≥ n0. (2.18)

Finalmente, as desigualdades (2.16) – (2.18) e o fato de δ > 0 poder ser escolhido
arbitrariamente pequeno implicam que [g0(x, f(vn)) − g(x, f(vn))]f ′(vn)wn → 0,

fortemente em L1(RN), quando n→∞. Isto conclui a demonstração do Lema 2.8.

Lema 2.9. Suponha que 2 ≤ q < 2α2∗ e h ∈ F . Seja (vn) ⊂ H1(RN) uma sequência tal
que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Então

h(x)|f(vn)|q → h(x)|f(v)|q fortemente em L1(RN), quando n→∞.

Demonstração. Argumentando por contradição, supomos que existem uma subsequência,
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ainda denotada por (vn), e ε > 0 tais que∫
RN
|h(x)|·| |f(vn)|q − |f(v)|q| ≥ ε > 0, para todo n ∈ N. (2.19)

Agora definimos Dδ(R) = {x ∈ RN : |h(x)| ≥ δ, |x| ≥ R}. Como h ∈ F , aplicando o
Lema 2.7, encontramos R = Rδ > 0 tal que |Dδ(R)| < δ. Consequentemente, uma vez
que a sequência (vn) é limitada, utilizando a desigualdade de Hölder, a propriedade (7)

do Lema 1.4, e o Teorema das Imersões de Sobolev, temos

∫
Dδ(R)

|f 2(vn)|q/2 ≤
(∫

Dδ(R)

1
2α2∗

2α2∗−q

) 2α2∗−q
2α2∗

(∫
Dδ(R)

|f(vn)|2α2∗
)q/2α2∗

< Cδ
2α2∗−q
2α2∗ ,

para alguma constante C > 0. Dessa forma,∫
Dδ(R)

|h(x)|·| |f(vn)|q − |f(v)|q| ≤ ‖h‖∞
∫
Dδ(R)

(|f(vn)|q + |f(v)|q) < C1δ
2α2∗−q
2α2∗ , (2.20)

para alguma constante C1 > 0. Ainda pela definição de Dδ(R), e pela limitação de (vn),
existe uma constante C2 > 0 tal que∫

RN\[BR(0)∪Dδ(R)]

|h(x)|·| |f(vn)|q − |f(v)|q| ≤ δ

∫
RN

(|f(vn)|q + |f(v)|q) ≤ C2δ. (2.21)

Como vn ⇀ v fracamente em H1(RN), decorre do Teorema das Imersões de Sobolev que
vn → v em Lploc(RN), p ∈ [1, 2∗). Então, para R = Rδ > 0 dado acima, a menos de
subsequência, temos

vn(x)→ v(x) q.t.p. em BR, quando n→∞,

|f(vn(x))|q → |f(v(x))|q q.t.p. em BR, quando n→∞,

|vn(x)| ≤ wp(x) para cada n ∈ N e q.t.p. em BR, com wp ∈ Lp(BR).

Agora, para 2α ≤ q < 2α2∗, temos pela propriedade (7) do Lema 1.4, que

|f(vn(x))|q ≤ (2α)q/4α|vn(x)|q/2α ≤ (2α)q/4αw
q/2α
q/2α(x) para cada n ∈ N e q.t.p. em BR.

Por outro lado, se 2 ≤ q ≤ 2α, dividimos em dois casos: |vn(x)| > 1 e |vn(x)| ≤ 1. Se
|vn(x)| > 1, pelo Lema 1.4-(7) novamente, segue que

|f(vn(x))|q ≤ (2α)q/4α|vn(x)|q/2α ≤ (2α)q/4α|vn(x)| ≤ (2α)q/4αw1(x)
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para cada n ∈ N e q.t.p. em BR. E se |vn(x)| ≤ 1, pela propriedade (3) do Lema 1.4,
temos

|f(vn(x))|q ≤ |vn(x)|q ≤ 1 ∈ L1(BR).

Considerando estas estimativas e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
obtemos ∫

BR(0)

| |f(vn)|q − |f(v)|q| → 0, quando n→∞.

Logo, tendo em vista que h ∈ L∞(RN), existe n0 ∈ N tal que∫
BR(0)

|h(x)|·| |f(vn)|q − |f(v)|q| < δ, para todo n ≥ n0. (2.22)

Portanto, decorre de (2.20) - (2.22) que, para n ≥ n0 = n0(δ),∫
RN
|h(x)|·| |f(vn)|q − |f(v)|q| < C1δ

2α2∗−q
2α2∗ + C2δ + δ.

para todo n ≥ n0 = n0(δ). Como δ > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, a
relação acima contradiz (2.19). Portanto, o lema está demonstrado.

2.3 Demonstrações dos Teoremas 2.1 e 2.2

Nesta seção, demonstramos os Teoremas 2.1 e 2.2, verificando que os funcionais I e
I0, definidos por (2.2) e (2.4), respectivamente, possuem pontos críticos não-nulos.

2.3.1 Demonstração do Teorema 2.1

Pelo Corolário 2.4, existe uma sequência de Cerami no nível c, isto é, (vn) ⊂ H1(RN)

tal que

I(vn)→ c ≥ τ > 0 e ‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖)→ 0, quando n→∞, (2.23)

com c dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 2.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Deste fato e (1.20), temos que v é
um ponto crítico de I, isto é, I ′(v) = 0. Com efeito, pelo fato de C∞0 (RN) ser denso em
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H1(RN), basta mostrarmos que 〈I ′(v), ϕ〉 = 0 para todo ϕ ∈ C∞0 (RN). Observe que

〈I ′(vn), ϕ〉 − 〈I ′(v), ϕ〉 −
∫

RN
(∇vn −∇v)∇ϕ

=

∫
RN

[f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)]V (x)ϕ

+

∫
RN

[g(x, f(v))f ′(v)− g(x, f(vn))f ′(vn)]ϕ.

(2.24)

Como vn ⇀ v fracamente em H1(RN), temos que vn → v em Lploc(RN), com p ∈ [1, 2∗).
Assim, a menos de subsequência,

vn(x)→ v(x) q.t.p. em K := suppϕ, quando n→∞,

|vn(x)| ≤ |wp(x)| para cada n ∈ N e q.t.p. em K, com wp ∈ Lp(K).

Consequentemente,

f(vn)f ′(vn)→ f(v)f ′(v) q.t.p. em K, quando n→∞,

g(x, f(vn))f ′(vn)→ g(x, f(v))f ′(v) q.t.p. em K, quando n→∞.

Além disso, pela condição (V1) e o Lema 1.4-(2), (3),

|V (x)f(vn)f ′(vn)ϕ| ≤ |V (x)f(vn)ϕ| ≤ ‖V ‖∞|w2| |ϕ| ∈ L1(K)

e, como 4α ≤ q1 < 2α2∗, por (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (6), (7), temos, para vn 6= 0, que

|g(x, f(vn))f ′(vn)ϕ| ≤ δ|vn| |ϕ|+ Cδ|f(vn)|q1−1|f ′(vn)| |ϕ|

≤ δ|w2| |ϕ|+ Cδ|f(vn)|q1−1 |f(vn)|
|vn|

|ϕ|

≤ δ|w2| |ϕ|+ (2α)q1/4αCδ|w q1
2α
−1|

q1
2α
−1|ϕ| ∈ L1(K).

(2.25)

Usando estas estimativas, (2.24), o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e a
convergência fraca vn ⇀ v em H1(RN), obtemos

〈I ′(vn), ϕ〉 − 〈I ′(v), ϕ〉 → 0.

Como I ′(vn)→ 0, concluímos que I ′(v) = 0.
Logo, se v 6= 0 a demonstração fica concluída. Por outro lado, se v = 0, argumentamos

como segue. Pelo Lema 2.6, existem uma sequência (yn) ⊂ RN e r, η > 0 tais que
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|yn| → ∞ quando n→∞, e

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0, para todo n ∈ N. (2.26)

Sem perda de generalidade, podemos supor que (yn) ⊂ ZN . De fato, se yn =

(y1
n, y

2
n, . . . , y

N
n ) ∈ RN , existe zin ∈ Z, 1 ≤ i ≤ N , tal que |yin − zin| ≤ 1/2. Agora,

considerando zn = (z1
n, z

2
n, . . . , z

N
n ) ∈ Z, temos que |zn−yn| ≤

√∑N
i=1 |zin − yin|2 ≤

√
N/2.

Logo, Br(yn) ⊂ Br+
√
N/2(zn), pois se x ∈ Br(yn), temos |zn − x| ≤ |zn − yn|+ |yn − x| <√

N/2 + r. Portanto,

lim sup
n→∞

∫
Br+

√
N/2(zn)

|vn|2 ≥ lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0, para todo n ∈ N.

Então, definindo un(x) = vn(x+yn), n ∈ N, temos que ‖un‖0 = ‖vn‖0 para todo n ∈ N.
Portanto, a menos de subsequência, existe u ∈ H1(RN) tal que un ⇀ u fracamente em
H1(RN), un → u fortemente em L2

loc(RN) e un(x) → u(x) para quase todo x ∈ RN . De
(2.26), temos u 6= 0.

Afirmamos que u é um ponto crítico de I0. De fato, note primeiro que

〈I ′0(un), ϕ〉 → 〈I ′0(u), ϕ〉, quando n→∞, para todo ϕ ∈ C∞0 (RN). (2.27)

Com efeito, escrevendo

〈I ′0(un), ϕ〉 − 〈I ′0(u), ϕ〉 −
∫

RN
(∇un −∇u)∇ϕ

=

∫
RN

[f(un)f ′(un)− f(u)f ′(u)]V0(x)ϕ

+

∫
RN

[g0(x, f(u))− g0(x, f(un))] f ′(vn)ϕ,

(2.28)

pelos mesmos argumentos usados acima, deduzimos∫
RN

(∇un −∇u)∇ϕ→ 0, quando n→∞

e ∫
RN

[f(un)f ′(un)− f(u)f ′(u)]V0(x)ϕ→ 0, quando n→∞.
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Logo, a fim de provarmos (2.27), resta-nos analisar a última integral em (2.28). Veja que

[g0(x, f(u))− g0(x, f(un))] f ′(vn)ϕ

= [g0(x, f(u))− g(x, f(un))] f ′(vn)ϕ+ [g(x, f(un))− g0(x, f(un))] f ′(vn)ϕ.
(2.29)

Agora, pela condição (g4)(ii) e com argumentos usados na prova de (2.25), obtemos uma
função ψ ∈ L1(K), K := suppϕ, tal que

|[g(x, f(un))− g0(x, f(un))]f ′(un)ϕ| ≤ ψ. (2.30)

Então, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue mais uma vez,
obtemos

[g(x, f(un))− g0(x, f(un))] f ′(un)ϕ→ [g(x, f(u))− g0(x, f(u))] f ′(u)ϕ (2.31)

em L1(K). A estimativa (2.25) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
também fornecem

g(x, f(un))f ′(un)ϕ→ g(x, f(u))f ′(u)ϕ em L1(K).

Além disso, de (2.25), (2.30) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
novamente, obtemos

g0(x, f(u))f ′(un)ϕ→ g0(x, f(u))f ′(u)ϕ em L1(K).

Consequentemente,

[g0(x, f(u))− g(x, f(un))] f ′(un)ϕ→ [g0(x, f(u))− g(x, f(u))] f ′(u)ϕ (2.32)

em L1(K). As relações (2.29), (2.31) e (2.32) concluem a verificação de (2.27).
Por outro lado, considerando ϕn(x) = ϕ(x− yn), para n ∈ N, pelas periodicidades de

V0 e g0, obtemos
〈I ′0(un), ϕ〉 = 〈I ′0(vn), ϕn〉, para todo n ∈ N. (2.33)

Efetivamente, como un(x) = vn(x+ yn),
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〈I ′0(un(x)), ϕ(x)〉 =

∫
RN
∇vn(x+ yn)∇ϕ(x) dx

+

∫
RN
V0(x)f(vn(x+ yn))f ′(vn(x+ yn))ϕ(x) dx

−
∫

RN
g0(x, f(vn(x+ yn)))f ′(vn(x+ yn))ϕ(x) dx.

Logo, fazendo a mudança de variável z = x + yn e considerando as periodicidades de V0

e g0, temos

〈I ′0(un), ϕ〉 =

∫
RN
∇vn(z)∇ϕ(z − yn) dz +

∫
RN
V0(z − yn)f(vn(z))f ′(vn(z))ϕ(z − yn) dz

−
∫

RN
g0(z − yn, f(vn(z)))f ′(vn(z))ϕ(z − yn) dz

=

∫
RN
∇vn(z)∇ϕn(z) dz +

∫
RN
V0(z)f(vn(z))f ′(vn(z))ϕn(z) dz

−
∫

RN
g0(z, f(vn(z)))f ′(vn(z))ϕn(z) dz

= 〈I ′0(vn), ϕn〉,

o que verifica (2.33).
Além disso, aplicando o Lema 2.8, temos

|〈I ′0(vn), ϕn〉 − 〈I ′(vn), ϕn〉| → 0, quando n→∞. (2.34)

Desde que ‖ϕn‖ ≤ ‖ϕn‖0 = ‖ϕ‖0 para todo n ∈ N, e que (vn) ⊂ H1(RN) é uma sequência
(Ce)c, temos que 〈I ′(vn), ϕn〉 → 0. Logo, por (2.34), obtemos

〈I ′0(vn), ϕn〉 → 0, quando n→∞.

O limite acima, (2.33) e (2.27) mostram que u é um ponto crítico de I0, como havíamos
afirmado.

Nossa próxima tarefa é verificar que I0(u) ≤ c. Para tanto, aplicamos a definição da
sequência (un) e a condiçao (V1) para obtermos

I(vn)− 1

2
〈I ′(vn), vn〉 =

1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(un)− f(un)f ′(un)un]

+
1

2

∫
RN

(V (x)− V0(x))[f 2(vn)− f(vn)f ′(vn)vn]

+

∫
RN

[
1

2
g(x, f(vn))f ′(vn)vn −G(x, f(vn))

]
.

(2.35)
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Agora, pelas condições (V ), (V1), a propriedade (8) do Lema 1.4, e o lema de Fatou,

lim inf
n→∞

1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(un)− f(un)f ′(un)un] ≥ 1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(u)− f(u)f ′(u)u].

(2.36)
Observamos que, em vista de vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN), pelo Lema 2.9, com
h = V − V0, e pelo Lema 1.4-(8), obtemos

lim inf
n→∞

1

2

∫
RN

(V (x)− V0(x))[f 2(vn)− f(vn)f ′(vn)vn] = 0. (2.37)

Afirmamos, também, que

lim inf
n→∞

∫
RN

[
1

2
g(x, f(vn))f ′(vn)vn −G(x, f(vn))

]
≥
∫

RN

[
1

2
g0(x, f(u))f ′(u)u−G0(x, f(u))

]
.

(2.38)

Supondo a afirmação como verdadeira, utilizamos (2.23), (2.35) – (2.38) e o fato de u ser
um ponto crítico de I0, para concluirmos

c ≥ 1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(u)− f(u)f ′(u)u] +

∫
RN

[
1

2
g0(x, f(u))f ′(u)u−G0(x, f(u))

]
= I0(u)− 1

2
〈I ′0(u), u〉 = I0(u),

(2.39)
isto é, I0(u) ≤ c.

Agora, vamos mostrar que maxt≥0 I0(tu) = I0(u). Para isto, definamos a função
η(t) := I0(tu), para t ≥ 0. Como u é um ponto crítico de I0, segue que u > 0 (veja o
argumento abaixo). Portanto, podemos escrever

η′(t) = t

∫
RN
|∇u|2 +

∫
RN
V0(x)f(tu)f ′(tu)u−

∫
RN
g0(x, f(tu))f ′(tu)u

= t

{∫
RN
|∇u|2 −

∫
RN

[
g0(x, f(t|u|))f ′(t|u|)

t|u|
− V0(x)f(t|u|)f ′(t|u|)

t|u|

]
u2

}
.

Note que, fixado x ∈ RN , a função ζ : (0,+∞)→ R definida por

ζ(s) =
g0(x, f(s))f ′(s)

s
− V0(x)f(s)f ′(s)

s

é crescente. Este fato é uma consequência direta de (g4)(iii) e do Corolário 1.6 aplicados
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a
ζ(s) =

g0(x, f(s))

f 4α−1(s)

f 4α−1(s)f ′(s)

s
+ V0(x)

(
−f(s)f ′(s)

s

)
.

Agora observamos que η′(1) = 0, já que u é um ponto crítico de I0. Além disso, temos que
η′(t) > 0 para 0 < t < 1 e η′(t) < 0 para t > 1. Portanto, I0(u) = η(1) = maxt≥0 η(t) =

maxt≥0 I0(tu). Consequentemente, por (2.39), (g4)(i) e a definição de c,

c ≤ max
t≥0

I(tu) ≤ max
t≥0

I0(tu) = I0(u) ≤ c.

Isto implica que existe γ ∈ Γ que verifica (1.3). Pelo Teorema 1.3, I possui um ponto
crítico v no nível c. De c ≥ τ > 0 = I(0), temos que v é um ponto crítico não trivial
de I. Isto conclui a demonstração do Teorema 2.1, exceto pela afirmação (2.38) e pela
verificação de que u > 0.

Mostremos agora que u > 0 em RN . Para tal, basta verificarmos que v > 0 em RN .
Sabemos que v ≥ 0. Além disso, pela Observação 1.13, temos que v ∈ C1,β

loc (RN) para
algum β ∈ (0, 1). Agora, argumentando por contradição, supomos que existe x0 ∈ RN tal
que v(x0) = 0. A equação (2.3) pode ser reescrita como

−∆v + c(x)v = V (x)f ′(v)(v − f(v)) + g(x, f(v))f ′(v) ≥ 0,

onde c(x) = V (x)f ′(v(x)) > 0, para todo x ∈ RN , é uma função contínua e limitada.
Notamos também que do Lema 1.4-(3) temos v− f(v) ≥ 0. Assim, aplicando o Princípio
do Máximo Forte para soluções fracas (veja [28]) em uma bola arbitrária centrada em x0,
obtemos que v ≡ 0. Isto contradiz o fato de que v é não-nula.

Finalmente, concluímos a demonstração do Teorema 2.1, verificando a relação (2.38).
Primeiro, observamos que pelo Lema 2.9,∫

RN
h2|f(vn)|q3 → 0, quando n→∞,

já que h2 ∈ F , 2 ≤ q3 < 2α2∗ e vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN). Invocando (g4) e o Lema
1.4-(6), temos

|g(x, f(s))f ′(s)s− g0(x, f(s))f ′(s)s| = |[g(x, f(s))− g0(x, f(s))]f ′(s)s|
≤ |[g(x, f(s))− g0(x, f(s))]f(s)|
≤ h2(x)|f(s)|q3 .

Logo,
g(x, f(vn))f ′(vn)vn − g0(x, f(vn))f ′(vn)vn → 0
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fortemente em L1(RN), quando n→∞. Analogamente,

G(x, f(vn))−G0(x, f(vn))→ 0

fortemente em L1(RN), quando n→∞. Consequentemente, pela periodicidade de g0,

lim inf
n→∞

∫
RN

[
1

2
g(x, f(vn))f ′(vn)vn −G(x, f(vn))

]
= lim inf

n→∞

∫
RN

[
1

2
g0(x, f(un))f ′(un)un −G0(x, f(un))

]
.

(2.40)

Agora, de (g3), (g4) e o Lema 1.4-(6), temos, para s ≥ 0,

1

2
g0(x, f(s))f ′(s)s−G0(x, f(s))

≥ 1

4α
[g0(x, f(s))− g(x, f(s))]f(s)

+
1

4α
g(x, f(s))f(s)−G(x, f(s)) + [G(x, f(s))−G0(x, f(s))]

≥ − 1

4α
h2(x)|f(s)|q3 − h1(x).

Além disso, pelo Lema 2.9, temos que∫
RN
h2(x)|f(un)|q3 →

∫
RN
h2(x)|f(u)|q3 , quando n→∞. (2.41)

Portanto, desde que g0(x, s) = 0 se s < 0, pelo Lema de Fatou,

lim inf
n→∞

∫
RN

[
1

2
g0(x, f(un))f ′(un)un −G0(x, f(un)) +

1

4α
h2|f(un)|q3 + h1

]
≥
∫

RN

[
1

2
g0(x, f(u))f ′(u)u−G0(x, f(u)) +

1

4α
h2|f(u)|q3 + h1

]
.

(2.42)

De (2.40) – (2.42) obtemos (2.38). A demonstração do Teorema 2.1 está completa. �

2.3.2 Demonstração do Teorema 2.2

Nossa argumentação segue os passos iniciais da demonstração do Teorema 2.1. Como
g satisfaz (g1), (g2) e (g5), empregando o Corolário 2.4, encontramos uma sequência
(vn) ⊂ H1(RN) tal que

I0(vn)→ c ≥ τ > 0 e ‖I ′0(vn)‖(1 + ‖vn‖)→ 0, quando n→∞, (2.43)
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onde c é dado pelo Teorema 1.1. Em vista do Lema 2.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Deste fato e (1.20), temos que v é um
ponto crítico de I0, isto é, I ′0(v) = 0. Logo, para concluirmos a demonstração do Teorema
2.2, basta supormos que v = 0.

Pelo Lema 2.6, existem uma sequência (yn) ⊂ RN e r, η > 0 tais que |yn| → ∞ quando
n→∞, e

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0, para todo n ∈ N. (2.44)

Como na demonstração do Teorema 2.1, podemos supor que (yn) ⊂ ZN . Assim, definindo
un(x) = vn(x+yn), n ∈ N, temos que ‖un‖0 = ‖vn‖0, para todo n ∈ N. Consequentemente,
tomando uma subsequência se necessário, existe u ∈ H1(RN) tal que un ⇀ u fracamente
em H1(RN), un → u fortemente em L2

loc(RN) e un(x) → u(x) para quase todo x ∈ RN .
Afirmamos que u é um ponto crítico de I0. De fato, dado ϕ ∈ H1(RN), por (V1), (g1) e
(g2), obtemos

〈I ′0(un), ϕ〉 → 〈I ′0(u), ϕ〉, quando n→∞. (2.45)

Por outro lado, considerando ϕn(x) = ϕ(x − yn), para todo n ∈ N, pelas periodicidades
de V0 e g0, obtemos

〈I ′0(un), ϕ〉 = 〈I ′0(vn), ϕn〉, para todo n ∈ N.

Consequentemente, por (2.43) e o fato de que ‖ϕn‖0 = ‖ϕ‖0, para todo n ∈ N, concluímos
que

〈I ′0(un), ϕ〉 → 0, quando n→∞.

Este limite, juntamente com (2.45), mostra que u é ponto crítico de I0, e a afirmação
está provada. Além disso, (2.44) implica que u 6= 0, e como no Teorema 2.1, u > 0. O
Teorema 2.2 está demonstrado. �

2.4 Apêndice

Um exemplo de funções g e g0 que satisfazem as hipóteses (g1)− (g5) é dado a seguir.
Tomando 4α < q1 < 2α2∗, consideremos

g(x, s) =

(
1 +

1

|x|+ 1

)
g0(x, s) e g0(x, s) =

{
f(x)|s|q1−1, s > 0;

0, s ≤ 0,
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onde f(x) é uma função contínua, 1-periódica e limitada inferiormente por uma constante
positiva (por exemplo, f(x) = 2 + sin[2π(x1 + x2 + . . .+ xN)]).

Verifiquemos as hipóteses:

(g1)
g(x, s)

|s|
= f(x)

(
1 +

1

|x|+ 1

)
|s|q1−2 → 0 quando s→ 0+.

(g2) |g(x, s)| = f(x)

(
1 +

1

|x|+ 1

)
|s|q1−1 ≤ a1 + a2|s|q1−1.

(g3) Tomando q2 = q1 e h1 ≥ 0, existe a3 > 0 tal que

1

4α
g(x, s)s−G(x, s) =

(
1

4α
− 1

q1

)
f(x)

(
1 +

1

|x|+ 1

)
|s|q1 ≥ a3|s|q1 ≥ a3|s|q2−h1(x).

(g4) Tomando q3 = q1 e h2 = 1/(|x|+ 1), temos

(i) g ≥ g0 implica que G ≥ G0;

(ii) |g(x, s)− g0(x, s)| = 1

|x|+ 1
|s|q1−1 = h2(x)|s|q3−1;

(iii)
g0(x, s)

s4α−1
= f(x)|s|q1−4α é não-decrescente na variável s > 0.

(g5) lim inf
s→∞

G(x, s)

s4α
= lim inf

s→∞

1

q1

f(x)

(
1 +

1

|x|+ 1

)
|s|q1−4α > 0, uniformemente em

x ∈ RN .



Capítulo

3
Equações de Schrödinger quasilineares

com potencial não-limitado e
não-linearidade subcrítica

Neste capítulo, estudamos a existência de uma solução para o problema elíptico
quasilinear {

−∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = g(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN), u > 0,
(3.1)

onde α ≥ 3/4, V : RN → R e g : RN × R→ R+ são funções contínuas.
A principal razão deste capítulo é mostrar que a não limitação do potencial V não

exige a utilização de espaços do tipo Orlicz, utilizados em [44, 57] e nos outros trabalhos
que lidam com esta classe de potencial, para se encontrar uma solução para o Problema
(3.1) via teoremas de minimax. Mais especificamente, usando uma estrutura variacional,
estabelecemos uma solução para o Problema (3.1), supondo que V satisfaz:

(V ) existe uma constante a0 > 0 tal que

V (x) ≥ a0 > 0, para todo x ∈ RN ;

(V2) para qualquer D > 0, |{x ∈ RN : V (x) ≤ D}| <∞.

Sendo G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt a primitiva de g, também supomos as seguintes hipóteses,

já comentadas anteriormente:
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(g1) g(x, s) = o(|s|), quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ RN ;

(g2) existem constantes a1, a2 > 0 e 4α ≤ q1 < 2α2∗ tais que

|g(x, s)| ≤ a1 + a2|s|q1−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞);

(g3) existem constantes a3 > 0, q2 > N(q1 − 4α)/2 e uma função h1 ∈ L1(RN) tais que

1

4α
g(x, s)s−G(x, s) ≥ a3s

q2 − h1(x), para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

onde q1 é dada pela hipótese (g2);

(g5) lim inf
s→∞

G(x, s)

s4α
> 0, uniformemente em x ∈ RN .

O nosso principal resultado deste capítulo é o seguite:

Teorema 3.1. Suponha que (V ), (V2), (g1) − (g3) e (g5) sejam satisfeitas. Então o
Problema (3.1) possui uma solução.

Além de generalizar outros fatores mencionados na Introdução, como a condição de
crescimento subcrítico, o valor de α e a condição de superlinearidade de Ambrosetti-
Rabinowitz, este capítulo melhora, no que se refere à existência de solução, os trabalhos
[23] ou [57], e outros relacionados, uma vez que lida com a função potencial V não-
limitada, sem recorrer aos espaços de Orlicz, que foram imprescindivelmente empregados
nesses trabalhos.

Observamos que a hipótese (V2) generaliza:
∫

RN 1/V < ∞ e lim|x|→∞ V (x) = +∞
adotadas em [23]. Realmente, temos 1

D
|{x ∈ RN : V (x) ≤ D}| =

∫
{x∈RN :V (x)≤D}

1
D
≤∫

{x∈RN :V (x)≤D}
1

V (x)
≤
∫

RN
1

V (x)
< ∞. A generalização da coercividade é imediata. Os

exemplos a seguir ilustram a distinção destas propriedades. A função V (x) = |x| + 1

satisfaz a condição (V ), lim|x|→∞ V (x) = +∞, mas não satisfaz
∫

RN [V (x)]−1 < ∞. Já a
função V (x1, x2, . . . , xN) = 1 + x2

1[sin2(2πx1) + x2
2 + . . . + x2

N ]α, com α > N , satisfaz a
condição (V ),

∫
RN [V (x)]−1 <∞, mas não satisfaz lim|x|→∞ V (x) = +∞.

Para demonstrarmos o Teorema 3.1, usamos a mesma mudança de variável empregada
no Capítulo 2, e assim, obtemos um funcional associado bem definido no subespaço
X ⊂ H1(RN) caracterizado abaixo, que permite-nos utilizar uma versão do Teorema do
Passo da Montanha sem condição de compacidade e estudar o problema variacionalmente.
Encontramos então, uma sequência de Cerami associada ao nível minimax, a qual nos
direciona à solução de nosso problema. Utilizando apenas um argumento de contradição,
ao supormos que a única solução para a nossa equação é a solução nula, obtemos que o
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nível do passo da montanha deveria ser igual a zero, o que é um absurdo. Isto nos leva
a concluir a existência de solução (não-nula) para o nosso problema. O fato de que a
solução encontrada é positiva, segue o mesmo argumento que usamos para a solução do
Capítulo 2.

Cremos que a brevidade deste capítulo dispensa o anúncio de um roteiro para o mesmo.

3.1 Estrutura variacional

Com a mesma mudança de variável (1.4), o funcional (modificado) associado ao
problema deste capítulo é o mesmo do Capítulo 2:

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(v)−

∫
RN
G(x, f(v)). (3.2)

Todavia, devido à condição (V2), não é possível estudarmos o problema utilizando
diretamente o espaço de Sobolev H1(RN). Por esta razão, empregamos um subespaço
fechado deste, a saber,

X =

{
v ∈ H1(RN) :

∫
RN
V (x)v2 dx <∞

}
,

munido com a seguinte norma

‖v‖X =

(∫
RN

(|∇v|2 + V (x)v2)

)1/2

,

o qual também nos permite obter a limitação, em H1(RN), das sequências de Cerami
associadas ao nível minimax do Teorema do Passo da Montanha. Notamos que, pela
condição (V ), a imersão (X, ‖ · ‖X) ↪→ (H1(RN), ‖ · ‖H1(RN )) é contínua.

Como demonstrado no Capítulo 1, sob as hipóteses (V ), (g1) e (g2), o funcional I está
bem definido em X e pertence a C1(X,R) (veja Proposição 1.10). Além do mais, sua
derivada é dada por

〈I ′(v), w〉 =

∫
RN
∇v∇w +

∫
RN
V (x)f ′(v)f(v)w −

∫
RN
g(x, f(v))f ′(v)w,

para todo v, w ∈ X (veja também [57]). A equação de Euler-Lagrange associada ao
funcional energia I é dada por

−∆v + V (x)f ′(v)f(v) = g(x, f(v))f ′(v), v ∈ X. (3.3)
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Uma função v ∈ H1(RN) é chamada uma solução fraca de (3.3) se, para todo
ϕ ∈ C∞0 (RN), vale∫

RN
∇v∇ϕ+

∫
RN
V (x)f ′(v)f(v)ϕ−

∫
RN
g(x, f(v))f ′(v)ϕ = 0.

Em conformidade com o Capítulo 2, também observamos que, a fim de obtermos uma
solução não-negativa para (3.3), supomos g(x, s) = 0 para todo x ∈ RN , s < 0.

3.2 Propriedades geométricas e alguns resultados

Nesta seção, apresentamos os resultados que, juntos, compõem a demonstração do
Teorema 3.1. Seguindo a idéia do Capítulo 2, apresentamos as condições geométricas do
Teorema do Passo da Montanha e a limitação em H1(RN), e não, em X, das sequências
de Cerami do funcional associado. Finalmente, demonstramos dois resultados técnicos
imprescindíveis à nossa prova do Teorema 3.1.

Lema 3.2. Suponha que (V ), (g1), (g2) e (g5) sejam satisfeitas. Então o funcional I,
definido por (3.2), satisfaz as condições I(0) = 0, (I1) e (I2) do Teorema 1.1.

Demonstração. Como no Capítulo 2, definimos, para cada ρ > 0, o conjunto

Sρ :=

{
v ∈ X :

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v) = ρ2

}
,

e definimos a função Ψ : X → R, por Ψ(v) =
∫

RN |∇v|
2 +
∫

RN V (x)f 2(v). A demonstração
é a mesma do Lema 2.3.

Como consequência do Teorema 1.1 e do Lema 3.2, temos

Corolário 3.3. Suponha que (V ), (g1), (g2) e (g5) sejam satisfeitas. Então o funcional
I possui uma sequência (Ce)c, com c dado por (1.1).

O lema seguinte estabelece a limitação em H1(RN) das sequências de Cerami
associadas ao funcional I.

Lema 3.4. Suponha que (V ), (g1) − (g3) sejam satisfeitas. Então toda sequência de
Cerami (vn) ⊂ X associada ao funcional I é limitada em H1(RN).

Demonstração. Obtemos essa limitação a partir do fato de que podemos mostrar que∫
RN |∇vn|

2 +
∫

RN V (x)f 2(vn) ≤M , para alguma constante M > 0. Para isto, referimos o
leitor ao Lema 2.5, no Capítulo 2.
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Os próximos resultados são fundamentais para o argumento de contradição na nossa
demonstração do Teorema 3.1. O lema a seguir é a principal razão de não utilizarmos
espaços do tipo Orlicz no tratamento do Problema (3.1).

Lema 3.5. Suponha que (V ), (V2), (g1) − (g3) sejam satisfeitas. Se (vn) ⊂ X é uma
sequência (Ce)c tal que vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN), então c = 0.

Demonstração. Desde que 〈I ′(vn), vn〉 → 0,∫
RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f(vn)f ′(vn)vn =

∫
RN
g(x, f(vn))f ′(vn)vn + on(1).

Assim, pelo Lema 1.4-(6), (8), pela condição (V ) e (1.20), segue-se∫
RN
|∇vn|2 +

1

2α

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤ δ

∫
RN
|f(vn)|2 + Cδ

∫
RN
|f(vn)|q1 + on(1). (3.4)

Além disso, como I(vn)→ c, segue que

c =
1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn)−

∫
RN
G(x, f(vn)) + on(1), (3.5)

e também, por (1.21), temos∫
RN
|G(x, f(vn))| ≤ δ

2

∫
RN
f 2(vn) +

Cδ
q1

∫
RN
|f(vn)|q1 . (3.6)

Afirmamos que se vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN), então

lim
n→∞

∫
RN
|f(vn)|p = 0, para todo 2 ≤ p < 2α2∗. (3.7)

Supondo a afirmação como verdadeira e usando (3.4)–(3.6), obtemos c = 0. Portanto, o
Lema 3.5 está demonstrado, exceto por (3.7), que a partir de agora, passaremos a provar

Da prova do Lema 3.4, existe M > 0 tal que∫
RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤M. (3.8)

Consequentemente, pelo Teorema das Imersões de Sobolev, existe C1 > 0 tal que∫
RN
|vn|2

∗ ≤ C1. (3.9)

Agora, dado D > 0, defina A = {x ∈ RN : V (x) ≤ D, |x| ≥ R} e B = RN\(BR(0) ∪ A).
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Pela condição (V2), (3.8) e o Lema 1.4-(9),

M ≥
∫
B
V (x)f 2(vn)

≥
∫
B
Df 2(vn)

≥ C2D

∫
B∩{|vn|≤1}

v2
n + C2D

∫
B∩{|vn|>1}

|vn|1/α.

(3.10)

Além disso, como 2 ≤ p < 2α2∗, pelo Lema 1.4-(3), (7) e a desigualdade de Hölder,
encontramos 0 < λ ≤ 1 tal que∫

B
|f(vn)|p ≤

∫
B∩{|vn|≤1}

|vn|p + (2α)p/4α
∫
B∩{|vn|>1}

|vn|p/2α

≤
∫
B∩{|vn|≤1}

v2
n + (2α)p/4α

(∫
B∩{|vn|>1}

|vn|1/α
)λ(∫

RN
|vn|2

∗
)1−λ

,

(3.11)

para todo R = RD > 0. De (3.9), (3.10), (3.11), temos∫
B
|f(vn)|p ≤ M

C2D
+ (2α)p/4α

(
M

C2D

)λ
C1−λ

1 . (3.12)

Por outro lado, usando a condição (V2) mais uma vez, podemos encontrar um R = RD > 0

tal que |A| < 1/D. Consequentemente, usando a desigualdade de Hölder, o Lema 1.4-(7)

e (3.9), temos ∫
A
|f(vn)|p ≤ |A| 2α2∗−p

2α2∗

(∫
A
|f(vn)|2α2∗

)p/2α2∗

< C2

(
1

D

) 2α2∗−p
2α2∗

,

(3.13)

para alguma constante C2 > 0. Então, por (3.12), (3.13), dado ε > 0, podemos tomar
D > 0 suficientemente grande de modo que∫

RN\BR(0)

|f(vn)|p < ε.

Finalmente, como vn ⇀ 0 em H1(RN), pelo Lema 1.4-(7) e o Teorema das Imersões de
Sobolev, obtemos

lim
n→∞

∫
BR(0)

|f(vn)|p = 0.

Portanto, (3.7) vale, como afirmado. O Lema 3.5 está demonstrado.
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Lema 3.6. Suponha que (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja (vn) ⊂ X uma sequência (Ce)c

tal que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Então v é uma solução fraca para a equação de
(3.3).

Demonstração. Como (vn) ⊂ X é uma sequência (Ce)c, para todo ϕ ∈ C∞0 (RN), segue-se∫
RN
∇vn∇ϕ+

∫
RN
V (x)f(vn)f ′(vn)ϕ−

∫
RN
g(x, f(vn))f ′(vn)ϕ→ 0.

Logo, devemos verificar que∫
RN

(∇vn −∇v)∇ϕ+

∫
RN

[f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)]V (x)ϕ

−
∫

RN
[g(x, f(vn))f ′(vn)− g(x, f(v))f ′(v)]ϕ→ 0.

(3.14)

Uma vez que vn ⇀ v fracamente em H1(RN), temos que vn → v em Lploc(RN), com
p ∈ [1, 2∗). Então, a menos de subsequência,

vn(x)→ v(x) q.t.p. em K := suppϕ, quando n→∞,

|vn(x)| ≤ |wp(x)| para todo n ∈ N e q.t.p. em K, com wp ∈ Lp(K).

Consequentemente,

f(vn)f ′(vn)→ f(v)f ′(v) q.t.p. em K, quando n→∞,

g(x, f(vn))f ′(vn)→ g(x, f(v))f ′(v) q.t.p. em K, quando n→∞.

Além disso, pela continuidade de V e do Lema 1.4-(2), (3), existe uma constante C > 0

tal que
|V (x)f(vn)f ′(vn)ϕ| ≤ |V (x)f(vn)ϕ| ≤ C|w2| |ϕ| ∈ L1(K)

e, como 4α ≤ q1 < 2α2∗, por (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (6), (7), temos, para vn 6= 0, que

|g(x, f(vn))f ′(vn)ϕ| ≤ δ|vn| |ϕ|+ Cδ|f(vn)|q1−1|f ′(vn)| |ϕ|

≤ δ|w2| |ϕ|+ Cδ|f(vn)|q1−1 |f(vn)|
|vn|

|ϕ|

≤ δ|w2| |ϕ|+ (2α)q1/4αCδ|w q1
2α
−1|

q1
2α
−1|ϕ| ∈ L1(K).

Usando estas estimativas, o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e a
convergência fraca vn ⇀ v emH1(RN), obtemos (3.14). O Lema 3.6 está demonstrado.
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3.3 Demonstração do Teorema 3.1

Nesta seção, demonstramos o Teorema 3.1.
Inicialmente, invocamos o Corolário 3.3 para encontrarmos uma sequência de Cerami

no nível c, isto é, (vn) ⊂ X tal que

I(vn)→ c ≥ τ > 0 e ‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖)→ 0, quando n→∞,

com c dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 3.4, podemos supor, sem perda de
generalidade, que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Do Lema 3.6, temos que v é uma
solução para a equação (3.3). Agora, supomos por contradição, que a função identicamente
nula seja a única solução para a equação (3.3). Logo, tendo em vista o Lema 3.5, obtemos
c = 0, que é uma contradição. Assim, v é não-nula. Mais do que isto, obtemos que v > 0

e, portanto, u é uma solução (positiva) para nosso Problema (3.1) (veja Capítulo 2). A
demonstração do Teorema 3.1 está completa. �

Observação 3.7. Queremos destacar um fato curioso: embora tenhamos trabalhado com
um subespaço X ⊂ H1(RN) definido apropriadamente em função do potencial V , sabemos,
apenas, que v ∈ H1(RN) mas não temos, necessariamente, que v ∈ X. Por outro lado,
a solução u = f(v) encontrada para nosso problema original está, realmente, em X. De
fato, por (3.8) e o Lema de Fatou, temos que∫

RN
V (x)u2 =

∫
RN
V (x)f 2(v) ≤ lim inf

n→∞

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤M.



Capítulo

4
Equações de Schrödinger quasilineares

assintoticamente periódicas com
crescimento crítico

Nosso objetivo aqui é estabelecer, sob uma condição de periodicidade assintótica no
infinito, a existência de uma solução para o problema crítico −∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = K(x)|u|2α2∗−2u+ g(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN), u > 0,
(4.1)

onde α ≥ 3/4, e V , K : RN → R e g : RN × R → R são funções contínuas. Note que
2α2∗ = 4αN/(N − 2) corresponde ao expoente crítico para o Problema (4.1).

Consideramos, também, neste capítulo, a classe F de funções h ∈ C(RN ,R)∩L∞(RN)

tais que, para todo ε > 0, o conjunto {x ∈ RN : |h(x)| ≥ ε} tem medida de Lebesgue
finita. Então, supomos que V e K satisfazem

(V ) existe uma constante a0 > 0 tal que

V (x) ≥ a0 > 0, para todo x ∈ RN ;

(V1) existe uma função V0 ∈ C(RN ,R), 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , tal que V0−V ∈ F
e

V (x) ≤ V0(x), para todo x ∈ RN .
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(K) existe uma função K0 ∈ C(RN ,R), 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , e um ponto
x0 ∈ RN , tais que K −K0 ∈ F e

(i) K(x) ≥ K0(x) > 0, para todo x ∈ RN ,

(ii) K(x) = ‖K‖∞ +O(|x− x0|N−2), quando x→ x0.

Considerando G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt, a primitiva de g, também supomos as seguintes

hipóteses:

(g1) g(x, s) = o(|s|), quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ RN ;

(g2) existem constantes a1, a2 > 0 e 4α ≤ q1 < 2α2∗ tais que

|g(x, s)| ≤ a1 + a2|s|q1−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞);

(g′3) existe uma constante 2 ≤ q2 < 2α2∗ e funções h1 ∈ L1(RN), h2 ∈ F tais que

1

4α
g(x, s)s−G(x, s) ≥ −h1(x)− h2(x)sq2 , para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞).

Conforme dito na Introdução deste trabalho, as condições (g1) e (g2) possibilitam-nos
usar métodos variacionais para estudarmos o Problema (4.1), e permitem-nos verificar
que o funcional associado possui um mínimo local na origem. A condição (g2) impõe um
crescimento subcrítico para g. Sob as hipóteses acima, o funcional associado não satisfaz
uma condição de compacidade do tipo Palais-Smale, uma vez que o termo K(x)|u|2α2∗−2u

é crítico e o domínio é todo o RN .
Como antes, a periodicidade assintótica de g no infinito é dada pela seguinte condição.

(g4) existem uma constante 2 ≤ q3 < 2α2∗ e funções h3 ∈ F , g0 ∈ C(RN × R,R+),
1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , tais que

(i) G(x, s) ≥ G0(x, s) =
∫ s

0
g0(x, t) dt, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

(ii) |g(x, s)− g0(x, s)| ≤ h3(x)|s|q3−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞),

(iii) a função s→ g0(x, s)/s4α−1 é não-decrescente na variável s > 0.

Observamos que, devido ao termo crítico, a condição (g4)(ii) nos capacita a
verificarmos a limitação das sequências (Ce)c sem que ocorra g ≥ 0, como exigido no
Capítulo 2.

Finalmente, também supomos que g satisfaz:
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(g′5) existe um conjunto aberto e limitado Ω ⊂ RN , contendo x0 dado por (K)(ii), tal
que

G(x, s)

Ψ(s)
→∞, quando s→∞, uniformemente em x ∈ Ω,

onde

Ψ(s) =


s2α2∗−1, se 3 ≤ N ≤ 8 e α > 3/4, ou N ≥ 9 e α > (N − 2)/8,

s
3
2

2∗−1 log s, se 3 ≤ N ≤ 8 e α = 3/4,

s4α, se N ≥ 9 e 3/4 ≤ α ≤ (N − 2)/8.

Agora, podemos enunciar nosso resultado principal deste capítulo, que fornece a
existência de soluções para o caso de expoente crítico, que fora conjecturado em [44].

Teorema 4.1. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2), (g′3), (g4) e (g′5) sejam satisfeitas.
Então o Problema (4.1) possui uma solução.

Assim como no Capítulo 2, observamos que no caso particular: V = V0, K = K0,
g = g0, o Teorema 4.1, sem a condição (g4)(iii), claramente nos dá uma solução para
o problema periódico. Mais especificamente, considerando o Problema (4.1), sob as
hipóteses: (V ), (g1), (g2), (g′3), (g′5) e

(V0) a função V ∈ C(RN ,R) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N ;

(K0) a função K ∈ C(RN ,R) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N , e existe um ponto x0 ∈ RN ,
tal que

(i) K(x) > 0, para todo x ∈ RN ,

(ii) K(x) = ‖K‖∞ +O(|x− x0|N−2), quando x→ x0;

(g′0) a função g ∈ C(RN × R,R) é 1-periódica em xi, 1 ≤ i ≤ N ,

podemos estabelecer:

Teorema 4.2. Suponha que (V ), (V0), (K0), (g′0), (g1), (g2), (g′3) e (g′5) sejam satisfeitas.
Então o Problema (4.1) possui uma solução.

As funções g e g0, fornecidas no Capítulo 2, também, satisfazem as hipóteses (g′3) e
(g′5). Para vermos isto, basta tomarmos qualquer 2 ≤ q2 < 2α2∗, h1, h2 ≥ 0 e
(a) 2α2∗ − 1 < q1 < 2α2∗, se 3 ≤ N ≤ 8 e α > 3/4 ou N ≥ 9 e α > (N − 2)/8;
(b) 32∗/2 ≤ q1 < 2α2∗, se 3 ≤ N ≤ 8 e α = 3/4;
(c) 4α < q1 < 2α2∗, se N ≥ 9 e 3/4 ≤ α ≤ (N − 2)/8.
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Estudos matemáticos recentes [43, 44, 45, 52] têm se concentrado na existência de
soluções para (4.1) no caso subcrítico (K ≡ 0) e g(x, s) = |s|p−1s, 4 ≤ p+1 < 22∗, N ≥ 3.
Em [44], por uma mudança de variável, o problema quasilinear foi reduzido a um semilinear
e uma estrutura de espaços de Orlicz foi usada para provar a existência de uma solução
positiva para todo µ positivo (em frente ao termo não-linear) via Teorema do Passo da
Montanha. Em [13], Colin e Jeanjean também fizeram uso de uma mudança de variável
no intuito de reduzir a equação (4.1), com K ≡ 0, à uma equação semilinear. Usando o
espaço de Sobolev H1(RN), eles provaram a existência de soluções, fundamentados nos
resultados clássicos desenvolvidos por Berestycki e Lions [6] onde N = 1 ou N ≥ 3, e
Berestycki, Gallouët e Kavian [5] onde N = 2. Deveríamos também mencionar o artigo
[45] onde os autores usaram o método de Nehari e consideraram um problema quasilinear
mais geral, incluíndo casos nos quais a mudança de variável não se aplica.

Os principais resultados neste artigo fornecem a existência de solução para o caso de
expoente crítico, o qual fora mencionado e deixado em aberto em [44].

Observamos que um problema do tipo (4.1) fora estudado por Moameni [47], para
N = 2, com V e g sendo duas funções contínuas 1-periódicas e g com crescimento
exponencial crítico. Para N ≥ 3, Moameni [46] estabeleceu a existência de uma solução
não-negativa para o caso onde o expoente é crítico e a função potencial V é radialmente
simétrica e satisfaz alguma condição geométrica diferente da periódica. Além disso, uma
estrutura de espaços de Orlicz fora empregada.

Notamos, também, que durante a preparação deste trabalho, veio ao nosso
conhecimento um outro resultado [20], devido a do Ó, Miyagaki e Soares, que contém
um resultado similar ao Teorema 4.2 sob uma hipótese mais restrita para o potencial V .
Além disto, o termo não-linear g considerado em [20] foi uma potência pura.

A idéia para provarmos nossos resultados deste capítulo é motivada pelos argumentos
usados em [13, 44]. Também usamos uma mudança de variável para reformularmos o
problema, obtendo um problema semilinear que tem um funcional associado bem definido
no espaço de Sobolev H1(RN) e satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do
Passo da Montanha (veja [2]). A seguir, adaptamos o argumento empregado em [38, 39],
supondo que a solução para a equação de (4.1) é a solução nula. Considerando o funcional
associado ao problema modificado, usamos uma versão do Teorema do Passo da Montanha,
sem condição de compacidade [25], para obtermos uma sequência de Cerami associada ao
nível minimax. Em seguida, utilizamos esta sequência e um resultado técnico devido a
Lions (veja [15]) para obtermos um ponto crítico não-trivial do funcional associado ao
problema periódico. Além disso, somos capazes de verificar que o valor do funcional
associado ao Problema (4.1) neste ponto é menor ou igual ao nível minimax do Passo
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da Montanha e que este nível é atingido. Finalmente, empregamos uma versão local
do Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.3) para obtermos uma solução para o
Problema (4.1).

Organizamos este capítulo da seguinte forma: na Seção 4.1, introduzimos a estrutura
variacional associada ao Problema (4.1), verificando a geometria do Passo da Montanha e
o comportamento das sequências de Cerami associadas com o nível do Passo da Montanha.
Na Seção 4.2, apresentamos uma estimativa que assegura que o nível minimax do funcional
associado ao problema modificado está abaixo de um certo nível crítico. Na Seção 4.3,
demonstramos os Teoremas 4.1 e 4.2.

4.1 Estrutura variacional

Nesta seção, além de introduzirmos o espaço de funções no qual iremos trabalhar,
verificamos as condições geométricas do Teorema do Passo da Montanha e apresentamos
resultados concernentes ao comportamento das sequências de Cerami do funcional
associado: mostramos a limitação das sequências de Cerami e uma proposição que
será essencial para garantir que as soluções encontradas nas nossas demonstrações dos
Teoremas 4.1 e 4.2 não sejam nulas.

Observamos que o Problema (4.1) é a equação de Euler-Lagrange associada ao
funcional energia

J(u) =
1

2

∫
RN

(1+2α|u|2(2α−1))|∇u|2+
1

2

∫
RN
V (x)u2− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|u+|2α2∗−

∫
RN
G(x, u).

A fim de empregarmos métodos variacionais no tratamento de nosso problema,
utilizamos, devido ao termo

∫
RN |u|

2(2α−1))|∇u|2, a mudança de variável v = f−1(u),
onde f é definida por (1.4), encontrando assim, um espaço de funções apropriado, onde
possamos empregar métodos de minimax ao novo funcional obtido.

Depois de tal mudança de variável, (1.4), a partir de J , obtemos o funcional

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2+

1

2

∫
RN
V (x)f 2(v)− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+)|2α2∗−

∫
RN
G(x, f(v)), (4.2)

que está bem definido em H1(RN) e é de classe C1 sob as hipóteses (V ), (V1), (K), (g1)

e (g2) (veja Proposição 1.9). Além disso, tendo em vista o Lema 1.12, os pontos críticos
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positivos do funcional I são as soluções fracas do problema −∆v + V (x)f ′(v)f(v) = K(x)|f(v)|2α2∗−2f(v)f ′(v) + g(x, f(v))f ′(v),

v ∈ H1(RN), v > 0,
(4.3)

isto é,

〈I ′(v), w〉 =

∫
RN
∇v∇w +

∫
RN
V (x)f(v)f ′(v)w

−
∫

RN
K(x)|f(v+)|2α2∗−1f ′(v+)w −

∫
RN
g(x, f(v))f ′(v)w,

para todo v ∈ H1(RN) e w ∈ C∞0 (RN). Observamos, novamente (veja Observação 1.13),
que se v ∈ C2(RN) ∩ H1(RN), v > 0, é um ponto crítico do funcional I, então a função
u = f(v) é uma solução clássica de (4.1). Argumentando como no Capítulo 2, para
obtermos uma solução não-negativa para (4.3), tomamos g(x, s) = 0, para x ∈ RN , s < 0.
Consequentemente, u = f(v) é uma solução (não-negativa) do Problema (4.1).

De maneira análoga, associado ao problema periódico, temos o funcional
I0 ∈ C1(H1(RN),R), definido por

I0(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2 +

1

2

∫
RN
V0(x)f 2(v)− 1

2α2∗

∫
RN
K0(x)|f(v+)|2α2∗ −

∫
RN
G0(x, f(v)),

(4.4)
com g0(x, s) = 0, para x ∈ RN , s < 0.

Dessa forma, trabalhamos com o espaço H1(RN) munido de uma das normas

‖v‖ =

(∫
RN

(|∇v|2 + V (x)v2)

)1/2

,

‖v‖0 =

(∫
RN

(|∇v|2 + V0(x)v2)

)1/2

.

Observamos mais uma vez que, em vista das condições (V ) e (V1), ambas as normas acima
são equivalentes à norma usual de H1(RN).

4.1.1 Geometria do Passo da Montanha

O lema abaixo mostra que o funcional (modificado) associado ao Problema (4.1)
satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 4.3. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2) e (g4)(i) sejam satisfeitas. Então o
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funcional I, definido por (4.2), satisfaz as condições I(0) = 0, (I1) e (I2) do Teorema 1.1.

Demonstração. Primeiramente, note que I(0) = 0. Agora, defina, para cada ρ > 0,

Sρ :=

{
v ∈ H1(RN) :

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v) = ρ2

}
.

Desde que Ψ : H1(RN)→ R, dada por

Ψ(v) =

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v),

é contínua, Sρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço H1(RN). Tomando
0 < λ < 1 tal que q1/2 = λ + (1 − λ)α2∗, por (V ), a relação (1.21), a desigualdade de
Hölder, o Lema 1.4-(7) e o Teorema das Imersões de Sobolev, temos∫

RN
G(x, f(v)) ≤ δ

2a0

ρ2 +
(2α)2∗(1−λ)/2C0Cδ

q1aλ0
ρλ2+(1−λ)2∗ ,

para todo v ∈ Sρ e alguma constante C0 > 0. Além disso, pelo Lema 1.4-(7), a condição
(K) e o Teorema das Imersões de Sobolev,

∫
RN
K(x)|f(v+)|2α2∗ ≤ (2α)2∗/2‖K‖∞

∫
RN
|v|2∗ ≤ (2α)2∗/2C0‖K‖∞

(∫
RN
|∇v|2

)2∗/2

≤ (2α)2∗/2C0‖K‖∞ρ2∗ .

Logo,

I(v) ≥
(

1

2
− δ

2a0

)
ρ2 − (2α)2∗/2C0‖K‖∞

2α2∗
ρ2∗ − (2α)2∗(1−λ)/2C0Cδ

q1aλ0
ρλ2+(1−λ)2∗ ,

para todo v ∈ Sρ. Como λ2 + (1 − λ)2∗ > 2, escolhendo 0 < δ < a0, concluímos, para ρ
suficientemente pequeno, que

c0 := inf
Sρ
I ≥ τ > 0.

A condição (I1) é satisfeita.
Para mostrarmos a condição (I2), basta mostrarmos que existe ϕ ∈ H1(RN), ϕ ≥ 0

tal que
I(tϕ)→ −∞, quando t→ +∞. (4.5)

De fato, consideremos ϕ ∈ C∞0 (RN ,R+), ϕ 6≡ 0. Das propriedades (3) e (9) do Lema 1.4,
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da condição (V ) e (g4)(i), obtemos, para todo t > 0,∫
RN
I(tϕ) ≤ t2

2

∫
RN
|∇ϕ|2 +

t2

2

∫
RN
V (x)ϕ2 − 1

2α2∗
inf
RN

K

∫
RN
f 2α2∗(tϕ)

≤ t2

2
‖ϕ‖2 − C2α2∗

2α2∗
t2
∗

inf
RN

K

∫
{tϕ(x)≥1}

ϕ2∗ .

(4.5) está provado e a condição (I2) é satisfeita. Assim, a demonstração do lema está
completa.

Como consequência do Teorema 1.1 e do Lema 4.3, temos

Corolário 4.4. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2) e (g4)(i) sejam satisfeitas. Então
o funcional I possui uma sequência (Ce)c, com c dado por (1.1).

4.1.2 Comportamento das sequências de Cerami

No próximo resultado, verificamos a limitação das sequências (Ce) associadas ao
funcional I.

Lema 4.5. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2), (g′3) e (g4)(ii) sejam satisfeitas. Então
toda sequência de Cerami (vn) ⊂ H1(RN) associada ao funcional I é limitada.

Demonstração. Como no Capítulo 2, basta mostrarmos que a sequência de Cerami
(vn) ⊂ H1(RN) satisfaz ∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤M,

para alguma constante M > 0.
Seja, (vn) ⊂ H1(RN) uma sequência de Cerami para I no nível c ∈ R, isto é,

c+ on(1) =
1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn)

− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ −
∫

RN
G(x, f(vn)),

‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖) = on(1).

(4.6)
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Por (4.6), (1.21) e as condições (V ) e (K), temos

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn)

=
1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ +

∫
RN
G(x, f(vn)) + c+ on(1)

≤ ‖K‖∞
2α2∗

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ +
δ

2a0

∫
RN
V (x)f 2(vn) +

Cδ
q1

∫
RN
|f(v+

n )|q1 + c+ on(1).

Dado 0 < ε ≤ 1 a ser escolhido posteriormente, existe 0 < δ1 < 1 tal que |s|q1 ≤ ε|s|2

para todo |s| ≤ δ1. Então, tendo em vista o Lema 1.4-(3), obtemos

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

(
1

2
− δ

2a0

)∫
RN
V (x)f 2(vn)

≤ Cδ
q1

∫
{|vn(x)|≤δ1}

|f(vn)|q1 +
Cδ
q1

∫
{|vn(x)|>δ1}

|f(v+
n )|q1 +

‖K‖∞
2α2∗

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ + c+ on(1)

≤ εCδ
q1

∫
{|vn(x)|≤δ1}

f 2(vn) +
Cδ
q1

∫
{|vn(x)|>δ1}

|f(v+
n )|q1 +

‖K‖∞
2α2∗

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ + c+ on(1),

o que implica em

1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

(
1

2
− δ

2a0

− εCδ
q1a0

)∫
RN
V (x)f 2(vn)

≤ Cδ
q1

∫
{|vn(x)|>δ1}

|f(v+
n )|q1 +

‖K‖∞
2α2∗

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ + c+ on(1).

Observe que se |s| > δ1, existe uma constante C1 > 0 tal que |s|q1 ≤ C1|s|2α2∗ . Assim,
obtemos

1

2

∫
RN
|∇vn|2+

(
1

2
− δ

2a0

− εCδ
q1a0

)∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤ C2

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗+c+on(1), (4.7)

onde C2 = CδC1/q1 + ‖K‖∞/2α2∗. Tome δ e ε suficientemente pequenos de modo que
1
2
− δ

2a0
− εCδ

q1a0
> 0. Logo, a fim de concluirmos a demonstração do lema, é suficiente

mostrarmos que o lado direito em (4.7) é limitado.
Notando que g(x, s) = 0 se s < 0, do Lema 1.4-(6), (8) e das condições (V ) e (K),

segue-se

〈I ′(vn), vn〉 ≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)

− 1

2α

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ −
∫

RN
g(x, f(v+

n ))f ′(v+
n )v+

n .
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Usando o Lema 1.4-(6), juntamente com (g4)(ii), temos, para s ≥ 0,

g(x, f(s))f ′(s)s ≥ g0(x, f(s))f ′(s)s− h3(x)|f(s)|q3−1f ′(s)s

≥ 1

2α
g0(x, f(s))f(s)− h3(x)|f(s)|q3

≥ 1

2α
g(x, f(s))f(s)− 1 + 2α

2α
h3(x)|f(s)|q3 .

Logo, obtemos

〈I ′(vn), vn〉 ≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)− 1

2α

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

−
∫

RN

1

2α
g(x, f(v+

n ))f(v+
n ) +

1 + 2α

2α

∫
RN
h3|f(v+

n )|q3 .

Consequentemente, por (g′3),

I(vn)− 1

2
〈I ′(vn), vn〉

≥ 1

2αN

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ − 1 + 2α

4α

∫
RN
h3|f(v+

n )|q3

+

∫
RN

[
1

4α
g(x, f(v+

n ))f(v+
n )−G(x, f(v+

n ))

]
≥ 1

2αN

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ − 1 + 2α

4α

∫
RN
h3|f(v+

n )|q3 −
∫

RN
h1 −

∫
RN
h2|f(v+

n )|q2 .

Então, por (4.6) e o fato de que h1 ∈ L1(RN), encontramos uma constante C3 > 0 tal que

1

2αN

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ ≤
∫

RN
h2|f(v+

n )|q2 +
1 + 2α

4α

∫
RN
h3|f(v+

n )|q3 + C3. (4.8)

Dado ε > 0, pomos Dε(R) = {x ∈ RN : |h2(x)| ≥ ε, |x| ≥ R} para todo R > 0. Então,
desde que h2 ∈ F , aplicando o Lema 2.7, encontramos um R = Rε > 0 tal que |Dε(R)| < ε.
Logo, pela desigualdade de Hölder,

∫
Dε(R)

h2|f(v+
n )|q2 ≤ ‖h2‖∞|Dε(R)|

2α2∗−q2
2α2∗

(∫
Dε(R)

|f(v+
n )|2α2∗

) q2
2α2∗

< ‖h2‖∞ε
2α2∗−q2

2α2∗

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q2

2α2∗

.

(4.9)
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Por outro lado,

∫
RN\Dε(R)

h2|f(v+
n )|q2 ≤ ‖h2‖∞

(
ωNR

N

N

) 2α2∗−q2
2α2∗

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q2

2α2∗

+ ε

∫
RN
|f(v+

n )|q2 .

(4.10)
Além disso, considerando 0 < λ ≤ 1 tal que q2 = 2λ + (1 − λ)2α2∗, aplicamos a
desigualdade de Hölder, a condição (V ) e (4.7) para encontrarmos C4 > 0 tal que∫

RN
|f(v+

n )|q2 ≤
(∫

RN
f 2(v+

n )

)λ(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)1−λ

≤
(

1

a0

∫
RN
V (x)f 2(vn)

)λ(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)1−λ

≤ C4

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)λ(∫

RN
|f(v+

n )|2α2∗
)1−λ

= C4

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ .

(4.11)

Logo, de (4.9) – (4.11), obtemos uma constante C5 > 0 tal que

∫
RN
h2|f(v+

n )|q2 ≤ C5

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q2

2α2∗

+ ε C4

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ .

Observando que uma estimativa análoga vale para
∫

RN h3|f(v+
n )|q3 e usando (4.8), existe

uma constante C6 > 0 tal que

1

2αN
inf
RN

K

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗

≤ C5

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q2

2α2∗

+ ε C4

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗

+
1 + 2α

4α
C6

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q3

2α2∗

+
1 + 2α

4α
εC4

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ + C3,

que implica(
1

2αN
inf
RN

K − 6α + 1

4α
C4ε

)∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗

≤ C5

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q2

2α2∗

+
1 + 2α

4α
C6

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q3

2α2∗

+ C3.

Como q2, q3 < 2α2∗, tomando ε > 0 suficientemente pequeno, obtemos o resultado
desejado.
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Antes de estabelecermos o próximo resultado, lembremos que a melhor constante para
a imersão de Sobolev D1,2(RN) ⊂ L2∗(RN) é dada por

S = inf
v∈D1,2(RN )

v 6=0

∫
RN |∇v|

2(∫
RN |v|2

∗)2/2∗
. (4.12)

Proposição 4.6. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja
(vn) ⊂ H1(RN) uma sequência (Ce)b com 0 < b < 1

2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 , e vn ⇀ 0 fracamente

em H1(RN). Então existem uma sequência (yn) ⊂ RN e r, η > 0 tais que |yn| → ∞ e

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0.

Demonstração. Supondo que o resultado não é verdadeiro, temos (veja [15] ou [64]):

lim
n→∞

∫
RN
|vn|σ = 0, para todo σ ∈ (2, 2∗). (4.13)

Uma vez que g possui crescimento subcrítico, obtemos, como no Capítulo 2,

lim
n→∞

∫
RN
g(x, f(vn)f ′(vn)vn = lim

n→∞

∫
RN
G(x, f(vn)) = 0. (4.14)

Assim, como (vn) ⊂ H1(RN) é uma sequência (Ce)b para o funcional I, segue que

b+ on(1) = I(vn)− 1

2
〈I ′(vn), vn〉

=
1

2

∫
RN
V (x)[f 2(vn)− f(vn)f ′(vn)vn]

+

∫
RN
K(x)

[
1

2
|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n −
1

2α2∗
|f(v+

n )|2α2∗
]
.

(4.15)

Afirmamos que

lim
n→∞

∫
RN
V (x)[f 2(vn)− f(vn)f ′(vn)vn] = 0; (4.16)

lim
n→∞

∫
RN
K(x)

[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]

= 0; (4.17)

lim
n→∞

∫
RN
K(x)

[
|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n − (2α)
2∗−2

2 |v+
n |2

∗
]

= 0. (4.18)



4.1 Estrutura variacional 74

Supondo que a afirmação é verdadeira, e usando (4.15), obtemos

b+ on(1) =

∫
RN
K(x)|v+

n |2
∗

[
1

2
(2α)

2∗−2
2 − (2α)

2∗−2
2

2∗

]
=

(2α)
2∗−2

2

N

∫
RN
K(x)|v+

n |2
∗
.

Logo

lim
n→∞

∫
RN
K(x)|v+

n |2
∗

=
Nb

(2α)
2∗−2

2

> 0. (4.19)

Consequentemente, usando (4.18), obtemos

lim
n→∞

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n = Nb. (4.20)

Por outro lado, tomando o primeiro limite em (4.14), o segundo em (4.22) abaixo, e o fato
de que 〈I ′(vn), vn〉 → 0, obtemos

lim
n→∞

[∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n − ‖vn‖2

]
= 0.

Portanto, de (4.20), segue-se
lim
n→∞

‖vn‖2 = Nb. (4.21)

Da definição (4.12), temos

1

‖K‖∞

∫
RN
K(x)|v+

n |2
∗ ≤

∫
RN
|vn|2

∗ ≤
(

1

S

∫
RN
|∇vn|2

) 2∗
2

≤
(
‖vn‖2

S

) 2∗
2

.

Passando ao limite na desigualdade acima, em vista de (4.19) e (4.21), obtemos

1

‖K‖∞
Nb

(2α)
2∗−2

2

≤
(
Nb

S

) 2∗
2

,

isto é,

b ≥ 1

2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 ,

contradizendo a hipótese de que b < 1
2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 . Isto conclui a demonstração da

Proposição 4.6, exceto por (4.16), (4.17) e (4.18).
A fim de provarmos (4.16), simplesmente verificamos que

lim
n→∞

∫
RN
V (x)[f 2(vn)− v2

n] = 0 e lim
n→∞

∫
RN
V (x)[v2

n − f(vn)f ′(vn)vn] = 0. (4.22)
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Realmente, para δ > 0 a ser escolhido posteriormente, podemos escrever∫
RN
V (x)[f 2(vn)− v2

n] =

∫
{|vn(x)|>δ}

V (x)[f 2(vn)− v2
n] +

∫
{|vn(x)|≤δ}

V (x)[f 2(vn)− v2
n].

Usando (4.13), a condição (V1) e o Lema 1.4-(3), obtemos∫
{|vn(x)|>δ}

∣∣V (x)[f 2(vn)− v2
n]
∣∣ ≤ 2‖V ‖∞

∫
{|vn(x)|>δ}

v2
n <

2‖V ‖∞
δσ−2

∫
RN
|vn|σ → 0, (4.23)

quando n→∞. Por outro lado, pelo Lema 1.4-(4), dado ε > 0, escolhemos δ > 0 tal que
|(f(s)/s)2 − 1| < ε, se |s| ≤ δ. Assim, pela condição (V1), temos

lim sup
n→∞

∫
{0<|vn(x)|≤δ}

∣∣∣∣∣V (x)v2
n

[(
f(vn)

vn

)2

− 1

]∣∣∣∣∣
≤ ‖V ‖∞ lim sup

n→∞

∫
{0<|vn(x)|≤δ}

v2
n

∣∣∣∣∣
(
f(vn)

vn

)2

− 1

∣∣∣∣∣
< ε‖V ‖∞ lim sup

n→∞

∫
RN
v2
n.

Portanto,

lim sup
n→∞

∫
RN

∣∣V (x)[f 2(vn)− v2
n]
∣∣

≤ lim sup
n→∞

∫
{|vn(x)|>δ}

∣∣V (x)[f 2(vn)− v2
n]
∣∣+ ε‖V ‖∞ lim sup

n→∞

∫
RN
v2
n.

Como ε > 0 pode ser tomado tão pequeno quanto desejarmos e (vn) ⊂ H1(RN) é limitada,
usando (4.23), temos o primeiro limite em (4.22). Pelas propriedades (3), (4) e (8) do
Lema 1.4 e pelo fato de que f ′(s)→ 1 quando s→ 0, a verificação do segundo limite em
(4.22) é similar à verificação do primeiro. Portanto, (4.16) vale.

A verificação de (4.17) é similar à anterior. Com efeito, para R > 0 a ser escolhido
posteriormente, escrevemos∫

RN
K(x)

[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]

=

∫
{|vn(x)|≤R}

K(x)
[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]

+

∫
{|vn(x)|>R}

K(x)
[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]
.



4.1 Estrutura variacional 76

Pela condição (K), o Lema 1.4-(7) e (4.13),∫
{|vn(x)|≤R}

∣∣∣K(x)
[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]∣∣∣

≤ 2(2α)
2∗
2 ‖K‖∞

∫
{|vn(x)|≤R}

|vn|2
∗

≤ 2(2α)
2∗
2 ‖K‖∞R2∗−σ

∫
RN
|vn|σ

→ 0,

(4.24)

quando n→∞. Por outro lado, pelo Lema 1.4-(5), dado ε > 0, podemos escolher R > 0

suficientemente grande para que |1−
(
f(|s|)/(2α)1/4α|s|1/2α

)2α2∗ | < ε para |s| > R. Assim,
pela condição (K),

lim sup
n→∞

∫
{|vn(x)|>R}

∣∣∣K(x)
[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]∣∣∣

≤ ‖K‖∞ lim sup
n→∞

∫
{|vn(x)|>R}

(2α)
2∗
2 |v+

n |2
∗

∣∣∣∣∣1−
(

f(v+
n )

(2α)1/4α|v+
n |1/2α

)2α2∗
∣∣∣∣∣

< ε(2α)
2∗
2 ‖K‖∞ lim sup

n→∞

∫
RN
|vn|2

∗
.

Logo,

lim sup
n→∞

∫
RN

∣∣∣K(x)
[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

∫
{|vn(x)|≤R}

∣∣∣K(x)
[
(2α)

2∗
2 |v+

n |2
∗ − |f(v+

n )|2α2∗
]∣∣∣

+ ε(2α)
2∗
2 ‖K‖∞ lim sup

n→∞

∫
RN
|vn|2

∗
.

Como ε > 0 é arbitrário e (vn) ⊂ H1(RN) é limitada, usamos (4.24) para concluirmos
(4.17).

Finalmente, usando a identidade abaixo

|f(s)|2α2∗−1f ′(s)s

(2α)(2∗−2)/2|s|2∗
=

1

(1/(2α)|f(s)|2(2α−1) + 1)1/2

(
f(|s|)

(2α)1/4α|s|1/2α

)2α(2∗−1)

, com s 6= 0,

pelo Lema 1.4-(5), (7), (8) e pela condição (K), um argumento similar àquele usado acima
mostra (4.18). A Proposição 4.6 está demonstrada.
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4.2 Estimativas

Nesta seção, verificamos que o nível minimax associado ao Teorema do Passo da
Montanha (Teorema 1.1) está no intervalo onde a Proposição 4.6 pode ser aplicada. Para
obtermos esse resultado, usamos funções-testes apropriadas como aquelas empregadas
por Brézis e Nirenberg [9], e verificamos alguns resultados auxiliares sobre estas funções.
Então, estabelecemos o resultado principal deste capítulo, provando a estimativa para o
nível minimax c, dado por (1.1).

4.2.1 Funções-testes

Sem perda de generalidade, supomos que x0, dado pela condição (K), é a origem de
RN e que B2(0) ⊂ Ω, onde Ω é dado pela condição (g′5).

Dado ε > 0, consideramos a função wε : RN → R definida por

wε(x) = C(N)
ε(N−2)/2

(ε2 + |x|2)(N−2)/2
, onde C(N) = [N(N − 2)](N−2)/4.

Observamos (veja [64]) que {wε}ε>0 é uma família de funções nas quais o ínfimo que
define a melhor constante, S, para a imersão de Sobolev D1,2(RN) ⊂ L2∗(RN) é atingido.
Consideramos ainda φ ∈ C∞0 (RN , [0, 1]), φ ≡ 1 em B1(0), φ ≡ 0 em RN\B2(0) e definimos

uε = φwε, vε =
uε

(
∫

RN Ku
2∗
ε )1/2∗

.

Os seguintes lemas foram inspirados por [9, 38] e [64].

Lema 4.7. Suponha que a condição (K) seja satisfeita. Então, existem constantes
positivas k1, k2 e ε0 tais que∫

RN\B1(0)

|∇uε|2 = O(εN−2), quando ε→ 0+, (4.25)

k1 <

∫
RN
Ku2∗

ε < k2, para todo 0 < ε < ε0, (4.26)∫
|x|≤1

|x|N−2w2∗

ε = O(εN−2), quando ε→ 0+, (4.27)∫
RN
|∇vε|2 ≤ ‖K‖(2−N)/N

∞ S +O(εN−2), quando ε→ 0+. (4.28)
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Demonstração. A fim de demonstrarmos (4.25), primeiramente notemos que∫
RN\B1(0)

|∇uε|2 = C2(N)εN−2

∫
B2(0)\B1(0)

|∇zε|2, (4.29)

onde
zε(x) =

φ(x)

(ε2 + |x|2)
N−2

2

.

Como
∇zε(x) =

∇φ(x)

(ε2 + |x|2)
N−2

2

− (N − 2)
φ(x)x

(ε2 + |x|2)
N
2

,

temos

|∇zε(x)|2 ≤ C1

[
|∇φ(x)|2

(ε2 + |x|2)N−2
+ (N − 2)2 |x|2

(ε2 + |x|2)N

]
≤ C1 max{(N − 2)2, ‖∇φ‖2

∞}
[

1

|x|2N−4
+

1

|x|2N−2

]
≤ C2

2

|x|2N−4
,

para algumas constantes C1, C2 > 0. Logo, existe uma constante C3 > 0 tal que∫
B2(0)\B1(0)

|∇zε|2 ≤ C3.

A desigualdade acima e a relação (4.29) estabelecem a identidade (4.25).
Passemos agora à demonstração de (4.26). Uma vez que K ∈ L∞(RN), K ∈ C(RN ,R)

e K > 0 em RN , existem constantes 0 < m1 ≤ m2 <∞ tais que m1 ≤ K ≤ m2 em B2(0).

Portanto, basta mostrarmos que

0 < λ1 <

∫
RN
u2∗

ε < λ2 <∞,

para determinadas constantes λ1 e λ2, e ε > 0 suficientemente pequeno. Temos∫
RN
u2∗

ε = C2∗(N)εN
[∫

RN

1

(ε2 + |x|2)N
+

∫
RN

φ2∗(x)− 1

(ε2 + |x|2)N

]
. (4.30)

Na segunda integral , introduzimos a mudança de variável y = x/ε, obtendo∫
RN

(ε2 + |x|2)−N dx = ε−N
∫

RN
(1 + |y|2)−N dy. (4.31)
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Usando o fato de que 0 ≤ φ ≤ 1 e φ ≡ 1 em B1(0), estimamos a terceira integral de (4.30):∣∣∣∣∫
RN

φ2∗(x)− 1

(ε2 + |x|2)N
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN\B1(0)

|x|−2N dx = ωN

∫ ∞
1

t−2N+N−1 dt <∞, (4.32)

onde ωN denota a área de superfície da esfera de raio unitário em RN . Podemos utilizar
(4.30)-(4.32) para concluir que∫

RN
u2∗

ε = C2∗(N)

∫
RN

(1 + |y|2)−N dy +O(εN)→ C2∗(N)

∫
RN

(1 + |y|2)−N dy,

quando ε → 0+. A relação (4.26) está demonstrada. Observamos que a integral∫
RN

(1+|y|2)−N dy está bem definida, uma vez que a função t 7→ (1+t2)−N tN−1 é integrável

em [0,∞).

Agora, verificaremos (4.27). Notamos que∫
|x|≤1

|x|N−2w2∗

ε (x) dx = C2∗(N)εNωN

∫ 1

0

t2N−3

(ε2 + t2)N
dt.

Após a mudança de variável s = t/ε, obtemos∫
|x|≤1

|x|N−2w2∗

ε (x) dx = C2∗(N)εN−2ωN

∫ 1/ε

0

s2N−3

(1 + s2)N
ds.

Como ∫ 1/ε

0

s2N−3

(1 + s2)N
ds ≤

∫ 1

0

s2N−3 ds+

∫ 1/ε

1

s−3 ds <∞ ,

a relação (4.27) está demonstrada.
No que segue, apresentamos a verificação de (4.28). Em vista de (4.25) e da definição

de uε temos∫
RN
|∇uε|2 =

∫
B1(0)

|∇wε|2 +

∫
RN\B1(0)

|∇uε|2 =

∫
B1(0)

|∇wε|2 + O(εN−2). (4.33)

Como wε é radialmente decrescente, sua derivada normal, ∂wε/∂n = w′ε(|x|), é negativa na
fronteira da bola unitária ∂B1(0) ⊂ RN . Portanto, aplicando o Teorema da Divergência
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ao campo F = wε∇wε, obtemos

0 ≥
∫
∂B1(0)

wε
∂wε
∂n

=

∫
B1(0)

N∑
j=1

∂

∂xj

(
wε
∂wε
∂xj

)
=

∫
B1(0)

(
|∇wε|2 + wε(∆wε)

)
=

∫
B1(0)

(
|∇wε|2 − w2∗

ε

)
.

Logo ∫
B1(0)

|∇wε|2 ≤
∫
B1(0)

w2∗

ε .

Utilizando a estimativa acima e (4.33) decorre∫
RN
|∇uε|2 ≤

∫
B1(0)

w2∗

ε +O(εN−2)

=

∫
B1(0)

K

‖K‖∞
w2∗

ε +

∫
B1(0)

‖K‖∞ −K
‖K‖∞

w2∗

ε +O(εN−2).

Portanto, em vista da condição (K) e de (4.27),∫
RN
|∇uε|2 ≤

∫
B1(0)

K

‖K‖∞
w2∗

ε +O(εN−2). (4.34)

Como wε satisfaz (veja [64])

S =

(∫
RN
w2∗

ε

)2/N

.

Decorre de (4.34) que∫
RN
|∇uε|2 ≤ S‖K‖

2−N
N∞

(∫
B1(0)

Kw2∗

ε

)N−2
N

+O(εN−2).

Portanto, uma vez que uε = wε em B1(0) ⊂ RN , levando (4.26) em consideração, temos,
para ε > 0 suficientemente pequeno,

∫
RN
|∇vε|2 =

∫
RN
|∇uε|2(∫

RN
Ku2∗

ε

)2/2∗
≤
‖K‖

2−N
N∞ S

(∫
B1(0)

Kw2∗

ε

)2/2∗

+O(εN−2)(∫
RN
Ku2∗

ε

)2/2∗

≤ ‖K‖(2−N)/N
∞ S +O(εN−2).

Logo, a relação (4.28) é satisfeita, o que conclui a demonstração do Lema 4.7.
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Lema 4.8. Suponha que a condição (K) seja satisfeita. Então, quando ε→ 0, temos

(i) ‖vε‖2
2 =


O(ε), se N = 3,

O (ε2| log ε|) , se N = 4,

O (ε2) , se N ≥ 5;

(ii) ‖vε‖
2∗− 1

2α

2∗− 1
2α

= O
(
ε
N−2
4α

)
, se N ≥ 3;

(iii)

∫
RN
|vε|2

∗− 1
2α log(Mvε) = O

(
ε
N−2
4α | log ε|

)
, se N ≥ 3 e M > 0 constante.

Demonstração. Em vista de (4.26) e da condição (K), é suficiente verificarmos que o Lema
4.8 é verdadeiro para uε no lugar de vε. A fim de simplificarmos a demonstração deste
lema, faremos, inicialmente, um simples cálculo utilizando uma potência mais geral, que
aplicaremos em cada item, para o valor de β apropriado. Utilizando a definição de uε,
usando coordenadas polares, levando em consideração o fato de que 0 ≤ φ ≤ 1, e fazendo
a mudança de variável s = t/ε, obtemos

∫
RN
|uε(x)|

2β
N−2 dx = C

2β
N−2 (N)εβ

∫
RN

φ
2β
N−2 (x)

(ε2 + |x|2)β
dx

≤ C
2β
N−2 (N)εβ

∫
B2(0)

1

(ε2 + |x|2)β
dx

= C
2β
N−2 (N)ωNε

β

∫ 2

0

tN−1

(ε2 + t2)β
dt

= C
2β
N−2 (N)ωNε

N−β
∫ 2/ε

0

sN−1

(1 + s2)β
ds

≤ C
2β
N−2 (N)ωNε

N−β

[∫ 1

0

sN−1 ds+

∫ 2/ε

1

sN−2β−1 ds

]
.

(4.35)

A seguir, verificamos os quatro ítens separadamente.

(i)
2β

N − 2
= 2 (β = N − 2).

Aqui devemos considerar três situações para o valor de N , uma vez que 2β −N não é
positivo, em geral. Para N = 3,

‖uε‖2
2 ≤ C2(3)ω3ε

2

∫ 2/ε

0

s2

1 + s2
ds ≤ C2(3)ω3ε

2

∫ 2/ε

0

ds =
(
2C2(3)ω3

)
ε.
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Para N = 4,

‖uε‖2
2 ≤ C2(4)ω4ε

2

[∫ 1

0

s3 ds+

∫ 2/ε

1

s−1 ds

]
= C2(4)ω4ε

2

[
1

4
+ log 2 + | log ε|

]
.

Escolhemos ε0 > 0 suficientemente pequeno, de tal sorte que | log ε| > 1/4 + log 2 para
todo 0 < ε < ε0. Então,

‖uε‖2
2 ≤

(
2C2(4)ω4

)
ε2| log ε|.

Para N ≥ 5,

‖uε‖2
2 ≤ C2(N)ωNε

2

[
1

N
− 1

N − 4

(
εN−4

2N−4
− 1

)]
≤ C2(N)ωN

[
1

N
+

1

N − 4

]
ε2.

O item (i) é verdadeiro.

(ii)
2β

N − 2
= 2∗ − 1

2α

(
β = N − N − 2

4α

)
.

Como, neste caso, temos 2β −N > 0, de (4.35), segue-se

‖uε‖
2∗− 1

2α

2∗− 1
2α

=

∫
RN
|uε(x)|

2β
N−2 dx

≤ C
2β
N−2 (N)ωNε

N−β
[

1

N
+

1

N − 2β

(
ε2β−N

22β−N − 1

)]
≤ C

2β
N−2 (N)ωN

[
1

N
+

1

2β −N

]
ε
N−2
4α .

Logo, o item (ii) fica demonstrado.

(iii)
2β

N − 2
= 2∗ − 1

2α

(
β = N − N − 2

4α

)
.

Por (4.35), novamente, temos∫
RN
|uε(x)|2∗−

1
2α log(Muε) dx

≤ C
2β
N−2 (N)ωNε

N−β
∫ 2/ε

0

sN−1

(1 + s2)β
log

(
MC(N)ε

2−N
2

(1 + s2)
N−2

2

)
ds

≤ C
2β
N−2 (N)ωNε

N−β
∫ 2/ε

0

sN−1

(1 + s2)β
logMC(N)ε

2−N
2 ds

≤ C
2β
N−2 (N)ωN logMC(N)εN−β

∫ 2/ε

0

sN−1

(1 + s2)β
ds

+C
2β
N−2 (N)ωNε

N−β (N − 2)

2
log

1

ε

∫ 2/ε

0

sN−1

(1 + s2)β
ds.
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Agora, utilizando o item (ii) acima, obtemos∫
RN
|uε(x)|2∗−

1
2α log(Muε) = O

(
ε
N−2
4α

)
+O

(
ε
N−2
4α | log ε|

)
= O

(
ε
N−2
4α | log ε|

)
,

o que prova o item (iii).
Portanto, a demonstração do Lema 4.8 está completa.

4.2.2 Estimativa do nível minimax

Antes de enunciarmos o resultado principal desta seção, vamos estabelecer um lema
que será necessário para a sua demonstração.

Lema 4.9. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2) e (g4)(i) sejam satisfeitas. Considere
tε > 0 tal que I(tεvε) = maxt≥0 I(tvε). Então, existem ε0 > 0 e constantes positivas T1 e
T2 tais que T1 ≤ tε ≤ T2 para todo 0 < ε < ε0.

Demonstração. Inicialmente, observamos que, pelo Lema 4.3, I satisfaz I(0) = 0 e a
condição (I1). Consequentemente, como I ∈ C1(H1(RN),R) e ‖vε‖ é limitada, concluímos
que existe T1 > 0 tal que tε ≥ T1 > 0 para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Por outro
lado, por (g4)(i), as condições (V ), (K) e o Lema 1.4-(3), temos

I(tεvε) ≤
t2ε
2

∫
RN
|∇vε|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(tεvε)−

1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε)

≤ t2ε
2
‖vε‖2 − 1

2α2∗
inf
RN

K

∫
RN
f 2α2∗(tεvε).

Afirmamos que existe uma constante C1 > 0 tal que∫
RN
f 2α2∗(tεvε) ≥ C1t

2∗

ε . (4.36)

De fato, pela propriedade (9) do Lema 1.4, temos∫
RN
f 2α2∗(tεvε) ≥ C2α2∗t2

∗

ε

∫
{tεvε(x)≥1}

v2∗

ε .

Consideramos x ∈ RN tal que |x| ≤ ε < 1. Então, em vista de (4.26), obtemos

vε(x) ≥ 1

k2

wε(x) ≥ C(N)

k2

1

2
N
2
−1ε

N
2
−1
.

Consequentemente, como tε ≥ T1 > 0, para ε > 0 suficientemente pequeno, existe um
ε0 > 0 tal que tεvε(x) ≥ 1 sempre que |x| ≤ ε < ε0. Agora, com cálculos semelhantes aos
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do Lema 4.8, encontramos uma constante C2 > 0 tal que∫
{tεvε(x)≥1}

v2∗

ε ≥
1

k2

∫
Bε(0)

w2∗

ε =
C2∗(N)

k2

∫
Bε(0)

εN

(ε2 + |x|2)N
≥ C2∗(N)ωNC2.

Isto conclui a prova da afirmação.
Assim, de (4.36), vem

τ ≤ I(tεvε) ≤
t2ε
2
‖vε‖2 −

(
C1

2α2∗
inf
RN

K

)
t2
∗

ε ,

que implica (
C1

2α2∗
inf
RN

K

)
t2
∗

ε ≤
t2ε
2
‖vε‖2 − τ.

Desde que ‖vε‖ é limitada, obtemos a estimativa tε ≤ T2 < ∞. O lema está
demonstrado.

Agora, demonstramos o resultado que fornece uma estimativa apropriada para o nível
minimax.

Proposição 4.10. Suponha que (V ), (V1), (K), (g1), (g2), (g4)(i) e (g′5) sejam satisfeitas.
Então existe v ∈ H1(RN)\{0} tal que

max
t≥0

I(tv) <
1

2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 .

Demonstração. Consideramos tε como definido pelo Lema 4.9. Observando que∫
RN K(x)v2∗

ε = 1, podemos escrever

1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε)

=
1

2α2∗

∫
{tεvε(x)<R}

K(x)
(
f 2α2∗(tεvε)− (2α)

2∗
2 (tεvε)

2∗
)

+
1

2α2∗

∫
{tεvε(x)≥R}

K(x)
(
f 2α2∗(tεvε)− (2α)

2∗
2 (tεvε)

2∗
)

+
1

2α2∗

∫
RN
K(x)(2α)

2∗
2 (tεvε)

2∗

≥ −(2α)
2∗
2
−1

2∗
‖K‖∞

∫
{tεvε(x)<R}

(tεvε)
2∗ +

(2α)
2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε

−‖K‖∞
2α2∗

∫
RN

(
f 2α2∗(tεvε)− (2α)

2∗
2 (tεvε)

2∗
)
.

(4.37)

Agora, a fim de demonstrarmos a Proposição 4.10, devemos considerar as duas
possibilidades para α:
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(a) α > 3/4. De (4.37) e do Lema 1.7, temos

1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε)

≥ −(2α)
2∗
2
−1

2∗
‖K‖∞

∫
{tεvε(x)<R}

(tεvε)
2∗ − C0‖K‖∞

2α2∗

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α +
(2α)

2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε .

Note que se 0 ≤ |s| < R, existe C1 > 0 tal que |s|2∗ ≤ C1|s|2
∗− 1

2α . Logo,∫
{tεvε(x)<R}

(tεvε)
2∗ ≤ C1

∫
{tεvε(x)<R}

(tεvε)
2∗− 1

2α ≤ C1

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α .

Assim, obtemos uma constante C2 > 0 tal que

1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε) ≥

(2α)
2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε − C2

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α . (4.38)

Utilizando a condição (V1), o Lema 1.4-(3) e a relação (4.38), temos

I(tεvε) =
t2ε
2

∫
RN
|∇vε|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(tεvε)

− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε)−

∫
RN
G(x, f(tεvε))

≤ t2ε
2

∫
RN
|∇vε|2 +

t2ε
2
‖V ‖∞

∫
RN
v2
ε −

(2α)
2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε

+C2

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α −
∫

RN
G(x, f(tεvε)).

Agora, denotando por Xε a integral
∫

RN |∇vε|
2, temos

I(tεvε) ≤
t2ε
2

∫
RN
|∇vε|2 +

t2ε
2
‖V ‖∞‖vε‖2

2 −
(2α)

2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε

+C2t
2∗− 1

2α
ε ‖vε‖

2∗− 1
2α

2∗− 1
2α

−
∫

RN
G(x, f(tεvε))

≤ 1

2αN
XN/2
ε + C3‖vε‖2

2 + C4‖vε‖
2∗− 1

2α

2∗− 1
2α

−
∫

RN
G(x, f(tεvε)),

para algumas constantes C3, C4 > 0. De fato, considerando a função h = hε : [0,∞)→ R
dada por h(t) = 1

2
Xεt

2− (2α)(2
∗−2)/2

2∗
t2
∗ , temos que t0 = 1√

2α
X

1/(2∗−2)
ε é um ponto de máximo
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isolado de h, e h(t0) = 1
2αN

X
N/2
ε . Decorre da estimativa (4.28) que

I(tεvε) ≤
1

2αN
(‖K‖

2−N
N∞ S +O(εN−2))

N
2 + C3‖vε‖2

2 + C4‖vε‖
2∗− 1

2α

2∗− 1
2α

−
∫

RN
G(x, f(tεvε)).

Aplicando a desigualdade

(b+ c)ζ ≤ bζ + ζ(b+ c)ζ−1c, b, c ≥ 0, ζ ≥ 1,

chegamos a

I(tεvε) ≤
1

2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 +C3‖vε‖2

2+C4‖vε‖
2∗− 1

2α

2∗− 1
2α

−
∫

RN
G(x, f(tεvε))+O(εN−2). (4.39)

Agora, consideramos

γ(ε) = max


{ε, εN−2

4α }, se N = 3,

{ε2| log ε|, εN−2
4α }, se N = 4,

{ε2, ε
N−2
4α }, se N ≥ 5.

Observe que, dado p > 0, temos εp < | log ε| = log(1/ε) < (1/ε)p, para ε > 0

suficientemente pequeno. Note também que α > 3/4 implica (N − 2)/4α < (N − 2)/3.
Além disso, se N ≤ 8 (N ≤ 5), então (N − 2)/3 ≤ 2 ((N − 2)/3 ≤ 1). Por outro lado,
(N − 2)/4α < 2 para α > (N − 2)/8. Logo

γ(ε) =


ε
N−2
4α , se 3 ≤ N ≤ 8, ou N ≥ 9 e α >

N − 2

8
,

ε2, se N ≥ 9 e
3

4
< α ≤ N − 2

8
.

(4.40)

Em vista do Lema 4.8 e das relações (4.39) e (4.40), encontramos uma constante C5 > 0

tal que

I(tεvε) ≤
1

2αN
‖K‖(2−N)/2

∞ SN/2 + γ(ε)

[
C5 −

1

γ(ε)

∫
RN
G(x, f(tεvε))

]
. (4.41)

A fim de demonstrarmos a Proposição 4.10, é suficiente verificarmos que

lim
ε→0+

1

γ(ε)

∫
RN
G(x, f(tεvε)) > C5. (4.42)
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Por (g4)(i), temos

G(x, s) + s2 ≥ 0, para todo x ∈ Ω, s ≥ 0. (4.43)

Dado A0 > 0, invocamos (g′5) para obtermos R = R(A0) > 0 tal que, para x ∈ Ω, s ≥ R,

G(x, s) ≥


A0s

2α2∗−1, se 3 ≤ N ≤ 8, ou N ≥ 9 e α >
N − 2

8
,

A0s
4α, se N ≥ 9 e

3

4
< α ≤ N − 2

8
.

(4.44)

Agora, consideramos a função ηε : [0,∞)→ R definida por

ηε(r) =
ε(N−2)/2

(ε2 + r2)(N−2)/2
.

Como φ ≡ 1 em B1(0), obtemos, em vista de (4.26), uma constante C6 > 0 tal que
vε(x) ≥ C6ηε(|x|), para |x| < 1. Além disso, uma vez que ηε é decrescente e f é crescente,
existe uma constante positiva α̃ tal que, para |x| < ε,

f(tεvε(x)) ≥ f(T1C6ηε(|x|)) ≥ f(T1C6ηε(ε)) ≥ f(α̃ε
2−N

2 ).

Observamos que T1 é obtido pelo Lema 4.9. Podemos, então, escolher ε1 > 0 de sorte que

α̃ε
2−N

2 ≥ 1,

f(tεvε(x)) ≥ f(α̃ε
2−N

2 ) ≥ R = R(A0),
(4.45)

para |x| < ε, 0 < ε < ε1. Como Bε(0) ⊂ Ω, decorre de (4.44) e (4.45) que

G(x, f(tεvε)) ≥


A0f

2α2∗−1(tεvε), se 3 ≤ N ≤ 8, ou N ≥ 9 e α >
N − 2

8
,

A0f
4α(tεvε), se N ≥ 9 e

3

4
< α ≤ N − 2

8
,

(4.46)

para |x| < ε, 0 < ε < ε1.
Agora, para a verificação de (4.42), consideramos os dois possíveis casos:

Caso 1: 3 ≤ N ≤ 8, ou N ≥ 9 e α >
N − 2

8
. Pelas relações (4.45), (4.46) e o Lema

1.4-(9),

G(x, f(tεvε)) ≥ A0f
2α2∗−1(tεvε) ≥ A0f

2α2∗−1(α̃ε
2−N

2 ) ≥ A0C
2α2∗−1α̃

2α2∗−1
2α ε

(2α2∗−1)(2−N)
4α ,
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para todo x ∈ Bε(0) e 0 < ε < ε1. Assim, uma vez que B2(0) ⊂ Ω, invocamos (4.43) e o
Lema 1.4-(3) para obtermos∫

RN
G(x, f(tεvε)) =

∫
Bε(0)

G(x, f(tεvε)) +

∫
Ω\Bε(0)

G(x, f(tεvε))

≥ A0C
2α2∗−1α̃

2α2∗−1
2α ε

(2α2∗−1)(2−N)
4α |Bε(0)| −

∫
Ω\Bε(0)

f 2(tεvε)

≥ A0C
2α2∗−1α̃

2α2∗−1
2α ωNε

(2α2∗−1)(2−N)
4α εN − T 2

2

∫
Ω\Bε(0)

v2
ε

≥ A0C
2α2∗−1α̃

2α2∗−1
2α ωNε

N−2
4α − T 2

2 ‖vε‖2
2,

para 0 < ε < ε1, com T2 obtido pelo Lema 4.9. Consequentemente, pelo Lema 4.8,
obtemos

1

ε
N−2
4α

∫
RN
G(x, f(tεvε)) ≥ A0C

2α2∗−1α̃
2α2∗−1

2α ωN − Γ(ε), (4.47)

onde

Γ(ε) =


O(ε1− 1

4α ), se N = 3,

O(ε2− 1
2α | log ε|), se N = 4,

O(ε2−N−2
4α ), se 5 ≤ N ≤ 8, ou N ≥ 9 e α >

N − 2

8
.

Desde que A0 é arbitrário, a relação acima e (4.47) estabelecem (4.42).

Caso 2:
3

4
< α ≤ N − 2

8
e N ≥ 9. Aplicando as relações (4.45), (4.46) e o Lema 1.4-(9)

mais uma vez, temos

G(x, f(tεvε)) ≥ A0f
4α(tεvε) ≥ A0f

4α(α̃ε
2−N

2 ) ≥ A0C
4αα̃2ε2−N ,

para todo x ∈ Bε(0) e 0 < ε < ε1. Logo, em vista de B2(0) ⊂ Ω, da relação (4.43) e o
Lema 1.4-(3), obtemos∫

RN
G(x, f(tεvε)) =

∫
Bε(0)

G(x, f(tεvε))

∫
Ω\Bε(0)

G(x, f(tεvε))

≥ A0C
4αα̃2ε2−N |Bε(0)| −

∫
Ω\Bε(0)

f 2(tεvε)

≥ A0C
4αα̃2ωNε

2−NεN − T 2
2

∫
Ω\Bε(0)

v2
ε

≥ A0C
4αα̃2ωNε

2 − T 2
2 ‖vε‖2

2,

para 0 < ε < ε1, com T2 dado pelo Lema 4.9. Consequentemente, pelo Lema 4.8, existe
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C7 > 0 tal que
1

ε2

∫
RN
G(x, f(tεvε)) ≥ A0C

4αα̃2ωN − C7.

Como A0 > 0 pode ser escolhido arbitrariamente grande, a relação acima estabelece
(4.42). Portanto, a Proposição 4.10 está demonstrada para α > 3/4.

(b) α = 3/4. De (4.37) e do Lema 1.7, temos

1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε) ≥ −(2α)

2∗
2
−1

2∗
‖K‖∞

∫
{tεvε(x)<R}

(tεvε)
2∗

−C0‖K‖∞
2α2∗

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α log(tεvε) +
(2α)

2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε .

Como em (a), em vista do Lema 4.8, existem constantes C8, C9 > 0 tais que

1

2α2∗

∫
RN
K(x)f 2α2∗(tεvε) ≥

(2α)
2∗
2
−1

2∗
t2
∗

ε −C8

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α−C9

∫
RN

(tεvε)
2∗− 1

2α log(tεvε).

Assim, usando o Lema 1.4-(3), (4.28), encontramos constantes C10, C11 > 0 tais que

I(tεvε) ≤
1

2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 + C3‖vε‖2

2 + C10‖vε‖
2∗− 1

2α

2∗− 1
2α

+C11

∫
RN
v

2∗− 1
2α

ε log(tεvε)−
∫

RN
G(x, f(tεvε)) +O(εN−2).

(4.48)

Agora, considere

γ(ε) = max


{ε, εN−2

4α , ε
N−2
4α | log ε|} = {ε, ε 1

3 , ε
1
3 | log ε|}, se N = 3,

{ε2| log ε|, εN−2
4α , ε

N−2
4α | log ε|} = {ε2| log ε|, ε 2

3 , ε
2
3 | log ε|}, se N = 4,

{ε2, ε
N−2
4α , ε

N−2
4α | log ε|} = {ε2, ε

N−2
3 , ε

N−2
3 | log ε|}, se N ≥ 5;

isto é,

γ(ε) =

 ε
N−2
4α | log ε|, se 3 ≤ N ≤ 8,

ε2, se N ≥ 9.

Consequentemente, por (4.48) e o Lema 4.8, obtemos (4.41). Daí, é suficiente verificarmos
(4.42). Por outro lado, como Bε(0) ⊂ Ω, invocando (g′5) e (4.45) mais uma vez, obtemos

G(x, f(tεvε)) ≥

 A0f
(4α−1)N+2

N−2 (tεvε) log f(tεvε), se 3 ≤ N ≤ 8,

A0f
4α(tεvε), se N ≥ 9,

(4.49)
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para todo |x| < ε e 0 < ε < ε1.
Agora, para verificarmos (4.42), vamos considerar os dois casos possíveis:

Caso 1: 3 ≤ N ≤ 8. Por (4.45), (4.49) e o Lema 1.4-(9),

G(x, f(tεvε)) ≥ A0f
2N+2
N−2 (α̃ε

2−N
2 ) log f(α̃ε

2−N
2 ) ≥ A0C

2N+2
N−2 α̃

4N+4
3N−6 ε

−2N−2
3 log(Cα̃

2
3 ε

2−N
3 ),

para todo x ∈ Bε(0) e 0 < ε < ε1. Logo, como B2(0) ⊂ Ω, invocamos (4.43) e o Lema
1.4-(3) para obtermos∫

RN
G(x, f(tεvε)) ≥ A0C

2N+2
N−2 α̃

4N+4
3N−6ωNε

N−2
3 log(Cα̃

2
3 ε

2−N
3 )− T 2

2 ‖vε‖2
2,

para 0 < ε < ε1. Consequentemente, pelo Lema 4.8, obtemos

1

ε
N−2

3 | log ε|

∫
RN
G(x, f(tεvε)) ≥ A0C

2N+2
N−2 α̃

4N+4
3N−6ωN

log(Cα̃
2
3 ε

2−N
3 )

| log ε|
− Γ(ε), (4.50)

onde

Γ(ε) =


O( ε2/3

| log ε|), se N = 3,

O(ε4/3), se N = 4,

O(ε
8−N

3 | log ε|), se 5 ≤ N ≤ 8.

(4.51)

Aplicando L’Hospital, é fácil ver que

lim
ε→0+

log(Cα̃
2
3 ε

2−N
3 )

| log ε|
=
N − 2

3
.

Portanto, escolhendo A0 > 0 suficientemente grande, as relações (4.50) e (4.51)
estabelecem (4.42).

Caso 2: N ≥ 9. Veja (a)–Caso 2.
Logo, a Proposição 4.10 está demonstrada para α = 3/4.
A demonstração da Proposição 4.10 está completa.

4.3 Demonstrações dos Teoremas 4.1 e 4.2

Neste capítulo, demonstramos os Teoremas 4.1 e 4.2, verificando que os funcionais I
e I0, definidos por (4.2) e (4.4), respectivamente, têm pontos críticos não-triviais. Mas,
antes de demonstrá-los, introduzimos dois resultados técnicos necessários à demonstração
do primeiro deles.
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Lema 4.11. Suponha que (V1), (K) e (g4) sejam satisfeitas. Sejam (vn) ⊂ H1(RN) uma
sequência limitada e wn(x) = w(x − yn), onde w ∈ H1(RN) e (yn) ⊂ RN . Se |yn| → ∞,
então temos

[V0(x)− V (x)]f(vn)f ′(vn)wn → 0,

[K(x)−K0(x)]|f(v+
n )|2α2∗−1f ′(v+

n )wn → 0,

[g0(x, f(vn))− g(x, f(vn))]f ′(vn)wn → 0,

fortemente em L1(RN), quando n→∞.

Demonstração. Considerando que os outros limites já foram provados no Capítulo 2,
vamos provar apenas o segundo limite no Lema 4.11. Dado δ > 0, desde que w ∈ L2∗(RN),
encontramos 0 < ε < δ tal que, para todo conjunto mensurável A ⊂ RN satisfazendo
|A| < ε, temos ∫

A

|w|2∗ < δ. (4.52)

Fixamos ε > 0 e definimos Dε(R) = {x ∈ RN : |K(x) − K0(x)| ≥ ε, |x| ≥ R}. Pela
condição (K) e o Lema 2.7, existe R > 0 tal que |Dε(R)| < ε. Logo, aplicando Lema 1.4-
(10), (7), a desigualdade de Hölder, a condição (K), (4.52) e o fato de que (vn) ⊂ H1(RN)

é limitada, temos∫
RN\BR(0)

|K(x)−K0(x)| |f(v+
n )|2α2∗−1|f ′(v+

n )| |wn|

=

∫
RN\BR(0)

|K(x)−K0(x)| |f(v+
n )|2α(2∗−1)|f(v+

n )|2α−1|f ′(v+
n )| |wn|

≤ ‖K‖∞√
2α

∫
Dε(R)

|f(v+
n )|2α(2∗−1)|wn|

+
ε√
2α

∫
RN\[BR(0)∪Dε(R)]

|f(v+
n )|2α(2∗−1)|wn|

<
‖K‖∞√

2α

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)(2∗−1)/2∗

‖wn‖L2∗ (Dε(R))

+
δ√
2α

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)(2∗−1)/2∗

‖w‖2∗

≤ (2α)
2∗−2

2 ‖K‖∞
(∫

RN
|vn|2

∗
)(2∗−1)/2∗

‖wn‖L2∗ (Dε(R))

+ (2α)
2∗−2

2 δ

(∫
RN
|vn|2

∗
)(2∗−1)/2∗

‖w‖2∗

< C1(δ1/2∗ + δ),

(4.53)
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para alguma constante C1 > 0. Por outro lado, utilizando mais uma vez o Lema 1.4-
(10), (7), a desigualdade de Hölder, a condição (K) e o fato de (vn) ⊂ H1(RN) ser limitada,
encontramos C2 > 0 tal que∫

BR(0)

|K(x)−K0(x)| |f(v+
n )|2α2∗−1|f ′(v+

n )| |wn|

≤ ‖K‖∞√
2α

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)(2∗−1)/2∗ (∫

BR(0)

|w(x− yn)|2∗
)1/2∗

≤ (2α)
2∗−2

2 ‖K‖∞
(∫

RN
|vn|2

∗
)(2∗−1)/2∗ (∫

BR(0)

|w(x− yn)|2∗
)1/2∗

≤ C2

(∫
BR(−yn)

|w(x)|2∗
)1/2∗

.

Portanto, uma vez que w ∈ L2∗(RN) e |yn| → ∞, decorre do Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue que existe n0 ∈ N tal que∫

BR(0)

|K(x)−K0(x)| |f(v+
n )|2α2∗−1|f ′(v+

n )| |wn| ≤ C2δ, for all n ≥ n0. (4.54)

As desigualdades (4.53), (4.54) e o fato de δ > 0 poder ser escolhido arbitrariamente
pequeno implicam que [K(x)−K0(x)]|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )wn → 0 fortemente em L1(RN),

quando n→∞, como desejado. A demonstração do Lema 4.11 está completa.

O seguinte resultado já fora demonstrado no Capítulo 2.

Lema 4.12. Suponha que 2 ≤ q < 2α2∗ e h ∈ F . Seja (vn) ⊂ H1(RN) uma sequência tal
que vn ⇀ v fracamente em H1(RN), quando n→∞. Então

h(x)|f(vn)|q → h(x)|f(v)|q fortemente em L1(RN), quando n→∞.

Agora, podemos demonstrar os Teoremas 4.1 e 4.2.

4.3.1 Demonstração do Teorema 4.1

Pelo Corolário 4.4, existe uma sequência de Cerami no nível c, isto é, (vn) ⊂ H1(RN)

tal que

I(vn)→ c ≥ τ > 0 e ‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖)→ 0, quando n→∞, (4.55)

com c dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 4.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Deste fato e (1.20), temos que v é
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um ponto crítico de I, isto é, I ′(v) = 0. Com efeito, pelo fato de C∞0 (RN) ser denso em
H1(RN), basta mostrarmos que 〈I ′(v), ϕ〉 = 0 para todo ϕ ∈ C∞0 (RN). Observe que

〈I ′(vn), ϕ〉 − 〈I ′(v), ϕ〉 −
∫

RN
(∇vn −∇v)∇ϕ

=

∫
RN

[f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)]V (x)ϕ

+

∫
RN

[
|f(v+)|2α2∗−1f ′(v+)− |f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )
]
K(x)ϕ

+

∫
RN

[g(x, f(v))f ′(v)− g(x, f(vn))f ′(vn)]ϕ.

(4.56)

Como vn ⇀ v fracamente em H1(RN), temos que vn → v em Lploc(RN), com p ∈ [1, 2∗).
Então, a menos de subsequência,

vn(x)→ v(x) q.t.p. em K := suppϕ, quando n→∞,

|vn(x)| ≤ |wp(x)| para todo n ∈ N e q.t.p. em K, com wp ∈ Lp(K).

Consequentemente,

f(vn)f ′(vn)→ f(v)f ′(v) q.t.p. em K, quando n→∞,

|f(v+
n )|2α2∗−1f ′(v+

n )→ |f(v+)|2α2∗−1f ′(v+) q.t.p. em K, quando n→∞,

g(x, f(vn))f ′(vn)→ g(x, f(v))f ′(v) q.t.p. em K, quando n→∞.

Além disso, pela condição (V1) e o Lema 1.4-(2), (3), obtemos

|V (x)f(vn)f ′(vn)ϕ| ≤ |V (x)f(vn)ϕ|
≤ ‖V ‖∞|w2| |ϕ| ∈ L1(K),

e, pelo Lema 1.4-(10), (7) e a condição (K),∣∣K(x)|f(v+
n )|2α2∗−1f ′(v+

n )ϕ
∣∣ ≤ ‖K‖∞|f(v+

n )|2α(2∗−1)|f(v+
n )|2α−1|f ′(v+

n )| |ϕ|

≤ ‖K‖∞√
2α

(2α)
2∗−1

2 |vn|2
∗−1|ϕ|

≤ ‖K‖∞(2α)
2∗−2

2 |w2∗−1|2
∗−1|ϕ| ∈ L1(K).

Ainda, como 4α ≤ q1 < 2α2∗, por (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (6), (7), temos, para vn 6= 0,
que
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|g(x, f(vn))f ′(vn)ϕ| ≤ δ|vn| |ϕ|+ Cδ|f(vn)|q1−1|f ′(vn)| |ϕ|

≤ δ|w2| |ϕ|+ Cδ|f(vn)|q1−1 |f(vn)|
|vn|

|ϕ|

≤ δ|w2| |ϕ|+ (2α)q1/4αCδ|w q1
2α
−1|

q1
2α
−1|ϕ| ∈ L1(K).

(4.57)

Usando estas estimativas, (4.56), o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e a
convergência fraca vn ⇀ v em H1(RN), temos

〈I ′(vn), ϕ〉 − 〈I ′(v), ϕ〉 → 0.

Como I ′(vn)→ 0, concluímos que I ′(v) = 0.
A fim de demonstrarmos o Teorema 4.1, supomos que v = 0, pois caso contrário, o

teorema já estaria demonstrado.
Em vista da Proposição 4.10, segue-se 0 < τ ≤ c < 1

2αN
‖K‖(2−N)/2

∞ SN/2. Além disso,
pela Proposição 4.6, existem uma sequência (yn) ⊂ RN e r, η > 0 tais que |yn| → ∞,
quando n→∞, e

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0 para todo n ∈ N. (4.58)

Sem perda de generalidade (veja no Capítulo 2), podemos supor que (yn) ⊂ ZN . Então,
definindo un(x) = vn(x+yn), n ∈ N, temos que ‖un‖0 = ‖vn‖0 para todo n ∈ N. Portanto,
tomando uma subsequência se necessário, existe u ∈ H1(RN) tal que un ⇀ u fracamente
em H1(RN), un → u fortemente em L2

loc(RN) e un(x) → u(x) para quase todo x ∈ RN .
De (4.58), temos u 6= 0.

Afirmamos que u é um ponto crítico de I0. De fato, primeiro observe

〈I ′0(un), ϕ〉 → 〈I ′0(u), ϕ〉, quando n→∞, para todo ϕ ∈ C∞0 (RN). (4.59)

Efetivamente, escrevendo

〈I ′0(un), ϕ〉 − 〈I ′0(u), ϕ〉 −
∫

RN
(∇un −∇u)∇ϕ

=

∫
RN

[f(un)f ′(un)− f(u)f ′(u)]V0(x)ϕ

+

∫
RN

[
|f(u+)|2α2∗−1f ′(u+)− |f(u+

n )|2α2∗−1f ′(u+
n )
]
K0(x)ϕ

+

∫
RN

[g0(x, f(u))− g0(x, f(un))] f ′(vn)ϕ,

(4.60)
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pelos argumentos usados acima, deduzimos∫
RN

(∇un −∇u)∇ϕ→ 0, quando n→∞,

∫
RN

[f(un)f ′(un)− f(u)f ′(u)]V0(x)ϕ→ 0, quando n→∞

e ∫
RN

[
|f(u+)|2α2∗−1f ′(u+)− |f(u+

n )|2α2∗−1f ′(u+
n )
]
K0(x)ϕ→ 0, quando n→∞.

Logo, para provarmos (4.59), resta-nos analisar a última integral em (4.60). Note que

[g0(x, f(u))− g0(x, f(un))] f ′(vn)ϕ

= [g0(x, f(u))− g(x, f(un))] f ′(vn)ϕ+ [g(x, f(un))− g0(x, f(un))] f ′(vn)ϕ.
(4.61)

Agora, pela condição (g4)(ii) e os argumentos usados na prova de (4.57), obtemos
ψ ∈ L1(K), K := suppϕ, tal que

|[g(x, f(un))− g0(x, f(un))]f ′(un)ϕ| ≤ ψ. (4.62)

Portanto, aplicando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue mais uma vez,
obtemos

[g(x, f(un))− g0(x, f(un))]f ′(un)ϕ→ [g(x, f(u))− g0(x, f(u))]f ′(u)ϕ (4.63)

em L1(K). A estimativa (4.57) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
também fornecem

g(x, f(un))f ′(un)ϕ→ g(x, f(u))f ′(u)ϕ em L1(K).

Além disso, por (4.57), (4.62) e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
novamente,

g0(x, f(u))f ′(un)ϕ→ g0(x, f(u))f ′(u)ϕ em L1(K).

Consequentemente,

[g0(x, f(u))− g(x, f(un))] f ′(un)ϕ→ [g0(x, f(u))− g(x, f(u))] f ′(u)ϕ (4.64)

em L1(K). As relações (4.61), (4.63) e (4.64) estabelecem (4.59).
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Por outro lado, considerando ϕn(x) = ϕ(x− yn), para n ∈ N, pelas periodicidades de
V0, K0 e g0, obtemos

〈I ′0(un), ϕ〉 = 〈I ′0(vn), ϕn〉, para todo n ∈ N. (4.65)

Além disso, aplicando o Lema 4.11, obtemos

|〈I ′0(vn), ϕn〉 − 〈I ′(vn), ϕn〉| → 0, quando n→∞. (4.66)

Desde que ‖ϕn‖ ≤ ‖ϕn‖0 = ‖ϕ‖0 para todo n ∈ N, e que (vn) ⊂ H1(RN) é uma sequência
(Ce)c, temos que 〈I ′(vn), ϕn〉 → 0. Logo, por (4.66), obtemos

〈I ′0(vn), ϕn〉 → 0, quando n→∞.

O limite acima, (4.65) e (4.59) mostram que u e um ponto crítico de I0, como afirmamos.
Nossa próxima tarefa é verificar que I0(u) ≤ c. Para tanto, aplicamos as condições

(V ), (K) e a definição da sequência (un) para obtermos

I(vn)− 1

2
〈I ′(vn), vn〉 ≥

1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(un)− f ′(un)f(un)un]

+
1

2

∫
RN

(V (x)− V0(x))[f 2(vn)− f ′(vn)f(vn)vn]

+

∫
RN
K0(x)

[
1

2
|f(u+

n )|2α2∗−1f ′(u+
n )u+

n −
1

2α2∗
|f(u+

n )|2α2∗
]

+

∫
RN

[
1

2
g(x, f(vn))f ′(vn)vn −G(x, f(vn))

]
.

(4.67)
Agora, pela propriedade (8) do Lema 1.4, as condições (V ), (V1), (K) e o Lema de Fatou,

lim inf
n→∞

∫
RN
K0(x)

[
1

2
|f(u+

n )|2α2∗−1f ′(u+
n )u+

n −
1

2α2∗
|f(u+

n )|2α2∗
]

≥
∫

RN
K0(x)

[
1

2
|f(u+)|2α2∗−1f ′(u+)u+ − 1

2α2∗
|f(u+)|2α2∗

] (4.68)

e

lim inf
n→∞

1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(un)− f ′(un)f(un)un] ≥ 1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(u)− f ′(u)f(u)u]. (4.69)

Observamos que, em vista de vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN), pelo Lema 4.12, com
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h = V − V0, e o Lema 1.4-(8), obtemos

lim inf
n→∞

1

2

∫
RN

(V (x)− V0(x))[f 2(vn)− f ′(vn)f(vn)vn] = 0. (4.70)

Afirmamos, também, que

lim inf
n→∞

∫
RN

[
1

2
g(x, f(vn))f ′(vn)vn −G(x, f(vn))

]
≥
∫

RN

[
1

2
g0(x, f(u))f ′(u)u−G0(x, f(u))

]
.

(4.71)

Supondo a afirmação como verdadeira, utilizamos (4.55), (4.67) – (4.71) e o fato de u ser
um ponto crítico de I0, para concluirmos que

c ≥ 1

2

∫
RN
V0(x)[f 2(u)− f ′(u)f(u)u] +

∫
RN

[
1

2
g0(x, f(u))f ′(u)u−G0(x, f(u))

]
+

∫
RN
K0(x)

[
1

2
|f(u+)|2α2∗−1f ′(u+)u+ − 1

2α2∗
|f(u+)|2α2∗

]
= I0(u)− 1

2
〈I ′0(u), u〉 = I0(u),

(4.72)
isto é, I0(u) ≤ c.

Agora, vamos mostrar que maxt≥0 I0(tu) = I0(u). Para isto, definimos a função
η(t) := I0(tu) para t ≥ 0. Desde que u é um ponto crítico de I0, segue que u > 0

(veja o argumento abaixo). Então, podemos escrever

η′(t) = t

∫
RN
|∇u|2 +

∫
RN
V0(x)f ′(tu)f(tu)u

−
∫

RN
K0(x)f 2α2∗−1(tu)f ′(tu)u−

∫
RN
g0(x, f(tu))f ′(tu)u

= t

{∫
RN
|∇u|2 −

∫
RN

[
K0f

2α2∗−1(t|u|)f ′(t|u|)
t|u|

+
g0(x, f(t|u|))f ′(t|u|)

t|u|

−V0(x)f ′(t|u|)f(t|u|)
t|u|

]
u2

}
.

Notemos que, fixado x ∈ RN , a função ζ : (0,+∞)→ R definida por

ζ(s) =
K0(x)f 2α2∗−1(s)f ′(s)

s
+
g0(x, f(s))f ′(s)

s
− V0(x)f ′(s)f(s)

s

é crescente. Com efeito, isto é uma consequência direta de (g4)(iii) e do Corolário 1.6
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aplicados a

ζ(s) = K0(x)
f 2α2∗−1(s)f ′(s)

s
+
g0(x, f(s))

f 4α−1(s)

f 4α−1(s)f ′(s)

s
+ V0(x)

(
−f

′(s)f(s)

s

)
.

Agora, observamos que η′(1) = 0, já que u é um ponto crítico de I0. Além dis-
so, temos que η′(t) > 0 para 0 < t < 1 e η′(t) < 0 para t > 1. Portanto,
I0(u) = η(1) = maxt≥0 η(t) = maxt≥0 I0(tu). Consequentemente, por (4.72), (g4)(i) e
a definição de c,

c ≤ max
t≥0

I(tu) ≤ max
t≥0

I0(tu) = I0(u) ≤ c.

Isto implica que existe γ ∈ Γ tal que (1.3) vale. Pelo Teorema 1.3, I possui um ponto
crítico v no nível c. De c ≥ τ > 0 = I(0), temos que v é um ponto crítico não-trivial
de I. Isto conclui a demonstração do Teorema 4.1, exceto pela afirmação (4.71) e pela
verificação de que u > 0.

Mostremos agora que u > 0 em RN . Para tal, basta verificarmos que v > 0 em RN .
Já temos que v ≥ 0. Além disso, pela Observação 1.13, sabemos que v ∈ C1,β

loc (RN)

para algum β ∈ (0, 1). Agora suponhamos, por contradição, que exista x0 ∈ RN tal que
v(x0) = 0. A equação (4.3) pode ser reescrita como

−∆v + c(x)v = V (x)f ′(v)(v − f(v)) +K(x)f 2α2∗−1(v)f ′(v) + g+(x, f(v))f ′(v) ≥ 0,

onde c(x) = [V (x) − g−(x,f(v(x)))
v(x)

]f ′(v(x)) > 0, para x ∈ RN , com g−(x,f(v))
v

definida como
sendo 0 se v = 0. Note que, do Lema 1.4-(3), temos v − f(v) ≥ 0. Em vista de (g1) e do
Lema 1.4-(4), temos que c é uma função contínua em RN . Logo, aplicando o Princípio do
Máximo Forte para soluções fracas (veja [28]), para uma bola arbitrária centrada em x0,
podemos concluir que v ≡ 0, o que contradiz o fato de que v 6≡ 0.

Finalmente, concluímos a demonstração do Teorema 4.1, verificando a relação (4.71).
Primeiro, observamos que, pelo Lema 4.12,∫

RN
h3|f(vn)|q3 → 0 quando n→∞,

já que h3 ∈ F , 2 ≤ q3 < 2α2∗ e vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN). Por (g4) e o Lema
1.4-(6), temos

|g(x, f(s))f ′(s)s− g0(x, f(s))f ′(s)s| = |[g(x, f(s))− g0(x, f(s))]f ′(s)s|

≤ |[g(x, f(s))− g0(x, f(s))]f(s)|

≤ h3(x)|f(s)|q3 .
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Logo,
g(x, f(vn))f ′(vn)vn − g0(x, f(vn))f ′(vn)vn → 0

fortemente em L1(RN), quando n→∞. Analogamente,

G(x, f(vn))−G0(x, f(vn))→ 0

fortemente em L1(RN), quando n→∞. Consequentemente, pela periodicidade de g0,

lim inf
n→∞

∫
RN

[
1

2
g(x, f(vn))f ′(vn)vn −G(x, f(vn))

]
= lim inf

n→∞

∫
RN

[
1

2
g0(x, f(un))f ′(un)un −G0(x, f(un))

]
.

(4.73)

Agora, por (g′3), (g4) e a propriedade (6) do Lema 1.4, temos, para s ≥ 0,

1

2
g0(x, f(s))f ′(s)s−G0(x, f(s))

≥ 1

4α
[g0(x, f(s))− g(x, f(s))]f(s) +

1

4α
g(x, f(s))f(s)−G(x, f(s))

+ [G(x, f(s))−G0(x, f(s))]

≥ − 1

4α
h3(x)|f(s)|q3 − h1(x)− h2(x)|f(s)|q2 .

Além disso, pelo Lema 4.12, segue-se∫
RN
hi(x)|f(un)|qi →

∫
RN
hi(x)|f(u)|qi , quando n→∞, i = 2, 3.

Logo, como g0(x, s) = 0 se s < 0, pelo Lema de Fatou,

lim inf
n→∞

∫
RN

[
1

2
g0(x, f(un))f ′(un)un −G0(x, f(un)) + h2|f(un)|q2 +

1

2
h3|f(un)|q3 + h1

]
≥
∫

RN

[
1

2
g0(x, f(u))f ′(u)u−G0(x, f(u)) + h2|f(u)|q2 +

1

2
h3|f(u)|q3 + h1

]
.

(4.74)
As relações (4.73) e (4.74) concluem a verificação de (4.71). A demonstração do Teorema
4.1 está concluída. �

4.3.2 Demonstração do Teorema 4.2

Nossa argumentação segue os passos iniciais da demonstração do Teorema 4.1. Como
g satisfaz (g1) e (g2), empregando o Corolário 4.4, podemos encontrar uma sequência



4.3 Demonstrações dos Teoremas 4.1 e 4.2 100

(vn) ⊂ H1(RN) tal que

I0(vn)→ c ≥ τ > 0 e ‖I ′0(vn)‖(1 + ‖vn‖)→ 0, quando n→∞, (4.75)

com c dado pelo Teorema 1.1. Em vista do Lema 4.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Deste fato e (1.20), temos que v é um
ponto crítico de I0, isto é, I ′0(v) = 0. Logo, para concluirmos a demonstração do Teorema
4.2, basta supormos que v = 0.

Notamos que a Proposição 4.10 implica que 0 < τ ≤ c < 1
2αN
‖K‖(2−N)/2

∞ SN/2. Além
disso, pela Proposição 4.6, existem uma sequência (yn) ⊂ RN e r, η > 0 tais que |yn| → ∞,
quando n→∞, e

lim sup
n→∞

∫
Br(yn)

|vn|2 ≥ η > 0, para todo n ∈ N. (4.76)

Como na demonstração do Teorema 4.1, podemos supor que (yn) ⊂ ZN . Assim, definindo
un(x) = vn(x+yn), n ∈ N, temos que ‖un‖0 = ‖vn‖0, para todo n ∈ N. Consequentemente,
tomando uma subsequência se necessário, existe u ∈ H1(RN) tal que un ⇀ u fracamente
em H1(RN), un → u fortemente em L2

loc(RN) e un(x) → u(x) para quase todo x ∈ RN .
Afirmamos que u é um ponto crítico de I0. De fato, dado ϕ ∈ H1(RN), por (V1), (K),
(g1) e (g2), obtemos

〈I ′0(un), ϕ〉 → 〈I ′0(u), ϕ〉, quando n→∞. (4.77)

Por outro lado, considerando ϕn(x) = ϕ(x − yn), para todo n ∈ N, pelas periodicidades
de V0, K0 e g0, obtemos

〈I ′0(un), ϕ〉 = 〈I ′0(vn), ϕn〉, para todo n ∈ N.

Consequentemente, por (4.75) e o fato de que ‖ϕn‖0 = ‖ϕ‖0, para todo n ∈ N, concluímos
que

〈I ′0(un), ϕ〉 → 0, quando n→∞.

Este limite, juntamente com (4.77), mostra que u é ponto crítico de I0, e a afirmação
está provada. Além disso, (4.76) implica que u 6= 0, e como no Teorema 4.1, u > 0. O
Teorema 4.2 está demonstrado. �
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Observação 4.13. Consideremos a seguinte variação do Problema (4.1): −∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = K(x)|u|2α2∗−2u+ λg(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN), u > 0,
(4.78)

onde α ≥ 3/4, e V , K : RN → R e g : RN × R→ R são funções contínuas.
Tendo em vista (4.42), podemos substituir a hipótese (g′5) pela seguinte:

(g′′5) existem uma constante a5 > 0 e um conjunto aberto e limitado Ω ⊂ RN , contendo
x0 dado por (K)(ii), tais que

lim inf
s→∞

G(x, s)

Ψ(s)
≥ a5, uniformemente em x ∈ Ω,

onde

Ψ(s) =


s2α2∗−1, se 3 ≤ N ≤ 8 e α > 3/4, ou N ≥ 9 e α > (N − 2)/8,

s
3
2

2∗−1 log s, se 3 ≤ N ≤ 8 e α = 3/4,

s4α, se N ≥ 9 e 3/4 ≤ α ≤ (N − 2)/8,

a fim de obtermos solução para o Problema (4.78), para λ suficientemente grande.
Observamos ainda que a hipótese (g′′5), para N ≥ 9 e 3/4 ≤ α ≤ (N−2)/8, permite-nos

tomar q1 = 4α no exemplo, dado no Capítulo 2, para a não-linearidade g. No Capítulo 5,
a seguir, também podemos considerar a hipótese (g′′5), ao invés de (g′5).



Capítulo

5
Equações de Schrödinger quasilineares

com potencial não-limitado e
não-linearidade crítica

No presente capítulo, estudamos a existência de solução positiva para uma classe de
equações de Schrödinger quasilineares. Mais especificamente, buscamos solução para o
problema −∆u−∆(|u|2α)|u|2α−2u+ V (x)u = K(x)|u|2α2∗−2u+ g(x, u), x ∈ RN ,

u ∈ H1(RN) ∩ L∞loc(RN), u > 0,
(5.1)

onde V (x) não é limitado e α ≥ 3/4.
Como anteriormente, consideramos que V , K : RN → R e g : RN × R → R sejam

funções contínuas. Mais precisamente, supomos V satisfazendo:

(V ) existe uma constante a0 > 0 tal que

V (x) ≥ a0 > 0, para todo x ∈ RN ;

(V2) para qualquer D > 0, |{x ∈ RN : V (x) ≤ D}| <∞.

Lembremos, do Capítulo 3, que esta última hipótese generaliza
∫

RN 1/V < ∞ e
lim|x|→∞ V (x) = +∞.

Estamos também supondo que K satisfaz:



Equações quasilineares com potencial não-limitado e não-linearidade crítica 103

(K ′) K ∈ C(RN ,R) ∩ L∞(RN), e existe uma constante a4 > 0 e um ponto x0 ∈ RN , tais
que

(i) K(x) ≥ a4 > 0, para todo x ∈ RN ,

(ii) K(x) = ‖K‖∞ +O(|x− x0|N−2), quando x→ x0.

Desde que G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt, também supomos as seguintes hipóteses:

(g1) g(x, s) = o(|s|), quando s→ 0+, uniformemente em x ∈ RN ;

(g2) existem constantes a1, a2 > 0 e 4α ≤ q1 < 2α2∗ tais que

|g(x, s)| ≤ a1 + a2|s|q1−1, para todo (x, s) ∈ RN × [0,+∞);

(g′5) existe um conjunto aberto e limitado Ω ⊂ RN , contendo x0 dado por (K ′)(ii), tal
que

G(x, s)

Ψ(s)
→∞, quando s→∞, uniformemente em x ∈ Ω,

onde

Ψ(s) =


s2α2∗−1, se 3 ≤ N ≤ 8 e α > 3/4, ou N ≥ 9 e α > (N − 2)/8,

s
3
2

2∗−1 log s, se 3 ≤ N ≤ 8 e α = 3/4,

s4α, se N ≥ 9 e 3/4 ≤ α ≤ (N − 2)/8.

Notemos que neste capítulo não necessitamos da hipótese (g′3) para garantirmos a
limitação, emH1(RN), da sequência de Cerami (vn) ⊂ X, pois o termo crítico, juntamente
com a hipótese (V2), contornaram a situação.

Nosso principal resultado neste capítulo é o seguinte:

Teorema 5.1. Suponha que (V ), (V2), (K ′), (g1), (g2) e (g′5) sejam satisfeitas. Então o
Problema (5.1) possui uma solução.

Em contraste com outros resultados (veja [23] ou [57], por exemplo) que lidaram com
o caso de potencial não-limitado empregando uma estrutura de espaços de Orlicz, nós
usamos apenas o espaço de Sobolev H1(RN), na obtenção de uma solução positiva para
a equação de Schrödinger quasilinear (5.1).

Neste trabalho, para a demonstração do Teorema 5.1, usamos idéias conjuntas dos
Capítulos 3 e 4, obtendo um funcional associado bem definido no subespaço X ⊂ H1(RN)

apresentado no Capítulo 3, que satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo
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da Montanha. Encontramos, então, uma sequência de Cerami associada ao nível minimax,
que nos conduz à solução de nosso problema. Em seguida, inspirados nos trabalhos de
Brézis-Nirenberg [9] e Lins e Silva [39], obtemos uma estimativa para este nível minimax.
Em seguida, utilizando apenas um argumento de contradição, ao supormos que a única
solução para a nossa equação é a solução nula, obtemos que o nível do passo da montanha
seria igual a zero, que é um absurdo. Isto nos leva a concluirmos a existência de solução
(não-nula) para o nosso problema. O fato de que a solução encontrada é positiva, segue
o mesmo argumento que usamos para a solução dos Capítulo 2 e 4.

Assim como no Capítulo 3, embora saibamos que a solução fraca, v, do Problema (5.3)
pertença, apenas, ao espaço de Sobolev usual H1(RN), usando a relação (5.5) e o Lema de
Fatou, concluímos que a solução do nosso Problema (5.1), u = f(v), pertence, realmente,
ao subespaço X ⊂ H1(RN), no qual trabalhamos neste capítulo. Interessante, não!

A organização deste capítulo é a seguinte: na Seção 5.1, introduzimos a estrutura
variacional associada ao Problema (5.1), verificando também a geometria do Passo da
Montanha e a limitação das sequências de Cerami associadas ao nível do Passo da
Montanha. Aqui, também, enunciamos uma estimativa sobre o nível minimax do funcional
associado ao problema modificado, a qual garante que este nível está abaixo de um certo
valor crítico. Finalmente, na Seção 5.2, demonstramos o Teorema 5.1.

5.1 Estrutura variacional

Nesta seção, verificamos as condições geométricas do Teorema do Passo da Montanha
e a limitação, em H1(RN), das sequências de Cerami do funcional associado ao Problema
(5.3) abaixo. Apresentamos também, sem demonstração, o resultado que assegura a
estimativa necessária para o nível minimax do Passo da Montanha.

Como nos capítulos anteriores, não podemos aplicar diretamente os métodos de
minimax ao funcional associado ao Problema (5.1), a saber,

J(u) =
1

2

∫
RN

(1+2α|u|2(2α−1))|∇u|2+
1

2

∫
RN
V (x)u2− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|u+|2α2∗−

∫
RN
G(x, u).

Para contornarmos tal dificuldade, encontrando, ainda, o espaço de funções apropriado

X =

{
v ∈ H1(RN) :

∫
RN
V (x)v2 dx <∞

}
,

munido com a norma

‖v‖X =

(∫
RN

(|∇v|2 + V (x)v2)

)1/2

,
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empregamos mais uma vez a mudança de variável (1.4), que a partir da qual, de J ,
obtemos o funcional

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2+

1

2

∫
RN
V (x)f 2(v)− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+)|2α2∗−

∫
RN
G(x, f(v)), (5.2)

que, sob as hipóteses (V ), (K ′), (g1) e (g2), é de classe C1(X,R) (veja Proposição 1.10).
Além do mais, sua derivada é dada por

〈I ′(v), w〉 =

∫
RN
∇v∇w +

∫
RN
V (x)f(v)f ′(v)w

−
∫

RN
K(x)|f(v+)|2α2∗−1f ′(v+)w −

∫
RN
g(x, f(v))f ′(v)w,

para todo v, w ∈ X (veja também [57]). A equação de Euler-Lagrange associada ao
funcional energia I é dada pelo problema −∆v + V (x)f(v)f ′(v) = K(x)|f(v)|2α2∗−2f(v)f ′(v) + g(x, f(v))f ′(v),

v ∈ H1(RN), v > 0.
(5.3)

Uma função v ∈ H1(RN) é chamada uma solução fraca de (5.3) se, para todo
ϕ ∈ C∞0 (RN), vale

0 =

∫
RN
∇v∇ϕ+

∫
RN
V (x)f(v)f ′(v)ϕ

−
∫

RN
K(x)|f(v+)|2α2∗−1f ′(v+)ϕ−

∫
RN
g(x, f(v))f ′(v)ϕ.

Conforme os capítulos anteriores, também observamos que para obtermos uma solução
não-negativa para (5.3), tomamos g(x, s) = 0, para x ∈ RN , s < 0. Consequentemente,
u = f(v) é uma solução (não-negativa) do Problema (5.1).

Enfatizamos mais uma vez que, assim como no Capítulo 3, não foi possível usarmos
diretamente o espaço de Sobolev H1(RN), devido à não limitação do potencial V , ou
melhor, devido à condição (V2). Notamos ainda que, pela condição (V ), a imersão
(X, ‖ · ‖X) ↪→ (H1(RN), ‖ · ‖H1(RN )) é contínua.

5.1.1 Geometria do Passo da Montanha

As propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha são cumpridas pelo
funcional (modificado), conforme o lema seguinte.
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Lema 5.2. Suponha que (V ), (K ′), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Então o funcional I,
definido por (5.2), satisfaz as condições I(0) = 0, (I1) e (I2) do Teorema 1.1.

Demonstração. Primeiramente, note que I(0) = 0. Agora, defina, para cada ρ > 0,

Sρ :=

{
v ∈ X :

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v) = ρ2

}
.

Desde que Ψ : X → R, dada por

Ψ(v) =

∫
RN
|∇v|2 +

∫
RN
V (x)f 2(v),

é contínua, Sρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço X. Como no Capítulo
4, obtemos, para ρ suficientemente pequeno,

c0 := inf
Sρ
I ≥ τ > 0.

A condição (I1) é satisfeita.
Para mostrarmos a condição (I2), basta mostrarmos que existe ϕ ∈ H1(RN), ϕ ≥ 0,

tal que
I(tϕ)→ −∞ quando t→ +∞. (5.4)

De fato, consideremos ϕ ∈ C∞0 (RN ,R+), ϕ 6≡ 0. Das propriedades (3), (7) e (9) do Lema
1.4, da condição (K ′) e da relação (1.21), obtemos, para todo t > 0,

I(tϕ) ≤ t2

2

∫
RN
|∇ϕ|2 +

t2

2

∫
RN
V (x)ϕ2 − 1

2α2∗
a4

∫
RN
f 2α2∗(tϕ)

+
δ

2

∫
RN
f 2(tϕ) +

Cδ
q1

∫
RN
f q1(tϕ)

≤ t2

2
‖ϕ‖2 +

δ

2
t2
∫

RN
ϕ2 +

(2α)q1/4αCδ
q1

tq1/2α
∫

RN
ϕq1/2 − a4C

2α2∗

2α2∗
t2
∗
∫
{tϕ(x)≥1}

ϕ2∗ .

Como q1/2α < 2∗, (5.4) está verificado e a condição (I2) é satisfeita. O lema está demons-
trado.

Como consequência do Teorema 1.1 e do Lema 5.2, temos

Corolário 5.3. Suponha que (V ), (K ′), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Então o funcional
I possui uma sequência (Ce)c, com c dado por (1.1).
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5.1.2 Limitação das sequências de Cerami

No último resultado desta seção, verificamos a limitação, em H1(RN), das sequências
(Ce) associadas ao funcional I.

Lema 5.4. Suponha que (V ), (V2), (K ′), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Então toda se-
quência de Cerami (vn) ⊂ X associada ao funcional I é limitada em H1(RN).

Demonstração. Lembremos do Capítulo 2, que se uma sequência (vn) ⊂ X satisfaz∫
RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤M (5.5)

para alguma constante M > 0, então ela é limitada em H1(RN).
Seja (vn) ⊂ X uma sequência de Cerami para I no nível c ∈ R, isto é,

I(vn) = c+ on(1) e ‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖) = on(1). (5.6)

Uma vez que g(x, s) = 0 se s < 0, pela relação (1.21), obtemos

I(vn) ≥ 1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn)− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

−δ
2

∫
RN
f 2(vn)− Cδ

q1

∫
RN
|f(v+

n )|q1

e, pelo Lema 1.4-(6), (8) e a relação (1.20), segue-se

〈I ′(vn), vn〉 ≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)− 1

2α

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

+

∫
RN
|g(x, f(v+

n ))f ′(v+
n )v+

n |

≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)− 1

2α

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

+ δ

∫
RN
f 2(vn) + Cδ

∫
RN
|f(v+

n )|q1 .

Consequentemente, tomando θ ∈ (2, 2∗) e usando a condição (V ), temos

I(vn)− 1

θ
〈I ′(vn), vn〉 ≥

(
1

2
− 1

θ

)∫
RN
|∇vn|2 +

(
1

2
− 1

θ

)∫
RN
V (x)f 2(vn)

+

(
1

2αθ
− 1

2α2∗

)∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

−
(

δ

2a0

+
δ

θa0

)∫
RN
V (x)f 2(vn)−

(
1

q1

+
1

θ

)
Cδ

∫
RN
|f(v+

n )|q1 .
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Logo, por (5.6) e a condição (K ′), vem

c+ on(1) ≥
(

1

2
− 1

θ

)∫
RN
|∇vn|2 +

(
1

2
− 1

θ
− δ

2a0

− δ

θa0

)∫
RN
V (x)f 2(vn)

+

(
1

2αθ
− 1

2α2∗

)
a4

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ −
(
Cδ
q1

+
Cδ
θ

)∫
RN
|f(v+

n )|q1 .
(5.7)

Por outro lado, sendo V = {x ∈ RN : V (x) ≤ D} para algum D > 0 a ser
escolhido posteriormente, pela condição (V2), a desigualdade de Hölder e escrevendo
q1 = 2λ+ (1− λ)2α2∗, com λ ∈ (0, 1), temos∫

RN
|f(v+

n )|q1 =

∫
V
|f(v+

n )|q1 +

∫
RN\V

|f(v+
n )|q1

≤ |V|
2α2∗−q1

2α2∗

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q1

2α2∗

+
1

Dλ

(∫
RN\V

V (x)f 2(vn)

)λ(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
)1−λ

.

Agora, usando a desigualdade de Young, segue-se

∫
RN
|f(v+

n )|q1 ≤ |V|
2α2∗−q1

2α2∗

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q1

2α2∗

+
λ

Dλ

∫
RN
V (x)f 2(vn) +

(1− λ)

Dλ

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗ .

Esta desigualdade e (5.7) implicam que

c+ on(1) ≥
(

1

2
− 1

θ

)∫
RN
|∇vn|2 + C1

∫
RN
V (x)f 2(vn) + C2

∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗

−
(
Cδ
q1

+
Cδ
θ

)
|V|

2α2∗−q1
2α2∗

(∫
RN
|f(v+

n )|2α2∗
) q1

2α2∗

,

onde C1 =
[

1
2
− 1

θ
− δ

2a0
− δ

θa0
−
(
Cδ
q1

+ Cδ
θ

)
λ
Dλ

]
e C2 =

[
a4

2αθ
− a4

2α2∗
−
(
Cδ
q1

+ Cδ
θ

)
(1−λ)
Dλ

]
.

Escolhendo δ > 0 suficientemente pequeno e D > 0 suficientemente grande, obtemos
C1, C2 > 0. Além disso, como q1 < 2α2∗ e, pela condição (V2), |V| < ∞, existe uma
constante C3 > 0 tal que

∫
RN |f(vn)|2α2∗ ≤ C3. Logo, pela estimativa acima e (5.6), existe

uma constante C4 > 0 tal que(
1

2
− 1

θ

)∫
RN
|∇vn|2 + C1

∫
RN
V (x)f 2(vn) ≤ C4.

Como θ > 2, obtemos (5.5). Portanto, o Lema 5.4 está demonstrado.
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Argumentando como no Capítulo 4 e empregando as mesmas funções-testes, podemos
verificar que o nível minimax associado ao Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.1)
está no intervalo onde o Lema 5.6 a seguir, poderá ser aplicado. Observamos que essa
verificação é feita com algumas leves adaptações da demonstração da Proposição 4.10,
encontrada no Capítulo 4 (A não limitação de V não afeta a estimativa, uma vez que se
trabalha com funções de suporte compacto). Por esta razão, a omitimos.

Proposição 5.5. Suponha que (V ), (K ′), (g1), (g2) e (g′5) sejam satisfeitas. Então existe
v ∈ X\{0} tal que

max
t≥0

I(tv) <
1

2αN
‖K‖

2−N
2∞ S

N
2 .

5.2 Demonstração do Teorema 5.1

Nesta seção, demonstramos o Teorema 5.1. Mas, antes de demonstrá-lo, introduzimos
dois resultados técnicos necessários à sua demonstração. Primeiramente lembremo-nos de
que a melhor constante para a imersão de Sobolev D1,2(RN) ⊂ L2∗(RN) é dada por

S = inf
v∈D1,2(RN )

v 6=0

∫
RN |∇v|

2(∫
RN |v|2

∗)2/2∗
. (5.8)

Lema 5.6. Suponha que (V ), (V2), (K ′), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Se (vn) ⊂ X é uma
sequência (Ce)b, com b < 1

2αN
‖K‖(2−N)/2

∞ SN/2, tal que vn ⇀ 0 fracamente em H1(RN),
então b = 0.

Demonstração. Uma vez que g(x, s) = 0 se s < 0, pela relação (1.21), obtemos

I(vn) ≥ 1

2

∫
RN
|∇vn|2 +

1

2

∫
RN
V (x)f 2(vn)− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

−δ
2

∫
RN
f 2(vn)− Cδ

q1

∫
RN
|f(v+

n )|q1

e, pelo Lema 1.4-(6), (8) e a relação (1.20), segue-se

〈I ′(vn), vn〉 ≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)−

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n

+

∫
RN
|g(x, f(v+

n ))f ′(v+
n )v+

n |

≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f 2(vn)−

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n

+ δ

∫
RN
f 2(vn) + Cδ

∫
RN
|f(v+

n )|q1 .
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Consequentemente, como (vn) é uma sequência (Ce)b, tendo em vista que vn ⇀ 0

fracamente em H1(RN), o limite (3.7) do Capítulo 3, o Lema 1.4-(6) e que 3 ≤ q1 < 2α2∗,
obtemos

b+ on(1) = I(vn)− 1

2
〈I ′(vn), vn〉 ≥

1

2

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n

− 1

2α2∗

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗

≥ 1

2

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n −
1

2∗

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n

=
1

N

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n .

(5.9)
Por simplicidade, façamos

lim
n→∞

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n = l.

Notemos que se fosse l = 0, teríamos b = 0, e assim, o lema estaria demonstrado. De fato,
usando 〈I ′(vn), vn〉 → 0 e a propriedade (6) do Lema 1.4, temos∫

RN
|∇vn|2 +

1

2α

∫
RN
V (x)f 2(vn)

≤
∫

RN
|∇vn|2 +

∫
RN
V (x)f(vn)f ′(vn)vn

≤
∫

RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n + δ

∫
RN
f 2(vn) + Cδ

∫
RN
|f(v+

n )|q1 + on(1).

(5.10)

Logo, se tivéssemos l = 0, empregando o limite (3.7) mais uma vez, teríamos

lim
n→∞

[∫
RN
|∇vn|2 +

1

2α

∫
RN
V (x)f 2(vn)

]
≤ l = 0.

Além disso, pela propriedade (6) do Lema 1.4, teríamos

lim
n→∞

1

2α

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗ ≤ lim
n→∞

∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n = l = 0.

e ainda, por (3.7), novamente, e a relação (1.21),

lim
n→∞

∫
RN
|G(x, f(vn))| ≤ lim

n→∞

[
δ

2

∫
RN
f 2(vn) +

Cδ
q1

∫
RN
|f(vn)|q1

]
= 0.

Portanto, pelos limites acima, obteríamos I(vn)→ 0 = b, já que I(vn)→ b.
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Por outro lado, supondo por contradição que b 6= 0, então, pelo que fizemos acima,
l 6= 0. Utilizando (3.7) e (5.10), obtemos

lim
n→∞

∫
RN
|∇vn|2 ≤ l. (5.11)

Aplicando a definição da função f e o Lema 1.4-(7), obtemos∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n =

∫
RN
K(x)

|f(v+
n )|2α2∗−1v+

n

(1 + 2α|f(v+
n )|2(2α−1))

1/2

≤ (2α)
2∗−2

2

∫
RN
K(x)|v+

n |2
∗
.

(5.12)

Da definição (5.8) e da condição (K ′), temos∫
RN
K(x)|v+

n |2
∗ ≤ ‖K‖∞

∫
RN
|v+
n |2

∗ ≤ ‖K‖∞
(

1

S

∫
RN
|∇vn|2

)2∗/2

. (5.13)

Combinando (5.12) e (5.13), vem∫
RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )v+

n ≤ (2α)
2∗−2

2 ‖K‖∞
(

1

S

∫
RN
|∇vn|2

)2∗/2

.

Em vista de (5.11), passando esta desigualdade ao limite, quando n→∞, obtemos

l ≤ (2α)
2∗−2

2 ‖K‖∞
(
l

S

)2∗/2

,

ou melhor,

l ≥ SN/2

2α‖K‖(N−2)/2
∞

. (5.14)

Por outro lado, por (5.9) e a nossa hipótese sobre b, obtemos

l ≤ Nb < N
1

2αN
‖K‖(2−N)/2

∞ SN/2 =
SN/2

2α‖K‖(N−2)/2
∞

,

que contradiz (5.14). Portanto b = 0, e o Lema 5.6 está demonstrado.

Lema 5.7. Suponha que (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja (vn) ⊂ X uma sequência (Ce)c

tal que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Então v é uma solução fraca para a equação de
(5.3).
Demonstração. Como (vn) ⊂ X é uma sequência (Ce)c, para todo ϕ ∈ C∞0 (RN), segue∫

RN
∇vn∇ϕ+

∫
RN
V (x)f(vn)f ′(vn)ϕ

−
∫

RN
K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )ϕ−

∫
RN
g(x, f(vn))f ′(vn)ϕ → 0.
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Logo, devemos verificar que∫
RN

(∇vn −∇v)∇ϕ+

∫
RN

[f(vn)f ′(vn)− f(v)f ′(v)]V (x)ϕ

−
∫

RN
[|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )− |f(v+)|2α2∗−1f ′(v+)]K(x)ϕ

−
∫

RN
[g(x, f(vn))f ′(vn)− g(x, f(v))f ′(v)]ϕ → 0.

(5.15)

Notemos que, pelo Lema 1.4-(10), (7) e a continuidade de K, obtemos uma constante
C > 0 tal que∣∣K(x)|f(v+

n )|2α2∗−1f ′(v+
n )ϕ

∣∣ ≤ C|f(v+
n )|2α(2∗−1)|f(v+

n )|2α−1|f ′(v+
n )| |ϕ|

≤ C√
2α

(2α)
2∗−1

2 |vn|2
∗−1|ϕ|

≤ C(2α)
2∗−2

2 |w2∗−1|2
∗−1|ϕ|.

Então, argumentando como no Lema 3.6 do Capítulo 3, usando o Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue e a convergência fraca vn ⇀ v em H1(RN), obtemos
(5.15). O Lema 5.7 está demonstrado.

5.2.1 Demonstração do Teorema 5.1

Agora demonstramos, de fato, o Teorema 5.1.
Inicialmente, invocamos o Corolário 5.3 para encontrarmos uma sequência de Cerami

no nível c, isto é, (vn) ⊂ X tal que

I(vn)→ c ≥ τ > 0 e ‖I ′(vn)‖(1 + ‖vn‖)→ 0, quando n→∞,

com c dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 5.4, podemos supor, sem perda
de generalidade, que vn ⇀ v fracamente em H1(RN). Do Lema 5.7, temos que v

é uma solução para o Problema (5.3). Agora, supomos por contradição, que zero
seja a única solução para o Problema (5.3). Em vista da Proposição 5.5, segue-se
0 < τ ≤ c < 1

2αN
‖K‖(2−N)/2

∞ SN/2. Logo, tendo em vista o Lema 5.6, obtemos c = 0,
que é uma contradição.

Mostremos agora que v > 0 em RN . Já sabemos do Capítulo 4, que v ≥ 0 e
v ∈ C1,β

loc (RN) para algum β ∈ (0, 1). Agora, desde que g ≥ 0, como no Capítulo 2,
obtemos v > 0. A demonstração do Teorema 5.1 está concluída. �
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