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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a existéncia de uma solucao positiva, em RY, para uma
classe de equacgoes de Schrodinger quasilineares com nao linearidade subcritica ou critica.
A fim de utilizarmos Métodos Variacionais, aplicamos uma mudanga de variavel para
reduzirmos as equagoes quasilineares a equacoes semilineares, cujos funcionais associados
estao bem definidos em espacos de Sobolev classicos e satisfazem as propriedades
geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Estimativas apropriadas sobre o nivel
minimax do Passo da Montanha e o Principio de Concentration de Compacidade sao
usados para contornarmos a perda de compacidade advinda da presenca do expoente

critico de Sobolev e da nao limitacao do dominio.

Palavras-Chaves: Teorema do Passo da Montanha, Métodos variacionais, Equacoes de

Schrodinger quasilineares, Expoente critico de Sobolev.
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Abstract

It is established the existence of one positive solution for a class of quasilinear Schrédinger
equations in RY with subcritical and critical growth. In order to use Variational Methods,
we apply a change of variable, obtaining semilinear equations, whose associated functionals
are well defined in appropriate Sobolev spaces and satisfy the geometric hypotheses of the
Mountain Pass Theorem. Appropriate estimates on the mountain pass minimax level and
the Concentration—-Compactness Principle are used to overcome the lack of compactness
due to the presence of the critical exponent of Sobolev and the unboundedness of the

domain.

keywords: Mountain Pass Theorem, variational methods, quasilinear Schrédinger

equations, Sobolev critical exponent
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Notacoes

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notagoes:

M,C,Cy, Cy, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
f(x) dx é representada por f;
RN RN

Br(p) denota a bola aberta de raio R com centro no ponto p € RY; e dBg(p),

denota a fronteira desta bola;
R = [0, +00);
Representamos por (-, -) o par dualidade entre os espagos E e seu dual E;

Representamos a convergéncia fraca em E por “ — 7 e a convergéncia forte, por
)

supp ¢ denota o suporte da fungao ¢;

Q2| denota a medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel  C RY;

xo denota a funcao caracteristica do conjunto 2;

| - ||z denota a norma do espago FE;

Paral <p < N, p" = é o expoente critico de Sobolev;

N—p

A
A = O(z) quando — < M, para alguma constante M > 0;
T

A, = on(z) se = — 0 quando n — oc;
T

ut(z) = max {u(z),0};



Notagoes 2

e v (z) = min{u(x),0};

o Vu— ou Ou ou
v Oxy Oxs’ 7 Oxn

) é o gradiente da funcao u;

Naz

Au=N"2Y
* 03

=1

é o laplaciano da fungao u;

o C(02) = C(2,R) denota o espago das fungoes continuas em 2 e Cy(£2) sao as fungoes

continuas de suporte compacto em §2;

e C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcdes k vezes continuamente
diferenciaveis sobre Q e C*(€2) = (5, C*();

o C5(Q) = CHM(Q) N Co() e C5°(Q) = C=(2) N Co(9);

o CY5(Q) = {u € C(Q) : sup w < oo} com 0 < 3 < 1, e C*P(Q) sdo
zye [T Y
as fungoes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estdo em

CoA(Q);

o [P(Q)) = {u : Q — R mensuravel : / lulPdx < oo}, emquel <p<ooefCRY
Q

¢ um aberto conexo, com norma dada por

1/p
el == ( JAL: das) ;
Q

e [>(Q) denota o espago das fungdes mensuraveis que sao limitadas quase sempre em

) com norma dada por

|tu]|oo :=Inf{C > 0: |u(x)| < C quase sempre em §2};

o DM2(RYN) :={ue L (RY):|Vu| € L*(RY)} munido da norma ||Vul|s;
o F={he C(RY,R)NL®RY): [{x € RY : |h(z)| > €}| < oo para todo € > 0};
e Paral <p < oo,

3 g1,92,...,9n8 € LP(Q2) tais que
d:p:—/gigodx, Voe(C®(R2) ei=1,...,N
Q

WP (Q) = ¢ u € LP(Q) / 0y
Qua%
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com norma dada por

el = [ 5l )

W?2P(Q) = {u c Wh(Q)

ou

1/p

c WHP(Q), paratodo i=1,...



Introducao

No presente trabalho, aplicando o método variacional, estudamos a existéncia de

solugoes para a equagao de Schrodinger quasilinear da forma
iedhz = —e2Az + W(x)z — Uz, |2%)z — ke Ap(|2P)]p (12]2)z, (1)

onde z : RV xR — C, W : RY — R é um potencial dado, ¢ > 0, x ¢ uma constante real
e [, p sao fungoes reais adequadas.

Equagoes quasilineares da forma (1) aparecem, mais naturalmente, em problemas
da Fisica-Matematica, principalmente em Fisica dos Plasmas e Mecéanica dos Fluidos
[29, 35, 36, 41, 49]; na Teoria Ferromagnética e dos Magnons de Heisenberg |3, 10, 32, 37;
em Mecanica Quantica Dissipativa [30]; e em Teoria da Matéria Condensada [26]. Estas
equagoes tém sido tomadas como modelo de varios fenémenos fisicos correspondentes aos
varios tipos de p. O caso em que p(s) = s foi usado por Kurihara em [35] na obtengao
da equagao da membrana de superfluido em Fisica dos Plasmas (veja também [36]). No
caso p(s) = (1+5)Y2, a equagdo (1) modela a canalizagdo de um laser ultra-curto de alta
poténcia na matéria (veja [7, 8, 12, 56| e as referéncias em [16]).

Consideramos, aqui, a existéncia de solugdes para equacoes quasilineares de
Schrodinger da forma (1), com p(s) = |s]*, o > 3/4 e kaw = ¢ = 1. Buscando solugoes do

tipo ondas estacionérias, a saber, solugoes da forma
z(x,t) = exp(—iFt)u(x), F €R,
obtemos uma equagao do tipo eliptica com a seguinte estrutura formal:
—Au+ V(2)u — A(lul**)ul** 0 = l(z,v*)u, u>0, z€RY, (2)

onde V(z) = W(x) — F é a nova fung¢ao potencial. Nos Capitulos 2 e 3 deste trabalho,
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suporemos [(z,u?)u = g(z,u), e nos Capitulos 4 e 5, I(z,u?)u = K (z)u*** 2u+ g(z,u),
com ¢ possuindo crescimento subcritico em ambos os casos. Enfatizamos aqui que
2a2* = 4aN/(N — 2) é o expoente critico para nossos problemas (veja 20, 44]).

O caso semilinear, correspondendo a k = 0, tem sido largamente estudado nos tltimos
anos (veja, por exemplo, |1, 6, 18, 27, 55, 61|, como também suas referéncias). Logo,
existem muitos resultados sobre existéncia de solugoes com expoente subcritico, critico
e supercritico (veja, por exemplo, [1, 4, 6, 17, 54, 61]). Quando a fungdo potencial
¢ periodica, encontramos uma extensa bibliografia para esta classe de equagoes. Em
primeiro lugar, citamos o caso definido, isto ¢, quando V' é estritamente positivo. Em [50],
Pankov utilizando o principio variacional de Nehari, provou a existéncia de ground states,
isto €, solucoes de energia minima, dentre todas as solugoes nao triviais. Rabinowitz
em [53], sob hipoteses menos restritivas na fungao potencial V', obteve um resultado de
existéncia, mas nao necessariamente, uma solu¢ao ground state. Além disso, em [15], Coti
Zelati e Rabinowitz provaram a existéncia de infinitas solugoes supondo hipdteses técnicas
adicionais. Em trabalhos recentes, Troestler e Willem [63] e Kryszewski e Szulkin [34],
utilizando o teorema de enlace generalizado, provaram um resultado de existéncia para o
caso em que V' ¢ indefinido. Esta abordagem foi simplificada por Pankov e Pfliiger [51] ao
utilizarem a técnica de aproximacao para fungoes periddicas. Posteriormente, Chabrowski
e Jianfu [11], usaram esta mesma abordagem em uma equagao Schrodinger semilinear e
expoente critico de Sobolev.

Estudos recentes tém direcionado a atengao na existéncia de solugoes para (2) no caso
em que k > 0, com I(x,s?)s = |s|P7's, quando 4 < p+ 1 < 22*, N > 3 (veja, por
exemplo, [43, 44, 52]). A existéncia de uma solu¢do ground state positiva foi provada
por Poppenberg, Schmitt e Wang [52] e Liu e Wang [43]. Eles usaram, para potenciais
positivos, um argumento de minimizagao com vinculo, estabelecendo uma solucao de (2)
com um multiplicador de Lagrange, u, nao conhecido, na frente do termo nao-linear. Em
[44], com uma mudanga de variavel o problema quasilinear foi reduzido a um problema
semilinear e uma estrutura de espago de Orlicz foi usada para provar a existéncia de uma
solugao positiva de (2) para todo u positivo via Teorema do Passo da Montanha. Em [13],
Colin e Jeanjean também fizeram uso da mudanga de variavel para reduzir a equagao (2)
a uma semilinear. Utilizando o espago de Sobolev H*(RY), eles provaram a existéncia de
solugdes a partir dos resultados classicos obtidos por Berestycki e Lions [6] quando N = 1
ou N > 3, e Berestycki, Gallouét e Kavian [5] quando N = 2.

Seguindo a mesma técnica de mudanca de variavel, Severo [57], do O e Severo [23, 24],
do O e Moameni [21], do O, Moameni e Severo [22], Moameni [46, 47] e do O, Miyagaki

e Soares [19, 20| desenvolveram outros trabalhos bastante consideraveis relacionados a
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existéncia, multiplicidade e comportamento de concentracao de solugoes para equagoes
de Schrodinger quasilineares. Dentre eles, enfatizamos o trabalho de tese de Severo, [57],
que traduziu-se em alguns artigos publicados, e além disso, foi subsidio de inestimével
importéncia, junto com os trabalhos de Lins e Silva [38, 39|, para concretude do presente
trabalho, desde quando ainda procurdvamos um rumo a seguir.

Todavia, a maioria destes trabalhos empregou espacos do tipo Orlicz na obtengao
de seus resultados; alguns que nao fizeram isto, trabalharam no espago bi-dimensional
R?, enquanto nos, trabalhamos em RY, com N > 3. Mesmo aqueles que usaram,
diretamente, espacos de Sobolev em dimensoes maiores que 2, nao suprimem o valor
de nossos resultados, uma vez que estudamos problemas com aspectos diferentes sobre a
funcao potencial e a nao-linearidade.

Apresentando demonstragoes mais simples, nosso trabalho completa, até certo ponto,
alguns dos trabalhos anteriores que tratam de equagoes do tipo (2). Como ponto de apoio,
podemos mencionar que todos esses trabalhos lidam com poténcia pura ou empregam a
condicao de superlinearidade de Ambrosetti e Rabinowitz, enquanto que nossos resultados
utilizam condigoes semelhantes as de Costa-Magalhaes [14]. Além disso, em todos os
trabalhos supracitados, exceto [43, 48], fora considerado apenas o caso em que o = 1,
enquanto nos consideramos « > 3/4. Mesmo assim, o autor de [48] considera apenas
a = 2*/4 para desenvolver seus resultados aplicando outro método — o fibering method
—, e ndo, a mudanca de variavel introduzida por [44]; da mesma forma, mas agora, para
todo a > 1/2, em [43] é estabelecida a existéncia de ground states via argumento de
minimizagao, nao utilizando-se, novamente, a mudanca de varidvel, a qual foi formulada
posteriormente em [44]. Por outro lado, em [44], é resolvido um problema quasilinear
com « = 1, através da mudanga de variavel, ficando apenas uma afirmagao (veja [44]-
Observagao 3.9) de que o problema poderia ser resolvido para todo a > 1/2, utilizando-se
aquela mudanca de variavel. Ainda falando em mudanca, talvez caiba aqui falar que nossa
metodologia na demonstragao de nossos resultados principais (naqueles casos em que héa
alguma semelhanga com trabalhos anteriores) é diferente. Finalmente, explicitamos o
fato importante de que em nenhuma parte desta tese foram utilizados espacos de Orlicz,
mesmo nos casos onde o potencial nao ¢ limitado.

Deveriamos enfatizar que as hipoteses utilizadas neste trabalho, bem como a
metodologia empregada na apresentacao dos problemas, foram inspiradas nos trabalhos
de Lins e Silva [38, 39].

Em tudo o que se segue, suporemos que V seja uma funcao continua uniformemente

positiva, ou seja,
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(V) existe uma constante ag > 0 tal que

V(z) >ap >0, paratodo z € RY.

Ao longo deste trabalho, admitiremos as seguintes propriedades para a funcao g, além

de outras que serao consideradas em cada resultado especifico:

(q1) g(x,s) =o0(]s]), quando s — 0T, uniformemente em z € R";

9) existem constantes ai,as > 0 e 4a < g1 < 202* tais que
g q q

lg(z,8)| < ay + ay|s|"™, para todo (z,s) € RY x [0, +o0).

Notamos que as condigoes (g1) e (g2) nos possibilitam usar métodos variacionais para
estudarmos a Equacdo (2), e permitem-nos verificar que o funcional associado possui
um minimo local na origem. Na verdade, estudamos o funcional associado ao problema
modificado. A condigdo (g2) impde um crescimento subcritico para g. Entretanto, sob
estas hipoteses, este funcional nao satisfaz uma condicao de compacidade do tipo Palais-
Smale, desde que o dominio é todo o R ou o Problema (2) envolve o crescimento associado
ao limite da imersao de Sobolev.

Nosso trabalho esta dividido em cinco capitulos. O primeiro contém alguns resultados
preliminares. Nos outros quatro abordaremos, com mais detalhes, nossos problemas sobre
a existéncia de solugao positiva. Observamos que os Capitulos 2 e 4 generalizam dois
artigos |58, 59| ja aceitos para publicacao.

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados que servirao aos demais,
principalmente, as propriedades da mudanca de variavel, que é a mola-mestra de todo
o trabalho.

No Capitulo 2, tratamos o caso em que a nova nao-linearidade I(x, u?)u = g(x,u)
¢ nao-negativa e possui crescimento subcritico. Além disso, supomos que ¢ tem
comportamento peridédico ou assintoticamente periddico no infinito. Mais especificamente,

consideramos o problema

{ —Au— A(uP)|ul*2u+ V(z)u = g(z,u), z€RY, )

we HY(RY) N L®(RY), u> 0,

onde V:RY - Reg:RY xR — Rt sao funcoes continuas, satisfazendo, além das

hipoteses anteriores ((V'), (g1) e (g2)), as seguintes:
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V' é uma perturbacao de uma func¢ao perioédica no infinito. Mais claramente, denotando
por F a classe de fungoes h € C(RY,R) N L= (RY) tais que, para todo € > 0, o conjunto
{x € RN : |h(z)| > ¢} possui medida de Lebesgue finita, admitimos que V satisfaz

(V1) existe uma fungao Vo € C(RM, R), 1-periédica em x;, 1 <i < N, tal que Vo—V € F
e
V(z) < Vo(z), paratodo z € RY.

Considerando G(x, s) = fos g(x,t)dt, a primitiva de g, supomos:

(g3) existem constantes az > 0, g2 > N(q; — 4)/2 e uma fungio h; € L'(RY) tais que

1
4_9(x, s)s — G(x,s) > azs™ — hy(x), paratodo (z,s) € RN x [0, +00),
a

onde ¢; é dada pela hipotese (g2);

(g4) existem uma constante 2 < g3 < 2a2* e fungoes hy € F, go € C(RY x R, RT),

1-periddica em z;, 1 <17 < N, tais que

(i) G(x,s) > Golz,s) = [, go(x,t)dt, paratodo (z,s) € RN x [0, +00),

(i1) 9(z,5) — gol, 5)| < ha(@)|s|#1, para todo (z,s) € RY x [0, +00),

da—1 4

(17i) a fungao s — go(z,s)/s é nao-decrescente na variavel s > 0;

G(z,s)

o 0, uniformemente em z € RV,

(95) lim inf

5§—00 S

Observamos que a condi¢do (g5) é mais geral do que aquela utilizada pelos autores em

[59]. Esta mudanca foi possivel, devido a uma nova demonstracao, utilizando a primeira

autofuncao do laplaciano, para a geometria do Passo da Montanha (é apenas neste ponto

que tal hipotese é aplicada). Queremos também destacar que a condigao (gs) permitiria-
nos considerar, também, o caso em que ¢; = 4a.

O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.1. Suponha que as condigoes (V'), (V1) e (91) — (g5) sejam satisfeitas. Entao

o Problema (3) possui uma solugao.

Observamos que no caso particular: V. = Vi, g = g¢o, a condigdo (g4)(4i7) nao
¢ necessaria para a existéncia de uma solucao para o problema periédico; ou seja,

considerando o Problema (3), sob as hipoteses: (V'), (91) — (93), (g5) e, ainda,

(Vo) a funcdo V € C(RM,R) é 1-periddica em x;, 1 < i < N;
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(g0) a funcdo g € C(RY x R,R*") ¢ 1-periédica em z;, 1 <i < N,
podemos estabelecer:

Teorema 0.2. Suponha que (V'), (Vo), (g0), (¢1) — (g3) € (g5) sejam satisfeitas. Entao o

Problema (3) possui uma solugao.

Para demonstrarmos os resultados deste capitulo, utilizamos uma mudanca de variavel
v = f~!(u) e obtemos uma equagao semilinear cujo funcional associado est4d bem definido
em H'(RY) e possui a geometria do Passo da Montanha. A demonstragao do Teorema 0.1
reside no estudo do funcional energia associado ao problema modificado. Primeiramente,
mostramos que o funcional possui a geometria do Passo da Montanha e estabelecemos que
o nivel minimax, ¢, é positivo. Para encontrarmos um ponto critico nao-trivial, adaptamos
os argumentos utilizados em [38, 39]: supomos que a solugdo da equagao em (3) seja a
nula. Considerando o funcional associado ao problema (funcional modificado), utilizamos
uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem condigao de compacidade 25| para
obtermos uma sequéncia de Cerami associada ao nivel minimax do Passo da Montanha. A
seguir, utilizamos essa sequéncia de Cerami para estabelecermos a existéncia de um ponto
critico nao-trivial do funcional associado ao problema periédico. Finalmente, aplicamos
uma versao local do Teorema do Passo da Montanha para garantirmos a existéncia de um
ponto critico ndo-nulo do funcional associado ao Problema (3), o que nos da uma solugao
nao-nula para a equacdo em (3).

O Capitulo 3 trata o problema anterior, com menos hipoteses sobre a funcao g.
Na verdade, com ¢ satisfazendo as hipoteses (g1) — (g3) ¢ (g5). Além do potencial
V : RV — R ser uma funcao continua uniformemente positiva, isto ¢, cumprindo a

condicao (V'), supomos aqui que V' satisfaz a condigao
(V3) para qualquer D > 0, [{z € RY : V(z) < D}| < oo,

que generaliza a hipotese de coercividade e de integrabilidade do seu inverso (veja a
introdugao deste capitulo).

Observamos que a nao limitacao do potencial V' nao constitui impedimento para
usarmos o espago de Sobolev H'(RY), como era de se esperar, tendo em vista os trabalhos
[23, 44, 57|, dentre outras referéncias.

Como resultado central deste capitulo, temos:

Teorema 0.3. Suponha que as condicoes (V'), (Va), (g1) — (g3) e (g5) sejam satisfeitas.

Entao o Problema (3) possui uma solugao.
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Para demonstrarmos o Teorema 0.3, usamos a mesma mudanga de variavel empregada
no Capitulo 2, e assim, obtemos um funcional associado bem definido em um subespaco
X C HYRY), caracterizado em fungao do potencial V (veja Capitulo 3), que permite-nos
utilizar uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem condi¢ao de compacidade
e estudar o problema variacionalmente. Encontramos entao, uma sequéncia de Cerami
associada ao nivel minimax, a qual nos direciona a solu¢ao de nosso problema. Utilizando
apenas um argumento de contradi¢ao, supondo que a tUnica solugao para a nossa equacao
¢é a solugao nula, obtemos que o nivel do passo da montanha deveria ser igual a zero, o
que é um absurdo. Isto nos leva a concluir a existéncia de solu¢ao (ndo-nula) para o nosso
problema. O fato de que a solucao encontrada é positiva, segue o mesmo argumento que
usamos para a solu¢ao do Capitulo 2.

No Capitulo 4, tratamos o caso em que a nova nao-linearidade I(z,u®)u =
K(x)|ul**? =24 + g(x,u) possui crescimento critico. Além disso, como no Capitulo 2,
supomos que g tem comportamento periddico ou assintoticamente periédico no infinito.

Mais especificamente, estudamos a existéncia de uma solugao para o problema critico

—Au — A(Jul**) |[u]**2u + V(x)u = K(m)|u|2°‘2**2u + g(x,u), r € RV, n
4
we H'(RN) N L®(RY), u > 0,

onde V, K :RY - Reg:RY xR — R sao funcoes continuas satisfazendo, além das

hipoteses (V'), (V1), (¢1), (92) e (94), as seguintes:

(K) existem uma fungao Ky, € C(RM,R), 1-periédica em x;, 1 < i < N, e um ponto
2o € RY, tais que K — Ky € F e
(i) K(z) > Ko(z) >0, paratodo = € RY,

(ii) K(z) =||K||eo + O(|z — 29|Y72), quando z — zp;

(g%) existe uma constante 2 < gy < 2a2* e fungoes hy € LY(RY), hy € F tais que

1
Eg(x, s)s — G(x,8) > —hi(x) — hy(x)s®?, para todo (z,s) € RY x [0, +00);

(gL) existe um conjunto aberto e limitado 2 C R”, contendo zy dado por (K)(i7), tal

que
G(z,s)
U(s)

— 00, quando s — 0o, uniformemente em (2,
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onde

g1 ge 3K N<8e a>3/4, ou N>9 e a>(N-2)/8,
U(s) =< s22llogs, se 3<N<8 e a=23/4,
st se N>9 e 3/4<a<(N-2)/8.

Observamos que, neste capitulo, como também, no préoximo, a funcao g pode assumir
valores negativos, enquanto que nos dois capitulos anteriores, pedimos g > 0. Notamos
ainda que a condigao (gf) é fundamental para obtermos a estimativa apropriada para o
nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha.

Dessa forma, o principal resultado do capitulo é o seguinte:

Teorema 0.4. Suponha que (V'), (V1), (K), (g1), (g2), (95), (94) € (g5) sejam satisfeitas.

Entao o Problema (4) possui uma solugao.

De maneira analoga ao Teorema 0.2, no caso particular: V = Vy, K = Ky, g = go, a
condigao (g4)(7i7) ndo é mais necesséria para a existéncia de uma solugao para o problema

periodico. De fato, considerando o Problema (4), sob as hipoteses: (V'), (Vo), (g0), (¢1),
(92), (95), (g5) e

(Ko) afuncio K € C(RY R) é 1-periddica em z;, 1 < i < N, e existe um ponto zy € R,
tal que

(i) K(x) >0, paratodo = € RV,
(ii) K(z) = ||K||oo + O(Jz — 20|Y2), quando z — =y,

podemos estabelecer:

Teorema 0.5. Suponha que (V'), (Vo), (Ko), (90), (91), (92), (g5) € (g5) sejam satisfeitas.

Entao o Problema (4) possui uma solugao.

A idéia para provarmos nossos resultados deste capitulo é motivada pelos argumentos
usados em [13, 44|. Também usamos uma mudanga de variavel para reformularmos o
problema, obtendo um problema semilinear que tem um funcional associado bem definido
no espaco de Sobolev H*(RY) e satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo
da Montanha (veja [2]). A seguir, adaptamos o argumento empregado em [38, 39|, supondo
que a solugdo para a equagao de (4) é a solugao nula. Considerando o funcional associado
ao problema modificado, usamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha, sem

condigao de compacidade |25], para obtermos uma sequéncia de Cerami associada ao nivel
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minimax. Em seguida, utilizamos esta sequéncia e um resultado técnico devido a Lions
(veja [15]) para obtermos um ponto critico nao-trivial do funcional associado ao problema
periddico. Além disso, somos capazes de verificar que o valor do funcional associado ao
Problema (4) neste ponto é menor ou igual ao nivel minimax do Passo da Montanha e que
este nivel é atingido. Finalmente, empregamos uma versao local do Teorema do Passo da
Montanha para obtermos uma solu¢ao para o Problema (4).

No Capitulo 5, estudamos a existéncia de uma solugao para o Problema (4), onde

V,K:RY -Reg:RY xR — R sao fungoes continuas, satisfazendo as hipoteses: (V),

(Va), (91), (92), (g5) e

(K') K € C(RY,R) N L>®(RY), e existem uma constante a; > 0 e um ponto zy € RV,

tais que

(i) K(x) > a4y >0, paratodo z € RY,

(ii) K(x) = ||K|leo + O(|z — 20|V 72), quando x — zy.
Dessa forma, o principal resultado do capitulo é o seguinte:

Teorema 0.6. Suponha que (V), (Va), (K'), (g1), (g2) € (¢5) sejam satisfeitas. Entdo o

Problema (4) possui uma solug¢ao.

Observamos que a condigao (g5) é essencial na verificagdo de que o nivel minimax do
Teorema do Passo da Montanha esta no intervalo onde podemos estabelecer o resultado
para o argumento de contradicao.

Demonstramos o Teorema 0.6, usando idéias conjuntas dos Capitulos 3 e 4, obtendo um
funcional associado bem definido no subespago X C H'(R") apresentado no Capitulo 3,
que satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Encontramos
entao, uma sequéncia de Cerami associada ao nivel minimax, que nos conduz & solugao
de nosso problema. Fazendo estimativas apropriadas sobre este nivel, estabelecemos o
resultado que possibilita-nos empregar um argumento de contradicao na demonstragao
do Teorema 0.6. Para obtermos tais estimativas, inspirados nos trabalhos de Brézis-
Nirenberg [9] e Lins e Silva [39], utilizamos fun¢bes que sao extremos para a imersao
de Sobolev de DV2(RY) em L? (RY). Em seguida, utilizando apenas um argumento de
contradigao, ao supormos que a Unica solu¢ao para a nossa equagao ¢ a solucao nula,
obtemos que o nivel do passo da montanha seria igual a zero, que é um absurdo. Isto nos
leva a concluir a existéncia de solugao (ndo-nula) para o nosso problema. O fato de que a
solucao encontrada é positiva, segue o mesmo argumento que usamos para a solucao dos
Capitulo 2 e 4.
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Para a facilidade da leitura deste trabalho, repetiremos, em seus respectivos capitulos,
os enunciados dos resultados principais, bem como especificaremos, novamente, as
hipoteses sobre as fungoes V', K e g. Assim sendo, os capitulos foram redigidos de forma

a possibilitar, o quanto possivel, uma leitura independente dos mesmos.



Capitulo

1

Resultados preliminares

Apresentamos, neste capitulo, duas versdes do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti e Rabinowitz [2], ferramentas essenciais deste nosso trabalho. Aqui, também,
demonstramos as propriedades da mudanca de variavel responsavel pelas estruturas
variacionais associadas aos problemas estudados e verificamos que os funcionais associados
aos problemas em questdo estao, realmente, bem definidos e sdo de classe C! nos espacos
utilizados. Finalmente, estabelecemos que se v é uma solucao dos problemas modificados
pela mudanga de variavel, entao u é uma solugao para os problemas originalmente

propostos.

1.1 Versoes do Teorema do Passo da Montanha

Sejam F um espaco de Banach real e I : E — R um funcional de classe C'. Denotamos
por K o conjunto dos pontos criticos de I. Dado ¢ € R, definimos [¢ = {u € E : I(u) < ¢}
eK.={ueE:ue K, I(u)=c}

Como observamos na Introdugao, os funcionais associados aos Problemas (2.1), (3.1),
(4.1) e (5.1) nao satisfazem uma condigao do tipo Palais-Smale. Para contornarmos esta
dificuldade, utilizamos versoes do Teorema do Passo da Montanha. A seguir, enunciamos
a primeira versao deste Teorema (veja [38, 57, 64]).

Relembramos que um funcional I € C'(E,R) satisfaz a condi¢ao de Cerami no nivel
¢ € R, denotada por (Ce),, se toda sequéncia (u,) C E satisfazendo (i) I(u,) — c e (ii)
NI (un)|| & (Jlunlle + 1) — 0, quando n — oo, possui uma subsequéncia convergente. O
funcional I satisfaz a condi¢do de Cerami, denotada por (Ce), se ele satisfaz (Ce), para

todo ¢ € R. Dizemos que (u,) C E & uma sequéncia (Ce), se satisfaz (i) - (ii). Afirmamos
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que (u,) C E é uma sequéncia (Ce) se ela for uma sequéncia (Ce). para algum c € R.

Teorema 1.1. Sejam E um espago de Banach real e I € CY(E,R). Seja S um
subcongunto fechado de E que o desconecta (por caminhos) em componentes conexas
distintas Ey e Ey. Suponha ainda que 1(0) =0 e

(I,) 0 € Ey e existe T >0 tal que I|s > 7 >0,
(Iy) existe e € Ey tal que I(e) < 0.

Entao I possui uma sequéncia (Ce)., com ¢ > 7 > 0 dado por

¢ = Inf max I(v(1)), (1.1)
onde
I'={y€C(0,1],E): v(0) = 0,7(1) € I° N Ey}. (1.2)

Como veremos nos Capitulo 2 e 4, para provarmos os Teoremas 2.1 e 4.1, precisaremos
também de uma versao local do Teorema 1.1. Primeiramente, enunciamos um resultado
de deformagao local. Observamos que, embora, ambos tenham sido provados em [38] (veja

também [33]), apresentamos a prova do segundo, por completude.

Lema 1.2. Seja E um espago de Banach real. Suponha que I € C'(E,R) e que, para um
certo ¢ € R, exista um conjunto compacto D C I¢ tal que D # ) e DN K. = (). Entao,
dado € > 0, existem 0 < e <& en € C([0,1] x E, E) tais que

(m) n(t,u) = u, para todo t € [0,1], I(u) & [c —&,c+ £],
(n2) I(n(t,u)) < I(u) para todo u € E et € [0,1],
(ns) n(1, D) C I°=.

Teorema 1.3. Seja E um espaco de Banach real. Suponha que I € C*(E,R) satisfaca
I(0) =0, (1) e (I2). Se existir vo € I', ' definido por (1.2), tal que

= I(o(t 1.
¢= max (70(t)) > 0, (1.3)

onde ¢ € dado por (1.1), entao I possui um ponto critico nao-nulo u € K. N ~y([0,1]).

Demonstragao. Argumentando por contradi¢gao, supomos que 70([0,1]) N K. = 0.
Portanto, considerando D = ~,([0,1]) e 0 < & < ¢, podemos aplicar o Lema 1.2 para

encontrar 0 < e < Zen € C([0,1] x E, E) satisfazendo as condigoes (1;) — (13). Tomando
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v(t) = n(1,7(t)) para todo t € [0,1], por I(0) = 0, (I3), (m1) e nossa escolha de £,

concluimos que v € T'. Além disto, por (1.3) e (n3), temos que

I(v(t) < c—e.
mnax (v(t) <c—¢

Entretanto, esta desigualdade contradiz a definicao de c. Isto conclui a demonstracao do

teorema. O

1.2 A mudanca de variavel

Observamos que os funcionais energia associados aos problemas sob consideracao

/RN |u|2(20¢—1)|vu|27

o qual pode ser infinito para u € H'(RY). Efetivamente, consideremos uma funcao
¢ € CPMRN[0,1]), & = 1 em B(0), » = 0 em RY\By(0) e tomemos a fungao
u € C{(RM\{0}) definida por

contém um termo da forma

u(x) = a|* M g(z),  para @ # {0}.

Néo é dificil de vermos que u € H'(RY) e que [px [u[***V|Vul? = +o0.

Devido a este termo, nao podemos aplicar diretamente os métodos minimax a estes
funcionais. Do ponto de vista variacional, a primeira dificuldade que aparece para lidarmos
com esta classe de problemas é encontrarmos um espago de fungoes apropriado onde os
funcionais associados estejam bem definidos. Portanto, a fim de substituirmos este termo
por outro que contém apenas o quadrado do gradiente, fazemos uso da mudanca de variavel
introduzida por [44], a saber, v = f~!(u), em que f é definida por

Ft) = g m [0, +00),
(1 + 2alf (1) P2 D172 (1.4)
f&) = —f(=t) em  (—0o0,0].

O lema a seguir apresenta-nos as propriedades da mudanca de varidvel f, necessitando
de que o > 3/4.

Lema 1.4. Suponha que o« > 3/4. Entao a fungao f goza das sequintes propriedades:
(1) f € unicamente definida, C'(R), C*(R\{0}) e invertivel;

(2) 0< f'(t) <1 e f'(0) =1, para todo t € R;

(3) |f(t)] < |t| para todo t € R;
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(4) f(t)/t = 1 quando t — 0;

(5) f(t)/t/?* — (2a)Y* quando t — +o0;

(6) f(t)/2a <tf'(t) < f(t) para todo t > 0;

(7) |f(#)] < (22)Y4|t]*/2* para todo t € R;

(8) f2(1)/2a < f()f'(1)t < f(t) para todo t € R;
(9) existe uma constante positiva C' tal que

OE { i, k<l

Cle2a, i) > 1,

(10) [f(O)P*7f(#)] < 1/v2a para todo t € R.
Demonstra¢ao. Consideremos o Problema de Cauchy

d _
Yty =W(y) = [1 + 2a]y[2@0] 7,
dt (1.5)

y(0) = 0.
Afirmamos que W é lipschitziana se o > 3/4. De fato, para y # 0, temos

2020 = Dyl Yy
(1 + 2aly|te- 2>3/2 '

W(y) = (L.6)

Consequentemente,

20(2c0 — 1)|y[*e—3
(1 + 2a|y’4a72)3/2

200 — 1
T (20)1 2|y

— 0,, quando |y| — oc.

W' (y)| =

E, por outro lado, se a > 3/4,

2a(20 — 1)[y|*-?
(1+ 2afylte2)/2

< 2a(2a —1)|y[*** < 2a(2a — 1), para todo |y| < 1.

W' (y)| =

Logo, por um argumento de compacidade, se « > 3/4, temos que existe M = M («) > 0
tal que
(W'(y)| < M, para todo y # 0. (1.7)

Dai, pelo Teorema do Valor Médio, existe & # 0 tal que

(W (y) = W(O) =Wyl < Myl.



1.2 A mudanca de variavel 18

Assim, para ys < 0 < y;, temos
(W yn) =W (y2)| < [W(y2) =W(0)[+ W (y2) =W (0)| < M(Jys|+[y2]) = Mlyr =2l (1.8)

Logo, de (1.7) e (1.8), segue que W é lipschitziana para a > 3/4. A afirmagdo esta
provada.

Além disso, desde que W é par, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para equagoes
diferenciais ordinérias (veja [60]), temos que f é tnica, impar e definida para ¢t em um
intervalo maximal (t~,¢"). Afirmamos que t* = 4-00. Se nao, digamos que t+ < co. Seja
t, — tT com t, < tt. Desde que W < 1, integrando (1.5), obtemos

|y(tn+1) - y(tn)| < |tn+1 - tn|-

Entao, y(t,) é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, converge para algum a € R. A
solucao de
—1/2

d
O =W(y) = [1+2alyP] 7,

y(t") = a

fornece-nos uma continuagao de f para valores de t > t*, contradizendo a maximalidade
de t*. Similarmente, t~ = —oo. Portanto, f esta definida para todo t € R. Além disso,
como W ¢ lipschitziana, temos que f € C'(R) e, pela definigao de W e (1.6), segue que
f € C*(R\{0}). Assim, (1) fica provado.

O item (2) segue da definigao de f e do fato de f ser impar.

A desigualdade (3) é uma consequéncia de (2).

Em seguida, provamos (4). Como consequéncia do Teorema do Valor Médio e a

propriedade (2) acima, existe 6 € (0,1) tal que

f(t) _ () - J(0)
t t—20

= f'(6t) - 1, quando t — 0.

Assim, (4) estéa provado.
A propriedade (5) esta provada na Observagao 1.8, como uma consequéncia de (7).
A primeira desigualdade em (6) é equivalente a 2at > (1 + 204]”2(2"‘_1)(75))1/2 f(t). Para

verifica-la, consideramos a funcao ¢ : Rt — R definida por

1/2

C(t) = 2at — (14 2a 2D (t)) '~ f(t).
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Como ¢(0) =0 e, parat > 0,

Clt) = 20— 5 (14 2a%0(1) " da(2a — 1“0 7 (1)

— (14 20 f2@D(1))? f1(1) (1.9)
— 20— 1) (1+ 2022 0(1)) - 2a(2a — 1) 22D (1) (£/(1))’
= (2a-1)(f'(t)" >0,

obtemos a primeira desigualdade em (6). Analogamente, considerando a fungao n : R™ —
R, definida por n(t) = f(t) —tf’(t), obtemos a segunda desigualdade em (6). Realmente,
temos n(0) =0 e n/'(t) = f'(t) — f'(t) — tf"(t) = —tf"(t). Por outro lado, para ¢t > 0,

/

) =~ (12020 0(0) Y da(20 1) 740 7 (1)

(1.10)
= —2a(20 = 1) (f/(t))" f*75(t) < 0.

Logo, n'(t) > 0, para t > 0, e a segunda desigualdade em (6) fica estabelecida.
Para provarmos (7), integramos f'(t) (1 + 204|f(t)|2(2a*1))1/2 = 1 e obtemos

t
/ F(s) (1+ 2af2(2a’1)(s))1/2 ds = t, para t > 0.
0

Usando a mudanga de variavel y = f(s), segue-se

f@®) 1/ £t
t= [ 2y Py 2 [ e ey = o)),
0 0

o que implica (7) para t > 0. Para t < 0, usamos que f é impar.
O item (8) é uma consequéncia imediata de (6) e do fato de f ser uma fungao impar.
O ponto (9) segue de (4) e (5).
Finalmente, a estimativa (10) segue diretamente da definigdo de f. O lema esta

demonstrado. O

Observagao 1.5. Notemos que W nao € lipschitziana na origem para 1/2 < a < 3/4.

Com efeito, considerando y > 0, temos

WD) 2 [ g, 2 [ 20l D
y—y/2 Y Sy Y Sy (14 2aste—2)3?

da(200 — 1) /y a3 g _ 20(2%72 — 1) ia?

(14 2ayte—2)*2y J, 240-2 (] 4 Qqyyyta—2)3/2 .
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Assim, se 1/2 < a < 3/4, temos que

Wiy/2) = W(y)
y—y/2

— 00, quando y — 0.

Em trabalhos posteriores, a existéncia de solugdo para o caso em que 1/2 < a < 3/4

também serd considerada.
Como consequéncia do Lema 1.4, temos

Coroléario 1.6. (i) A funcao f(t)f'(t)t™' ¢ decrescente para todo t > 0.
(it) A fungao f27Y(t)f'(t)t™' € crescente para todo t > 0.
(ii1) A funcao f2% =1(t)f' ()t~ € crescente para todo t > 0.

Demonstragao. Usando (6) do Lema 1.4, segue facilmente que f(t)/t é decrescente para

t > 0. Logo, por (1.10), obtemos

% (M) _ i <@) f(t) + @f”(t) <0 parat>0,

0 que mostra o item (7).

Para provarmos o item (i7), calculamos a derivada abaixo, para t > 0,

d (f’(t)f‘*“‘l(t))
dt t
_ (a2 (f ()% — 2020 — 1) S @) (f (1) — f17H () (1)
t2
(4o — 1) f"(t)t — 2a — 1) f' ()t — f(1)

12
a0,

> f1(t)f173 (1)
= f'(t)f172(1)

onde usamos (1.10) e o Lema 1.4-(2), (6), (10).
Agora, tendo em vista o Lema 1.4-(2), o fato de que f é crescente e f(t) > 0, para
t > 0, o item (iii) segue da igualdade f22'~1(t) = f22 =2 (¢) f4e=1(t) e do item (ii). O

corolario esta provado. O

A seguir, apresentamos um resultado técnico que sera essencial para obtengao da
estimativa apropriada do nivel minimax; além disso, a partir de sua demonstracao,

verificamos o item (5) do Lema 1.4.
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Lema 1.7. Existem constantes Cy, R > 0 tais que, para todot > R,

—Cot? ~2a se a > 3/4;
f2a2 (t) . (2@)2 /2t2 >
—Cot¥ 2 logt se a=3/4.

Demonstracao. Sejat >ty > 1, com t fixado. Por defini¢cao, temos

K 1
10~ = [

Do Lema 1.4-(7) segue que 20f22*=V(s) < (20)"%a s« para todo s > 0. Logo, para

todo t > t, .
1) — fto) > / L s (1.11)
(1 + (20) %= 5T>

Dado x > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal que

1 1 1 1
Q102 27 2atepr= gr Perz0

Entao, tomando = = (Qa) e 5% , de (1.11), obtemos, para todo t > t,

t 1 1 ¢ 1
ft) = flto) = / ((204)4& . 1)1/2 ds — (20) /to <8211>3/2 ds

20 § «

1 b e 1 ! (112)
:ﬁ/SQQdS—m/SQQdS‘
(2a) 15" Juo (2a) 3 Juo
Agora, para verificarmos o Lema 1.7, devemos considerar os dois casos possiveis:
Caso 1: a > 3/4. De (1.12) segue que, para todo t > t,
(2&) 322“ 3—4a 3—da
t) > 20)7 (tza—t2a)+—<t i)
FO) = S + (20)3 (15— 1) + (T ; )

= —di(t, to) + (20) e t2a,

onde

di(t,to) = (20)%83% — f(to) + 24__3) (1 — ).
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Como 3 —4a < 0 e t > tg, usando a propriedade (7) do Lema 1.4, temos

0 < di(t, to) < (2a)3t2% — f(to) + (20)75" 5 _ (1.14)
o) 3a o N 7 20 — . .
Logo, existe R > t; tal que, para todo t > R,
1 1
dl(t7t0) < (205)@15%
Portanto, de (1.13), para todo t > R,
N o* . 11 2a2* 1 2a2*
£ (1) — (20) T > ((m)ma - dl(t,to)) ((m)rm) . (1.15)

Por outro lado, considerando Cy = 2a2*(2a) i Cl, pelo Teorema do Valor Médio, existe
6 € (0,1) tal que

202* 202*
((za)4atza) ((2a)iti — dy(t, to)
2a2*—1
< 202° ( a)astas — 0dy(t, t0)> dy(t, o)

)( )2aia71t2*7%

(1.16)

(2
S 2@2*d1(

*_ 1
< CYOt2 20,

para todo ¢t > R. As relagoes (1.15) e (1.16) demonstram o Lema 1.7 para o > 3/4.

Caso 2: o= 3/4. Neste caso, existe Cy > 0 tal que, para todo t > to + 1,

F) > flto) + )i (1 — 1) —ﬁ/ld

1
> —(20)30 13 + (20)aatee — = logt

(2a) (1.17)
(2a)4£1t21°‘ 1 101
- = ( logto + (2&)2) logt + (2a0)3at2a

> —Cylogt+ (2a)atas.

Além disso, existe R > ty + 1 tal que, para todo t > R,

0 < Cylogt < (2a)iti.
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Logo, para todo t > R,
. L 2a2* 2a2*
F22 (1) = (20) 512 > ((m)iti — G logt> - ((m)iti) . (1.18)

Por outro lado, aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que, para todo t > R,

2a02*

202" 2a2%—1 *
((2@@%) - ((m)it% — Oy logt> < 2a2%(200) i Cyt? ~2a log t 119)
= Cpt? "2 log t,
com Cy = 2042*(204)2(132_102. As relagoes (1.18) e (1.19) demonstram o Lema 1.7 para
a = 3/4.
Portanto, a demonstracao do Lema 1.7 estd completa. O

Observacao 1.8. Da demonstra¢ao do Lema 1.7 acima, wusando unicamente a

propriedade (7) do Lema 1.4, obtemos a propriedade

(5) lim J(0) = (2a)'/%,

t——+00 tl/QO&

Efetivamente, pelo Lema 1.4-(7), obtivemos (1.13), (1.14) e (1.17). Consequentemen-

te,

lim inf /() > (200) /%,

t— 400 t1/2a -

Usando a propriedade (7) do Lema 1.4 mais uma vez, seque-se

. f(t) 1/4c
lim sup 37y < (20)77.

Portanto, (5) vale.

1.3 Regularidade dos funcionais

Nesta parte de nosso trabalho, vamos mostrar que os funcionais associados aos
problemas em estudo tém as propriedades diferenciaveis desejadas. Desde ja, sera
repetidamente utilizada, a seguinte consequéncia das hipoteses (g1) e (g2): dado § > 0,

existe uma constante Cs > 0 tal que

lg(z,5)| < 6|s| + Cs|s|®™!,  paratodo (z,s) € RY xR, (1.20)
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o C
|G(z,s)| < §|S|2 + 25|, paratodo (z,s) € RV x R. (1.21)
a1
O resultado seguinte refere-se aos funcionais dos Capitulos 2 e 4.

Proposicao 1.9. Suponha que as hipsteses (V'), (V1), (K), (g1) e (g2) sejam satisfeitas.
Entao o funcional I, definido por

10 =5 [ Vek+g [ VE@r DI - [ c

estd bem definido em H*(RY) e, além disso, I € C*(H*(RY),R).

(1. 22)

Demonstracao. Primeiramente, observemos que se uma fungao de Carathéodory h :

RN x R — R tem a propriedade:

(ho) existem constantes aj,ay > 0e 1 <p < 2" —1 tais que

’h(LC, S)‘ < al’S’ + a2’5’p7

entao é padrao (veja |6, 54]) que F: H'(RY) — R definida por F(u) = [pn H(z,u)dx é

de classe C', onde H(x, s) fo x,7)dT.

Agora tomemos h(ﬂﬁjs) = K(2)| ()P 2 f (s)f'(s) =V (2) f(s).f'(s) + g(, £()) f'(s)
e notemos que, pelas condigoes (V4), (K) e o Lema 1.4-(2), (3), (10), (7), temos
V(@) f(s)f ()] < IV [lo]s]

2*—1

[K@LF)P ()] < I ol £(5)E D ()27 £1(5) < (20) 57| Kl

Além disso, como 4a < ¢; < 2a2*, de (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (7), segue, para s # 0,

que

(s)]

e FENS G < I ]+ M) < dls]+ ol

(s
£ ()
5]

Portanto, como V', K, g e f’ sdo fungdes continuas e a primeira integral de (1.22) é uma

3| + Cs < Ols| + Cs(2a) i s|2 .

parte da norma do espago H'(RY), pelas estimativas e observagao acima, o funcional I ¢

de classe C'. A Proposicao 1.9 esta demonstrada. n



1.3 Regularidade dos funcionais 25

Para os funcionais referentes aos Capitulos 3 e 5, temos

Proposicao 1.10. Suponha que as hipoteses (V), (K'), (g1) e (g2) sejam satisfeitas.
Entao o funcional I, definido em (1.22), estd bem definido em

X :={ve H'R"Y): / V(x)v*dr < oo}
RN
e, além disso, I € C1(X,R).

Demonstragao. Tendo em vista a Proposicao 1.9, a fim de mostrarmos que I € C1(X,R),

resta-nos verificar que o funcional I; : X — R, definido por

L) =5 [ V@)

pertence a C'(X,R). Para tanto, vamos mostrar que se v, — v em X, entao

/RN V(2)[f (vn) f'(vn) — f(0)f'(v)]Ju — 0, para todo u € X, |Ju|lx < 1. (1.23)

Desde que v, — v em X, utilizando o Lema de Brezis-Lieb, obtemos V (z)v? — V(z)v? em

2
n

V(z)v*(z) q.t.p. em RY e [V(2)v2|,|V(z)v? < w, para alguma fungao w € L'(RY).
Logo, pela condicao (V') e pelo Lema 1.4-(2), (3), segue-se

LY(RY). Assim, podemos tomar uma subsequéncia se necessario, para que V(x)v2(z) —

2V () (|f (va) f'(0n) [* + [ (0) f'(0)?)
2V(2) (|val® + [v]?)

4w.

V(@)If (vn) f'(vn) = f(0) f'(v)?

IA A IA

Esta desigualdade e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mostram que

V(@) f(va)f'(va) = V(@) f(v)f'(v) em L*(RY).

Dai, pela desigualdade de Hélder, temos

V(@) [f () f'(vn) = f(0) f ()] V (2)u

RN

sup

ueX
llullx <1

< ([ venoase) - soror) s ([ ven)"

ueX
llullx <1

Isto conclui a verifica¢ao de (1.23). A Proposi¢ao 1.10 estd demonstrada. O
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1.4 Relacao entre as solucoes dos problemas originais e

suas modificacoes

O proximo resultado relaciona as solugoes fracas de
—Au — A([u]**)|u]**?u+ V(2)u = K (z)|ul** u+ g(z,u), xRV, (1.24)
com as solucoes fracas de

—Av+ V(@) f(0)f'(v) = K@) f()** 2 f(0) f'(v) + g(z, f()['(v), @ €RY. (1.25)

Enfatizamos que tal resultado ja fora verificado, para o = 1, por Severo [57]. Todavia,
por uma questao de completude, preferimos apresentar aqui (adaptando os argumentos

de [57]) a demonstra¢do do mesmo para os valores de a que consideramos.

Definigao 1.11. Uma funcio u : RN — R ¢ chamada uma solugdo fraca de (1.24) se
u € HYRN)N L2 (RY) e para todo p € C(RY) wale

/ (14 2au***=)VuVp + 20(20 — 1)/ V) ?|u>2e Dy :/ h(z,u)p, (1.26)

onde h(z,s) = K(z)|s|*% 25 — V(z)s + g(x, s).
Uma funcio v : RN — R é chamada uma solugao fraca de (1.25) se v € HY(RY) e
para todo w € C°(RY), vale

BACE /RN (s F(0))f (). (1.27)

Desde que h(z,s) = h(z, f(s))f'(s), pela propriedade (ho), temos que (1.27) vale se

tomarmos w € H 1(RN ) com suporte compacto.

Lema 1.12. (i) sev € H'RY)NLZ (RY), v > 0, € uma solugdo fraca de (1.25), entio

loc
u= f(v) € H{RY) N L2 (RY), u > 0, é uma solucio fraca de (1.24);

(17) se v € uma solugdo classica de (1.25), entao u = f(v) € uma solugao cldssica de

(1.24).

Demonstragio. Demonstracao de (i). Pelo Lema 1.4-(3), (2), temos que u* = f2(v) < v?
e [Vul> = (f'(v)*|Vo> < V]2 Logo, u € HY(RN) N L2

> (RY). Uma vez que
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(f '@ = W, segue-se
(ST = A +2alf (f71(1) PE)Y2 = (1 + 20t )2, (1.28)
donde
Vo=V (f1(u) = (f(u)Vu = (1+ 2afu/**) /vy (1.29)

Notemos que, para todo ¢ € CS°(RY), temos (f'(v))"'¢ € H(RY). De fato, por
(1.4), o fato de que u € H*(RY) N L2 (RY) e a > 3/4, temos

loc

(f'(0) o = (L4 2al f(0) PE*D) 20 = (L + 20 u®*)) 2p € L*(RY)

VI @) el = VI 2afulXe) 2]
= 20(2a — 1)(1 4 2afu|2@o=D) =12 |y 4= DypVy, (1.30)
+(1+2a|u|2(2a—1))1/2v¢ ELZ(RN).

Além disso, é claro que (f'(v))" ¢ € H(RN) tem suporte compacto. Agora, tomando
w = (f'(v))"" ¢ e substituindo em (1.27), e usando (1.29) e (1.30), obtemos (1.26). O
item (7) esta verificado.

Demonstragao de (iz). Usando (1.28), temos

- ou AR, ou
= — 2(2a—1)\1/2
Av ; (8:131) Z Ox; ( )8%) Z ow; <(1 + 2afuf®7Y) axl>

que derivando, nos dé

Av = (14 20]u?@ D) Au + 20(20 — 1)(1 + 2aul222=D) =12y 10Dy | Ty 2,

Assim, de (1.25), vem

1/2 —-1/2

(1 + 2afu?@=D) 7 Au 4+ 20200 — 1) (1 + 2afuPGeD) 7 |y HeDy |V ?
1 -
= — h(z,u),

(14 2ajuf22e-D)"/?

que produz
Au + 2a]u>* D Au 4 2020 — 1) |u* @ Du|Vul? = —h(z, u). (1.31)

Por outro lado,
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N N
o [0 . 0 s Ou
i=1 " ¢ i=1 " '
= 2a(2a — 1)u**72|Vul?* + 2a|ul** 2ulu,

implica que
A (Ju*) [u*2u = 2a(2a — 1) [ul* @ Du|Vul? + 2afu]®* D Aw. (1.32)
Portanto, combinando (1.31) e (1.32), obtemos
—Au — A (Ju]*) [u]?*?u = Iz, u),

que mostra o item (i¢). O Lema 1.12 estd demonstrado. O

Entao, fica claro que para obtermos uma solugao fraca positiva de (1.24), é suficiente
(RM).

obtermos uma solugao fraca positiva de (1.25) em L2,

Observacao 1.13. Supondo que as funcoes V, K e g sejam localmente Holder continuas,
além das hipdteses mencionadas na Introdugao, temos que qualquer solugao fraca de (1.25)
é de classe C?O’f(RN). De fato, seja v uma solugao fraca de (1.25), ou seja, v satisfaz, no
sentido fraco, a equacao

—Av = h(z,v) em RY.

Devido ao comportamento da fun¢ao V', temos a propriedade (hg), apenas localmente. De
fato, pelo Lema 1.4-(2),(3),(7),(10), pela relagao (1.20) e a continuidade das fungéoes V' e

K, temos em toda bola Bpg,

[h(z,0)| < frE ()| f(0)P* 2 f(0) = V(@) f(v) + g(, f(v))]
< fOICU V()1 f ()P +Col f(0)|+] £ (0)[+Csl f(w) |22 f(v) P
< (204)(2*_2)/201|U 2% _1 + (02 + 5)|U| + (2a)(q1—4a)/4a06‘U’(ql—Qa)/ZOc

S C3|U|2*71,

para algumas constantes positivas Cy, Co, C3, uma vez que 1 < (q1 — 2a) /20 < 2% — 1.
Usando um resultado devido a Brezis-Kato (veja [62]), seque que h € LP(Bgr) para todo
p < 00, com R > 0 arbitrdrio. Pela teoria de reqularidade eliptica, podemos concluir que
v € W2P(Bg). Logo, v € CLP(RN) para algum 3 € (0,1). Dai, a fungio h é localmente
Hélder continua. Consequentemente, v € C’lzo’f(]RN) para algum 3 € (0,1).

Portanto, pelo Lema 1.12 e a Observagao 1.13 acima, para obtermos solugoes cléssicas

positivas de (1.24), é suficiente conseguirmos solugoes fracas positivas de (1.25).



Capitulo

2

Equacoes de Schrodinger quasilineares
assintoticamente peridédicas com

crescimento subcritico

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solucao para o problema eliptico quasilinear

da forma
—Au— A([ul**)|ul**2u+V(z)u = g(z,u), z€RY,

uwe H(RY) N L2 (RY), u >0,

loc

(2.1)

onde a >3/4,V :RY - Reg:RY x R — R sdo fungoes continuas.

Nosso objetivo principal é estabelecer a existéncia de uma solugao para o Problema
(2.1) sob uma condigao de periodicidade assintotica no infinito, e com a fungao ¢ tendo
crescimento subcritico.

Denotamos por F a classe de fungoes h € C(RY ,R) N L®(RY) tais que, para todo
e > 0, o conjunto {x € RN : |h(z)| > &} possui medida de Lebesgue finita. Supomos
que V' é uma perturbacao de uma funcao periddica no infinito. Mais especificamente,

admitimos que V satisfaz

(V') existe uma constante ag > 0 tal que

V(z) > ag >0, paratodo =€ RY;

(V1) existe uma funcao Vo € C(RY,R), 1-periddica em x;, 1 <i < N, tal que Vo—V € F
e
V(z) < Vo(x), paratodo x € RV,
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Observamos que a condi¢ao (V7) implica que V' é limitada. A fungdo V' definida por
V(z) = e satisfaz (VYe (V1),comag=e¢tely=1.
Considerando G(z,s) = fos g(x,t)dt, a primitiva de g, supomos também as seguintes

hipoteses:

(q1) g(x,s) =o0(]s]), quando s — 0F, uniformemente em x € RY;

(g92) existem constantes aj,as > 0 e 4o < ¢ < 2a2* tais que

lg(z,8)| < ay + ap|s|" !, paratodo (z,s) € RY x [0, +o0);

(g3) existem constantes az > 0, ¢g» > N(q; — 4a)/2 e uma funcio h; € LY(RY) tais que

1
4—g(ac, s)s — G(x,s) > azs? — hy(x), paratodo (z,s) € RY x [0, +00),
a

onde ¢; é dada pela hipotese (g2).

Ja observamos, na Introducdo, que as condigoes (g1) e (g2) possibilitam-nos aplicar
métodos variacionais para estudarmos o Problema (2.1), e permitem-nos verificar que o
funcional associado possui um minimo local na origem. Na verdade, estudamos o funcional
associado ao problema modificado. A condigao (g2) impde um crescimento subcritico
para g. Entretanto, sob estas hipoteses, este funcional nao satisfaz uma condicao de
compacidade do tipo Palais-Smale, desde que o dominio é todo o RY. Também observamos
que de (g2) e (g3), obtemos 0 < ¢2 < ¢;. Observamos ainda que a condigao (gs) é
utilizada na demonstracao de que toda sequéncia de Cerami do funcional associado ao
Problema (2.1) ¢ limitada; além disto, pedimos aqui, que a funcdo g seja ndo-negativa. E
interessante lembrarmos que 2a2* = 4aN/(N — 2) se comporta como o expoente critico
para o Problema (2.1).

O fato de que g ¢é assintoticamente periédica no infinito é dado pela seguinte condicao:

(g4) existem uma constante 2 < g3 < 2a2* e fungoes hy € F, go € C(RY x R, RY),

1-periodica em x;, 1 < i < N, tais que

(i) G(x,s) > Golz,s) = [, go(x,t)dt, paratodo (z,s) € RN x [0, +00),

(ii) |g(x,s) — go(z, s)| < ho(z)]s|®™, para todo (z,s) € RN x [0, +0c0),

(i77) a fungdo s — go(z, s)/s'*"! é ndo-decrescente na variavel s > 0.

Finalmente, também supomos que ¢ satisfaz a hipotese:
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(95) lim inf Gz, s)

8§—00 S

>0, uniformemente em z € RY.

Agora podemos enunciar o nosso resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.1. Suponha que as condigoes (V'), (V1) e (¢1) — (g5) sejam satisfeitas. Entdo

o Problema (2.1) possui uma solugao.

Observamos que no caso particular: V =V, g = go, o Teorema 2.1 claramente nos
d4 uma solu¢do para o problema periddico. Realmente, a condigdo (g4)(7ii) torna-se
desnecessaria para a existéncia de uma solugao para o problema periédico. Dito de outra

forma, considerando o Problema (2.1), sob as hipoteses: (V), (g1) — (g3), (g5) e, ainda,
(Vo) a funcao V € C(RY,R) é 1-periddica em z;, 1 <i < N;

(g0) a funcdo g € C(RY x R,R") ¢ 1-periédica em z;, 1 <i < N,

podemos estabelecer

Teorema 2.2. Suponha que (V'), (Vo), (90), (g1) — (93) € (g5) sejam satisfeitas. Entao o

Problema (2.1) possui uma solugao.

Em [44] Liu e Wang estabeleceram a existéncia de solugoes ground states para (2.1)
no espaco inteiro. Eles consideraram as fungoes reais p, [ sendo poténcias puras. Para tal,
estes autores trabalharam em um espago de Orlicz apropriado. Em [13], Colin e Jeanjean
deram uma prova mais simples e resumida dos resultados de [44], pois ndo utilizaram
espacos de Orlicz, mas o espago usual H*(RY). O fato de terem trabalhado em H'(RY)
também permitiu cobrir uma classe diferente de nao-linearidades.

O Problema (2.1) foi estudado por Moameni [47] quando N = 2, V e g sdo duas
fungoes continuas 1-periddicas, e g tem crescimento exponencial critico. Em [44] Liu e
Wang consideraram véarios tipos de fungoes potenciais, dentre eles, o caso em que V ¢é
periddico. Entretanto, esses trabalhos foram desenvolvidos em espacos de Orlicz. Com
o mesmo proposito de Colin e Jeanjean em [13], damos uma prova mais simples dos
resultados de [44], j& que usamos o espago de Sobolev H'(RY). Nosso resultado (para
N > 3) complementa, de certa forma, aquele feito em [13], uma vez que Colin e Jeanjean
nao estudaram o caso periddico e, além disso, nés contemplamos uma nova classe de
fungoes potenciais, que engloba o potencial periddico.

Seguindo a estratégia desenvolvida em [13|, também utilizamos uma mudanga de
varidvel v = f~1!(u) e obtemos uma equacao semilinear cujo funcional associado esta
bem definido em H'(RY). A demonstraciao do Teorema 2.1 reside no estudo do funcional

energia associado ao problema modificado. Primeiramente, mostramos que o funcional
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possui a geometria do Passo da Montanha e estabelecemos que o nivel minimax, ¢, é
positivo (veja Lema 2.3). Para encontrarmos um ponto critico, a principal dificuldade a
ser contornada é a possivel perda de compacidade, desde que o Problema (2.1) é posto
em todo o RY. Contornamos esta dificuldade adaptando os argumentos utilizados em
[38, 39]: supomos que a solu¢ao da equagao em (2.1) seja a nula. Considerando o funcional
associado ao problema (funcional modificado), utilizamos uma versao do Teorema do
Passo da Montanha sem condi¢do de compacidade [25] para obtermos uma sequéncia
de Cerami associada ao nivel minimax. A seguir, utilizamos essa sequéncia de Cerami
para estabelecermos a existéncia de um ponto critico nao-trivial do funcional associado
ao problema peridédico. Além disto, somos capazes de verificar que o valor do funcional
associado ao Problema (2.1), neste ponto, ndo é superior ao nivel minimax do Passo da
Montanha e que, na realidade, este nivel minimax ¢é atingido. Finalmente, aplicamos
uma versao local do Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.3) para garantirmos a
existéncia de um ponto critico ndo-nulo do funcional associado ao Problema (2.1).
Organizamos este capitulo como segue: na Segao 2.1, apresentamos a estrutura
variacional devido & mudanca de varidvel (1.4), verificando, ainda, as condi¢oes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha e mostrando a limitagao das sequéncias
de Cerami associadas ao nivel minimax; e além disso, demonstramos um lema que ser-
nos-a fundamental para mostrarmos que a soluc¢ao encontrada nao é nula. Na Secao 2.2,
apresentamos dois resultados técnicos necessarios a demonstracao do Teorema 2.1. Na
Secao 2.3, demonstramos os Teoremas 2.1 e 2.2 e, assim, a existéncia de solugao para o
Problema (2.1) é estabelecida. Finalmente, na Se¢ao 2.4 — Apéndice —, fornecemos um

exemplo de fungdes g e go que cumprem as hipoteses (g1) — (gs)-

2.1 Estrutura variacional

Como estamos interessados em usar métodos variacionais, observamos inicialmente

que o Problema (2.1) é a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional energia

1

J(u) = —/ (1 4 2afu|*® V)| Vul? —i—l/ V(z)u? — G(z,u).
2 RN 2 RN RN

Todavia, devido & presenca do termo [y [u[***~Y)|Vu|?, fazemos uso da mudanca de
variavel (1.4) para tratarmos o problema variacionalmente. Depois desta mudanga de

variavel, a partir de J, obtemos o funcional

10) =5 [ 1Vl +5 [ Viere - [ 6w, (22
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que estd bem definido em H'(RY) e ¢ de classe C! sob as hipoteses (V), (V1), (g1) e
(g2) (veja Proposigao 1.9). Além disso (veja Lema 1.12), os pontos criticos positivos do

funcional I sao as solucoes fracas do problema

—Av+ V() f'(v)f(v) = gz, f(v))f(v),

(2.3)
ve H(RY), v>0.

Observamos que se v € C?(RY) N HY(RY), v > 0, é um ponto critico do funcional I,
entao a fun¢do u = f(v) é uma solugao cléssica de (2.1) (veja Observagao 1.13). Para o
caso onde a = 1, veja [13] ou [57]. Também observamos que para obtermos uma solugao
nao-negativa para (2.3), tomamos g(z, s) = 0, para todo x € R, s < 0. De fato, seja v

um ponto critico de I. Tomando w = v~, onde v~ = min{v, 0}, obtemos

[vees [ varese —o
RN RN
Como f(v)v~™ > 0, temos

e Vizg)f(opp~
/RNIW =0 e e T Bl -

Logo, podemos concluir que v~ = 0 quase sempre em RY e, portanto, v = v+ > 0.
Consequentemente u = f(v) é uma solu¢do (ndo-negativa) do Problema (2.1).

De maneira analoga, associado ao problema periddico, temos o funcional I, €

C'(H*(RY),R), definido por

W) =5 [ 190F+5 [ V@) o) - [ Gl o), (2.4

RN

onde go(x,s) = 0 para todo r € RY, s < 0.

Dessa forma, trabalhamos com o espago H'(RY) munido de uma das seguintes normas

il = ([ 0o view)

ol = ([ 19 + )

Observamos que, em vista das condigoes (V) e (V}), ambas as normas acima sao

equivalentes & norma usual de H*(RY).
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2.1.1 Propriedades geométricas

Aqui, apresentamos os resultados variacionais utilizados na demonstracao dos
Teoremas 2.1 e 2.2. Primeiramente, verificamos as condig¢oes geométricas do Teorema
do Passo da Montanha. Em seguida, apresentamos dois resultados relativos as sequéncias
de Cerami do funcional associado.

O lema seguinte mostra que o funcional (modificado) associado ao Problema (2.1),
satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Observamos
que a condigao (V}) consta, como hipdtese, em todos os resultados desta subsegao apenas
para termos [y V(2)f*(v) < co.

Lema 2.3. Suponha que (V'), (V1), (¢1), (92)

e (gs) sejam satisfeitas. Entao o funcional
I, definido por (2.2), satisfaz as condigoes 1(0) =0, (1) e (I2) do Teorema 1.1.

Demonstragao. Primeiramente, note que I(0) = 0. Agora, defina, para cada p > 0,

S, = {U c HY(RY): / |Vol? —|—/ V(z)f*(v) = ,02} :
RN RN
Desde que a fungao ¥ : H}(RY) — R, dada por
o) = [ Vol [ Via)fe),
RN RN
é continua, S, é um subconjunto fechado que desconecta o espago H'(R™). Tomando

0 <A< 1tal que ¢1/2 = (1 —)\) + Aa2%, por (V), a relagdo (1.21), a desigualdade de

Holder, o Lemma 1.4-(7) e o Teorema das Imersoes de Sobolev, temos

4] C
Gasw) < 3 [ rw+E [ P@e
RN RN q1 JrN
< gt ([ rw) (] e
5 e A A7
< ol ([ ) ([ L)
< gt ([ pw) (]
5 2000220 C' A2%/2
< 2_102_|_(a)f)\”p2(1—k) (/ |Vv|2>
Qo q1ayg RN
) 2020, C. .
< ,02—1-( @) 1_)\0 5p2(1—/\)+,\2 7

2a9 q1ayg
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para todo v € S, e alguma constante Cy > 0. Logo,

2 2ap q1 acl)_)‘ ’

I(v) > (1 _ i) 2 0 PCCs o syn

para todo v € S,. Como (1 — A)2 + A2* > 2, escolhendo 0 < 0 < g, concluimos, para p
suficientemente pequeno, que

co:=1inf I > 7> 0.

P
A condigao (1) é satisfeita.

Para mostrarmos a condi¢ao (), basta mostramos que existe ¢ € HY(RY), ¢ > 0 tal
que

I(tp) — —o0, quando t — +o0. (2.5)

Considerando ¢, > 0 a primeira autofuncao associada ao primeiro autovalor, A,, do
problema de Dirichlet
—Aw = w, em B,(0),

w =0, sobre 0B, (0),

tomamos a extensdo nula de ¢, para todo RY (ainda denotada por ¢,). Em vista da

condicao (gs), encontramos constantes C, R > 0 tais que
G(z,5) > Cys'™™ paratodo s > R e z € RY.

Pela continuidade de G, existe uma constante C; > 0, dependendo de Cy e R, tal que
G(z,8) > Cps*™ — Cy, paratodo (z,s) € B,(0) x [0, +00).
Logo, considerando o Lema 1.4-(7), (9) e a continuidade de V', obtemos, para todo t > 0,

[(t(p,«)
t2 2 1 2 4o

S 5 |v907"‘ + 3z V(I)f (thr) - C(0 f (t(pr) + Cl|Br<0)‘
2 2 JB,0) (0N {tpr (2)>1)

B,-(0)
A\ 12
< -

1 1
2a)2a Oyt i
<[ g BEOE [ g [ ¢+ CilB(0)]
B-(0) T'(O) ,.(O)Q{tcpr(x)>1}

para alguma constante Cy > 0. Agora, dado € > 0, existe 7 = () > 0 tal que \, < e.

Assim,

et’ 2 (204)%0275é o day2 2
I(ter) < - ot — or — CoC* ©? + C1|B,(0)].
B (0) »(0) - (0)N{tor(z)>1}
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Como B,(0)

| e a=f E R

B, (0) O {tr (2)>1} L (O)N{ter (2)<1}
segue que

£ (2a)2a C. 1

Itgr) < (5 - CoC™) 2 / R S / o + (CoC™ + Cy)|B,(0)].

2 B, (0) 2 B, (0)
Tomando & < 2C,C*, obtemos lim; ;o I(tp,) = —oco. Portanto (2.5) esta provado. A
prova do lema esté completa. O

Como consequéncia do Teorema 1.1 e do Lema 2.3, temos

Corolario 2.4. Suponha que (V), (V1), (g1), (92) e (g5) sejam satisfeitas. Entao o

funcional I possui uma sequencia (Ce)., com ¢ dado por (1.1).

A seguir, verificamos a limitagdo das sequéncias de Cerami (Ce) associadas ao

funcional I, e um resultado concernente ao comportamento dessas sequéncias.

Lema 2.5. Suponha que (V), (V1), (g1) — (g3) sejam satisfeitas. Entdo toda sequéncia de

Cerami (v,) em H'(RN) associada ao funcional I ¢ limitada.

Demonstragao. Inicialmente, afirmamos que se uma sequéncia (v,) C H*(RY) satisfaz

[ wul s [ Vo) <m (2.6)
RN RN
para alguma constante M > 0, entdo ela ¢ limitada em H'(RY). Para mostrarmos isto,

precisamos apenas provar que [,y v2 é limitada. Pela condi¢ao (V), o Lema 1.4-(9), (2.6)

e o Teorema das Imersoes de Sobolev, existem constantes C', Cy > 0 tais que

1 1 M
e A O E V(@) (o) <
/{vn<x>|<1} C? Jijon(@)1<1} C?ag Jrn agC?

2+ /2
/ v2 < / v > < Co (/ \Vv,f) < CoM?/2,
{lvn(z)|>1} {lon(z)|>1} RN

M .
/ vg:/ vfl—l—/ v2 < 2—1—6’0]\/[2/2.
RN {lon(2)[<1} {lon(2)[>1} aC

A afirmacgao esta provada.

Portanto,
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Seja, entdo, (v,) C H'(RY) uma sequéncia de Cerami para I no nivel ¢ € R, isto ¢,

3 [Vl 4y [ Voo - [ e ey =era.
17+ ) = 0a(1).

Tomando 0 < § < ag, por (2.7), (1.21) e a condigao (V'), temos

! / O / V@) ) = / Gl () + e+ 0,(1)

2 2
< o [ V@ L)+ 2 [ 1w et o)

2a0 Jry q1
o que implica em

%/RN Vo, |* + (% — 2iao> /]RN V(z)f2(v,) < % /RN |f ()| + ¢+ on(1). (2.8)

Pelo Lema 1.4-(6), (8), a condigao (V'), e notando que g > 0 e g(x,s) = 0 se s < 0, temos
/ 1
o< [ VaP+ [ V@) - [ et fe) i)
RN RN RN 4C&

Consequentemente, por (gs),

o) = 5o = [ | ate S0 (0) = 6o f0)

> [ 1= [ b

Entao, por (2.7) e o fato de que h; € L*(RY), encontramos uma constante C; > 0 tal que

[ e <, 29)

Como observamos na introdugao deste capitulo, ¢o < ¢;. Se g1 = @2, a desigualdade (2.6) é
obtida por (2.8), (2.9) e pela nossa escolha de 6. Agora, considere g, < ¢;. Seja 0 < A < 1
tal que ¢ = Ag2 + (1 — A)2a2*. Pela desigualdade de Hoélder, (2.8), (2.9), o Lema 1.4-(7)
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e a Imersao de Sobolev, temos

3 ) I+ (% - 210) [ v

< ([ ) ([ see) sero

2* C(s * =2
< (20) 70V =2 (/ |V, |2 ) +c+o0,(1)
q1 RN

2* C(s %(1_)\)
< (20) TN 22 (/ |an|2> + ¢+ 0,(1).
RN

q1

Agora, note que, pela condigao (g3), %(1 -\ = %% < 1. Portanto, a estimativa

(2.6) ¢ satisfeita, o que demonstra o lema. O

Lema 2.6. Suponha que (V), (V1), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja (v,) C H(RY) uma
sequéncia (Ce)., com ¢ dado por (1.1), tal que v, — O fracamente em H'(RY). Entao

existem uma sequéncia (y,) C RN e r,n >0 tais que |y,| — oo e

n—oo

limsup/ [ua|> > n > 0.
Br(yn
Demonstracao. Se o lema for falso, entao

n—oo

lim sup/ |vn|* =0, paratodo r > 0.
Br(yn)
Logo, temos (veja [15, 40| ou [64]):
lim |va|” =0, paratodo o€ (2,2"). (2.10)
n—oo RN

Seja 0 < f < (2* — 2)/2 suficientemente pequeno de modo que 2 + 3 < ¢; < 2a2* — 2af3.
Agora tome 0 < A < 1 tal que ¢1 = A2 + ) + (1 — X\)(2a2* — 2a3). Aplicando a
desigualdade de Holder e o Lema 1.4-(3), (7), temos

/RN |f(va)| < (/RN |f(vn)|2+ﬁ>A (/RN !f(vn)|2°‘(2*6))1_A
o () ()

Notando que 2 < 2 + 3, 2* — 3 < 2*, de (1.20), do Lema 1.4-(6), e de (2.10), vemos que
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para todo § > 0,

lim sup / gt ) )l

n—oo

. A 1-A
< lim sup [5/ v, |2 + Cs(2a) i (/ |vn|2+ﬂ> (/ |y, |2 _ﬁ) ]
n— o0 RN RN RN
zélimsup/ v, |2
n—oo RN

Entao, como 6 > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno e a sequéncia
(v,) C HY(RY) & limitada, obtemos

lim gz, f(vn) [ (vn)v, = 0. (2.11)

n—oo JpN

Desse limite e do fato de que (I'(v,),v,) — 0, obtemos

tim ([ wul s [ v@re)see) <o

Usando o Lema 1.4-(8), temos

lim (/RN IVu,|? + /RN V(x)fz(vn)> = 0. (2.12)

Com um argumento similar aquele usado na verifica¢ao de (2.11), podemos mostrar que

lim G(z, f(v,)) = 0.

n—0o0 JpN

Este limite, juntamente com (2.12), implica que I(v,) — 0, o que contradiz I (v,) — ¢ > 0.

O lema est4d demonstrado. O]

2.2 Resultados técnicos

Precisaremos também dos seguintes resultados na demonstracao do Teorema 2.1.
Antes de enuncia-los, vamos estabelecer um lema que sera empregado diversas vezes neste
trabalho. No que segue, dada h € F, utilizamos as notagoes: D. = D.(h) = {x € RV :
|h(z)| > e} e D.(R) = D.(R,h) = {z € RY : |h(z)| > &, |z| > R}.

Lema 2.7. Suponha que h € F. Entao |D.(R)| — 0 quando R — 0.

Demonstra¢ao. Como h € F, |D.| < oo para todo ¢ > 0. Queremos mostrar que
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|D.(R)| — 0 quando R — o0, isto ¢, lim,, o | D-(R,)| = 0, para toda sequéncia (R,) C R

tal que R,, — oo. Consideremos a fungao ¢ : RN — R dada por ((x) = xp.(z), ou seja,

1, sexe D,

@) = { 0, sex & D..

Temos ¢ € L*(RY) e ||¢|li = Jen [¢] = |D.|. Além do mais, definindo a sequéncia de
fungoes ¢, : RY — R por (,(z) = Xp.(r.)(2), segue-se |(,(z)] < |¢(z)]. Observando que
Ca(z) — 0 para quase todo ponto em RY, quando n — oo, temos, em virtude do Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que f]RN (¢, — 0 quando n — oo, demonstrando

o lema. L]

Lema 2.8. Suponha que (V1) e (g4) sejam satisfeitas. Seja (v,) C HY(RY) uma sequéncia

limitada e wy,(z) = w(x—y,), onde w € HY(RY) e (y,) C RY. Se |y,| — oo, entdo temos
Vo) =V (@)]f (vn) [ (0n)wn — 0,

[90(x, f(vn)) = g(, f(vn))]f (vn)wn — 0,

fortemente em LY(RY), quando n — oo.

Demonstragao. Dado § > 0, como w € H'(RY) C LP(RY), com p € [2,2*], encontramos

0 < € < § tal que, para todo conjunto mensuravel A C RY satisfazendo |A| < ¢, temos

/|w\2 <d e /]w]Q* < 0. (2.13)
A A

Fixando o valor de ¢ > 0, pomos D.(R;) = {x € RN : |Vy(z) — V(2)] > &, |z| > Ri}.
Invocando o Lema 2.7 e a condigao (V}), encontramos Ry > 0 tal que |D.(R;)| < €. Logo,

aplicando o Lema 1.4-(2), (3), a desigualdade de Hélder e a condicao (V;), obtemos
/ Vo(a) = V(@) |f (wn)] 1f (vn)] |wn]
RN\Bp, (0)

< Vollw / (o)l ] + & / £ ()] [
De(R1) RN\ (Bg, (0)UD:(R1))

1/2 1/2
< WWalle ([ 1B) " ol +2 ([ 17008 Tl

< [Vollollonllallwnll 2 (p. )y + €llvnll2llw]]2-

Consequentemente, usando (2.13) e tendo em vista que (v,) C HY(RY) ¢ limitada,
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encontramos uma constante C; > 0 tal que
/ Vo(a) = V(@) 1f ()| 1f () [wa] < CL(8Y +6). (2.14)
RN\Bg, (0)

Por outro lado, utilizando o Lema 1.4-(2), (3), a desigualdade de Holder, a condigao (V})

e o fato de (v,) C H*(RY) ser limitada mais uma vez, encontramos Cy > 0 tal que

/B " Vo(x) — V()| |f ()| |f (vn)] |wn)

<ol ([ 19600) ( [ e yn>|2) :
1/2 '
e ( /B . |w<x>|2> .

Portanto, uma vez que w € HY(RY) e |y,| — oo, decorre do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que existe ng € N tal que
/ Vo(@) = V()] [ (0a)] 1f (0a)] Jwn] < G20, (2.15)
Br, (0)

para todo n > ng. As desigualdades (2.14), (2.15) e o fato de 6 > 0 poder ser escolhido
arbitrariamente pequeno, implicam que [Vo(z) — V' (2)] f(vn) f' (vn)w, — 0 fortemente em
LY(RYM) quando n — oo.

Para mostrarmos o segundo limite no Lema 2.8, definimos D.(R;) = {z € RY :
\ho(z)] > e, ]| > Ro}, A, = [RM\Bg,(0)] N {z € RY : |u,(2)] < 1} e B, =
RM\[A,, U Bg,(0)]. Desde que hy € F, aplicando o Lema 2.7, encontramos Ry > 0
tal que |D.(Rs)| < e. Logo, aplicando a condi¢ao (g4), o Lema 1.4-(2), (3), a desigualdade
de Hélder e a limitagao da sequéncia (v,) C H'(RY), encontramos uma constante Cs > 0

tal que
/ g0, F(0n)) — gl o)) 1 (wa)] [l

<lale [ @l b [ )]
AnND<(Rs2) Ap\D:(R2) (2.16)

1/2 1/2
<||h2||oo(/ |vn|2) ||wn||Lz<D€<Rg>>+6(/ |vn|2) ol
RN RN

< C5(6Y2 + 6).

Por outro lado, como f é crescente, existe uma constante Cy > 0 tal que |f(s)|® <
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Cylf(s)[?** para todo |s| > 1. Logo, aplicando a condicio (g4), o Lema 1.4-(6),(7), a
desigualdade de Holder e a limitacdo da sequéncia (v,) C H'(RY), encontramos uma

constante C5 > 0 tal que

/ g0, (o)) — g, £ 1 (o) e

n

< Ihallec / £ )= ()] [wa] + & / F )™ (wa)] o]
BnND:(R2) Bn\D:(R2)
F (o) Flu)|®

q3

S TR A

BnNDe(R2) || By \D:(Rs) |vn|
27*

< @2 Cullal ([ 10 ) 7 ol

T 20)7200 ( / \vnP*) ool
RN

< 05(51/2* + (5)

(2.17)

Semelhantemente, obtemos

/B | (e 7)) = £l 1)

1/2 1/2*
< Gy ( / |w<as>|2> e ( / () ) ,
Bry(—yn) Br, (—yn)

para algumas constantes Cg, C7 > 0. Portanto, uma vez que w € HY(RY) e |y,| — oo,

decorre do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que existe ny € N tal que
/ lgo(, f(vn)) — g(z, foa))|f (vn)] |wn] < (Cs+C7)d, para todo n > ng. (2.18)
Br,(0)

Finalmente, as desigualdades (2.16) — (2.18) e o fato de § > 0 poder ser escolhido
arbitrariamente pequeno implicam que [go(z, f(vn)) — g(x, f(v)]f (va)w, — 0,

fortemente em L'(R"), quando n — oo. Isto conclui a demonstracio do Lema 2.8. O]

Lema 2.9. Suponha que 2 < q < 2a2* e h € F. Seja (v,) C HY(RY) uma sequéncia tal

que v, — v fracamente em HY(RY). Entdo
h(z)|f(v)|? — h(z)|f(v)|?  fortemente em L'(RY), quando n — oc.

Demonstracao. Argumentando por contradi¢ao, supomos que existem uma subsequéncia,



2.2 Resultados técnicos 43

ainda denotada por (v,), e € > 0 tais que

/!M@HU@M“%ﬂ@Mzs>Q para todo n € . (2.19)
RN

Agora definimos Ds(R) = {x € RY : |h(x)| > 6,|z| > R}. Como h € F, aplicando o
Lema 2.7, encontramos R = Rs; > 0 tal que |Ds(R)| < . Consequentemente, uma vez
que a sequéncia (v,) é limitada, utilizando a desigualdade de Holder, a propriedade (7)

do Lema 1.4, e o Teorema das Imersoes de Sobolev, temos

2a2* :q q/2a2*
/ |ﬂwWW<(/ 1$ﬂ)M2(/ \ﬂvWW) < 055
Ds(R) Ds(R) Ds(R)

para alguma constante C' > 0. Dessa forma,

2a2* —q

/)|MMHﬂmPﬂﬂWﬂéwu/ (F )l + 1F @)Y < O 57" (2.20)
Ds(R)

Ds(R)

para alguma constante C; > 0. Ainda pela defini¢ao de Ds(R), e pela limitagao de (v,),

existe uma constante Cy > 0 tal que

/ ()| [1f ()| = LF()]7] < 5/ (If ()" + [f(0)|7) < Ca0. (2.21)
RV\[BR(0)UD5(R)] RN

Como v, — v fracamente em H'(R"), decorre do Teorema das Imersdes de Sobolev que

v, — vem L (RY) p € [1,2*). Entdo, para R = R; > 0 dado acima, a menos de

loc

subsequéncia, temos

vn(z) — v(z) qt.p. em Bg, quando n — oo,
|f (v (2))|? — | f(v(x))]? q.t.p. em Bg, quando n — oo,

|on(2)] < wy(x) paracada n €N e q.t.p. em Bg, com w, € LP(Bg).

Agora, para 2a < g < 2a2*, temos pela propriedade (7) do Lema 1.4, que

|f (vn(2)|7 < (20)7 4|0, ()[4 < (2a)q/4o‘wggg(m) para cada n € N e q.t.p. em DBp.

Por outro lado, se 2 < ¢ < 2a, dividimos em dois casos: |v,(z)| > 1 e |v,(z)] < 1. Se

|un(x)| > 1, pelo Lema 1.4-(7) novamente, segue que

[f(Wa(@))]7 < (20)7 40 (2)|72* < (20)* wn ()] < (20) 7w ()
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para cada n € N e q.t.p. em Bg. E se |v,(x)| < 1, pela propriedade (3) do Lema 1.4,
temos
[f(on(@))]* < Jon(2)]" < 1 € LN(Br).

Considerando estas estimativas e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

obtemos
g/° F@al = [f @)1 — 0, quando n — .
Br(0)

Logo, tendo em vista que h € L>®(RY), existe ng € N tal que
/ |h()]-] | f ()| — | f(0)]?] < d, para todo n > ny. (2.22)
Br(0)
Portanto, decorre de (2.20) - (2.22) que, para n > ng = ng(9),
@)= 1@ < €655 + Cas -+
RN

para todo n > ng = ng(6). Como § > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, a

relagdo acima contradiz (2.19). Portanto, o lema estéd demonstrado. O

2.3 Demonstracoes dos Teoremas 2.1 e 2.2

Nesta segao, demonstramos os Teoremas 2.1 e 2.2, verificando que os funcionais [ e

Iy, definidos por (2.2) e (2.4), respectivamente, possuem pontos criticos nao-nulos.

2.3.1 Demonstracao do Teorema 2.1
Pelo Corolario 2.4, existe uma sequéncia de Cerami no nivel c, isto é, (v,) C H*(RY)
tal que

I(v,) = c>7>0 e |[I'(vy)||[(1+ [Jva]l) = 0, quando n — oo, (2.23)

com ¢ dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 2.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que v, — v fracamente em H'(RY). Deste fato e (1.20), temos que v é

um ponto critico de I, isto é, I'(v) = 0. Com efeito, pelo fato de C$°(RY) ser denso em
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H'(RY), basta mostrarmos que (I'(v), ¢) = 0 para todo ¢ € C5°(RY). Observe que

(I (0a), ) — (I'(0). ) — / (Yo, — Vo)V

B / F@a) f'(wa) = F) f' ()] V() (2.24)
+ / (@, F)F' @) = g, foa) f (vn)] -

Como v,, — v fracamente em H'(RY), temos que v, — v em L} (RY), com p € [1,2%).

Assim, a menos de subsequéncia,

vp(z) — v(z) q.t.p. em K :=suppp, quando n — oo,

|on(x)] < Jw,(x)| paracada n €N eq.t.p. em K, com w, € LP(K).

Consequentemente,

fn)f (vn) — f(v)f'(v) qt.p. em K, quando n — oo,
g(@, f(ea)) () = g(z, f(0))f'(v) q.t.p. em K, quando n — oo.

Além disso, pela condigao (V7) e o Lema 1.4-(2), (3),
V(@) f(vn) ' (vn) ] < V(@) f(0n)p] < IV ][oolwsl ] € LK)
e, como 4a < ¢ < 2a2*, por (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (6), (7), temos, para v, # 0, que

l9(z, f(va)) [ (va)el < dlonl [0l + Csl f(vn) |77 f (vn) ] ]

Tl (2.25)

||

< S| ] + (2a)" /4 Cslwg |27 g| € LN(K).

< Slwal [l + Cslf(vn) 1

Usando estas estimativas, (2.24), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a

convergéncia fraca v, — v em H*(RY), obtemos

(I'(vn), @) = (I'(v), ) — 0.

Como ['(v,) — 0, concluimos que I'(v) = 0.
Logo, se v # 0 a demonstragao fica concluida. Por outro lado, se v = 0, argumentamos

como segue. Pelo Lema 2.6, existem uma sequéncia (y,) C R e r, n > 0 tais que
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|Yn| — 00 quando n — oo, e

lim sup/ lv,|? >n >0, paratodo n € N. (2.26)
n—00 Br(yn)

Sem perda de generalidade, podemos supor que (y,) C ZY. De fato, se y, =
(yl w2, . yN) € RV, existe 2 € Z, 1 < i < N, tal que |y} — 2| < 1/2. Agora,
considerando z, = (21,22, ..., 2)) € Z, temos que |z, —y,| < \/ZZV:I |22 —yi|2 < V/NJ2.

n»~n?

Logo, By(yn) C B, /x/2(24), pois se x € B,(yn), temos |z, — x| < |z, — yn| + |yn — 2] <
\/N/2 + r. Portanto,

limsup/ [0, |2 > limsup/ v, > 1 >0, paratodo n€N.
B Br(yn)

n—0o0 r+\/ﬁ/2(zn) n—0o0

Entao, definindo u,(z) = v,(z+y,), n € N, temos que ||u,|lo = ||va||o para todon € N.
Portanto, a menos de subsequéncia, existe u € H'(RY) tal que u, — u fracamente em
H'(RY), u, — u fortemente em L?
(2.26), temos u # 0.

Afirmamos que v é um ponto critico de Iy. De fato, note primeiro que

(RM) e u,(z) — u(x) para quase todo x € RY. De

(Iy(un), @) — (Ig(u), ), quando n — oo, paratodo ¢ € C3°(RY). (2.27)

Com efeito, escrevendo

Tyun). ) = T30, ) = [ (Fu = V0¥
= [ ) () = ) @] Vel (2.28)
[ Lo ) = gl F(u))] 7 o)

pelos mesmos argumentos usados acima, deduzimos

/ (Vu, — Vu)Vyp — 0, quando n — oo
RN

/RN [f (wn) [/ (un) — f(u)f ()] Vo(x)p — 0, quando n — oo.
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Logo, a fim de provarmos (2.27), resta-nos analisar a ultima integral em (2.28). Veja que

[90(, f(u)) = go(, f(un))] f'(vn)g

(2.29)
= [go(z, f(w)) — g(z, fun)] f'(va) e + [g(, f(un)) — go(z, f(un))] [/ (vn) -

Agora, pela condi¢ao (g4)(i7) e com argumentos usados na prova de (2.25), obtemos uma

fungao ¢ € L'(K), K := supp ¢, tal que

g, f(un)) = gol(z, f(un))]f (un)p| < . (2.30)

Entao, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mais uma vez,

obtemos

l9(x, f(un)) = go(x, f(un)] f'(un) e — lg(x, f(u)) = golz, f(u))] f'(w)e (2.31)

em L'(K). A estimativa (2.25) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

também fornecem

9@, f(wn)f (un)p — g(x, f(w) f'(w)p em LY(K).

Além disso, de (2.25), (2.30) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

novamente, obtemos

go(x, f(w) f'(un)p — golw, f(w))f'(w)p em LY(K).

Consequentemente,

[90(x, f(w)) = g(x, f(un))] [ (un)e — lgo(x, f(u)) = gz, f(u))] f'(w)p (2.32)

em L'(K). As relagoes (2.29), (2.31) e (2.32) concluem a verificagao de (2.27).
Por outro lado, considerando ¢, () = ¢(x — y,), para n € N, pelas periodicidades de

Vb e go, obtemos
(Ii(un), @) = (Iy(vn), n), paratodo n € N. (2.33)

Efetivamente, como u,(z) = v, (z + y»),
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{Io(un(x)), p(x)) = V(@ + yn) Vo(z) de

RN

+ /RN Vo(@) f(vn(@ + yu)) ' (vn(@ + yn)) () dz

- /RN 9o(, f(vn(z + yu))) ' (v (x + yn))p(2) da.

Logo, fazendo a mudanga de variavel z = = + y,, e considerando as periodicidades de V;

€ gp, temos

(Io(un), ) = Vua(2)Ve(z —yn)dz + | Vo(z = yn) f(0a(2) f'(0n(2)) (2 — yn) dz

RN RN

B /RN gO(Z — Yn, f(Un(Z>>>f/(Un(Z))(p(z — yn> dz
— Vo, (2)Vn(z) dz +/ Vo(2) (0 () F (0 (2))on () dz

RN RN

_ /RN 9o(2, Fon())F (0n(2))on(2) d2
= (Lo(vn), @n),

o que verifica (2.33).

Além disso, aplicando o Lema 2.8, temos
[(£5(va), n) = (I'(vn), ¢u)| = 0, quando n — oco. (2.34)

Desde que ||@,] < [l@nllo = ll¢llo para todo n € N, e que (v,) C H'(RY) é uma sequéncia
(Ce)., temos que (I'(v,), pn) — 0. Logo, por (2.34), obtemos

(It (vn), on) — 0, quando n — oo.

O limite acima, (2.33) e (2.27) mostram que u é um ponto critico de Iy, como haviamos
afirmado.
Nossa proxima tarefa é verificar que Ip(u) < c¢. Para tanto, aplicamos a defini¢ao da

sequéncia (u,) e a condi¢ao (V;) para obtermos

I = 5 @)w) = 5 [ V@) = Fu)f ()]
+3 [ V@ = VD[P ) = o) f o] (25

+/RN Bgu, F0)f (000 — Cla, f(02))]
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Agora, pelas condigoes (V'), (V4), a propriedade (8) do Lema 1.4, e o lema de Fatou,

1 1
fimint 5 [ V@) () = flun) )i = 5 [ Vala)lra) = £ (@l
n—oo 2 RN 2 RN

(2.36)
Observamos que, em vista de v, — 0 fracamente em H'(RY), pelo Lema 2.9, com
h =V —V,, e pelo Lema 1.4-(8), obtemos

lim inf — /R (V@) = Vo@D () — f o) (wn)en] = 0. (2.37)

n—oo

Afirmamos, também, que

n—oo

lim inf /RN Bg(xa f(0n)) f (vn)vn — Gz, f(’Un))] (2.38)

> [ e sen - G s

Supondo a afirmagao como verdadeira, utilizamos (2.23), (2.35) — (2.38) e o fato de u ser

um ponto critico de Iy, para concluirmos

Lo F)7 0 G )

1 2 /
¢ > §/RNVo<x>[f (u)—f<U>f<U>“]+/ 2

RN

= Io(u) — g (Ty(u), ) = Tofw),
(2.39)
isto é, Ip(u) < ec.
Agora, vamos mostrar que max;>q lo(tu) = Iy(u). Para isto, definamos a fungao
n(t) := Io(tu), para t > 0. Como u é um ponto critico de Iy, segue que u > 0 (veja o

argumento abaixo). Portanto, podemos escrever

00 = ¢ [ 1vai+ [ Ve [ e s e
— o[ - [ [l ) _ WG )] )

tlul tlul

Note que, fixado x € RY a fungdo ¢ : (0, +00) — R definida por

e J)F(s) | Vala)f(s)f(s)

S S

¢(s)

é crescente. Este fato é uma consequéncia direta de (g4)(iii) e do Corolario 1.6 aplicados
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C(s) = g0, f(5)) 2 )" (s) Valx) (_f(S)f'(S)> '

B f4a—1( 3) s s
Agora observamos que 77'(1) = 0, ja que u é um ponto critico de Iy. Além disso, temos que
n'(t) >0 para 0 <t <1lern(t) <0 parat> 1. Portanto, In(u) = n(l) = max;>on(t) =

max;>o [o(tu). Consequentemente, por (2.39), (g4)(¢) e a definigao de c,

c < max I(tu) < max Iy(tu) = Ip(u) < c.
Isto implica que existe v € I' que verifica (1.3). Pelo Teorema 1.3, I possui um ponto
critico v no nivel ¢. De ¢ > 7 > 0 = I(0), temos que v é um ponto critico nao trivial
de I. Isto conclui a demonstragao do Teorema 2.1, exceto pela afirmacao (2.38) e pela
verificacao de que u > 0.

Mostremos agora que v > 0 em RY. Para tal, basta verificarmos que v > 0 em R,
Sabemos que v > 0. Além disso, pela Observacao 1.13, temos que v € CIIO’C’B(RN) para
algum 3 € (0,1). Agora, argumentando por contradi¢do, supomos que existe zo € RY tal

que v(zg) = 0. A equagdo (2.3) pode ser reescrita como

—Av + c(z)v = V(z) [ (v)(v = f(v)) + g(z, f(v) f'(v) 20,

onde c¢(z) = V(z)f'(v(z)) > 0, para todo z € RY, ¢ uma funcio continua e limitada.
Notamos também que do Lema 1.4-(3) temos v — f(v) > 0. Assim, aplicando o Principio
do Méximo Forte para solugoes fracas (veja [28]) em uma bola arbitraria centrada em z,
obtemos que v = 0. Isto contradiz o fato de que v é nao-nula.

Finalmente, concluimos a demonstragao do Teorema 2.1, verificando a relagao (2.38).

Primeiro, observamos que pelo Lema 2.9,
/ half(va)]* — 0, quando n — oo,
RN

jaque hy € F, 2 < g3 < 2a2* e v, — 0 fracamente em H'(R"). Invocando (g4) e o Lema
1.4-(6), temos

9z, f(s)) 1" (5)s = go(, f(s)) ' (s)s| = llg(, [(5)) = go(w, [ ()] (s)s]
< lg(z, f(s)) — go(=, f(s))]f ()]
< ha(x)|f(s)|®

Logo,
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fortemente em L'(RY), quando n — oo. Analogamente,

G(z, f(vn)) = Go(z, f(vn)) — 0

fortemente em L!'(RY), quando n — oco. Consequentemente, pela periodicidade de g,

n—o0

lim inf /RN Bg(m, fp)) f'(vn)vn — G(z, f(vn))}

(2.40)
~ lim inf /R ) ng(m, Flun)) F ()t — Golz, f(un))} |
Agora, de (g3), (g4) € 0 Lema 1.4-(6), temos, para s > 0,
go(x, f(5))f'(s)s = Go(z, f(s))
> ool £() — e S5
+4ig<x FEN() = Gla, 1(5)) + G, /() = Gola, f(3))]
> —4—h2( 2)|f ()| = ha(2).
Além disso, pelo Lema 2.9, temos que
/IRN ho(2)|f (up) % — /RN ho(2)|f(w)]|*, quando n — oo. (2.41)
Portanto, desde que go(x,s) =0 se s < 0, pelo Lema de Fatou,
1 1
lim inf —go(z, f(un))f (un)uy — Gol@, f(un)) + —ho| f(un)|® + ha
n—00 /RN |:2 4o :| (242>

> /RN Ego(x,f(u»f'(u)u — Go(z, f(u)) + %hﬂf(u)‘% i h1:| '

De (2.40) — (2.42) obtemos (2.38). A demonstragao do Teorema 2.1 esta completa. O

2.3.2 Demonstracao do Teorema 2.2

Nossa argumentacao segue os passos iniciais da demonstracao do Teorema 2.1. Como

g satisfaz (g1), (g2) e (g5), empregando o Corolario 2.4, encontramos uma sequéncia
(v,) C HYRY) tal que

Iy(v,) —c>7>0 e |[L(v)|[(1+ [Jual]) = 0, quando n — oo, (2.43)
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onde ¢ é dado pelo Teorema 1.1. Em vista do Lema 2.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que v,, — v fracamente em H'(R"). Deste fato e (1.20), temos que v ¢ um
ponto critico de Iy, isto é, I}(v) = 0. Logo, para concluirmos a demonstra¢ao do Teorema
2.2, basta supormos que v = 0.

Pelo Lema 2.6, existem uma sequéncia (y,) C RY e r, n > 0 tais que |y,| — oo quando
n — oo, e

lim sup/ lv,|? >n >0, paratodo n € N. (2.44)
Br(yn)

n—oo

Como na demonstragiao do Teorema 2.1, podemos supor que (y,) C Z". Assim, definindo
un(z) = vp(x4yn), n € N, temos que ||u,|lo = ||vnllo, para todo n € N. Consequentemente,
tomando uma subsequéncia se necessario, existe u € H'(RY) tal que u,, — u fracamente

em HY(RY), u, — u fortemente em L? (RY) e u,(x) — u(z) para quase todo z € RY.

loc
Afirmamos que v é um ponto critico de Iy. De fato, dado ¢ € HY(RY), por (V1), (g1) e
(g2), obtemos

(T (un), ) — (To(u), @), quando n — oo, (2.45)
Por outro lado, considerando ¢, (z) = ¢(z — y,), para todo n € N, pelas periodicidades
de Vj e gg, obtemos

(I5(uy), ) = (I} (vyn), pn), paratodo n € N.

Consequentemente, por (2.43) e o fato de que ||¢,]lo = ||¢llo, para todo n € N, concluimos
que

(I} (uy), ) — 0, quando n — oc.

Este limite, juntamente com (2.45), mostra que u é ponto critico de Iy, e a afirmagao
esta provada. Além disso, (2.44) implica que u # 0, e como no Teorema 2.1, u > 0. O

Teorema 2.2 estd demonstrado. O

2.4 Apéndice

Um exemplo de fungoes g e g que satisfazem as hipoteses (g1) — (g5) ¢ dado a seguir.

Tomando 4o < q; < 2a2*, consideremos

1 f(x)|s|*~t s> 0;
— ]_ _— —
9(zs) ( * |z] + 1) 90(@ 5) ‘ () { 0, 5 <0,
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onde f(x) é uma fungdo continua, 1-periddica e limitada inferiormente por uma constante
positiva (por exemplo, f(x) =2+ sin[27(x1 + 22 + ... + zn)]).

Verifiquemos as hipoteses:

(91) gl ) |s|% — 0 quando s — 0.

|z| + 1

(m)@@ﬁﬂzf@)0+

(93) Tomando ¢a = ¢; e hy > 0, existe az > 0 tal que

1 1

1 1
_ _ — | = _— 1 - a > a > q2 __ .
o9, 5)s=Cla,s) Qa %)ﬂm(-+m+1)w > ass|" = asls| ()

(94) Tomando g3 = q; € hy = 1/(|x] + 1), temos

(1) g > go implica que G > Go;

|51 = ha(@)[s|®7

(17) |g(x,s) — golx, s)| = 2|+ 1

= f(z)|s|"** é ndo-decrescente na variavel s > 0.

G 1
(g5) hgiogf% = liminf - f(z) (1+ T
z € RV,

)|s|q1_4a > 0, uniformemente em



Capitulo

3

Equacoes de Schrodinger quasilineares
com potencial nao-limitado e

nao-linearidade subcritica

Neste capitulo, estudamos a existéncia de uma solucao para o problema eliptico

quasilinear

{ —Au— A(jul)|uf2u+ V() = g(z,u), xR, (3.1)

we HY(RY) N LS (RN), u > 0,

loc

onde a >3/4,V :RY - Reg:RY x R — R sdo fungoes continuas.

A principal razao deste capitulo é mostrar que a nao limitacao do potencial V' nao
exige a utilizagao de espagos do tipo Orlicz, utilizados em [44, 57| e nos outros trabalhos
que lidam com esta classe de potencial, para se encontrar uma solugao para o Problema
(3.1) via teoremas de minimax. Mais especificamente, usando uma estrutura variacional,

estabelecemos uma soluc¢do para o Problema (3.1), supondo que V satisfaz:

(V') existe uma constante ay > 0 tal que
V(z) >ap >0, paratodo =€ RY;

(V3) para qualquer D > 0, [{z € RY : V(z) < D}| < oo.

Sendo G(z,s) = fos g(x,t) dt a primitiva de g, também supomos as seguintes hipoteses,

j& comentadas anteriormente:
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(q1) g(x,s) =o0(]s]), quando s — 0", uniformemente em x € RY;

(g2) existem constantes aj,as > 0 e 4o < ¢ < 202" tais que

lg(z,8)| < ay + ay|s|"™, para todo (z,s) € RY x [0, +oc0);

(g3) existem constantes az > 0, g2 > N(q; — 4)/2 e uma fungio h; € LY(RY) tais que
1 . N
Eg(aj, s)s — G(z,s) > azgs® — hy(x), paratodo (z,s) € RY x [0,+00),

onde ¢; é dada pela hipotese (go);

(g5) lim inf G, s)

5—00 54

>0, uniformemente em z € RY.
O nosso principal resultado deste capitulo ¢ o seguite:

Teorema 3.1. Suponha que (V), (Va), (91) — (g3) e (g5) sejam satisfeitas. FEntao o

Problema (3.1) possui uma solugao.

Além de generalizar outros fatores mencionados na Introducao, como a condigao de
crescimento subcritico, o valor de a e a condicao de superlinearidade de Ambrosetti-
Rabinowitz, este capitulo melhora, no que se refere a existéncia de solucao, os trabalhos
[23] ou [57], e outros relacionados, uma vez que lida com a func¢do potencial V' nao-
limitada, sem recorrer aos espacos de Orlicz, que foram imprescindivelmente empregados
nesses trabalhos.

Observamos que a hipotese (V) generaliza: [on 1/V < 00 e limjy—o V(z) = 400
adotadas em [23]. Realmente, temos &|{z € RY : V(z) < D}| = f{zeRN:V(x)gD} = <
f{xeRN:V(x)SD} ﬁ < fan ﬁ < o0o. A generalizacao da coercividade ¢ imediata. Os
exemplos a seguir ilustram a distin¢do destas propriedades. A funcao V(z) = |z| + 1
satisfaz a condigao (V), limy, o V() = +00, mas ndao satisfaz [, [V (z)]™' < co. Ja a
funcio V(x1,x9,...,xx) = 1 + 23[sin®(27xy) + 22 + ... + 2%]%, com a > N, satisfaz a
condigao (V), [en[V(2)]7! < 0o, mas nao satisfaz lim, . V(x) = +0o0.

Para demonstrarmos o Teorema 3.1, usamos a mesma mudanca de variavel empregada
no Capitulo 2, e assim, obtemos um funcional associado bem definido no subespaco
X C HY(RY) caracterizado abaixo, que permite-nos utilizar uma versao do Teorema do
Passo da Montanha sem condicao de compacidade e estudar o problema variacionalmente.
Encontramos entao, uma sequéncia de Cerami associada ao nivel minimax, a qual nos
direciona a solucao de nosso problema. Utilizando apenas um argumento de contradigao,

a0 supormos que a unica solugao para a nossa equagao ¢ a solu¢ao nula, obtemos que o
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nivel do passo da montanha deveria ser igual a zero, o que é um absurdo. Isto nos leva
a concluir a existéncia de solu¢ao (néo-nula) para o nosso problema. O fato de que a
solucao encontrada é positiva, segue o mesmo argumento que usamos para a solucao do
Capitulo 2.

Cremos que a brevidade deste capitulo dispensa o antincio de um roteiro para o mesmo.

3.1 Estrutura variacional

Com a mesma mudanga de variavel (1.4), o funcional (modificado) associado ao

problema deste capitulo ¢ o mesmo do Capitulo 2:
1 2 1 2
Iw)=5 [ [VuP+5 | V(@)f(v)— | Gz f(v)). (3.2)
2 RN 2 RN RN

Todavia, devido a condi¢ao (V3), ndo é possivel estudarmos o problema utilizando
diretamente o espago de Sobolev H'(RY™). Por esta razdo, empregamos um subespaco

fechado deste, a saber,

X = {v € H'RY): /RN V(z)v? dr < oo} :

munido com a seguinte norma

il = ([ o+ view)

o qual também nos permite obter a limitagao, em H'(RY), das sequéncias de Cerami
associadas ao nivel minimax do Teorema do Passo da Montanha. Notamos que, pela
condigao (V), a imerséo (X, || - [|x) = (H'(RY), || - [| ;1)) é continua.

Como demonstrado no Capitulo 1, sob as hipoteses (V'), (g1) e (g2), o funcional I esté
bem definido em X e pertence a C*(X,R) (veja Proposigao 1.10). Além do mais, sua

derivada é dada por

@)= [ Vover [ vresew- [ g fe)sew,

RN

para todo v,w € X (veja também [57]). A equagao de Euler-Lagrange associada ao

funcional energia I é dada por

—Av+ V() f'(v)f(v) = gz, f(0)) f'(v), veEX. (3.3)
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Uma fungao v € H'(RY) ¢ chamada uma solugao fraca de (3.3) se, para todo
© € C°(RY), vale

/RN VoV + /sz V() f'(v)f(v)e — /RN g(z, F) f(v)p = 0.

Em conformidade com o Capitulo 2, também observamos que, a fim de obtermos uma

solugao nao-negativa para (3.3), supomos g(x,s) = 0 para todo x € RY, s < 0.

3.2 Propriedades geométricas e alguns resultados

Nesta secao, apresentamos os resultados que, juntos, compoem a demonstracao do
Teorema 3.1. Seguindo a idéia do Capitulo 2, apresentamos as condigoes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha e a limitacao em H'(RY), e ndo, em X, das sequéncias
de Cerami do funcional associado. Finalmente, demonstramos dois resultados técnicos

imprescindiveis & nossa prova do Teorema 3.1.

Lema 3.2. Suponha que (V), (g1), (92) e (g5) sejam satisfeitas. Entao o funcional I,
definido por (3.2), satisfaz as condigoes I1(0) =0, (I1) e (I3) do Teorema 1.1.

Demonstra¢ao. Como no Capitulo 2, definimos, para cada p > 0, o conjunto

S, = {UEX: |Vv|2+/RNV(x)f2(v):p2}7

RN

e definimos a fungdo ¥ : X — R, por U(v) = [on [V[*+ [on V() f?(v). A demonstracao
¢ a mesma do Lema 2.3. [l

Como consequéncia do Teorema 1.1 e do Lema 3.2, temos

Corolario 3.3. Suponha que (V'), (g1), (g2) € (g5) sejam satisfeitas. Entao o funcional

I possui uma sequéncia (Ce)., com ¢ dado por (1.1).

O lema seguinte estabelece a limitacao em H'(RY) das sequéncias de Cerami

associadas ao funcional I.

Lema 3.4. Suponha que (V'), (g1) — (93) sejam satisfeitas. Entdo toda sequéncia de

Cerami (v,) C X associada ao funcional I € limitada em H'(RY).

Demonstracao. Obtemos essa limitacao a partir do fato de que podemos mostrar que
Jan VU2 4+ [on V(2) f2(v,) < M, para alguma constante M > 0. Para isto, referimos o
leitor ao Lema 2.5, no Capitulo 2. O]
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Os proximos resultados sao fundamentais para o argumento de contradigao na nossa
demonstragao do Teorema 3.1. O lema a seguir é a principal razao de nao utilizarmos

espagos do tipo Orlicz no tratamento do Problema (3.1).

Lema 3.5. Suponha que (V'), (Va), (g1) — (g3) sejam satisfeitas. Se (v,) C X € uma

sequéncia (Ce). tal que v, — 0 fracamente em H'(RY), entdo ¢ = 0.

Demonstragao. Desde que (I'(v,), v,) — 0,

/R Vet + /R V@) f @) f (vn)vn = / g(x, F(0)) ' (Vn)vn + 0n(1).

RN

Assim, pelo Lema 1.4-(6), (8), pela condicao (V') e (1.20), segue-se

/RN Vo, | + %/RN V() f*(va) < 5/RN |f(on)” + Ca/ |fo)|T + 0a(1).  (3.4)

RN

Além disso, como I(v,) — ¢, segue que

e=3 [ Vul+g [ V@re - [ e oo @)

RN

e também, por (1.21), temos

) 9 C "
[c@seni<g [ Pers [ e (3.

Afirmamos que se v, — 0 fracamente em H'(R"), entao

lim |f(vn)|P =0, paratodo 2 <p < 2a2". (3.7)

n—oo [pN

Supondo a afirmagdo como verdadeira e usando (3.4)—(3.6), obtemos ¢ = 0. Portanto, o
Lema 3.5 esta demonstrado, exceto por (3.7), que a partir de agora, passaremos a provar

Da prova do Lema 3.4, existe M > 0 tal que

/RN |Vun|? + /RN V(x)f(v,) < M. (3.8)

Consequentemente, pelo Teorema das Imersoes de Sobolev, existe C; > 0 tal que

/RN ol < C. (3.9)

Agora, dado D > 0, defina A = {x € RY : V(2) < D, |z| > R} e B=RN\(Br(0) U A).
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Pela condicao (V3), (3.8) e o Lema 1.4-(9),

Moz [ VErw)
B
> [ Df*(vn) (3.10)
B
> (2D v2 +C*D PRESS
B{|vn|<1} BO{|un|>1}

Além disso, como 2 < p < 2a2*, pelo Lema 1.4-(3),(7) e a desigualdade de Hélder,

encontramos 0 < A < 1 tal que

/ FanlP < / [P + (2Pl / o /2
B B {|vn|<1} B |vn|>1}

A 1-a (3.11)
<[ aearne ([ ) ([ )
Bn{|vn|<1} BN{|vn|>1} RN
para todo R = Rp > 0. De (3.9), (3.10), (3.11), temos
J 1l < g+ oy (55 o (312)
s T C?D C2D v '

Por outro lado, usando a condigao (V2) mais uma vez, podemos encontrar um R = Rp > 0

tal que |A| < 1/D. Consequentemente, usando a desigualdade de Hélder, o Lema 1.4-(7)

e (3.9), temos
2a2*% —p * p/20&2*
[t < 4= ([ 1))
A A

202% —

1\ 2
< CQ (5> ,

para alguma constante Co > 0. Entao, por (3.12), (3.13), dado € > 0, podemos tomar

(3.13)

D > 0 suficientemente grande de modo que

/ Flol <e.
RN\BRr(0)

Finalmente, como v, — 0 em H'(R"), pelo Lema 1.4-(7) e o Teorema das Imersoes de

Sobolev, obtemos
lim |f(v,)|P = 0.

%0 J BRr(0)

Portanto, (3.7) vale, como afirmado. O Lema 3.5 esta demonstrado. ]
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Lema 3.6. Suponha que (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja (v,) C X uma sequéncia (Ce),

tal que v, — v fracamente em H*(RY). Entdo v é uma solugdo fraca para a equagdo de

Demonstragio. Como (v,) C X ¢ uma sequéncia (Ce)., para todo ¢ € C5°(RY), segue-se
[ vever [ Ve [ gt ) —o.
RN RN RN
Logo, devemos verificar que

/ (Vo — Vo)V + / )/ (vn) — F(0)f ()] V(@)
RN RN (3.14)

[ ot )10 ~ g SN @l 0

RN P (RN
Uma vez que v, — v fracamente em H'(R"), temos que v, — v em L] (RY), com

p € [1,2*). Entdo, a menos de subsequéncia,

() — v(r) q.t.p. em K :=suppp, quando n — oo,

|on ()| < |w,(z)| paratodo n €N eq.t.p. em K, com w, € LP(K).

Consequentemente,

fn)f (vn) — f(v)f'(v) qt.p. em K, quando n — oo,
g(x, f(o)f'(v,) — gz, f(v)f(v) q.t.p. em K, quando n — oc.

Além disso, pela continuidade de V' e do Lema 1.4-(2), (3), existe uma constante C' > 0

tal que
V(@) f(va) [ (va) | < [V (@) f(vn)e] < Clus| o] € LY(K)

e, como 4o < ¢ < 2a2*, por (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (6), (7), temos, para v,, # 0, que

lg(z, f(oa)) f'(on) el < Olonl o] + Cslf (wn) |7 (un)] o]

11 f(0n)] o]
|Un|

< Slws] ¢l + (20)0 4 Cslwa % g| € LA(K).

< Olwa| ] + Cs| f(vn)]9

Usando estas estimativas, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a

convergéncia fraca v, — vem H'(RY), obtemos (3.14). O Lema 3.6 esta demonstrado. [J
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3.3 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta secao, demonstramos o Teorema 3.1.
Inicialmente, invocamos o Corolario 3.3 para encontrarmos uma sequéncia de Cerami

no nivel ¢, isto é, (v,) C X tal que
Io) —c>7>0 e [P+ ]l) -0, quando n— oo,

com ¢ dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 3.4, podemos supor, sem perda de
generalidade, que v, — v fracamente em H'(R”"). Do Lema 3.6, temos que v ¢ uma
solucdo para a equagao (3.3). Agora, supomos por contradigao, que a fungao identicamente
nula seja a tnica solu¢ao para a equagao (3.3). Logo, tendo em vista o Lema 3.5, obtemos
¢ =0, que é uma contradicao. Assim, v é nao-nula. Mais do que isto, obtemos que v > 0
e, portanto, u ¢ uma solu¢do (positiva) para nosso Problema (3.1) (veja Capitulo 2). A

demonstracao do Teorema 3.1 esta completa. U

Observagao 3.7. Queremos destacar um fato curioso: embora tenhamos trabalhado com
um subespagco X C H*(RYN) definido apropriadamente em fungao do potencial V', sabemos,
apenas, que v € HY(RYN) mas nao temos, necessariamente, que v € X. Por outro lado,
a solugdo u = f(v) encontrada para nosso problema original estd, realmente, em X. De

fato, por (3.8) e o Lema de Fatou, temos que

n—oo

/RN V(z)u® = /RN V(z)f*(v) < liminf /RN Vi(2)f2(v,) < M.



Capitulo

4

Equacoes de Schrodinger quasilineares

assintoticamente peridédicas com

crescimento critico

Nosso objetivo aqui é estabelecer, sob uma condicao de periodicidade assintotica no

infinito, a existéncia de uma solugao para o problema critico

—Au — A(Jul*)|ul**2u + V(z)u = K(z)|u*** 2u+g(z,u), xRV, 1)
4.1
we H'(RYN) N L

loc

(RM), u >0,

onde a > 3/4, eV, K :RY - Reg:RY xR — R sao fungdes continuas. Note que

2a2* = 4aN/(N — 2) corresponde ao expoente critico para o Problema (4.1).
Consideramos, também, neste capitulo, a classe F de funcoes h € C'(RY, R)N L>(RY)

tais que, para todo € > 0, o conjunto {z € R : |h(z)| > €} tem medida de Lebesgue

finita. Entao, supomos que V' e K satisfazem

(V') existe uma constante ag > 0 tal que

V(z) > ap >0, paratodo =€ RY;

(V1) existe uma fungao Vo € C(RM R), 1-periédica em x;, 1 <i < N, tal que Vo—V € F
e
V(z) < Vp(z), paratodo z € RY.
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(K) existe uma fungao Ky, € C(RY,R), 1-periédica em z;, 1 < i < N, e um ponto
2o € RV, tais que K — Ky € F e

(i) K(z) > Ko(z) >0, paratodo x € RY,
(i) K(z) =||K|le + O(|lz — 20/¥7?), quando =z — zy.

Considerando G(z,s) = fos g(x,t)dt, a primitiva de g, também supomos as seguintes

hipoteses:

(g1) g(x,s) = o(]s]), quando s — 0T, uniformemente em z € R";

9) existem constantes ai,as > 0 e 4a < ¢ < 202* tais que
g q q

lg(z,8)| < ay + ay|s|"™, paratodo (z,s) € RY x [0, +o0);

(g) existe uma constante 2 < gy < 2a2* e fungoes hy € L'(RY), hy € F tais que

1
4—g(x,s)s — G(z,8) > —hy(z) — hy(2)s%2, para todo (z,s) € RY x [0, +o0).
!

Conforme dito na Introdugao deste trabalho, as condigoes (g1) e (g2) possibilitam-nos
usar métodos variacionais para estudarmos o Problema (4.1), e permitem-nos verificar
que o funcional associado possui um minimo local na origem. A condi¢ao (g>) impoe um
crescimento subcritico para g. Sob as hipoteses acima, o funcional associado nao satisfaz

uma condigdo de compacidade do tipo Palais-Smale, uma vez que o termo K (z)|u|?*? 2

U
é critico e o dominio é todo o RY.

Como antes, a periodicidade assintotica de g no infinito é dada pela seguinte condicao.

(g4) existem uma constante 2 < g3 < 2a2* e fungoes hy € F, go € C(RY x R, RY),

1-periodica em x;, 1 < i < N, tais que

(i) G(x,s) > Go(x,s) = [, go(w,t)dt, paratodo (z,s) € RN x [0, +00),

(ii) |g(x,s) — go(z, s)| < hs(z)]s|®~, paratodo (z,s) € RN x [0, +o0),

S4a71

(73i) a fungao s — go(z,s)/ é nao-decrescente na variavel s > 0.

Observamos que, devido ao termo critico, a condigdo (g4)(ii) nos capacita a
verificarmos a limitagdo das sequéncias (Ce). sem que ocorra g > 0, como exigido no
Capitulo 2.

Finalmente, também supomos que g satisfaz:
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gt) existe um conjunto aberto e limitado  C R¥, contendo z, dado por (K)(ii), tal
5

que
G\I(jf;)s ) — 00, quando s — oo, uniformemente em x € 2,
onde
g1 ge 3K N<8e a>3/4, ou N>9 e a>(N-2)/8,
U(s) =< s22llogs, se 3<N<8 e a=3/4,

s se N>9 e 3/4<a<(N-2)/8.

Agora, podemos enunciar nosso resultado principal deste capitulo, que fornece a

existéncia de solugdes para o caso de expoente critico, que fora conjecturado em [44].

Teorema 4.1. Suponha que (V), (i), (K), (a1), (g2), (95), (1) € (gL) sejam satisfeitas.

Entao o Problema (4.1) possui uma solugao.

Assim como no Capitulo 2, observamos que no caso particular: V = V5, K = K,
g = go, 0 Teorema 4.1, sem a condigao (g4)(i?i), claramente nos da uma solugdo para

o problema periodico. Mais especificamente, considerando o Problema (4.1), sob as
hipoteses: (V), (1), (g2), (g5), (g5) e

(Vo) a fungao V € C(RM,R) é 1-periddica em x;, 1 < i < N;

(Kp) afuncio K € C(RN R) é 1-periodica em z;, 1 < i < N, e existe um ponto xy € RV,
tal que
(i) K(x) >0, paratodo = € RY,
(ii) K(x) = ||K|leo + O(|z — 29|¥72), quando z — zo;

(g)) a funcdo g € C(RY x R,R) é 1-periddica em z;, 1 <i < N,
podemos estabelecer:

Teorema 4.2. Suponha que (V'), (Vo), (Ko), (95), (91), (92), (g5) € (g5) sejam satisfeitas.

Entao o Problema (4.1) possui uma solugao.

As fungoes g e go, fornecidas no Capitulo 2, também, satisfazem as hipoteses (g3) e
(g5). Para vermos isto, basta tomarmos qualquer 2 < gy < 202*, hy, hy > 0 e
(a) 202 —1 < ¢y <202*, se3<N<8ea>3/4ouN2>9ea>(N-2)/8;
(b) 32°/2 < q1 <202*, se3 < N<8ea=3/4
() da < q1 <202, se N>9e3/4<a<(N-2)/8.
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Estudos matematicos recentes [43, 44, 45, 52| tém se concentrado na existéncia de
solugoes para (4.1) no caso subcritico (K = 0) e g(z, s) = [s|P71s, 4 < p+1 < 22*, N > 3.
Em [44], por uma mudanca de variavel, o problema quasilinear foi reduzido a um semilinear
e uma estrutura de espagos de Orlicz foi usada para provar a existéncia de uma solugao
positiva para todo p positivo (em frente ao termo nao-linear) via Teorema do Passo da
Montanha. Em [13], Colin e Jeanjean também fizeram uso de uma mudanca de variavel
no intuito de reduzir a equacdo (4.1), com K = 0, & uma equacao semilinear. Usando o
espaco de Sobolev H'(RY), eles provaram a existéncia de solugoes, fundamentados nos
resultados classicos desenvolvidos por Berestycki e Lions [6] onde N = 1 ou N > 3, ¢
Berestycki, Gallouét e Kavian [5] onde N = 2. Deverfamos também mencionar o artigo
[45] onde os autores usaram o método de Nehari e consideraram um problema quasilinear
mais geral, incluindo casos nos quais a mudanga de varidvel nao se aplica.

Os principais resultados neste artigo fornecem a existéncia de solug¢ao para o caso de
expoente critico, o qual fora mencionado e deixado em aberto em [44].

Observamos que um problema do tipo (4.1) fora estudado por Moameni [47], para
N = 2, com V e g sendo duas fung¢oes continuas 1-periddicas e g com crescimento
exponencial critico. Para N > 3, Moameni [46] estabeleceu a existéncia de uma solugao
nao-negativa para o caso onde o expoente é critico e a fungao potencial V' é radialmente
simétrica e satisfaz alguma condi¢ao geométrica diferente da periddica. Além disso, uma
estrutura de espagos de Orlicz fora empregada.

Notamos, também, que durante a preparacao deste trabalho, veio ao nosso
conhecimento um outro resultado [20], devido a do O, Miyagaki e Soares, que contém
um resultado similar ao Teorema 4.2 sob uma hipo6tese mais restrita para o potencial V.
Além disto, o termo nao-linear g considerado em [20] foi uma poténcia pura.

A idéia para provarmos nossos resultados deste capitulo é motivada pelos argumentos
usados em [13, 44|. Também usamos uma mudanga de variavel para reformularmos o
problema, obtendo um problema semilinear que tem um funcional associado bem definido
no espaco de Sobolev H'(RY) e satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do
Passo da Montanha (veja [2]). A seguir, adaptamos o argumento empregado em [38, 39],
supondo que a solugao para a equagao de (4.1) é a solugao nula. Considerando o funcional
associado ao problema modificado, usamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha,
sem condigao de compacidade [25], para obtermos uma sequéncia de Cerami associada ao
nivel minimax. Em seguida, utilizamos esta sequéncia e um resultado técnico devido a
Lions (veja [15]) para obtermos um ponto critico nao-trivial do funcional associado ao
problema periédico. Além disso, somos capazes de verificar que o valor do funcional

associado ao Problema (4.1) neste ponto é menor ou igual ao nivel minimax do Passo
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da Montanha e que este nivel é atingido. Finalmente, empregamos uma versao local
do Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.3) para obtermos uma solugdo para o
Problema (4.1).

Organizamos este capitulo da seguinte forma: na Segao 4.1, introduzimos a estrutura
variacional associada ao Problema (4.1), verificando a geometria do Passo da Montanha e
o comportamento das sequéncias de Cerami associadas com o nivel do Passo da Montanha.
Na Secao 4.2, apresentamos uma estimativa que assegura que o nivel minimax do funcional
associado ao problema modificado esta abaixo de um certo nivel critico. Na Secao 4.3,

demonstramos os Teoremas 4.1 e 4.2.

4.1 Estrutura variacional

Nesta secao, além de introduzirmos o espago de fungoes no qual iremos trabalhar,
verificamos as condi¢oes geométricas do Teorema do Passo da Montanha e apresentamos
resultados concernentes ao comportamento das sequéncias de Cerami do funcional
associado: mostramos a limitacao das sequéncias de Cerami e uma proposicao que
serd essencial para garantir que as solugoes encontradas nas nossas demonstragoes dos
Teoremas 4.1 e 4.2 nao sejam nulas.

Observamos que o Problema (4.1) é a equacdo de Euler-Lagrange associada ao

funcional energia

1 - 1 1 .
J(u) = §/RN(1+204\U]2(2 1))\Vu\2+§ /RN V(x)u2—2a2* /RN K(z)|u® > —/RN G(z,u).

A fim de empregarmos métodos variacionais no tratamento de nosso problema,
utilizamos, devido ao termo [ [u[***~V)|Vu|?, a mudanca de varidvel v = f~!(u),
onde f é definida por (1.4), encontrando assim, um espago de fungdes apropriado, onde
possamos empregar métodos de minimax ao novo funcional obtido.

Depois de tal mudanca de variavel, (1.4), a partir de J, obtemos o funcional

10 =5 [ VeP+s [ V@r@-gg [ KerehE - [ e o), @2)

RN

que estd bem definido em H!(RY) e ¢ de classe C! sob as hipéteses (V), (V1), (K), (1)

e (g2) (veja Proposi¢ao 1.9). Além disso, tendo em vista o Lema 1.12, os pontos criticos
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positivos do funcional I sao as solugoes fracas do problema

—Av+V(2)f'(0)f(v) = K(@)|f(0)** 2 f(0)f'(v) + g(x, f(v)) ' (v),

(4.3)
ve HYRY), v >0,

isto é,

(I'(v),w) = VUVUH—/ Vi(z)f(v)f'(v)w

RN RN

- [ K@IEORE e [ gt p@) s @
para todo v € H}(RY) e w € C°(RY). Observamos, novamente (veja Observacio 1.13),
que se v € C*(RY) N HY(RY), v > 0, ¢ um ponto critico do funcional I, entao a fungao
u = f(v) é uma solucao classica de (4.1). Argumentando como no Capitulo 2, para
obtermos uma solugao nao-negativa para (4.3), tomamos g(z,s) = 0, para x € RY s < 0.
Consequentemente, u = f(v) é uma solugdo (nao-negativa) do Problema (4.1).

De maneira analoga, associado ao problema peridédico, temos o funcional
Iy € CY(HY(RY),R), definido por

W) =5 [ 190F 5 [ V@) 0) = 5o [ KR@IFNEE = [ Gl o))
(4.4)
com go(x,s) =0, para x € RY, s < 0.

Dessa forma, trabalhamos com o espago H'(R”") munido de uma das normas

il = ([ 0vo s view)
ol = ([ 19+ ven))

Observamos mais uma vez que, em vista das condigoes (V') e (V4 ), ambas as normas acima

sao equivalentes & norma usual de H!'(RY).

4.1.1 Geometria do Passo da Montanha

O lema abaixo mostra que o funcional (modificado) associado ao Problema (4.1)

satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 4.3. Suponha que (V'), (V1), (K), (91), (92) € (94)(i) sejam satisfeitas. Entao o
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funcional I, definido por (4.2), satisfaz as condigoes 1(0) =0, (1) e (I2) do Teorema 1.1.

Demonstracao. Primeiramente, note que I(0) = 0. Agora, defina, para cada p > 0,

._ 1Ny . 2 20\ _ 2
Sp.—{veH(R )./RN|VU| —|—/RNV(x)f (v)—p}.
Desde que ¥ : H}(RY) — R, dada por

v) = [ Vel [ Vi),

é continua, S, é um subconjunto fechado que desconecta o espago H'(RY). Tomando
0 <A< 1tal que 1/2 = A+ (1 — N)a2*, por (V), a relagao (1.21), a desigualdade de

Hoélder, o Lema 1.4-(7) e o Teorema das Imersoes de Sobolev, temos

o 20)2 17N2C, G 2"
/N G(l”f(v)) < _p2 + ( ) ° p)\2+(1 A2
R

X
2ay q1aj

’

para todo v € S, e alguma constante Cy > 0. Além disso, pelo Lema 1.4-(7), a condicao

(K) e o Teorema das Imersoes de Sobolev,
2+ /2
/ K@) fwhP* < (204)2*/2||K||<><>/ [l < (20)* 2 Col| K (/ |W|2)
RV RN RV

< (20)7 PG|l K loop®

Logo,

I(v) > (1 _ i) 2 (2a)2*/200||K||wp2* )" NRCCs gy

2 2a 20:2* qray ’

para todo v € S,. Como A2 + (1 — X)2* > 2, escolhendo 0 < 0 < ag, concluimos, para p
suficientemente pequeno, que

co:=1infI > 7 > 0.

Sp
A condigao (1) é satisfeita.
Para mostrarmos a condi¢ao (Iy), basta mostrarmos que existe ¢ € HY(RY), ¢ > 0
tal que
I(ty) — —oc0, quando t — +oc. (4.5)

De fato, consideremos ¢ € C5°(RY ,RT), ¢ # 0. Das propriedades (3) e (9) do Lema 1.4,
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da condigao (V) e (g4)(7), obtemos, para todo t > 0,

t? .
I(ty) < 24 — f K 0% (¢
/RN (tp) < 2 |V<p| / Vie)e® = 5— glN o (te)

02a2* - .
< —|| I ~ oot K p?.
R {te(x)>1}

(4.5) esta provado e a condigao (I3) é satisfeita. Assim, a demonstra¢ao do lema esta

completa. O
Como consequéncia do Teorema 1.1 e do Lema 4.3, temos

Corolario 4.4. Suponha que (V), (V1), (K), (g1), (g2) e (94)(i) sejam satisfeitas. Entao

o funcional I possui uma sequéncia (Ce)., com ¢ dado por (1.1).

4.1.2 Comportamento das sequéncias de Cerami

No proximo resultado, verificamos a limitagdo das sequéncias (Ce) associadas ao

funcional .

Lema 4.5. Suponha que (V), (V1), (K), (1), (92), (93) € (94)(i4) sejam satisfeitas. Entao

toda sequéncia de Cerami (v,) C HY(RY) associada ao funcional I é limitada.

Demonstracao. Como no Capitulo 2, basta mostrarmos que a sequéncia de Cerami

(v,) C HY(RY) satisfaz
/ Vol +/ V(@) f*(va) < M,
RN RN

para alguma constante M > 0.

Seja, (v,) C H'(RY) uma sequéncia de Cerami para I no nivel ¢ € R, isto ¢,

c+oult) = 5 [ 1Vl / V() f2(0n)

2a2*/ K (@) f (o) — / G(z, f(vn)) (4.6)

7 (0a) [I(1+ [loal]) = on(1).
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Por (4.6), (1.21) e as condigoes (V) e (K), temos

1 1
3 [ el [ V)

! / K@) fw) + / G, f(va)) + ¢+ 0a(1)

T 202 Jon BN

|| ||oo/ 4+ 12a2* 5 / 2 05 +
< X o n) + @ n(1).
<l [ @D w5 [ V@ Pe)+ [ eI +et o)

Dado 0 < ¢ < 1 a ser escolhido posteriormente, existe 0 < 6; < 1 tal que |s|" < gls|?

para todo |s| < 4;. Entao, tendo em vista o Lema 1.4-(3), obtemos

3 [ver+ (3o o) [ v

Cs Cs 1K) o .

<= [f )] + —= )™ + 5o / [FD)** + et on(1)
D S{Jvn()|<81} A S {jv(2)[>61} @ RN
605 C& K 0 a2*

<G pog+ 2 [ e B e e o),
@ J{jon(x)|<o1} D S {jvn(z)|>61} a RN

o que implica em

1 1 ) 805
= an2—|—<—————>/ V(z)f*(vy
Q/RN\ P (50— o) [ V@)

Cs | K| oo 202"
< G S T a3 / FEHIE 4+ 0(1).
@ Jou@lsey 202% Jgn "

Observe que se |s| > §;, existe uma constante C; > 0 tal que |s|% < C}s[?**". Assim,

obtemos

w5 2229 [ v ) <0 [ 170 etou(1), (47)
L ( B

2 2@0 g1Gao RN

onde Cy = Cs5C1/q1 + || K| /202*. Tome ¢ e e suficientemente pequenos de modo que
% — % — ;%0 > (0. Logo, a fim de concluirmos a demonstracao do lema, é suficiente
mostrarmos que o lado direito em (4.7) é limitado.

Notando que g(z,s) = 0 se s < 0, do Lema 1.4-(6), (8) e das condigoes (V') e (K),

segue-se

o) < [ Vol [ V£

_% /RN K(:)ﬁ)‘f(vg‘)l?o&* . /RN g(CL’,f(U:))f/(U:)U:.
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Usando o Lema 1.4-(6), juntamente com (g4)(77), temos, para s > 0,

g(@. f($))f'(s)s = golx, f(s))f'(s)s — ha(x)| f ()"~ f'(s)s

> 5ol F($)() — hs(@) f ()"
> S [ () — e h@) ()"

Logo, obtemos

Tw)u) < [ VaP [ VP -5 [ K@l

1 142
- [ seste s + 5 [ mlsne

Consequentemente, por (g3),

I(00) = 5T (). v0)
> ooy | K@D =2 [ hle
v [ [t gm0 st 66 507)

1

. 14+ 2«
> — K +y[2a2" _ / + %_/ _/ +)[92
Z 20N J K@)l o Lol = [ on [ g

Entao, por (4.6) e o fato de que h; € LY(RY), encontramos uma constante Cs > 0 tal que

s L K@UEDE < [ halfenie + 2 [ halehm + @)

Dado € > 0, pomos D.(R) = {z € RY : |hy(z)| > ¢,|z| > R} para todo R > 0. Entao,
desde que hy € F, aplicando o Lema 2.7, encontramos um R = R, > 0 tal que |D.(R)| < e.
Logo, pela desigualdade de Holder,

a2

202* g o2* 202%
[ mlseple < nelelpamp = ()
<(R) De(R)

a2

2a2% — . 2a2%*
< Wl ([ )
R

(4.9)
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Por outro lado,

2a2*7q2 q2
wnv RN 2a2% L\ 2027
[ sl < el (255 ) 7 (10 ) e
RN\D,(R) RN -
(4.10)

Além disso, considerando 0 < A < 1 tal que ¢o = 2\ + (1 — \)2a2*, aplicamos a
desigualdade de Holder, a condigao (V') e (4.7) para encontrarmos Cy > 0 tal que

fuvesre < ([ e >)A (/. |f<v:>|2a2*)H
(%0 /RN V(x)fQ(M)A (/RN |f(v’j)|w) h (4.11)
C ( L |f(v$)|2°“2*)A ( /. f@;)w)lﬂ

= [ P

Logo, de (4.9) — (4.11), obtemos uma constante C5 > 0 tal que

U+ q2 U+ 2a2* 23(% eCy U+ 2a2*.
[ s < o ([ e )™ ee [ 1)

Observando que uma estimativa andloga vale para [y hs|f(v;7)|% e usando (4.8), existe

IN

IN

uma constante Cg > 0 tal que

1 .
inf K +\2a2
o [ 1)

<co( [ rwne) ™ ean [ nepi
RN RN
s ([l L [ e v
Aoy 6 e n Aoy 4 oN n 3

que implica

1 1 .
( inf i — 00t 046)/ f(0)[202
405 RN

N 1420 N\ =
<o ([ o) e 2 ([ e )T v
RN 0% RN

Como ¢9,q3 < 2a2*, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos o resultado
desejado. O
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Antes de estabelecermos o proximo resultado, lembremos que a melhor constante para
a imersdo de Sobolev DV2(RY) c L* (RY) ¢ dada por

Jew [V

S = inf 2*>2/2*.

(4.12)
<2 (Jen o

Proposicao 4.6. Suponha que (V), (V1), (K), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Seja

N
(va) C HY(RY) uma sequéncia (Ce), com 0 < b < 5= || K || S%, e v, — 0 fracamente

em H'(RN). Entdo existem uma sequéncia (y,) C RY e r,n > 0 tais que |y,| — o< e

limsup/ lv,|? >n > 0.
By (yn)

n—oo

Demonstragao. Supondo que o resultado nao é verdadeiro, temos (veja [15] ou [64]):

lim |va|” =0, paratodo o € (2,2"). (4.13)

n—0o0 JpN

Uma vez que g possui crescimento subcritico, obtemos, como no Capitulo 2,

lim g(z, f(vp) f (vp)v, = lim G(z, f(v,)) = 0. (4.14)

n—0o0 JpN n—oo JpN
Assim, como (v,,) C H*(RY) é uma sequéncia (Ce), para o funcional I, segue que

bton(1) = [(vn)—%([’(vn),vn)

_ ! / V(@)[F2(0n) — £(va) ' (va)va] (4.15)

2 Jan
+ [ K@ [GIEDP e - g P
Afirmamos que
T | V@ 00) = F )] (] =0 (4.16)
lim [ K () [2a)% ol [F) | =0, (4.17)

n—oo [pN

tim [ K@) (7P e — (20) 7 o

n
n—oo RN

2*} ~ 0. (4.18)
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Supondo que a afirmagao é verdadeira, e usando (4.15), obtemos

1 e 0] 20)F .
o) = [ Kl |50 7 - BO S B g
RN 2 2* N RN
Logo
. Nb
lim K(2)|v)|* = ——— >0. (4.19)
Consequentemente, usando (4.18), obtemos
lim K()|[f(oD)]*% = f (v vl = Nb. (4.20)

n—oo JpN

Por outro lado, tomando o primeiro limite em (4.14), o segundo em (4.22) abaixo, e o fato

de que (I'(vy),v,) — 0, obtemos

2 [/ K (@) f )P =1 (ool = Jloal®| = 0.
RN

n—oo

Portanto, de (4.20), segue-se
lim ||v,]|* = Nb. (4.21)

Da definigao (4.12), temos

1

2 2
- K(l’)|1}+‘2* </ |Un 2% < l/ |an|2 : < ”UnH2 : )
[ Koo Jrw YT ey —\S Jry N S

Passando ao limite na desigualdade acima, em vista de (4.19) e (4.21), obtemos
2
1 Nb Nb\ 2
2% _9o S - 9
1Kl (20) % S

1 2-N y
> —||K|l& Sz,
b2 oK 5%

isto é,

2-N
contradizendo a hipotese de que b < 3o ||K|[o2 S 2. Isto conclui a demonstracio da
Proposigao 4.6, exceto por (4.16), (4.17) e (4.18).

A fim de provarmos (4.16), simplesmente verificamos que

lim V(@) [f*(v,) =03 =0 e lim V(z)[v2 — fv)f (va)ve] = 0. (4.22)

n—oo JpN n—oo JpN
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Realmente, para § > 0 a ser escolhido posteriormente, podemos escrever
[vere -d=[ v - [ vEe) -
RN {lvn(z)|>0} {lvn(2)|<0}

Usando (4.13), a condigao (V1) e o Lema 1.4-(3), obtemos

2V .
/ V(@) 0n) — 21| < 2V]eo / < Al / [l =0, (4.23)
{lon(@)|>8} o

{lvn (z)[>6}

quando n — oo. Por outro lado, pelo Lema 1.4-(4), dado € > 0, escolhemos § > 0 tal que
|(f(s)/s)* — 1] < e, se |s| < 4. Assim, pela condigao (V;), temos

2
n—oo J {0<[on(x)|<5} Un

2
< ||V||OonmSUp/ 0 (f(m) B
n—00  J{0<|vn(z)|<8} Up

<€||V||Oolimsup/ V2.
RN

n—oo

Portanto,

n—oo

lim sup /RN |V (@)[f*(vn) — 03]

< lim sup/ V(@) [f*(v,) — v2)| + eHVHoolimsup/ 2.
n=00  J{|vn(z)|>6} n—oo  JRN
Como € > 0 pode ser tomado tdo pequeno quanto desejarmos e (v,) C HY(RY) ¢ limitada,
usando (4.23), temos o primeiro limite em (4.22). Pelas propriedades (3), (4) e (8) do
Lema 1.4 e pelo fato de que f'(s) — 1 quando s — 0, a verifica¢do do segundo limite em
(4.22) é similar a verificagdo do primeiro. Portanto, (4.16) vale.
A verificacao de (4.17) é similar a anterior. Com efeito, para R > 0 a ser escolhido

posteriormente, escrevemos

/R K@) [a) Tl = 1 wh ] = /

{lon(2)|<R}

% +12* +\2a2*
+/~{|vn(z)>R}K(I) [(204) o™ = 1 ()l }

K@) [20) fof 7 = £ ()
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Pela condicdo (K'), o Lema 1.4-(7) e (4.13),

[ K@ [y
{lvn(z)|<R}

< 2(20)5 K| / o]
{lvn(2)| <R} (4.24)

< 2(20)% KR [ Junl
RN

| f ]

— 0,

quando n — oo. Por outro lado, pelo Lema 1.4-(5), dado € > 0, podemos escolher R > 0
2a2*

suficientemente grande para que [1—( f(|s])/(2c)'/4*|s|*/2) *| < eparas| > R. Assim,

pela condigao (K),

n—oo

hmsup/ ‘K(l‘) [(2@)%‘1):“2* B ‘f(U:{)PaQ*]
{lvn(z)[>R}

(D N
(2a)1/4a|v;:|1/2a

< |IK o limsup / (20) % |ot |
{lvn(z)|>R}

n—oo

<5(2a)22*||K||oolimsup/ un |
RN

n—oo

Logo,

lim sup /]RN ‘K(ac) [(204)%@;[ 2 |f(U;)|2a2”

n—oo

<timsup [ [K(a) [(2)F ol - 5P
{lvn(z)|<R}

n—oo

2%

+g(2a)2§||K||oonmsup/ v
]RN

n—oo

Como & > 0 é arbitrario e (v,) C HY(RY) é limitada, usamos (4.24) para concluirmos

(4.17).

Finalmente, usando a identidade abaixo
FEP 1 (5)s _ ! fsD N0 s
o) DR~ (/e + )7 \ Gyl ) |

pelo Lema 1.4-(5), (7), (8) e pela condigao (K'), um argumento similar aquele usado acima

mostra (4.18). A Proposigao 4.6 esta demonstrada. ]
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4.2 Estimativas

Nesta secao, verificamos que o nivel minimax associado ao Teorema do Passo da
Montanha (Teorema 1.1) esta no intervalo onde a Proposi¢ao 4.6 pode ser aplicada. Para
obtermos esse resultado, usamos funcgoes-testes apropriadas como aquelas empregadas
por Brézis e Nirenberg [9], e verificamos alguns resultados auxiliares sobre estas fungoes.
Entao, estabelecemos o resultado principal deste capitulo, provando a estimativa para o

nivel minimax ¢, dado por (1.1).

4.2.1 Funcoes-testes

Sem perda de generalidade, supomos que z, dado pela condigao (K), é a origem de
RY e que By(0) C ©, onde © ¢ dado pela condigao (g5).
Dado ¢ > 0, consideramos a funcao w. : RY — R definida por
E(N_Q)/Q

we(e) = CWN) g mymgye onde O(N) = [NV = 2) 7978

Observamos (veja [64]) que {w.}eso ¢ uma familia de fungdes nas quais o infimo que
define a melhor constante, S, para a imersdao de Sobolev DV#(RY) ¢ L?" (RY) ¢é atingido.
Consideramos ainda ¢ € C°(RY,[0,1]),¢ = 1 em B;(0), ¢ = 0 em RY\ By(0) e definimos

Ue

— (fRN Kug*)1/2* .

Ue = ¢w67 Ve

Os seguintes lemas foram inspirados por |9, 38| e [64].

Lema 4.7. Suponha que a condicio (K) seja satisfeita. Entao, existem constantes

positivas ki, ke e gy tais que

/ |Vu.|* = 0(EN"?), quando ¢ — 07, (4.25)
RN\B, (0)
ky < Ku? < ky, para todo 0 < e < &, (4.26)
RN
/| ||V 2w? = O(eN7?),  quando £ — 0T, (4.27)
z|<1

/ Vo2 < [[K|ZNS 4 O(EN2),  quando & — 0. (4.28)
]RN
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Demonstracao. A fim de demonstrarmos (4.25), primeiramente notemos que

/ Vu.|* = CQ(N)&“N_2/ |V z|?, (4.29)
RN\ B;(0) B3(0)\B1(0)
onde
@
(€2 + |z2) %
Como c
Vale) = —YO) (n g 0@
(2 +|z[*) = (e + [z[?)=
temos
V() [
2 < —| N-—-2?2—
Vol < & {(gz v TN ey
1 1 2
< maX{(N - 2)27 ||V¢||go} {|:E|2N—4 + |x|2N—2} < 02|x|2N—4’

para algumas constantes C7, Cy > 0. Logo, existe uma constante C5 > 0 tal que

/ |Vz|* < Cs.
B2(0)\B1(0)

A desigualdade acima e a relacao (4.29) estabelecem a identidade (4.25).
Passemos agora a demonstracao de (4.26). Uma vez que K € L*(RY), K € C(RY R)

e K > 0em RY, existem constantes 0 < m; < my < oo tais que m; < K < my em B(0).

Portanto, basta mostrarmos que
O<>\1</ u? < \y < 00,
RN
para determinadas constantes A; e Ay, e € > 0 suficientemente pequeno. Temos

/RNuz*:Cz*(N)EN me+/w %1 (4.30)

Na segunda integral , introduzimos a mudancga de variavel y = /e, obtendo

/ (e + |z*)Ndx = E_N/ (1+ Jy[*) N dy. (4.31)
RN RN
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Usando o fato de que 0 < ¢ < 1e ¢ =1 em B;(0), estimamos a terceira integral de (4.30):

¢* (z) -1 —2N X aNtN-1
ry (€24 [7]?) RN\ B1 (0) 1

onde wy denota a area de superficie da esfera de raio unitario em R". Podemos utilizar

(4.30)-(4.32) para concluir que

[z =c 0 [ ety Ny o) - o @) [ el Y,

N

quando ¢ — 0. A relagdo (4.26) esta demonstrada. Observamos que a integral

/ (1+]y|>)™Y dy esta bem definida, uma vez que a funcio t +— (1+t2)"V¢V=1 & integravel
RN

em [0, 00).

Agora, verificaremos (4.27). Notamos que

t2N73

1
N2 (x) doe = C*(N)e™ /—dt.
/|x|<1|x| w: (z)dx = C* (N)e™wy N EF

Apos a mudanga de variavel s = t/e, obtemos

/e G2N-3

N-2 2 2" N-2
/x|§1 |z|™ "Fws () de = C* (N)e wN/O mds.

/e (2N-3 1 - /e 5
———ds < S ds—i—/ s 7ds < o0,
L e t= ] 1

a relacao (4.27) esta demonstrada.

Como

No que segue, apresentamos a verificagao de (4.28). Em vista de (4.25) e da defini¢ao

de u, temos

/ \Vu€|2:/ |Vw€]2+/ |Vu5|2:/ Vuf+ OEY2).  (4.33)
RN B1(0) RN\Bl (0) B1(0)

Como w, é radialmente decrescente, sua derivada normal, dw./0n = w.(|z|), é negativa na

fronteira da bola unitaria B;(0) C RY. Portanto, aplicando o Teorema da Divergéncia
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ao campo ' = w.Vw,, obtemos

N
0 > / we%:/ Zi(we%>
9B (0) 8n Bi1(0) =1 &Tj 8xj

— / (]Vw€\2+w€(Aws))
B1(0)

B1(0)

/ Vw.|* < / w? .
B1(0) B1(0)

Utilizando a estimativa acima e (4.33) decorre

/]Vug\z §/ w§*+O(EN_2)
RN B1(0)

K 5 / [Klloo = K N-2
- w? + I2 Moo = 2 02 4+ 0(eN-2).
/Bl(O) 1K B Kl

Portanto, em vista da condigao (K) e de (4.27),

K *
/ |Vu|? g/ w? + 0N 7). (4.34)
RN B1(0) [l

Como w, satisfaz (veja [64])
2/N
S = < / w?) :
RN
N-2

2-N A\ N
/ Vu|? < S| K| ( wa) +0(eN72).
RN B1(0)

Logo

Decorre de (4.34) que

Portanto, uma vez que u. = w. em B;(0) C RY, levando (4.26) em consideragio, temos,

para € > 0 suficientemente pequeno,

. A\
[ wwr 1 s( Kw?) O
/ ’vv ’2 _ RN < B1(0)
RN

- ] 2/2% — ] 2/2*
() (L)
RN RN

< KNS MNS 0N,

Logo, a relagao (4.28) é satisfeita, o que conclui a demonstragao do Lema 4.7. O
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Lema 4.8. Suponha que a condi¢io (K) seja satisfeita. Entao, quando € — 0, temos

O(E , se N = 3’
(1) el = ¢ O(e*|loge|), se N =4
0 (%), se N > b5;

1
(17) ;*fﬁ =0 (5W>, se N >3;
2a

) / \v€|2*’ilog(MUE) =0 (5%|loge|>, se N >3 e M >0 constante.
RN

Demonstragao. Em vista de (4.26) e da condigao (K), é suficiente verificarmos que o Lema
4.8 é verdadeiro para u. no lugar de v.. A fim de simplificarmos a demonstragao deste
lema, faremos, inicialmente, um simples calculo utilizando uma poténcia mais geral, que
aplicaremos em cada item, para o valor de [ apropriado. Utilizando a definicao de u.,
usando coordenadas polares, levando em consideragao o fato de que 0 < ¢ < 1, e fazendo

a mudanga de variavel s = t/e, obtemos

/RN luo(z)| 2 dw = CNB(N)QB/RN (;25]:__7;?2))6 I
C#5(N)e? / L

2
-2

]
=

—dx
(0) (e + |=|?)P
75 V-1

= @) (4.35)

2

N-1

Nwe—o [T,
( )WN5 /0 (1+32) S

1 2/e
< OF2(N)wyeV 7 [/ sVt ds+/ sV =201 ds] :
0 1

s
=)

= O

2

A seguir, verificamos os quatro itens separadamente.

20
s =2(B=N-2)

Aqui devemos considerar trés situacoes para o valor de N, uma vez que 23 — N nao é

(4)

positivo, em geral. Para N = 3,

2

s
14 s2

2/e 2/e
3 < 02(3)w352/ ds < 02(3)w352/ ds = (2C*(3)ws) .
0 0
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Para N = 4,

1 2/e 1
|||z < C?(4)wye? [/ s3 ds+/ sl ds| = C*(4)wye? [Z +log2 + |logel| .
0 1

Escolhemos €y > 0 suficientemente pequeno, de tal sorte que |loge| > 1/4 + log2 para
todo 0 < € < gy. Entao,
|ue||3 < (202(4)w4) 2| loge|.

Para N > 5,

2 2 2 e 2 1 1 5
ucllz < C*(N)wne™ | = — 2N74—1 < C*(N)wy N+N—4 e”.

O item (i) é verdadeiro.

28 1 N-2
i —2 -~ (B=N- .
(i) ¥ =3 2 ( da )

Como, neste caso, temos 25 — N > 0, de (4.35), segue-se

||U€

_ 1
P / e () 72 da
20 RN

, 28—N
< CN_BQ(N)WNENﬂ{1+ ! (5 1)]

N ' N —23\22-N
28 1 1 N—2
< ~N-z(N — 4+ ————| €7 4a .
< CW 2( )WN|:N+26—N:|€4

Logo, o item (ii) fica demonstrado.
23 1 N -2
=2"— — =N——.
(i40) N -2 200 <ﬁ 4o >

Por (4.35), novamente, temos

/ \us(x)]?’i log(Mu.) dx
RN

2/e N-1 MC(N =N

2 (N)wNSNﬂ/ : 2 log ( )EN—QQ ds
o (1+s2)° (14 s2)7 2

2/e SNfl

IN
1

2-N
mlOgMC(N>€ 2 ds

28 N5 2/e SNfl
< Cv2(N log MC(N)e™~ ——d
< C™2(N)wylog MC(N)e /0 (15527 s

25 (N—2) 1 [ N1
=2 (N)wyeV 82— og = SLE—
+C~-2(N)wyne 5 ogg/0 L s
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Agora, utilizando o item (i) acima, obtemos
/ |u€(:v)|2*_i log(Mu.) = O (5%> +0 (5%| log€\> =0 (5%| log6\> :
RN

0 que prova o item (ii).

Portanto, a demonstracao do Lema 4.8 esta completa. O

4.2.2 Estimativa do nivel minimax

Antes de enunciarmos o resultado principal desta secao, vamos estabelecer um lema

que serd necessario para a sua demonstracao.

Lema 4.9. Suponha que (V'), (V1), (K), (g1), (g2) € (94)(7) sejam satisfeitas. Considere
te > 0 tal que I(t.v.) = maxy>o [(tv.). Entao, existem €y > 0 e constantes positivas T} e

Ts tais que Ty < t. < T3 para todo 0 < € < gy.

Demonstracao. Inicialmente, observamos que, pelo Lema 4.3, I satisfaz I(0) = 0 e a
condicdo (I;). Consequentemente, como I € C*(H'(RY),R) e ||Jv.|| é limitada, concluimos
que existe T} > 0 tal que t. > T7 > 0 para todo € > 0 suficientemente pequeno. Por outro

lado, por (g4)(7), as condigoes (V'), (K) e o Lema 1.4-(3), temos

t2 1 .
Itaa < = 82 a Vv Qtaa_ K 2a2taa
(o) = 5[ Vel g [ V@R - g [ K@P
< Sl - ot [P )
=||ve|]* — in Vs ).
- 2 2002% RN RN
Afirmamos que existe uma constante C; > 0 tal que
/ 22 (tv) > Cit?. (4.36)
RN

De fato, pela propriedade (9) do Lema 1.4, temos

£ (tve) > 2T 4 / o2

RN {teve(z)>1}

Consideramos = € RY tal que || < e < 1. Entéo, em vista de (4.26), obtemos

1
ve(z) > —
2

CN) 1
we(z) 2 ky 2%5-1g5-1

Consequentemente, como t. > 17 > 0, para € > 0 suficientemente pequeno, existe um

go > 0 tal que t.v.(z) > 1 sempre que |z| < e < g9. Agora, com calculos semelhantes aos
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do Lema 4.8, encontramos uma constante Cy > 0 tal que

/ U€2 Z -— w? = ( ) / c N Z 02 (N)CUNCQ.
{teve(z)>1} ko Bc(0) ks B.(0) (€2 + |z[?)

Isto conclui a prova da afirmacao.

Assim, de (4.36), vem

< I(t.v.) < tg”v I& Gy inf K | t*
T ele) = S llVe - 9
- 2 20:2* RN ©

que implica

Cl . * €
(2042* %an\f K) ¥ < EHUEHz —T.

Desde que |lv.|| é limitada, obtemos a estimativa t. < Tp, < o0o. O lema esta

demonstrado. N

Agora, demonstramos o resultado que fornece uma estimativa apropriada para o nivel

minimax.
Proposicao 4.10. Suponha que (V), (V1), (K), (¢1), (92), (94)(7) e (¢}) sejam satisfeitas.
Entao existe v e HY(RN)\{0} tal que

It Lok sy
T?gox (U)<m” o .

Demonstracao. Consideramos t. como definido pelo Lema 4.9.  Observando que
Jev K(2)v2" = 1, podemos escrever

1
202*

[ K@ )

_ K (@) (£ (t0.) = (20) (tov)?)

202% J4y 0. (2)<R)
]. * * *
oD K (@) (£ (t02) = (20) (tv)*)
{tsvs(f)zR}
) . (4.37)

+ K(x)(2a)™ (tsvs)Q*

2a.2* RN
20)% 1 . (20)%F7 .
> -0 i [ B0
2 {teve (z)<R} 2

s / (722 (tve) = (20)F (tev)* )

Agora, a fim de demonstrarmos a Proposi¢ao 4.10, devemos considerar as duas

possibilidades para a:
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(@) a>3/4. De (4.37) e do Lema 1.7, temos

1

K 202* tg A
[ K@ )
20)% ! o Coll Kl : 20)% 1 ,.
> LHKHOO/ (tv.)? — M/ (tov.)? 2= +%t§ ‘
2 {tve(z)<R} 202" Jgw 2
Note que se 0 < |s| < R, existe C; > 0 tal que |s|?" < Cy]s|* ~2. Logo,

/ (tv.)* < Cl/ (tv.)? "2 < Cl/ (tov)? 2.
{teve(z)<R} {teve(x)<R} RN

Assim, obtemos uma constante Cy > 0 tal que

1

2% _
(204) 7! £2
2002% *

K(x)fmz* (teve) >

—Cs / (tov)? "2a. (4.38)
]RN

Utilizando a condigao (V7), o Lema 1.4-(3) e a relagao (4.38), temos

t2 1
fw) = 5 [ 190k g [ Vio)
— 2a2* _
202" / K@) (teve) = | Ga f(te0))
t2 (2&)%—1 )
< 2 5 2 2
< = vep+ HVHOO/RNUE G e

1

+ Oy /]RN (tsvs)z*_% - Gz, f(tove)).

RN

Agora, denotando por X, a integral [,y |Vv.|?, temos

t2 t2 (2(1) .
I ta e < = \Y 52 =V oo || Ve 5 —t2
) < % [ IV + VIl -
ox_ L 2*_%
+ CQtz-: 2*_j - G(ZE, f(tevé))
2a ]RN
1 - L
< L XNP 4 Gylol2 + Culloo]E T — / G, f(t.0.)),
2 N 2a RN

para algumas constantes C, Cy > 0. De fato, considerando a fun¢ao h = h. : [0,00) — R

dada por h(t) = %thz @C“)(Z—*_th temos que ty = \lﬁXl/(Q* 2 6 um ponto de maximo
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isolado de h, e h(ty) = ﬁXEN/? Decorre da estimativa (4.28) que

1 2-N
I < —(IK]]& N=2
(teve) < 5 (1K 8 +O(E))

N
2

+ Cslve|l3 + Callve

o+ L
- [ Gl )
2a RN
Aplicando a desigualdade
(b+c) <t +Cb+e)te,  be>0, ¢>1,
chegamos a
1 22N N 2 2*— L N-2
I(teve) < 51 Klle® 52 +Caflvella+Clallvell, % — | Gla, f(teve))+0(e777). (4.39)
aN 2a RN

Agora, consideramos

{6,6%}, se N =3,
v(e) = max{ {e2|loge|, e }, se N =4,
{e2, e}, se N >5.

Observe que, dado p > 0, temos ” < |loge| = log(l/e) < (1/e)P, para ¢ > 0
suficientemente pequeno. Note também que a > 3/4 implica (N — 2)/4a < (N —2)/3.
Além disso, se N < 8 (N < 5), entdao (N —2)/3 <2 ((N —2)/3 <1). Por outro lado,
(N —2)/4c < 2 para a > (N — 2)/8. Logo

9 N —2
5]\517, se 3<N<8 ou N>9 e a> g
v(e) = N —9 (4.40)

3
2 N>9 e = < )
(S se = e4<a_ 8

Em vista do Lema 4.8 e das relagoes (4.39) e (4.40), encontramos uma constante Cs > 0

tal que

1
I <~ K (2—=N)/2 gN/2 -
(1) € S IKIE 25 45 [

7 S G(x,f(tsvs))] ) (4.41)

A fim de demonstrarmos a Proposicao 4.10, é suficiente verificarmos que

lim 1 G(z, f(t-ve)) > Cs. (4.42)

=0+ y(e) Jrn
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Por (g4)(7), temos
G(z,s) +s* >0, paratodo x €, s>0. (4.43)

Dado Ay > 0, invocamos (g5) para obtermos R = R(Ay) > 0 tal que, para z € Q,s > R,

N -2
g

Aps?*? 71 se 3K N<8, ou N>9 e a>

G(z,s) > (4.44)
" 3 N -2

Aps™®, seN29eZ<a§ g

Agora, consideramos a fungao 7. : [0,00) — R definida por

c(N=2)/2

Ne(r) = (2 + r2)(N-2)/2"

Como ¢ = 1 em B;(0), obtemos, em vista de (4.26), uma constante Cs > 0 tal que
ve(x) > Cone(|z]), para |z| < 1. Além disso, uma vez que 7. ¢ decrescente e f ¢ crescente,

existe uma constante positiva & tal que, para |z| < ¢,

2—N

fteve(z)) = f(TCone(|2])) = f(TiCne(e)) = flae ).

Observamos que 717 é obtido pelo Lema 4.9. Podemos, entao, escolher 1 > 0 de sorte que

ac 2z >1,
n (4.45)
Fltan(a) > F(@"7) > R = R(Ay),
para |z| < e, 0 < e < g;. Como B.(0) C Q, decorre de (4.44) e (4.45) que

. N -2

Aof?¥ tw,), se 3<N<8 ou N>9 e a> g
G(z, f(teve)) = 3 N _9 (4.46)

Aofr(tv,), se N>9 e 1 <a< 8_ ,

para |z| <¢e, 0 <e <e¢;.

Agora, para a verificagdo de (4.42), consideramos os dois possiveis casos:

Caso 1: 3< N<8 oulN>9ea>
1.4-(9),

Pelas relagoes (4.45), (4.46) e o Lema

202%—1 (202*—1)(2—N)

G(ZL', f(tsvs)) 2 A0f2a2*71(t5?]5) 2 A0f2a2*71(&5¥) 2 A002a2*710~5 2o € da )
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para todo z € B.(0) e 0 < ¢ < 1. Assim, uma vez que B2(0) C 2, invocamos (4.43) e o

Lema 1.4-(3) para obtermos

/RN Gz, f(tv)) = /5(0) G(x, f(t.v.)) +/ Gz, f(t0.)

Q\B:(0)

o%_ 1~2a2 -1 (2a2* 71)(2 N)

S No i IB.(0 >|—/ P(t0.)
Q\B:(0)

x 1 . 2a2%-1 (2a2* —1)(2—N)
> A C?**?P 1" % wye Ta eV T2/ v?
O\B:(0)

> A0 EH T e s — TRl

para 0 < € < g1, com T3 obtido pelo Lema 4.9. Consequentemente, pelo Lema 4.8,

obtemos .
—— / Gz, ftv.)) > AgC*¥ 16" % wy — [(e), (4.47)
€ 4o JRN

onde
O(e!~1a), se N =3,

I(e) = O(e2 2| loge]), se N =4,
_ N —2

0(52’%), se 5<N<8 ou N>9 e a> 3

Desde que Ay é arbitrario, a relagdo acima e (4.47) estabelecem (4.42).

3
Caso 2: 1< < e N >9. Aplicando as relagoes (4.45), (4.46) e o Lema 1.4-(9)

mais uma vez, temos
Gz, f(tv.)) > Aof* (tove) > Agf* (e 2 ) > AgCHa2e2 N,

para todo x € B.(0) e 0 < € < ;. Logo, em vista de By(0) C €, da relagao (4.43) e o
Lema 1.4-(3), obtemos

Glo. ftn)) = [ Glo f(tvs) / o Gl F(00)

RN B:(0)

AgCaG2eN | B.(0)] — / F(t0.)
Q\B:(0)

v

> AC*aPwne? NN —T22/ v?
Q\B:(0)
daz2 2 2y, |12
> AgC*atwye® — T5||ve|5,

para 0 < € < €1, com 715 dado pelo Lema 4.9. Consequentemente, pelo Lema 4.8, existe
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C7 > 0 tal que
1
- G(z, f(tv.)) > AgC*&Pwy — Cy.
g RN
Como Ay > 0 pode ser escolhido arbitrariamente grande, a relacao acima estabelece

(4.42). Portanto, a Proposigao 4.10 esta demonstrada para o > 3/4.
(b) a=3/4. De (4.37) e do Lema 1.7, temos

1 . (20) % 1 .
202% Jpn @ o) 2 2 1] {tsvs(x)<R}( ete)

Como em (a), em vista do Lema 4.8, existem constantes Cg, Cy > 0 tais que

1 (20) %1
* * *_ 1 x_ 1
/ K(z)f*? (tov,) > ~—2—»t? —Og/ (t.v.)? 2a—C’9/ (t.ve)* "2 log(t.v.).
202% RN 2% RN RN
Assim, usando o Lema 1.4-(3), (4.28), encontramos constantes C1g, C1; > 0 tais que

1 5N 2 250
Htew) < oK1 Y 4+ Colloal + Cuolloel} %

. (4.48)
+C’11/ vl T log(t.v;) —/ Gz, f(tv.)) + O(eN72).
RN RN
Agora, considere
{e,e’ e |loge|} = {e,e7,e7|logel}, se N =3,

v(e) = max { {e*|loge|,c @ e |loge|} = {e?|loge|,e3,c5|loge[}, se N =4,

N-2

{2, e e |loge|} = {2, e75 ,e 5 |logel}, se N >5;
isto é,
5%|10g5|, se 3<N <8,

V(e) =
g2, se N >0.

Consequentemente, por (4.48) e o Lema 4.8, obtemos (4.41). Dai, é suficiente verificarmos

(4.42). Por outro lado, como B.(0) C €2, invocando (g%) e (4.45) mais uma vez, obtemos
(4a—1)N+2
Aof N2 (t.v.)log f(tove), se 3< N <8,
Gz, f(teve)) = (4.49)
Ao fr(tv.), se N >0,
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para todo |z] <ece 0 <e <ey.

Agora, para verificarmos (4.42), vamos considerar os dois casos possiveis:

Caso 1: 3 < N < 8. Por (4.45), (4.49) e o Lema 1.4-(9),

2N+2 2N+2 4AN+4 —2N-2 2 2—

Gz, f(tv.)) > Agf ¥2 (G 2 Vlog f(ae 2 ) > AgC N2 asv-oe 3 log(Caie s ),

para todo € B.(0) e 0 < ¢ < £1. Logo, como By(0) C €, invocamos (4.43) e o Lema
1.4-(3) para obtermos

- 4N+4 2 2

/ Gz, f(tr.)) > AC R a0y log(Cate™s™) — T2ju. |2,
RN

para 0 < € < e;. Consequentemente, pelo Lema 4.8, obtemos

1 log(Caie™s)
2N+2 4N+4
_ Gz, f(t0.)) > AgC N2 @GN by —2 D),  (4.50)
"3 |loge| Jry |log |
onde 2s
O<|i>_ga\)’ se N =3,
[(e) =1 O3, se N =4, (4.51)

O(e"% |logel|), se 5< N < 8.
Aplicando L’Hospital, é facil ver que

_log(Caie™s) N -2
lim = .
e—0+ |log €| 3

Portanto, escolhendo A, > 0 suficientemente grande, as relagoes (4.50) e (4.51)
estabelecem (4.42).

Caso 2: N > 9. Veja (a)-Caso 2.
Logo, a Proposicao 4.10 estd demonstrada para oo = 3/4.

A demonstragao da Proposigao 4.10 estéd completa. [

4.3 Demonstracoes dos Teoremas 4.1 e 4.2

Neste capitulo, demonstramos os Teoremas 4.1 e 4.2, verificando que os funcionais
e Iy, definidos por (4.2) e (4.4), respectivamente, tém pontos criticos nao-triviais. Mas,
antes de demonstra-los, introduzimos dois resultados técnicos necessarios a demonstracao

do primeiro deles.
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Lema 4.11. Suponha que (V1), (K) e (g4) sejam satisfeitas. Sejam (v,) C HY(RY) uma
sequéncia limitada e w,(z) = w(z — y,), onde w € H'(RY) e (y,) C RY. Se |y,| — oo,
entao temos

Vo(z) = V(@)1 f(va) f'(vn)wn — 0,
[K () = Ko(@)]|f (o) 71 f' (v Jwn — 0,
[90(, f(va)) — g(@, f(va)]f (Va)wn — 0,
fortemente em LY(RY), quando n — oo.

Demonstragao. Considerando que os outros limites ja foram provados no Capitulo 2,
vamos provar apenas o segundo limite no Lema 4.11. Dado § > 0, desde que w € L* (RY),
encontramos 0 < £ < § tal que, para todo conjunto mensuravel A C R satisfazendo

|A| < e, temos
/ jw|* < 4. (4.52)
A

Fixamos € > 0 e definimos D.(R) = {z € RY : |K(z) — Ko(x)| > &,|x| > R}. Pela
condigao (K) e o Lema 2.7, existe R > 0 tal que |D.(R)| < €. Logo, aplicando Lema 1.4-
(10), (7), a desigualdade de Holder, a condicao (K), (4.52) e o fato de que (v,) C H*(RY)

é limitada, temos

[ K@) = Kala)l 0w e
RN\Br(0)

- / K (@) = Ko(@)] [f (o) PV F @D P F ()] wl
RY\BR(0)

1500
V2« D:(R)

15
i
200 JRN\[BR(0)UD (R)

K| (202 @
< > v 2 W || 2 4.53
e (/RN FACA] ) lwnll 2= (b, (R)) (4.53)

5 oo+ (2*-1)/2*
o= ([P ) T
o L\ &0
<@ Tl ([ 1) Tl o

(25 -1)/2*
) o

< )P D,

) )P D,

+ (20) %

5(/ v,
RN

< 01(51/2* + (S),

2*
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para alguma constante C; > 0. Por outro lado, utilizando mais uma vez o Lema 1.4-
(10), (7), a desigualdade de Holder, a condigao (K) e o fato de (v,,) C H'(RY) ser limitada,

encontramos Cy > 0 tal que

/B V) = Ko@) LGP 7 ) o

_ K] (/ |f(v+)|2a2*)(2*1)/2* (/ o )2*)1/2*
- V2a RN ! Br(0)

s (2% —1)/2* 1/2*
< (20) 72| Ko (/ w) ( / |w<x—yn>2)

RN Br(0)
1/2*

< (/ w(c) ) |

BR(_yn)

Portanto, uma vez que w € L* (RY) e |y,| — oo, decorre do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que existe ng € N tal que
/ |K(z) — Ko(z)| | f (D) 2% 7 f (0))] |wn| € Cy6,  for all n > ny. (4.54)
Br(0)

As desigualdades (4.53), (4.54) e o fato de 6 > 0 poder ser escolhido arbitrariamente
pequeno implicam que [K (z) — Ko(2)]]f (v;)]?*% = f'(v;))w,, — 0 fortemente em L*(RY),

quando n — oo, como desejado. A demonstragao do Lema 4.11 esta completa. O

O seguinte resultado ja fora demonstrado no Capitulo 2.

Lema 4.12. Suponha que 2 < q < 2a2* e h € F. Seja (v,) C HY(RY) uma sequéncia tal

que v, — v fracamente em H'(RY), quando n — oo. Entdo
h(z)|f(va)|? — h(z)|f(v)|?  fortemente em L*(RY), quando n — oc.

Agora, podemos demonstrar os Teoremas 4.1 e 4.2.

4.3.1 Demonstracao do Teorema 4.1

Pelo Corolério 4.4, existe uma sequéncia de Cerami no nivel ¢, isto ¢, (v,) C H'(RY)

tal que
I(va) = c27>0 e [[I'(oa)|(1+[lal]) =0, quando n — oo, (4.55)

com ¢ dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 4.5, podemos supor, sem perda de

generalidade, que v, — v fracamente em H'(RY). Deste fato e (1.20), temos que v ¢
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um ponto critico de I, isto ¢, I’(v) = 0. Com efeito, pelo fato de C$°(RY) ser denso em

H'(RY), basta mostrarmos que (I’(v), p) = 0 para todo ¢ € C§°(RY). Observe que

(I'(0a), ) — (P'(0). 0) — / (Vo — Vo)V

RN

B /RN Lf(vn) f'(vn) = f(0) f'(0)] V(2)@

(4.56)
+/RN [F@O)P2 0h) = | FoD)P* 7 (0))] K(2)g

n / 90, F0) £/ (0) = gla, (o)) ()] .

Como v,, — v fracamente em H'(RY), temos que v, — v em L} (RY), com p € [1,2%).

Entao, a menos de subsequéncia,

vp(z) — v(z) q.t.p. em K :=suppp, quando n — oo,

|on ()| < |wy(z)| paratodo n €N eq.t.p. em K, com w, € LP(K).

Consequentemente,

fon)f'(vn) — f(v)f'(v) qt.p. em K, quando n — oo,

|fD) 22 (vf) — [ f(D)P? L f'(vF)  qt.p. em K, quando n — oo,
g(x, f(w))f'(vn) = g(z, f(v)f'(v) qt.p. em K, quando n — oc.

Além disso, pela condigao (V}) e o Lema 1.4-(2), (3), obtemos

[V (@).f(vn) el

V(@) f(vn) f'(on)p| <
< WVlloolwa| o] € LY(K),

e, pelo Lema 1.4-(10), (7) e a condigao (K),

[K@)|f )P h)e| < K ol fD P DL P ()] o]
< 1Bl o252
T V2a
< K oo(20) 7 wp 1 ool € LN(K).

[oal* |l

Ainda, como 4a < ¢; < 2a2*, por (1.20) e o Lema 1.4-(2), (3), (6), (7), temos, para v, # 0,

que
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l9(z, f(oa)) f'(on) el < Slonl o] + Csl.f (vn) |7 (vn)] l¢o]
[/ (on)]

|Un |

< Olws| o] + (20)2/ 4 Cslwgy 4|5 g € L'(K).

< Olwa| fp| + Gl f (vn) |~ |l (4.57)

Usando estas estimativas, (4.56), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e a

convergéncia fraca v, — v em H'(R"), temos

(I'(vn), ) = (I'(v),0) — 0.

Como ['(v,) — 0, concluimos que I'(v) = 0.

A fim de demonstrarmos o Teorema 4.1, supomos que v = 0, pois caso contrario, o
teorema ja estaria demonstrado.

Em vista da Proposigao 4.10, segue-se 0 < 7 < ¢ < ﬁHKHg_N)/gSN/Q. Além disso,
pela Proposigao 4.6, existem uma sequéncia (y,) C RY e r, n > 0 tais que |y,| — oo,

quando n — oo, €

lim sup/ lv,|? >n >0 paratodo n € N. (4.58)
n—oo Br(yn)

Sem perda de generalidade (veja no Capitulo 2), podemos supor que (y,) C Z". Entao,
definindo u,(x) = v, (x+y,), n € N, temos que ||u,|lo = ||vallo para todo n € N. Portanto,
tomando uma subsequéncia se necessario, existe u € H'(R") tal que u,, — u fracamente
em H'(RY), u, — u fortemente em L2 (RY) e u,(x) — u(z) para quase todo z € RY.
De (4.58), temos u # 0.

Afirmamos que u é um ponto critico de Iy. De fato, primeiro observe
(Ip(u,), ) — (I5(u), ), quando n — oo, para todo ¢ € Cg°(R™N). (4.59)

Efetivamente, escrevendo

y(un), ) — (I5(1s), ) — / (Vi — Vi)V

- / ) f () — £(0) ()] Vo)
R (4.60)
*/RN [F@HP 1 () — |F )P f )] Kol

i / g0, () = gol, f(un))] F'(va)e.
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pelos argumentos usados acima, deduzimos

/ (Vu, — Vu)Vyp — 0, quando n — oo,
RN

[ 1) ) = £ @] Vi) — 0. quando 1 — oc

/ £ @)= () = [ f )P (uf)] Ko(2)p — 0, quando n — oo.
RN
Logo, para provarmos (4.59), resta-nos analisar a ultima integral em (4.60). Note que

[90(z, f(u)) — go(z, f(un))] f'(va)e
= [go(, f(u)) — g(x, f(un))] f'(vn)p + [9(x, f(un)) — go(z, f(un))] f'(vn)e.

(4.61)

Agora, pela condigdo (g4)(i7) e os argumentos usados na prova de (4.57), obtemos
v e LNK), K := suppy, tal que

[g(, f(un)) = go(x, f(un))]f (un)gl < . (4.62)

Portanto, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mais uma vez,

obtemos

lg(x, f(un)) = gol(z, f(un)[f' (un)p — [g(z, f(u)) = go(z, f(w))]f (u)¢ (4.63)

em L'(K). A estimativa (4.57) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

também fornecem

9(@, [ (ua)) ' (un)p — g(z, f(w)) [ (w)p em LY(K).

Além disso, por (4.57), (4.62) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

novamente,
go(z, f(W)f'(un)p — go(w, f(u)f'(w)e em LY(K).
Consequentemente,

[90(x, f(w)) = g(x, f(un))] f'(un)e — lgo(x, f(u)) = gz, f(u)] f'(w)e (4.64)

em L'(K). As relagoes (4.61), (4.63) e (4.64) estabelecem (4.59).
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Por outro lado, considerando ¢, (x) = ¢(z — y,), para n € N, pelas periodicidades de

Vo, Ko e go, obtemos
(I} (un), ) = (I{(vy), pn), paratodo n € N. (4.65)
Além disso, aplicando o Lema 4.11, obtemos
(I3 (vn), pn) — (I'(vn), on)| — 0, quando n — oo. (4.66)

Desde que ||@,] < [l¢nllo = ll¢llo para todo n € N, e que (v,) C H'(RY) é uma sequéncia
(Ce)e, temos que (I'(vy,), pn) — 0. Logo, por (4.66), obtemos

(I(vn), on) — 0, quando n — oo.

O limite acima, (4.65) e (4.59) mostram que u e um ponto critico de Iy, como afirmamos.
Nossa proxima tarefa é verificar que Io(u) < ¢. Para tanto, aplicamos as condigdes

(V), (K) e a defini¢ao da sequéncia (u,) para obtermos

o) = 50w = 5 [ @I ) = ) )]
45 [ V@) = Va@D () = £ fen)u]

RN
1 . 1 .
[ Fao) [Pt — s ) P
1

# [ st S e — Gl s0)|.
RN
(4.67)
Agora, pela propriedade (8) do Lema 1.4, as condigoes (V), (V1), (K) e o Lema de Fatou,

lim inf/ Ky(x) B|f(u;:)|2a2*1f/(u;)uz _ %V(UZ)PQQ*}
oo Jay o2 (4.68)
> [ o) [GlAOEE =

i inf £ / ) ) — ) ] > 3 / Vo(@)[F2(w) — f(u) f(u)u]. (4.69)

n—oo RN

Observamos que, em vista de v, — 0 fracamente em H!'(RY), pelo Lema 4.12, com
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h=V —V,, e o Lema 1.4-(8), obtemos

| 2 / _
lim inf /R (V@) = Vo@D () — (o) f(wn)e] = 0. (4.70)

n—oo

Afirmamos, também, que

lim inf /RN Bg(x, F ) f (vn)vn — Gz, f(vn))}

n—oo

> [ [ sen s - G s o

Supondo a afirmagao como verdadeira, utilizamos (4.55), (4.67) — (4.71) e o fato de u ser

um ponto critico de Iy, para concluirmos que

1 9 /
e 2 5 [ V@l - s + [

RN

Bgo(:g, ) (wu — Gole, f (u))}

]. * 1 *
K. = +\[202F =1 pr/o +\, + +) (202
[ Balo) | A et - )
1
= lo(u) = 5(Top(u), u) = Io(u),
(4.72)
isto ¢, Ip(u) <c.

Agora, vamos mostrar que max;>o [o(tu) = Ip(u). Para isto, definimos a fungao

n(t) := Ip(tu) para t > 0. Desde que u é um ponto critico de Iy, segue que u > 0

(veja o argumento abaixo). Entdo, podemos escrever

0@ = o[ VP [ Vs (s
[ Ko@) 2o ) f ) / golz, f(tu)) f'(tu)u

) o [ [l ) ) | gl £eu) )
- t{/RN'V' /[ iul * 1ul
_%(x)f’(t|U|)f(t|UD]u2}
tlul '

Notemos que, fixado z € RY a fungao ¢ : (0, +00) — R definida por

Ko(@) " (s)f'(s) , gol, F(s))f"(s) _ Vo) f'(s)f(s)

S S S

((s) =

é crescente. Com efeito, isto é uma consequéncia direta de (g4)(zii) e do Corolario 1.6
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aplicados a

0(6) = Kofay 1) ;B B TZ L)y (L),

s fro=1(s) s s

Agora, observamos que 7'(1) = 0, ja& que uw é um ponto critico de Iy. Além dis-
so, temos que 7(t) > 0 para 0 < t < 1 e n'(t) < 0 para t > 1. Portanto,
In(u) = n(1) = maxy>on(t) = maxy>o [p(tu). Consequentemente, por (4.72), (g4)(7) e
a definicao de c,

< < = <ec.
¢ < max I(tu) < I?;()Xfo(tu) Iy(u) <c

Isto implica que existe v € I tal que (1.3) vale. Pelo Teorema 1.3, I possui um ponto
critico v no nivel ¢. De ¢ > 7 > 0 = I(0), temos que v é um ponto critico nao-trivial
de I. Isto conclui a demonstracao do Teorema 4.1, exceto pela afirmacao (4.71) e pela
verificacao de que u > 0.

Mostremos agora que u > 0 em R”Y. Para tal, basta verificarmos que v > 0 em R".
J& temos que v > 0. Além disso, pela Observagao 1.13, sabemos que v € C’llo’f (RY)

para algum 3 € (0,1). Agora suponhamos, por contradigao, que exista xo € RY tal que

v(zg) = 0. A equacdo (4.3) pode ser reescrita como

—Av +c()v = V() f'(v)(v = f(0) + K@) f2** 7 (0) [ (v) + g7 (2, f () ['(v) 2 0,

onde ¢(z) = [V (z) — %S(I)))]f/(v(x)) > 0, para x € RY, com w definida como
sendo 0 se v = 0. Note que, do Lema 1.4-(3), temos v — f(v) > 0. Em vista de (g;) e do
Lema 1.4-(4), temos que ¢ é uma fungao continua em RY. Logo, aplicando o Principio do
Maximo Forte para solugoes fracas (veja [28]), para uma bola arbitraria centrada em xy,
podemos concluir que v = 0, o que contradiz o fato de que v # 0.

Finalmente, concluimos a demonstracao do Teorema 4.1, verificando a relagao (4.71).

Primeiro, observamos que, pelo Lema 4.12,

/ hs|f(v,)|® — 0 quando n — oo,
RN

ja que hy € F, 2 < g3 < 2a2* e v, — 0 fracamente em H'(RY). Por (g4) e o Lema
1.4-(6), temos

l9(x, £(5))f'(s)s — go(, f(5)) ' (s)s| = llg(x, f(5)) = go(, f(s))]f"(s)s]
lg(z, £(s)) = go(, f())1f (s)]
ha(2)|f(s)|®.

IN

IA
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Logo,
9(@, f(vn)) f'(Va)vn — go(@, f(n))f' (Vn)vn — O

fortemente em L'(RY), quando n — oco. Analogamente,

G(z, f(vn)) — Go(z, f(v,)) — 0

fortemente em L!'(RY), quando n — oco. Consequentemente, pela periodicidade de g,

n—oo

lin inf Bg@c, F ) f (0a)on — Gl f<vn>>}
RN (4.73)

n—oo

= liminf /RN [%go(x,f(un))f/(un)un — Go(z, f(un))| -

Agora, por (g4), (94) e a propriedade (6) do Lema 1.4, temos, para s > 0,

[90(, £(s)) — g(a, f())]f(s) + %9(1’7 f(s))f(s) = Gz, f(5))
+[G(x, f(s)) = Gol, f(s))]

> (@) FE — )  hal) £(5)[*

Além disso, pelo Lema 4.12, segue-se

[, @i = [ n@is)

Logo, como gy(z,s) =0 se s < 0, pelo Lema de Fatou,

% quando n — oo, 1 =2,3.

n—00 RN

lim inf |:%go(l‘, f(“’”))f/(un)un - Go(SU, f(un)) + h2|f(un>|q2 + %h3|f(un>|q3 + h1:|

1 , 1
> [ s S = Gt 70) + s + Sl + 1]
R
(4.74)
As relagoes (4.73) e (4.74) concluem a verificagao de (4.71). A demonstrac¢ao do Teorema

4.1 esté concluida. 0

4.3.2 Demonstracao do Teorema 4.2

Nossa argumentagao segue os passos iniciais da demonstragao do Teorema 4.1. Como

g satisfaz (g1) e (g2), empregando o Corolario 4.4, podemos encontrar uma sequéncia
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(v,) C HYRY) tal que
I(vn) = c=27>0 e |[L(va)[[(1+ [[on]l) =0, quando n — oo, (4.75)

com ¢ dado pelo Teorema 1.1. Em vista do Lema 4.5, podemos supor, sem perda de
generalidade, que v,, — v fracamente em H'(R"). Deste fato e (1.20), temos que v ¢ um
ponto critico de Iy, isto é, I}(v) = 0. Logo, para concluirmos a demonstragao do Teorema
4.2, basta supormos que v = 0.

S| K (| SV28N2 Alem

disso, pela Proposicao 4.6, existem uma sequéncia (y,) C RY er, n > 0 tais que |y,| — oo,

Notamos que a Proposi¢ao 4.10 implica que 0 < 7 < ¢ <

quando n — oo, e

lim sup/ v, > 1 >0, paratodo n€N. (4.76)
By (

n—oo

Como na demonstragiao do Teorema 4.1, podemos supor que (y,) C Z". Assim, definindo
un () = vp(T+yn), n € N, temos que ||u,|lo = ||vnllo, para todo n € N. Consequentemente,
tomando uma subsequéncia se necessario, existe u € H'(R") tal que u,, — u fracamente

em HY(RY), u, — u fortemente em L? (RY) e u,(x) — u(z) para quase todo z € RY.

loc

Afirmamos que u é um ponto critico de Iy. De fato, dado ¢ € HY(RY), por (V}), (K),
(g1) e (g2), obtemos

(I} (un), ©) — (I}(u),¢), quando n — oo. (4.77)

Por outro lado, considerando ¢, (z) = ¢(z — y,), para todo n € N, pelas periodicidades

de Vp, Ky e go, obtemos
(I5(uy), @) = (I\(vyn), pn), paratodo n € N.

Consequentemente, por (4.75) e o fato de que ||¢,llo = ||¢llo, para todo n € N, concluimos
que

(I} (uy), ) — 0, quando n — oc.

Este limite, juntamente com (4.77), mostra que u é ponto critico de Iy, e a afirmagao
esta provada. Além disso, (4.76) implica que u # 0, e como no Teorema 4.1, u > 0. O

Teorema 4.2 estd demonstrado. O



4.3 Demonstragoes dos Teoremas 4.1 e 4.2 101

Observacao 4.13. Consideremos a sequinte variagdo do Problema (4.1):

—Au — A([u*)|ul**2u + V(z)u = K(2)|u]**? 2u+ Mg(z,u), xR, (478)
4.78
we HYRY) N LS

loc

(RY), u >0,

onde a >3/4, eV, K:RY =R eg:RY xR — R sdo fungoes continuas.

Tendo em vista (4.42), podemos substituir a hipotese (gi) pela sequinte:

(g¢) existem uma constante as > 0 e um conjunto aberto e limitado Q C R, contendo

xo dado por (K)(ii), tais que

G
lim inf (z,5) > as, uniformemente em x € €,
T
onde
221 e 3K N<8 ea>3/4, ouN>9 ea>(N-2)/8,
W(s) =14 522 "llogs, se 3<N <8 e a=3/4,

st se N>9 e 3/4<a<(N-2)/8,

a fim de obtermos solu¢ao para o Problema (4.78), para X\ suficientemente grande.
Observamos ainda que a hipétese (g7), para N > 9 e 3/4 < a < (N —2)/8, permite-nos
tomar qu = 4a no exemplo, dado no Capitulo 2, para a nao-linearidade g. No Capitulo 5,

a sequir, também podemos considerar a hipdtese (gt ), ao invés de (g).



Capitulo

5

Equacoes de Schrodinger quasilineares

com potencial nao-limitado e

nao-linearidade critica

No presente capitulo, estudamos a existéncia de solugao positiva para uma classe de
equagoes de Schrodinger quasilineares. Mais especificamente, buscamos solu¢ao para o

problema

—Au — A(Ju®)|ul>* 20+ V(z)u = K(z)|u|?** 2u+ g(z, u), r € RV,
(RM), u >0,

(5.1)
ue HY(RY)NL§®

loc

onde V(z) nao é limitado e a > 3/4.
Como anteriormente, consideramos que V, K : RY — Re g : RV x R — R sejam

fungoes continuas. Mais precisamente, supomos V satisfazendo:

(V') existe uma constante ay > 0 tal que

V(z) >ap >0, paratodo =€ RY;

N.
2 , : < :
(V4) para qualquer D > 0, [{z € R" : V(z) < D}| < o©

Lembremos, do Capitulo 3, que esta tultima hipotese generaliza fRN 1)V < > e
lim|g o V(2) = 400.

Estamos também supondo que K satisfaz:
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(K') K € C(RY,R) N L®(RY), e existe uma constante a, > 0 e um ponto zo € RV, tais

que

(i) K(z) > a4 >0, paratodo z € RY,

(i) K(z) =||K|l + O(|lz — 20/¥7?), quando =z — zy.

Desde que G(z,s) = fos g(x,t) dt, também supomos as seguintes hipoteses:

(91) g(x,s) = o(]s]), quando s — 0F, uniformemente em z € R";

(g2) existem constantes aj,as > 0 e da < ¢ < 202" tais que

lg(z,8)| < ay + ay|s|"™, para todo (z,s) € RY x [0, +00);

(gL) existe um conjunto aberto e limitado 2 C RY, contendo z dado por (K’)(ii), tal

que
G
\I(I? ‘;) — 00, quando s — oo, uniformemente em x € (),
S
onde
2071 e 3<N<8 e a>3/4, ou N>9 e a>(N-2)/8,
\Ij(s): 5%2*7110g8, se 3<N<8e 04:3/47

s se N>9 e 3/4<a<(N-2)/8.

Notemos que neste capitulo ndo necessitamos da hipotese (g;) para garantirmos a
limitagao, em H'(RY), da sequéncia de Cerami (v,) C X, pois o termo critico, juntamente
com a hipotese (V3), contornaram a situagao.

Nosso principal resultado neste capitulo é o seguinte:

Teorema 5.1. Suponha que (V), (Va), (K'), (g1), (g2) € (¢5) sejam satisfeitas. Entao o

Problema (5.1) possui uma solugao.

Em contraste com outros resultados (veja [23] ou [57], por exemplo) que lidaram com
o caso de potencial nao-limitado empregando uma estrutura de espacos de Orlicz, nos
usamos apenas o espaco de Sobolev H!(RY), na obtencao de uma solugio positiva para
a equagao de Schrodinger quasilinear (5.1).

Neste trabalho, para a demonstracao do Teorema 5.1, usamos idéias conjuntas dos
Capitulos 3 e 4, obtendo um funcional associado bem definido no subespaco X c H*(RY)

apresentado no Capitulo 3, que satisfaz as propriedades geométricas do Teorema do Passo
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da Montanha. Encontramos, entao, uma sequéncia de Cerami associada ao nivel minimax,
que nos conduz a solugao de nosso problema. Em seguida, inspirados nos trabalhos de
Brézis-Nirenberg [9] e Lins e Silva [39], obtemos uma estimativa para este nivel minimax.
Em seguida, utilizando apenas um argumento de contradi¢ao, ao supormos que a tnica
solugao para a nossa equagao ¢ a solucao nula, obtemos que o nivel do passo da montanha
seria igual a zero, que é um absurdo. Isto nos leva a concluirmos a existéncia de solucao
(ndo-nula) para o nosso problema. O fato de que a solu¢ao encontrada é positiva, segue
0 mesmo argumento que usamos para a solucao dos Capitulo 2 e 4.

Assim como no Capitulo 3, embora saibamos que a solugao fraca, v, do Problema (5.3)
pertenga, apenas, ao espaco de Sobolev usual H!(R"), usando a relacio (5.5) e o Lema de
Fatou, concluimos que a solugao do nosso Problema (5.1), u = f(v), pertence, realmente,
ao subespago X C H'(R"), no qual trabalhamos neste capitulo. Interessante, nao!

A organizacao deste capitulo é a seguinte: na Secao 5.1, introduzimos a estrutura
variacional associada ao Problema (5.1), verificando também a geometria do Passo da
Montanha e a limitacao das sequéncias de Cerami associadas ao nivel do Passo da
Montanha. Aqui, também, enunciamos uma estimativa sobre o nivel minimax do funcional
associado ao problema modificado, a qual garante que este nivel esta abaixo de um certo

valor critico. Finalmente, na Secao 5.2, demonstramos o Teorema 5.1.

5.1 Estrutura variacional

Nesta se¢ao, verificamos as condi¢oes geométricas do Teorema do Passo da Montanha
e a limitacdo, em H'(R"), das sequéncias de Cerami do funcional associado ao Problema
(5.3) abaixo. Apresentamos também, sem demonstracdo, o resultado que assegura a
estimativa necessaria para o nivel minimax do Passo da Montanha.

Como nos capitulos anteriores, nao podemos aplicar diretamente os métodos de

minimax ao funcional associado ao Problema (5.1), a saber,

1 . 1 1 .
J(u) = §/RN(1+20¢|U|2(20‘ 1))|Vu|2+§ /]RN V(:E)u2—2a2* /RN K(z)|u™ > _/RN G(z,u).

Para contornarmos tal dificuldade, encontrando, ainda, o espaco de fun¢oes apropriado

X = {v c H'Y(RY) : /RN V(z)v? do < oo} :

ol = ([ 0ve+ v<x>v2>)m,

munido com a norma
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empregamos mais uma vez a mudanga de variavel (1.4), que a partir da qual, de J,

obtemos o funcional

10 =5 [ VeP+s [ V@re-g [ KerehEr - [ e fe), 62)

que, sob as hipoteses (V), (K'), (91) e (g2), ¢ de classe C'(X,R) (veja Proposigao 1.10).

Além do mais, sua derivada é dada por

), w) = /R VoV /R V@) @
[ K@@ et - / oz, F) ' (v)w,

RN RN
para todo v,w € X (veja também [57]). A equagdo de Euler-Lagrange associada ao

funcional energia I é dada pelo problema

—Av+ V() f(0)f'(v) = K(@)|f(0)P*2f(0) ' (v) + gz, f(0))f (),

(5.3)
ve HY(RY), v>0.

Uma fungao v € H'(RY) é chamada uma solugao fraca de (5.3) se, para todo
© € CP(RY), vale

0= [ Voves / V(@) f)f (0)¢

RN RN

- [ K@IORE e = [ ale s Wy

RN

Conforme os capitulos anteriores, também observamos que para obtermos uma solucao
nao-negativa para (5.3), tomamos g(z,s) = 0, para z € RY, s < 0. Consequentemente,
u = f(v) é uma solu¢do (ndo-negativa) do Problema (5.1).

Enfatizamos mais uma vez que, assim como no Capitulo 3, nao foi possivel usarmos
diretamente o espago de Sobolev H'(RY), devido & nao limitagao do potencial V', ou
melhor, devido a condi¢do (V5). Notamos ainda que, pela condi¢ao (V'), a imersao
(X, 11 llx) = (HE®Y), | - [l ey) € continua.

5.1.1 Geometria do Passo da Montanha

As propriedades geométricas do Teorema do Passo da Montanha sao cumpridas pelo

funcional (modificado), conforme o lema seguinte.
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Lema 5.2. Suponha que (V'), (K'), (g1) e (g2) sejam satisfeitas. Entao o funcional I,
definido por (5.2), satisfaz as condigées I1(0) =0, (I1) e (I3) do Teorema 1.1.

Demonstragao. Primeiramente, note que I(0) = 0. Agora, defina, para cada p > 0,

S, = {veX: B |Vv|2+/RN V(a:)f2(v):p2}.

Desde que ¥ : X — R, dada por
o) = [ 19oP+ [ VE@re)
RN RN

¢ continua, S, ¢ um subconjunto fechado que desconecta o espago X. Como no Capitulo

4, obtemos, para p suficientemente pequeno,

co:=infI > 7 > 0.

Sp

A condigao (1) é satisfeita.
Para mostrarmos a condigao (I5), basta mostrarmos que existe ¢ € H*(RY), ¢ > 0,
tal que
I(ty) — —oc0 quando t — +o0. (5.4)

De fato, consideremos ¢ € C5°(RY,RT), ¢ # 0. Das propriedades (3), (7) e (9) do Lema
1.4, da condicao (K') e da relagao (1.21), obtemos, para todo t > 0,

t? t? 1 .
I(ty) < — 24— Viz)p? — / 2027 (¢
o) <5 [ IVeP+5 [ V@ - g [ )

o
w3 [ rea s [ e

2 4o 2a2*
< t_||¢|’2 + éﬂ/ @2 + M#ﬂ/?a/ 90(11/2 _ &t?‘ / 902*.
2 2 Jry Q1 RN 202" {to(2)>1}

Como ¢q;/2a < 2*, (5.4) esta verificado e a condigao (Iy) é satisfeita. O lema estd demons-
trado. ]

Como consequéncia do Teorema 1.1 e do Lema 5.2, temos

Corolario 5.3. Suponha que (V), (K'), (¢1) e (92) sejam satisfeitas. Entdo o funcional

I possui uma sequéncia (Ce)., com ¢ dado por (1.1).
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5.1.2 Limitacao das sequéncias de Cerami

No tltimo resultado desta secao, verificamos a limitacao, em H'(RY), das sequéncias

(Ce) associadas ao funcional I.

Lema 5.4. Suponha que (V), (Va), (K'), (91) € (g92) sejam satisfeitas. Entdo toda se-

quéncia de Cerami (v,) C X associada ao funcional I é limitada em H*(RY).

Demonstrag¢ao. Lembremos do Capitulo 2, que se uma sequéncia (v,) C X satisfaz

[vel+ [ vere) <

para alguma constante M > 0, entdo ela ¢ limitada em H'(RY).

Seja (v,) C X uma sequéncia de Cerami para I no nivel ¢ € R, isto é,
Iva) =c+oa(1) e (') (1 + [loall) = 0n(1).
Uma vez que g(z,s) = 0 se s < 0, pela relagao (1.21), obtemos

o) 2 5 [ v [ v@re) - o [ E@leE

_é 2 _% +)|a
Pl =2 [ 1)

2 Jpw q1

e, pelo Lema 1.4-(6), (8) e a relagao (1.20), segue-se

(I'(vy),v) < /RN Vo, |2 + / V() f2(on __/ K ()| f o)
+ [ late oD e

/R IVt / V@)~ 5 / K@

o [ )+ G / F),
RN RN

AN

Consequentemente, tomando 6 € (2,2*) e usando a condigao (V'), temos

o) = 5o = (5-5) [ 9al+ (5-5) [ ve@re)

1 1 .
+ (50~ ) [, KG@LIDE

_ (2%0+e%0> /RN V(@) f2(vn) — <%+%) C&/RN (v

+
n

(5.5)

)’lh'
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Logo, por (5.6) e a condicao (K’), vem

1 1 1 1 ) )
> - = 2 - - 7 2
c+on(l) > (2 9)/RN|wn| +(2 S o 9@0) [ V@)
ER o (GO [ e
+(20&6 2a2*)a4/RN |f(vn)| (Q1 + 0 RN‘f(’Un)‘ :

Por outro lado, sendo V = {z € RY : V(z) < D} para algum D > 0 a ser
escolhido posteriormente, pela condigao (V5), a desigualdade de Holder e escrevendo
@1 =2\ + (1 — \)2a2*, com A € (0,1), temos

[ = [+ [ e

q1

e ([ e )™
1 2 * +\2a2* A
e (L Vo) ([ o)

Agora, usando a desigualdade de Young, segue-se

_q1
Fehe < P () rehpe )
RN " o RN "

w05 [ V@) + S22 [ e

RN

(5.7)

IN

Esta desigualdade e (5.7) implicam que

c+on(l) > (g—g) [ veksc [ v@revo [ e

RN

Cs Ca) 202" —g; </ ) 2*)2212*
— | =+ =) V| o) |2 :
Ca e YT

— |1 _1_ 66 0 _(Cs 4 Cs\ XA _ |ea _ _as _ (Cs | Cs) (A=X)
ondeC’l—[Q 0 2a9  Bao <q1+9>Dk]eC2—[2a9 202 <q1+9) Dr |

Escolhendo § > 0 suficientemente pequeno e D > 0 suficientemente grande, obtemos

C1, Cy > 0. Além disso, como ¢; < 2a2* e, pela condigao (V3), |V| < oo, existe uma
constante Cy > 0 tal que [ |f(v,)[***" < C5. Logo, pela estimativa acima e (5.6), existe

uma constante Cy > 0 tal que

(5-5) [Lvak+c [ varw <o

Como 6 > 2, obtemos (5.5). Portanto, o Lema 5.4 est4 demonstrado. ]
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Argumentando como no Capitulo 4 e empregando as mesmas fungoes-testes, podemos
verificar que o nivel minimax associado ao Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.1)
estd no intervalo onde o Lema 5.6 a seguir, podera ser aplicado. Observamos que essa
verificagao é feita com algumas leves adaptacoes da demonstragao da Proposicao 4.10,
encontrada no Capitulo 4 (A nao limitagao de V nao afeta a estimativa, uma vez que se

trabalha com fungoes de suporte compacto). Por esta razao, a omitimos.

Proposigao 5.5. Suponha que (V'), (K'), (¢1), (g2) e (¢5) sejam satisfeitas. Entao existe
v e X\{0} tal que

N

1
I(tv) < —=||K
max [(t0) < 5| K7

5.2 Demonstracao do Teorema 5.1

Nesta secao, demonstramos o Teorema 5.1. Mas, antes de demonstra-lo, introduzimos
dois resultados técnicos necessarios a sua demonstragao. Primeiramente lembremo-nos de

que a melhor constante para a imersao de Sobolev DV2(RY) ¢ L* (RY) ¢ dada por

Jew [V

S = inf 2*)2/2*.

vED;;(()]RN) (fR

Lema 5.6. Suponha que (V), (Va), (K’), (91) e (g2) sejam satisfeitas. Se (v,) C X € uma
/ZsN/2

(5.8)

sequéncia (Ce)y, com b < 2aN||K|| , tal que v, — 0 fracamente em HY(RY),

entao b = 0.

Demonstra¢ao. Uma vez que g(z,s) = 0 se s < 0, pela relacao (1.21), obtemos

1 1

() > §/RN\wnr2+§/RN V(@) (v,)
) C
-5 [ P2 N|f<v:>|q1

q1

‘f ‘2042*

e, pelo Lema 1.4-(6), (8) e a relagao (1.20), segue-se

o) < [ ol [ VL) - [ K@ 0
+ [ ot @ el
< [ Vel [ v@re) - [ KEe)E e
5 [ PG [ 1w,

RN
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Consequentemente, como (v,) ¢ uma sequéncia (Ce),, tendo em vista que v, — 0
fracamente em H'(RY), o limite (3.7) do Capitulo 3, o Lema 1.4-(6) e que 3 < ¢ < 202",
obtemos

bt on(1) = T(0) = 5 w)w) 2 5 [ K@D 0

1 .
oz L K@l

> %/RN K(@)|f (o) % (oot —%/RN K@) f(oD) P2 f (o) ot
1

TN Jan K ()| f (o) f ()t
(5.9)

Por simplicidade, fagamos

lim | K(@)|f(o)P* 7 (o =1

n—oo [pN

Notemos que se fosse [ = 0, terfamos b = 0, e assim, o lema estaria demonstrado. De fato,

usando (I'(v,),v,) — 0 e a propriedade (6) do Lema 1.4, temos

[9ul+ 5= [ V@)
< / s [ V@) s ), (5.10)

< | K@ )P ohor +6 [ (o) +Ca/ [f ()" + 0a(1).

RN RN RN

Logo, se tivéssemos | = 0, empregando o limite (3.7) mais uma vez, terfamos

1
lim [/ |V, |* + —/ V(:c)fz(vn)} <l=0.
n—oo | JrN 2a JjN
Além disso, pela propriedade (6) do Lema 1.4, teriamos
]. * >k
fim o [ K@DPT <t [ K@@ ) =1 =0
2a0 Jgn n—oo JpN

e ainda, por (3.7), novamente, e a relacao (1.21),

5 C
Tim . |Gz, f(va))] < lim {5 » 2 (vn) + q—f/RN ’f('Un)|q1:| —0.

Portanto, pelos limites acima, obteriamos I(v,) — 0 = b, ja que I(v,) — b.
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Por outro lado, supondo por contradi¢ao que b # 0, entao, pelo que fizemos acima,

[ # 0. Utilizando (3.7) e (5.10), obtemos

lim V| < 1. (5.11)

n—oo RN

Aplicando a defini¢ao da fun¢do f e o Lema 1.4-(7), obtemos

[f (o) P2 o

| K@D s = /RNK@@+2a|f<v;>|2<w—l>>”2 (5.12)
< (20)%F /RN K(z)lvy *.

Da definigao (5.8) e da condigao (K’), temos

) . 1 2/
| E@RE < 1Kl [ < 1K (— / |an|2> . (5.13)
RN RN S RN

Combinando (5.12) e (5.13), vem

) . 1 2%/2
[ K@D et < e 1K (5 [ 190P)
RN S RN
Em vista de (5.11), passando esta desigualdade ao limite, quando n — oo, obtemos

2%—2 l 2°/2
< 0PIkl (5)

SN/Q

ou melhor,

> (5.14)
2| K1) "
Por outro lado, por (5.9) e a nossa hipotese sobre b, obtemos
1 SN2
I<Nb < Ne——|K||EMESN2 = =
< K¢ T
que contradiz (5.14). Portanto b = 0, e o Lema 5.6 estd demonstrado. O

Lema 5.7. Suponha que (g1) e (92) sejam satisfeitas. Seja (v,) C X uma sequéncia (Ce).
tal que v, — v fracamente em H*(RY). Entdao v é uma solugdo fraca para a equagdo de
(5.3).

Demonstragao. Como (v,) C X & uma sequéncia (Ce),, para todo ¢ € C°(RY), segue

Vo,V + / V(@) f(0n) ' (0a) 0

RN RN

— [ K@@ e - / g(e. ) f (o) — 0.

RN RN



5.2 Demonstracao do Teorema 5.1 112

Logo, devemos verificar que

[ (Vo= Voe+ [ () w) - f)f @) Vi

RN

~ [ @D ) = DR K ) (5.15)
- [ ot f@) (w0 = gl S @] = 0

Notemos que, pelo Lema 1.4-(10),(7) e a continuidade de K, obtemos uma constante

C > 0 tal que

ClA(D P D o) P (o) el
C 2% -1 *
— (9 5 N 2*—1

C(20) "7 |wo-—1|* ]

K (@) f ()P ()|

IA

IN

IN

Entao, argumentando como no Lema 3.6 do Capitulo 3, usando o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue e a convergéncia fraca v, — v em H*(RY), obtemos
(5.15). O Lema 5.7 esta demonstrado. O

5.2.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Agora demonstramos, de fato, o Teorema 5.1.
Inicialmente, invocamos o Corolario 5.3 para encontrarmos uma sequéncia de Cerami

no nivel ¢, isto é, (v,) C X tal que
I(v,) = c>7>0 e |I'(vn)|[(1+4 ||va]l]) =0, quando n — oo,

com ¢ dado pelo Teorema 1.1. Aplicando o Lema 5.4, podemos supor, sem perda
de generalidade, que v, — v fracamente em H'(RY). Do Lema 5.7, temos que v
¢ uma solu¢do para o Problema (5.3). Agora, supomos por contradigdo, que zero
seja a Unica solugdo para o Problema (5.3). Em vista da Proposicao 5.5, segue-se
0<7<c< ﬁHKHngWSN/Q. Logo, tendo em vista o Lema 5.6, obtemos ¢ = 0,
que é uma contradigao.

Mostremos agora que v > 0 em RY. Ja sabemos do Capitulo 4, que v > 0 e
v E C’llo’f(RN) para algum € (0,1). Agora, desde que g > 0, como no Capitulo 2,

obtemos v > 0. A demonstracao do Teorema 5.1 esta concluida. 0
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