UNIVERSIDADE DE BRASILIA

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Identidades Polinomiais Graduadas de Algumas
Algebras Matriciais

por

Evander Pereira de Rezende

Brasilia
2010



UNIVERSIDADE DE BRASILIA

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Identidades Polinomiais Graduadas de Algumas
Algebras Matriciais

por

Evander Pereira de Rezende*

Orientador: Prof. Dr. Alexei Krassilnikov

*O autor contou com o apoio financeiro parcial do CNPq/CAPES.



UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Identidades Polinomiais Graduadas de Algumas
Algebras Matriciais

por

Evander Pereira de Rezende

Tese de Doutorado apresentada ao Departamento de Matemadtica do Instituto de
Ciéncias Exatas da Universidade de Brasilia, como parte dos requisitos necesséarios para
a obtencao do grau de Doutor em Matematica.

Brasilia, 20 de agosto de 2010.

Banca Examinadora:

% Zé? ﬂ///éﬁ////z/()

Prof. Dy Alexe1 Krassilnikov - UnB
(Orientador)

/ //ézf(—é e /

Prof. Dr. Ivan Chestakov USP

=q- fa’L/\/\

Profa. Dra. Shirlei Serconek - UFG
, A D

Profa. Dra. Irina Sviridova -

o Alds 0. Dol

Profd Dr. José Antonio Oliveira de Freitas - UnB




111

A minha esposa Monica Cristina.



Agradecimentos

Ao Deus autor da minha salvacao, o tnico que é digno de toda honra, gléria e louvor,

pelo dom da vida e pela capacitacao que me foi concedida.

A minha esposa Monica Cristina, pelo apoio, incentivo, compreensao nos momentos mais

criticos e pelo amor a mim dedicado.

Aos meus pais, Maria Aparecida e Gumercino, que muito me apoiaram e me ajudaram

em todos os projetos de minha vida, em especial nesta caminhada.

Aos meus irmaos, irmas, cunhado e cunhadas, que sempre me apoiaram e me ajudaram

das mais diversas formas possiveis, inclusive financeiramente.

Aos meus sobrinhos, que sempre trazem diversao e carinho, sempre me alegrando, mesmo

em momentos de tristeza e desanimo.

Ao meu sogro Valdeci, minha sogra Hondria, e cunhadas, por me receberem em sua familia

com todo carinho.

A todos os meus verdadeiros amigos, pelos momentos de alegria, companheirismo e trocas

de conhecimento.

Ao meu orientador professor Alexei Krassilnikov, pela competéncia, paciéncia com minhas

limitagoes, dedicacao e pela escolha do tema e ajuda na construcao do meu conhecimento.

A professora Shirlei Serconek, por me incentivar a fazer este doutorado e me inspirar a
gostar de algebra e também por participar da banca examinadora e pelas contribuicoes e

sugestoes.

Aos professores Ivan Chestakov, Irina Sviridova e José Antonio, por participarem da banca

examinadora e pelas contribuigoes e sugestoes para a versao final desta tese.

Aos professores e funcionarios do Departamento de Matematica da UnB, pela prestativi-

dade e paciéncia que sempre demonstraram.



Aos amigos e colegas do CEPESC, que conheci no ltimo ano desta jornada, os quais

pude contar com o apoio em varios momentos.

Ao CNPq e a Capes, pelo suporte financeiro.



Resumo

Seja K um anel associativo, comutativo e unitdrio e seja A uma K-édlgebra associativa
com ou sem 1. Dizemos que as identidades polinomiais de A possuem a propriedade de
Specht se qualquer K-algebra B satisfazendo todas as identidades polinomiais de A possui

base finita para suas identidades.

Seja My(K) a élgebra de matrizes 2 x 2 sobre um corpo K. Se K for um corpo
de caracteristica 0, entao, pelo celebrado resultado de Kemer, as identidades polinomiais
de toda algebra sobre K tém a propriedade de Specht. Em particular, vale o resultado
para as identidades de Ms(K). Entretanto, se a caracteristica do corpo K é positiva e K

é infinito, ndo é conhecido se as identidades de Ms(K) possuem tal propriedade.

Neste trabalho estudamos a propriedade de Specht para as identidades polinomiais
2-graduadas da algebra Ms(K') sobre um anel K associativo, comutativo, Noetheriano e

unitario. A 2-graduagao de My(K) é dada por

MQ(K)OZ{(S 2>;a,d€K}, MQ(K)lz{(g 8>;b,ceK}.

Nosso resultado principal é o seguinte:

Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Entao as identi-
dades polinomiais 2-graduadas da algebra My(K) de matrizes 2 x 2 sobre K possuem a

propriedade de Specht.

Mostramos a propriedade de Specht também para as identidades polinomiais gradu-

adas de algumas outras algebras.

Palavras-chave: Algebras Graduadas, Algebras Matriciais, Identidades Polinomiais, PI-algebras,
Propriedade da Base Finita, Propriedade de Specht.



Abstract

Let K be an associative and commutative ring with 1 and let A be an associative K-
algebra with or without 1. We say that the polynomial identities of A have the Specht
property if each K-algebra B satisfying all the polynomial identities of A has a finite basis

for its identities.

Let Ms(K) be the algebra of 2 x 2 matrices over a field K. If K is a field of
characteristic 0 then, by the celebrated result of Kemer, the polynomial identities of
every algebra over K have the Specht property. In particular, the result holds for the
polynomial identities of Ms(K). However, if the characteristic of the field K is positive
and K is infinite, it is not known if the identities of My(K') have such a property .

In this work we study the Specht property for the 2-graded polynomial identities
of the algebra My(K') over an associative and commutative Noetherian ring with 1. The

2-grading of Ms(K) is given by

MQ(K)OZ{(S 2>;a,d€K}, MQ(K)F{((C) 8>;b,ceK}.

Our main result is as follows:

Let K be an associative and commutative Noetherian ring with 1. Then the 2-
graded polynomial identities of the algebra My(K') of 2 x 2 matrices over K have the
Specht property.

We have proved also the Specht property for the graded polynomial identities of

some other algebras.

Keywords: Graded Algebras, Matrix Algebras, Polynomial Identities, PI-Algebras, Finite Basis
Property, Specht Property.
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Introducao

Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Denotemos por K(X) a dlgebra as-
sociativa livre nao unitéria sobre K com conjunto de geradores livres X = {z1,2,,...}.
Um ideal bilateral J da dlgebra livre K(X) é chamado de T-ideal se J é invariante sobre
todos os endomorfismos de K (X). Seja A uma algebra associativa qualquer. O polinémio
flz1,...,x,) € K(X) é uma identidade polinomial da algebra A se f(ay,...,a,) = 0,
para todo a; € A. Por exemplo, a identidade [z, y] vale em toda dlgebra comutativa. Para
qualquer algebra A dada, é facil verificar que o conjunto de todas as identidades polinomi-
ais de A é um T-ideal de K(X), chamado T-ideal da dlgebra A e denotado por T'(A). Por
outro lado, para cada T-ideal T', existe uma algebra A, tal que "= T'(A). Uma Pl-dlgebra
é uma algebra que satisfaz alguma identidade polinomial f, tal que algum coeficiente na
componente homogénea de maior grau de f é igual a 1 (a componente homogénea de grau

r é formada por todos os termos em que a soma dos graus de todas as varidaveis é igual a
r).

Seja 5 = {fi(x1,...,xn,) € K(X) | i € I} um conjunto de polinomios na algebra
livre K(X). Se 8 é um conjunto gerador de T'(A), para alguma &lgebra A, dizemos que
8 é uma base das identidades de A. Dado um T-ideal J, as K-dlgebras associativas que
satisfazem a todas as identidades polinomiais de J formam uma variedade de &lgebras
associativas. E bem conhecido que existe uma bijecao entre variedades de algebras e
T-ideais da K-dlgebra livre K(X), de posto enumeravel. Se toda subvariedade de uma
variedade A, incluindo A, possui base finita, entao dizemos que A possui a propriedade
de Specht. Seja A uma K-algebra associativa qualquer. Diremos que as identidades
polinomiais de A possuem a propriedade de Specht se a variedade gerada por A possuir a

propriedade de Specht.
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Identidades Polinomiais

Um dos problemas centrais na Teoria das Identidades Polinomiais foi formulado em 1950
por W. Specht [43]. Este problema ficou conhecido como Problema de Specht e pode ser
enunciado da seguinte forma: 7Toda dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica
0 possui uma base finita para suas identidades polinomiais? Ou equivalentemente: Todo
T-ideal da K-dlgebra associativa livre K (X), onde K é corpo e char K = 0, é finitamente
gerado como T-ideal? Foi provado por Kemer [22] em 1987 que o Problema de Specht
possui solucao positiva. O mesmo problema foi investigado também quando K é corpo
e char K # 0. Para K de caracteristica positiva, o problema correspondente ficou sem
solugao até 1999, quando Belov [6], Grishin [20] (para um corpo K tal que char K = 2)

e Shchigolev [42] resolveram negativamente o problema, exibindo contra-exemplos.

Seja My(K) a algebra associativa das matrizes 2 x 2 sobre um corpo K. Seja
glo(K) a élgebra de Lie sobre o K-espago vetorial de My(K) com produto definido por
[a,b] = ab — ba e seja sly(K) a subélgebra de gla(K) de todas as matrizes com trago zero.
Um fato que devemos observar é que se char K # 2, entao as identidades de gly(K) e

sls(K) coincidem. Tal fato nao ocorre em caracteristica 2, conforme veremos mais tarde.

Suponha que char K = 0. Razmyslov provou em 1973 que as identidades My (K)
admitem uma base finita (veja [38,39]). Alguns anos depois, em 1981 Tki [45] mostrou que
as identidades de My (K') sdo consequéncia de 4 delas. No mesmo ano, Drensky [12] provou
que a base minimal de identidades de M, (K') sobre um corpo de caracteristica 0 é composta
da identidade standard sq = Y g (—1)7Z0(1)To(2)To(2)To(4) € da identidade [[x1, 19)%, x3].
Como consequéncia do resultado de Latyshev [32] em 1976, as identidades polinomiais
de My(K) tém a propriedade de Specht (também segue do resultado de Kemer [22], que
afirma que as identidades polinomiais de cada algebra associativa em caracteristica 0 tém

a propriedade de Specht, em particular as de Ms(K)).

Supondo ainda que char K = 0, as identidades satisfeitas pela algebra de Lie
sly(K) tém base finita. Esse resultado foi provado por Razmyslov (ver [38,39]). Na ver-
dade ele provou mais ainda, que as identidades de slo(K) tém a propriedade de Specht.
Como sly(K) e gla(K) possuem as mesmas identidades quando K é um corpo de caracte-

ristica 0, os resultados valem também para gly(K). Em 1981, Filipov [15] mostrou que as
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identidades da &lgebra de Lie sly(K) sdo consequéncia de uma unica identidade, a saber

[y, 2, [t, 2], 2] + [y, 2, [z, 2], 1].

Agora, quando char K = p > 2 e K ¢ infinito, ndo sabemos se as identidades
polinomiais de M, (K) possuem a propriedade de Specht. Entretanto, em 2001, Koshlukov
[25] provou que as identidades polinomiais de My(K') admitem uma base finita composta
de 4 identidades para qualquer primo p > 2. No mesmo artigo esta base foi minimizada
para duas identidades no caso em que p > 5. Trés anos depois, Colombo e Koshlukov [10]
exibiram bases minimais composta de 2 identidades no caso p = 5 e de 3 identidades se
p = 3. No ano de 1989, Vasilovsky [46] provou que quando K é infinito e char K > 2,
as identidades da algebra de Lie slo(K) (consequentemente o mesmo vale para gls(K))
admitem uma base composta de uma tnica identidade (esta é a mesma identidade descrita

por Filipov no caso de char K = 0).

Vamos supor agora que char K = 2 e K ¢ infinito. Neste caso, nao sabemos se o
sistema de identidades de Ms(K') possui base finita, e consequentemente nao sabemos se
o mesmo tem a propriedade de Specht. Mas em 1970, Vaughan-Lee [48] provou que as
identidades de gly(K) nao possuem nenhuma base finita. Conforme observado também

por Vaughan-Lee em [48] temos que slo(K) admite base finita para suas identidades.

Vamos considerar o caso restante, quando K ¢é finito. Em 1973, Kruse e Lvov
(ver [31,33]) mostraram que as identidades polinomiais de toda &lgebra finita tém a
propriedade de Specht, em particular o resultado é valido para My (K). O sistema finito de
identidades de M (K), composto das identidades fi(z,y) = (z—z)(y—y?)(1— [z, y]7 1),
folz,y) = (x—2%)o(y—y?) —[(x —29) o (y —y?)]? onde [x,y] = 2y —yr e voy = vy +yz,
foi exibido por Maltsev e Kuzmin em [35]. Em 1975, Bahturin e Olshanski [5] mostraram
que o sistema de identidades de toda algebra de Lie finita tem a propriedade de Specht.
Em particular, temos que glo(K) e slo(K) tém base finita de identidades.

Se considerarmos K = Z, nao sabemos se as identidades polinomiais de My(K)

tém base finita, muito menos se tém a propriedade de Specht.

Resumindo, sabemos que as identidades polinomiais da dlgebra Ms(K) possuem a
propriedade de Specht, se K é um corpo tal que char K = 0 ou K ¢ finito. Nos demais

casos, nao sabemos se as mesmas tém a propriedade de Specht.
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Seja K um corpo, tal que char K # 2. Consideremos o K-espaco vetorial V' com
base {ex | A € A}, onde A é infinito. A dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior)

E = E(V) é gerada pela base de V, sujeita as seguintes relagoes:
ex e, T exen, =0,
para todos A1, A € A. Notemos que usando as relacoes acima, obtemos
ei =0,

paratodo A € A. Assim, I é gerada por 1 e pelos monomios e;,€;, . .. €;,, 11 < ig < ... < i.
Denote por Ejy, respectivamente E7, o subespaco de E gerado por todos os monomios tais
que k é par, respectivamente impar. E facil ver que Ej é o centro de E. Note que quaisquer
dois elementos w; e wo de E; sao tais que wiwy = —wow;. Também devemos observar

que F é a soma direta dos subespacos Ey e 4, i.e., F = Ey® F.

A algebra M, ;(FE) é a subdlgebra de My(E) que consiste de todas as matrizes

<CCL Z),ondea,deEoeb,ceEl.

Seja ¥ ® E o produto tensorial de E por E. Podemos colocar uma estrutura de

zilgebra em F &® E, fazendo (CL1 &® bl)(CLQ &® bg) = a1a9 ® blbg, onde a; X bl, as X b2 ek X E.

Seja K um corpo de caracteristica 0. E facil mostrar que a algebra F ® E satisfaz
as identidades [u, v, [z, y], 2] e [[x,y]?, y] = 0. Em 1982, Popov [36] mostrou que estas duas
identidades sao uma base para as identidades de ¥ ® E. Uma importante consequéncia
da teoria de Kemer é o fato que se K é um corpo de caracteristica 0, as identidades
polinomiais de £ ® E e M; ;(F) sdo as mesmas. Como char K = 0, segue pelo resultado
de Kemer que as identidades polinomiais de EQ E e M; 1(E) tém a propriedade de Specht.
Observamos que bases de identidades satisfeitas por M ;(E) e por E® E no caso em que

char K = p > 2 ainda sao desconhecidas.

Seja M, (K) a algebra das matrizes n X n sobre um corpo K, com n > 3. Se
char K = 0, entao o resultado de Kemer garante que o sistema de identidades de M,,(K)
tem a propriedade de Specht, para qualquer n. Se char K > 0, K ¢ infinito e n > 3,
nao sabemos se M, (K) tem base finita de identidades, e consequentemente nao sabemos
se suas identidades tém a propriedade de Specht. Agora, se K ¢ finito, temos como

consequéncia do resultado de Kruse [31] e Lvov [33] que as identidades de M,,(K) tém a
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propriedade de Specht, para todo n. Ainda neste caso, K finito, conhecemos as bases de
identidades apenas nos casos n = 3 ou n = 4 encontradas em 1981 por Genov em [16] e
por Genov e Siderov em [18], respectivamente. No caso restante, K infinito, char K > 0

e n > 3 nao é conhecido nenhum resultado relativo a propriedade de Specht.

Seja UT,(K) = {||la;l|l | a;;j € Kea; =0, sej < i} a subélgebra das matri-
zes triangulares superiores de M, (K). Em 1971, Maltsev [34] mostrou que se K é um
corpo de caracteristica zero, as identidades polinomiais de UT,,(K) s@o consequéncia da
identidade [z, xo][x3, 24] ... [Ton_1, T2s]. Para um corpo K de caracteristica 0, as iden-
tidades polinomiais da &lgebra UT, (K) tém a propriedade de Specht, fato demonstrado
por Latyshev [32] e Genov [17] no ano de 1976 (isto também segue do resultado de Kemer
de 1987). Eles mostraram, independentemente, que sobre um corpo K de caracteristica

0, toda algebra que satisfaz a identidade

[1317 372] [553, 134] ce [$2n717 IQnL

tem base finita de identidades, ou seja, o sistema de identidades de UT,,(K) tem a propri-
edade de Specht. Se K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1 e se n = 2,
¢ consequéncia do resultado principal de Popov [37], obtido em 1979, que toda algebra
que satisfaz a identidade acima tem base finita de identidades. Dois anos mais tarde, Chi-
ripov e Siderov [8] mostraram que se K é um corpo de caracteristica p # 2 e n = 3, entao
o sistema de identidades de toda élgebra que satisfaz a identidade [z1, xo][x3, 24][x5, 6]
possui a propriedade de Specht. Em 1990, Krasilnikov [29] mostrou que se K é um corpo
infinito, entao as identidades polinomiais de UT,,(K) possuem a propriedade de Specht.
Porém, se K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1 (ndo necessariamente
um corpo), nao sabemos se as identidades polinomiais de UT,,(K’) possuem a propriedade

de Specht.

Identidades Polinomiais Graduadas

Uma das principais ferramentas usadas por Kemer em [22] para resolver o Problema de
Specht para as identidades polinomiais de dlgebras sobre um corpos de caracteristica zero,

foram as identidades graduadas.
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Definiremos agora nogoes sobre dlgebras graduadas. Se G' é um grupo, entao a K-
algebra A é G-graduada se A = @yecAy, onde A, sao K-submédulos de Ae AjA, C Agin,
para todo ¢g,h € G. Convém notar que Ay é uma subdlgebra de A. Se G = Z,, = Z/nZ,
chamaremos a algebra Z,-graduada de n-graduada. Um exemplo de dlgebra 2-graduada
¢é a algebra C dos nimeros complexos sobre R, que possui uma graduagao natural, dada
por C = Cy @ Cy, onde Cy é a subalgebra R e C; é o subespaco de C, gerado por i. Seja K
um anel associativo e comutativo com 1. Seja Ms(K) a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre

K. A élgebra My(K) possui a seguinte 2-graduagao: Msy(K) = My(K )y ® Ma(K)q, onde

MQ(K)OZ{(‘S 2);a,deK}

¢ a subalgebra de My (K), consistindo de todas as matrizes diagonais e

MQ(K)1:{<S 8);6,06](}

é o submddulo de Ms(K) de todas as matrizes com 0 na diagonal. Além disso,
Ms(K)iM(K); C Ma(K )iy,
onde ¢ + 7 é a soma em Zs.

Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Sejam Y e Z conjuntos infinitos
disjuntos. Seja X = Y U Z. Construiremos a dlgebra livre associativa K (X) sobre K
com geradores livres X. O grau homogéneo de um monoémio m € K(X), denotado por
w(m) é 0 se o grau com respeito as variaveis de Z é par e 1 se for impar. Assim, K(X)
¢ 2-graduada da seguinte maneira: K(X); é gerado por todos os monoémios m, tais que
w(m) =i, para i = 0,1. O polinémio f(y1,...,Ym,21---,2n) € K(X) é uma identidade
2-graduada para a algebra 2-graduada A = Ay @ A se f(ay,...,am,b1...,b,) =0, para
todos ay,...,a,, € Ag e by,...,b, € A;. As identidades 2-graduadas para a algebra A
formam um ideal em K(X), chamado o Ty-ideal de A e denotado por T5(A). Um ideal
em K(X) é o Ty-ideal de alguma algebra 2-graduada A se, e somente se, é fechado sob
todos os endomorfismos ¢ de K(X) tais que (K (X);) C K(X);, com i =0 ou 1. Estes
endomorfismos sao chamados endomorfismos 2-graduados. Sejam I um Ty-ideal em K (X')
e S CI. O conjunto S é uma base de I, se S gera I como T5-ideal, ou seja, S é uma base

de I, se I é o menor Th-ideal que contém S.
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Seja K um corpo de caracteristica 0. Em 1992, Di Vincenzo [11] mostrou que as
identidades 2-graduadas de My(K) possuem base finita, a saber y1ys — yoy; € 212023 —
232921. Recentemente, Sviridova [44] mostrou que se G é um grupo abeliano finito e K é
um corpo de caracteristica 0, entao as identidades polinomiais G-graduadas de qualquer
PI-algebra associativa sobre K tém a propriedade de Specht. Este resultado também
foi demonstrado independentemente por Aljadeff e Kanel-Belov [1] em uma forma mais
geral, com G um grupo finito qualquer, nao necessariamente abeliano, e K um corpo
tal que char K = 0. Como consequéncia destes resultados, as identidades polinomiais

2-graduadas de Ms(K) tém a propriedade de Specht.

Se K é um corpo infinito e char K > 2, Koshlukov e Azevedo [27], em 2002,
mostraram que My (K') possui base finita de identidades 2-graduadas e exibiram uma base
(a mesma do caso char K = 0). Como foi observado por Brandao Junior, Koshlukov e
Krasilnikov em [7], a prova feita em [27] no caso de caracteristica p > 2 vale para qualquer

dominio de integridade infinito.

Nossa contribuicao principal é o teorema abaixo:

Teorema 2.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. FEntao
as identidades polinomiais 2-graduadas da dlgebra My(K) satisfazem a propriedade de

Specht.

Lembramos que, para as identidades polinomiais ordinarias de M(K'), o problema
analogo ao Teorema 2.1 em geral permanece em aberto. E conhecido que estas identidades
polinomiais possuem a propriedade de Specht apenas no caso em que K é um corpo de

caracteristica 0 ou K é um corpo finito.

Seja E a algebra de Grassmann de dimensao infinita. Definamos em M, ;(F) a

seguinte 2-graduacao M ,(E) = By @ By, onde

Bo—{(g 2>;a,d€E0}, Bl—{<2 8);b,C€E1}.

Em F ® E, definamos a 2-graduacao F® £ = (F ® E)y® (E ® E); dada por

(E®E)y= (Ey® Ey® Er @ )

(EQE),=(FEy®FE & E ® E).
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Se char K = 0, Di Vincenzo [11] mostrou que as identidades 2-graduadas de
M, 1(E) tém base y1y2 — Yal1 € 212223 + 232221. Ele mostrou ainda que M; 1(E) e EQ E
possuem as mesmas identidades polinomiais 2-graduadas (andlogo ao caso de identidades
polinomiais ordindrias), portanto ambas tém base finita de identidades 2-graduadas. Pe-
los resultados de Sviridova e Aljadeff e Kanel-Belov (ver [44] e [1]) se char K = 0, temos
que as identidades polinomiais 2-graduadas de M; ;(E) e £ ® E possuem a propriedade
de Specht. Se K é um corpo infinito e char K = p > 2, Koshlukov e Azevedo [27] mos-
traram que as identidades 2-graduadas de M (F) sdo as mesmas que em caracteristica
0. As identidades 2-graduadas de £ ® E seguem das de M 1(E) e se char K = p > 2,
é necessario adicionar a identidade y{z; — z1y7. Observe que a tltima identidade nao é

satisfeita por M 1 (E).

Nossa contribui¢ao para o estudo das identidades 2-graduadas de M;1(E) e EQ E
foi mostrar o seguinte teorema, cuja demonstracao é apenas uma adaptacao do Teorema

2.1.

Teorema 2.2. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Entao as
identidades polinomiais 2-graduadas das dlgebras M;1(E) e E ® E satisfazem a proprie-

dade de Specht.

A algebra M, (K) das matrizes n x n sobre K possui uma Z,-graduagao natural,

dada por

M,(K) = @ My (K,

tEZn

onde
M, (K); = {l|aij|| | a;; € K, paratodoi,j=0,1...,n—1ea; =0, se j—i #t mod n}.

De forma andloga ao que foi feito anteriormente, podemos definir algebra livre n-graduada
e identidades polinomiais n-graduadas. Sobre um corpo K de caracteristica zero, as
identidades polinomiais n-graduadas de M,,(K), com n > 2, tém base finita, descrita por
Vasilovsky em 1999 (ver [47]). Este resultado foi estendido para um corpo K infinito por
Azevedo (ver [2]).
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A n-graduagao de UT,(K) ¢é induzida pela n-graduacao de M, (K). Se K é um
corpo infinito, as identidades polinomiais n-graduadas de UT,,(K') tem base finita e foram
descritas em 2003 por Koshlukov e Valenti [26]. Se char K = 0, as identidades polinomiais
n-graduadas de UT,(K) tém a propriedade de Specht, pelos trabalhos de Sviridova e
Aljadeff e Kanel-Belov (ver [44], [1]).

Nossa contribui¢ao no estudo das identidades polinomiais n-graduadas de UT,,(K)

foi o seguinte

Teorema 3.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Entao as

identidades polinomiais n-graduadas da dlgebra UT, (K) possuem a propriedade de Specht.

Esta tese é organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1, damos algumas defini¢oes e enunciamos alguns resultados auxiliares

para o desenvolvimento dos demais capitulos.

No Capitulo 2, usamos o método dos conjuntos parcialmente bem ordenados, intro-
duzido por Higman, para demonstrar os teoremas 2.1 e 2.2. Estes dois teoremas demons-
tram a propriedade de Specht para as identidades polinomiais 2-graduadas de Ms(K),

M, 1(F) e E® E, sobre um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1.

No Capitulo 3, mostramos a propriedade de Specht para as identidades polinomiais
n-graduadas da dlgebra UT, (K) das matrizes triangulares superiores sobre um anel K

associativo, comutativo e Noetheriano com 1.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, colocaremos alguns conceitos e resultados que serao necessarios ao longo do
trabalho. Os teoremas e proposicgoes serao enunciados sem demonstracao, mas indicaremos
onde o leitor podera encontrar mais detalhes. As principais referéncias para este capitulo

serdo [3], [13], [14], [19], [21], [40], [41] e [49].

Em todo o trabalho, N denotard o conjunto dos inteiros positivos e Ny denotaré o

conjunto dos inteiros nao negativos.

1.1 Anéis, Mddulos e Algebras

Nesta se¢ao, assumiremos conhecidos defini¢oes e resultados béasicos sobre anéis, médulos
e algebras tais como homomorfismos e teoremas mais simples. Daremos as defini¢oes
dessas estruturas, a fim de elucidar o contexto em que trabalharemos, e alguns resultados
que serao necessarios para o entendimento do texto. O objetivo é apenas deixar claros os

conceitos que serao usados no trabalho.
Anéis

Definigao 1.1. Um anel R é um conjunto com duas operagoes binarias + e - (chamadas

adigao e multiplicacao, respectivamente) satisfazendo os seguintes axiomas:

i) (R,+) é um grupo abeliano;

10
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ii) a distributividade vale em R, i.e., para quaisquer a, b, ¢ € R, temos (a+b)-c = a-c+b-c

ea-(b+c)=a-b+a-c

Definigao 1.2. Se o anel R satisfaz (a-b)-c = a-(b-c) para quaisquer a,b, ¢ € R, diremos

que R é um anel associativo.

Defini¢ao 1.3. O anel R é comutativo se a multiplicagdo é comutativa, i.e., se [a,b] =

ab — ba = 0, para quaisquer a,b € R.

Definicao 1.4. Diremos que o anel R tem identidade (ou contém 1) se existe um elemento

le Rtalquel-a=a-1=a, para todo a € R.
Observagao 1.5. Omitiremos o - na notacao, fazendo ab = a - b. A menos que seja

mencionado, o termo anel significara anel associativo e comutativo com 1.

Sejam X um conjunto e F = {X; | i € I} uma familia de subconjuntos de X. Sao

equivalentes as seguintes condigoes:

i) A familia F nao contém uma subfamilia infinita estritamente crescente

X“CXQCXBC,

ii) Para toda cadeia X;, C X;, C X;, C ... em F, existe n tal que X; =X, , =

- n+1 R

iii) Qualquer subfamilia ndo vazia de F possui um elemento maximal.

O fato acima pode ser encontrado em diversos livros, em particular em [40] e [41].

Um conjunto X satisfaz a condi¢cao da cadeia ascendente se satisfaz alguma das

condicoes acima.

Definicao 1.6. Um anel R é dito ser Noetheriano se satisfaz a condicao da cadeia ascen-

dente para seus ideais.

Proposicao 1.7. Seja R um anel. Entao R é Noetheriano se, e somente se, todo ideal

de R € finitamente gerado.

Demonstragao. Ver [40] e [41]. O
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Moédulos

Definicao 1.8. Seja R um anel (ndo necessariamente comutativo ou com 1). Um R-
modulo a esquerda ou um modulo a esquerda sobre R é um grupo aditivo M munido de
uma operacao, chamada multiplicagdo por escalar, de R sobre M (isto é, uma aplicagao
de R x M — M) denotada por rm, para todo r € R e para todo m € M tal que para

todor,s€ Rem,n e M,

L. (r+s)m =rm+ sm;

2. (rs)m = r(sm);

3. rim+n)=rm+rne

4. ITm = m, se R possui 1.

Analogamente, define-se R-mdédulo a direita. Se R é um anel comutativo e M é

um R-médulo a esquerda, podemos considerar M um R-médulo a direita, simplesmente
fazendo rm = mr, para todos r € Rem € M. Se M é um R-médulo a direita e a

esquerda, diremos que M ¢é um R-modulo. Se o anel R for um corpo, entao o R-mddulo

M é um espago vetorial.

Para mdédulos sobre um anel R, define-se médulo Noetheriano de forma analoga a

definicao de anel Noetheriano.

Definicao 1.9. Dado um automorfismo ¢ de um anel R, uma funcao f : M — N de dois
R-médulos M e N é aplicagao y-semilinear, ou simplesmente semilinear, se para todo

z,y € M er € R temos

L f(x+y) = flz)+ f(v);
2. f(rz) = o(r)f(z).

Sejam M um R-médulo e b um elemento de M. Denotaremos por (b) o submdédulo

gerado por b. Se M = (b), diremos que M é um mddulo ciclico.
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Definigao 1.10. Um R-médulo F' é chamado um R-mddulo livre se F' é isomorfo a uma

soma direta de cépias de R, isto é, se existe um conjunto I (possivelmente infinito) com

F=@r,

el
onde R; = (b;) = R para todo i. Chamamos B = {b; | i € I} de base de F.
Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.11. Seja F' um R-mddulo livre e seja B = {b; | i € I} uma base de F. Se
M ¢é um R-mdodulo arbitrdrio e se v : B — M ¢é uma funcdao qualquer, entdo existe um

unico R-homomorfismo g : F — M com g(b;) = ~(b;) para todo i € I.

Demonstragao. Ver [40]. O

Algebras

Definigao 1.12. Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Um K-médulo A é
chamado uma dlgebra (ou K-dlgebra), se A munido de uma operagao bindria %, chamada
multiplicagao, para todo a,b,c € A e a € K satisfaz
i) (a+b)xc=axc+bxc;
i) ax(b+c)=axb+ax*c
iii) a(a*b) = (aa) *xb=ax* (ab).
Se a algebra A satisfaz a propriedade (a x b) * ¢ = a * (b * ¢), dizemos que A é

assoctativa.

Denotaremos a multiplicacao em A por - e usaremos ab no lugar de a - b.
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Exemplo 1.13. Se K é um anel associativo e comutativo com 1, entao o anel de polino-

mios K[z, %o, ..., T,] nas varidveis comutativas x xo, ... é uma K-élgebra.

Exemplo 1.14. Se K é um anel associativo e comutativo com 1, entdo o anel M, (K) de
todas as matrizes n x n sobre K é uma K-algebra. Mais ainda, se A é uma K-algebra,

entao M,(A) também é uma K-algebra.

1.2 Algebras Livres e Identidades Polinomiais

Definicao 1.15. Sejam A uma classe de algebras associativas e F' € A, uma algebra
gerada por um conjunto X. A dlgebra F' é chamada dlgebra livre na classe A, livremente
gerada pelo conjunto X, se para toda algebra A € A, toda aplicacao ¢ : X — A pode ser
estendida a um homomorfismo ¢ : F — A. A cardinalidade do conjunto X é chamada

posto da algebra F.

Se tomarmos a classe A como sendo a classe de todas as algebras associativas sobre
um anel K, entao a dlgebra F' sera chamada de dlgebra associativa livre nao unitdria. Nos

demais casos, chamaremos F' dlgebra associativa relativamente livre.

Sejam K um anel associativo e comutativo com 1 e X = {z1,x9, ... }. Denotaremos
por K(X) a algebra gerada como K-mdédulo por todas as palavras x;x;, ...x; , com

x;, € X e s € N e com multiplicacao definida por
(xzj e C(]Z‘m)(l’jl P l‘jn) =Ty - ximle P [Ejm7
onde z;,,z; € X.

Proposicao 1.16. A dlgebra K(X) € uma dlgebra associativa livre ndo unitdria com

conjunto de geradores livres X .

Demonstracao. Ver [3], [13], [14] e [19]. O

Definigao 1.17. Seja K um anel associativo, comutativo e unitério. Sejam f € K(X),
f=f(x1,zo...,2,) e Auma algebra associativa sobre K. Dizemos que a expressao f = 0
(ou o elemento f) é uma identidade polinomial para algebra A se f(aq,...,a,) = 0 para

todo ay,...,a, € A. Dizemos que a &lgebra associativa A é uma Pl-dlgebra (PI vem do
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inglés “Polinomial Identity”), se a dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial f, tal que
algum coeficiente na componente homogénea de maior grau de f é igual a 1 (a componente
homogénea de grau r é formada por todos os termos em que a soma dos graus de todas

as varidveis ¢ igual a r).

Exemplo 1.18. a) Seja A uma &lgebra comutativa. Entao a dlgebra A satisfaz a identi-
dade polinomial

[$1, 952] = 11T — 271 = 0;

b) Seja A uma algebra de dimensao finita. Se dim A < n, entao A satisfaz a identidade

“standard”

sn(xl, .. l’n) = Z (—1)0560(1)$U(2) .. .xa(n).

O‘ESn

Em particular, a dlgebra de matrizes M, (K) é uma PIl-algebra, pois satisfaz a identi-
dade s,2,1, pois dim M,,(K) é n?>. Na verdade, o famoso resultado de Amitsur-Levitzky
diz que M, (K) satisfaz a identidade standard ss, de grau 2n e nao satisfaz nenhuma

outra identidade de menor grau.

Definicao 1.19. Seja V = {f; € K(X) | i € I} um conjunto ndo vazio de polinomios
da élgebra K(X). A classe V de todas as dlgebras associativas sobre K que satisfazem
as identidades polinomiais f; = 0, para todo ¢ € I, é chamada a variedade de dlgebras

associativas definida por V.

Diante desta definicao, temos uma equivaléncia dada por Birkhoff:

Teorema 1.20 (Birkhoff). Uma classe de dlgebras V é uma variedade se, e somente se,

V € fechada a somas cartesianas, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Demonstracao. Ver [3] ou [19]. O

Definigao 1.21. Sejam A uma &lgebra e I um ideal de A. O ideal I é um T-ideal de A se
I é invariante por todos os endomorfismos de A, ou seja, p(I) C I para todo endomorfismo

@ de A.

Teorema 1.22. Seja A uma Pl-dlgebra. O conjunto T(A) de todas as identidades poli-
nomiais de A € um T-ideal de K(X).
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Demonstracao. Ver [13] e [19]. O

Dado um T-ideal J, as K-algebras associativas que satisfazem a todas as identida-
des polinomiais de J, formam uma variedade de algebras associativas. E bem conhecido
que existe uma correspondéncia biunivoca entre os T-ideais de K (X) e as variedades de
algebras associativas. Para todo T-ideal V', considere a variedade A definida pelas iden-
tidades de V. Por outro lado, dada uma variedade A, seja V o T-ideal gerado pelas
identidades que definem A. Esta correspondéncia é de Galois, i.e., dados dois T-ideais V}
e Vo, tais que V) C V5 e Ay e Ay sdo as variedades definidas por V; e V,, respectivamente,

temos Ay C Aj.

1.3 Problema da Base Finita e Propriedade de Spe-
cht

Definigao 1.23. Sejam A uma algebra e § = {fi(x1,...,2,,) € K(X) | i € I} um
conjunto de polindémios na dlgebra livre K(X). Se  é um conjunto gerador do T-ideal

T(A), dizemos que S é uma base das identidades de A.

Se as identidades polinomiais da algebra A possuem base finita e se as identidades
de toda algebra que satisfaz as identidades polinomiais de A também tém base finita,
dizemos que A possui a propriedade de Specht. Analogamente, se toda subvariedade de
uma variedade A, incluindo A, possui base finita, dizemos que A possui a propriedade de
Specht. Seja A uma K-algebra associativa qualquer. Diremos que A possui a propriedade

de Specht se a variedade gerada por A possuir a propriedade de Specht.

1.4 Algebras Graduadas e suas Identidades Polino-
miais Graduadas

Introduziremos nessa secao o conceito de dlgebra G-graduada e identidades de algebra

G-graduadas, onde GG é um grupo abeliano.

Durante esta secao, usaremos G, K e A para denotar grupo abeliano, anel associ-

ativo e comutativo com 1 e dlgebra sobre K, respectivamente.
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Definigao 1.24. Dizemos que a élgebra A é G-graduada se A pode ser escrita como a
soma direta de submédulos A = P e A, de tal forma que AjA, C Agrp. Os submédulos
A, sao chamados componentes homogéneas (ou componentes homogéneas de grau g) de

A. Se G = Z,, = Z/nZ usaremos a terminologia n-graduada.

Em alguns momentos, usaremos a notagao A = € e A no lugar de gec Ags

principalmente no Capitulo 3.

Definigao 1.25. Sejam A e B algebras G-graduadas. Um homomorfismo ¢ : A — B é
um homomorfismo G-graduado se ¢(A,) C B, para todo ¢ € G. Do mesmo modo, sao

definidos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduados.

Podemos ver claramente que Ay é uma subdlgebra de A. Convém observar que

todo elemento a € A pode ser escrito de forma tnica como soma finita a = > __ a,, com

geG

ag € Ay, g € G. Um elemento a € A é chamado homogéneo de grau g se a € A,.

Exemplo 1.26 (G-graduagao trivial). Sejam G um grupo abeliano e A uma &lgebra
qualquer. A algebra A possui uma G-graduacao trivial dada por A = @geqAly, onde

Ay =Ae A, = {0}, para todo g # 0.

Exemplo 1.27 (Algebra das Matrizes 2 x 2). Seja K um anel associativo e comutativo
com 1. Seja M,(K) a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre K. A élgebra Ms(K) possui a
seguinte 2-graduacao: My(K) = My(K)o ® My(K )1, onde

MQ(K)OZ{(S 2);@,0!6[(}

é a subdlgebra de Ms(K), consistindo de todas as matrizes diagonais e

MQ(K)1:{<S 8);b,ceK}

¢ o submédulo de My (K') de todas as matrizes com 0 na diagonal. Além disso,
My(K)iMy(K); C© Ma(K)ivj,

onde i + j é a soma em Zy. Chamaremos os elementos de My(K )y e os de My(K); de

elementos pares e elementos impares, respectivamente.
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Exemplo 1.28 (Algebra de Grassmann F). Seja K um anel associativo e comutativo
com 1. Seja V um K-mddulo livre com base {e) | A € A}. A dlgebra associativa livre
K{ex | A € A) médulo o ideal gerado por e?\ =0 e ey ey = —ey ey, ¢ denominada dlgebra
de Grassmann de V sobre K, e é denotada por E = E(V). A algebra de Grassmann E
tem como base os produtos ey, ey, ...ey,, onde A\; < Ao < ... < A, com k> 0. Em E,
definimos a 2-graduacao F = Ey@® E1, onde Ej é gerado como submddulo pelos monomios
acima com k par e E; é gerado pelos monomios onde k£ é impar. Devemos observar que
se K é um corpo de caracteristica 2, F é uma algebra comutativa. Os elementos de Ej e

FE sao chamados de elementos pares e impares, respectivamente.

Exemplo 1.29 (Algebra E ® E). Seja E ® E o produto tensorial de E por E. Podemos
colocar uma estrutura de algebra em E® F, fazendo (a; ® by)(as ®by) = ajas @ byby, onde
a1 ®by,a50by € EQE. Em E® E, definamos a 2-graduacdo EQFE = (EQFE)y®(EQE);
dada por

(E®E)y= (Ey® Ey® Er @ )

(EQFE) = (Fy® E, & E, ® Ey).

Exemplo 1.30 (Algebra das matrizes M, (E)). A algebra M;(E) é a subélgebra de

M,y (FE) que consiste das matrizes ,onde a,d € Ey e b,c € F;. Definamos em

b
d
M, 1(FE) a seguinte 2-graduacao M (E) = By @ By, onde

1301: {:( 8 2 ) ;a,d S fﬁ)}, 131:: { < 2 8 ) ;b,C c l?l}

Exemplo 1.31 (Algebra M, (K) das matrizes n x n). A &lgebra M, (K) das matrizes
n X n sobre K, possui uma Z,-graduagao natural, dada por

Mn(K) = @ Mn(K)ta

tEZn

onde
M, (K): = {]lai;|| | ai; € K, paratodoi,j=0,1...,.n—1ea;; =0, se j—i ¢t mod n}.

Exemplo 1.32 (Algebra UT,(K) das Matrizes Triangulares Superiores n x n). A n-
graduacao de UT, (K), é induzida pela n-graduagao de M, (K). Tal n-graduacao é dada
por

Ul (K)=UT" +UT" + ...+ UT" Y,
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onde U, ,S’“’ ¢ o K-submddulo gerado pelas matrizes elementares e;; tais que j —¢ = k,

k=0,2...,n—1.

Seja X = {X, | ¢ € G}, onde os conjuntos X,;, g € G sao disjuntos, e in-
finitos enumeraveis. Seja K(X) a algebra livre sobre X. Em K(X) definimos a G-
graduacdo K(X) = @, K(X),, onde K(X), é gerado como K-médulo pelos mono-
(91) (

il ....fi

K<X>9K<X>h - K<X>g+h-

mios x ZS), onde i; € N, x99 ¢ X1 +...+gs=g,5>1 E fcil verificar que

Definigao 1.33. Um ideal I de uma &lgebra G-graduada A é um Tg-ideal se é invariante

sob todos os endomorfismos G-graduados de A, ou seja, ¢(I) C I para todo endomorfismo

G-graduado ¢ de A.

Definigao 1.34. Seja f(z\",...,2%)) € K(X), f # 0, 2% € X,.- O polindémio
F 29 (ou a expressao f(29, . 2¥)) = 0) 6 uma identidade polinomial
G-graduada para a algebra G-graduada A, se f(a1,...,a,) = 0, para todo a; € Aj,. O
conjunto T¢(A) de todas as identidades G-graduadas da algebra G-graduada A é um

Te-ideal de K(X), denotado ideal das identidades G-graduadas da dlgebra A.

Os demais conceitos, de base de identidades graduadas, propriedade da base finita,
propriedade de Specht e outros, sao definidos de forma andloga ao caso de identidades
polinomiais ordindrias (ou seja, nao graduadas). Tais defini¢oes podem ser encontradas,

por exemplo, em [19].
A seguir, daremos alguns exemplos de algebras e suas identidades graduadas.

Exemplo 1.35. Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Seja My(K) a élgebra
das matrizes 2 x 2 sobre K. A élgebra M(K) satisfaz as identidades polinomiais 2-

graduadas

Y1Y2 — Y21

Z1R9R%3 — R3R9%1-

A verificacao de que estas identidades sao satisfeitas, é feita por calculos diretos. No

Capitulo 2, Teorema 2.1, mostramos que se K é Noetheriano, entao toda algebra que
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satisfaz as identidades polinomiais 2-graduadas acima, possui a propriedade de Specht
para seu respectivo sistema de identidades polinomiais 2-graduado. Em particular, o

resultado vale para Ms(K).

Exemplo 1.36. Seja E a algebra de Grassmann de dimensao infinita sobre um anel K
associativo e comutativo com 1. Temos que £ ® E e M;;(E) satisfazem as identidades

polinomiais 2-graduadas

Y1Y2 — Y21

2172223 + Z3%2221.

O Teorema 2.2 afirma, no caso em que K ¢é Noetheriano, que toda algebra que satisfaz as
identidades polinomiais 2-graduadas acima, possui a propriedade de Specht para seu res-
pectivo sistema de identidades polinomiais 2-graduado. Logo, as identidades polinomiais

2-graduadas de F ® E e M, ;(F) possuem a propriedade de Specht.

Exemplo 1.37. Seja UT,(K), a algebra das matrizes triangulares superiores sobre um
anel K associativo e comutativo com 1. A dlgebra UT,,(K) satisfaz as seguintes identidades

polinomiais n-graduadas:

Suponha que K é Noetheriano. O resultado principal do Capitulo 3, afirma que neste caso,

o sistema de identidades polinomiais n-graduado acima possui a propriedade de Specht.

1.5 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Neta se¢ao, vamos enunciar alguns resultados de Higman [21] sobre conjuntos parcialmente

bem ordenados. Tais resultados também podem ser encontrados no livro de Vovsi [49].

Seja A um conjunto nao vazio. Uma relacao < em A é uma ordem parcial, se < é
reflexiva, transitiva e antissimétrica. Neste caso, dizemos que A é parcialmente ordenado
e denotamos por (A, <). Uma ordem em um conjunto A é chamada linear se para todo
a,b € A, temos que a < boub < a. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e

seja B um subconjunto de A. O conjunto cl(B) ={a € A|3b € B;b < a} é chamado de
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o fecho de B. Se cl(B) = B, dizemos que B é fechado. O conjunto A possui a propriedade

da base finita, se todo subconjunto fechado B de A é o fecho de algum conjunto finito.

Lema 1.38 (G. Higman, [21]). As sequintes condi¢oes sobre um conjunto A parcialmente

ordenado sao equivalentes:

i) Toda sequéncia infinita ay,asg, . .. de elementos de A possui uma subsequéncia infinita
nao-decrescente

ailgahg... (21<22<),

it) Se aj,as, ... é uma sequéncia infinita de elementos de A, entdao existem inteiros

positivos 1 e j tais que t < j e a; < ay;
i11) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza;
iv) Todo subconjunto nao vazio fechado de A € o fecho de um conjunto finito;

v) Nao existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente, nem um nimero infinito

de elementos mutuamente incompardveis.

Suponha que A possui uma ordem linear < e que todo subconjunto de A possui
um tunico elemento minimal, entao A é chamado bem ordenado e a ordem < é chamada
uma boa ordem. Se A é um conjunto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto
B # () de A possui um numero finito de elementos minimais, entao dizemos que A possui
uma boa ordem parcial ou que A é parcialmente bem ordenado. Assim, A é parcialmente

bem ordenado se, e somente se, satisfaz algum dos itens do Lema 1.38.

Denote por ® o conjunto de todas a aplicagoes ¢ : N — N que preservam ordem
(i.e., se i < 7, entao (i) < ¢(j)). Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado, com
elemento distinguido 0. Denote por V(A) = V(A,0) o conjunto de todas as sequéncias
infinitas de elementos de A, tal que apenas um ntumero finito de ternos é nao-nulo. Defina
em V(A) arelacao < dada por {z;} < {y;} se, e somente se, existe ¢ € ® tal que z; < Yy, ()

para todo 5 € N. Nestas condicgoes, vale o seguinte lema:

Lema 1.39 (G. Higman, [21]). V(A) € um conjunto parcialmente bem ordenado.
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Usaremos com muita frequéncia o lema abaixo, sobre o produto cartesiano de

conjuntos parcialmente bem ordenados.

Lema 1.40 (G. Higman, [21]). Sejam (A1, <1) e (As, <o) conjuntos parcialmente orde-
nados. Seja < a ordem parcial em A = Ay X Ay definida componente a componente (i.e.
(a1,as) < (b1,be) se, e somente se, a3 <1 by € ay <g by). Se (A1,<y) e (Ag, <o) sdo

parcialmente bem ordenados, entio (A, <) € parcialmente bem ordenado.



Capitulo 2

Identidades Polinomiais 2-graduadas
de Matrizes 2 x 2

Os resultados principais deste capitulo sao os seguintes:

Teorema 2.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. FEntao
as identidades polinomiais 2-graduadas da dlgebra My(K) satisfazem a propriedade de

Specht.

Teorema 2.2. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. FEntao as
identidades polinomiais 2-graduadas das dlgebras M;1(E) e E ® E satisfazem a proprie-

dade de Specht.

Seja K(X) a dlgebra livre 2-graduada, onde X = YU Z, Y = {y; | i € N} e
Z = {z | i € N}. Seja I o Ty-ideal de K(X), gerado pelos polinomios 4142 — oy,

212923 + €232921, onde € € {—1,1}.

2.1 Um Conjunto Gerador M do K-médulo K(X)/I

Seja K (X) a algebra livre 2-graduada, onde X =Y UZ, Y ={y; | i € N} e Z = {z |
i € N}. Lembremos que I é o Ty-ideal de K(X) gerado pelos polindémios y1y2 — yay1,
212923 + €232921, onde € € {—1,1}. Sobre um corpo K a Proposicao 2.3 abaixo, segue
imediatamente das Proposigoes 5 e 8 de [27] que foram provadas em [27] usando as ideias

de [11]. Entretanto (veja [7]), sobre um anel K associativo e comutativo com 1 este fato

23
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pode ser provado exatamente da mesma forma que em [27]. Daremos uma prova completa

da proposicao aqui a fim de tornar o trabalho autossuficiente.

Proposicao 2.3 ( [27], vide também [7]). Seja K um anel associativo e comutativo com 1.

Entao a algebra 2-graduada relativamente livre K(X) /I é gerada sobre K pelos sequintes

Monomios:
YarYas - - - Yar + 1, (2.1.1)
YarYas - - - Yay Zer 2y Zey 2y - - - B 2 + 1 (2.1.2)
Yar Yay - - - Yag, Zer Yoy Ybs - - - Yby 2dy Zen 2y - - - Zeg 2y + 1 - (2.1.3)

onde ay < ay < --- S, by Kby < <bh, << oSy edy Sdy < Sdy,
k>0em (2.1.1), k>0, m>0em (21.2) ek >0,1>0, m >0 em (2.1.3). O “chapéu”

sobre a variavel significa que ela pode ser omitida.

Demonstra¢ao. Vamos omitir o ideal I na notagao dos monomios de K(X)/I. Analiza-
remos primeiramente o caso em que I é gerado por yi1ys — yay1 € 212223 + 232221, OU seja,
e =1 Seja ¥ = Yo, Yas, - Yay, + 1, ki > 0. Seja f um monomio em K(X)/I. Se a
expressao de f nao contém nenhum z;, entao usando a identidade polinomial 2-graduada

Y1Y2 — Y211, obtemos o resultado. Caso contrario, podemos escrever f como
f = y(l)zi1y(2)zi2y(3)zi3 cee y(2m—1)zi2m71y(2m)z/i; + Iv

onde m >1eyWz y@z,y®z, . yPm=Vz,  yE™Z~ § um mondmio de K (X). Con-

(2m) podem aparecer ou ndo. No caso em que a expres-

; 1
vem notar que os termos y( ), oY
sao de f nao contém nenhum y®, teremos o mondmio z;, 2, . . . 2, Z,.. Agora, usando

a identidade polinomial 2-graduada y;y2 — Y2y, segue que
f=yWy® gy @m=Dy @@ Cm) e Ziy i 1
Assim, podemos escrever f na forma

f = YarYas - - - Yar Zis Yo Ybg - - - Yoy Zig Zig - - - Zigg 1 Zigm + 15

onde a; < as < -+ < ap, by < by <---< b, k>0el >0. Existe uma permutagao
o do conjunto {1,3,...,2m — 1} tal que ir1) < o) < oo < lp2m—1). Denotemos

C1 = lg(1),C2 = Gg(3),+ -+ Cm = lg(2m—1)- lambém existe uma permutacao 7 do conjunto
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{2,4,...,2m — 2,2/77\1} tal que ir(2) < dra) < -0 <o < ZT/(.QZ) Denotemos d; =
ir2),d2 = Ur4),...,dm = ir@2m). Portanto, usando a identidade polinomial 2-graduada

212923 + 232221, obtemos

f = 0Ya1Yas - - - Yar Zer Uny Ybs - - - Yb Zdy Zea Zds - - - Zem 2y + L

onde a; < ay <+ - <ag, by Kby < <h,cp << <cped <dy <o <dyy,
k>0,1>0,m>0ed= =1, dependendo apenas do niimero de vezes que aplicamos a
identidade polinomial 2-graduada z12923 + 232921. Assim, segue que a algebra K(X)/I é

gerada pelos monomios (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3), conforme querfamos.

No caso em que o Thr-ideal I é gerado por y1ys — Y2y1 € 212223 — 232221, OU s€ja,
¢ = —1, a prova é analoga. A tunica diferenca é que o sinal do mondémio serd sempre

positivo. ]

Observacao 2.4. Note que se I é gerado pelos polindmios Y1y — ya¥y1 € 212223 — 232221,
entao os monomios da forma (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3) formam uma K-base do K-mddulo
livre K(X)/I (veja [7, Prop.3]). Por outro lado, se I é gerado pelos polindmios 4142 — Yoy,
212923 + 232921 entdo alguns dos monomios da forma (2.1.2) e (2.1.3) sado iguais a 0 em

K(X)/I (veja [27, Prop.§]).

Denotaremos por My, My e M3 o conjunto de monémios (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3),
respectivamente. Seja M = M; U My U M;. Notemos que K(X)/I satisfaz as seguintes
identidades polinomiais 2-graduadas y1y2 — yay1 € 212023 + £232921, onde ¢ € {—1,1}.
Assim, temos que as variaveis y1, 92, . . . comutam entre si. Portanto, podemos considerar
os elementos de M; como monomios nas variaveis comutativas yi, s, .... As identidades

polinomiais 2-graduadas 212023 — 232927 OU 212923 + 232221 nos dao a seguinte relacgao:

—

Ze1RdyRegdy « v+ Rem Rdm = 520’(01)27'(6[1)20'(62)ZT(dQ) cee Za’(cm)ZT(dm>7

onde 6 = +1, ¢ é uma permutagao do conjunto de indices {ci,¢2,...,Cn_1,¢n} € T é
uma permutacao do conjunto indices {dy, ds, . .., dy_1, d/\m} O coeficiente ¢ é igual a 1, se
e = —1, e no caso em que € = 1, o coeficiente depende apenas do sinal das permutacoes
o e 7. Desta forma, podemos considerar este elemento como sendo dois monémios, um
Nas Varidvels Ze,, Zeyy - -« Zey, 15 Ze,, € OULTOS NAS VATIAVEIS 24, , Zdys - - - 5 2d, 15 2d,, - DEVEMOs
notar que os elementos z., e zg; nao comutam entre si. Além disso, o produto z;z; ¢ um

elemento par e portanto comuta com todo y = v, ¥i, - - - Y. -
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2.2 Uma Boa Ordem e uma Boa Ordem Parcial em
M

Ordem Parcial <’ em um Conjunto de Sequéncias

Seja Ny o conjunto de todos os inteiros nao negativos. Consideraremos em Ny a ordem
linear padrao <. Seja m € N. Definamos a relacao <,, em Ny tal que para [,ly € Ny,
temos que l; <,, 5 se, e somente se, [y < Iy e l; =l mod 2m. E fécil verificar que <,,

define uma ordem parcial em Nj.

Lema 2.5. Dado m € N, <,,, € uma boa ordem parcial no conjunto Ny.

Demonstragao. Seja C' = {0,1,...,2m — 1}, com a ordem trivial <, dada por a < b se, e
somente se a = b. Considere Ny x C' com a ordem < definida componente a componente.
Consideremos a aplicacdo de Ny em N x (', dada por a — (a,r), onde 7 é o resto da
divisao de a por 2m. A aplicacao acima preserva ordem, ou seja, se a; <,, as, entao

(a1,71) < (ag,r2). Pelo Lema 1.40 temos que Ny x C' é parcialmente bem ordenado. Logo,

<,, € uma boa ordem parcial. [

Denotemos por @), o produto cartesiano Ny x Ny x --- x Ny n-vezes. Para x =
(x1,...,xn) ey = (Y1,...,Yn) em @, definamos a ordem parcial < componente a com-
ponente (i.e., x < y se, e somente se, r1 < yi,...,T, < y,). Diante desta defini¢ao, o

resultado bem conhecido a seguir ¢ uma consequéncia imediata do Lema 1.40.

Lema 2.6. (Q,, <) € parcialmente bem ordenado.

Seja V(Q,) o conjunto de todas as sequéncias nao nulas de elementos de @), para
as quais apenas um numero finito de termos é nao nulo. Definamos em V(@) a ordem
parcial <g tal que para {u;}, {v;} € V(Q,), temos que {u;} <o {v;} se, e somente se,
existe ¢ € ® tal que u; < vy(;), para todo j € N. Assim, pelo Lema 1.39, temos o seguinte

resultado

Lema 2.7. (V(Q,), <s) € parcialmente bem ordenado.

Agora, consideraremos o conjunto Qs = Ny xNj. Pelo Lema 2.6, temos que (@2, <)

é parcialmente bem ordenado. Definamos em @y a relagdo <,,, tal que para x = (1, x2)
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ey = (y1,y2) em @y temos que x <, y se, e somente se, r; <,, y;, para todo i = 1,2.

Usando os lemas 1.40 e 2.5, obtemos que (@2, <,,) é parcialmente bem ordenado.

Denotemos por © a familia de todas as aplicacoes 0y : V(Q,) — V(Q,), com

k,l € N,k <[, definidas para n = 1,2, dadas por 0 ({w;}) = {u.}, onde
o = { u, 1 £k

u, 1= k.
Agora, se n > 2, definimos aplicagao 0y, de V(Q,) da seguinte forma: Oy ({u;}) = {u’},
onde {u’gj)} = le({ugj)}), sej=1,2,....n—2e {u’gj)} = {uz(-j)}, se j =n—1,n. Seja
V(Qn) = V(Qn-2) x V(Q2), paran > 2.

Denotemos por ®; a familia de todas as aplicagoes 1 : V(Q,) = V(Q,) definidas
por o1 =@, sen=1,2e¢ @i(u,v) = (p(u),v), onde u € V(Q,_2) e v € V(Q3), se n > 2.

Agora, seja ®, a familia de todas as aplicagoes s : V(Q,) — V(Q,), definidas
como aplicacao identidade se n = 1,2 e po(u,v) = (u,p(v)), onde u € V(Q,_2) e v €
V(Q2), se n > 2.

Denotaremos por A a familia de todas as aplicagdes A : V(Q,) — V(Q,), tal
que A= 0k1110k212 .. .Hkqlq Cp1,q 2 0, onde 9k111,9k212, .. .qulq, € @, Y1 € q)l, k; §é QO(N),
i=1,2,...,qe ki #kj,sei#7].

Agora, em V(@) definamos a ordem parcial <,, tal que para u,v € V(Q3), onde

u={u;} e v={v;}, temos que u <, v se, e somente se, u; <, v;, para todo i € N.

Definamos a relagao bindria <, em V(Q2) tal que u <) v se, e somente se, existe

A € A tal que u} <,,, v;, para todo i € N, onde A({u;}) = {u}}.

Lema 2.8 (A. N. Krasilnikov, [28]). Sejam (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e
0 um elemento minimal em A. Seja V(A) = V(A,0) o conjunto de todas as sequéncias de
elementos de A em que apenas um numero finito de elementos nao sao iguais a 0. Seja
< uma relagao bindria em V(A) tal que para {a;},{a.} € V(A), temos {a;} <a {al} se,
e somente se, existe A € A tal que a < a}, para todo i € N, onde A\({a;}) = {a]}. Entdo

<a € uma ordem parcial em V(A).

Assim, <, é uma ordem parcial em V(Q3). Como <, depende do nimero m

fixado, vamos denotar <, por <, .
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Seja C' um conjunto finito com elemento distinguido 0 e considere o conjunto
S = Nj x C, com elemento distinguido 0 = (0,...,0). Ordenaremos o conjunto S,
colocando s < &', onde s = (J1,72, -, Jn, )y 8" = (J1s Ty -+ 70, )y d1, 5] € No,¢,d € C,
se, e somente se, j; < jj, I =1,2,...,nec=c. E claro que S é um conjunto parcialmente

bem ordenado.

Considere agora o conjunto V(S) = V(S5,0). Suponha que v € V(S5), onde v =
{{s;} | j € N} es; € S. Seja ¢ € & uma aplicacdo de N em N que preserva a ordem.

Usaremos a mesma notagao para a injegao de V' (S) em V(S) definida por ¢(v) = v’, onde

5 — { Siy .7 = QD(Z)
7 0, j & »(N).

Seja © a familia de aplicagoes 0y de V(S) em V(S), onde k,l € N, k < [, definidas por

O (v) = o', onde
S,- _ Sj7 j # k
J S, j = k.

Seja A a familia de aplicagoes A = Ok,1, 0oty - - - Oryi, -0, ¢ > 0, ki & ©(N), ki # kj, se i # j.
Definamos agora a ordem parcial <,, tal que para u,v € V(5), temos que u < v se, e

somente se, existe A € A tal que u; <wv;,i=1,2,..., onde A(u) = u’.

Lema 2.9 (A. N. Krasilnikov, [30]). (V(5),<a) € um conjunto parcialmente bem orde-

nado.
Agora, diante deste fato, podemos demonstrar o seguinte lema:
Lema 2.10. <, x € uma boa ordem parcial em V(Qs2).
Demonstragdo. Seja C* = {(i,j) | i =1,2,...,2m — 1,57 =1,2,...,2m — 1}. Definamos

S = @y x C?. Pelo Lema 2.9, temos que <, ¢ uma boa ordem em V(S). Consideremos

agora o conjunto
N ={((l1,12),(r1,r2)) € S| l; =r; mod 2m,i=1,2}.
Notemos que existe uma bijecao € entre ()2 e N, dada por
e(lil2) = (I, I2), (r1,72)),

onde r; é o resto da divisao de [; por 2m. Assim, temos que V(@) pode ser identificado

com V(N) C V(S). Assim, para verificar que <,, o é uma boa ordem parcial em V(Q2),
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vamos verificar que para u, v € V(Q2), temos que u <,, o v se, e somente se, €(u) <, £(v).

Como u <,, o v, temos que existe A € A tal que u; <,, v;, para todo ¢ = 1,2,..., onde
Mu;) = uf. Temos que u; <., v; se, e somente se, u’gl) < vgl) ’(2) < U(Q) ’51) = vi(l)
mod 2m, u’(z) = v@) mod 2m. Logo u <, v; se, e somente se, uf ) < vz-(l), ’52) < vz-(z)

’(1) (1) T’/Z@) = , onde T/E ), r’Z@), rgl) e 7“2(2) sdo respectivamente os restos da

/(1) ul@)

(
1 1
(@D, ), (D, P)
/

somente se, £(u}) < £(v;), para todo i € N. E fdcil verificar que e(A(u)) = A(e(u)), para

D e ()

divisao de u’; , por 2m. Assim, temos que u; <,, v; se, e somente se

(2)
ol
) = ((v ,L( ), 1(2)), (TZ( ),7“52))). Portanto, temos que u, <,, v; se, e

todo u € V(Q2). Logo, segue que <,, » é uma boa ordem parcial em V(Qs). O

Temos que (V(Q2), <¢) e (V(Q2), <;ma) sdo parcialmente bem ordenados. Assim,

temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.11. Em V(Q)2) x V(Q2) definimos a ordem parcial <,, 5 tal que para

({ui}, {ui}), ok, {vi}) € V(Q2) x V(Qa),

temos que ({w;}, {u}}) <ma ({vi}, {v]}) se, e somente se, {u;} <a {vi} e {u}} <o {v]}.

Pelo Lema 1.40 segue que (V(Q2) X V(Q2), <;n.a) ¢ parcialmente bem ordenado.

Devemos notar que existe uma bije¢ao entre V(Q2) x V(Q2) e V(Q4), dada por
({ugl)}, {u?)}) = {(ul! u; ), Z )} Assim, a ordem parcial <,, x é também uma boa ordem
parcial em V' (Q4), onde, para {u;},{v;} € V(Q4) temos {w;} <, o {v;} se, e somente se,
existe A € A e py € Oy tal que u’z(»l) <m vgl), u’§2) <, v( 3()]), (i) desde
que u; = (um u? u® u(4)) e v; = (U(1)7U£2),U«(3) (4)) para todo i € N e )\({u }) =

(2Nt S e A A 4 K3 3

('} e A({u?}) = (P}

2)

u® <o Wl <o)

Ordem Linear < e Ordem Parcial <’ no Conjunto M

Sejam @1 e V(Q1) como definidos anteriormente. Defina a rela¢do binaria < em V/(Q;)
tal que para {u;},{v;} em V(Q;) temos que {u;} < {v;} se, e somente se, existe k > 0

tal que v < v e uy = vy, para todo t > k.

Lema 2.12. < ¢ uma boa ordem em V(Q1).
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No conjunto V(Q;), vamos definir a fungao 9 : V(@) — N, dada por

O(u) = 0({w;}) = Zuz

Sejam @, e V(Q,), como definidos anteriormente. Note que existe uma bijegao

entre V' (Q,,) e o produto cartesiano de n cépias de V(@) definida por

L}, fal?Y, o ) = (@M ul® ™))

Diante disto, vamos definir a ordem linear < em V(Qs), tal que para u,v € V(Q2),
onde u = (ug,uz) e v = (v1,v2), com uy,uz,v1,v2 € V(Q1) temos que u < v se, e
somente se, d(uy) + d(uz) < I(vy) + A(ve) ou Auy) + A(uz) = A(vy) + A(ve) € uy < vy ou
O(uq) + O(ug) = O(v1) + O(vg), ug = vy € uy < vy.

Lema 2.13. < ¢ uma boa ordem em V(Q)3).

Demonstragao. E facil ver que < é uma ordem linear. Resta entao mostrar que < é uma
boa ordem. Seja W um subconjunto nao vazio de V' (Q)2). Queremos mostrar que W possui
elemento minimal, e portanto um tunico elemento minimal. Seja S = {9(u;) + d(uz) |
(ui,uz) € W}. Note que S é um subconjunto nao-vazio de N, logo possui elemento
minimal sg. Seja Wy = {(ug,uz) € W | 9(uy) + d(uz) = so} € W. Consideraremos
agora um subconjunto V de V(Q), tal que V = {uy € V(Q1) | (u1,uz) € Wy}. Como <
¢ uma boa ordem parcial em V(Q;), temos que V possui elemento minimal u),. Agora,
V' ={u € V(Q1) | (ug,uh) € Wy}. Como < é uma boa ordem em V(Q);), temos que V'
possui um tnico elemento minimal ). Assim, encontramos o elemento minimal (u}, u})

de W. Logo, < é uma boa ordem em V(Qs). ]

Agora, vamos definir a ordem linear < em V(@,), onde n > 3. Primeiramente
identificaremos V(Q,,) com V(Q1) X V(Q1) X -+ x V(Q1). Assim, dados u,v € V(Q,),
onde u = (uy,ug, ..., uy) € v = (v1,Vg,...,0,), com u;, v;, € V(Q1), temos que u < v se, e

somente se, (U,_1,Up) < (Vn_1,V,) OU existe o tal que uy, < vy € up = vy, t =to+1,...,n.

Lema 2.14. < ¢ uma boa ordem em V(Q,,).
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Demonstragao. Seja W um subconjunto nao vazio de V(@,,). Vamos fazer a demonstragao
por inducao. Quando n = 2, segue pelo lema anterior que < é uma boa ordem. Queremos

mostrar que W possui elemento minimal. Seja

= {(@® 0, W} {(w w®, i)y e WY CV(Qum).

Pela hipétese de indugao, temos que V(Q,_1) é bem ordenado, com a ordem linear <.
Como W; é um subconjunto nao-vazio de V(Q,_1), segue que Wj possui um tnico ele-
2 —(3)

mento minimal {(@\>, 0¥, ... w™)}. Agora, seja

Wy = {{uw} | {(, @, ... &™)} e W}

Note que Wy é um subconjunto nao-vazio de V(Q). Como V(Q;) é bem ordenado, W5
possui elemento minimal {w"}. Assim, segue que W possui tnico elemento minimal

{@,@?,.. . o o)} O

7 3 (2

Consideraremos agora os seguintes conjuntos:

Vi = V(Q);
Vo = {{uw} € V(Qs)
Vi = {{uw} € V(Qq)

{u?}) > 0,0({ui?}) — <{ Ny = 0 o 1};

| O({uf”
| 0({u}) > 0,5 = 2,3,0({u{”}) — d({u{"}) = 0 ou 1}.

Denote por V' o conjunto V; U Vo U V3. Note que (V1, <), (Va, <), (V3, <) sdo bem
ordenados, pois (V(Q,), <) é bem ordenado, para todo n. Defina em V a relagao < tal

que para todo u,v € V temos
i) seu,veVieu<wvemV;,i=1,23entdo u <vemV;
i) seueVieveVoUVs entdo u < vem V;

iii) seue Vo, velVse {(uZ@),uES))} < {(U§3),UZ-(4))}, entdo u < v em V;

iv) seue Vi, velye {(ugg),u?))} < {(U?),U,ES))}, entdo u < v em V.

E imediato verificar que < é uma ordem linear em V.

Proposicao 2.15. (V, <) é um conjunto bem ordenado.



Capitulo 2 — Identidades Polinomiais 2-graduadas de Matrizes 2 x 2 32

Demonstracao. De fato, seja W C V, W # (. Entao W = W; U W, U W3, onde W; C
Vi,i=1,2,3. Agora, se W, # (), como < é uma boa ordem em Vj, temos que W, possui
elemento minimal w;. E portanto, w; é o elemento minimal de V. Se W = (), temos que
Wy # () ou W5 # (). Sejam ws e ws os elementos minimais de W, e W3, respectivamente.
Como < é uma ordem linear em V', segue que wy < w3 ou w3 < ws. Assim, obtemos o

elemento minimal de W. Logo, < é uma boa ordem. O]

Vamos denotar por
VY = ) ui)) e Vi | 0({ulV}) — o({uM}) = 0}

e por

V= (Y, W)y e Vi | a({ulP}) — a({uM}) = 1}.

E claro que V3 é a unido disjunta de V e Vi'. Em V4!, vamos definir a ordem parcial
</, tal que para u,v € V31, temos que u <" v se, e somente se, u <¢ v. Agora, em V30,
vamos definir a ordem parcial <'. Sejam u,v € V; diremos que u <’ v se, e somente se,
0({u§3)}) < 8({2)1-(3)}) eu <g v, ou 8({u§3)}) = 8({1}1(3)}) =m e u <, 5 v. Finalmente,
vamos definir em V' uma relacdo <’ tal que para u,v € V, temos que u <’ v se, e somente
seu,v € Vieu<gvouseu,velVoeu<gvouseuv e Vyeu< v. Noteque <" é

uma ordem parcial em V.

Proposicao 2.16. (V,<') é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Demonstracao. Mostraremos que toda sequéncia infinita de elementos de V', possui uma
subsequéncia infinita nao decrescente. Seja {u;} uma sequéncia infinita de elementos de V.
Temos que u;, para todo ¢, pertence a V7, V5 ou V3. Assim, existe um subsequéncia infinita
de {u;} totalmente contida em V;, ou em V5, ou em V3. Como V; e V; sdo parcialmente
bem ordenados, é suficiente verificar que V3 é parcialmente bem ordenado. Note que V5 é a
uniao disjunta de V3 e V7', onde V3! é parcialmente bem ordenado. Se V' é parcialmente
bem ordenado, segue que V' é parcialmente bem ordenado. Assim, resta verificar que
V3 é parcialmente bem ordenado. Seja {u;} uma sequéncia infinita de elementos de V3.
Consideremos a sequéncia infinita {8(u§-3))} = {8(u§4))} de inteiros nao negativos, que
denotaremos por {s;}. Como < é uma boa ordem em V(Njp), existe uma subsequéncia

infinita nao decrescente {s; }. Agora temos duas possibilidades {s;,} é uma sequéncia
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limitada, e portanto possui uma subsequéncia infinita constante, ou {s;, } nao ¢é limitada,

e portanto possui uma subsequéncia infinita nao decrescente. Primeiro suponha que {Sijk}
@ ,@ 6 u(4)),

é constante (i.e, si;, = m, para todo k > 0). Assim, temos que Ui, = (uijk, iy Uiy U

onde 8(u§2) = 3(u§]4k)) = m para todo k > 0. Neste caso, como (V, <,, 1) é parcialmente

bem ordenado, segue pelo Lema 1.38 que a sequéncia {uZ]k} possui uma subsequéncia

infinita nao decrescente. Finalmente, suponha que {s;; } é estritamente crescente. Temos

a sequéncia {u;; } = {(u(l) u? u(4))}, com 8(ug’1)) < 8(u§i)) < ---. Como (V7 <s)

ijk’ ijk7 ijk’ z'jk
¢é parcialmente bem ordenado, segue pelo Lema 1.38 que a sequéncia {u%k} possui uma

subsequéncia infinita nao decrescente. Portanto, concluimos que V' é parcialmente bem

ordenado. m

Consideraremos algumas familias de endomorfismos de K (X)/I. Seja ® o conjunto

de todos os endomorfismos ¢ de K(X)/I, dados por

P(xi) = Ty(i),
ondez;, € X =Y UZ,i=1,2,... (p é aplicacdo de N em N que preserva ordem).

Analogo ao caso anterior, consideraremos agora, duas familias de endomorfismos
¢y e @y de K(X)/I. Definamos ¢; € ®; por ¢1(y;) = Yyu), onde y; € Y,i = 1,2,..,
e ¢1(z;) = 2z, com z; € Z,i = 1,2,.... Analogamente, podemos definir ¢y € P5 que é
dada por @a(2;) = 2y, onde z; € Z,i = 1,2,..., e po(y;) = yi, com y; € Y,i=1,2,.. ..
Notemos que se ¢ € @, entao ¢ = @1 0 Py = Yy 0 1.

Seja © a familia de endomorfismos 0y; de K(X)/I, com k,l € N,k < [, dada por

i 1 F L
Ouly) = { szkyz 75:1

para todo y; € Y e Oy(z;) = 2, i € N.
Agora, podemos definir a familia A de todos os endomorfismos
A = 01, Ohsty -+ Ok, - 015
onde ¢ >0, 0y, € O, p1 € Py, ki & o(N) e k; # kj, se i # j.

Devemos notar que existe uma bijecao £ entre os conjuntos M e V', dada por
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i) Para ya,Ya, - - - Yo, € M1, definimos

g(ymyaz x 'yak) = {u1}7

onde u; = Y

a;;a;=1 3
1) Para Yo, Ya, - - - Yay 2oy 2dy Zes 2ds - - - Zem 2y, € Mo, definimos
g(yalyaz <o YarRer Fdy FegFdy - - - Zcm?d:) = {(uz('l)? UZ@), ugs))}v
onde ugl) = Zaj;aj:i 17 UEQ) - ZCj;Cj =i (3) Zd sdj=1 7

i) Para Yo, Yay - - - Yoy Zer Yoy Ybs - - - Yby Zdy Zex Zds - - - Zem 2dyy € M3, definimos

g(ymyaQ <o YapRey Yo Ybs - - - Yoy Rdy ReaRdy - - ZCmde> - {< E )7u§ ),UE )’ uz( ))}7

1) _ 3) —
onde u; = Zaj,aj—z ’ i Zb b]—z - ZCj;Cj—'L Zd d]—l :

Lema 2.17. Suponha que x € M, ¢ € ®, p1 € $q, 3 € Py e A € A. Entao {(p(x))

p(&(x)), E(@1(x)) = w1(§(x)), E(p2(x)) = w2(&(x)) € E(A(x)) = A(E(x)).

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que £(p(z)) = ¢(£(z)). Suponha que x € M.

uy, u2

Entao, £ = Yo, Yay - - - Yo = Y1 Ys> ... Yo, onde u,, # 0, u; = Za] ;=i 1. Assim, o(&(x))
o({u;}) = {v}, onde v; = uj,i = ¢(j), e v; =0, i ¢ ¢(N). Por outro lado, temos que

E(p(z) = 5(%3%“%’ - Yn™))

EWa(1)Yol2) *+ Yiplm))
- {Ui}a

onde v; = u;,i = p(j), e v; = 0, se i ¢ (N). Agora, se v € My, temos que z

YarYas - - - Yap Re1 fd1Zea?dy - - - Rem Rdm - Portant07

— 1 2 3 1 2 3
O(EWarYas - - - Yap Zer 2y 2en 2y - - ZemZay)) = ({7, 0P ) }) = {0, 0P, o))},

1 (2 _
onde u; ' = Zaj;aj:iL u; " = ch,cj =i Y Zd =

w®¢m<%_{(@lfhﬁki=ﬂﬁ

e (0,0,0), i ¢ p(N).

Agora, calcularemos o outro lado da igualdade.

5(90<x)) = é(gp YarYas - - - Yay,Re1 2dy ZegZdy - - - Zcmz/d:)) .
E(Yip(a1)Yip(az) - - - Yolar) Zo(er) Zp(dr) Zp(ca) Zep(da) - - - Zip(em) Zpldom) )

{0, 0P P,
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0 _ 1 _ 1) _ W@ 6
ondev; = D o, ypian=i b Ui = Dglepiplen=i 1 Vi = Duplagptan=i € (0 50, 07) =

(0,0,0), se i ¢ p(N). Portanto, p({(z)) = &£(¢(x)). O caso em que z € Mj é mera

repeticao do caso anterior.

De forma andloga ao que foi feito para ¢, mostra-se {(¢1(x)) = ¢1(£(x)) e que

E(pa()) = @2(E()).

Resta mostrar que A(§(x)) = {(A(x)), com X\ = Op,1,0py1, - - - Op,1, - 01, onde q¢ > 0,
Okrtys -+ Orgt, € O, o1 € P1, € Oy, # Op1;, se © # j. Como as aplicagoes 0y agem apenas
nos geradores ¥, 9o, . . ., Veremos apenas o caso em que r € Mj e y; nao esta presente na
expressao x. Assim, suponha que 0 € O, e x = y"y5* ... y'» € M, onde u,, # 0, u, = 0.

Logo,

f(ekl(ﬂﬁ)) = 5(9kl(y7flygg o ny;llny_f . -ylul .. -y;f"))
= WY Y Y () YT
Uy, U2 Uk—1  up, Uk—1

= LWy oy eyt )

= {vi}a

onde v; = u;, se ¢ # k e vy = u;. Por outro lado, temos que

Ou(E(x) = O ys? .y yet oy yem)
= Ou({w})
= {Ui}7

onde v; = w;, se i # k e v, = w. Assim, concluimos que A({(x)) = &(A(x)), com

A = 9k1519k212...6kqlq - 1, onde q > 0, lell,...,ekqlq € @, p1 € @17 e Gkili 7£ ijlj, se
i 0

Usando este lema e a bijegao £ (ver pagina 33) entre os conjuntos M e V', podemos
definir em M a boa ordem parcial <’ via £&. Também podemos definir na mesma forma a

boa ordem < em M.

2.3 Termos Lideres das Imagens de Polindmios

T1,,T2

Lema 2.18. Sejam y = yi'ys> ...y, e x,& € M tais que x < T. Entdao yr < yZ.
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Demonstracao. Primeiro, mostraremos que se x,Z € Mj, entao o resultado ¢ verdadeiro.

Sejam © = y)'ys?, ...yt e T = y'ys:, ...,y com u, # 0 ou v, # 0. Como x < 7,
entao existe ¢ty > 0 tal que uy, < vy, € Uy = vy, se t > ty. Lembramos que y = yiys? ... y;".

Seja n' = max{n,[}. Assim,

E(yx) = E(yl Yy Ly ) = {w + i)

E(y) = Lyt Tysr oyl ) = v+ i)

Como uy, < vy, € up = vy, se t > 1y, segue o resultado.

Agora, tomemos z e T em My onde T = Yo, Y, - - - Yay Zey Zdy 2y 2 - - - Zey 2dyy, € T =

Yo, Yal - - - Yal, 2| Zdy 2y 2l - - - Bl Bl - Notemos que a multiplicacdo por y nao interfere em

Ze12dy -+ - Zey, Zd,, OU €M 2 2l - R Zs . Diante disto, é suficiente verificar o caso onde
m

m’

ZerZdy - - Zom Zdy = 2 2d -2 24, € YarYas - - Yar < Ya!Yal, - - - Yar,. Pelo caso anterior,
1 1 m m 1 2 k

temos que Y(Ya;Yay - - - Yar) < Y(Ya, Yay, - - 'y%/)' Assim, yr < yz. Os demais casos sao

similares. O

ul , U2 T1,,T2

Lema 2.19. Sejam x =y y5* ...yt ey = yi'yy® ... y,". Entdo x < xy.

Demonstragao. E suficiente mostrar que x < xy;, y; € Y. Assim,

’
Ui, u2

oy = (s Yy = Yy,

;L . ;L . . . , ;L
onde uj = uy, sey;«ézeuj—uj—f—l, se j = 1. Tome tg = i. Assim, ug, < uj, e uy = uy,

para todo t > t,. Portanto z < xy;. Por indugao obtemos =z < xy. [

Observagao 2.20. Seja  um monoémio em K(X)/I. Pela demonstragdo da Proposigao
2.3, temos que existe 0, tal que d,x € M. Assim, se x1, 2y sdo monémios em K(X)/I,

entao 0z 2,122 € M

Lema 2.21. Sejam x = 2z, Zd, ZeyZds - - - Zey Zdy, € 2 = 241 2ty - - - 24, EtaG0 < O,,02, onde

Sy = 1.

Demonstracio. E facil ver que 0(&(zz)) = 0(&(x)) + 1. Assim, temos que = < §,,xz. O

Lema 2.22. Sejam y = y1'yy* ...yt 2/ = 221, . 2, 27 = 24Y2, ... 2y, €, T € M.

Sex < I, entdo xy < Ty, Opox2 < 0582 € Oponxz’ < 0z,0T2".
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Demonstracao. Mostraremos inicialmente que zy < Zy. Note que se z,z € My, te-
mos vy = yr e Ty = yzr. Portanto, usando o Lema 2.18, obtemos que zy < Zy.
Agora, suponha que x,Z € My, v = y'2¢ 24, - - Zen2d,, € T = Y'2er 2a1 - ..Zcin/ZlZ, com
v = Yau,y Yar €Y' = Yo' Yar ... Yo . Temos dois casos a considerar. Primeiro, se
arYas - - - Yay, o, Yah - - - Ya - ) ,
ZerZdy - o B P < Rl 2 - e entao segue imediatamente que xy < Ty. Segundo,

— _ P > = / " :
quando 2¢, 24, - - - Zep, Zdy = 2 Ad, - - A Zd entao como r < T, temos que Yy’ < y”. Assim,

m/

temos duas possibilidades, ou

/
XY = Y YZei Zdy RegRdy + + + Rem Rdm s

quando o numero de z;’s na expressao de x ¢ par, ou quando o ntimero de z;’s é impar,

temos que

/
TY =Y ZeyYZdy ZeyZdy - - - Zep, -

Se o numero de z;’s é par, temos que xY = Y'YZ¢, Za, - - - Zep Zd € TY = Y'YZe, Zdy - - - Zeyy Zdr -
Usando o Lema 2.18 obtemos Y, - - - Yo,y < Yo/ - - Ya!, Y- Portanto, xy < Zy. Se o nimero
de z;’s é Impar, temos vy = 'z, Y24, - - - Zey, Zdy, € TY = Y 20, Y24y - - - Zep, Zd,,- Como Yy’ <y,

o resultado segue.
Se x,x € M3 a prova é analoga.

Suponha que x € M,, e & € M;. Entao nao temos nada para mostrar, pois a ordem
depende apenas do fato de que z, 24, - .- 2, 24,, € MENOr OU MAIOr que Zy Zg - - - Zd 2

O mesmo acontece quando x € M3 e T € Ms. Quando x € M, e & € My U M3, nao existe

nada a ser demonstrado. Assim, concluimos que zy < Ty.

Vamos mostrar agora que 0,2z < 0;,22. Se x,& € M; é claro que 0,.xz <
dz»27'. E suficiente mostrar o caso onde x = z., 24, - .. Ze, 24, € T = Zel 2l - Rl Za
m m

pois a multiplicacdo por 2’ ndo interfere nos y;’s. Como z < Z, entdo &(z) < &(Z).

Portanto {<rj’8j)} < {(Tz'ﬂsg')}7 onde rj = Zci;cizj 17 Sj = Zdi;di:' 1’ T;' = Zc;;c;.:j 17 €

87 = g.a—; 1. Temos que verificar os seguintes casos:
177

i) O({r;}) +9({s;}) < 0({rj}) + 0({s}});
i) O({r;}) +0({s;}) = 0({rj}) + 9({sj}) e {s;} < {sj} ou {s;} = {sj} e {r;} <{rj}.
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O item i) é claro. No item ii), temos os seguintes casos, quando & = 2., 24, - - - Ze,, Zd,,
eT =2y 2 - Zg, Za, o0 qUando T = zg, 24, - - - Zdy, 1%, € T = 22 - 24, Ze, - Faremos
apenas o primeiro caso, pois o segundo é semelhante. Inicialmente, provaremos para
2! = 2z, e por indugao concluiremos o caso geral. Temos que z2' = 2. 24, - . . Ze,, 2d,, %t
e &2 = zy2q; ... %0 24,7, Como x < T, entdo {(x) < {(Z). Portanto ou {s;} < {s}}
ou {Sj} = {S;} e {rj} < {’l“;}, onde rj = Zci;ci:j 1, Sj = Zdi;di:j L, ’l“; = Zc;;c;:j L,
s = Zd;;dgzj 1. Assim, {(0z22") = {(uj,v;)}, onde u; =r;,se j #tieu, =1, +1e

para todo j v; = s;. Também temos que £(3;,72') = {(u};, V!

Lvi) ), onde uf =1, se j #

euy, =1, +1ewv; = s para todo j. Como x < 7, temos {s;} < {s}} e portanto
ou {v;} < {vj} ou {s;} = {sj} e {r;} < {r}. Assim, {v;} = {vj} e {u;} < {u}}.
Recursivamente aplicando este resultado, obtemos 0,22 < 0;.Zz'. Para mostrar que

Opnxz” < 0z,»T7", usamos os mesmos argumentos que foram feitos para y e para 2’. [

Agora, provaremos que os endomorfismos em @, ®;, &5 e A, preservam a ordem

linear < em M.

Lema 2.23. Sejam p € ®, p; € ;, i =1,2 e A € A. Sex < I, entao temos

i) @i(r) < pi(T),i=1,2;
i) p(r) < ¢(T);

iii) \z) < A(@).

Demonstra¢ao. Note que o item ii) é uma consequéncia do item i), pois ¢ = @ o Ps.

Vamos provar o item i). Inicialmente, suponha que x,Z € M, entdo = = yi'ys? ...y,

T=yi'ys?...ysr, com r, # 0 ou s, # 0. Assim, temos

T2

§(p1(x)) = 5(9;1(1)y¢(2) e y;r(bnﬂ = {ri},

onde 1, =71, se i = @(j) our, =0, se i ¢ p(N). Também temos que

{(p1(2)) = f(yzl(l)yf(z) . ‘y;?n)) = {si},

onde s; = sj, se i = ¢(j) ou s; = 0, se i ¢ p(N). Agora, como z < I, existe ¢, tal

/

que 1y, < Sy, € 1y = Sy, para todo t > t;. Assim, temos que Toto

— _ o
) — 'rto < StO — S(P(to) e
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/
To(t)

Portanto, r

=r; < 8§ = 3:0(1:)7 para todo t > to. Além disso, r}, =1y =0 = sy = s}, se t’ & p(N).

/
#(to)

geradores z1, 2o, . . . sao fixados por @1, o resultado segue da sentenca acima.

< Sy € Tr = Sp, para todo ¢ > (to). Assim, ¢1(z) < ¢1(z). Como os

Agora, vamos mostrar que @s(x) < p2(Z). Como s fixa os geradores yi, ¥, . - .,

podemos considerar apenas o caso em que

X = Ze1RdyRegRdy + + + Rem Rdm,

r = Zc’lzd’lzcézdg c ZC/mZd;n/.

Notemos que &(x) = {(ri,s:)} e &(Z) = {(r},s,)}, onde r; = ZCi;Ci:j 1, s, = Zdi;di:j 1,
= Sy b 8 = Sy 1 Temos que E(ga(2)) = {(us, v}, e E(pa()) = {(y o)},
onde (u;,v;) = (15,85) e (u,v;) = (15, 85), se i = @a(j) e (us,v;) = 0 e (u,v;) = 0, se
i ¢ ¢2(Np). O caso em que O({r;}) + 0({si}) < O({r}) + 0({s;}) é trivial. Portanto,
consideraremos apenas o caso em que 0({r;})+9({s;}) = 0({r}}) +9({s}}). Como = < %,

temos que ou {s;} < {si} ou {s;} = {s}} e {r;} < {r}}. Consequentemente, temos que ou

{vi} < {vi} ou{wi} = {vj} e {wi} < {wi}. Portanto ps(z) = ¢a(7).

Agora, para demonstrar o item iii), é conveniente notar que os endomorfismos 6y,
fixam os geradores z1, 2o, .. .. Logo, é suficiente verificar que 0, (z) < 0;(Z), onde yx nao

estd presente na expressao de x e T. Assim, sejam

1,72 Tk—1_  Tk+1 ] r
T =Yy Yy ...ykilykJrl "'yl ...yn",

81 .82 k—1, Sk+1 Sn

'i‘:yl Yo '~~y]j,1yk+1 ...ylsl...yn7

onde ou r, # 0 ou s, # 0. Logo, temos que

EOu(r) = W'y - S wi - ()™ )
r1,,T2 Tk—1, 71, Tk+1

= LYy Yy Yi Ykt eyt

= (1)

onde 7} = r;, se i # k e r;, = ;. Similarmente, temos

§(0n(2)) = {si},

com s; = s;, se i # k e s, = s. Agora, como x < Z, existe t5 < n tal que 17, < sy

e r, = S, para todo t > tg. Portanto, claramente 0y (x) < 0 (Z). Assim, temos que
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)\(ZL’) < /\(i’), onde \ = 8k1l19k212 c -qulq - Y1, Ccom q Z 0, Qkili € @, Y1 € (I)l, l{il ¢ QO(N) (§]
ki%k‘j,sez’;ﬁj. O

Denotemos por I' a familia de todos os endomorfismos 7, de K(X)/I, comy € M;,

dada por
YW(z) = vzt 2y, () = v

para todo z; € Z e para todo y; € Y.

Lema 2.24. Sejam v, € I' e v = 2,y 2,21, ... 2zi, € M onde Y = Yo, Yay - - - Yar» €

s

y” = Yb1Yby - - - Yp,, COM k7l > 0. Entao

S S .
Yy(z) = Z (t) Yy Ty Y z 2 - 2

t=0

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre s. O caso s = 1 é trivial, pois

YWz ") = v(zy+yz)y"
= Yz +y'yzy”

S S .
= Z(t)y’y zny"y

=0
Agora, pela hipétese de indugao, temos que o lema é verdadeiro para s — 1. Em outras

palavras,

s—1
s—1 s—1)—
Vy(?/zz'l y,/ZiQZi:), e Zis,l) = ( " )y'y( 2 tZz‘l?J”ytZiQZzg s B g

Assim, temos que

Y(x) = Y Y + vz W' (Ziy + y2i,) - - (2o, Y + Y20, ) (25y + y2s)
- (Z <S ; 1) vy T Ty Y 2z 2 | (R )
Al .
- Z (S ; )y/?/(s_l)_tzily”yt%zig e Zigg ZiY Tt
-

Notemos que se s é par, entao temos

(s—1)—t

/ "ot 15—t "ot
yy 2 Y Y RigZig o Zig 1 %Y =YY 2 Y Y RigRig - Zig_q R

(s—1)—t (s—1)—t ", t+1

! 1", t o
vy “inY Y RigRig - - - Rig_ YRy =YY ZinY'Y RigRiz - Rig_1Rig-
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Agora, se s é impar, entao

1 (s—1)—t

"t 1 (s—1)—t o t+1
y'y 20y Y 2 22y = Yy

2 Y'Y ZigRig « + + Rig_1Rig

/. (s—1)—t "ot 1 s—t /"ot
Yy ey Y 2 2 - Y2 = YT 20y Y i 2

Assim, em ambos os casos temos o mesmo resultado. Portanto

s—1
s—1 .
W) = > < . )y’y LY 2y 2
t=0
s—1 s—1
+ ( ) >y1y(s 1)— tZ“y//yt—l-l %,
t=0

Agora, fazendo t' =t no primeiro somatorio e t' =t 4+ 1 no segundo somatério, obtemos

)_n

§—

s—1 /
’yy(l') - ( ) Zi1y”yt Zig v e Zis+

t/
° s—1 s—t! ’
2 (t, _ 1) vy Tz Yy vz,

t'=
s—1
s—1 s—1 s—t/ ’
- (( ) <t’—1))y/y Y
=1

Il
o

+

~+

s—1 /.8 1" s—1
+ 0 YY 2 Y Ziy - Zig + <1 vy vz, . 2,
— s— s 2 S s
Como (st,l) +(0) = (), segue que 7y, (z) = Z (t) vy T sy sy 2 O
=0

Seja f uma combinacdo K-linear (formal) de elementos de M,
f =aymi +asms + ...+ amy,

onde o; € K e m; € M para todo . Suponha que a; # 0 e my > m; para todo ¢ > 1.
Entao dizemos que m; é o monomio lider, oy é o coeficiente lider e aymy € o termo lider

de f. Escrevemos my = lm(f), a; = lc(f) e agmy = 1t(f).

Se denotamos x; = y'y* 'z,y "y 2, . . . 2, entdo x; < x4, para todo t < s, pois,

pelo Lema 2.19, temos que y"y' < y"y* = (v"y")y*~. Assim, z, é o monomio lider de

(), ie., zy =1m(y,(z)).
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Lema 2.25. Sejam x,2 € M e, € I'. Sex < Z, entao x1 < Z1, onde x1 e Z; sdo 0s

monomios lideres de v, (x) e v,(Z), respectivamente.

Demonstragao. Se x € M, entdo v,(r) = x e portanto nido temos nada a demonstrar.
Agora, vamos analisar o caso em que x = y'2,y"2;, ...z, € M, e & = 4'2;,9"2;, ... 2, €
M, onde v, y", ¢, 9" € M;. Note que se x € My o termo y” nao aparece, 0 mesmo ocorre

com T € M,. Temos

Im(y, (7)) = 21 = vz vz, . 2,

lmv, (%) = 7, = yj'zjlgj"ygzjz, e Zjse

Como z < , temos trés possibilidades a considerar. Primeiro, se z;,2;, . .. 2i, < 2j,%j, - - - Zj;)

R

segue imediatamente que z; < Z;. Segundo, se 2;,2;, ... 2, = 2j,%j, ... 2j; € Y < Y", en-

K]

tao s = §. Pelo Lema 2.18 obtemos que y"y® < ¢"y°. Portanto, x; < Z;. Se o termo

y” nao aparece, pelo Lema 2.19 segue que 3°* < 3"y®. Finalmente, temos o caso em que

ZiyZig - Ziy = 2% - Zi Y = 1", ey <. Neste caso é claro que z1 < 7. O

Lema 2.26. Sejam x,& € M. Se x <' I, entdo temos

i) sex, T € My, entdo existem ¢ € ® ey € M tais que yp(z) = ¢();

ii) se x,T € M, entdo existem ¢ € &, y € My e z = z,...%,, k > 0, tais que
Oyp(x)-YP(T)2 = T;
i) se x,T € M, entio existem o € ®, y,y € My, e z = z;, ...z, k > 0, tais que

Syp(ayy =y (T)y' 2 = T;

w) sex,T € MY com

T = Ya1Yas - - - YarRcr Yb1 Yoy - - - Yoy Rdy Reafds - - - Fem Rdm s

L= Ya Yaly - - - Ya; , 2, Yo, Yvly - - - Yo, Zdy ZehyZdy - - - 2 Zd!

onde m < m/, entdo existem p € ©, y,y' € My e z = 2,y 2y ... 2, k > 1, tais que

5y<p($)zy90(37>2 =1I;
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v) se x,& € MY com

T = YarYas - - - Yar,Rc1 Yoy Yby - - - YbyZdy ZeaZdy - - - Zem Rdm s

L= Ya, Yaly - - - Yal , Zc) Yo Yl - - - Yol Zdy Zchy 2y - - - Zefy, 2dy, s

entdo existem X € A, vy € @y, vy € I' ey € M tais que Im(yy, (A(p2(x)))) = .

Demonstragao. Ttem i): Sejam z = yi'ys® ...y, T = yi'ys? ... y2», com r, # 0 ou s, # 0.
Como = <" Z, temos que existe p € ® tal que r; < s,(;). Sabemos que £(Z) = {s;} e
E(p(x)) ={r}}, onde 1, = r;, se i = p(j), e r; = 0, se i ¢ (N). Assim, podemos escrever

5 w(n)

o(x) = y?y2 oYy onde i =1;, se i = ¢(j), e r; = 0 se i & p(N). Agora, tomemos

lij=s;—1%7=12,. ese!]ay:ylllyéz...y“’(") Assim
Eye(x) = E((yvs - ~y;’((”§ (2 - yir))
Il n rh To(n
= 5((y11y22---y“‘}(§)(y1 Yo' Yiy)))
rh+ly rh+l n)yHom
= L' Tyt 5;27(1) ")

{ri + Ui}

{ri + (si =)}
{si}

= ().

Portanto, temos que yp(z) = 7.

Item ii): Vamos supor que

xr = ya1 ya2 .. .yak ZC1 Zdl ZC2 Zd2 e zcmzdm

e que também que

T = Ya' Yal, - - .y%,zcxlzdxlzcézdé . "Zcinfzdin/’

Docjiesmi L€ uf’) = D 4,4, 1. Também temos que £(z) = {(vgl),vi@),vg?’))}, onde vgl) =

Y oatoar—i L, vi@) =>  o_ile v Zd/ d, ;1. Suponha que x <’ Z. Assim, existe ¢ € ®
777 ’

& (1) (2) (3)
®(4)?

com z <" Z. Assim, temos que &(x) = {(ugl),u§2),u§3))}, onde ugl) = D aa,=i b u? =

tal que u;’ < < v - Seja l(z jl) u(igj), i =1,2,3. Definamos

y tal que &(y) = {l )} {v; (1) SO(i)}. Denotemos por § o elemento Yu,Yay - - - Ya, € POT
y o elemento Yu; Yay - - Y- Assim, como y <’ §, temos pelo Item i) que yp(y) = 7.

- - _ — _ @
Se ¥ = Ze,Zd, - - - Zep Xy, definimos z = ze, 226,25, - - Ze, pZf,05 Onde 3o, 1 =17 e
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Dopipmi L = 153). Agora, como T = 2, 2q, - - - Ze,,, tOMEMOS 2 = 2, Ze, Zfy %y - - - 2f, e, 1
onde -, . ;1= lZ@) €D pmi L = lg?’). Assim, segue que

5(590(1‘)2) = 5(580(%1%1 cee Zcmza)ﬁﬁ\zﬁ < Zem//z/f-\m//))
f(zw(cl)z¢(d1) RN zq,(cm)z@(dm)zel Zf1 e Zem,/ me,,)

{0/ ),

_ n2) _ (2) @ _ @ 3) _
onde § = dp@)zy Ui = Deieimi b Deplen—eiy L = Lt ugg = v e vt =

ij;fj:i 1+ Zw(djm(dj):go(i) 1= l§3) + uf’()i) = vi(?’). Portanto, temos que

5yg0($)2 = 5y90<gch(d1) : zso(cm)z/so(d\m))(zelzfl s Zemuz/f\m//)
= 590( )290(61)Z30(d1) Ce z@(c/m)\z/@(%(zelzﬁ c. Zem,,Z/f-m\,,)
= 0§Zp(er) Zp(dr) -+ Zplem) Zldm) Zer 2y - Zeqr Zfyn

QZCI1 del Zc’zzd’Q R Zcin'@

= .

Por isso dyp(z)z = Z, onde § = 0yy(z)2-

Itens iii), iv) e v): Sejam x,Z € Mj, onde

T ="Yar - -YarZerYby - - - Yb2d1 ReaZdy - - - Repy Rdm

r = ya’l"'ya;/ZC’lbe"'ybzlzd’lzcazd’z"'zd Zd/ .

m/ m/!

ASSiITl, 5(1‘) = {(UEI),UZ@),UZ(?)), U, )} onde U, v = Zaj;aj =i Zb sbj=1 ’

J

W = ch,cj_zl e u( = Zdj;dj:il. Também temos que £(Z) = {(vil ,Ul- ,UZ( ),0(4))},

onde vi( ) — Y e =i Ly vl@ => il vi(?’) => . ooile 0(4) Yo —i L
377 ) 377

37

Vamos considerar primeiramente o Item iii), onde 8({u(3)}) — 8({u§4)}) =1le

8({1}2-(3)}) - 8({1)-(4)}) = 1. Como z <' 7, existe ¢ € P tal que u( ) < 'Ufpl()j), u(2) < v(z()),
)

uf’) ®3) ( ) (4) g (@)

< Vg € <, . Seja l U = Uy, COM ©t=1,2,3,4. Denotemos y,, ... Yq,

POT ¥, Yby - - - Yo, POT Y5 Yaf - - Ya!, POT J, € Yp) - .. Yp, POT y'. Definimos y tal que £(y) =

{lgl)} = {vi(l)—uf:()i)}. Também definimos ' de tal forma que £(y') = {l@)} = {v-@) u 2()1 }.
: ¢

Finalmente, facamos z = 2y, z¢, 2, %, - - 21, %, onde 3o, ;1= l ) e Do g 1= )

Pelo Item ii), segue que

0P(Zey 2dy - -+ Zdpy_y Zem )2 = 26, 2 - - - 2,
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onde § = 9, =9 . Como g <" gey < ¢, temos pelo Item i) que

0(2cq 2dy 2dy, 1 Zem)? — Pyp(x)

yp(y) =g ey o(y) = 7. Notemos que z4,2¢,2d, - - - Zd,,_, %, ¢ um elemento par, portanto

comuta com y’. Logo,

6y90(x)ylz = 5y90<g201 g/ZCh RegRdy + v - de—1zcm)ylz

0Y () Zp(en)P(F') Zp(dr) Zo(ea) Zp(dz) - - - Zpldm1) Zplem) Y 2
0G20(en) P )Y Zp(dr) Zp(e2) Zp(da) - - - Zip(dmn1) Zp(cm) Z
0YZp(c1)Y Zo(dr) Zip(ea) Zo(da) - - - Zo(dm—1)Zip(em)?

o~ ~/
— yzclly Zd'1 Zc’QZd’Z Ce Zd;n/_lzc;n/
x)
onde 6 = 5<P(chzd1---zdm,1zcm)z = 5y<p(a:)y’z

Agora, consideremos o Item iv), no qual 8({u53)}) — 8({u£4)}) =0e 8({11(3)}) —
8({@2-(4)}) =0, com 8({u§3)}) < 8({21-(3)}) Como z <" I, existe p € ® tal que u( ) < v(l())

u§-2) < Uff()j), u?® < vf’()j) e u( ) < v SeJal ()—ug()j), parai = 1,2, 3,4. Denotemos

Yay - - - Yay, POT Y, Yoy - - - Y, POT Y, Yar - - “Yal, POT I, € Ypf - - - Yp!, POT 7. Definamos y tal que
1 1 1 2 2 2

Ey) = {11V} = {vl —u}); }. Também definamos y' tal que £(y') = {I} >} = {vf —ul}.

Finalmente, facamos 2z = ze, /2, 2, 2f, - - - e, %f, ,, Onde Ze] ey 1 = l e ij;fj:i 1=

4 . e .
lE ), Assim, como foi feito previamente, temos

00(2e) 2dy -+ - ey Zdm )2 = 2 2d) - - - 2 2d,

onde 6 = 4, = Oyp(z)z- Como g <" g ey <" 7, temos pelo Item i) que

0(2cy 2dy -+ Zem Zdm ) ?

yp(g) = v e y'o(y') = 3. Notemos que zg, 2¢,2d, - - - Ze,, 2d,, 2, € Par e portanto comuta

com 7. Assim, obtemos

oyp(z)z = 0yo(Yze, V' 2a - - Zena, )
= 5y¢<g2’/01 glzdl e Zcmde)Z
= 0Y2(Y)2p(en) P )2p(dr) - - Zptem) Zptdm)ZerY 2y« + Zepn
= 0YP(Y)2p(c) W)Y Zp(dr) - - - Zp(em) Zo(dm) e 211 - - - Zeyn Zfn
= 0§zp(c))l Zpldr) - - Zplem) Zoldm)Zer s - - Zeyn L
= yzcgylzdfl- 2o R
= 7
onde 0 = Op(z, 24, .20 20 )2 = Oyp(e) -
Agora, vamos verificar o tltimo item, o caso em que 8({u§3)}) = 8({u£4 =
0({1}-(3)}) = ({v@}) =m. Comox <’ 7, existem A € Ae go’z € ®, tais que {(u/i(l) u; 2))} <l
2 2 1 1 2 , :
{(”, ™)} onde A{ (17, ”)}) = {(i” w)}h ) = i e =, com j = A()

e (3) < U(%zl) e u(?’) < v‘(p,)(i). Portanto, ugl) <m vg\l(z), e uZ@) <m 05\2(2), para todo ¢ € N, em
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outras palavras, ugl) < "U;(Z) (1) = vgl(g) mod 2m, e u?) < vf&), u§2) = U&Q&) mod 2m.

Para estas relagoes, obtemos que v(»l) ul(l) = q](-l) e v]@) — u§2) = q](»2)2m onde q] 7(]] > 0

e j = A(7). Assim, definimos ¢’ tal que (') = {q]@)}. Logo, temos &(y*™) = {qj( "1, onde
q;(z) = qj(- 2m. Se ¢’ é tal que £(¥') = {uf)} ey étal que {(7) = {vi@)} entao

{ul2 /2}
{u (Q)Zm}
_ {um +U{2> W21
{v5}

= &)

EANT)Y™™)

Portanto, A(7)y'*™ = /. Definamos y tal que £(y) = {qi(l)}. Seja y tal que £(y) = {ugl)} e
seja g tal que {(y) = {UZ(I)}. Usando argumento similar aos anteriores, obtemos A\(y)y = .

Logo,
wr(Mx)) = ATz ¥ 2 - - - Zer2dyn)
= A»)@ (2 AT (241 - - - 2o 2dn)
ANW)zg MY )zay - - - e, 2ar, -

Consideraremos agora os endomorfismos 7,/. Usando os lemas 2.19 e 2.24, obtemos

m(yyy (95(A(2))) = Iy ANG)zg MY )24, - - - 201, 2a1,))
= Im(yA gj)zcxl)\(g’)y’mzdzl e Zar)
= Im(§2e, 9 2a; - - - 2er, Zar,)
= Im(z).

Denotaremos por 2 o conjunto de todos os endomorfismos que sao composicoes de

endomorfismos de A, ®5 e de I'.

Corolario 2.27. Sejam x,2 € M. Se x <' & entdo existem w € Q, y € My e z € M tais

que Im(yw(z)z) = .

Como a ordem linear < é preservada por todos os endomorfismos w € €2 bem como
pela multiplicagao a direita e a esquerda por y € M; e por z € M, respectivamente,

obtemos o corolario abaixo.

Corolario 2.28. Sejam f, f combinacies K -lineares (formais) de geradores de K(X)/I,

onde lm(f) =z e lm(f) =21 com x1 <" T1. Entao existem w € Q, y € My e z € M tais

que Im(yw(f)z) = 2.
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2.4 Demonstracao dos Teoremas 2.1 e 2.2

Os Teoremas 2.1 e 2.2 sao corolarios imediatos da seguinte proposicao.

Proposicao 2.29. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Seja I
o Ty-ideal de K(X) gerado por y1ya — Y2ty € 212223 + €232221, onde € € {—1,1}. Entao
todo Ty-ideal de K(X)/I € finitamente gerado como um Ty-ideal.

Demonstracao. Lembre que se
f=aimi+ aamg + ...+ aymy (o; € K,m; € M para todo 1)

¢ uma combinacao K-linear (formal) de elementos de M tal que a; # 0 e my > m;
para todo ¢ > 1, entdo m; = lm(f) é o monoémio lider, a; = le(f) o coeficiente lider e

aymy = 1t(f) o termo lider de f.

Faremos a demonstracao da Proposicao 2.29 por contradicao. Assim, suponha que
existe um Th-ideal J que nao ¢é finitamente gerado em K (X)/I. Assim, podemos escolher
um elemento g; nao nulo de J e gerar o Ty-ideal J; ; J, pois J nao ¢ finitamente gerado.
Agora, tomemos um elemento g, de J\Ji, e geremos o Tyr-ideal Jy por J; e gy e assim,
como J nao é finitamente gerado, temos que J; ; Jo ; J. Assim, temos que existe uma
cadeia estritamente ascendente

JGhG...

de Ty-ideais em K(X)/I. Seja R; = J;\J;_1; entdo R; # () para todo i > 1. Seja L; o
conjunto de todas as combinagoes K-lineares (formais) v de elementos de M tais que v
visto como um elemento de K(X)/I pertence a R;. Seja L; o conjunto dos monoémios
lideres de elementos de £;, L; C M. Note que L; # () pois R; # () e, portanto £; # 0.
Como < é uma boa ordem em M, o conjunto L; possui um unico elemento minimal,
digamos z;, com respeito a <. Além disso, como <’ é uma boa ordem parcial em M,

existe, pelo Lema 1.38, um subsequéncia infinita {x;,} da sequéncia {z;} tal que

xilﬁlxizﬁl..., 1 <ig<....

Claramente, cada elemento z;, ¢ o monomio lider de algum elemento, digamos h;, de

L;,. Seja ay € K o coeficiente lider de by, a; # 0. SejaZ o ideal de K gerado por o, as, . . ..
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Como K é Noetheriano, existe um inteiro k tal que Z é gerado por aq, s, ..., as. Dai

resulta que

k
Oy = E By
=1

com 3 € K.

Note que z;, <" x;,,, paral = 1,2,..., k. Portanto, pelo Coroldrio 2.28, existem

um endomorfismo w; € Q, e x}, ) € M tais que
Im(ozywi(h)a)) = zipyy, 1=1,2,... k.

Portanto,

(o (h)x)) = sy, 1=1,2,... k.

Considere h = Zle Bi(0zjw;(hy)x]). Entao h é uma combinacao K-linear (formal)

de elementos de M. Temos que

16(h) = W(Z, BilSiiw(h)ay))
= Z;C:1 Blalxik+1
(Zf:l ﬁlal)xikH

ak+1xik+1 .

Note que hy € R;, C J;, C J; I =1,2...,k. Como J;, 1 ¢ um Trideal,

(k+1)— 1>

obtemos w;(h;) € Jiw1y—1 € portanto Sz (hy)z] € Ji Por isso, h € J;,.,_1. Seja

k+1)— 1 k+1—

f = hgy1 — h. Note que o coeficiente lider e o monoémio lider de hyy; e h sdo iguais (eles
sao ambos iguais a ag41 € Ty, , respectivamente). Daf resulta que o monomio lider de f
¢ menor que o de hyy1, isto é, menor que ;. Além disso, temos f € J;
(1) Por outro lado, f ¢ J;
hip., ¢ Jigsry—1- Portanto, f € Ji(kﬂ)\Ji R

(k1) um vez que

hk+1 € Jl ehe€e Ji(k+1)_1 C Jl pOiS h € ']z

(k1) (k+1)—1> (kt1—1 ©

de modo que o monomio lider

(kt)—1 = i)

de f pertence a L Isto é uma contradicao haja vista que o monomio lider de f

k1)

¢ menor que x;,,, e, por outro lado, z;_, ¢ o menor elemento de L Deste modo,

U(kt1)
K(X)/I nao contém nenhuma cadeia ascendente estritamente crescente de Ty-ideais ou,
equivalentemente, cada Ty-ideal de K(X)/I é finitamente gerado como um Ty-ideal. A

demonstracao da Proposicao 2.29 esta completa. O]

Observacgao 2.30. Chamaremos de Q-ideal, todo ideal de K(X)/I que ¢é invariante por
endomorfismos de (2. Na demonstracao da proposicao 2.29, nao usamos o fato dos ideais
serem Th-ideais, usamos apenas o fato de serem {2-ideais. Portanto, o resultado vale para

(A-ideais, ou seja, todo Q-ideal de K(X)/I é finitamente gerado como Q-ideal.



Capitulo 3

Identidades n-Graduadas de
Matrizes Triangulares Superiores

Neste capitulo, K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Consideraremos

em UT,(K) a seguinte graduagao:
UT(K)=UT" +UT\" + ...+ UT" Y,

onde U T,gk) ¢ o K-submoddulo gerado pelas matrizes elementares e;; tais que j — ¢ = £,

k=0,2...,n—1.

O resultado principal deste capitulo, sobre matrizes triangulares superiores, é o

seguinte:

Teorema 3.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. FEntao as

identidades polinomiais n-graduadas da dlgebra UT, (K) possuem a propriedade de Specht.

3.1 Demonstracao do Teorema 3.1

Seja K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Seja K(X) = @,., K(X);
a algebra livre n-graduada, com conjunto de geradores livres X =Y UZ,UZ,U...UZ, 1,
onde Y ={y; |ieNteZ = {2 |ieN},r=1,2,....n—1. Aqui Y C K(X) e
Z, CK(X),,r=1,2,...,n—1.

Notemos que UT,,(K) satisfaz as identidades
[v1,90), {2929 i+ >n}. (3.1.1)

49
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De fato, como K é comutativo, duas matrizes diagonais sempre comutam e, portanto, a
identidade polinomial n-graduada [yi, y»] vale em UT,(K). Além disso, como i+ j > n

implica UT; Wyt = 0, as identidades polinomiais n-graduadas 2 2U) também valem.

Denotaremos por 1" o T),-ideal gerado pelas identidades polinomiais n-graduadas
(3.1.1). Observe que o T),-ideal das identidades polinomiais n-graduadas de UT,,(K) con-
tém 7T'. As identidades polinomiais n-graduadas (3.1.1), formam uma base de identidades
para UT,(K), se K é um corpo infinito. Este fato foi demonstrado em 2003 por Koshlukov
e Valenti [26].

Denotaremos a algebra relativamente livre n-graduada L, = K(X)/T por L, =

LY +LP+. .+ LY. Convém observar que a algebra L,, satisfaz as identidades (3.1.1).

Notemos que se as identidades polinomiais n-graduadas de L, possuem a pro-
priedade de Specht, entao as identidades polinomiais n-graduadas de UT,(K) também
possuem. Isto se deve ao fato que UT, (K) satisfaz as identidades n-graduadas (3.1.1) e
que estas formam uma base de identidades para L,. Assim, para demonstrar o teorema

3.1 é suficiente demonstrar o teorema abaixo.

Teorema 3.2. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. FEntao
as identidades polinomiais n-graduadas da dlgebra relativamente livre L, = K(X)/T
possuem a propriedade de Specht.

Inicialmente faremos algumas consideragoes.

Lema 3.3. A dlgebra L, € m-graduada, para todo m > n.
Demonstragio. E suficiente fazer a componente LY = {0}, para todo i > n. O]

Convém notar que a mesma observacao vale para a algebra n-graduada UT,, (K).
Usando o lema acima e o principio de inducao, podemos reduzir nosso problema. Conforme

a proposicao seguinte.

Proposigao 3.4. Suponha que para cada n > 1, toda cadeia de T,-ideais de L,,, contidos

no ideal L&”‘” estabiliza. Entao vale o Teorema 3.2.
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Demonstracao. Lembramos que K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1.
Seja
JiCJhCJyC... (3.1.2)

uma cadeia ascendente de T),-ideais de L,. Devemos mostrar que existe um indice j a

partir do qual J; = J;1; =

Faremos a demonstracao usando inducao sobre n. Inicialmente, observemos que
em L; toda cadeia ascendente de Ti-ideais estabiliza, este fato nao depende da hipdtese
desta proposicao. De fato, L; é uma algebra comutativa e como consequéncia do resultado
de Cohen [9], em qualquer &lgebra comutativa de polindémios, toda cadeia ascendente de
ideais invariantes por todos os endomorfismos estabiliza. Agora, pela hipétese de inducao,
temos que em L,,_; toda cadeia ascendente de T},_;-ideais estabiliza. Lembremos que pelo
Lema 3.3 podemos considerar L, ; uma algebra n-graduada. Logo, em L,,_; toda cadeia
ascendente de T),-ideais estabiliza. Notemos que L, ; ~ L,/ Ly, Logo, L,/ LY ¢
uma algebra n-graduada tal que toda cadeia ascendente de T,-ideais estabiliza. Assim,

temos que

(S + L™/ LY € (Ja+ L D) /LD € (Js + L) /LY ©

¢ uma cadeia ascendente de T),-ideais em L,,/ Ly

a partir do qual (J;, + L") /LT = (J; 00 + LY D)LY =

e portanto estabiliza. Logo, existe j;

Agora, pela hipétese desta proposicao, temos que em L%”_l) toda cadeia ascendente

de T),-ideais estabiliza. Portanto,

JNL Y c pnLitY e JynLitY ¢

_1)

¢ uma cadeia ascendente de T),-ideais em L e consequentemente estabiliza. Assim,

existe j tal que J;, N Ll = = Jj+1 0N LY =

Tomemos j = max{j;,jo}. Assim temos

(Jj + Ly ) /LY = (Jjea + L) /LY

SN LY = iy n Lt =
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Entao, J; = Js, para todo s > j. De fato, temos que J; C J,; devemos verificar que se
f € Js, entao f € J;. Observe que F+LE Y e (4L LY = (Jj—kL,(q,n_l))/L%n_l).
Logo, existe f' € J; tal que f — f' € LY Observemos que f— fe J;N L —
Js N Lg"_l), assim f — ' € J; e portanto f € J;. Assim, J; = J,, para todo s > j.
Portanto, a cadeia ascendente (3.1.2) estabiliza, pois J; = J;41 = .... Isto conclui a

demonstracao da proposicao.

E facil verificar o seguinte lema.

Lema 3.5. O ideal L™V ¢ gerado por

a2 01) 2 g5(y) - 9:(1) 2 g1 (),

onde gj(y) € um monomio em Y, e Nery+ro+...+r,=n—1.

Lembremos que ® ¢ o conjunto de todas as aplicagoes ¢ : N — N que preservam

ordem (i.e., se i < j, entdo ¢(i) < ¢(7)).

Consideraremos algumas familias de endomorfismos de LY. Denotaremos tam-

bém por ® o conjunto de todos os endomorfismos ¢ de L%n_l), dados por:

90(752) = Top(i)s

ondez; € X =YUZ1UZU...UZ, 1,i=1,2,... (p é aplicacao de N em N que preserva

ordem).

Seja © a familia de todos os endomorfismos 6;; de L%"_l), com ¢, 5 € N,i < 7, dados

por:
Y, .]?él
i) { viys 7 =1,
para todo y; € Y e Qij(zl(r)) = zl(r), r=12,...n—1,7€N.

Seja s > 0. Consideremos as s-uplas (r,79,...,7s), com 1 + 7y + ... + 1y =

n — 1. Para cada s-upla, denotemos por V,,,,. .. 0 K-submddulo de Lo gerado pelos

clementos g1(y)=4" g2(1)=g5(y) .. 9s(4) " gu11(y), onde giy) 6 um monémio em Y,

Zl,lg,...,ZSEN.
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Fixemos agora, a s-upla (11,79, ...,7s) e consideremos o K-médulo V. ., ..

Seja R=Klty; | k=1,2,...,s+ 1,i € N]. Considere o R-médulo livre M gerado

POT Wi ia,....is)- Agora, observemos que M é gerado como K-médulo livre pelos elementos
Wit iz,.nis) 91 (1) G2(E2) - - - g1 (Esi1)),

onde gi(tx), ¢ um monémio nas variaveis tg1, txo, . ... Seja ¢ : N — N uma aplicagdo que

preserva ordem. Com a mesma notacao, defina o endomorfismo ¢ do K-médulo M, por:

(Wi in, i) 91(E1) - - - Gst1(Es1)) = Wig(in),plia),plis)) P91 (E1)) - - - 0(gst1(Es41)),

onde ©(gr(tr)) = tepintres) - - - tho(), COM Gr(te) = trj trjs, - - -tkj,, - Denotemos por @ o
conjunto de todos os endomorfismos ¢ de M. Agora, definamos no anel R, os endomor-

fismos 6,; (i < j), dados por:

te § £
0ij (tat) = { t:itkj ?’é: l

onde k =1,2,...,s5+1. Podemos estender ¢;;, naturalmente para o K-médulo M, fazendo

0ij (Wi sigoin) 91 (E1)92(t2) - - - Gor1(ts41))) = Wiy sin,..nin) 0ij (91 (1) g2 (t2) - - gsr1(tsrn)))

O conjunto de todos os endomorfismos 6;; de M, serd denotado por ©. Usamos ¢
e 0;; tanto para os endomorfismos de V;.,, ,, quanto para os endomorfismos de M. Mas
esta escolha nao deve causar confusao, haja vista que os endomorfismos atuam da mesma

forma, mudando apenas o contexto, conforme veremos nos lemas abaixo.

Definamos a aplicacao ¢ : M — V. ., ., POI:

D(Wir i, i g1 (1) g2(t2) - i1 (1)) = 01 (1) 2 g2 ()20 g3(y) - . 95(1) 2 9511 (y),

onde gi(tr) = trjtej, - - kg, € 9:(Y) = Yj Yjs - - Yj, o J1J2s -0y € N, para todo k =
1,2,...,5s4+ 1.

Lema 3.6. ¢ € um epimorfismo de K-modulos.

Demonstracao. E suficiente lembrar que M é um R-moddulo livre. n

Lema 3.7. ¥(¢(x)) = p(¢(x)), para todo x € M.
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Demonstragdo. Seja ¢ € ®. Seja m = W, ,,..0091(t1)g2(t2) - - . gsr1(tss1) € M, onde

9i(tk) = tijites, - - hj o J1J2, -0 € Nek =1,2,...,s+ 1. Note que ¢ age sepa-

7 . T A .
i) para as variavels Zz( ) € OS 1Monomios nas

radamente, aplicando os elementos w;, i,. ..,

variaveis tj;, para os monomios nas variaveis y;. Logo, podemos calcular separadamente
os epimorfismos em gy (tx) = tij trj, - - -tij, , para depois concluir para m. Assim, temos

que

eY(gn(tr)) = @((trjitejs - trs, )
(Wi Yso - - - Yi,)
Ye(i)Ye(i2) - - - Yo lir,)
= ¢(gx(y))-

Com isso, obtemos

eY(m) = QO(QMW(u,zQ 725>91(t1)92( 2) - Gsr1(tss1))))
g1 ()20 2<y> 93(y) - 952" g1 (1))
Plon ()20 90(92( >> L(Zl)w(gs(y)) (g 1)) 205 (ge1 (1))

Por outro lado, temos que,

ww(gk(tk)) = w(gp(tkjltkjé e 'tkjlk))
V(o) thp(a) - - - troli,))
Yeo(i)Ye(i2) - - Yol

= (gr(y))-

Finalmente, obtemos

vp(m) = (P Wi ia,in) 91(t1)g2(t2) - - - Gsi1(tst1))))
= (w(sojz (2, Le(ds) P (91(t1)> (92(t2)) - - p(gst1(tss1)))

g1y ))¢11)s0(gz(y)) 2 olgsy)) - <<>>z;’;i1)so<gs+l<y>>

= pp(m

/-\

Lema 3.8. ¢(0;;(z)) = 6;;(¢(2)), para todo x € M.

Demonstracao. Como 0,; age apenas nas variaveis tj; e nas varidveis y;, a demonstracao

é feita por célculos diretos como no lema anterior. O
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Finalmente, para todo polinomio f(y) nas varidveis de Y definamos o seguinte

endomorfismo de L n-1)

5=y = 2 f(y)

para todo zi(r) €Z,r=12....n—1,ed(y;)) =y, ondei € Nor =1,2,... n— 1.
Para cada f, d; ¢ um endomorfismo do K-médulo V; ., ,.. Denotemos por A a familia

de todos os endomorfismos 4 de L%"_l).

Seja f(y) = f(YjrsYjss - - - »Yj,) um polindmio nas varidveis de Y. No R-médulo M,

definamos o R-endomorfismo ¢, por

O f(W(irin,. i) = Wirsinsis) f (t2) f(t3) ... f(Ls),

onde f(tx) = f(tijr, thjos-- - thj)s K =2,3,..., s+ 1. Usaremos novamente notagao igual,

tanto para os endomorfismos de V,,,,. ,, quanto para os de M.

Lema 3.9. ¢(d¢(x)) = 67(¢(2)), para todo polinomio f(§) = f(Yir,VYj,---,Y;) € para
todo x € M. Além disso, f(y)(0s(z)) = f(¥)ds(¢(z)).

Demonstracao. Primeiramente, vamos calcular a primeira parte da igualdade. Sejam

M = Wiy in,...i91(t1) - gst1(tsy1) € M, e f(Y) = f(Yjr, Yjor - - > Y5), assim temos,

f(?j)@b(éf(m)) = Y@ (w(u%z ..... is) gl(tl)g2(t2) - Gst1(tst1)))
= SO Wi gy f(E2) - - f(Esr1)g1(t1)g2(t2) - - - g (tsr1))
f Mw(iwé ----- is)91 <t1>92(t2)f<t2> .- 'gS+1<ts+1)f(ts+1))
F@ )2 g2 F@D A g5 F @) - - g5 F @A g1 (0) £ ()

G @) @2 ) DA g3() F@) - - 05 F @2 g1 () F (@)

Por outro lado temos,

F@IEm) = F@I i1 ()9(t2) - gria(tr)))
= ﬂ@@@m) 92(y)z! <>.%@><@ﬁmw>
= ﬂ@g@ﬁ @M()’”(@g@% F@gs )" f(7)gss1(y)
0 )@= 00 FD A g3 f@) - 96 0) FT) A 9011 () F (D).

]
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Denotaremos por €2 a uniao de todos os endomorfismos de @, © e A.

Relembremos que M é gerado como K-modulo livre pelos elementos

Wiy iais) 91 (1) G2(t2) - - - Gsr1(tsi1)),
onde g (1), ¢ um monoémio nas varidveis txy, tga, - . ..

Seja f(y) = f(Yjrs Yjos - - -5 Yj,)- Seja R a subdlgebra de R gerada por

F(E) f(t2) .. f(Essr),
onde f(t;) é um polindémio nas variaveis ty,.
A proposicao abaixo serd demonstrada na proxima secao.

Proposicao 3.10. Em M, toda cadeia ascendente de R-mddulos invariantes por todos

as aplicacoes de ® e VU estabiliza.

Como consequéncia da Proposicao 3.10, obtemos que

Proposicao 3.11. Em V,,, »., toda cadeia ascendente de K-mddulos invariantes por
endomorfismos de ) estabiliza, equivalentemente, em V, ., .., toda cadeia ascendente de

R-médulos invariantes por endomorfismos de ® e U estabiliza.

Observe que se I é um T),-ideal n-graduado de L,_1, entao " (I NV, p,. ) é um

R-médulo em M.

Para demonstrar o Teorema 3.2 precisamos demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.12. Toda cadeia de T,-ideais de L, = K(X)/T, contidos em LYY esta-

biliza.

Demonstragao. Como todo T),-ideal é invariante por todos os endomorfismos de K (X),
temos que todo T),-ideal é invariante por endomorfismos de 2. Assim, é suficiente mostrar
que em L™ 1 toda cadeia ascendente de K-mddulos invariantes por endomorfismos de (2
estabiliza. Para demonstrar esta proposicao, criaremos uma cadeia ascendente Uy C U; C
. C Uy = L%”fl) de T),-ideais contidos em L,(lnfl), tal que em cada quociente U;/U;_4

toda cadeia ascendente de K-moddulos invariantes por endomorfismos de €2 estabiliza.
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Como visto na Proposicao acima, temos que nos K-modulos V..., ., onde r +
ro+ ...+ 1rs = n — 1, toda cadeia de submddulos Q2-invariantes estabiliza. Tomemos s
maximal, ou seja, s = n — 1. Neste caso temos que r; = 1, i = 1,2,...,n — 1. Assim,
temos o médulo Vi1 1. Denotaremos Uy = {0}. Seja U; o T),-ideal contendo Uy, gerado
por Vi1.1. Observe que Uy /Uy é gerado como médulo por Vii_ 1 + Uy. Assim, em Uy /Uy
toda cadeia de T)-ideais estabiliza. Tomemos agora, s = n — 2. Assim, temos que
Vigrgwn_o, onde 71 + 19 + ... + 1,9 = n — 1, logo para cada [ = 1,2,...,n — 2, temos
um moédulo V., .., onde 1 =2, er; = 1sed # [. Paral = 1, tomemos U, o T,-ideal
contendo Uj, gerado por Va1 1. Analogamente ao caso anterior, Uy /U; é gerado como
modulo por V1.1 + U;. Portanto, pela proposi¢ao anterior, em Uy /U; toda cadeia de
T,-ideais estabiliza. Repetimos o processo, com todos os mdédulos como descritos assim,
até percorrer todos os médulos V,,., ,.,onder; +ro+ ... +7r,=n—1, com s =n — 2.
Repetimos esse processo para todos os valores de s, até s = 1. Com isso obtemos a cadeia

de T,,-ideais

{0} =UycUyC...CUy=L""Y,

onde em cada quociente U;/U;_1, toda cadeia de T,,-ideais estabiliza. O

Agora, o Teorema 3.2 segue imediatamente das proposigoes 3.4 e 3.12. Isto implica,

conforme foi observado no inicio da se¢ao, o Teorema 3.1.

3.2 Demonstracao da Proposicao 3.10

Seja R. = Klug | k =1,2,...,¢,5 € N]. Denotemos por M. o R.-mddulo livre gerado

POT Wiy iy, iy, ONde 3, € N.

Seja p o polinémio de Z[u; | ¢ € NJ, dado por

nii, N1 n14
D(Wiy s Wigy -y Uz, ) =1 —n(l)(l — ;. tu. ? 'k

oD, iy Mg (O
i Uy g ) (1 =y u;, "),

i1 io - Uy

onde n;; € No, nlY) € Z, paratodo,j. Suponha que ¢ = p(uyi,, . ., u1i,) - - P(Ugiys - - - s Uiy ),
q € R..
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Agora, considere ® o conjunto de todas as aplicacoes de N em N que preservam
a ordem. Denotemos também por ® o conjunto de todos os endomorfismos de R, e de

todas as aplicacoes semilineares de M, tais que

o(uy) =wipy (1=1,...,¢5 €N),
O(Wirig..ineT) = We(i)plin)plin) P(T) (i1, 1c € Ny € R,).
Usamos © para denotar o conjunto de endomorfismos 6;; do anel R, tal que
Oi(u) = uw (L #7), 0:j (k) = Upiti;-
Podemos estender 6;;, naturalmente para o R.-mdédulo M., fazendo
eij(w(il,ig,...,is)r> = W(il,i2,...,z‘5)9ij(7"),

onde r € R,.

Vale o seguinte resultado
Proposicao 3.13 (A. Krasilnikov, [29]). Toda cadeia ascendente de R.-submddulos de

M. admitindo aplicagoes de ® e © estabiliza.

Notemos que se ¢ = s + 1, temos que R, C R. Além disso, M pode ser visto como
um submodulo de M,; basta fazer M o submédulo gerado por wj i,...isi,. ;.02 tal que ig iy =
lsro = ... =19.. Com isto, em M toda cadeia de Rc—submédulos admitindo aplicacoes de
® e O estabiliza. Portanto, toda cadeia de R-submédulos admitindo aplicacoes de ® e ©

estabiliza. Isto demonstra a Proposi¢ao 3.10.
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