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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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à Aline.



‘When I use a word,’ Humpty Dumpty said in rather

a scornful tone,‘it means just what I choose it to

mean - neither more nor less.’

‘The question is,’ said Alice, ‘whether you can

make words mean so many different things.’

‘The question is,’ said Humpty Dumpty,‘which is to

be master - that’s all.’

Through the Looking Glass and what Alice found there.
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Fairouz Kamareddine, por ter me recebido no seu grupo de pesquisa ULTRA e pelo total

apoio durante e após o estágio de doutorado sandúıche.
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Às amigas Natália, Paloma, Mariana, Pilar, Paula, Julia, Silvie e Tais e aos amigos
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Resumo

O λ-calculus é um modelo teórico de computação tão antigo quanto a própria noção de

função computável. Devido a definição da substituição como uma metaoperação, exis-

tem várias formas de tornar esta substituição expĺıcita no sistema, dando surgimento

a uma grande variedade de sistemas baseados no λ-calculus. Estudamos dois cálculos

de substituições expĺıcitas, o λσ e o λse, com sistemas de tipos com interseção. Estes

cálculos utilizam uma notação à la de Bruijn, onde variáveis são representadas por ı́ndi-

ces ao invés de nomes. Sistemas de atribuição de tipos permitem uma análise sintática

(estática) de propriedades semânticas (dinâmicas) de programas, dispensando qualquer

declaração de tipos dentro destes. Os tipos com interseção apresentam uma maneira de

integrar polimorfismo ao sistema, que tem se mostrado conveniente computacionalmente

com propriedades como a tipagem principal que permite, e.g. a compilação separada e a

recompilação inteligente para o sistema de tipos computacionais. Para a adição de tipos

com interseção aos cálculos estudados, fazemos um estudo do λ-calculus à la de Bruijn

com dois sistemas de tipos diferentes. Uma caracterização sintática de tipagens princi-

pais, para termos irredut́ıveis, em um dos sistemas é apresentada. Baseado neste sistema,

introduzimos sistemas de tipos com interseção para o λσ e o λse. A propriedade básica de

redução de sujeito, que garante a preservação dos tipos em qualquer computação posśıvel

para termos tipáveis, é analisada nas variações dos sistemas propostos. Outra propriedade

analisada é a relevância do sistema, garantido que apenas a informação de tipos necessária

para inferência é utilizada, impossibilitando a admissibilidade de uma lei de redundância

para o sistema de tipos.



Abstract

The λ-calculus is a well known theoretical computation model as old as the concept of

computable functions. Due to the substitution definition as a meta-operator there exists

a great quantity of variations of this computational system in which the operation of

substitution is treated explicitly. In this work we investigate intersection type systems

for two explicit substitution calculi, the λσ and the λse, both with de Bruijn indices.

Type assignment systems allow one to have a static code analysis through implicit typing

inference, where no type declaration is required. Intersection types present a machine-

friendly way to add polymorphism to type systems with features such as the principal

typing property, allowing e.g. a separate compilation and the smartest recompilation.

We study the λ-calculus with de Bruijn indices with two different type systems, in a

preliminary step for adding intersection types for both explicit substitution calculi. A

characterisation for principal typings of irreducible terms is given in one of the systems,

in which the intersection type systems for each λσ and λse are based on. We analyse the

subject reduction property, which guarantees that all terms of the system preserve their

types during any possible computation, in some variations for the proposed type systems.

Another analysed property is the relevance, in which only necessary suppositions are

allowed in a typing inference, turning a weakening rule inadmissible in the type system.
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M : Θ Θ é uma tipagem de M em S
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P conjunto de pares principais em C × TNF

sup(M) o maior ı́ndice livre de M

sav(M) o maior ı́ndice dispońıvel de M
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3.1 O λ-calculus à la de Bruijn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1.1 O λdB-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.1.2 O sistema λ→dB, o λdB com tipos simples . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2 O λse-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.2.1 O λs-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.2 O λse-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.3 O sistema λse
→, o λse com tipos simples . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3 O λσ-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.1 O sistema λσ→, o λσ com tipos simples . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4 Tipagem principal para sistemas de tipos simples 65

xii



xiii

4.1 Tipagem principal para o sistema λ→dB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2 Tipagem principal para o λse
→, o λse com tipos simples . . . . . . . . . . 71

4.3 Tipagem principal para o λσ→, o λσ com tipos simples . . . . . . . . . . . 73

4.4 Prova de correspondência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5 Tipos com interseção para o λdB-calculus 81

5.1 O sistema λSMdB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.1.1 Propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.1.2 Redução de sujeito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.2 O sistema λudB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.2.1 Propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.2.2 Redução de sujeito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6 Caracterização de PT para β-nf no λSMrdB 107

6.1 Inferência de tipos e tipagem principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

6.2 Caracterização das tipagens principais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7 Tipos com interseção para o λse-calculus 123

7.1 Tipos com interseção para o λs-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

7.1.1 O sistema λsSM e propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

7.1.2 Redução de sujeito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

7.2 Tipos com interseção para o λse-calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

7.2.1 O sistema λse
∧ e propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

7.2.2 Redução de sujeito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

8 Tipos com interseção para o λσ-calculus 153

8.1 O sistema λσ∧r e propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

8.2 O sistema λσ∧ e propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

8.2.1 Redução de sujeito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

9 Conclusão e trabalhos futuros 171

Referências bibliográficas 175



Caṕıtulo 1

Introdução

O λ-calculus é um modelo para computação equivalente às máquinas de Turing [93]. Por

sua sintaxe simples e sua expressividade, problemas como a chamada a procedimentos em

linguagens de programação podem ser investigados em sua essência nesse modelo teórico

de computação [6]. Além disso, linguagens de programação funcional, como o LISP [73]

e ML [45], têm o λ-calculus como fundamento teórico em suas respectivas especificações.

Assim, estudos relacionados à implementação de linguagens baseadas nesse sistema formal

apresentam novos paradigmas a sua teoria clássica.

A formalização da operação de substituição em Lógica Matemática apresenta desafios,

como garantir que o resultado de uma fórmula com uma variável substitúıda por outra

fórmula expresse o mesmo que a fórmula original. Como o exemplo apresentado em

[36], o x na fórmula ∃z.z + z ≡ x, que na aritmética é satisfeita pelos números pares,

ao ser trocado por z obtemos a fórmula ∃z.z + z ≡ z, que na mesma interpretação é

satisfeita apenas por 0. Assim, para que a substituição não altere as relações descritas

em uma fórmula, esta deve garantir que variáveis que não são ligadas a um quantificador

permaneçam “livres” na fórmula resultante.

A substituição desempenha um papel crucial na definição de computação no λ-calculus

e está definida como uma metaoperação, chamada de metasubstituição. Nesse sentido, as

substituições expĺıcitas apresentam uma tentativa em diminuir a diferença entre o modelo

teórico representado pelo λ-calculus e suas posśıveis implementações. Os cálculos de subs-

tituições expĺıcitas estendem o cálculo original incluindo a substituição em sua definição

de computação. Assim, a substituição realizada simultaneamente no modelo clássico é

1
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dividida em passos menores, permitindo que apenas parte seja executada enquanto o res-

tante fica suspenso. Essa caracteŕıstica evita, por exemplo, que ocorra um saturação da

memória (overflow) durante a execução de um programa. O trabalho considerado seminal

dessa área introduz o λσ, onde o λ-calculus é estendido com o cálculo σ, que computa as

substituições [1]. Apesar desse cálculo simular as computações posśıveis na teoria original,

termos que são fortemente terminantes no λ-calculus podem ser computados indefinida-

mente no λσ. Um processo fortemente terminante é um processo que sempre termina,

não importando em que ordem suas instruções são executadas. Portanto, em cálculos de

substituições expĺıcitas surge o paradigma de preservação de terminação forte (PSN), onde

o tipo de composição para substituições permitido no cálculo tem um papel central [84].

O problema em saber se um programa é terminante ou não tem grande destaque em

ciência da computação. Os sistemas de tipos se apresentam com uma ferramenta onde

propriedades semânticas, como terminação, podem ser verificadas de maneira estática. Os

tipos aparecem pela primeira vez em linguagens de programação na década de 50, como

uma maneira de otimizar os recursos dispońıveis, e.g. distinção na representação de nú-

meros como inteiro e ponto flutuante. Atualmente, os tipos em computação desempenham

papéis como a detecção estática e dinâmica de erros e a possibilidade de abstração. Ainda

na década de 70, os cientistas da computação identificaram as similaridades dos sistemas

de tipos estudados em computação e os estudados em lógica matemática. Houve um

grande avanço nesse campo de pesquisa, através do estudo da relação dos sistemas de ti-

pos computacionais e as propriedades das lógicas associadas, conhecida como isomorfismo

de Curry-Howard [91]. Um sistema de tipos atribui tipos aos programas considerados

seguros, por este sistema, para a execução. A redução de sujeito (SR) é uma propriedade

básica para sistema de tipos, que garante a invariância da tipagem atribúıda ao objeto

pelo sistema, em relação as suas posśıveis computações. Em outras palavras, um programa

considerado seguro para execução permanece seguro durante todo o seu processamento.

Um sistema de atribuição de tipos para o λ-calculus, chamado tipos simples, atribui

tipos apenas para processos fortemente terminantes [49]. O problema de inferência de

tipos nesse sistema é decid́ıvel, ou seja, existe um algoritmo tal que dado um termo de λ,

que corresponde a um programa, decide se este tem algum tipo no sistema. O inconveni-

ente desse sistema é a falta de suporte ao polimorfismo, uma caracteŕıstica presente nas
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linguagens de programação modernas. Como consequência, existem termos fortemente

terminantes que não têm tipo nesse sistema com tipos simples.

Existem algumas alternativas para o tratamento do polimorfismo. O sistema de tipos

polimórfico mais conhecido, e estudado, é o sistema HM [28,75] utilizado pela linguagem

ML. O sistema HM tem tipos impĺıcitos, onde nenhuma declaração de tipos é feita dentro

do programa, cabendo ao compilador a checagem da correção do programa através da

inferência de tipo em HM. O polimorfismo suportado neste sistema é uma restrição de

um sistema mais expressivo, o λ-calculus tipado de segunda ordem [82], ou simplesmente

λ2. Enquanto o sistema com tipos simples para o λ-calculus está relacionado através do

isomorfismo de Curry-Howard ao fragmento proposicional da lógica intuicionista, o λ2

está relacionado ao sistema F de Girard [43]. Os problemas de verificação e inferência de

tipos são indecid́ıveis neste sistema [102]. O problema de verificação de tipos consiste em,

dados um programa e um tipo, verificar se este programa tem este tipo no sistema. Apesar

do sistema HM ter ambos os problemas decid́ıveis, este não permite um algoritmo de

inferência modular, outra caracteŕıstica presente em liguagens de programação modernas.

Uma alternativa ao λ2 para o suporte ao polimorfismo são os tipos com interseção (IT).

O polimorfismo é tratado de modo finitário em tipos com interseção, listando os múltiplos

tipos assumidos por um mesmo programa. Os sistemas de IT foram introduzidos em

1978 por M. Coppo e M. Dezani [21] com o intuito de caracterizar os termos fortemente

terminantes do λ-calculus e G. Pottinger apresenta em 1980 o primeiro sistema com tal

caracterização [81]. Observa-se que decidir a caracterização de tais termos é equivalente

a decisão do problema da parada [92] logo o problema de inferência de tipos para tal

sistema é indecid́ıvel. Em 1983 H. Barendregt, Coppo e Dezani apresentaram o sistema

BCD de tipos com interseção, completo em relação à semântica [9]. Por sua importância

em relação à apresentação do sistema de IT como uma maneira de investigação para a

semântica do λ-calculus, ele se tornou a principal referência no estudo de tais sistemas.

Por ser muito flex́ıvel, a inferência de tipos é extremamente complexa (sendo realizada por

procedimentos de semidecisão, já que a inferência é indecid́ıvel). Assim, uma restrição de

BCD com as mesmas propriedades é introduzido em [94, 95], onde algumas variantes de

sistemas de IT são estudadas. Uma propriedade satisfeita em algumas dessas variantes,

que não é satisfeita nos sistemas HM e λ2, é a tipagem principal.
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A propriedade de tipagem principal (PT) vem sendo valorizada recentemente, pois

possibilita a modularização de um sistema de tipos computacional [52]. Em sistemas

modulares, cada parte de um programa chamada de módulo precisa apenas de sua assina-

tura para a compilação deste programa, sem que os detalhes sobre o funcionamento deste

módulo sejam conhecidos. Ou seja, o verificador de tipos de uma linguagem modular

precisa saber apenas quais são os tipos dos parâmetros passados ao módulo e qual o tipo

do objeto que este retorna, para inferir se a aplicação do mesmo está correta no sistema.

Essa assinatura é chamada de tipagem, que é composta pelo par formado de contexto

e tipo, onde o contexto é um conjunto de declarações de tipos para variáveis. Através

do isomorfismo de Curry-Howard, o contexto corresponde ao conjunto de suposições em

uma dedução formal. Dado um programa, qualquer tipagem deste em um sistema com

PT é obtida a partir de sua tipagem principal, através de operações sintáticas. Assim,

para verificar se o programa pode ser integrado a um sistema computacional maior, basta

verificar se o tipo exigido pelo sistema pode ser obtido de sua tipagem principal, dispen-

sando a recompilação de todo o sistema com o novo programa inclúıdo. Essa caracteŕıstica

permite a compilação separada e a recompilação inteligente (smartest recompilation) [52],

onde um programa é tratado como um módulo, tendo sua PT como sua assinatura, e que

só é necessária a sua recompilação caso sua especificação seja alterada.

Uma outra caracteŕıstica posśıvel em sistemas de IT é a relevância. Em sistemas

baseados em relevância [29], o contexto de uma tipagem para o termo designa tipos para

todas e apenas as variáveis livres do termo. Assim, sistemas de IT para o λ-calculus que

são relevantes não são extensões conservativas do sistemas de tipos simples.

Os tipos com interseção têm se mostrado convenientes computacionalmente em seu

tratamento para o polimorfismo, com propriedades como PT [24,86,87,94,95]. Além disso,

é uma ferramenta poderosa na investigação da semântica do λ-calculus [2, 9, 23, 24, 50].

Para cálculos de substituições expĺıcitas (ES), sistemas de IT têm sido estudados para

o λx [69] e para o λ̄x [35, 65], a versão com substituições expĺıcitas do λ̄-calculus, o λ-

calculus isomorfo a sistemas de Gentzen [48]. Porém, nenhum trabalho para cálculos de

ES onde a composição de substituições é permitida foi realizado até o momento. Como foi

provado por E. Ritter em [84] de uma maneira geral, tal iteração entre substituições faz

com que o cálculo não preserve a normalização forte de termos do λ-calculus (propriedade
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de PSN). Assim, os sistemas de IT podem contribuir na investigação de propriedades de

redução e da semântica destes cálculos de ES.

Assim, este trabalho tem por finalidade a adição de um sistema de tipos com interseção

como suporte ao polimorfismo para cálculos de substituições expĺıcitas que não são PSN.

Introduzimos tipos com interseção para o λσ e λse, ambos com ı́ndices de de Bruijn.

Investigamos o λdB-calculus, o λ-calculus à la de Bruijn, com dois sistemas de IT como uma

etapa preliminar à adição de IT aos cálculos de ES. Em todos os sistemas apresentados,

a propriedade de SR tem um papel central nas considerações e, no caso dos cálculos de

ES, nas modificações propostas para a obtenção de um sistema de tipos adequado. Um

outra caracteŕıstica levada em consideração para o desenvolvimento de tais sistemas é a

propriedade de relevância. Apresentamos portanto, o primeiro trabalho com sistemas de

IT, com o seu polimorfismo finitário, para cálculos que buscam a proximidade entre o

modelo de computação teórico e posśıveis implementações.

No Caṕıtulo 2 apresentamos o fundamento teórico onde introduzimos algumas defi-

nições, e notações, para conjuntos, multiconjuntos e sistemas de reescrita. Além disso,

os sistemas de atribuição de tipos com a propriedade de tipagem principal, o λ-calculus

com tipos simples, as substituições expĺıcitas e os tipos com interseção são explicados com

um grau maior de detalhamento neste caṕıtulo. No Caṕıtulo 3 apresentamos o λ-calculus

à la de Bruijn e os cálculos de substituições expĺıcitas λs, λse e λσ, com os respectivos

sistemas de tipos simples, e suas propriedades. Nos Caṕıtulos de 4 a 8 são apresentadas

as contribuições deste trabalho:

• O Caṕıtulo 4 apresenta o trabalho publicado em [98], onde introduzimos a noção de

tipagem principal para os cálculos com os sistemas de tipos simples apresentados no

caṕıtulo anterior, provando que as respectivas noções de PT para cada sistema são

corretas e completas.

• No Caṕıtulo 5 apresentamos dois sistemas de IT para o λdB com suas respectivas

propriedades. Na Seção 5.1 introduzimos um sistema baseado no sistema apresen-

tado em [37] por E. Sayag e M. Mauny enquanto na Seção 5.2 introduzimos um

sistema baseado no sistema apresentado em [56] por F. Kamareddine e K. Nour. O

último é um trabalho publicado em [100].
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• No Caṕıtulo 6 apresentamos o trabalho publicado em [101], que apresenta uma

caracterização de PT para formas β-normais em λdB no sistema da Seção 5.1.

• No Caṕıtulo 7 introduzimos o sistema de tipos com interseção para o λse-calculus,

provando que este possui a propriedade de SR. Nesse caṕıtulo apresentamos um

sistema de IT para λs como um estudo preliminar.

• No Caṕıtulo 8 apresentamos o sistema de IT para o λσ-calculus, provando a propri-

edade de SR para o mesmo.

Por fim, no Caṕıtulo 9 conclúımos o trabalho e apresentamos as possibilidades de trabalhos

futuros.



Caṕıtulo 2

Fundamentos

2.1 Elementos básicos e notação

Nessa seção, apresentamos a notação utilizada no restante do documento para conjuntos,

multiconjunto e sistemas de reescrita.

2.1.1 Conjuntos e multiconjuntos

A noção de conjunto, com a relação de pertença (∈) e inclusão, composta por estar

contido (⊆,⊂) e conter (⊇,⊃), e as operações de interseção (∩) e união (∪) são as

usuais de teoria dos conjuntos. Sejam A e B dois conjuntos, A \ B denota o conjunto

formado pelos elementos de A que não estão em B. A seguir, apresentamos a noção de

multiconjunto.

Definição 2.1.1 (Multiconjuntos):

1. Um multiconjunto é um conjunto onde elementos podem ter um número finito de

repetições.

2. Para um elemento a e um multiconjunto A, a ∈n A denota que a tem exatamente

n repetições em A, onde a ∈0 A denota a /∈ A.

3. Seja ], a união aditiva ou aglutinação, definida por: Se a ∈n A e a ∈m B então

a ∈n+m A ]B.

4. A n-aglutinação de um multiconjunto A é denotada por An.

7
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Observe que, para todo multiconjunto, existe um conjunto associado. Seja N∗ =

Nr{0}, ou seja, o conjunto dos números inteiros sem o 0. A seguir, apresentamos algumas

definições para conjuntos com elementos em N∗, similar aos apresentados em [61].

Definição 2.1.2 (Subconjuntos em N∗): Sejam C ⊂ N∗ e k ≥ 0. Define-se os seguintes

conjuntos:

1. C\k = {n− k |n ∈ C, n > k};

2. C + k = {n+ k |n ∈ C};

3. C>k = {n ∈ C |n > k};

4. C<k = {n ∈ C |n < k} e C≤k = {n ∈ C |n ≤ k}.

Note que as definições acima são estendidas aos multiconjuntos com elementos em N∗

de maneira direta. A seguir, apresentamos algumas propriedades destes subconjuntos.

Proposição 2.1.3: Sejam C,D ⊂ N∗ e k, k′ ≥ 0. A seguintes igualdades são satisfeitas:

1. (C ∪D)\k = (C\k) ∪ (D\k);

2. (C ∪D) + k = (C + k) ∪ (D + k);

3. (C ∪D)>k = C>k ∪D>k;

4. (C ∪D)<k = C<k ∪D<k e (C ∪D)≤k = C≤k ∪D≤k;

5. (C\k)\k′ = C\(k + k′);

6. (C + k)\1 = C + (k − 1) se k ≥ 1;

7. (C\k) + k = C>k;

8. (C\1)<k = (C<k+1)\1 e (C\1)≤k = (C≤k+1)\1;

9. (C\1)>k = (C>k+1)\1.

As igualdades apresentadas na Proprosição 2.1.3 acima são verdadeiras para multicon-

juntos, com ] no lugar da união para conjuntos.
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2.1.2 Sistemas de reescrita

Assumimos que os conceitos da Teoria de Reescrita são de conhecimentos do leitor [5].

Nesta seção apresentamos a notação utilizada para sistemas de reescrita e a definição para

algumas das propriedades, mencionadas nos caṕıtulos posteriores. A seguir, uma breve

menção de alguns conceitos presentes nesses sistemas.

Um sistema abstrato de redução é composto pelo par (A,→), formado de um

conjunto e uma relação binária sobre este conjunto, onde (a, a′) ∈ → é denotado por

a → a′. Em sistemas de reescrita de termos (TRS), os objetos do sistema são

termos. Um conjunto de termos é definido indutivamente, a partir de um conjunto de

variáveis de termo V e um conjunto de śımbolos de função F . Uma regra de

reescrita é um par ordenado de termos, denotado por l → r, onde l e r são tais que:(1)

l /∈ V . (2) V ar(r) ⊆ V ar(l), onde V ar denota o conjunto de variáveis em um termo.

Um TRS é composto de um conjunto de termos e um conjunto de regras de reescrita.

Assim, um TRS R induz uma relação de redução de termos →R, onde uma instância da

regra pode ser aplicada a um termo de forma compat́ıvel a sua estrutura de formação.

Ou seja, dada a regra l → r e uma uma substituição de termos s, mapeando variáveis de

termos a termos, se s(l) é subtermo de t, então t→ t′, onde t′ é o termo t com a ocorrência

de s(l) trocada por s(r). Um subtermo tal que uma regra de R seja aplicável é chamado

de R-redex. Uma forma R-normal, ou R-nf, é um termo que não tenha ocorrências

de R-redices.

O fecho transitivo de →R é denotado por →+
R, o fecho reflexivo transitivo denotado

por →∗R e o fecho reflexivo transitivo e simétrico denotado por =R. A seguir, definimos

algumas propriedades relativas a TRS.

Definição 2.1.4 (Propriedades de TRS): Sejam R e R′ TRS quaisquer:

1. Teminação fraca (WN): Um termo t é fracamente terminante em R se a partir

de t existe uma sequência de reduções em R tal que uma forma R-normal é obtida.

2. Teminação forte (SN): Um termo t é fortemente terminante em R se não

existem derivações infinitas em R a partir de t. Ou seja, qualquer sequência de

reduções a partir de t atinge uma forma R-normal.
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3. Confluência (CR): R é confluente se para todo termo t tal que t→∗R t1 e t→∗R t2,

existe uma termo r tal que t1 →∗R r e t2 →∗R r.

4. Simulação: R′ simula R se t→R t′ implica t→+
R′ t

′.

5. Preservação de teminação forte (PSN): Um R′ que simula R tem a propriedade

de preservação de terminação forte se todo termo SN em R é SN em R′.

Observe que se um termo é SN então este é WN. Dizemos que um termo é terminante

se é WN. Ao pensarmos em sistemas de reescrita de termos como modelos computacionais,

a propriedade de confluência significa consistência das posśıveis computações no sistema.

A proriedade de WN significa que existe uma estratégia de redução para a obtenção de

uma resposta enquanto a propriedade de SN significa que uma resposta é obtida não

importando a ordem de execução das respectivas computações.

Se um TRS R é WN e CR então para qualquer termo t, existe uma única forma

R-normal obtida a partir de t, chamada de a forma R-normal de t, denotada por R(t).

2.2 Sistemas de tipos e tipagem principal

Os tipos em matemática e lógica vêm sendo utilizados de maneira impĺıcita desde o surgi-

mento dessas ciências. A idéia fundamental é a de classificar objetos em sistemas formais.

De acordo a F. Kamareddine em [55], Euclides em seu tratado sobre geometria, Os Ele-

mentos, usa implicitamente essa noção quando, a partir da definição de ponto e reta

como classes de objetos diferentes, define objetos mais complexos, cada um pertencente

a uma classe. Nesse sistema, e em outros introduzimos posteriormente, a intuição sobre

o funcionamento das operações permitia uma definição destas usando a noção de tipos

informalmente, através da metalinguagem. A partir do século 19, quando os sistemas

se tornam mais complexos e abstratos, a formalização para essa classificação de objetos

torna-se necessária. G. Frege apresentou em [41] a primeira formalização da lógica, onde

o conceito de função presente em Análise Real foi estendido, com algumas restrições sobre

quais poderiam ser os argumentos de uma função dada. Porém, a falta de formalização da

definição dos tipos dos objetos estudados em [42], onde ele estende o sistema apresentado

em [41] para descrever partes elementares da aritmética, permite que o equivalente ao
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paradoxo de Russell para o sistema seja codificado. A Teoria de Tipos aparece explici-

tamente pela primeira vez em [89], onde B. Russel identifica a caracteŕıstica em comum

dos paradoxos conhecidos até então, sendo esta a possibilidade de autorreferência que

um objeto possui dentro do sistema. Os tipos surgem então como uma maneira de evi-

tar autorreferência nos sistemas formais, também conhecida como reflexividade. Nessa

abordagem, os paradoxos lógicos são tratados com uma alteração na linguagem em con-

traposição à abordagem adotada em Teoria dos Conjuntos, onde os axiomas são alterados

para tratar o problema [104].

Em Ciência da Computação, os tipos apareceram como uma forma de otimizar os re-

cursos dispońıveis. De acordo com B. Pierce em [80], o primeiro sistema de tipos, no ińıcio

dos anos 50, era utilizado para distinguir entre as representações dos números como intei-

ros e pontos flutuantes. Como exemplo tem-se o sistema de tipos primitivos na linguagem

Fortran. Durante a década de 50 e 60, essa classificação dos objetos foi sendo ampliada

para dados mais complexos. Nos anos 70, conceitos mais elaborados estavam presentes

nos sistemas de tipos, como sistemas modulares e subtipos. Na mesma época, os cien-

tistas da computação identificaram as similaridades dos sistemas de tipos estudados em

computação e os estudados em lógica matemática. O isomorfismo de Curry-Howard

apresenta a correspondência entre sistemas de lógica formal e sistemas de tipos compu-

tacionais [91]. O primeiro sistema de tipos em que essa semelhança foi percebida foi o

λ-calculus simples tipado, introduzido na seção a seguir, que tem uma correspondência

com a lógica intuicionista proposicional [49]. Os aspectos sintáticos desta correspondên-

cia podem ser investigados em vários ńıveis, tais como fórmulas que correspondem aos

tipos, provas no sistema lógico que correspondem a programas, normalização de provas

que correspondem a terminação de programas. Assim, o isomorfismo de Curry-Howard

ressalta a importância no estudo de sistemas de atribuição de tipos como uma ferramenta

no estudo da semântica de programas.

Um sistema de atribuição de tipos S, ou simplesmente sistema de tipos, é um

conjunto de regras de dedução, que permitem a designação de tipos para alguns objetos

aos quais o sistema se refere. Os contextos fornecem a informação necessária, usada pelas

regras de S para esta designação de tipos aos objetos. Um objeto ao qual uma atribuição

de tipo é posśıvel em S é chamado de tipável (em S). No λ-calculus, os objetos de um
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sistema de tipos são os termos em λ.

O par ordenado 〈Γ ` τ〉 de um contexto e um tipo em um sistema S é chamado de

uma tipagem em S. Para um termo M , Γ `M : τ é a notação usual para: “M tem o

tipo τ no contexto Γ”. Usaremos a notação M :〈Γ ` τ〉, de forma que fique destacado que

o par seja entendido como um predicado do termo M . Nesse caso, 〈Γ ` τ〉 é chamado de

uma tipagem de M . Se Θ= 〈Γ ` τ〉 é uma tipagem em S então S 
 M :Θ denota que

Θ é uma tipagem de M em S, também denotado por M : 〈Γ `S τ〉. Sempre que estiver

claro a qual sistema a tipagem pertence, usaremos a notação simplificada 〈Γ ` τ〉.

Dado um termo M , uma questão interessante é se esse é ou não tipável em S e se

esse problema de tipabilidade é decid́ıvel. Uma propriedade importante para sistemas

de tipos é a redução de sujeito, ou simplesmente SR. Essa propriedade garante que,

ao ser atribúıdo um tipo para um objeto de um sistema, qualquer transformação (com-

putação) permitida no sistema não altera sua tipabilidade em relação ao tipo atribúıdo.

Como exemplo, se a atribuição de tipos para um programa em um sistema significa que o

programa é correto e seguro, essa propriedade garante que o processo de execução desse

programa é correto e seguro em todos os seus passos. Outra questão importante é se

existe uma tipagem principal. A tipagem principal, que é independente do contexto,

não deve ser confundida com tipo principal, dependente de um determinado contexto de

tipo. Em [52], T. Jim salienta a diferença entre as duas propriedades e a importância da

primeira. A tipagem principal, ou simplesmente PT, de um termo em um sistema de tipos

é uma tipagem que representa qualquer outra tipagem do termo neste sistema. Em [103],

J. Wells apresenta uma definição destas tipagens mais gerais, que representam outras ti-

pagens de um termo no sistema, independente do sistema de tipos. Para apresentar essa

definição precisamos introduzir algumas definições preliminares.

Seja Θ uma tipagem em S e TermosS(Θ) = {M |S 
 M :Θ}. Uma tipagem Θ1 é

mais forte do que uma tipagem Θ2 se, e somente se, TermosS(Θ1) ⊂ TermosS(Θ2). A

partir do conceito de mais forte, uma ordem para tipagens é apresentada.

Definição 2.2.1 ( [103] ): Seja Θ1 ≤S Θ2 ⇐⇒ TermosS(Θ1) ⊆ TermosS(Θ2).

Assim, podemos apresentar a definição de PT independente de sistemas.
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Definição 2.2.2 (Tipagem principal [103]): Uma tipagem Θ em um sistema S é

principal para algum termo M se S 
 M : Θ e para qualquer Θ′ tal que S 
 M : Θ′

tem-se que Θ ≤S Θ′.

A Definição 2.2.2 introduzida por Wells representa uma generalização para a noção

de PT, que usualmente depende de definições espećıficas para cada sistema de tipos.

Essas definições espećıficas se baseiam em operações sintáticas caracteŕısticas de cada

sistema. Portanto, para cada definição espećıfica de PT, existe uma operação sintática

associada. Dado um termo, uma tipagem é dita principal em tal definição se qualquer

outra tipagem do termo no sistema pode ser obtida a partir da primeira através dessas

operações sintáticas associadas.

Uma operação sintática comum para essas definições espećıficas é a substituição de

tipos. Quando os tipos são definidos tendo variáveis como tipos atômicos ao invés de

constantes, podemos definir uma subsituição agindo sobre essas variáveis. Em geral, as

substituição são mapeamentos do conjunto de variáveis para o conjunto de tipos, onde a

extensão para o conjunto de tipos é direta. A seguir introduzimos os tipos simples para

exemplificar os conceitos discutidos e apresentar mais alguns, utilizados nos caṕıtulos

posteriores.

Definição 2.2.3 (Tipos simples):

1. Seja A um conjunto de variáveis de tipo, infinito e enumerável, com seus ele-

mentos representados por α, β.

2. O conjunto S de tipos simples é definido por:

τ, σ, ρ ∈ S ::= A |S→S

Tem-se então que os elemento de S são os tipos atômicos, representados pelas variáveis

de tipo, e os tipos funcionais. A associação para a simplificação de parêntese é da direita

para a esquerda. Assim, α1 → α2→α3 denota α1 → (α2→α3). Com os tipos simples

definidos desta maneira, podemos definir as substituições de tipos.

Definição 2.2.4 (Substituição para tipos simples):

1. A substituição de tipos mapeia variáveis de tipo em A para tipos em S.
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2. Dada uma substituição de tipos s : A → S, a extensão de s para o domı́nio dos

tipos funcionais é direta, onde s(σ→τ) = s(σ)→s(τ).

O conjunto de ocorrências de variáveis de tipo em τ ∈S é denotado por TV (τ).

Uma substituição de tipos bijetiva de variáveis em variáveis é chamada de renomea-

mento. Observe que, em um renomeamento s para um tipo τ , se α, β ∈ TV (τ) tal

que α 6≡ β, então s(α) 6≡ s(β), onde s(α), s(β) ∈ A. Uma caracteŕıstica importante

é que os habitantes de uma tipagem são invariantes em relação a renomeamentos. Ou

seja, TermosS(Θ) = TermosS(Θ′) para Θ′ = s(Θ) onde s é um renomeamento. Logo,

qualquer renomeamento de uma tipagem principal é principal.

Um outro problema interessante em sistemas de tipos é o problema de habitação.

Neste problema, dado um tipo τ em um sistema S, a questão é se existe algum objeto M

no sistema tal que M : 〈∅ `S τ〉. Ou seja, TermosS(Θ) 6= ∅, para Θ = 〈∅ ` S〉. Através

do isomorfismo de Curry-Howard podemos, a partir de uma prova no sistema dedutivo

associado, extrair um programa correto. Assistentes de prova modernos como o Coq [10]

e o PVS [79] são basedos nesta correspondência.

2.3 O λ-calculus com tipos simples

O λ-calculus foi introduzido em 1932 por A. Church [16] como parte de uma teoria baseada

na noção de função. O sistema tinha por finalidade propor uma teoria geral para funções

e estendê-la com noções lógicas de forma a prover a fundamentação para a lógica e partes

da matemática [8]. Com uma sintaxe simples, a computação no λ-calculus é feita a partir

de uma única regra, a contração β. Porém, S. Kleene e B. Rosser provaram em 1935 a

inconsistência do sistema proposto por Church [67]. Contudo, em 1936 Church apresenta

uma prova da indecidibilidade das sentenças de primeira ordem, utilizando o λ-calculus,

e define a noção de função computável [17].

Ainda no ano de 1936, Church e Rosser apresentam em [19] a consistência para uma

subteoria do λ-calculus, o chamado λI-calculus, mostrando a confluência da redução β,

composta por uma sequência de contrações β. Ao propor a noção de funções defińıveis

em λ e a partir de alguns resultados obtidos por Kleene, Church conjectura a sua Tese

de Church, onde afirma que todas as funções intuitivamente computáveis são defińıveis
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em λ. Uma importante evidência para a sua conjectura é apresentada com a prova de

Kleene em [66] sobre a coindidência entre as funções defińıveis em λ e as funções µ-

recursivas, definidas em 1934 por K. Gödel [44]. Paralelamente, A. Turing define a

noção de computável em [92], utilizando as suas máquinas de Turing. Turing prova em

1937 que a noção de defińıvel em λ e a sua noção de computável são equivalentes [93].

Portanto, com essa demostração temos a adequabilidade computacional do λ-calculus.

A noção de função presente no λ-calculus é a de um processo definido que inicia com

argumentos e calcula os valores correspondentes, em contraposição à noção de função

como uma relação, representada por pares ordenados ou pelo seu gráfico. Para denotar

uma função f(x) no λ-calculus, usamos a notação λx.F , onde F é a representação da

função como um termo do λ-calculus. A operação de aplicação no λ-calculus permite

que a função λx.F seja aplicada a um termo A, denotada por (λx.F A). No cálculo sem

tipos, um termo pode ser aplicado a qualquer outro termo. Assim, podemos representar

no λ-calculus caracteŕısticas como “procedimentos como argumento de procedimentos” e

“procedimentos como valores retornados por procedimentos”. Portanto, a representação

de funções computáveis através de termos em λ fez surgir a chamada programação

funcional. Além disso, problemas em Computação como a chamada a procedimentos

aparecem em sua forma pura e o estudo desses problemas ajuda no desenvolvimento, e

análise, de linguagens de programação em geral.

2.3.1 O λ-calculus e propriedades

Nessa seção apresentamos o λ-calculus sem tipos e suas propriedades. A referência para

essa seção é o livro de H. Barendregt sobre o λ-calculus [6], onde estão compilados os

principais resultados sobre esta teoria.

Definição 2.3.1 (O conjunto Λ): Seja V o conjunto de variáveis de termos, infinito

enumerável. O conjunto de termos em λ, denotado por Λ, é definido indutivamente

para x ∈ V por:

M,N ∈ Λ ::= x | (M N) |λx.M

Os elementos de V são representados por x, y e z. Os termos são constrúıdos a partir
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do conjunto de variáveis e duas operações básicas que são a aplicação e a abstração.

A aplicação de M em N é denotada pelo termo (M N) enquanto que a abstração, ou

ligação, da variável x em M é denotada pelo termo λx.M onde λx é o abstrator. Os

termos da forma ((. . . ((M1 M2) M3) . . . ) Mn) são denotados por (M1M2 · · · Mn).

A seguir, definimos os subtermos de um termo em λ.

Definição 2.3.2: Seja M ∈ Λ. Os subtermos de M são definidos indutivamente por:

(i) Se M ∈ V então M é subtermo de M .

(ii) Se M≡λx.N , então os subtermos são o próprio M e todos os subtermos de N .

(iii) Se M ≡ (M1 M2), então os subtermos são todos os subtermos de M1 e M2 e o

próprio termo M .

A variável x ocorre em M se x é um subtermo de M . Se x ocorre em N tal que

λx.N é um subtermo de M , então a ocorrência de x é chamada ligada. As ocorrência de

M que não são ligadas são chamadas livres. Observe que x pode ter ocorrências livres

e ligadas em um mesmo termo. O conjunto de variáveis livres de um termo M é

denotado por FV (M) e um termo que não tem variáveis livres é chamado fechado.

A contração β é a regra usada para a computação no λ-calculus e a sua definição

precisa do conceito de substituição. No λ-calculus clássico, a substituição está definida

como uma metaoperação, chamada de metasubstituição. Ou seja, a definição de como

esta substituição é efetivamente realizada não faz parte do sistema formal, sendo esta

realizada em um metańıvel. Assim, para um termo M , define-se [x/N ]M como sendo o

termo resultante da substituição de todas as ocorrências livres de x em M pelo termo

N [49]. Assim temos uma definição impĺıcita de substituição para termos em λ. A regra a

seguir representa um papel importante em definições formais desta substituição impĺıcita.

Definição 2.3.3 (Conversão α): Seja λx.M um termo em λ e y /∈ FV (M). A con-

versão α de λx.M é definida por:

λx.M →α λy.[x/y]M

A condição y /∈ FV (M) é necessária para garantir que não exista captura de variáveis
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livres de M . Senão teŕıamos por exemplo que

λx.(λy.(xzy)yx)→α λz.(λy.(zzy)yz)

mudando o termo λ para outro que representa uma função diferente da função original.

A conversão α representa um renomeamento de variáveis ligadas. Seja =α o fechamento

simétrico, reflexivo e transitivo de α. Assim, as α-classes de termos são formadas por

termos que representam a mesma função.

Definição 2.3.4 (Contração β): Seja (λx.M N) um termo em λ. A contração β é

definida por:

(λx.M N)→β [x/N ]M

Um termo da forma (λx.M N) é chamado β-redex. Um termo sem β-redices como

subtermo é chamado de forma β-normal. A redução β é definida como o fechamento

transitivo da contração β, compat́ıvel com a estrutura dos termos em λ. O teorema a

seguir estabelece a confluência desta regra de redução.

Teorema 2.3.5 (CR para redução β [6]): O conjunto Λ com a redução β é confluente.

Portanto, se um termo em λ tem uma forma β-normal, ela é única. O lema a seguir

apresenta uma decrição geral de uma termo em β-nf.

Lema 2.3.6 (Descrição para formas β-normais [6]): O conjunto das formas β-

normais em λ pode ser descrito indutivamente como:

(i) x ∈ V

(ii) λx.N , onde N é uma forma β-normal.

(iii) (x N1 · · ·Nm), onde ∀1 ≤ j ≤ m, Nj é uma forma β-normal.

No restante dessa seção apresentamos alguns resultados e conceitos utilizados nos

caṕıtulos posteriores. Uma subteoria do λ-calculus tem destaque desde o seu surgimento,

sendo a teoria originalmente investigada por Church, o λI-calculus (cf. Cap. 9 de [6]).

Nessa teoria a formação de termos é restrita tal que apenas a abstração de variáveis que

ocorrem livremente no termo são permitidas. Ou seja, o termo λx.M é permitido em λI
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apenas para termos M tais que x ∈ FV (M). Seja ΛI o conjunto dos termos formados

com essa restrição. No trabalho desenvolvido, os termos do λ-calculus, também chamado

de λK-calculus, que não estão em ΛI desempenham um papel importante. Observe que

em um termo desses, existe um β-redex que cancela o argumento da aplicação. Em outras

palavras, para λx.M tal que x /∈ FV (M) temos que (λx.M N) →β M . Essa redução é

chamada de redução β nula e a substituição associada [x/N ]M = M de substituição

nula. O teorema a seguir estabelece que a redução β não cria variáveis livres novas.

Teorema 2.3.7 ( [6] ): Se M →β N , então FV (N) ⊆ FV (M).

A seguir, discriminamos os casos para os termos de ΛI e de Λ r ΛI em relação ao

Teorema 2.3.7 acima.

Lema 2.3.8 ( [6] ): 1. Se M →β N e M ∈ ΛI , então FV (M) = FV (N).

2. Se M →β N e M ∈ Λr ΛI , então FV (N) ⊂ FV (M).

Uma regra também estudada para o λ-calculus é a contração η, definida a seguir.

Definição 2.3.9 (Contração η): Seja λx.(M x) um termo em λ tal que x /∈ FV (M).

A contração η é definida por:

λx.(M x)→η M se x /∈ FV (M)

Portanto, a contração η é uma regra condicional. Observe que a equivalência =η

induzida pela regra acima induz o axioma λx.(M x) =η M , de igualdade extensional,

para o λ-calculus.

Um conceito usado como referência para estabelecer os termos “sem sentido” do λ-

calculus é a solubilidade de um termo. Um termo fechado M é chamado de solúvel se

este reduz ao termo I ≡ λx.x quando aplicado a um número finito de argumentos. Um

termo M qualquer de Λ é chamado de solúvel quando o termo fechado correspondente, i.e.

o termo λ~x.M onde {~x } = FV (M), é solúvel. Assim, os termo que não são solúveis são

chamados de insolúveis e são considerados os termos sem sentido algum do λ-calculus [6].

Um exemplo de termo insolúvel é o autorreprodutor (λx.(x x) λx.(x x)).
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2.3.2 O sistema λ→, o λ-calculus com tipos simples

O primeiro sistema de tipos para o λ-calculus foi proposto em 1940 por Church [18],

com uma teoria de tipos simples. Nesse sistema, a sintaxe dos termos em λ é alterada,

incluindo uma anotação do tipo atribúıdo para a variável no abstrator. Como exemplo,

para cada tipo τ temos a função identidade λx:τ .x com tipo τ → τ . Essa versão à la

Church é conhecida como o λ-calculus tipado, que considera apenas os termos que

possuem um tipo no sistema. Assim, termos como (x x), chamado de autoaplicação, e

(λx.(x x) λx.(x x)), chamado de autorreprodutor, não fazem parte da versão tipada.

Em 1958 H. Curry apresentou um sistema de atribuição de tipos simples para o λ-

calculus [27]. Nessa versão à la Curry, todos os elementos de Λ fazem parte do sistema de

tipos mas apenas alguns são tipáveis neste sistema. A sintaxe do λ-calculus é inalterada

em sistemas de atribuição de tipos. Assim, ao invés de uma função identidade para

cada tipo, o termo λx.x representa esta função, que tem o tipo atribúıdo dependendo do

argumento ao qual ela é aplicada. Portanto, temos um forma de polimorfismo em sistemas

à la Curry, também chamados de sistemas com tipos impĺıcitos.

Para um sistema de tipos para o λ-calculus precisamos dos contextos de tipo, que

provêm informação de tipo para as variáveis livres de um termo.

Definição 2.3.10 (Contextos):

1. Os contextos de tipo, ou simplesmente contexto, são conjuntos finitos de desig-

nações de tipo para variáveis de termo.

2. Dado um contexto Γ, cada variável de termo tem no máximo uma designação de

tipo.

3. x ∈ Γ denota que x : τ ∈ Γ para algum tipo τ . Caso contrário, x /∈ Γ.

O conjunto de tipos S do sistema é o apresentado na Definição 2.2.3. Assim, um

contexto Γ tem a forma {x1 :τ1, . . . , xm :τm} onde τ1, . . . , τm ∈ S. A seguir, apresentamos

um sistema de tipos simples para o λ-calculus, similar ao sistema TAλ de J. Hindley [49].
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Definição 2.3.11 (O sistema λ→): O sistema λ→ é composto pelas seguintes regras:

(Start)
x /∈ Γ

x :〈{x:τ} ∪ Γ ` τ〉

(Abs)
x /∈ Γ M :〈{x:σ} ∪ Γ ` τ〉

λx.M :〈Γ ` σ→τ〉

(App)
M :〈Γ ` σ→τ〉 N :〈Γ ` σ〉

(M N) :〈Γ ` τ〉

Observe que usamos a notação M : 〈Γ ` τ〉 para dizer que M tem tipo τ em um

contexto Γ, ao invés da notação Γ ` M : τ , usual na literatura. A seguir, apresentamos

algumas propriedades de λ→.

Teorema 2.3.12 (Propriedades para λ→ [49]):

1. (SR para redução β) Se M :〈Γ `λ→ τ〉 e M →β N então N :〈Γ `λ→ τ〉.

2. (SN para termos tipáveis) Se M :〈Γ `λ→ τ〉 então M é SN.

3. (Decidibilidade da tipabilidade) O problema de tipabilidade para λ→ é decid́ıvel.

4. (Decidibilidade da habitação) O problema de habitação para λ→ é decid́ıvel.

Seja M um termo em λ qualquer. Pelo item 3 do teorema acima podemos escrever

um algoritmo que decide se M tem um tipo em λ→. Caso tenhamos uma reposta afir-

mativa, pelo item 2 sabemos que este termo é terminante, não importanto a ordem em

que as reduções β sejam realizadas. Ou seja, nesse sistema de tipos obtemos propriedades

semânticas para alguns termos do λ-calculus de maneira estática.

A decidibilidade da tipabilidade, e da verificação de tipos, em λ→ é uma consequência

da decidibilidade do problema de PT neste sistema. Em [49], Hindley mostra que todo

termo tipável em λ→ tem PT apresentando um algoritmo que decide a tipabilidade de um

termo e retorna a tipagem principal, chamada de par principal (principal pair), caso a res-

posta seja afirmativa. Por conter idéias centrais do trabalho desenvolvido, apresentamos

as noções utilizadas na demonstração da propriedade de PT.

Primeiramente, a substituição de tipos apresentada na Definição 2.2.4 é estendida de

forma direta para contextos e tipagens em λ→. Ou seja, s(〈Γ ` τ〉) = 〈s(Γ) ` s(τ)〉, onde
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s(Γ) representa a aplicação de s em cada elemento de Γ, tal que s(x : σ) = x : s(σ) e

s(∅) = ∅. Com essa definição de substituição de tipos, apresentamos uma proposição que

aparece como uma observação em [49].

Proposição 2.3.13: Se M : 〈Γ `λ→ τ〉, então M : 〈s(Γ) `λ→ s(τ)〉 para qualquer substi-

tuição de tipos s.

Demonstração. Indução na derivação de M : 〈Γ `λ→ τ〉. Basta observar que, no passo

indutivo, as condições laterais das regras de inferência são satisfeitas após a aplicação da

substituição nas respectivas premissas.

Uma noção importante utilizada no algoritmo de inferência de PT para λ→ apresentado

em [49] são as variáveis de tipo novas. O algoritmo é aplicado recursivamente na

estrutura do termo em λ. A cada passo em que o algoritmo precise escolher um elemento de

A, uma variável que ainda não foi utilizada em nenhum dos passos anteriores é escolhida.

Um outro fator importante é o de que a unificação necessária em um passo recursivo é

de primeira ordem. Logo, o algoritmo de unificação de primeira ordem de Robinson [85]

garante unificadores mais gerais, ou simplesmente mgu, em cada passo do algoritmo.

Apresentamos a seguir a definição de PT para λ→, como introduzida em [103].

Definição 2.3.14 (Tipagem principal de Hindley [103]): Uma tipagem principal

em λ→ de um termo M é uma tipagem Θ = 〈Γ ` τ〉 tal que:

1. λ→ 
M : Θ.

2. Se λ→ 
 M : Θ′ para alguma tipagem Θ′ = 〈Γ′ ` τ ′〉, então existe alguma substi-

tuição s tal que s(Γ) ⊆ Γ′ e s(τ) = τ ′.

A definição de principal pair em [49] tem uma pequena diferença em relação a definição

acima. As tipagens obtidas a partir de um par principal de um termo M não incluem a

possibilidade de uma lei de redundância. Assim, apenas as tipagens que têm contextos

com designações para todas e apenas as variáveis em FV (M) são obtidas a partir de um

par principal. Ou seja, s(Γ) = Γ′, onde Θ′ = 〈Γ ` τ ′〉 é uma tipagem de M em λ→. Para

obtermos a tipagem principal como na Definição 2.3.14, apresentamos o lema a seguir.
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Lema 2.3.15 (Lei de redundância em λ→): Seja M um termo em λ. Se M :〈Γ `λ→ τ〉,

então M : 〈Γ′ `λ→ τ〉 para qualquer contexto Γ′ ⊇ Γ. Assim, a regra (Weak) abaixo é

dedut́ıvel em λ→.

(Weak)
x /∈ Γ M :〈Γ ` τ〉
M :〈{x:σ} ∪ Γ ` τ〉

Demonstração. Pelo Lema 2A9.1 em [49].

A lei de redundância (ou weakening) permite que sejam inseridas informações des-

necessárias aos contextos. Note que uma tipagem em λ→ é principal se, e somente se, é

um par principal. Elas diferem apenas na definição de quais operações são permitidas na

obtenção das tipagens do termo relacionado. Em [49] PT denota principal type, porém

como o algoritmo retorna pares principais e estes por sua vez são tipagens principais em

λ→, mantemos o nome do algoritmo, mas com PT denotando tipagem principal.

Em [103], Wells mostra que a Definição 2.3.14, espećıfica para o sistema λ→, é equi-

valente à Definição 2.2.2. Portanto, a tipagem principal de Hindley é uma definição mais

geral para o sistema λ→ do que os pares principais e as operações sintáticas associadas a

essa definição são a substituição de tipos e a redundância. Assim, apresentamos o teorema

a seguir estabelecendo que λ→ satisfaz a propriedade de PT de acordo à Definição 2.3.14.

Teorema 2.3.16 (PT para o λ→): O sistema λ→ satisfaz a propriedade de tipagem

principal.

Demonstração. Seja M um termo em λ. Se M é tipável em λ→ então seja Θ = 〈Γ ` τ〉

o par principal retornado pelo algoritmo de inferência de PT de Hindley [49]. Para uma

tipagem Θ′=〈Γ′ ` τ ′〉 qualquer de M tem-se pelo Lema 2A11 em [49] que M :〈Γ′�M ` τ ′〉,

onde Γ′�M denota a restrição de Γ′ ao conjunto FV (M). Assim, pela propriedade da par

principal tem-se que existe uma substituição de tipos s tal que s(Γ) = Γ′�M e s(τ) = τ ′.

Observe que s(Γ)⊆Γ′.

Podemos observar que os problemas mencionados na Seção 2.2, e que são interessantes

para sistemas de tipos, são todos decid́ıveis em λ→. Porém, o polimorfismo suportado

nesse sistema é limitado, onde termos em λ que correspondem a programas seguros não

são tipáveis . Assim, diferentes maneiras de incluir o polimorfismo e ampliar o conjunto de
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termos tipáveis têm sido estudados. Na Seção 2.5 os tipos com interseção são apresentados

como uma alternativa conveniente computacionalmente.

2.4 Substituições expĺıcitas

A definição da contração β no λ-calculus tem a substituição como uma metaoperação.

Implementações que simulem o λ-calculus precisam tratar a substituição de maneira ex-

pĺıcita, o que torna o sistema implementado diferente do modelo teórico. Assim, cálculos

de substituições expĺıcitas, ou simplesmente ES, surgiram como uma extensão do λ-

calculus, onde a substituição é parte integrante do cálculo. Em 1991, M. Abadi et al.

introduziram o λσ-calculus no trabalho considerado seminal em ES [1], não obstante cál-

culos de ES estão presentes anteriormente em sistemas computacionais. Um exemplo

notável é o AUTOMATH [77], sendo [31] de 1978 a primeira apresentação formal de um

cálculo de ES. O λσ é apresentado na Seção 3.3. Nesta seção utilizamos o λx [11, 71, 88]

para introduzir os conceitos de substituições expĺıcitas utilizados nos caṕıtulos posteriores.

O conjunto de termos de λx, para o conjunto de variáveis de termos V como na Definição

2.3.1, é apresentado abaixo.

Definição 2.4.1 (O conjunto Λx): O conjunto de termos em λx, denotado por Λx,

é definido indutivamente para x ∈ V por:

M,N ∈ Λx ::= x | (M N) |λx.M |M〈x := N〉

O conjunto Λx estende o conjunto Λ com os termos da forma M〈x := N〉, que re-

presentam o ińıcio do processo que corresponde ao termo [x/N ]M . Portanto, ao invés de

uma notação para o resultado de uma metasubstituição, temos um termo no cálculo que

representa substituições pendentes. O termo N é chamado de corpo da substituição

〈x := N〉. Os termos em Λ são chamados de termos puros, ou seja os termos sem

ocorrência de substituição.

O processo de simulação é iniciado com a regra (b) abaixo.

(λx.M N)→M〈x := N〉 (b)

A substituição é então computada pelo x-calculus, apresentado na Figura 2.4.1. Por-

tanto, o λx-calculus é composto pela regra (b) e o x-calculus, este sendo o cálculo de
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(xv) x〈x := N〉 → N

(xvgc) x〈y := N〉 → x se x 6≡ y

(xab) (λx.M)〈y := N〉 → λx.M〈y := N〉 se x 6≡ y ex /∈ FV (N)

(xap) (M1 M2)〈y := N〉 → (M1〈y := N〉M2〈y := N〉)

Figura 2.4.1: O cálculo de substituição x

substituição associado a λx.

Note que, na Figura 2.4.1, as condições laterais da regra (xab) são garantidas pelo

renomeamento de variáveis ligadas. Logo o x-calculus, e consequentemente o λx-calculus,

está definido módulo α-equivalência de termos. O fecho simétrico, transitivo e reflexivo

de x é denotado por =x. A seguir, apresentamos algumas propriedades de λx e do cálculo

de substituição associado.

Teorema 2.4.2 (Propriedades para λx/x-calculi [11]):

1. (SN e CR para x) O x-calculus é fortemente terminante e confluente.

2. (Extensão conservativa para redução β) Se M,N ∈ Λ, então M →β N sse

M →+
λx N .

3. (CR para λx) O λx é confluente.

4. (PSN para λx) Se um termo puro é SN para β então este é SN em λx.

Dado um termo M em λx, seja x(M) a forma normal correspondente. Note que x(M)

está bem definido para todo termo, pois o x-calculus é fortemente terminate e confluente,

e que x(M) é um termo puro. O conjunto de variáveis livres é similar ao definido para

termos em λ, estendido por FV (M〈x := N〉) = (FV (M) \ {x}) ∪ FV (N). A seguir

apresentamos os lemas que relacionam o conjunto de variáveis livres de um termo e as

reduções em λx.

Lema 2.4.3 ( [11] ): Sejam M,N ∈ Λx:

1. Se M →b N então FV (M) = FV (N)
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2. Se M →x N então FV (N) ⊆ FV (M)

Apesar da semelhança com o Teorema 2.3.7 para o λ-calculus, o conjunto FV não

representa uma relação apropriada para a identificação de uma substituição nula. O

exemplo a seguir ilustra o problema em tentar identificar uma substituição nula usando o

conceito de variáveis livres.

Exemplo 2.4.1: Sejam M ≡ x〈y := z〉 e N ≡ y〈y := z〉 logo FV (M) = {x, z} e

FV (N) = {z}. Apesar de z ∈ FV (M) e z ∈ FV (N), temos que M〈z := w〉 representa

uma substituição nula, ao contrário de N〈z := w〉.

Em [69], S. Lengrand et al. introduziram o conceito de available variables para o

λx. Como a composição para substituições não é permitida, a idéia para as variáveis

dispońıveis é a de incluir as ocorrências de variáveis dos subtermos que não sejam ligadas

e que não integrem o corpo de uma substituição nula. Apesar de parecer redundante a

primeira vista, a definição é indutiva na estrutura dos termos. Assim, o conjunto de

variáveis dispońıveis para M ∈ Λ coincide com FV (M) logo M〈x := N〉 representa uma

substituição nula se, e somente se, x /∈ FV (M). A seguir apresentamos a definição formal

do conjunto de variáveis dispońıveis de um termo.

Definição 2.4.4: Seja M ∈Λx. O conjunto das variáveis dispońıveis de M , denotado

por AV (M), é definido indutivamente por:

(i) AV (x) = {x}

(ii) AV (λx.M) = AV (M) \ {x}

(iii) AV (M N) = AV (M) ∪ AV (N)

(iv) AV (M〈x := N〉) =

{
(AV (M) \ {x}) ∪ AV (N) se x ∈ AV (M)

AV (M) se x /∈ AV (M)

A partir da definição acima, temos um conjunto de variáveis ocorrendo em um termo

M tal que: (1) Se M é um termo puro então FV (M) = AV (M). (2) M〈x := N〉

representa uma substituição nula sse x /∈ AV (M).

O λx não é confluente para os chamados termos abertos [62]. A sintaxe do λ-

calculus, e do λx, pode ser estendida tal que inclua as chamadas metavariáveis de termos.
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As metavariáveis de termos, que podem ser vistas como buracos no termo, representam

as variáveis do problema de unificação de ordem superior (HOU), onde as variáveis de

termo são tratadas como constantes. Os termos que têm ocorrências de metavariáveis

são chamados de termos abertos e para obtermos a confluência para estes termos, a

composição de substituições deve ser permitida em cálculos de SE, que são utilizados em

implementações para HOU [3,33].

O λσ-calculus, que permite a composição, é confluente na respectiva extensão para a

inclusão de metavariáveis para termos [34]. Outro cálculo, que também permite a compo-

sição para obter a confluência em termos abertos é o λse de F. Kamareddine e A. Ŕıos [59],

apresentado na Seção 3.2. Assim como para o λ-calculus, um aspecto importante do ponto

de vista computacional é a adição de um sistema de tipos para estes cálculos de SE. E sur-

preendentemente, na tentativa de estender os dois cálculos supracitados com um sistema

de tipos simples perde-se a propriedade do λ-calculus, de normalização forte para termos

tipáveis. Após P.-A. Melliès ter apresentado em 1995 um contraexemplo para o λσ [74],

onde um termo com tipos simples tem uma estratégia de reduções infinitas, B. Guillaume

apresentou em 2000 um contraexemplo análogo para o λse [47]. Em [74], Melliès aponta

a regra (MapEnv), ou regras similares a esta, como a causa da não terminação em uma

série de cálculos de substituições expĺıcitas (cf. [40]).

Em [84], E. Ritter identificou a ligação entre a composição permitida para estes cálcu-

los, chamada de composição completa (full composition), e o problema com a propriedade

de PSN . Apenas recentemente D. Kesner apresentou o cálculo de SE λex [63], satisfa-

zendo simultaneamente as propriedades desejáveis para um mecanismo de simulação da

contração β. Apesar disso, o λex tem as variáveis de termo representadas por nomes, e

portanto sendo um sistema de reescrita módulo α-equivalência de termos.

2.5 Os tipos com interseção

Sistemas de tipos com interseção (IT), introduzido por M. Coppo e M. Dezani-Ciancaglini

em [21,22] como uma extensão para o sistema λ→, têm sido amplamente estudados tanto

pelo seu aspecto teórico, como a análise de modelos para o λ-calculus e de propriedades

referentes à terminação, quanto pelo seu aspecto prático, com aplicações como a análise
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de programas baseadas em tipo e a detecção de erros. Em sistemas de IT, M :τ ∩σ denota

que o termo M tem os tipos τ e σ. Apesar dos IT serem denotados por listas de tipos

em [22], a intenção expressa pelos autores para interpretação de [τ1, . . . , τn] é a interseção

dos conjuntos de termos que tenham τi como tipo no sistema. Assim, o polimorfismo é

integrado ao sistema listando os tipos assumidos pelo mesmo termo. Como exemplo, com

o contexto {x : (α→β) ∩ α}, podemos inferir A :β para a autoaplicação A ≡ (x x).

A motivação inicial para os estudo de IT foi a de caracterização dos termos SN no

λ-calculus. Esta caracterização foi provada com um sistema de IT por G. Pottinger

em [81]. Pela equivalência do λ-calculus à máquina de Turing, a decisão da propriedade

de SN para termos no primeiro é equivalente à decisão do problema da parada para

o segundo [92]. Portanto, o problema de inferência de tipos para o sistema em [81] é

indecid́ıvel. Apesar disso, esses sistemas apresentam uma alternativa conveniente para

sistemas de tipos computacionais ao λ2 (cf. [7] para a versão à la Curry), por tratarem o

polimorfismo de maneira finitária. Além disso, sistemas de IT possuem PT, propriedade

não satisfeita pelo sistema HM [103]. O polimorfismo suportado no sistema HM [28, 75],

utilizado pelo Standard ML, é uma versão mais restrita dos tipos universais de λ2.

Nos sistemas de [22, 81] os tipos com interseção têm a restrição de não ocorrerem

imediatamente à direita de “→”. Em [24], M. Coppo et al. apresentaram um sistema

de IT sem esta restrição e incluem o tipo ω, introduzido por Sallé em [90], como um

tipo universal. Esse sistema é relevante [29], ou seja, uma lei de redundância não é

admisśıvel no sistema. No estudo de PT para esse sistema, os autores introduzem a

expansão para os tipos, pois apenas a substituição e a redundância, sendo esta portanto

eliminada do sistema, não são suficientes para a obtenção das tipagens posśıveis de um

termo. A expansão é a operação sintática que introduz uma interseção nos tipos, trocando

um subtermo de um tipo por um número finito de cópias. Como exemplo, a expansão de

α→α′ para o tipo (α→α′)→β resulta em (α1→α′1) ∩ (α2→α′2)→β.

H. Barendregt et al. apresentaram em [9] o sistema BCD de IT, completo em relação

à semântica. O sistema BCD é baseado no sistema irrestrito de [25] e com o conjunto de

tipos usado em [24]. Além disso, é inclúıda uma relação de ordem para subtipos usada

no resultado de completitude do sistema de tipos. Por sua importância em relação à

apresentação do sistema de IT como uma maneira de investigação para a semântica do
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λ-calculus, ele se tornou a principal referência no estudo de tais sistemas. Por ser muito

flex́ıvel, a inferência de tipos é extremamente complexa (sendo realizadas por procedimen-

tos de semidecisão, já que a inferência é indecid́ıvel). Assim, uma restrição de BCD com

as mesmas propriedades é introduzido em [94,95], onde algumas variantes de sistemas de

IT são estudadas.

A propriedade de PT para sistemas de IT foi investigada em [24, 86, 94, 95], onde a

ligação de PT com formas β-normais fica em evidência. A diferença entre os sistemas

apresentados nestes trabalhos são as operações sintáticas associadas para a obtenção da

tipagem do termo, a partir de sua PT, entre elas a expansão e suspensão (lifting). Um

problema na formalização da expansão é definir os subtermos de um tipo que devem ser

expandidos. Em [24] o conjunto de tipos a serem expandidos é formalizado, chamado de

nucleus, de forma a manter a consistência com a tipabilidade no sistema. De fato, o nucleus

corresponde a uma tipagem onde os subtermos a serem expandidos são sublinhados. A

seguir, um exemplo para ilustrar a noção de nucleus. Definimos a notação de IT com o

śımbolo que representa a interseção com uma associação mais forte do que →. Assim,

denotamos e.g. α1 ∩ α2→β para representar o tipo (α1 ∩ α2)→β.

Exemplo 2.5.1: Seja (x y) : 〈{x :α→β, y :α} ` β〉. Assim, 〈{x :α→β, y :α} ` β〉 e

〈{x :α→β, y :α} ` β〉 são dois nuclei posśıveis. Ao expandirmos de acordo ao primeiro

nucleus selecionado tem-se a tipagem 〈{x : (α1→β1) ∩ (α2→β2), y :α1 ∩ α2} ` β1 ∩ β2〉

correpondente a derivação

x :α1→β1 y :α1

(x y) :β1

x :α2→β2 y :α2

(x y) :β2

(x y) :β1 ∩ β2

e o segundo nucleus a tipagem 〈{x :α1 ∩ α2→β, y :α1 ∩ α2} ` β〉 que corresponde a deri-

vação

x :α1 ∩ α2→β

y :α1 y :α2

y :α1 ∩ α2

(x y) :β

Supondo que (x y) é o argumento de uma aplicação, a definição do conjunto de subtipos

a ser expandido deve “propagar” a expansão realizada na tipagem de (x y) de forma que

o resultado também seja uma tipagem no sistema correspondente.
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E. Sayag e M. Mauny apresentaram em [37], um sistema onde as PT para formas

β-normais têm apenas a substituição de tipos como operação associadas. Em [38, 39] os

autores propõem uma extensão do resultado para termos WN em λ, apresentando uma

noção de PT que tem como operação sintática associada a substituição e uma versão de

expansão simplificada em relação as definições propostas anteriormente. Apresentamos o

sistema de Sayag e Mauny apresentado em [37] com mais detalhes adiante.

Em [64], J. Wells e A. Kfoury apresentaram o Sistema I de IT, onde a operação

sintática associada a noção de PT é uma substituição, que também aplica expansões. No

Sistema I, os tipos com interseção são acrescidos com as variáveis de expansão, que são

utilizadas na formalização da operação de expansão como uma espécie de substituição.

As PT deste sistema possuem variáveis de expansão, indicando onde uma substituição

pode aplicar uma expansão. O procedimento de inferência para o Sistema I é baseado

em unificação e um conjunto de passos corresponde a um passo da redução β. S. Carlier

e J. Wells apresentaram em [15] o Sistema E tal que, através das variáveis de expansão,

possui um procedimento de inferência baseado em unificação com uma correspondência de

um para um com a redução β. Enquanto em [64] foi provado que as tipagens retornadas

pelo algoritmo é principal, a noção de PT para o Sistema E não está definida.

Em relação aos cálculos de SE baseados no λ-calculus, S. Lengrand et al. apresentaram

um sistema de IT para o λx-calculus em [69], onde o conceito de variáveis dispońıveis foi

utilizado para a obtenção de caracterização dos termos SN em λx1. Um sistema de IT

também foi proposto para o λυ-calculus [46]. Em seu curso [46], J. Goubault-Larrecq

apresenta um sistema de IT para λυ [70] tal que cada termo tipável é SN mas o outro

lado da implicação não é verdaderia. Porém, nenhum trabalho para cálculos de ES onde

a composição de substituições é permitida foi realizado até o momento.

Em sistemas onde todo termo é trivialmente tipado com ω, este é chamado de tipo

universal. A possibilidade de adicionar termos não terminantes ao conjunto de termos

tipáveis possibilita a análise da propriedade de WN. Além disso, em [25] M. Coppo et al.

apresentam uma estratificação de todo o conjunto Λ, onde todo termo solúvel tem uma

tipagem no sistema introduzido. Assim, apenas termos insolúveis não são tipáveis com

1E. Bonelli apresentou em [12,13] um sistema de tipos com polimorfismo paramétrico, ou seja baseado
no sistema F de Girard, para o λx-calculus.
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um tipo considerado significativo, ou seja, que não seja equivalente ao tipo universal ω. A

seguir, apresentamos um termo insolúvel e que portanto não é tipável com uma tipagem

significativa em nenhum dos sistemas de IT mencionados. A não tipabilidade do termo e

o problema relacionado são usados nos caṕıtulos adiante.

Exemplo 2.5.2: Seja R ≡ (λx.(x x) λx.(x x)) o autorreprodutor. Este termo não tem

tipagens diferente de ω em sistemas mais complexos como o BCD. No sistema de [15], com

a correspondência entre o algoritmo de unificação e a redução β, o processo de unificação

tem um laço infinito. Explicamos de maneira simples este problema de unificação.

Sejam as tipagens 〈∅ ` (α→β) ∩ α→β〉 e 〈∅ ` (α′→β′) ∩ α′ →β′〉 de λx.(x x).

Assim, para uma tipagem de R devemos satisfazer a seguinte condição : (α→β) ∩ α =

(α′→β′) ∩ α′ → β′. Observe que temos que “igualar” um → com um ∩. Assim, uma

expansão é aplicada em (α′→β′) ∩ α′ →β′, de onde obtemos:

((α′1→β′1) ∩ α′1 →β′1) ∩ ((α′2→β′2) ∩ α′2 →β′2)

O problema é então transformado em:

α→β = (α′1→β′1) ∩ α′1 →β′1, α = (α′2→β′2) ∩ α′2 →β′2

e então a primeira igualdade se reduz ao problemas α = (α′1→β′1)∩α′1 e β = β′1. Portanto,

temos a igualdade (α′1→β′1)∩α′1 = (α′2→β′2) ∩ α′2 →β′2, que equivale ao problema original.

2.5.1 O sistema λSMr

E. Sayag e M. Mauny introduziram em [37] um sistema de IT para o λ-calculus, com

a finalidade de investigar a propriedade de PT para formas β-normais. O conjunto de

IT usado pelo sistema de Sayag e Mauny é equivalente ao usado por van Bakel em [94],

onde tipos com interseção não ocorrem imediatamente a direita de “→”. Porém, o sistema

de [94] possui uma relação de ordem para subtipos e uma regra de inferência associada.

Assim, para o sistema de [94] a noção de PT tem a substituição, expansão e a suspensão

como operações sintáticas associadas. Enquanto uma expansão está relacionada a regras

de inferência que introduzem uma interseção, a suspensão equivale a aplicação de uma

regra de inferência para a ordem de subtipos. Portanto, na tentativa em estender os

resultados obtidos em [37] para qualquer termo terminante [38,39], as operação associadas
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a noção de PT são apenas a substituição e a expansão. Porém, no relatório técnico

apresentado em [38], que contém provas omitidas em [39], uma hipótese falsa é utilizada

nas provas de redução e expansão de sujeito. Na análise sobre a propriedade de SR

para a versão à la de Bruijn dos sistemas de Sayag e Mauny, introduzidos na Seção 5.1,

apresentamos mais detalhes sobre este problema. Assim, nos concentramos no sistema

de [37], onde a única opereção sintática associada para a noção de PT para formas β-

normais é a substituição.

Apresentamos nesta seção o sistema λSM , onde o axioma de designação de tipos para

variáveis é apresentado em uma versão mais geral, como apresentado em [38, 39], cujo

axioma do sistema em [37], que denotamos por λSMr , é uma restrição. Em [37] os tipos

com interseção são denotados por [τ1, . . . , τm], que são tratados como multiconjuntos de

tipos. Usamos a notação τ1 ∧ · · · ∧ τm no lugar da notação original e definimos U como

sendo o conjunto de multiconjuntos de tipos em T mais o elemento ω. Assim, a interseção

é comutativa e associativa, onde ω, que representa o multiconjunto vazio [ ], é o elemento

neutro. Os elementos de T são denotados por τ e σ enquanto os elementos de U são

denotados por u. Observe que a interseção u1 ∧ u2 de dois elementos de U equivale a

união aditiva para multiconjuntos. Assim, o conjunto T é definido por

τ := α | (τ1 ∧ · · · ∧ τn)→τ

onde α ∈ A e n ≥ 0. O contexto de tipos A é definido com um mapeamento de ele-

mentos em V para os elementos de U . Assim, o domı́nio de um contexto A é definido

por Dom(A) ={x ∈ V |A(x) 6= ω}. Para um contexto A tal que Dom(A) ={x1, . . . , xm}

e ∀1 ≤ j ≤ m,A(xj) = uj para uj ∈ U , temos a notação A = {x1 : u1, . . . , xm : um}.

Além disso temos a definição de A r {x}, que mantém o mapeamento original para to-

dos os elementos exceto o x que é mapeado para ω, e a definição de A1 + A2 tal que

A1 + A2(x) = A1(x) ∧ A2(x).

A seguir, as definições dos sistemas λSM e λSMr .

Definição 2.5.1 (Os sistemas λSM/λSMr):

1. As regras de inferência para o sistema λSM são dadas por:
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x :〈{x :τ} ` τ〉
var

M :〈A ` τ〉
λx.M :〈Ar {x} ` A(x)→τ〉

→i

M1 :〈A1 ` ω→τ〉 M2 :〈A2 ` σ〉
(M1 M2) :〈A1 + A2 ` τ〉

→′e

M1 :〈A1 ` ∧ni=1σi→τ〉 M2 :〈A1
2 ` σ1〉 . . . M2 :〈An2 ` σn〉

(M1 M2) :〈A1 + A1
2 + · · ·+ An2 ` τ〉

→e

2. O sistema λSMr é obtido a partir do sistema λSM , onde a regra var é substitúıda por:

x :〈{x :σ1 → · · · → σn→α} ` σ1 → · · · → σn→α〉 (n ≥ 0) varr

A notação original para tipagens foi adaptada para a utilizada no presente trabalho.

Podemos observar nas regras acima que o axioma var está restrito aos elementos de T e

as regras →e e →′e para a aplicação introduzem a interseção nos contextos. Observe que

a regra →e dispensa uma regra de introdução para interseção. Assim, os elementos de U

não podem ser atribúıdos como tipos de um termo em λ.

Um algoritmo que infere tipagens em λSMr para todas formas β-normais Infer(N) é

introduzido, similar a algoritmos para pares principais em [24,86,87,94]. O algoritmo de

inferência para a versão à la de Bruijn apresentado na Seção 6.1 é análogo ao apresentado

em [37] logo o omitimos nesta seção. A seguir apresentamos um teorema estabelecendo

as propriedade de Infer.

Teorema 2.5.2 (Propriedades de Infer [37]): Seja N uma β-nf:

1. (Correção) Se Infer(N) = (A, τ) então N :〈A `λSMr τ〉.

2. (Completitude) Se N : 〈A′ `λSMr τ ′〉 então Infer(N) = (A, τ) e existe uma

substituição s tal que s(A) = A′ e s(τ) = τ ′.

Assim, o item 2 acima estabelece que as tipagens retornadas por Infer são principais,

onde apenas a substituição é a operação sintática associada. A substituição necessária

para esta demonstração é definida no ińıcio do Caṕıtulo 6, sendo uma extensão direta dos

mapeamentos de A em T para o domı́nio U . Logo, essa substituição não aplica expansões.

A restrição do axioma varr é essencial para que esta noção de PT seja posśıvel em λSMr .

A seguir um contraexemplo no sistema λSM .
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Exemplo 2.5.3: Temos que Infer(x y) = ({x : α→ β, y : α}, β) e em λSM a tipagem

(x y) : 〈{x :α1 ∧ α2→β, y :α1 ∧ α2} ` β〉. Assim, para qualquer substituição de tipos

temos que s(α→β) = s(α)→ s(β), e por definição s(α), s(β) ∈ T . Portanto, a tipagem

em λSM só pode ser obtida através de expansão.

Os conjuntos TE e TNF são dois subconjuntos de T , onde σ representa os elementos

de TE e τ os elementos de TNF , definidos por indução mútua:

σ ::= α | τ→σ, onde TV (τ) ∩ TV (σ) = ∅

τ ::= α |σ1 ∧ · · · ∧ σn→τ, para n ≥ 0

Os elementos de TE são chamados de tipos de contexto e os elementos de TNF são chamados

de tipos principais. O conjunto E é formado pelo contexto vazio, os contextos de tipos

com designações {x :σ1 ∧ · · · ∧ σn} e fechado para a interseção de contextos. Ou seja, se

A1, A2 ∈ E então A1 +A2 ∈ E . Como os tipos a esquerda de→ para os elementos em TNF
são interseções de elementos em TE, podemos definir o subconjunto UE ⊂ U , tal que UE
é composto da interseção dos elementos em TE mais o ω. Assim, os elementos a esquerda

de → para os tipos em TNF e as designações em A ∈ E são elementos de UE.

Com as definições acima e o conjunto Im(Infer) composto por todos os pares retor-

nados pela aplicação de Infer na formas β-normais, foi provado em [37] que:

Im(Infer) ⊆ E × TNF

Assim, temos uma primeira descrição para PT em λSMr de formas β-normais. Na Seção

6.2 apresentamos uma descrição análoga para o sistema λSMr
dB .

A caracterização de PT depende de um série de definições sintáticas, as quais men-

cionamos brevemente nesta seção, pois apresentamos definições similares na Seção 6.2.

Assim, ressaltamos as pequenas diferenças das definições de [37] e as utilizadas neste tra-

balho. Em relação às variáveis de tipo, as definições de ocorrências positiva, negativa e

final são as usuais da literatura (cf. [68]), restritas aos conjuntos TNF , TE e E . A seguir,

definimos os A-tipos.

Definição 2.5.3 (A-tipos): Os A-tipos são definidos para por:

T ::= [σ1, . . . , σn]⇒τ para n ≥ 0
| [σ1, . . . , σn]⇒ para n ≥ 1
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Mantemos a notação de multiconjuntos para A-tipos pois esta é consistente com a

definição da operação Ā, utilizada na transformação de uma tipagem para um A-tipo.

Definimos Ā a seguir.

Definição 2.5.4: Seja A um contexto, Ā é definido indutivamente por:

(i) Se A = {}, então Ā = [ ]

(ii) Se A = {x :σ1 ∧ · · · ∧ σn}, então Ā = [σ1, . . . , σn].

(iii) Se A = A1 + A2, então Ā = Ā1 ] Ā2.

Assim, para qualquer contexto A e tipo τ , Ā ⇒ τ é um A-tipo. Observe que na

formação de um A-tipo, o conjunto de multiconjuntos que um contexto de tipo representa

neste sistema é transformado em um único multiconjunto.

Dizemos que um A-tipo T ′ está contido em T se T = [σ1, . . . , σn] ⇒ τ e T ′ =

[σi1 , . . . , σip ] ⇒ ou T ′ = [σi1 , . . . , σip ] ⇒ τ , onde [σi1 , . . . , σip ] é um submulticonjunto

de [σ1, . . . , σn], diferente de vazio no primeiro caso. Se T ′ 6= T dizemos que T ′ está

estritamente contido em T .

Algumas definições em [37] são apresentas para tipagens e depois estendidas para

A-tipos. Como exemplo, a polaridade para ocorrência de variáveis de tipo, positiva ou

negativa, é estendida de maneira direta trocando o sinal de ocorrência a esquerda de ⇒ e

mantendo o sinal para elementos do multiconjunto. Outras definições nós apresentamos

com a respectiva extensão para A-tipos inclúıda. A seguir, a definição de subtermos a

esquerda para um A-tipo.

Definição 2.5.5 (Subtermos a esquerda): Seja T = [σ1, . . . , σn]⇒ τ um A-tipo. O

conjunto de subtermos a esquerda de T , denotado por E(T ), é definido por:

(i) E([σ1, . . . , σn]⇒) = {σ1, . . . , σn}.

(ii) E([σ1, . . . , σn]⇒τ) = {σ1, . . . , σn} ∪ E(τ).

(iii) E(σ1 ∧ · · · ∧ σn→τ) = {σ1, . . . , σn} ∪ E(τ) se n 6= 0 e E(τ) caso contrário.

(iv) E(α) = ∅.
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A definição acima quando restrita aos conjunto TE e TNF corresponde a definição de

G(T ) extendida para A-tipos em [37]. A seguir as definições para o fechamento de A-tipos.

Definição 2.5.6 (Fechamento para A-tipos):

1. Dizemos que um A-tipo T é fechado se para toda variável de tipos ocorrendo em

TV (T ) existe exatamente uma ocorrência positiva e uma negativa em T .

2. Um A-tipo T = [σ1, . . . , σn]⇒ τ é fechado ao final se a ocorrência final de τ é

também uma ocorrência final em um tipo de E(T ).

3. Um A-tipo T é fechado minimal se não existe um A-tipo fechado estritamente

contido em T .

A partir das definições de fechamento apresentadas acima temos a definição a seguir.

Definição 2.5.7 (A-tipo completo): Um A-tipo é completo se este é fechado, fechado

ao final e fechado minimal.

Em [37] está demonstrado que para todo par (A, τ) ∈ Im(Infer), Ā⇒ τ é um A-

tipo completo. A partir da restrição na formação de A-tipos completo temos os A-tipos

principais, definidos como segue.

Definição 2.5.8 (A-tipo principal): Um A-tipo completo T é principal se:

(i) T = [α]⇒α

(ii) T = [σ1, . . . , σn]⇒ α e existe a partição ]pj=1Cj = [σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn] para

σi = [τ1]→ · · · → [τp]→ α tal que ∀1≤j≤p, Cj⇒τj é principal.

(iii) T = [σ1, . . . , σn]⇒ [σ′1, . . . , σ
′
p]→τ ′ e [σ1, . . . , σn, σ

′
1, . . . , σ

′
p]⇒τ ′ é principal.

Assim, definindo o conjunto P = {(A, τ) ∈ E ×TNF | Ā⇒τ é principal} temos em [37]

que Im(Infer) ⊆ P . Ou seja, as tipagens principais para β-nf retornadas por Infer

estão contidas nesta caracterização sintática para A-tipos principais.

O algoritmo de reconstrução R(A, τ) é apresentado, e provado que ao ser aplicado em

elementos (A, τ) ∈ P sempre retorna uma forma β-normal N tal que Infer(N) = (A, τ).
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Portanto, P ⊆ Im(Infer). Assim, temo em [37] que:

Im(Infer) = P

Portanto, o conjunto P é uma caracterização sintática de PT para β-nf no sistema λSMr .

2.5.2 O sistema λu

F. Kamareddine e K. Nour introduziram em [56] um sistema para o estudo da interpre-

tação de IT, o que é feito através da semântica de realização. Na semântica de realização

(realisability semantics), os tipos são interpretados por conjuntos de termos. Nesse sis-

tema, o ω é um tipo universal e uma relação binária é introduzida para os tipos em U, de

forma a obter completitude para a semântica proposta. A interseção, representada por u

é idempotente, também chamada de não linear. Além disso, com um subconjunto U+ dos

tipos com interseção, os chamados tipos positivos, a tipabilidade e a realização coincidem.

Ou seja, um termo M é tipável com u ∈ U+ em λu se, e somente se, M está no conjunto

de interpretação de u.

Apresentamos nesta seção algumas definições, lemas e teoremas relacionados a prova

de SR para este sistema em [56]. Assim como o feito para o sistema λSM na seção anterior,

o objetivo da apresentação é o de permitir a comparação com o trabalho feito para a versão

à la de Bruijn, o sistema λudB, apresentado na Seção 5.2. Além do Teorema de SR, fazemos

um breve comentário sobre os resultados apresentados no artigo de Kamareddine e Nour.

A seguir, apresentamos o conjunto de tipos e os contextos utilizados pelo sistema λu.

Definição 2.5.9: 1. Seja A o conjunto de variáveis de tipos. Os tipos com interseção

do sistema λu são definidos por:

τ, σ ∈ T ::= A |U→T u, v, w ∈ U ::= ω |U u U |T

Os tipos são considerados módulo comutatividade (u1uu2 = u2uu1), associatividade

((u1 u u2) u u3 = u1 u (u2 u u3)), idempotência (u u u = u) e ω o elemento neutro

(ω u u = u) de u.

Os conjunto descritos acima são semelhantes aos conjuntos descritos para o sistema

λSM , com a diferença da idempotência para u.
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Definição 2.5.10: 1. Um contexto de tipo Γ = {x1 :u1, . . . , xn :un} é um conjunto de

designações em U, denotado por (xi : ui)n. Assim, defini-se dom(Γ) = {x1, . . . , xn}.

2. O contexto vazio é denotado por ().

3. Se FV (M) = {x1, . . . , xn}, então envMω denota o contexto (xi : ω)n.

4. Seja Γ1 = (xi : ui)n, (yj : vj)m e Γ2 = (xi : u′i)n, (zk : wk)l. Defini-se a interseção

para contextos por Γ1 u Γ2 = (xi : ui u u′i)n, (yj : vj)m, (zk : wk)l.

A seguir, apresentamos as regras de inferência para o sistema λu.

Definição 2.5.11 (O sistema λu): As regras de tipagem do sistema λu são dadas por:

x :〈(x :τ) ` τ〉
var

M :〈Γ ` τ〉 x /∈ dom(Γ)

λx.M :〈Γ ` ω→τ〉
→′i

M :〈envMω ` ω〉
ω

M :〈Γ, x :u ` τ〉
λx.M :〈Γ ` u→τ〉

→i

M :〈Γ ` u1〉 M :〈Γ ` u2〉
M :〈Γ ` u1 u u2〉

ui
M1 :〈Γ ` u→τ〉 M2 :〈Γ′ ` u〉

(M1 M2) :〈Γ u Γ′ ` τ〉
→e

M :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉
M :〈Γ′ ` u′〉

6

onde a relação binária 6 é definida por:

Φ 6 Φ
ref

Φ1 6 Φ2 Φ2 6 Φ3

Φ1 6 Φ3

tr

u1 u u2 6 u1

ue
u1 6 v1 u2 6 v2

u1 u u2 6 v1 u v2

u

u2 6 u1 τ1 6 τ2

u1→τ1 6 u2→τ2

→
u1 6 u2 x /∈ dom(Γ)

Γ, x :u1 6 Γ, x :u2

6c

u1 6 u2 Γ′ 6 Γ

〈Γ ` u1〉 6 〈Γ′ ` u2〉
6〈〉

Φ, Φ′, Φ1, . . . são usados para denotar u ∈ U ′, contextos Γ ou tipagens 〈Γ ` u〉. Observe

que em Φ 6 Φ′, Φ e Φ′ pertencem a mesma classe de objetos.
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Como podemos observar, a interseção é um construtor mais geral de tipos do que ∧

em λSM , pois elementos em U podem ser atribúıdos como tipos para os termos, enquanto

a eliminação de u é feita através da relação 6. Porém, observe que as regras →i e →′i
estão restrita a termos com tipos em T. As definições das regras var, →′i e ω garantem a

relevância do sistema, como estabelecida no lema a seguir.

Lema 2.5.12 (Relevância para λu [56]): Sejam M um termo e Γ um contexto em λu:

1. Se M :〈Γ `λu u〉 então dom(Γ) = FV (M).

2. Se dom(Γ) = FV (M) então M :〈Γ `λu ω〉.

Apesar do axioma var estar restrito a tipos em T e que os contextos na regra ui devem

coincidir, o lema a seguir mostra que uma outra versão de cada regra é admisśıvel.

Lema 2.5.13 (Regras admisśıveis em λu [56]):

1. A regra u′i é admisśıvel em λu.

M :〈Γ1 ` u1〉 M :〈Γ2 ` u2〉
M :〈Γ1 u Γ2 ` u1 u u2〉

u′i

2. A regra var′ é admisśıvel em λu.

x :〈(x :u) ` u〉
var′

A redução de sujeito é demonstrada de maneira padrão, onde um lema de geração

e um lema de substituição são apresentados e então a propriedade é provada. A seguir

apresentamos os lemas preliminares, de forma que possam ser comparados aos lemas da

versão à la de Bruijn apresentada na Seção 5.2.

Lema 2.5.14 (Geração para λu [56]):

1. Se x :〈Γ ` u〉, então Γ=(x :v) onde v6u.

2. Se (M x) : 〈Γ, x :u ` v〉 e x /∈ FV (M), então v = ω ou v = uki=1τi onde k ≥ 1 e

∀1≤ i≤k, M :〈Γ ` u→τi〉.
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3. Se λx.M : 〈Γ ` u〉 e x ∈ FV (M), então u = ω ou u = uki=1(vi→ τi) onde k ≥ 1 e

∀1≤ i≤k, M :〈Γ, x :vi ` τi〉.

4. Se λx.M : 〈Γ ` u〉 e x /∈ FV (M), então u = ω ou u = uki=1(vi→ τi) onde k ≥ 1 e

∀1≤ i≤k, M :〈Γ ` τi〉.

Lema 2.5.15 (Substituição para λu [56]): Se M : 〈Γ, x :u ` v〉 e N : 〈∆ ` u〉, então

[x/N ]M :〈Γ u∆ ` v〉.

Observe que pela relevância do sistema no lema acima temos que x ∈ FV (M). Para

o caso x /∈ FV (M), o termo N é eliminado no termo [x/N ]M . Assim, para SR em um

sistema relevante precisamos da noção de restrição, introduzida a seguir como em [56].

Definição 2.5.16: Se Γ é um contexto e C ⊆ dom(Γ) , então Γ�C denota a restrição de

Γ a C. Se C = FV (M), então denota-se Γ�M no lugar de Γ�FV (M).

Com a noção acima podemos apresentar o teorema de SR para o sistema λu.

Teorema 2.5.17 (SR para redução β [56]): Se M : 〈Γ `λu τ〉 e M →β N , então

N :〈Γ�N `λu τ〉.

Portanto, obtemos a propriedade SR para λu, considerando que a informação do con-

texto de tipo do argumento de uma redução β nula poderá ser eliminada. Para a proprie-

dade de expansão de sujeito em [56] apresenta-se um conceito similar, de alargamento de

um contexto de tipos.

A semântica de realização é apresentada para os tipos em U, a partir da saturação

de duas relações diferentes, a dizer a redução β e a redução fraca (weak head reduction)2.

Na semântica proposta, uma variável de tipo é interpretada por um conjunto de termos

em λ saturados na relação de redução correspondente e então os tipos funcionais e com

interseção são interpretados de maneira intuitiva. Ou seja, a interpretação da interseção

é a interseção dos conjuntos de interpretação e um tipos funcioanal σ→ τ é interpretado

por termos que são funções de σ em τ . Contudo, a interpretação para os tipos de U em

ambas coincide. A seguir definimos os tipos positivos e negativos.

Definição 2.5.18 (IT positivos e negativos): O conjuntos U+ e U− são definidos

2M → N se M ≡ (λx.P Q Q1 · · · Qn) e N ≡ [x/Q]P Q1 · · · Qn
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indutivamente por:

(i) ∀α ∈ A, α ∈ U+ e α ∈ U−

(ii) ω ∈ U−.

(iii) Se u ∈ U+ então u ∧ v ∈ U+.

(iv) Se u, v ∈ U− então u ∧ v ∈ U−.

(v) Se u ∈ U− e τ ∈ U+ então u→τ ∈ U+.

(vi) Se u ∈ U+ e τ ∈ U− então u→τ ∈ U−.

O conjunto descrito acima são subconjuntos de U que caracterizam tipos com ocor-

rências de ω em posições espećıficas. Assim, em [56] foi demonstrado que todo termo

tipável com tipo em U+ é terminante e, além disso, que um termo M é tipável com

u ∈ U+ se, e somente se, M está no conjunto de termos da interpretação de u. De fato,

β(M) ∈ Termosλu(Θ), onde Θ = 〈() ` u〉.

F. Kamareddine et al. apresentaram em [57] uma semântica para um sistema que

inclui variáveis de expansão. Nesse sistema, o conjunto E de variáveis de expansão é

acrescentado a formação dos tipos, bem como uma regra para a relação binária e uma

regra de inferência apropriadas.



Caṕıtulo 3

Cálculos à la de Bruijn e sistemas de
tipos simples

Apresentamos neste caṕıtulo o λ-calculus à la de Bruijn e dois cálculos de substituições

expĺıcitas baseados nessa notação, o λse-calculus e o λσ-calculus. As seções são compostas

pela apresentação dos cálculos e suas propriedades, seguidas da versão com tipos simples

onde as respectivas propriedades são também apresentadas.

Os sistemas de tipos apresentados para λse e λσ são versões à la Curry, ao invés

das usuais versões à la Church. Propriedades como confluência, terminação do cálculo

de substituição associado e simulação para redução β são propriedades dos cálculos sem

tipos logo herdadas de maneira trivial nessa versão com tipos impĺıcitos. Por outro lado,

a propriedade de redução de sujeito para os cálculos é provada através de uma adaptação

das provas para a versão tipada.

3.1 O λ-calculus à la de Bruijn

O matemático holandês N.G. de Bruijn inicia na década de 60 um projeto para a ve-

rificação automática de provas formais em matemática, chamado AUTOMATH [77]. O

livro Grundlagen der Analysis de Edmund Landau foi inteiramente especificado e che-

cado nessa linguagem [77,96]. Considerado o precursor de assistentes de prova modernos,

e.g. Coq [10], Nuprl [20] e Isabelle/HOL [78], de Bruijn usa em seu sistema conceitos

como substituições expĺıcitas, com a formalização do cálculo de ES utilizado pelo sistema

apresentado em [31], e o isomorfismo de Curry-Howard, também chamado de isomorfismo

41
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de Curry-Howard-de Bruijn [54]. N.G. de Bruijn apresenta em [30] uma notação para

termos em λ onde os nomes das variáveis são substitúıdos por ı́ndices. Assim, termos

α-equivalentes em Λ têm um único representante no conjunto de termos desta notação, o

conjunto ΛdB. Como exemplo, a classe das funções identidade λx.x é representada unica-

mente pelo termo λ.1. Essa caracteŕıstica é conveniente computacionalmente pois, entre

outras vantagens, permite que sistemas baseados no λ-calculus sejam especificados como

sistemas de reescrita de primeira ordem. Em [53] são apresentadas as contribuições de

N. de Bruijn para a Teoria da Computação, frutos do sistema AUTOMATH, fazendo uma

análise de sua influência em conceitos usados atualmente.

Nessa seção apresentamos o λdB-calculus, o λ-calculus à la de Bruijn, em suas versões

sem tipos e com um sistema de tipos simples, seguidos das respectivas propriedades.

3.1.1 O λdB-calculus

Apresentamos nessa seção o λdB-calculus, o λ-calculus com ı́ndices de de Bruijn, e

algumas de suas propriedades.

Definição 3.1.1: O conjunto de termos em λdB, denotado por ΛdB, é definido indu-

tivamente para n ∈ N∗ por:

M,N ∈ ΛdB ::= n | (M N) |λ.M

O n-ésimo ı́ndice refere-se à variável ligada pelo n-ésimo abstrator. Por exemplo, o

termo λx.λy.(x y) torna-se λ.λ.( 2 1 ). Os ı́ndices dentro do n-ésimo abstrator com valor

absoluto maior do que n são chamados de ı́ndices livres e correspondem a noção de

variáveis livres no λ-calculus. Na transformação de um termo em Λ para essa notação,

o valor do ı́ndice livre é calculado em relação a uma sequência finita de nomes, chamado

de referencial. Por exemplo, o termo (λy.λx.(xzy) y), calculado em relação a (x, y, z),

é (λ.λ.( 1 5 2 ) 2). Note que no termo λ.M , o abstrator está ligando as ocorrências livres

de 1 em M .

A simplicidade da descrição da estrutura de um termo com ı́ndices de de Bruijn,

apresentada na Definição 3.1.1, facilita o uso da técnica de indução na estrutura dos

termos. Os termos da forma n servem como base da indução. A hipótese de indução
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é então aplicada nos subtermos que compõem os termos da forma (M N) e λ.M , onde

M,N ∈ ΛdB. Um conceito importante referente à estrutura dos termos é a noção de

profundidade de um subtermo. Dizemos que um subtermo M1 de um termo M está na

profundidade n de M se o menor ı́ndice livre posśıvel em M1 é maior do que n. Ou

seja, M1 está dentro de n abstratores. Portanto, para i ∈ N∗ dizemos que i ocorre livre

em um termo M se há ocorrências de i+n na profundidade n de M .

A definição da contração β no λdB-calculus precisa de um mecanismo que detecte e

atualize ı́ndices livres em termos. A seguir, apresentamos um operador similar ao apre-

sentado em [3].

Definição 3.1.2: Sejam M ∈ ΛdB e i ∈ N. A i-elevação de M , denotada por M+i, é

definida indutivamente por:

(i) (M1M2)+i = (M+i
1 M+i

2 )

(ii) (λ.M1)+i = λ.M
+(i+1)
1

(iii) n+i =

{
n+ 1 , se n > i
n , se n ≤ i.

A elevação de um termo M é a sua 0-elevação, denotada por M+. Intuitivamente,

a elevação de M corresponde a incrementar em 1 os ı́ndices livres de M . Com esse

mecanismo de atualização para ı́ndices livres, é posśıvel então apresentar uma definição

da substituição usada na contração β, análoga à introduzida em [3].

Definição 3.1.3: Sejam m,n ∈ N∗. A substituição β para as ocorrências livres de n

em M ∈ ΛdB pelo termo N , denotada por {n /N}M , é definida indutivamente por:

(i) {n /N}(M1 M2) = ({n /N}M1 {n /N}M2)

(ii) {n /N}(λ.M1) = λ.{n+1 /N+}M1

(iii) {n /N}m =


m− 1 , se m > n
N, se m = n
m , se m < n

Observe que no item (ii) da Definição 3.1.3, o operador de elevação é usado para evitar

a captura de ı́ndices livres em N . Apesar da definição formal, a substituição β é uma
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metaoperação no λdB. Ou seja, { i /N}M denota o resultado da aplicação em M da

substituição { i /N} como na Definição 3.1.3, onde N compõe o corpo da substituição.

Apresentamos a contração β a seguir, como definida em [3].

Definição 3.1.4: A contração β em λdB é definida por:

(λ.M N)→β {1 /N}M.

Note que o item (iii) da Definição 3.1.3 é o mecanismo que executa a substituição e atualiza

os ı́ndices livres em M , como consequência da eliminação do abstrator correspondente ao

β-redex. A redução β é definida então como a contração β compat́ıvel com a estrutura

dos termos em λdB.

Definição 3.1.5: A redução β em λdB é definida por:

(λ.M N)→β { 1 /N}M
M→βN

λ.M→β λ.N

M1→βN1

(M1 M2)→β (N1 M2)

M2→βN2

(M1 M2)→β (M1 N2)

Um termo é uma forma β-normal, ou simplesmente β-nf, se não há nenhuma redução

β posśıvel. A seguir um lema descrevendo as β-nfs.

Lema 3.1.6: Um termo N ∈ ΛdB é uma β-nf se, e somente se, N é um dos seguintes:

- N ≡ n, para qualquer n ∈ N∗.

- N ≡ λ.N ′ e N ′ é uma β-nf.

- N ≡ (nN1 · · ·Nm), para algum n ∈ N∗ e ∀1≤j≤m, Nj é uma β-nf.

Demonstração. A prova de necessidade é direta, a partir da definição de β-nf. Agora,

suponha que N é uma β-nf. A prova de suficiência é por indução na estrutura de N ∈ΛdB:

• Se N≡ n então N é uma β-nf.

• Seja N ≡ λ.N ′. Se N ′ não é uma β-nf então, pela definição de β-nf, N não é uma

β-nf. Assim, N ′ é uma β-nf.
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• Seja N≡(N1 N2). Tem-se por hipótese que N é uma β-nf, logo ambos N1 e N2 são

β-nfs. Assim, por HI, N1 ≡ λ.N ′, para N ′ uma β-nf, ou nN ′1 · · ·N ′m para m≥ 0

e ∀1≤ j ≤m, N ′j é uma β-nf. Se N1 ≡ λ.N ′ então N seria um β-redex. Portanto,

N1 ≡ nN ′1 · · ·N ′m e N ≡ (nN ′1 · · ·N ′m N2).

Em [72], Mauny apresenta um isomorfismo entre o λdB-calculus e o λ-calculus. Assim,

a propriedade de confluência da redução β para o λdB-calculus segue da confluência da

redução β no λ-calculus (cf. [6] Teorema 3.2.8) e o fato de serem isomórficos. Para uma

demostração de CR para o λdB-calculus sem o uso do isomorfismo, veja [83].

Contudo, precisamos investigar detalhadamente algumas propriedades sintáticas do

λdB como, e.g. o comportamento do conjunto de ı́ndices livres após contrações/reduções

β, a fim de investigar a relação destas com os sistemas de atribuição de tipos.

Como já mencionado, os ı́ndices livres correspondem a noção de variáveis livres do λ-

calculus. Assim, a exemplo do que acontece com λ e as variáveis livres, para sabermos se

uma substituição β será nula basta saber quais são os ı́ndices livres do termo ao qual esta é

aplicada. Ao contrário do que ocorre no λ-calculus em uma contração β nula, a atualização

de ı́ndices faz com que o termo resultante seja sintaticamente diferente do termo original.

Para explicar o problema usamos o conceito mais geral de substituição nula. Seja M−i

a operação de i-declinação similar à apresentada em [83], definida apenas quando M

não tem ocorrências livres de i. Intuitivamente, a operação de i-declinação representa

o inverso da i-elevação onde ı́ndices livres menores que i permanecem inalterados e os

maiores que i são decrementados em 1. Assim, para uma substituição nula podemos

provar que { i /N}M = M−i, onde i não ocorre livre em M . Portanto, para um termo M

sem ocorrências livres de 1 temos que (λ.M N)→β M
−1.

Apresentamos uma definição formal para o conjunto dos ı́ndices livres de um termo,

similar ao introduzido em [61].

Definição 3.1.7: Seja M ∈ΛdB:

1. O conjunto de ı́ndices livres de M , denotado por FI(M), é definido indutiva-

mente por:

(i) FI(n ) = {n }
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(ii) FI(λ.M) = FI(M)\1

(iii) FI(M1 M2) = FI(M1) ∪ FI(M2)

2. Um termo M é dito fechado se FI(M) = ∅.

3. Seja o ı́ndice livre de M com o maior valor absoluto, denotado por sup(M), definido

por sup(M)=max(FI(M)) onde max(∅)=0.

Observe que o conjunto de ı́ndices livres é isomorfo a um subconjunto de N∗ logo podemos

usar a Definição 2.1.2 e a Proposição 2.1.3 com algum abuso de notação.

Para sabermos o número de ocorrências de cada ı́ndice livre definimos o multiconjunto

associado ao conjunto de ı́ndices livres.

Definição 3.1.8: Seja FI(M) o multiconjunto de ı́ndices livres de M ∈ ΛdB definido

como acima, trocando a união de conjuntos pela união aditiva:

FI(M1 M2) = FI(M1) ] FI(M2)

Apresentamos no restante desta seção as relações entre o conjunto, e multiconjunto,

de ı́ndices de um termo e do termo resultante após uma i-elevação ou aplicação da subs-

tituição β. A seguir, apresentamos alguns lemas auxiliares.

Lema 3.1.9: 1. n ∈ FI(λ.M) se, e somente se, n+1 ∈ FI(M).

2. n ∈m FI(λ.M) se, e somente se, n+1 ∈m FI(M).

3. n ∈ FI(M) se, e somente se, n ∈m FI(M) para m>0.

Demonstração. 1. Pela Definição 2.1.2.

2. Pela extensão da Definição 2.1.2 para multiconjuntos.

3. Por indução na estrutura de M , com a definição de ] e o Lema 3.1.9.1.

O lema a seguir apresenta as relações de sup e a estrutura de termos em ΛdB.

Lema 3.1.10: 1. sup(M1 M2) = max(sup(M1), sup(M2)).



3.1 O λ-calculus à la de Bruijn 47

2. Se sup(M)=0, então sup(λ.M)=0. Caso contrário, sup(λ.M)=sup(M)− 1.

Demonstração. 1. Se sup(M1 M2) = 0, nada há provar. Senão, sup(M1 M2) =n, onde

n=max(FI(M1 M2))=max(FI(M1)∪FI(M2)). Suponha que FI(M1),FI(M2) 6=∅

logo n = max(max(FI(M1)),max(FI(M2))) = max(sup(M1), sup(M2)). Suponha

que FI(M1) = ∅. Observe que FI(M1)∪FI(M2) = FI(M2) e que max(FI(M2)) =

max(max(FI(M2)), 0).

2. Se sup(M) = 0, então FI(λ.M) = FI(M) = ∅ logo sup(λ.M) = 0. Suponha que

sup(M) = m > 0. Assim, m = max(FI(M)). Se m = 1 então FI(M) = { 1 }

logo FI(λ.M) = ∅ e sup(λ.M) = 0. Senão, FI(λ.M) = {n−1 | n∈FI(M), n > 1}.

Portanto, m−1 = max(FI(λ.M)).

O lema a seguir apresenta uma relação geral entre a i-elevação e o conjunto de ı́ndices

livres de um termo.

Lema 3.1.11: 1. Se i ≥ sup(M), então M+i ≡M .

2. FI(M+i) = FI(M)≤i ∪ (FI(M)>i + 1)

3. FI(M+i) = FI(M)≤i ] (FI(M)>i + 1)

4. Se sup(M)>i, então sup(M+i) = sup(M)+1.

5. Se sup(M)≤ i, então sup(M+i) = sup(M).

Demonstração. 1, 2 e 3: Por indução na estrutura de M , com a Proposição 2.1.3 e a

observação de que C>k+1 = (C>k+1)>1.

4: Se sup(M)=m, então m=max(FI(M)). Tem-se que m>i logo, pelo Lema 3.1.11.2,

m+1 ∈ FI(M+i) e ∀ j ∈ FI(M+i), j = n ou j = n+1 onde n ∈ FI(M). Assim, m+1 ≥

j,∀ j∈FI(M+i).

5: Pelo item 1 acima, M+i≡M logo sup(M+i)=sup(M).

O lema a seguir descreve o conjunto de ı́ndices livres de { i /N}M em função dos

conjuntos de ı́ndices livres de M e N .
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Lema 3.1.12: 1. Se i /∈ FI(M), então FI({ i /N}M) = FI(M)<i ∪ (FI(M)>i\1) e

FI({ i /N}M)= FI(M)<i ] (FI(M)>i\1)

2. Se i ∈ FI(M), FI({ i /N}M) = FI(N) ∪ FI(M)<i ∪ (FI(M)>i\1) e, para i ∈n

FI(M), FI({ i /N}M)= FI(N)n ] FI(M)<i ] (FI(M)>i\1).

3. Se i>sup(M), então { i /N}M ≡M .

Demonstração. Por indução na estrutura de M , com os Lemas 3.1.9.1 e 3.1.9.3 e a Pro-

posição 2.1.3.

Note que, se FI(M)={ i } então FI(M)<i = ∅ e FI(M)>i\1 = ∅ logo FI({ i /N}M)=

FI(N). Assim, temos o corolário a seguir.

Corolário 3.1.13: Se 1∈FI(M), então FI({1 /N}M) =FI(λ.M N). Caso contrário,

FI({ 1 /N}M)=FI(λ.M).

Note que a mesma propriedade é válida para FI quando 1 /∈FI(M), o que não ocorre

quando 1 ∈ FI(M). Como um número positivo de cópias de FI(N) é acrescentado no

segundo caso, temos que FI({1 /N}M) é maior ou igual a FI(λ.M N).

Lema 3.1.14: Seja M ∈ ΛdB tal que sup(M)=m:

1. Se i<m e i /∈FI(M), então sup({ i /N}M)=m−1.

2. Se i>m, então sup({ i /N}M)=m.

3. Suponha que i∈FI(M). Se FI(M)={ i }, então sup({ i /N}M)=sup(N). Senão,

sup({ i /N}M)=max(sup(N),m−1).

Demonstração. 1. Tem-se que m ≥ n, ∀n∈FI(M) e m∈FI(M). Pelo Lema 3.1.12.1

tem-se que m−1 ∈ FI({ i /N}M), pois m> i, e ∀ j ∈ FI({ i /N}M), j = n < i ou

j=n−1, onde n∈FI(M). Assim, m−1 ≥ n−1≥ i,∀n∈FI(M) tal que n > i logo

m−1 ≥ j,∀ j∈FI({ i /N}M).

2. Se i>m então, pelo Lema 3.1.12.3, { i /N}M≡M logo sup({ i /N}M)=sup(M).
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3. Pelo Lema 3.1.12.2 tem-se que FI({ i /N}M) = FI(N) ∪ A onde A = FI(M)<i ∪

(FI(M)>i\1). Se FI(M) ={ i }, então A = ∅ logo FI({ i /N}M) =FI(N). Senão,

A não é vazio e, análogo ao caso 1 acima, tem-se que m−1 ≥ j, ∀ j∈A.

Lema 3.1.15: sup({ 1 /N}M) ≤ sup(λ.M N).

Demonstração. Se 1 ∈FI(M), então sup({ 1 /N}M)=sup(λ.M N). Senão existem duas

possibilidades. Se sup(M) = 0 então pelo Lema 3.1.14.2 tem-se que sup({ 1 /N}M) =

0 ≤ max(0, sup(N))=sup(λ.M N). Se sup(M)>1 então pelo Lema 3.1.14.1 tem-se que

sup({ 1 /N}M)=sup(M)−1 = sup(λ.M) ≤ max(sup(λ.M), sup(N)).

Finalmente, o teorema a seguir apresenta a propriedade correspondente ao Teorema

2.3.7 para o λ-calculus.

Teorema 3.1.16: Se M →β N então FI(N) ⊆ FI(M) e sup(N) ≤ sup(M).

Demonstração. Por indução na derivação de M →β N .

• Se M ≡ (λ.M1 M2) e N ≡ { 1 /M2}M1 então FI({ 1 /N}M1) ⊆ FI(λ.M1 M2), pelo

Corolário 3.1.13.

• Sejam M ≡ (M1 M2) e N ≡ (M1 N2), onde M2 →β N2. Então, por HI, FI(N2) ⊆

FI(M2). Assim, FI(N)=FI(M1) ∪ FI(N2) ⊆ FI(M1) ∪ FI(M2)=FI(M).

• O caso M ≡ (M1 M2) e N ≡ (N1 M2), onde M1 →β N1, é similar ao anterior.

• Se M ≡ λ.M ′, então N ≡ λ.N ′, onde M ′ →β N
′. Por HI, FI(N ′) ⊆ FI(M ′) logo

∀n∈FI(N ′), n∈FI(M ′). Assim, ∀n−1 ∈ FI(λ.N ′), n−1∈FI(λ.M ′).

Apresentamos a seguir, uma definição da contração η para λdB, usualmente encontrada

na literatura.

Definição 3.1.17: A contração η para λdB é definida por:

λ.(M 1 )→η N seN+ = M



3.1 O λ-calculus à la de Bruijn 50

Assim, a regra é aplicada se existe um termo N tal que a sua elevação resulte no termo

M . Em outras palavras, se 1 /∈ FI(M). Esta regra não é construtiva, o que levou A. Ŕıos

em [83] a apresentar uma regra construtiva para contração η. Ŕıos utiliza a declinação de

um termo para definir a contração η, apresentada a seguir.

Definição 3.1.18: A contração construtiva η para λdB é definida por:

λ.(M 1 )→η M
− sempre que M− está bem definido

Temos que se M− está bem definida então (M−)+ = M . Portanto, temos um regra

construtiva que reduz para o mesmo termo da regra anterior. A regra não construtiva foi

utilizada como referência para a adição de uma regra (Eta), com o objetivo de simular a

contração η, em dois cálculos de SE: o λσ [34] e o λse [3]. Em ambos os casos, os cálculos

são utilizados no problema de HOU. As regras não construtivas podem ser empregadas

em expansões η, utilizadas pelos algoritmos de unificação propostos via cálculos de ES.

Porém, no caso de contrações η, as regras não construtivas não possuem a propriedade

de SR. Em [99] apresentamos para ambos uma regra (Eta) inspirada na η construtiva

de Ŕıos, que preserva a propriedade de SR. A regra é aplicada em um passo mas tem a

decisão da condição de contração η, e a construção do η-redex caso afirmativo, feitas de

maneira expĺıcita.

3.1.2 O sistema λ→dB, o λdB com tipos simples

A principal diferença entre um sistema de tipos simples para λ e para λdB é a estrutura

dos contextos de tipo em cada sistema. Enquanto no λ→ os contextos se apresentam

como conjuntos de designação de tipos para variáveis de termos, estes são sequências de

tipos em λ→dB. Assim, para sabermos qual o tipo designado para o ı́ndice livre i, basta

checarmos o i-ésimo elemento do contexto sequencial. A seguir, apresentamos a definição

de contextos sequenciais e algumas operações sobre esta sequência.

Definição 3.1.19 (Contextos sequenciais):

1. Seja S o conjunto de tipos simples, como apresentado na Definição 2.2.3.2. Os

contextos de tipo sequenciais são sequências de elementos τ ∈ S, definidos por:

Γ ::= nil | τ.Γ
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2. Sejam n∈N∗ e Γ um contexto, então Γ<n denota os n−1 primeiros tipos da sequência

Γ. Similarmente, são definidos Γ>n, Γ≤n e Γ≥n. Observe que, para Γ>n e Γ≥n o

elemento final nil está inclúıdo. Para n=0, Γ≤0.Γ=Γ<0.Γ=Γ<1.Γ=Γ.

3. O comprimento de Γ é definido por |nil|=0 e |Γ|=1+|Γ>1| sempre que Γ 6= nil.

4. Para qualquer i > m = |Γ|, seja Γ≥i=Γ>i=Γ>m=nil e Γ≤i=Γ<i=Γ≤m.

5. A adição de um tipo τ ao final do contexto Γ é definida por Γ.τ = Γ≤m.τ.nil, onde

|Γ|=m. A extensão para contextos é direta, onde nil.nil=nil.

A seguir, apresentamos as regras de inferência para o sistema λ→dB.

Definição 3.1.20: (O sistema λ→dB) As regras de tipagem de λ→dB são dadas por:

(Var)
1 :〈τ.Γ ` τ〉

(Varn)
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈σ.Γ ` τ〉

(Lambda)
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉
(App)

M :〈Γ ` σ→τ〉 N :〈Γ ` σ〉
(M N) :〈Γ ` τ〉

A regra (V arn) permite a construção dos contextos sequenciais.

Propriedades como SR e SN para termos tipáveis são geralmente provadas através de

um isomorfismo com o sistema λ→ (cf. [61]). Apresentamos uma demonstração de SR sem

o uso de isomorfismos em [97], para uma versão com tipos anotados no abstratores, onde

a adaptação para o sistema λ→dB apresentado acima é direta.

3.2 O λse-calculus

Nesta seção apresentamos o λs-calculus [58] e então o λse-calculus [59]. O segundo consiste

em uma extensão nas regras de reescrita que compõem o primeiro cálculo, permitindo a

composição para substituições. O sistema de tipos simples apresentado infere tipos para

os dois cálculos, pois este atribui tipos para o conjunto de termos compartilhado por

ambos. Assim, o sistema é denominado λse
→ e as propriedades, que diferem em cada

cálculo, são apresentadas após a introdução das versões sem tipos de cada cálculo.

Apesar do λσ-calculus [1] ter sido introduzido antes do λs, este representa uma exten-

são natural do λdB para a inclusão da substituição na especificação do cálculo. Portanto,
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optamos por introduźı-lo como um passo intermediário para a introdução do λse, de forma

que a intuição para substituições expĺıcitas nos cálculos estudados fique mais clara, a partir

do entendimento do λdB-calculus apresentado na seção anterior.

3.2.1 O λs-calculus

O λs-calculus é a extensão natural do λdB-calculus, onde o cálculo é obtido a partir da

orientação das igualdades apresentadas na definição formal da substituição β como uma

metaoperação. Os operadores de substituição σ e de atualização ϕ são introduzidos, para

controlar a atomização do processo de substituição através de restrições aritméticas. A

sintaxe de λdB é estendida com termos que têm ocorrências desses operadores na raiz da

representação usual de termos em árvore (cf. [5]).

Definição 3.2.1: O conjunto de termos em λs, denotado por Λs, é definido induti-

vamente para n, i, j∈N∗ e k ∈ N por:

M,N ∈ Λs ::= n | (M N) |λ.M |MσiN |ϕjkN

A formalização utilizada na obtenção do cálculo tem uma pequena diferença em relação

à introduzida na Definição 3.1.3. Na definição de metasubstituição apresentada em [58],

a atualização para FI(N) é feita a partir da efetiva substituição de N , ao invés de a cada

transição da substituição com λ’s. Assim, para a transição com λ tem-se a regra

{ i /N}(λ.M) = λ.({ i+1 /N}M)

e para a troca de ı́ndices por termos tem-se a regra

{ i /N} i = U i
0(N)

onde U i
k é definido indutivamente para k∈N e i∈N∗ por

(i)U i
k(λ.M) = λ.(U i

k+1M) (ii)U i
k(M1 M2) = (U i

kM1 U
i
kM2)

(iii)U i
k n =

{
n+i−1 se n > k
n se n ≤ k

Portanto, U i
kM corresponde a i−1 aplicações da k-elevação ao termo M ; i.e., M+k(i−1)

.
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(σ-generation) (λ.M N) −→ Mσ1N

(σ-λ-transition) (λ.M)σiN −→ λ.(Mσi+1N)

(σ-app-transition) (M1 M2)σiN −→ ((M1σ
iN) (M2 σ

iN))

(σ-destruction) nσiN −→


n−1 se n > i

ϕi0N se n = i

n se n < i
(ϕ-λ-transition) ϕik(λ.M) −→ λ.(ϕik+1M)

(ϕ-app-transition) ϕik(M1 M2) −→ ((ϕikM1) (ϕikM2))

(ϕ-destruction) ϕik n −→
{

n+i−1 se n > k

n se n ≤ k

Tabela 3.2.1: O sistema de reescrita para λs

O termo MσiN representa o ińıcio do processo que corresponde ao termo { i /N}M

de acordo a metasubstituição com as modificações acima ou ao termo { i /N+(i−1)}M de

acordo a Definição 3.1.3. O termo N em MσiN é chamado de corpo da substituição.

O termo ϕikM representa o ińıcio do processo que corresponde ao termo U i
kM .

Definição 3.2.2 (O λs-calculus [58]): O λs-calculus é composto pelo conjunto Λs e

as regras da Tabela 3.2.1.

Note que MσiN e ϕikM representam termos do cálculo, ao invés de denotar apenas o

resultado de uma metaoperação. Os termos sem ocorrência dos operadores σ e ϕ, que são

elementos de ΛdB, são chamados termos puros.

Definição 3.2.3 (s-calculus): O cálculo de substituição associado a λs, chamado

de s-calculus, é composto pelas regras da Tabela 3.2.1 exceto a regra (σ-generation).

O fecho simétrico, transitivo e reflexivo de s é denotado por =s. O teorema a seguir

apresenta algumas propriedades tanto de s quanto de λs, como terminação, confluência e

simulação da redução β.

Teorema 3.2.4 (Propriedades para λs/s-calculi [58]):

1. (SN e CR para s) O cálculo s é fortemente terminante e confluente.

2. (Correção) Sejam M,N ∈ Λ. Se M →∗λs N então M →∗β N .
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3. (Simulação da redução β) Sejam M,N ∈ Λ. Se M →β N então M →∗λs N .

4. (CR para λs) O λs-calculus é confluente.

5. (PSN para λs) Se um termo puro é SN para β então este é SN em λs.

Pelo Lema 3.2.4.1 acima temos que s é terminante e confluente. Assim, para qualquer

M ∈Λs, M tem uma única forma s-normal correspondente, denotada por s(M).

Lema 3.2.5 (Descrição para s-nf [58]): O conjunto de formas s-normais é exatamente

o conjunto ΛdB.

O lema a seguir apresenta algumas propriedades de s em relação a estrutura do termo.

Lema 3.2.6 ( [58] ): Sejam M,N ∈ Λs:

1. s(M N) = (s(M) s(N)).

2. s(λ.M) = λ.s(M).

3. s(ϕikM) = U i
k(s(M)).

4. s(MσiN) = { i /U i
0(s(N))}s(M).

O item 4 foi adaptado de acordo à Definição 3.1.3, para substituição β.

Observe que, para um termo MσiN onde M e N são s-nfs, os conjuntos FI(M) e

FI(N) ainda serão atualizados de acordo com as regras de reescrita de λs. Portanto, o

conceito de ı́ndices livres em λs não representa uma caracteŕıstica sintática apropriada

como para o λdB, e.g. a identificação de uma substituição nula. Como λs não permite

composição de substituições, a noção de variável dispońıvel (available variable) apresen-

tada para o λx em [69] é uma alternativa pertinente. A idéia é que o conjunto tenha

relação com os ı́ndices livres da s-nf correspondente. Assim, apresentamos a definição

para o conjunto de ı́ndices dispońıveis.

Definição 3.2.7: Seja M ∈Λs:

1. O conjunto dos ı́ndices dispońıveis de M , denotado por AI(M), é definido

indutivamente por:
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(i) AI(n ) = {n }

(ii) AI(λ.M) = AI(M)\1

(iii) AI(M1 M2) = AI(M1) ∪ AI(M2)

(iv) AI(ϕikM) = AI(M)≤k ∪ (AI(M)>k + (i− 1))

(v) AI(MσiN) =

{
AI(M−i) ∪ AI(ϕi0N), se i ∈ AI(M)

AI(M−i), c.c

onde AI(M−i) denota AI(M)<i ∪ (AI(M)>i)\1 e AI(ϕikN) denota AI(N)≤k ∪

(AI(N)>k + (i−1)).

2. Seja o ı́ndice dispońıvel de M com o maior valor absoluto, denotado por sav(M),

definido por sav(M) = max(AI(M)), onde sav(∅) = 0.

A seguir, apresentamos a relação entre os conjuntos AI e FI.

Lema 3.2.8: Se M ∈ Λs então AI(M) = FI(s(M)).

Demonstração. Por indução na estrutura de M ∈ Λs.

• Se M ≡ n, nada há provar.

• Seja M ≡ λ.M ′. Pelo Lema 3.2.6.2 tem-se que s(λ.M ′) = λ.s(M ′). Por HI tem-se

que AI(M ′)=FI(s(M ′)) logo AI(λ.M ′)=AI(M ′)\1=FI(s(M ′))\1=FI(λ.s(M ′)).

• Seja M ≡ (M1 M2). Pelo Lema 3.2.6.1 tem-se que s(M1 M2) = (s(M1) s(M2)).

Portanto, por HI tem-se que AI(M1) = FI(s(M1)) e AI(M2) = FI(s(M2)) logo

AI(M1 M2)=AI(M1) ∪ AI(M2)=FI(s(M1)) ∪ FI(s(M2))=FI(s(M1) s(M2)).

• Seja M ≡ ϕikN . Pelo Lema 3.2.6.3 tem-se que s(ϕikN) =U i
k(s(N)) e por HI tem-se

que AI(N) = FI(s(N)). Note que AI(ϕikN) = AI(N)≤k ∪ (AI(N)>k + (i−1)) e,

por indução em i e pelo Lema 3.1.112, tem-se que FI(s(N)+k(i−1)
)=FI(s(N))≤k ∪

(FI(s(N))>k + (i−1)). Portanto, AI(ϕikN)=FI(s(N)+k(i−1)
)=FI(U i

k(s(N))).

• Seja M ≡ M1σ
iM2. Pelo Lema 3.2.6.4 tem-se s(M1σ

iM2) = { i /U i
0(s(M2))}s(M1).

Por HI tem-se que AI(M1)=FI(s(M1)) logo i∈AI(M1) sse i∈FI(s(M1)). Observe

que AI(M−i
1 )=AI(M1)<i ∪ (AI(M1)>i\1)=FI(s(M1))<i ∪ (FI(s(M1))>i\1).
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Se i /∈ AI(M1), então AI(M1σ
iM2) = AI(M−i

1 ) e, pelo Lema 3.1.12.1, tem-se que

FI({ i /U i
0(s(M2))}s(M1)) = FI(s(M1))<i ∪ (FI(s(M1))>i\1) logo AI(M1σ

iM2) =

FI({ i /U i
0(s(M2))}s(M1)).

Se i∈AI(M1), então AI(M1σ
iM2) =AI(M−i

1 ) ∪ AI(ϕi0M2) e, pelo Lema 3.1.12.2,

FI({ i /U i
0(s(M2))}s(M1))=FI(U i

0(s(M2)))∪FI(s(M1))<i∪(FI(s(M1))>i\1). Pelo

Lema 3.2.6.3 tem-se s(ϕi0M2)=U i
0(s(M2)) logo, por HI, AI(ϕi0M2)=FI(s(ϕi0M2))=

FI(U i
0(s(M2))). Portanto, AI(M1σ

iM2)=FI({ i /U i
0(s(M2))}s(M1)).

As propriedades de AI e sav são similares as de FI e sup, apresentadas na Seção

3.1.1. As provas que podem ser obtidas de provas similares para estes dois últimos serão

omitidas. A seguir, apresentamos algumas dessas propriedades.

Lema 3.2.9: n ∈ AI(λ.M) se, e somente se, n+1 ∈ AI(M).

Demonstração. Similar à prova do Lema 3.1.9.1.

Lema 3.2.10: 1. sav(M1 M2) = max(sav(M1), sav(M2)).

2. Se sav(M)=0, então sav(λ.M)=0. Senão, sav(λ.M)=sav(M)− 1.

3. Se sav(N)>k então sav(ϕikN) = sav(N)+(i−1). Se sav(N)≤k então sav(ϕikN) =

sav(N).

4. Seja sav(M−i) =max(AI(M−i)) =max(AI(M)<i ∪ (AI(M)>i)\1). Se sav(M)<i,

então sav(M−i)=sav(M). Se sav(M)>i, então sav(M−i)=sav(M)− 1.

5. Se i ∈ sav(M), então sav(MσiN) = max(sav(M−i), sav(ϕi0N)). Caso contrário,

sav(MσiN) = sav(M−i).

Demonstração. 1. Similar ao Lema 3.1.10.1.

2. Similar ao Lema 3.1.10.2.

3. Se sav(N) ≤ k então AI(ϕikN) = AI(N)≤k = AI(N). Se sav(N) > k, então

AI(N)>k 6= ∅. Logo, sav(ϕikN) = max(AI(N)>k + (i−1)) = max(AI(N)>k) +

(i−1) = sav(N) + (i−1).
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4. Se sav(M) < i, então AI(M)>i = ∅. Logo AI(M)<i ∪ (AI(M)>i)\1 = AI(M)<i =

AI(M). Se sav(M)>i, então AI(M)>i 6= ∅ logo max(AI(M)<i ∪ (AI(M)>i)\1) =

max((AI(M)>i)\1) = sav(M)−1.

5. Se i∈sav(M), então AI(MσiN) = AI(M−i)∪AI(ϕi0N). Logo, max(AI(MσiN)) =

max(AI(M−i) ∪ AI(ϕi0N)) = max(max(AI(M−i)),max(AI(ϕi0N))). Portanto,

sav(MσiN) = max(sav(M−i), sav(ϕi0N)). Se i /∈ sav(M), então AI(MσiN) =

AI(M−i) e o resultado é direto.

3.2.2 O λse-calculus

Na aplicação de cálculos de substituições expĺıcitas para o problema de unificação de ordem

superior (HOU) [3], um conjunto de metavariáveis, denotado por X , é acrescentado a

formação de termos. Os termos com ocorrências de metavariáveis são chamados abertos.

Metavariáveis são substitúıdas por termos do cálculo com técnicas próprias, que diferem

da substituição β. De fato, metavariáveis são definidas de forma que sejam invariantes

para a operação de i-elevação da Definição 3.1.2 e para a susbtituição β da Definição 3.1.3.

Assim, ao acrescentarmos o conjunto X na formação de termos em λs obtemos o

conjunto Λs(X ). O λs não é confluente quando aplicado aos termos de Λs(X ), ou seja, o

cálculo com as regras apresentadas na Tabela 3.2.1 não é confluente para termos abertos.

Para recuperar a propriedade de confluência para Λs(X ), as regras apresentadas na Tabela

3.2.2 são acrescentadas ao λs, obtendo o λse-calculus [59].

(σ-σ-transition) (M1σ
iM2)σjN −→ (M1σ

j+1N)σi(M2 σ
j−i+1N) se i ≤ j

(σ-ϕ-transition 1) (ϕikM)σjN −→ ϕi−1
k M se k < j < k + i

(σ-ϕ-transition 2) (ϕikM)σjN −→ ϕik(Mσj−i+1N) se k + i ≤ j

(ϕ-σ-transition) ϕik(MσjN) −→ (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) se j ≤ k + 1

(ϕ-ϕ-transition 1) ϕik(ϕ
j
lM) −→ ϕjl (ϕ

i
k+1−jM) se l + j ≤ k

(ϕ-ϕ-transition 2) ϕik(ϕ
j
lM) −→ ϕj+i−1

l M se l ≤ k < l + j

Tabela 3.2.2: As regras de reescrita de extensão para o λse

As regras da Tabela 3.2.2 permitem a composição dos operadores de substituição

e atualização, com restrições aritméticas. Assim como para λs, temos um cálculo de
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substituição associado a λse.

Definição 3.2.11 (se-calculus): O cálculo de substituição associado a λse, cha-

mado de se-calculus, é composto pelas regras das Tabelas 3.2.1 e 3.2.2, exceto a regra

(σ-generation).

Em outras palavras se é o cálculo s acrescentado das regras da Tabela 3.2.2. O fecho

simétrico, transitivo e reflexivo de se é denotado por =se . Assim, o teorema a seguir

apresenta propriedades de se e λse, similar ao Teorema 3.2.4 para s e λs.

Teorema 3.2.12 (Propriedades para λse/se-calculi [59]):

1. (WN e CR de se) O cálculo se é fracamente terminante e confluente.

2. (Correção) Sejam M,N ∈ Λ. Se M →∗λse N então M →∗β N .

3. (Simulação da redução β) Sejam M,N ∈ Λ. Se M →β N então M →∗λse N .

4. (CR para λse) O λse-calculus é confluente para termos abertos.

Observe que Λs⊂Λs(X ) logo as propriedades acima valem para os termos sem ocor-

rências de metavariáveis. Porém, ao permitir a composição para os operadores σ e ϕ, a

propriedade PSN não é satisfeita para o λse-calculus. Em [47] Guillaume apresenta um

contraexemplo, onde um termo SN no λdB-calculus tem uma estratégia de redução infinita

em λse. De fato, o contra-exemplo é tipável em λ→dB, o que representa um subconjunto

próprio dos termos SN em λdB.

Neste trabalho, estudamos as regras do λse aplicadas aos termos de Λs. Assim, defi-

nimos o λse utilizado neste trabalho a seguir.

Definição 3.2.13 (O λse-calculus): O λse-calculus é definido como o λs-calculus es-

tendido com as regras da Tabela 3.2.2.

O λse como definido acima cumpre o papel do cálculo de SE onde a composição para

substituições é permitida. A adição de metavariáveis neste estágio traria uma complexi-

dade desnecessária para o estudo de um sistema de IT para o cálculo.

Pelo Lema 3.2.12.1 acima temos que se é fracamente terminante e confluente. Assim,

para qualquer M ∈Λs, M tem uma única forma se-normal correspondente, denotada por
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se(M). Note que, quando restrito ao conjunto Λs, as formas se-normais são exatamente

o conjunto ΛdB.

3.2.3 O sistema λse
→, o λse com tipos simples

Como a sintaxe de λse é próxima a do λdB, para obtermos um sistema de tipos para o

primeiro acrescenta-se as regras de inferência ao λ→dB para as duas novas formas de termos.

Definição 3.2.14 (O sistema λse
→): O sistema λse

→ é composto por (Var), (Varn),

(App), (Lambda) da Definição 3.1.20 e as regras a seguir:

(Sigma)
N :〈Γ≥i ` ρ〉 M :〈Γ<i.ρ.Γ≥i ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| ≥ i−1

(Phi)
M :〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉

ϕikM :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| ≤ k+i−1

O sistema λse
→ é uma versão à la Curry do sistema de tipos para o λse-calculus a qual

foi verificada que possui as mesmas propriedades da versão à la Church apresentada em [3].

Em particular, as propriedades como WN para se e CR são herdadas do cálculo sem tipos

apresentado acima. A seguir, apresentamos as propriedades dos cálculos tipados.

Lema 3.2.15 (Propriedades para λse
→ [60]):

1. (SR para λse) Se M →λse N e M :〈Γ `λse→ τ〉 então N :〈Γ `λse→ τ〉.

2. (WN para λse) Se M :〈Γ `λse→ τ〉 então M é WN.

3. (SN para λs) Se M :〈Γ `λse→ τ〉 então M é SN em λs.

Para a propriedade de SR em relação ao λse-calculus, foi apresentada uma demons-

tração para a versão com tipos expĺıcitos em [97] tal que a sua adaptação para essa versão

com tipos impĺıcitos é direta.

3.3 O λσ-calculus

O λσ-calculus foi introduzido em [1], considerado o trabalho seminal em substituições

expĺıcitas. A aplicação deste cálculo para o problema de HOU apresentado em [34] é
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pioneira no uso de ES para unificação de ordem superior. F. Moura et al. apresenta

em [32] uma comparação entre o método clássico para o tratamento de HOU no λ-calculus

tipado com tipos simples de G. Huet [51] e o realizado via λσ.

Ao contrário da abordagem adotada no λs, e no λse, o λσ-calculus é composto por

um sistema de reescrita de primeira ordem, que explicita a operação de substituição

estendendo a linguagem com duas classes de objetos: os termos e as substituições,

chamadas de expressões em λσ.

Definição 3.3.1: O conjunto de expressões em λσ, denotado por Λσ, é um conjunto

formado por duas classes de objetos: a classe dos termos, denotada por Λσt, e a classe

das substituições, denotada por Λσs, definidas por:

M,N ∈ Λσt ::= 1 | (M N) |λ.M |M [S]

S ∈ Λσs ::= id | ↑ |M.S |S ◦ S

As substituições em λσ representam listas com elementos da forma Ni/i, indicando que

o ı́ndice i deve ser trocado pelo termo Ni. A expressão id representa a substituição

da forma { i /i | ∀i∈N∗} enquanto o shift, denotado por ↑, representa a substituição

{ i+1 /i |∀i∈N∗}. A expressão S ◦ S representa a composição de substituições e usaremos

↑n para denotar a composição de n shifts, onde ↑0 denota id. O termo 1 [↑n], onde n ∈ N∗,

codifica o ı́ndice n+1 em λσ e a expressão i [S] representa o valor de i designado pela

substituição S, que pode ser vista informalmente como uma função S(i). A substituição

M.S, chamada de cons de M em S, tem a forma {M/1 , S(i)/i+1 }. O termo M [N.id]

inicia o processo de simulação da contração β de (λ.M N) em λσ. Portanto, além da

substituição das ocorrências livres do ı́ndice 1 pelo termo correspondente, as ocorrências

livres de ı́ndices deve ser decrementada, por causa da eliminação do abstrator. A Tabela

3.3.1 apresenta as regras de reescrita do λσ-calculus, como apresentadas em [34], porém

sem a regra (Eta).

Definição 3.3.2 (O λσ-calculus): O λσ-calculus é formado pelo conjunto Λσ e as

regras da Tabela 3.3.1.

Esse sistema é apresentado em [83] como λσ′. Esse cálculo é apresentado em [1] como

uma variação de λσ, com a conjectura de que este seja confluente para termos abertos,
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(Beta) (λ.M N) −→ M [N.id]

(App) (M N)[S] −→ (M [S] N [S])

(V arCons) 1 [M.S] −→ M

(Id) M [id] −→ M

(Abs) (λ.M)[S] −→ λ.(M [ 1.(S◦↑)])
(Clos) (M [S])[S ′] −→ M [S ◦ S ′]
(IdL) id ◦ S −→ S

(ShiftCons) ↑◦ (M.S) −→ S

(AssEnv) (S1 ◦ S2) ◦ S3 −→ S1 ◦ (S2 ◦ S3)

(MapEnv) (M.S) ◦ S ′ −→ M [S ′].(S ◦ S ′)
(IdR) S ◦ id −→ S

(V arShift) 1 .↑ −→ id

(Scons) 1 [S].(↑◦S) −→ S

Tabela 3.3.1: O sistema de reescrita para λσ

pois o λσ apresentado em [1] não possui tal propriedade. Portanto, λσ e σ correspondem

a λσ′ e σ′ sempre que [83] for referenciado. Assim como para o λse, consideramos o λσ da

Tabela 3.3.1 apenas para o subconjunto de expressões sem metavariáveis, como descrito

na Definição 3.3.1, apesar do cálculo ser originalmente considerado para termos abertos.

Definição 3.3.3 (σ-calculus): O cálculo de substituição associado a λσ, chamado

de σ-calculus, é composto por todas as regras da Tabela 3.3.1 exceto a regra (Beta).

O fecho simétrico, transitivo e reflexivo de σ é denotado por =σ. O teorema a seguir

apresenta as propriedades de σ e λσ.

Teorema 3.3.4 (Propriedades para λσ/σ-calculi [83]):

1. (SN e CR para σ) O cálculo σ é fortemente terminante e confluente.

2. (Correção) Sejam M,N ∈ Λ. Se M →∗λσ N então M →∗β N .

3. (Simulação da redução β) Sejam M,N ∈ Λ. Se M →β N então M →∗λσ N .

4. (CR para λσ) O λσ-calculus é confluente para termos fechados para substituição.
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Em [26] foi provado que o λσ-calculus descrito nesse trabalho não é confluente para expres-

sões abertas, ou seja, quando metavariáveis para substituições são permitidas na formação

de expressões do cálculo. Assim, termos fechados para substituição são expressões

onde apenas metavariáveis para termos são permitidas.

Pelo Lema 3.3.4.1 acima temos que σ é terminante e confluente. Assim, para qualquer

M ∈Λσ, M tem uma única forma σ-normal correspondente, denotada por σ(M).

Lema 3.3.5 (Descrição para σ-nf): As expressões em forma σ-normal são definidas

recursivamente para n ∈ N∗ por:

M ::= 1 | (M M) |λ.M | 1 [↑n]

S ::= id | ↑n |M.S

onde M.S 6= 1 .↑ e M.S 6= 1 [↑n] .↑n+1.

Demonstração. Pela Proposição 3.2 de [83], restrita a expressões sem ocorrências de me-

tavariáveis.

Observe que, pelo Lema 3.3.5 acima, para um isomorfismo entre os termos em σ-nf e

o conjunto ΛdB, basta que este seja compat́ıvel com a estrutura dos termos e que faça a

correspondência entre 1 [↑n] e o ı́ndice de de Bruijn apropriado.

Definição 3.3.6: Seja ∗ : Λσt → ΛdB para n ∈ N∗ tal que:

(i) 1∗ = 1

(ii) ( 1 [↑n])∗ = n+1

(iii) (M N)∗ = (M∗ N∗)

(iv) (λ.M)∗ = λ.M∗

Proposição 3.3.7: ∗ é um isomorfismo entre ΛdB e os termos em forma σ-normal.

Demonstração. Por indução na estrutura dos termos de ΛdB e dos termos em σ-nf, des-

critos no Lema 3.3.5.

O termo 1 [↑n] será abreviado por n+1, sempre que não houver confusão. O próximo

lema apresenta descrição das formas λσ-normais.
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Lema 3.3.8 (Descrição para λσ-nf [83]): As expressões em forma λσ-normal são

descritas indutivamente por:

(i) λ.N , onde N é uma λσ-nf.

(ii) (n N1 · · · Np), onde ∀0≤j≤p, Nj é uma λσ-nf.

(iii) N1. · · · .Np .↑n, para n∈N e ∀0≤j≤p, Nj é uma λσ-nf tal que Np 6= n.

Note que a prova do Lema 3.3.8 acima pode ser feita a partir do Lema 3.1.6, o isomorfismo

∗ da Definição 3.3.6 e pela descrição das formas σ-normais no Lema 3.3.5.

Assim como para o λse-calculus, a composição de substituições permitida em λσ inva-

lida a propriedade de PSN para o cálculo. Em [74], Melliès apresenta um contraexemplo

onde um termo que corresponde a um termo SNβ em λdB tem uma estratégia de redução

infinita em λσ. O contra-exemplo é de fato tipável em λσ→ apresentado na seguinte seção.

3.3.1 O sistema λσ→, o λσ com tipos simples

A regras de tipagem do λσ-calculus designam tipos para objetos da classe de termos como

para objetos da classe de substituições. Um objeto da classe de substituições, devido a

sua semântica, pode ser visto como uma lista de termos. Consequentemente, seu tipo é

também uma sequência de tipos, ou seja, um contexto. Na notação usual para o λσ com

tipos simples, S B Γ denota que a substituição S tem o tipo Γ. Portanto, na notação

utilizada no presente trabalho, uma tipagem de objetos da classe de substituições será

denotada por 〈ΓB Γ′〉.

Definição 3.3.9 (O sistema λσ→): O sistema λσ→ é dado pelas regras de tipagem a

seguir:

(var)
1 :〈τ.Γ ` τ〉

(lambda)
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉

(app)
M1 :〈Γ ` σ→τ〉 M2 :〈Γ ` σ〉

(M1 M2) :〈Γ ` τ〉
(clos)

S :〈ΓB Γ′〉 M :〈Γ′ ` τ〉
M [S] :〈Γ ` τ〉

(id)
id :〈ΓB Γ〉

(shift)
↑ :〈τ.ΓB Γ〉

(cons)
M :〈Γ ` τ〉 S :〈ΓB Γ′〉

M.S :〈ΓB τ.Γ′〉
(comp)

S :〈ΓB Γ′〉 S ′ :〈Γ′ B Γ′′〉
S ′ ◦ S :〈ΓB Γ′′〉
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Observe que o nome da regras de tipagem começam com letra minúscula enquanto o

das regras de reescrita começam com letra maiúscula. A seguir, apresentamos um lema

descrevendo propriedades do cálculo tipado.

Lema 3.3.10 (Propriedades para λσ→):

1. (SR para λσ→ [1]) Se M →λσ N e M : 〈Γ `λσ→ τ〉, então N : 〈Γ `λσ→ τ〉. Em

particular, se S :〈ΓBλσ→ Γ′〉 e S →λσ S
′, então S ′ :〈ΓBλσ→ Γ′〉.

2. (WN para λσ [76]) Se M : 〈Γ `λσ→ τ〉 então M é WN. Em particular, se S :

〈ΓBλσ→ Γ′〉 então S é WN.

Como para o λse, a versão com tipos do λσ-calculus é apresentada à la Curry ao invés

da usual versão à la Church de [34]. As propriedades de WN para σ e CR são herdadas

do cálculo sem tipos. Para SR, a demonstração apresentada em [97] para a versão tipada

é tal que a adaptação para a versão com tipos impĺıcitos é direta.



Caṕıtulo 4

Tipagem principal para sistemas de
tipos simples

Neste caṕıtulo introduzimos a noção de tipagem principal para os sistemas de tipos simples

apresentados no Caṕıtulo 3. Esse trabalho foi apresentado como parte da dissertação de

mestrado, onde apresentamos as definições de PT para cada sistema e provamos que as

definições são corretas, de acordo à definição geral de Wells [103], apresentada na Definição

2.2.2. O trabalho estendido com a prova de correspondência entre as definições, ou seja se

é PT de acordo à Definição 2.2.2 então é PT de acordo à definição espećıfica no respectivo

sistema, foi publicado em [98].

Como visto na Seção 2.3.2, o conceito de tipagem principal em sistemas de tipos

simples está ligado à substituição de tipos e à lei de redundância. Estes dois conceitos

têm um papel central na definição de PT espećıficas para os sistemas λ→dB, λse
→ e λσ→

apresentados neste caṕıtulo. O conjunto de tipos S para estes sistemas é o apresentado

na Definição 2.2.3.2. A substituição de tipos é estendida para contextos sequenciais como

definido abaixo.

Definição 4.0.11: Seja s : A → S como na Definição 2.2.4. A extensão de s para

contextos sequenciais é tal que s(nil)=nil e s(τ.Γ)=s(τ).s(Γ). A extensão para tipagens

é dada por s(Θ)=〈s(Γ) ` s(τ)〉.

Nesse caṕıtulo, variável de tipo e variável de contextos são abreviadas por v.t. e v.c.,

respectivamente.

65
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4.1 Tipagem principal para o sistema λ→dB

A Figura 4.1.1 contém as regras de inferência de λ→dB, apresentadas na Definição 3.1.20.

(Var)
1 :〈τ.Γ ` τ〉

(Varn)
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈σ.Γ ` τ〉

(Lambda)
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉
(App)

M :〈Γ ` σ→τ〉 N :〈Γ ` σ〉
(M N) :〈Γ ` τ〉

Figura 4.1.1: O sistema λ→dB

O lema a seguir mostra que em uma tipagem de M , pelo menos os ı́ndices livres de M

têm tipos designados em seu contexto.

Lema 4.1.1: Seja M :〈Γ ` τ〉:

1. |Γ| ≥ sup(M)

2. M :〈Γ≤i.nil ` τ〉, para qualquer i ≥ sup(M).

Demonstração. Indução na derivação de M :〈Γ ` τ〉.

1. • Se 1:〈τ.Γ ` τ〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈σ.Γ ` τ〉
. Por IH, |Γ| ≥ sup(n )=n. Logo, |σ.Γ|=1+|Γ| ≥ n+1.

• Seja
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉
. Pelo Lema 3.1.10.2, tem-se que sup(M)=sup(λ.M)=0

ou sup(λ.M) = sup(M)−1. No primeiro caso, tem-se |Γ|≥ sup(λ.M) = 0 para

qualquer contexto Γ. No último, tem-se por IH que 1+|Γ|= |σ.Γ| ≥ sup(M),

logo |Γ|≥sup(M)−1=sup(λ.M).

• Seja
M :〈Γ ` σ→τ〉 N :〈Γ ` σ〉

(M N) :〈Γ ` τ〉
. Por HI tem-se que |Γ| ≥ sup(M) e |Γ| ≥

sup(N). Logo, |Γ| ≥ max(sup(M), sup(N)) = sup(M N).

2. • Se 1:〈τ.Γ ` τ〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈σ.Γ ` τ〉
. Por HI, n : 〈Γ≤i.nil ` τ〉 onde i ≥ n. Logo, por (Varn),

n+1 :〈σ.Γ≤i.nil ` τ〉. Note que (σ.Γ)≤(i+1) = σ.Γ≤i.
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• Seja
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉
. Por IH, M : 〈(σ.Γ)≤i.nil ` τ〉 onde i ≥ sup(M). Pelo

Lema 3.1.10.2 tem-se que sup(M) = sup(λ.M) = 0 ou sup(λ.M) = sup(M)−1.

No primeiro caso, para qualquer i dado tem-se que M : 〈(σ.Γ)≤(i+1).nil ` τ〉.

Logo, por (Lambda), M : 〈Γ)≤i.nil ` σ→τ〉 onde i ≥ sup(M) = sup(λ.M).

No último caso, por (Lambda), λ.M : 〈Γ≤(i−1).nil ` σ→τ〉, onde i−1 ≥

sup(M)−1 = sup(λ.M).

• Seja
M :〈Γ ` σ→τ〉 N :〈Γ ` σ〉

(M N) :〈Γ ` τ〉
. Por IH, M : 〈Γ≤i.nil ` σ→τ〉, ∀i ≥

sup(M) e N : 〈Γ≤i′ .nil ` σ〉, ∀i′ ≥ sup(N). Dados i e i′, seja j ≥ max(i, i′).

Assim, por (App) tem-se (M N) :〈Γ≤j ` τ〉 onde j ≥ max(sup(M), sup(N)) =

sup(M N).

A fim de provar uma lei de redundância para λ→dB, o lema a seguir apresenta uma

propriedade mais geral do sistema de tipos.

Lema 4.1.2 (Atualização para λ→dB): Seja M ∈ΛdB tal que M : 〈Γ ` τ〉. Então, para

quaisquer σ∈S e i∈N tem-se que M+i :〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ〉.

Demonstração. A prova é feita por indução estrutural em M . Note que, se i ≥ |Γ| então

σ é adicionado ao final de Γ.

• M ≡ n : Suponha que n : 〈Γ ` τ〉. Se n ≤ i, então n+i = n . A inserção de σ

na i+1-ésima posição afeta o tipo apenas de ı́ndices maiores do que i , logo tem-se

trivialmente que n : 〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ〉. Se n > i, então n+i = n+1 . Por (V arn) i

vezes tem-se que n−i : 〈Γ>i ` τ〉. Assim, por (V arn) aplicada i + 1 vezes, tem-se

que n+1:〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ〉.

• M ≡ (M1 M2): Suponha que (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Por (App), M1 : 〈Γ ` τ ′→τ〉 e

M2 : 〈Γ ` τ ′〉. Por HI, M+i
1 : 〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ ′→τ〉 e M+i

2 : 〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ ′〉. Logo, por

(App), (M+i
1 M+i

2 ) :〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ〉.

• M ≡ λ.M ′: Suponha que λ.M ′ : 〈Γ ` τ〉. Por (Lambda), M ′ : 〈τ1.Γ ` τ2〉, onde

τ = τ1→τ2. Por HI tem-se que M ′+(i+1) :〈τ1.Γ≤i.σ.Γ>i ` τ2〉. Assim, por (Lambda),

λ.M ′+(i+1) :〈Γ≤i.σ.Γ>i ` τ1→τ2〉.
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Lema 4.1.3 (Redundância para λ→dB): Seja M um termo em λdB. Se M : 〈Γ ` τ〉,

então M :〈Γ.σ ` τ〉. Assim, a regra (λdB-weak) abaixo é dedut́ıvel no sistema λ→dB.

M :〈Γ ` τ〉
M :〈Γ.σ ` τ〉

(λdB-weak)

Demonstração. Pelo Lema 4.1.1.1, |Γ| ≥ sup(M). Assim, pelo Lema 3.1.11.1, M+j =M

para qualquer j≥ |Γ|. Portanto, pelo Lema 4.1.2 para i = m, tem-se que M : 〈Γ.σ ` τ〉,

para qualquer σ∈ S.

Note que, caso a adição de σ no contexto Γ seja em uma posição menor do que sup(M),

então M+i corresponderia a uma função distinta da representada pelo termo M . De fato,

uma lei de redundância mais geral poderia ser introduzida tendo o valor sup(M) com

uma premissa adicional. Porém, a regra (λdB-weak) introduzida no Lema 4.1.3, onde os

tipos são adicionados apenas ao final do contexto, é suficiente como a operação sintática

relacionada a definição de tipagem principal para o λ→dB.

Assim, com a regra (λdB-weak) e substituições de tipos, apresentamos uma definição

para tipagem principal para o λdB-calculus com tipos simples, similar a definição de [103]

para a tipagem principal de Hindley.

Definição 4.1.4 (Tipagem principal em λ→dB): Uma tipagem principal em λ→dB de

um termo M é uma tipagem Θ = 〈Γ ` τ〉 tal que:

1. λ→dB 
M : Θ

2. Se λ→dB 
M : Θ′ para alguma tipagem Θ′ = 〈Γ′ ` τ ′〉, então existe uma substituição

s tal que s(Γ) = Γ′≤|Γ|.nil e s(τ) = τ ′.

Observe que, dada uma tipagem principal 〈Γ ` τ〉 de M , o contexto Γ é o contexto mais

curto tal que M pode ser tipado (|Γ| = sup(M)). Em contraste com o λ-calculus com no-

mes, onde o contexto de uma tipagem principal de um termo M é o menor conjunto porquê

atribui tipos para todas e apenas as variáveis livres de M , o contexto de uma tipagem

principal em λ→dB pode ter declarações de tipos para ı́ndices que não ocorrem livremente

no respectivo termo. Essas declarações extra são necessárias para manter a estrutura

sequencial do contexto. Por exemplo, uma tipagem principal para 2 é 〈τ1.τ2.nil ` τ2〉.
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Como no caso do λ-calculus com tipos simples, a melhor maneira de assegurar que a

Definição 4.1.4 é a tradução correta do conceito de PT é verificando se esta corresponde

a Definição 2.2.2.

Teorema 4.1.5 (Correspondência para λ→dB): Uma tipagem Θ é principal em λ→dB de

acordo com a Definição 4.1.4 se, e somente se, Θ é principal em λ→dB de acordo com a

Definição 2.2.2.

A prova de correspondência é similar a de [103] e será apresentada na Seção 4.4. A

prova de suficiência usa um lema de substituição de tipos como em [49] 3A2.1(ii) e a lei

de redundância do Lema 4.1.3. A prova de necessidade é construtiva por contradição,

apresentando um contra-exemplo: dado um termo M com PT Θ, toma-se uma tipagem

Θ′ que não é PT de acordo com a Definição 4.1.4. A partir de M e da relação entre Θ e

Θ′ dada pela Definição 4.1.4, um novo termo N é constrúıdo tal que Θ′ é uma tipagem

de N mas Θ não a é. A principal diferença entre a prova em [103] e a apresentada aqui é

a função recursiva usada para dar a N uma estrutura que explora particularidades de Θ′,

que precisou ser dividida em dois casos considerando a ordem dos ı́ndices a serem ligados

por uma abstração durante a construção recursiva do contra-exemplo.

As seguir apresentamos um algoritmo de inferência de tipos para termos em λdB,

similar ao de [4] para o λse, com o intuito de verificar se o sistema λ→dB tem PT de acordo

com a Definição 4.1.4. Dado umM ∈ΛdB qualquer, decore cada subtermo de M tendo uma

nova variável de tipo subescrita e uma nova variável de contextos superescrita, obtendo

um novo termo denotado por M ′. Como exemplo, para o termo λ.( 2 1) tem-se o termo

decorado (λ.( 2 Γ1
α1

1Γ2
α2

)Γ3
α3

)Γ4
α4

. Então, as regras da Tabela 4.1.1 são aplicadas a pares da

forma 〈〈R,E〉〉, onde R é um conjunto de termos decorados e E um conjunto de equações

sobre as variáveis de tipo e contexto.

As regras de inferência na Tabela 4.1.1 estão de acordo como as regras de tipagem

de λ→dB. A inferência de tipo para M começa com 〈〈R0,∅〉〉, onde R0 é o conjunto dos

subtermos de M ′. As regras da Tabela 4.1.1 são aplicadas até obtermos o par 〈〈∅, Ef〉〉,

onde Ef é o conjunto de equações de primeira ordem sobre as v.c.’s e as v.t.’s.

Exemplo 4.1.1: Seja M = λ.( 2 1). Então M ′ = (λ.( 2 Γ1
α1

1Γ2
α2

)Γ3
α3

)Γ4
α4

e R0 = { 2 Γ1
α1
, 1Γ2

α2
,

( 2 Γ1
α1

1Γ2
α2

)Γ3
α3
, (λ.( 2 Γ1

α1
1Γ2
α2

)Γ3
α3

)Γ4
α4
}. Usando as regras da Tabela 4.1.1 tem-se a redução:



4.1 Tipagem principal para o sistema λ→dB 70

(Var) 〈〈R ∪ { 1Γ
α }, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ = α.Γ′}〉〉, onde Γ′ é uma v.c. nova;

(Varn) 〈〈R ∪ {nΓ
α }, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ = α′1. · · · .α′n−1.τ.Γ

′}〉〉, onde α′1, . . . , α
′
n−1 e

Γ′ são v.t.s e v.c. novas

(Lambda) 〈〈R ∪ {(λ.MΓ1
α1

)Γ2
α2
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {α2 = α∗ → α1,Γ1 = α∗.Γ2}〉〉, onde α∗ é uma

v.t. nova;

(App) 〈〈R ∪ {(MΓ1
α1
NΓ2
α2

)Γ3
α3
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = Γ2,Γ2 = Γ3, α1 = α2 → α3}〉〉

Tabela 4.1.1: Regras de inferência de tipos para o λdB-calculus

〈〈R0, ∅〉〉 →Varn

〈〈R1 = R0 r { 2Γ1
α1
}, E1 = {Γ1 = α′1.α1.Γ

′
1}〉〉 →Var

〈〈R2 = R1 r { 1Γ2
α2
}, E2 = E1 ∪ {Γ2 = α2.Γ

′
2}〉〉 →App

〈〈R3 = R2 r {( 2 Γ1
α1

1Γ2
α2

)Γ3
α3
}, E3 = E2 ∪ {Γ1 = Γ2,Γ2 = Γ3, α1 = α2→α3}〉〉 →Lambda

〈〈∅ = R3 r {(λ.( 2 Γ1
α1

1Γ2
α2

)Γ3
α3

)Γ4
α4
}, E4 = E3 ∪ {α4 = α∗1→α3,Γ3 = α∗1.Γ4}〉〉

Logo, E4 =Ef . Resolvendo as equações triviais sobre v.c., i.e. Γ1 =Γ2 =Γ3, e tomando

as variáveis com o menor subindice, tem-se {α1 = α2→α3, α4 = α∗1→α3,Γ1 = α′1.α1.Γ′1,Γ1 =

α2.Γ′2,Γ1 = α∗1.Γ4}. Simplificando, {α1 = α2→α3, α4 = α∗1→α3, α
′
1.α1.Γ′1 = α2.Γ′2 = α∗1.Γ4}.

A partir dessas equações obtém-se o unificador mais geral α4 =α2→α3 e Γ4 =(α2→α3).Γ′1,

para as variáveis de interesse. Como o contexto deve ser o mais curto posśıvel, Γ′1 =nil e

〈(α2→τ3).nil ` α2→τ3〉 é uma tipagem principal de M .

A partir da Definição 4.1.4 e pela unicidade das soluções retornadas pelo algoritmo de

inferência de tipos, deduz-se que λ→dB satisfaz a propriedade de PT. O teorema a seguir

afirma que todo termo tipável em λ→dB tem uma tipagem principal.

Teorema 4.1.6 (PT para o λ→dB): O sistema λ→dB satisfaz a propriedade de tipagem

principal.

Demonstração. Seja M ∈ ΛdB qualquer e M ′ sua versão decorada.

Seja R0 o conjunto de todos os subtermos de M ′. Iniciando com o par 〈〈R0, ∅〉〉 e

aplicando as regras de inferência da Tabela 4.1.1 obtém-se um par final após um número

finito de passos, pois após cada aplicação o número de elementos do conjunto de subtermos

decorados é decrementado. Pela unicidade na decomposição em subtermos, só é posśıvel

aplicar uma única regra em cada elemento de R0. Logo, o processo termina com um

par 〈〈∅, Ef〉〉, onde Ef é um conjunto de equações de primeira ordem sobre variáveis de
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contexto e de tipo, que estão de acordo com a regras de tipagem de λ→dB. Um algoritmo

de unificação de primeira ordem adequado, e.g. veja [85], é então aplicado. Pela correção,

completitude e unicidade da unificação de primeira ordem, tem-se que o algoritmo vai

retornar um mgu se M é tipável. Caso contrário, o algoritmo retorna que não existe um

unificador. Consequentemente, o sistema λ→dB satisfaz PT.

4.2 Tipagem principal para o λse
→, o λse com tipos

simples

A Figura 4.2.1 contém as regras de λse
→, introduzidas na Definição 3.2.14.

(Var)
1 :〈τ.Γ ` τ〉

(Varn)
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈σ.Γ ` τ〉

(Lambda)
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉
(App)

M :〈Γ ` σ→τ〉 N :〈Γ ` σ〉
(M N) :〈Γ ` τ〉

(Phi)
M :〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉

ϕikM :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| ≤ k+i−1

(Sigma)
N :〈Γ≥i ` ρ〉 M :〈Γ<i.ρ.Γ≥i ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| ≥ i−1

Figura 4.2.1: O sistema λse
→

A lei de redundância para o λse
→ é da mesma forma que para o λ→dB, adicionando tipos

ao final do contexto, de onde tem-se o seguinte lema.

Lema 4.2.1 (Redundância para λse
→): A regra (λse-weak) abaixo é dedut́ıvel no

sistema λse
→.

M :〈Γ ` τ〉
M :〈Γ.σ ` τ〉

(λse-weak).

Demonstração. Indução na estrutura de M . Seja σ∈S, qualquer.

• M ≡ n: Seja n : 〈Γ ` τ〉. Como a adição de tipos ao final de Γ não altera a

designação de tipo de nenhum ı́ndice livre, tem-se trivialmente que n :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ (M1 M2): Seja (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Por (App), M1 : 〈Γ ` ρ→τ〉 e M2 : 〈Γ ` ρ〉,

para algum ρ ∈ S. Por HI, M1 : 〈Γ.σ ` ρ→τ〉 e M2 : 〈Γ.σ ` ρ〉, logo, por (App),
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(M1 M2) :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ λ.N : Seja λ.N : 〈Γ ` τ〉. Por (Lambda), N : 〈τ1.Γ ` τ2〉, onde τ = τ1→ τ2. Por

HI, N :〈τ1.Γ.σ ` τ2〉, logo, por (Lambda), λ.N :〈Γ.σ ` τ〉

• M ≡ M1σ
iM2: Seja M1σ

iM2 : 〈Γ ` τ〉. Por (Sigma), M2 : 〈Γ≥i ` ρ〉 e M1 :

〈Γ<i.ρ.Γ≥i ` τ〉, para algum ρ∈S. Por HI, M2 :〈Γ≥i.σ ` ρ〉 e M1 :〈Γ<i.ρ.Γ≥i.σ ` τ〉,

logo, por (Sigma), M1σ
iM2 :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ ϕikN : Seja ϕikN : 〈Γ ` τ〉. Por (Phi), N : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉. Por HI, N :

〈Γ≤k.Γ≥k+i.σ ` τ〉, logo, por (Phi), ϕikN :〈Γ.σ ` τ〉.

Assim, a definição de tipagem principal em λse
→ é a mesma de λ→dB.

Definição 4.2.2 (Tipagem principal em λse
→): Uma tipagem principal de um

termo M em λse
→ é uma tipagem Θ = 〈Γ ` τ〉 tal que:

1. λse
→ 
M : Θ

2. Se λse
→ 
 M : Θ′ para alguma tipagem Θ′ = 〈Γ′ ` τ ′〉, então existe uma substitui-

ção s tal que s(Γ) = Γ′≤|Γ|.nil e s(τ) = τ ′.

Teorema 4.2.3 (Correspondência para λse
→): Uma tipagem Θ é principal em λse

→

de acordo com a Definição 4.2.2 se, e somente se, Θ é principal em λse
→ de acordo com

a Definição 2.2.2.

A prova do Teorema 4.2.3 é uma extensão direta da prova do Teorema 4.1.5, sendo

apresentada na Seção 4.4.

A seguir apresentamos o algoritmo de inferência de tipos para o λse-calculus, similar

ao introduzido em [4]. O algoritmo é composto das regras da Tabela 4.1.1 acrescentado

das regras da Tabela 4.2.1.

Analogamente ao algoritmo anterior, as regras da Tabela 4.2.1 foram desenvolvidas de

acordo com as regras de tipagem da Figura 3.2.14. O termo decorado associado ao termo

M , denotado por M ′, tem uma sintaxe próxima a dos termo decorados em λdB: todo

subtermo de M é decorado com uma variável de tipo e de contexto. As regras são então

aplicadas a pares na forma 〈〈R,E〉〉, iniciando de 〈〈R0,∅〉〉, como feito para o λ→dB.
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(Sigma) 〈〈R ∪ {(MΓ1
α1
σiNΓ2

α2
)Γ3
α3
}, E〉〉 →

〈〈R,E ∪ {α1=α3,Γ1=α′1. · · · .α′i−1.α2.Γ2,Γ3=α′1. · · · .α′i−1.Γ2}〉〉,
onde α′1, . . . , α

′
i−1 são v.t. novas e a sequência é vazia se i = 1;

(Phi) 〈〈R ∪ {(ϕikMΓ1
α1

)Γ2
α2
}, E〉〉 →

〈〈R,E ∪ {α1 = α2,Γ2 = α′1. · · · .α′k+i−1.Γ
′,Γ1 = α′1. · · · .α′k.Γ′}〉〉,

onde Γ′ e α′1, . . . , α
′
k+i−1 são v.c. e v.t.s novas. Se k+i−1=0

ou k=0, então as sequências α′1, . . . , α
′
k+i−1 e α′1, . . . , α

′
k, res-

pectivamente, são vazias

Tabela 4.2.1: Regras de inferência de tipos para o λse-calculus

Exemplo 4.2.1: Para M = λ.(( 1σ2 2 ) (ϕ2
0 2 )), obtém-se o R0 correspondente ao M ′ =

(λ.(( 1Γ1
α1
σ2 2Γ2

α2
)Γ3
α3

(ϕ2
0 2Γ4

α4
)Γ5
α5

)Γ6
α6

)Γ7
α7

. Então, aplicando as regras das Tabelas 4.1.1 e 4.2.1

ao par 〈〈R0, ∅〉〉, obtém-se o par 〈〈∅, Ef〉〉. Simplificando Ef , similarmente ao executado no

Exemplo 4.1.1, tem-se o sistema de equações a partir do qual o m.g.u α7 = (α2→α6)→α6

e Γ7 = α′1.α2.Γ
′
2 são obtidos, para as variáveis de interesse.

Teorema 4.2.4 (PT para o λse
→): O sistema λse

→ satisfaz a propriedade de tipagem

principal.

Demonstração. Análoga a prova do Teorema 4.1.6, com aplicação das Tabelas 4.1.1 e

4.2.1.

4.3 Tipagem principal para o λσ→, o λσ com tipos

simples

A Figura 4.3.1 contém as regras de inferência de λse, como apresentas na Definição 3.3.9.

O conceito de tipagem para λσ→ tem que ser adaptado porque a expressão da classe de

substituições é decorada com variáveis de contexto como seus respectivos tipos e contextos.

Assim, diz-se que Θ = 〈Γ I T〉 é uma tipagem de uma expressão em λσ→, onde T pode

ser tanto um tipo quanto um contexto. Se a expressão analisada corresponde a um termo

do λ-calculus, a noção de tipagem corresponde a noção em λ→dB.

Para a introdução de uma lei de redundância para o λσ→, algumas definições e lemas

auxiliares são necessários.
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(var)
1 :〈τ.Γ ` τ〉

(lambda)
M :〈σ.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` σ→τ〉

(app)
M1 :〈Γ ` σ→τ〉 M2 :〈Γ ` σ〉

(M1 M2) :〈Γ ` τ〉
(clos)

S :〈ΓB Γ′〉 M :〈Γ′ ` τ〉
M [S] :〈Γ ` τ〉

(id)
id :〈ΓB Γ〉

(shift)
↑ :〈τ.ΓB Γ〉

(cons)
M :〈Γ ` τ〉 S :〈ΓB Γ′〉

M.S :〈ΓB τ.Γ′〉
(comp)

S :〈ΓB Γ′〉 S ′ :〈Γ′ B Γ′′〉
S ′ ◦ S :〈ΓB Γ′′〉

Figura 4.3.1: O sistema λσ→

Definição 4.3.1: Seja M uma expressão em λσ. Seja ‖ · ‖ : Λσ → N tal que:

‖(M N)‖ = ‖M‖+ ‖N‖ ‖ 1 ‖ = 0

‖λ.M‖ = ‖M‖ ‖id‖ = 0

‖M [S]‖ = ‖M‖+ ‖S‖ ‖↑‖ = 0

‖S ◦ T‖ = ‖S‖+ ‖T‖ ‖M.S‖ = 1 + ‖M‖+ ‖S‖

Lema 4.3.2: Seja S uma substituição em λσ. Se ‖S‖ = 0 e S : 〈Γ B Γ′〉, então S :

〈Γ.σ B Γ′.σ〉.

Demonstração. Por indução na estrutura de S, onde ‖S‖ = 0.

• S ≡ id: Por (id) tem-se trivialmente que id :〈Γ.σ B Γ′.σ〉.

• S ≡↑: Seja ↑ :〈ΓB Γ′〉 onde, por (shift), Γ=τ.Γ′. Assim, ↑ :〈Γ.σ B Γ′.σ〉.

• S ≡ S1◦S2: Seja S1 ◦ S2 :〈ΓBΓ′〉. Por (comp) tem-se que S2 :〈ΓBΓ′′〉 e S1 :〈Γ′′BΓ′〉,

para algum contexto Γ′′. Por HI tem-se S2 : 〈Γ.σ B Γ′′.σ〉 e S1 : 〈Γ′′.σ B Γ′.σ〉, logo,

por (comp), S1 ◦ S2 :〈Γ.σ B Γ′.σ〉.

Lema 4.3.3: Seja M um termo em λσ. Se ‖M‖ = 0 e M :〈Γ ` τ〉, então M :〈Γ.σ ` τ〉.

Demonstração. Por indução na estrutura de M , onde ‖M‖ = 0.

• M ≡ 1: Seja 1 : 〈Γ ` τ〉. Por (var) tem-se que Γ= τ.Γ′, para qualquer contexto Γ′.

Logo, tem-se trivialmente que 1:〈Γ.σ ` τ〉.
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• M ≡ (M1 M2): Seja (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Por (app), M1 : 〈Γ ` ρ→τ〉 e M2 : 〈Γ ` ρ〉

para algum ρ ∈ S. Por HI, M1 : 〈Γ.σ ` ρ→τ〉 e M2 : 〈Γ.σ ` ρ〉 logo, por (app),

(M1 M2) :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ λ.N : Seja λ.N :〈Γ ` τ〉. Por (lambda), N :〈ρ.Γ ` τ ′〉, onde τ=ρ→τ ′. Por HI,

N :〈ρ.Γ.σ ` τ ′〉 logo, por (lambda), λ.N :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ N [S]: Seja N [S] : 〈Γ ` τ〉. Por (clos), S : 〈Γ B Γ′〉 e N : 〈Γ′ ` τ〉, para algum

contexto Γ′. Como ‖N [S]‖ = ‖N‖ + ‖S‖ = 0, pelo Lema 4.3.2, S : 〈Γ.σ B Γ′.σ〉 e,

por HI, N :〈Γ′.σ ` τ〉. Assim, por (clos), N [S] :〈Γ.σ ` τ〉.

Lema 4.3.4 (Redundância para λσ→): Sejam M um termo e S uma substituição,

ambos em λσ, e σ ∈S, qualquer. Se M : 〈Γ ` τ〉, então M : 〈Γ.σ ` τ〉. Similarmente, se

S : 〈Γ B Γ′〉, então S : 〈Γ.σ B Γ′.σ〉. Portanto, as regras (λσ-tweak) e (λσ-sweak) abaixo

são dedut́ıveis no sistema λσ→.

M :〈Γ ` τ〉
M :〈Γ.σ ` τ〉

(λσ-tweak)
S :〈ΓB Γ′〉

S :〈Γ.σ B Γ′.σ〉
(λσ-sweak)

Demonstração. Por indução na estrutura de M , com subindução em ‖ ·‖, tendo os Lemas

4.3.2 e 4.3.3 como base de indução (BI).

• M ≡ 1: Seja 1 :〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 4.3.3, 1 :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ (M1 M2): Seja (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Por (app) tem-se que M1 : 〈Γ ` ρ→τ〉 e

M2 : 〈Γ ` ρ〉, para algum ρ ∈ S. Por IH na estrutura tem-se M1 : 〈Γ.σ ` ρ→τ〉 e

M2 :〈Γ.σ ` ρ〉 logo, por (app), (M1 M2) :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ λ.N : Seja λ.N :〈Γ ` τ〉. Por (lambda), N :〈ρ.Γ ` τ ′〉, onde τ=ρ→τ ′. Por HI,

N :〈ρ.Γ.σ ` τ ′〉 logo, por (lambda), λ.N :〈Γ.σ ` τ〉.

• M ≡ N [S]: Seja N [S] : 〈Γ ` τ〉. Por (clos), S : 〈Γ B Γ′〉 e N : 〈Γ′ ` τ〉, para

algum contexto Γ′. Por HI, N : 〈Γ′.σ ` τ〉. A substituição S deve ser analisada. Se

‖N‖ > 0, então ‖N [S]‖ > ‖S‖, logo por IH em ‖ · ‖ tem-se que S : 〈Γ.σ B Γ′.σ〉.

Senão, para ‖N‖ = 0 tem-se:

- Se ‖S‖ = 0, então o Lema 4.3.2 pode ser aplicado.
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- Caso contrário, S≡N ′.S ′ ou S≡S1 ◦ S2. Se S≡N ′.S ′ então por (cons) tem-se

que N ′ : 〈Γ ` ρ〉 e S ′ : 〈Γ B Γ′′〉, onde Γ′ = ρ.Γ′′. Como ‖N ′‖, ‖S ′‖ < ‖S‖ =

‖N [S]‖, por HI em ‖ · ‖ tem-se que N ′ : 〈Γ.σ ` ρ〉 e S ′ : 〈Γ.σ B Γ′′.σ〉. Assim,

por (cons), N ′.S ′ : 〈Γ.σ B Γ′.σ〉. Se S ≡ S1 ◦ S2, então por (comp) tem-se que

S2 : 〈ΓB Γ′′〉 e S1 : 〈Γ′′ B Γ′〉, para algum contexto Γ′′. Se ‖S1‖, ‖S2‖ > 0 então

o resultado vale, por indução em ‖ · ‖. Caso contrário, pelo menos uma das

substituições tem ‖·‖ maior do que 0. Usando indução na estrutura de S, onde

‖S‖>0, o resultado é valido. Assim, S2 :〈Γ.σ B Γ′′.σ〉 e S1 :〈Γ′′.σ B Γ′.σ〉 logo,

por (comp), S1 ◦ S2 :〈Γ.σ B Γ′.σ〉.

Finalmente, por (clos) tem-se que N [S] :〈Γ.σ ` τ〉.

O Lema 4.3.4 acima e as substituições de tipos nos permitem apresentar uma definição

de PT em λσ→.

Definição 4.3.5 (Tipagem principal em λσ→): Uma tipagem principal de uma

expressão M em λσ→ é uma tipagem Θ = 〈Γ I T〉 tal que:

1. λσ→ 
M : Θ

2. Se λσ→ 
M : Θ′ para alguma tipagem Θ′ = 〈Γ′ I T′〉, então existe uma substitui-

ção s tal que s(Γ) = Γ′≤|Γ|.nil e se T é um tipo, s(T) = T′, senão s(T) = T′≤|T|.nil.

Deve-se então verificar se esta definição de PT para λσ→ tem correspondência com a

definição independente de sistemas de Wells em [103].

Teorema 4.3.6 (Correspondência para λσ→): Uma tipagem Θ é principal em λσ→

de acordo com a Definição 4.3.5 se, e somente se, Θ é principal em λσ→ de acordo com a

Definição 2.2.2.

A despeito do conceito de tipagem ter sido estendido a fim de incluir a classe de

substituições, a técnica usada para provar o Teorema 4.3.6 coincide com as técnicas apli-

cadas nas provas dos Teoremas 4.1.5 e 4.2.3. Assim, as três provas são amalgamadas e

apresentadas na Seção 4.4.

Apresentamos a seguir o algoritmo de inferência de tipos, para verificar se λσ→ tem

PT de acordo com a Definição 4.3.5. Assim, dado uma expressão M , trabalharemos com
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sua versão decorada M ′ onde o tipo das substituições também é um contexto. A mesma

sintaxe de [14] para expressões decoradas é adotada.

(Var) 〈〈R ∪ { 1Γ
α }, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ = α.Γ′}〉〉, onde Γ′ é v.c. nova;

(Lambda) 〈〈R ∪ {(λ.MΓ1
α1

)Γ2
α2
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {α2 = α∗→α1,Γ1 = α∗.Γ2}〉〉,

onde α∗ é v.t. nova;

(App) 〈〈R ∪ {(MΓ1
α1
NΓ2
α2

)Γ3
α3
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = Γ2,Γ2 = Γ3, α1 = α2→α3}〉〉

(Clos) 〈〈R ∪ {(MΓ1
α1

[SΓ2
Γ3

])Γ4
α2
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = Γ3,Γ2 = Γ4, α1 = α2}〉〉

(Id) 〈〈R ∪ {idΓ1
Γ2
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = Γ2}〉〉

(Shift) 〈〈R ∪ {↑Γ1
Γ2
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = α′.Γ2}〉〉, onde α′ é v.t. nova;

(Cons) 〈〈R ∪ {(MΓ1
α1
.SΓ2

Γ3
)Γ4
Γ5
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = Γ2,Γ2 = Γ4,Γ5 = α1.Γ3}〉〉

(Comp) 〈〈R ∪ {(SΓ1
Γ2
◦ S′Γ3

Γ4
)Γ5
Γ6
}, E〉〉 → 〈〈R,E ∪ {Γ1 = Γ4,Γ2 = Γ6,Γ3 = Γ5}〉〉

Tabela 4.3.1: Regras de inferência de tipo para o λσ-calculus

As regras de inferência na Tabela 4.3.1 estão de acordo com as regras de tipagem do

sistema λσ→, apresentadas na Figura 3.3.9.

Analogamente aos algoritmos anteriores, as regras da Tabela 4.3.1 são aplicadas a pares

〈〈R,E〉〉, onde R é um conjunto de subexpressões de M ′ e E um conjunto de equações

sobre as variáveis de tipo e contexto.

Exemplo 4.3.1: Para M ≡ ( 2 .id) ◦ ↑ tem-se que M ′ = ((( 1Γ1
α1

[↑Γ2
Γ3

])Γ4
α2
.idΓ5

Γ6
)Γ7
Γ8
◦ ↑Γ9

Γ10
)Γ11
Γ12

.

Então, R0 = {( 1Γ1
α1

[↑Γ2
Γ3

])Γ4
α2
, (( 1Γ1

α1
[↑Γ2

Γ3
])Γ4
α2
.idΓ5

Γ6
)Γ7
Γ8
, ((( 1Γ1

α1
[↑Γ2

Γ3
])Γ4
α2
.idΓ5

Γ6
)Γ7
Γ8
◦ ↑Γ9

Γ10
)Γ11
Γ12
, 1Γ1

α1
, ↑Γ2

Γ3
, ↑Γ9

Γ10

, idΓ5
Γ6
}. Aplica-se as regras da Tabela 4.3.1 ao par 〈〈R0, ∅〉〉 até obter o par 〈〈∅, Ef〉〉.

Simplificando Ef a exemplo do feito no Exemplo 4.1.1, obtém-se o conjunto de equações

{α1 =α2,Γ11 =Γ12 =α2.Γ2,Γ2 =α′1.Γ1,Γ1 =α1.Γ′1}. A partir deste sistema de equações tem-

se o m.g.u. Γ11 =Γ12 =α1.α
′
1.α1.Γ

′
1, para as variáveis de interesse. Assim, 〈α1.α

′
1.α1.nil B

α1.α
′
1.α1.nil〉 é uma tipagem principal de M em λσ→.

Teorema 4.3.7 (PT para o λσ→): O sistema λσ→ satisfaz a propriedade de tipagem

principal.
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Demonstração. Análoga à prova do Teorema 4.1.6, com aplicação da Tabela 4.3.1.

4.4 Prova de correspondência

Nesta seção será apresentada uma prova que combina as provas de correspondência entres

as definições de tipagem principal espećıficas dos sistemas λ→dB, λse
→ e λσ→ com a definição

geral de Wells, como afirmado nos Teoremas 4.1.5, 4.2.3 e 4.3.6, respectivamente.

Demonstração. As provas utilizam a mesma técnica da prova apresentada por Wells em

[103] para a correspondência das Definições 2.2.2 e 2.3.14. A prova para o λσ→ tem

uma adaptação para tratar também de substituições. Seja u ∈ {λdB, λse, λσ} e Ou o

operador para atualização de ı́ndices de cada cálculo. Em outras palavras, OλdB(M) =

M+, Oλse(M) = ϕ2
0M e Oλσ(M) = M [↑]. Seja O1

u = Ou e On+1
u (M) = Ou(Onu (M)). Para

τ ∈S, seja TV (τ) o conjunto das variáveis de tipo que ocorrem em τ . Abreviaremos 1 [↑n]

com n+1.

Demonstração de ⇒ : Seja Θu = 〈Γu ` τu〉 uma PT de um termo Mu, de acordo às

Definições 4.1.4, 4.2.2 e 4.3.5 e Θ′u = 〈Γ′u ` τ ′u〉 uma tipagem de Mu em u→. A partir

da definição de PT para cada sistema, existe uma substituição de tipos s tal que s(Γu)=

(Γ′u)≤|Γu|.nil e s(τu)=τ ′u. Tem-se que u→ 
M : Θu implica u→ 
M : s(Θu), para qualquer

substituição de tipos s. Portanto, Θu ≤u→ s(Θu). Com as leis de redundância admisśıveis

em cada sistema ((λdB-weak), (λse-weak) e (λσ-tweak)), tem-se que s(Θu) ≤u→ Θ′u.

Assim, Θu é PT de Mu em u→ de acordo com a Definição 2.2.2.

A demonstração para uma substituição S em λσ com PT Θ = 〈Γ B ∆〉 de acordo a

Definição 4.3.5 e uma tipagem Θ′ = 〈Γ′ B∆′〉 é similar a demonstração para termos em

λσ, aplicando a lei de redundância apropriada, (λσ-sweak).

Demonstração de ⇐ : Seja Θu = 〈Γu ` τu〉 uma PT de um termo Mu, de acordo

às Definições 4.1.4, 4.2.2 e 4.3.5 e Θ′u = 〈Γ′u ` τ ′u〉 uma tipagem de Mu em u→ que não

seja PT de acordo com tais definições. Então, existe uma substituição de tipos s tal

que s(Γu) = (Γ′u)≤|Γu|.nil e s(τu) = τ ′u e não existe uma substituição de tipos s′ tal que

s′(Γ′u) = (Γu)≤|Γ′u|.nil e s′(τ ′u) = τu.

1. Se s(Γu) 6= Γ′u, então mu = |Γu| < |Γ′u|. Seja Nu =(λ.Ou(Mu) mu+1 ).
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2. Se s(Γu) = Γ′u, seja α∈A. Defina as funções φu
1 e φu

2 por:

φu
1(α, α) = λ.λ.

(
1 ( 2 4 ) ( 2 3 )

)
φu

1(σ→τ, α) =

{
λ.λ.

(
1 ( 3 2 ) (O3

u(λ.φu
1(σ, α)) 2 )

)
, se α∈TV (σ)

λ.
(
O2

u(λ.φu
1(τ, α)) ( 2 1 )

)
, c.c.

φu
2(α, α) = λ.λ.

(
1 ( 2 3 ) ( 2 4 )

)
φu

2(σ→τ, α) =

{
λ.λ.

(
1 ( 4 2 ) (O2

u(λ.φu
1(σ, α)) 2 )

)
, se α∈TV (σ)

λ.
(
Ou(λ.φu

1(τ, α)) ( 3 1 )
)
, c.c.

(a) Suponha que s(αu) não seja uma variável de tipo, para αu ∈ TV (Θu)

i. Suponha que αu∈TV (τu). Seja

Nu =
(
λ.
(
λ.2 λ.(Ou(λ.φu

2(τu, αu)) λ.2 )
)
Mu

)
ii. Suponha que αu∈TV ((Γu)iu). Seja

Nu =
(
λ.Ou(Mu) λ.(λ.λ.φu

2((Γu)iu , αu) iu+1 λ.2 )
)

(b) Suponha que s(α1
u) = s(α2

u) = β para α1
u, α

2
u ∈ TV (Θu), distintas.

i. Suponha que αju ∈ TV ((Γu)iu,j) para j ∈ {1, 2}. Seja

Pu = λ.λ.
(

1 Ou(P 1
u ) Ou(P 2

u )
)

onde P j
u =

(
λ.φu

1((Γu)iu,j , α
j
u) iu,j+1

)
. Seja então Nu =

(
λ.λ.2 Mu Pu

)
ii. Suponha que α1

u ∈ TV ((Γu)iu) e α2
u ∈ TV (τu). Seja

Pu = λ.λ.
(

1
(
Ou(λ.φu

1((Γu)iu , α
1
u)) iu+3

)
Ou(φu

2(τu, α
2
u))
)

e Nu =
(
λ.(λ.2 Pu)Mu

)
iii. Suponha que αiu ∈ TV (τu) para i ∈ {1, 2}. Seja

Pu = λ.λ.
(

1Ou(φu
2(τu, α

1
u)) Ou(φu

2(τu, α
2
u))
)

e Nu =
(
λ.(λ.2 Pu)Mu

)
Então, Nu ∈ Termosu→(Θ′u)r Termosu→(Θu). Portanto, Θ′u �u→ Θu.

Consequentemente, se Θ′u não é PT de acordo com as Definições 4.1.4, 4.2.2 e 4.3.5, então

Θ′u não é PT de acordo com a Definição 2.2.2.
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Seja S uma substituição em λσ e Θ = 〈ΓB∆〉 uma PT de S de acordo à Definição 4.3.5,

e Θ′ = 〈Γ′ B∆′〉 uma tipagem de S em λσ→ que não é PT de acordo com essa definição.

Então existe uma substituição de tipos s tal que s(Γ) = Γ′≤|Γ|.nil e s(∆) = ∆′≤|∆|.nil e

não existe uma substituição s′ tal que s′(Γ′) = Γ≤|Γ′|.nil e s′(∆′) = ∆≤|∆′|.nil.

1. Suponha que s(Γ) 6= Γ′. Então, m = |Γ| < |Γ′|. Sejam Si = ( 1. 2. · · ·.m+1.↑m+1) e

T = S ◦ Si

2. Caso contrário, s(Γ) = Γ′. Sejam φ1 e φ2 as funções φλσ1 e φλσ2 definidas acima,

respectivamente.

(a) Suponha que s(α) não é uma variável de tipo, para α ∈ TV (Θ)

i. Suponha que α∈TV (∆i). Seja N =
(
λ.
(
λ.2 λ.((λ.φ2(∆i, α))[↑] λ.2 )

)
i
)

e seja S ′i = ( 1. 2. · · ·. i−1.N.↑i). Seja então, T = S ′i ◦ S.

ii. Suponha que α∈TV (Γi). Sejam N e S ′i como acima. Então, seja T =S◦S ′i.

(b) Suponha que s(α1) = s(α2) = β para α1, α2 ∈ TV (Θ), distintas.

i. Suponha que αj ∈TV (Γij) para j∈{1, 2}. Seja Pj =
(
λ.φ1(Γij , αj) ij+1

)
e P = λ.λ.

(
1 P1[↑]P2[↑]

)
. Seja Nj =

(
λ.λ.2 ij P

)
, onde j ∈ {1, 2} e seja

Sij =( 1. 2. · · ·. ij−1.Nj.↑ij). Seja então T = S ◦ Si1 ou T = S ◦ Si2 .

ii. Suponha que αj ∈ TV (∆ij), j ∈ {1, 2}. Seja Pj =
(
λ.φ1(∆ij , αj) ij+1

)
.

Então, para P , Nj e Sij como definidos acima, seja T = Sij ◦ S.

iii. Suponha que α1∈TV (Γi) e α2∈TV (∆j). Seja N =
(
λ.(λ.2 P ) j[S]

)
, onde

P = λ.λ.
(

1
(
(λ.φ1(Γi, α1))[↑] i+3

)
φ2(∆j, α2)[↑]

)
Então, seja T =

(
1[S]. 2[S]. · · · . j − 1[S].N.(↑j ◦S)

)
.

Assim, T ∈ Termosλσ→(Θ′)r Termosλσ→(Θ). Portanto, Θ′ �λσ→ Θ.

Consequentemente, se uma tipagem Θ′ de uma substituição em λσ não é PT de acordo à

Definição 4.3.5, então Θ′ não é PT de acordo à Definição 2.2.2.



Caṕıtulo 5

Tipos com interseção para o
λdB-calculus

Apresentamos neste caṕıtulo a versão à la de Bruijn de dois sistemas de IT. Na Seção 5.1

apresentamos o sistema baseado no sistema de E. Sayag e M. Mauny em [37]. O sistema

de tipos é apresentado como em [38], onde os autores tentam estender os resultados para

formas β-normais de [37] para qualquer termo que possua formas β-normais. Na Seção

5.2 apresentamos o sistema baseado no sistema de F. Kamareddine e K. Nour em [56]. O

sistema da segunda seção, juntamente com a propriedade de SR, foi o primeiro sistema

de IT proposto para o λdB-calculus [98]. Porém, devido a presença de uma relação de

subtipos, o sistema perde a propriedade de relevância satisfeita no sistema de Kamareddine

e Nour. Assim, estudamos a versão à la de Bruijn do sistema em [37], sendo este sistema

a base para os sistemas de IT propostos aos cálculos de ES estudados.

O sistema de [37] foi originalmente introduzido para caracterizar sintaticamente PT de

formas β-normais e, por ser um versão mais restrita dos sistemas apresentados em [95], é

o primeiro passo na direção a proposta de sistemas de IT para λσ e λse. A caracterização

de PT para formas β-normais em λdB é apresentada no Caṕıtulo 6.

5.1 O sistema λSMdB

O conjunto T de tipos atribúıdos aos termos nesse sistema é o mesmo conjunto do sistema

λSM , descrito na Seção 2.5.1. A seguir, definimos este conjunto de uma maneira similar

aos conjuntos T e U de λu.

81
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Definição 5.1.1: 1. Seja A o conjunto de variáveis de tipo. O conjunto T de tipos

com interseção restrita é definido por:

τ, σ ∈ T ::= A |U→T u ∈ U ::= ω | U ∧ U | T

Os tipos são considerados módulo comutatividade, associatividade e ω o elemento

neutro de ∧.

2. Os contextos de tipo são sequênciais, definidos para u ∈ U da forma: Γ ::= nil |u.Γ.

O contexto omega ω n denota a sequência ω.ω. · · · .ω.nil de comprimento n. Seja

ω 0 .Γ = Γ.

A extensão de ∧ para contextos é tal que nil é o elemento neutro e (u1.Γ)∧(u2.∆) =

(u1 ∧ u2).(Γ ∧∆). Assim, ∧ é comutativa e associativa para contextos.

3. Seja u′ v u se existe v tal que u=u′ ∧ v e u′ @ u se v 6= ω.

Seja Γ′ v Γ se existe um contexto ∆ tal que Γ = Γ′ ∧ ∆, onde tanto Γ′ quanto ∆

não são contextos omegas, e Γ′ @ Γ se ∆ 6= nil. Seja tal ∆ denotado por Γ/Γ′.

O lema a seguir mostra que os conjuntos T e U definidos acima são equivalentes aos

conjuntos correspondentes definidos em [37], descritos na Seção 2.5.1.

Lema 5.1.2: 1. Se u∈U , então u=ω ou u=∧ni=1τi n>0 e ∀ 1≤ i≤n, τi∈T .

2. Se τ ∈T , então τ=α, τ = ω→σ ou τ = ∧ni=1τi→σ, onde n > 0 e σ, τ1, . . . , τn ∈ T .

Demonstração. 1. Por indução em u∈U .

2. Por indução em τ ∈T , com o Lema 5.1.2.1.

Algumas propriedades de contextos e a respectiva extensão de ∧ seguem de suas defi-

nições.

Lema 5.1.3: Sejam Γ1, . . . ,Γm contextos diferentes de nil:

1. Γ1 ∧ · · · ∧ Γm = (Γ1
1 ∧ · · · ∧ Γm1 ).(Γ1

>1 ∧ · · · ∧ Γm>1).

2. Se i ≤ min(|Γ1|, . . . , |Γm|), então (Γ1 ∧ · · · ∧ Γm)i = Γ1
i ∧ · · · ∧ Γmi .

Senão, (Γ1 ∧ · · · ∧ Γm)i = Γj1i ∧ · · · ∧ Γjki , onde k ≤ m e ∀1≤ l≤k, Γjli ∈ U .
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3. (Γ1∧· · · ∧ Γm)<i = Γ1
<i∧· · · ∧ Γm<i. Observe que se i ≥ |Γj| então (Γ1∧· · · ∧ Γm)<i =

Γ1
<i ∧ · · · ∧ Γj ∧ · · · ∧ Γm<i. Tem-se propriedades similares para (Γ ∧∆)≤i.

4. (Γ1∧· · · ∧ Γm)>i = Γ1
>i∧· · · ∧ Γm>i. Observe que se i ≥ |Γj| então (Γ1∧· · · ∧ Γm)>i =

Γ1
>i ∧ · · · ∧ Γj−1

>i ∧ Γj+1
>i ∧ · · · ∧ Γm>i. Tem-se propriedades similares para (Γ ∧∆)≥i.

5. (Γ1 ∧ · · · ∧ Γm)<i.(Γ
1 ∧ · · · ∧ Γm)>i = (Γ1

<i.Γ
1
>i) ∧ · · · ∧ (Γm<i.Γ

m
>i).

6. |Γ1 ∧ · · · ∧ Γm| = max(|Γ1|, . . . , |Γm|).

Definição 5.1.4 (Os sistemas λSMdB /λSMr
dB ):

1. As regras de tipagem do sistema λSMdB são dadas a seguir:

1 :〈τ.nil ` τ〉
var

M :〈u.Γ ` τ〉
λ.M :〈Γ ` u→τ〉

→i

n :〈Γ ` τ〉
n+1:〈ω.Γ ` τ〉

varn
M :〈nil ` τ〉

λ.M :〈nil ` ω→τ〉
→′i

M1 :〈Γ ` ω→τ〉 M2 :〈∆ ` σ〉
(M1 M2) :〈Γ ∧∆ ` τ〉

→′e

M1 :〈Γ ` ∧ni=1σi→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉
(M1 M2) :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉

→e

2. O sistema λSMrdB é obtido de λSMdB , trocando a regra var pela regra:

1 :〈σ1 → · · · → σn→α.nil ` σ1 → · · · → σn→α〉 (n ≥ 0) varr

A regra de inferência varn permite a construção dos contextos sequenciais. Observe

que, ao invés da introdução de tipos quaisquer como na regra para o sistema λ→dB, a

introdução é restrita ao ω, que nesse sistema pode ser interpretado como a interseção

vazia. Dessa forma, restringimos as designações de tipos somente aos ı́ndices que ocorrem

livre no termo correpondente. Essa é a caracteŕıstica principal de sistemas relevantes,

como descrito em [29]. Provamos a relevância para o sistema mais adiante.

Observe que o axioma var é restrito aos tipos em T e a introdução da interseção ocorre

nos contextos de tipos, através das regra →e e →′e. Para os tipos atribúıdos a termos,

apenas as regras →i e →′i introduzem os elementos do conjunto U , sempre a esquerda de
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→. Para o sistema λSMr
dB , os subtermos de tipos atribúıdos a termos que são elementos de

U são todos, e apenas, introduzidos pelas regras→i e→′i. O lema a seguir estabelece que

os tipos atribúıdos aos termos são os elementos de T , enquanto os tipos designados aos

ı́ndices são elementos de U .

Lema 5.1.5: Se M :〈Γ `λSMdB u〉, então u∈T , e ∀1 ≤ i ≤ |Γ|, Γi ∈ U sempre que Γ 6= nil.

Demonstração. Por indução na derivação M :〈Γ ` u〉.

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` u〉

n+ 1:〈ω.Γ ` u〉
. Por HI tem-se que u∈T e ∀1 ≤ i ≤ |Γ|, Γi ∈U . Note que

|ω.Γ| = n+1, (ω.Γ)1 = ω e ∀1 ≤ i ≤ n, (ω.Γ)i+1 = Γi.

• Seja
M :〈u.Γ ` v〉

λ.M :〈Γ ` u→v〉
. Por HI tem-se que v∈T e u∈U , então u→v∈T . Note que

Γ ≡ nil ou, por HI, ∀1 ≤ i ≤ |Γ|, (u.Γ)i+1 = Γi∈U .

• Seja
M :〈nil ` v〉

λ.M :〈nil ` ω→v〉
. Por HI tem-se que v∈T logo ω→v ∈ T .

• Seja
M1 :〈Γ ` ω→u〉 M2 :〈∆ ` v〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆ ` u〉
. Por HI, ω→u∈T , assim pelo Lema 5.1.2.2,

u ∈ T . Se Γ ∧ ∆ ≡ nil, nada há provar. Senão, seja 1 ≤ i ≤ |Γ ∧ ∆| e suponha

s.p.d.g. que i≤|Γ|, |∆|. Assim, (Γ∧∆)i = Γi∧∆i tal que, por HI, Γi,∆i ∈ U , então

Γi ∧∆i ∈ U .

• Seja
M1 :〈Γ ` ∧nk=1vk→u〉 M2 :〈∆1 ` v1〉 . . . M2 :〈∆n ` vn〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆n ` u〉
. Por HI, ∧nk=1vk→

u∈T , assim, pelo Lema 5.1.2.2, u∈T . Se Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆n ≡ nil, nada há provar.

Senão, se ∀1≤ k≤n, ∆k ≡ nil então Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆n = Γ e, por HI, o resultado

vale. Se |∆k| > 0 para algum 1≤ k ≤ n então seja ∆′ = ∆1∧ · · · ∧ ∆n. Suponha

s.p.d.g. que ∀1≤ k ≤ n, |∆k| > 0 e que possuem o mesmo comprimento. Assim,

para qualquer 1≤j≤|∆′|, ∆′j = ∆1
j∧ · · · ∧∆n

j e, por HI, ∆k
j ∈U para cada 1≤k≤n

logo ∆′j ∈ U . Se Γ ≡ nil, então Γ ∧ ∆′ = ∆′ e o resultado vale, caso contrário a

demonstração é análoga a anterior.

Lema 5.1.6: λSMdB é uma extensão própria de λSMrdB .
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Demonstração. Se M : 〈Γ `
λ
SMr
dB

τ〉 então tem-se M : 〈Γ `λSMdB τ〉, trivialmente. Como

um contra-exemplo para a equivalência, tome M ≡ ( 1 λ.1). Então tem-se que M :

〈τ ∧ (τ→τ)→β.nil `λSMdB β〉, para τ = α → α, e (τ ∧ (τ→τ) → β.nil, β) não é uma

tipagem de M em λSMrdB .

Portanto, as propriedades provadas para λSMdB também são válidas para λSMrdB .

5.1.1 Propriedades

O lema a seguir afirma que λSMdB é relevante de acordo à [29].

Lema 5.1.7 (Relevância para λSMdB ): Se M :〈Γ `λSMdB τ〉, então:

i) |Γ|=sup(M).

ii) ∀1≤ i≤|Γ|, Γi 6= ω sse i∈FI(M).

Demonstração. Por indução na derivação M :〈Γ ` u〉.

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, então |Γ|=1=sup( 1 ). Note que FI( 1 )={ 1 } e Γ1 =τ .

• Se
n :〈Γ ` τ〉

n+ 1:〈ω.Γ ` τ〉
, então por HI tem-se |Γ| = sup(n ) = n, Γn 6= ω e ∀1 ≤ i < n,

Γi = ω. Assim, |ω.Γ| = 1+ |Γ| = n+1 = sup(n+1 ), (ω.Γ)n+1 = Γn 6= ω, (ω.Γ)1 = ω

e ∀1 ≤ i < n, (ω.Γ)i+1 = Γi = ω.

• Seja
M :〈u.Γ ` σ〉

λ.M :〈Γ ` u→σ〉
. Por HI, |u.Γ| = sup(M) e ∀0 ≤ i ≤ sup(M)−1, (u.Γ)i+1 6=ω

sse i+1∈FI(M). Assim, sup(M) = 1+|Γ| > 0 e, pelo Lema 3.1.10.2, sup(λ.M) =

sup(M)− 1 = |Γ|. Pelo Lema 3.1.9.1, ∀1 ≤ i ≤ sup(λ.M), i ∈ FI(λ.M) sse

i+1∈FI(M). Assim, (u.Γ)i+1 =Γi 6= ω sse i∈FI(λ.M).

• Seja
M :〈nil ` σ〉

λ.M :〈nil ` ω→σ〉
. Por HI tem-se que |nil|= sup(M) = 0. Assim, pelo Lema

3.1.10.2, sup(λ.M)=sup(M)= |nil|. Note que FI(M)=FI(λ.M)=∅.

• Seja
M1 :〈Γ ` ω→τ〉 M2 :〈∆ ` σ〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆ ` τ〉
. Por HI, |Γ|=sup(M1) onde ∀1≤ i≤|Γ| tem-

se Γi 6= ω sse i∈FI(M1), |∆| = sup(M2) onde ∀1 ≤ j ≤ |∆| tem-se ∆j 6= ω sse j∈

FI(M2). Pelo Lema 3.1.10.1 tem-se que sup(M1 M2) = max(sup(M1), sup(M2)) =
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max(|Γ|, |∆|) = |Γ ∧ ∆|. Seja 1≤ l≤ |Γ ∧ ∆| e suponha s.p.d.g. que l ≤ |Γ|, |∆|.

Assim, (Γ∧∆)l = Γl∧∆l 6=ω sse Γl 6=ω ou ∆l 6=ω sse l∈FI(M1) ou l∈FI(M2) sse l∈

FI(M1) ∪ FI(M2)=FI(M1 M2).

• Seja
M1 :〈Γ ` ∧nk=1σk→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆n ` τ〉
. Por HI tem-se que

|Γ| = sup(M1) onde ∀1≤ i≤|Γ|, Γi 6= ω sse i∈FI(M1) e |∆k| = sup(M2) onde ∀1≤

j≤|∆k|, ∆k
j 6= ω sse j∈FI(M2). Seja ∆′ = ∆1∧ · · · ∧∆n. Assim, |∆′| = sup(M2)

e ∀1 ≤ j ≤ |∆′|, ∆′j 6= ω sse j ∈ FI(M2). A demonstração então é análoga a

anterior.

Observe que, pelo Lema 5.1.7 acima o sistema λSMdB não é apenas relevante mas existe

uma relação estreita entre os ı́ndices livres do termo e o comprimento do contexto em sua

tipagem. A seguir, lemas de geração para tipagens em λSMdB , e alguns para tipagens em

λSMrdB , são apresentados.

Lema 5.1.8 (Geração para λSMdB ):

1. Se n :〈Γ `λSMdB τ〉, então Γn=τ .

2. Se n :〈Γ `
λ
SMr
dB

τ〉, então τ = σ1 → · · · → σk→α para k ≥ 0.

3. Se λ.M : 〈nil `λSMdB τ〉, então τ =ω→σ e M : 〈nil `λSMdB σ〉 ou τ =∧ni=1σi→σ, n > 0,

e M :〈∧ni=1σi.nil `λSMdB σ〉 para σ, σ1, . . . , σn∈T .

4. Se λ.M : 〈Γ `λSMdB τ〉 e |Γ| > 0, então τ = u→ σ para algum u ∈ U e σ ∈ T , onde

M :〈u.Γ `λSMdB σ〉.

5. Se (n M1 · · ·Mm) : 〈Γ `
λ
SMr
dB

τ〉 então, para τ = σm+1 → · · · → σm+k → α, Γ =

(ω n−1 .σ1 → · · · → σm→τ.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm onde ∀1≤ i≤m, Mi :〈Γi `λSMr
dB

σi〉.

Demonstração. 1. Por indução na derivação n :〈Γ `λSMdB τ〉. Note que (ω.Γ)n+1 = Γn.

2. Por indução na derivação n :〈Γ `
λ
SMr
dB

τ〉.

3. Por análise de casos na derivação λ.M :〈nil `λSMdB τ〉.

4. Por análise de casos na derivação λ.M :〈Γ `λSMdB τ〉, para |Γ| > 0.
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5. Por indução em m.

Se m = 0 então, pelo Lema 5.1.8.2, τ = σ1 → · · · → σk→ α. Assim, pelos Lemas

5.1.7 e 5.1.8.1, Γ = ω n−1 .τ.nil.

Se m = m′ + 1, então por análise de casos o último passo na derivação é

n M1 · · ·Mm′ :〈Γ ` ∧lj=1τj→τ〉 Mm′+1 :〈∆1 ` τ1〉 . . . Mm′+1 :〈∆l ` τl〉
(n M1 · · ·Mm′ Mm′+1) :〈Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆l ` τ〉

Por HI tem-se que Γ = (ω n−1 .σ1 → · · · → σm′→(∧lj=1τj→τ).nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm
′
,

onde ∧lj=1τj→ τ =σm′+1 → · · · → σm′+k→α e ∀1≤ i≤m′, Mi : 〈Γi `λSMr
dB

σi〉. Assim,

l = 1, τ1 = σm′+1 e τ = σm′+2 → · · · → σm+k → α. Logo, tomando Γm
′+1 = ∆1 e

σm′+1 = τ1, o resultado é válido.

5.1.2 Redução de sujeito

Por causa da inclusão da informação de tipos sobre o argumento da aplicação relacio-

nada ao ω no contexto final na regra →′e, esse sistema não possui as propriedades de

expansão/redução de sujeito em seu sentido usual. A seguir, um contra-exemplo para a

propriedade de expansão de sujeito.

Exemplo 5.1.1: A afirmação que deve ser provada, de forma que a propriedade de

expansão de sujeito seja válida, é: Se { 1 /N}M :〈Γ ` τ〉 então (λ.M N) :〈Γ ` τ〉.

Sejam M ≡ λ.1 e N ≡ 3 logo { 1 / 3 }(λ.1 ) = λ.1. Temos, pelo lema de geração,

λ.1 : 〈nil ` α→α〉. Assim, λ.λ.1 : 〈nil ` ω→α→α〉 e 3 : 〈ω.ω.β.nil ` β〉, então (λ.λ.1 3) :

〈ω.ω.β.nil ` α→α〉.

No caso da propriedade de redução de sujeito precisamos da afirmação: Se (λ.M N) :

〈Γ ` τ〉 então { 1 /N}M : 〈Γ ` τ〉. Observe que tomando M e N como no exemplo

acima temos o mesmo problema, mas na direção oposta. Em outras palavras, tem-se uma

restrição do contexto original depois da redução β, pois a informação de tipos referente a

N ≡ 3 é perdida.

Uma posśıvel solução para estes problemas seria a substituição da regra→′e pela regra

→ω
e abaixo:

M :〈Γ ` ω→τ〉
(M N) :〈Γ ` τ〉
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Essa abordagem foi originalmente apresentada em [38]. Porém, uma noção apropriada

deve ser introduzida no lugar dos ı́ndices livres, pois não teŕıamos informação de tipos

para todo ı́ndice livre do termo correspondente. A seguir, apresentamos um exemplo que

ilustra o problema no uso de ı́ndices livres em um sistema com a regra →ω
e .

Exemplo 5.1.2: A derivação de M ≡ (λ.2 3 ) abaixo usa a regra →ω
e .

2 :〈ω.τ.nil ` τ〉
λ.2:〈τ.nil ` ω→τ〉
(λ.2 3 ) :〈τ.nil ` τ〉

Observe que, apesar de 3 ∈ FI(M), a tipagem 〈τ.nil ` τ〉 acima não designa nenhum

tipo para este ı́ndice.

Em [38], e em [39], nenhuma noção nova foi apresenta além das usuais variáveis livres.

Assim, a hipótese de que se x ∈ FV (M) então x tem uma designação de tipo no contexto

de qualquer tipagem de M , é usada no Lemas 1,2 e 4. Estes lemas são usados na demons-

tração dos Teoremas 1 e 2 que afirmam a expansão e redução de sujeito, respectivamente.

Apesar disso, acreditamos que as propriedades possam ser demonstradas, com um lema

de geração adequado para o sistema de tipos .

Para um sistema que caracterize SN para λdB, a regra→′e deve incluir no contexto final

essa informação do contexto sobre o termo que corresponde ao argumento da aplicação a

ω. Caso contrário, se a regra tem a premissa da tipabilidade do termo, mas a informação

do contexto não é inclúıda, temos o exemplo a seguir.

Exemplo 5.1.3: Seja I ≡ λ.1, a função identidade. A autoaplicação A ≡ ( 1 1 ) tem a

tipagem 〈(α→β) ∧ α.nil ` β〉 em λSMdB . Assim, apresentamos a seguinta derivação, usando

uma variação da regra →′e:

λ.I :〈nil ` ω→τ〉 A :〈(α→β) ∧ α.nil ` β〉
(λ.I A) :〈nil ` τ〉

λ.(λ.I A) :〈nil ` ω→τ〉
A :〈(α→β) ∧ α.nil ` β〉

λ.A :〈nil ` (α→β) ∧ α→β〉
(λ.(λ.I A) λ.A) :〈nil ` τ〉

Observe que (λ.(λ.I A) λ.A)→β (λ.I R), onde R é o autorreprodutor (λ.A λ.A).

Uma outra maneira de reobter a redução de sujeito é a de pensar no significado da
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propriedade a fim de reformulá-la de maneira adequada. As noções de expansão e restrição

em contextos de tipos para o λ-calculus foram introduzida em [56], para falar de expansão

e redução de sujeito, respectivamente, em um sistema de IT relevante. O Lema 5.1.7

estabelece que o sistema λSMdB é relevante, logo introduzimos o conceito de restrição para

contextos sequenciais a fim de verificar se a propriedade de SR pode ser reobtida.

Antes da introdução de um conceito apropriado de restrição de contextos, apresenta-

mos alguns lemas sobre as propriedades relativas às tipagens e à substituição β. O lema

a seguir apresenta a relação entre tipagens e o mecanismo para atualização de ı́ndices,

sendo auxiliar ao lema de substituição apresentado mais adiante.

Lema 5.1.9 (Atualização para λSMdB ): Seja M :〈Γ ` τ〉:

1. Se i ≥ |Γ| então M+i :〈Γ ` τ〉.

2. Se 0 ≤ i < |Γ|, então M+i :〈Γ≤i.ω.Γ>i ` τ〉.

Demonstração. Por indução na derivação de M :〈Γ ` τ〉:

1. Seja i≥ |Γ|. Pelo Lema 5.1.7 tem-se que |Γ| = sup(M) logo, pelo Lema 3.1.11.1,

M+i ≡M .

2. Seja 0 ≤ i < |Γ|.

• Seja 1 :〈τ.nil ` τ〉. Para i=0, 1+ = 2. Pela regra varn, 2 :〈ω.τ.nil ` τ〉.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈ω.Γ ` τ〉
. Se i=0, então pela regra varn n+2:〈ω.ω.Γ ` τ〉. Senão,

note que n+i + 1 = n+1+(i+1) = n+2. Assim, por HI, n+i : 〈Γ≤i.ω.Γ>i ` τ〉 e,

pela regra varn, n+2:〈ω.Γ≤i.ω.Γ>i ` τ〉.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Se 0 ≤ i < |Γ| então 1 ≤ i+1 < |Γ|+1 logo, por HI,

M+(i+1) : 〈u.Γ≤i.ω.Γ>i ` τ〉. Assim, pela regra →i e definição de i-elevação,

(λ.M)+i :〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u→τ〉.

• Seja
M1 :〈Γ ` ω→τ〉 M2 :〈∆ ` σ〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆ ` τ〉
. Suponha s.p.d.g. que i< |Γ| e i≥ |∆|.

Assim, por HI, M+i
1 : 〈Γ≤i.ω.Γ>i ` ω→τ〉 e, pelo Lema 5.1.9.1, M+i

2 : 〈∆ ` σ〉.

Assim, pela regra →′e, (M+i
1 M+i

2 ) :〈Γ≤i.ω.Γ>i ∧∆ ` τ〉. Note que (Γ ∧∆)≤i=

Γ≤i ∧∆ e que (Γ ∧∆)>i=Γ>i.
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• Seja
M1 :〈Γ ` ∧nj=1σj→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉
. Pelo Lema

5.1.7, ∀1≤j≤n, |∆j|=sup(M2). Seja ∆′=∆1 ∧ · · · ∧∆n logo |∆′|=sup(M2).

Suponha s.p.d.g. que i ≥ |Γ| e i < |∆′|. Pelo Lema 5.1.9.1, M+i
1 : 〈Γ `

∧nj=1σj→τ〉 e, por HI, M+i
2 : 〈∆j

≤i.ω.∆
j
>i ` σj〉, ∀1 ≤ j ≤ n. Note que

(∆1
≤i.ω.∆

1
>i) ∧ · · · ∧ (∆n

≤i.ω.∆
n
>i) = ∆′≤i.ω.∆

′
>i. Portanto, a demonstração é

análoga a anterior.

Lema 5.1.10 (Substituição para λSMdB ): Seja M :〈Γ ` τ〉:

1. Se i> |Γ| então { i /N}M :〈Γ ` τ〉, para qualquer N ∈ΛdB.

2. Se Γi=ω para 0<i< |Γ|, então { i /N}M :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉.

3. Seja Γi = ∧mj=1σj para 0 < i ≤ |Γ| e ∀1 ≤ j ≤ m, N : 〈nil ` σj〉. Se sup(M) = i,

então { i /N}M :〈Γ<i′ .nil ` τ〉 onde i′ = sup({ i /N}M). Caso contrário, { i /N}M :

〈Γ<i.Γ>i ` τ〉.

4. Seja Γi = ∧mj=1σj para 0 < i ≤ |Γ| e N ∈ ΛdB tal que sup(N) ≥ i. Se ∀1 ≤ j ≤m,

N :〈∆j ` σj〉 então { i /N}M :〈(Γ<i.Γ>i) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉.

Demonstração. 1. Seja i > |Γ|. Pelo Lema 5.1.7 tem-se que |Γ| = sup(M) logo, pelo

Lema 3.1.12.3, { i /N}M ≡M .

2. Por indução na derivação de M :〈Γ ` τ〉

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈ω.Γ ` τ〉
. Tem-se por hipótese que i < |Γ| + 1 e, pelo Lema 5.1.7,

|Γ| = n. Logo, pela Definição 3.1.3, { i /N}n+1 = n. Se i = 1, nada há

provar. Senão, note que (ω.Γ)i = Γi−1 = ω e que i − 1 < n. Assim, por HI,

{ i−1 /N}n : 〈Γ<(i−1).Γ>(i−1) ` τ〉 e, pela Definição 3.1.3, { i−1 /N}n = n−1.

Portanto, pela regra varn, n :〈ω.Γ<(i−1).Γ>(i−1) ` τ〉.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Por HI, { i+1 /N+}M : 〈u.Γ<i.Γ>i ` τ〉. Assim, pela

regra →i, λ.{ i+1 /N+}M :〈Γ<i.Γ>i ` u→τ〉.
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• Seja
M1 :〈∆ ` ∧nj=1σj→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉

(M1 M2) :〈∆ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉
.

Seja ∆′ = ∆1 ∧ · · · ∧ ∆n. Observe que, pelo Lema 5.1.7, i 6= |∆| e i 6= |∆′|.

Suponha s.p.d.g. que i > |∆| e i < |∆′| = |∆j|, ∀1≤ j ≤ n. Note que ∆′i =

ω= ∆j
i . Pelo Lema 5.1.10.1, { i /N}M1 : 〈∆ ` ∧nj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ n, por

HI, { i /N}M2 :〈∆j
<i.∆

j
>i ` σj〉. Assim, pela regra→e, ({ i /N}M1 { i /N}M2) :

〈∆ ∧ (∆′<i.∆
′
>i) ` τ〉.

• Se a última regra aplicada é →′e, a demonstração é análoga a anterior.

3. Por indução na derivação de M :〈Γ ` τ〉

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, então i = 1 e, por hipótese, τ = ∧mj=1σj logo m = 1. Pela

Definição 3.1.3 tem-se { 1 /N} 1 = N , logo o resultado vale para N :〈nil ` σ1〉.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈ω.Γ ` τ〉
. Pelo Lema 5.1.7 apenas Γn 6= ω e, pelo Lema 5.1.8.1,

Γn = τ . Então, a única possibilidade é i = n+1 logo τ = ∧mj=1σj. Pelo Lema

5.1.5, τ ∈ T logo m= 1. Pela Definição 3.1.3, { i+1 /N} i+1 = N , assim, se

N :〈nil ` σ1〉 então o resultado é válido.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Assim, para algum Γi = ∧mj=1σj, se ∀1 ≤ j ≤m, N :

〈nil ` σj〉 então, pelo Lema 5.1.9.1, ∀1 ≤ j ≤m, N+ : 〈nil ` σj〉. Note que

1<i+1≤|Γ|+1.

Se sup(λ.M) = i então, pelo Lema 3.1.10.2, sup(M) = i+1. Por HI tem-

se { i+1 /N+}M : 〈(u.Γ)<i′ .nil ` τ〉 onde i′ = sup({ i+1 /N+}M). Note

que, pela descrição do conjunto FI({i+1/N+}M), i′ = 0 sse FI(M) = { i }.

Portanto, se i′ = 0 então u = ω, (ω.Γ)<i′ .nil = nil e, pelo Lema 3.1.10.2,

sup(λ.{ i+1 /N+}M) = 0. Assim, pela regra →′i tem-se que λ.{ i+1 /N+}M :

〈nil ` ω→τ〉. Se i′ > 0 então (u.Γ)<i′ = u.Γ<(i′−1) e, pelo Lema 3.1.10.2,

sup(λ.{ i+1 /N+}M) = i′−1. Assim, pela regra →i tem-se λ.{ i+1 /N+}M :

〈Γ<(i′−1).nil ` u→τ〉.

Caso contrário, por HI tem-se { i+1 /N+}M : 〈u.Γ<i.Γ>i ` τ〉. Assim, pela

regra →i, λ.{ i+1 /N+}M :〈Γ<i.Γ>i ` u→τ〉.

• Seja
M1 :〈∆ ` ω→τ〉 M2 :〈∆′ ` τ ′〉

(M1 M2) :〈∆ ∧∆′ ` τ〉
. Suponha s.p.d.g. que ∆′i = ω logo,

pela relevância do sistema, sup(M2) 6= i. Assim, pelo Lema 5.1.10.2, M2 :



5.1 O sistema λSMdB 92

〈∆′<i.∆′>i ` τ ′〉.

Se sup(M1) = i, então por HI tem-se que { i /N}M1 : 〈∆<i′ .nil ` ω→τ〉

onde i′ = sup({ i /N}M1). Assim, pela regra →′e tem-se que { i /N}(M1 M2) :

〈(∆<i′ .nil) ∧ (∆′<i.∆
′
>i) ` τ〉. Note que sup(M1 M2) = sup(M2) > i e ∆<i′ ∧

∆′<i = ∆<i ∧∆′<i .

Caso contrário, por HI tem-se { i /N}M1 : 〈∆<i.∆>i ` ω→τ〉. Assim, pela

regra →′e, { i /N}(M1 M2) :〈(∆ ∧∆′)<i.(∆ ∧∆′)>i ` τ〉.

• Seja
M1 :〈∆ ` ∧lk=1τk→τ〉 M2 :〈∆1 ` τ1〉 . . . M2 :〈∆l ` τl〉

(M1 M2) :〈∆ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆l ` τ〉
.

Seja (∆ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆l)i = ∧mj=1σj. Suponha s.p.d.g. que ∆i = ω, l = m e

∀1 ≤ j ≤ m, ∆j
i = σj. Assim, pelo Lema 5.1.10.2, { i /N}M1 : 〈∆<i.∆>i `

∧lk=1τk→τ〉. Se ∀1 ≤ j ≤ m, N : 〈nil ` σj〉, então por HI { i /N}M2 :

〈∆j
<i′ .nil ` τj〉 onde i′ = sup({ i /N}M2) caso sup(M2) = i ou { i /N}M2 :

〈(∆j
<i.∆

j
>i) ` τj〉 caso contrário. A demonstração é então análoga a anterior.

4. Por indução na derivação de M :〈Γ ` τ〉

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, então i = 1 e, por hipótese, τ = ∧mj=1σj logo m = 1. Pela

Definição 3.1.3 tem-se que { 1 /N} 1 = N logo se N :〈∆1 ` σ1〉 então o resultado

é válido. Observe que (σ1.nil)<1.(σ1.nil)>1 = nil.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+1:〈ω.Γ ` τ〉
. Pelo Lema 5.1.7 apenas Γn 6= ω e, pelo Lema 5.1.8.1,

Γn = τ . Assim, i = n+1 logo τ = ∧mj=1σj. Pelo Lema 5.1.5, τ ∈T logo m=1.

Pela Definição 3.1.3 tem-se { i+1 /N} i+1 = N . Assim, se N :〈∆1 ` σ1〉 tal que

|∆1|≥n+1 então o resultado é válido. Note que (ω.Γ)<(n+1).(ω.Γ)>(n+1) = ω n e

que ω n ∧∆1 = ∆1.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Dado Γi = ∧mj=1σj, se ∀1 ≤ j ≤ m, N : 〈∆j ` σj〉

tal que |∆j| ≥ i então, pelo Lema 5.1.9.2, ∀1 ≤ j ≤ m, N+ : 〈ω.∆j ` σj〉.

Note que ∀1 ≤ j ≤ m, |ω.∆j| = |∆j|+1 ≥ i+1. Então, por HI tem-se que

{ i+1 /N+}M : 〈(u.Γ<i.Γ>i) ∧ (ω.∆1) ∧ · · · ∧ (ω.∆n) ` τ〉. Assim, pela re-

gra →i, λ.{ i+1 /N+}M : 〈(Γ<i.Γ>i) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` u→τ〉. Note que

(u.Γ<i.Γ>i) ∧ (ω.∆1) ∧ · · · ∧ (ω.∆n) = u.
(
(Γ<i.Γ>i) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n

)
.
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• Seja
M1 :〈∆ ` ω→τ〉 M2 :〈∆′ ` τ ′〉

(M1 M2) :〈∆ ∧∆′ ` τ〉
. Sejam (∆∧∆′)i=∧mj=1σj e ∀1≤j≤m,

N :〈∆j ` σj〉 tal que |∆j|≥ i. Note que i≤|∆ ∧∆′| = max(|∆|, |∆′|).

Se i > |∆| então, pelo Lema 5.1.10.1, { i /N}M1 : 〈∆ ` ω→τ〉 e, por HI,

{ i /N}M2 :〈(∆′<i.∆′>i) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ ′〉. Pela regra →′e, { i /N}(M1 M2) :

〈(∆ ∧∆′<i.∆
′
>i) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉. Observe que (∆∧∆′)<i=∆∧∆′<i e que

(∆ ∧∆′)>i=∆′>i. A prova para i > |∆′| é similar.

Sejam |∆|, |∆′| ≥ i. Se ∆′i = ω ou ∆i = ω então a prova é similar à acima,

usando o Lema 5.1.10.2. Senão, sejam ∆i = ∧lk=1σjk e ∆′k = ∧l′k=1σj′k . Por

HI tem-se que { i /N}M1 : 〈(∆<i.∆>i) ∧∆j1 ∧ · · · ∧∆jl ` ω→τ〉 e { i /N}M2 :

〈(∆′<i.∆′>i) ∧∆j′1 ∧ · · · ∧∆j′
l′ ` τ ′〉. Note que jk e j′k percorrem juntos cada 1≤

j≤m. Assim, { i /N}(M1 M2) :〈
(
(∆ ∧∆′)<i.(∆ ∧∆′)>i

)
∧∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉

pela regra →′e.

• Seja
M1 :〈∆ ` ∧lk=1τk→τ〉 M2 :〈∆1 ` τ1〉 . . . M2 :〈∆l ` τl〉

(M1 M2) :〈∆ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆l ` τ〉
.

A demonstração é análoga a anterior. Note que ∆j = ω para algum 1≤ j ≤ l

sse ∆j =ω para todo j.

Observe que, para uma substituição proveniente de uma redução β, a condição presente

no item 4 acima, de que sup(N) ≥ i, é satisfeita para qualquer N tal que sup(N)>0. A

seguir, definimos a restrição para contextos, usada para verificar se o sistema possui SR.

Definição 5.1.11 (Restrição para contextos): Seja Γ�M um contexto Γ′ v Γ tal que

|Γ′| = sup(M) e que ∀1≤ i≤|Γ′|, Γ′i 6= ω sse i∈FI(M).

Observe que a restrição não é unicamente definida, porque a maneira como as interse-

ções são particionadas pode variar. Por exemplo, (α∧β.nil)� 1= α.nil, β.nil ou ao próprio

contexto. Propriedades dessa restrição são apresentadas a seguir.

Lema 5.1.12: 1. Γ�M= nil, para qualquer contexto Γ e termo fechado M .

2. Sejam M e M ′ termos tais que FI(M) = FI(M ′). Se M :〈Γ ` τ〉, então (Γ∧∆)�M ′=

Γ, para qualquer contexto ∆.

Demonstração. Em ambos os casos, as propriedades seguem da Definição 5.1.11.



5.2 O sistema λudB 94

Teorema 5.1.13 (SR para contração β em λSMdB ): Se (λ.M M ′) : 〈Γ `λSMdB τ〉, então

{ 1 /M ′}M :〈Γ�{ 1 /M ′}M `λSMdB τ〉.

Demonstração. Por indução na derivação de (λ.M M ′) :〈Γ ` τ〉:

• Seja
λ.M :〈Γ ` ω→τ〉 M ′ :〈∆ ` σ〉

(λ.M M ′) :〈Γ ∧∆ ` τ〉
.

Se Γ = nil, então pelo Lema 5.1.8.3 tem-se que M : 〈nil ` τ〉. Assim, pelo Lema

5.1.10.1, { 1 /M ′}M : 〈nil ` τ〉. Observe que FI({ 1 /M ′}M) = FI(M) = ∅ logo

(nil ∧∆)�{ 1 /M ′}M = nil.

Caso contrário, pelo Lema 5.1.8.4 tem-se que M : 〈ω.Γ ` τ〉. Assim, pelo Lema

5.1.10.2, { 1 /M ′}M : 〈Γ ` τ〉. Note que FI({ 1 /M ′}M) = FI(λ.M) logo (Γ ∧

∆)�{ 1 /M ′}M = Γ.

• Seja
λ.M :〈Γ ` ∧ni=1σi→τ〉 M ′ :〈∆1 ` σ1〉 . . . M ′ :〈∆n ` σn〉

(λ.M M ′) :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉
.

Pelo Lema 5.1.8.4 tem-se que M :〈∧ni=1σi.Γ ` τ〉.

Se sup(M ′)=0 então ∀1≤ i≤n, ∆i = nil. Se sup(M)=1 então pelo Lema 3.1.10.2

sup(λ.M) = 0 e, pelo Corolário 3.1.13, FI({ 1 /M ′}M) = FI(λ.M M ′) = ∅. Assim,

pelo Lema 5.1.10.3, { 1 /M ′}M : 〈nil ` τ〉. Senão, pelo Lema 5.1.10.3, { 1 /M ′}M :

〈Γ ` τ〉. Note que FI({ 1 /M ′}M) = FI(λ.M) logo (Γ ∧ nil)�{ 1 /M ′}M = Γ.

Se sup(M ′)>0 então, pelo Lema 5.1.10.4, { 1 /M ′}M :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉.

Observe que a informação perdida do contexto é toda e apenas a informação de tipo

sobre os ı́ndices livres do termo que desaparece após a contração β. Essa informação

perdida reflete no tipo do termo, quando a redução β é analisada.

Exemplo 5.1.4: Sejam M ≡ λ.(λ.2 1 ) e M ′ ≡ λ.1. Temos que M : 〈nil ` (α ∧ β)→α〉,

M →β M
′ e que M ′ :〈nil ` α→α〉.

5.2 O sistema λudB

Nesta seção apresentamos a versão à la de Bruijn do sistema de tipos com interseção de

Kamareddine e Nour introduzido em [56]. Para ser completo em relação a semântica de
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realização proposta, esse sistema tem a interseção como um construtor geral para tipos e

uma relação de subtipos. Além disso, o ω é um tipo universal. Apesar das definições para

os conjuntos T ′ e U ′ serem semelhantes às apresentadas na Definição 5.1.1.1, a interseção,

denotada por u no lugar do ∧, é idempotente. Assim, definimos a seguir o conjunto de

tipos com interseção restrita idempotente.

Definição 5.2.1: 1. Seja A o conjunto de variáveis de tipo. O conjunto de tipos com

interseção restrita idempotente é definido por:

τ, σ ∈ T ′ ::= A |U ′→T ′ u, v ∈ U ′ ::= ω | U ′ u U ′ | T ′

Os tipos são considerados módulo comutatividade, associatividade, idempotência e

ω o elemento neutro de u.

2. Os contextos de tipos são sequências de elementos u ∈ U ′.

Dado um termo M , ωM denota o contexto omega ωm tal que m=sup(M).

A extensão de u para contextos é direta, tendo nil como elemento neutro. Assim,

u é comutativa, associativa e idempotente para contextos.

Análogo ao sistema λSMdB , a regra var é restrita a tipos em T ′ e a regra →e introduz a

interseção para tipos nos contextos. Diferentemente desse sistema, uma regra →′e não é

necessária, pois o ω pode ser atribúıdo a qualquer termo através da regra (ω) de inferência.

Além disso, tipos com interseção podem ser atribúıdos a termos, através da regra ui. A

eliminação da interseção é feita através da relação de ordem 6 para os tipos. A seguir,

apresentamos a definição do sistema λudB.

Definição 5.2.2 (O sistema λudB): As regras de tipagem do sistema λudB são dadas por:

τ ∈ T ′

1:〈τ.nil ` τ〉
var

M :〈nil ` τ〉
λ.M :〈nil ` ω→τ〉

→′i

n :〈Γ ` u〉
n+1:〈ω.Γ ` u〉

varn
M1 :〈Γ ` u→τ〉 M2 :〈Γ′ ` u〉

(M1 M2) :〈Γ u Γ′ ` τ〉
→e

M :〈ωM ` ω〉
ω

M :〈Γ ` u1〉 M :〈Γ ` u2〉
M :〈Γ ` u1 u u2〉

ui

M :〈u.Γ ` τ〉
λ.M :〈Γ ` u→τ〉

→i

M :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉
M :〈Γ′ ` u′〉

6
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onde a relação binária 6 é definida como segue:

Φ 6 Φ
ref

Φ1 6 Φ2 Φ2 6 Φ3

Φ1 6 Φ3

tr

u1 u u2 6 u1

ue
u1 6 v1 u2 6 v2

u1 u u2 6 v1 u v2

u

u2 6 u1 τ1 6 τ2

u1→τ1 6 u2→τ2

→
u1 6 u2

Γ≤i.u1.Γ>i 6 Γ≤i.u2.Γ>i
6c

u1 6 u2 Γ′ 6 Γ

〈Γ ` u1〉 6 〈Γ′ ` u2〉
6〈〉

Φ, Φ′, Φ1, . . . são usados para denotar u ∈ U ′, contextos Γ ou tipagens 〈Γ ` u〉. Observe

que em Φ 6 Φ′, Φ e Φ′ pertencem a mesma classe de objetos.

Similar aos contextos com tipos em U , algumas propriedades sobre os contextos com

tipos em U ′ seguem das respectivas definições.

Lema 5.2.3: Sejam Γ e ∆ contextos diferentes de nil:

1. Se |Γ| ≥ sup(M), então Γ u envMω =Γ

2. Γ u∆=(Γ1 u∆1).(Γ>1 u∆>1)

3. Se i ≤ |Γ|, |∆|, então (Γ u∆)i=Γi u∆i.

4. (Γu∆)<i=Γ<iu∆<i e (Γu∆)>i=Γ>iu∆>i. O mesmo para (Γu∆)≤i e (Γu∆)≥i.

5. |Γ u∆|=max(|Γ|, |∆|).

Os próximos lemas descrevem propriedades sobre a forma dos tipos e contextos, e suas

ligações com a relação de subtipos definidas por 6. Como os conjunto de tipos e a relação

de ordem são idênticos aos do sistema λu, descritos na Seção 2.5.2, as demonstrações são

exatamente as mesmas das apresentadas em [56].

Lema 5.2.4: 1. Se u∈U ′, então u=ω ou u=uni=1τi onde n≥1 e ∀ 1≤ i≤n, τi∈T ′.

2. u 6 ω.

3. Se ω 6 u, então u = ω.
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Demonstração. Veja [56].

Observe que, a partir da tipagem 2 : 〈ω.τ.nil ` τ〉 e da relação 6 temos que, para

qualquer u ∈ U ′, 2 :〈u.τ.nil ` τ〉. Portanto, uma forma de lei de redundância é permitida

no sistema de tipos , o que não acontece no sistema original introduzido em [56]. Isso

se deve ao fato de ω’s extras serem necessários para a construção do contexto sequencial

apropriado para a designação correta de um tipo a um ı́ndice livre i. Apesar disso, no

Lema 5.2.7 prova-se que essa redundância é limitada pelo próprio termo a ser tipado,

através de seu sup.

Lema 5.2.5: Seja v ∈ U ′ tal que v 6= ω.

1. Se u 6 v, então u = ukj=1τj, v = upi=1τ
′
i onde p, k ≥ 1, ∀1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ i ≤ p,

τj, τ
′
i ∈ T ′, e ∀ 1 ≤ i ≤ p, ∃1 ≤ j ≤ k tal que τj 6 τ ′i .

2. Se u 6 v′ u α, então u = u′ u α e u′ 6 v′.

3. Sejam p, k ≥ 1. Se ukj=1(uj→τj) 6 upi=1(u′i→τ ′i), então ∀ 1 ≤ i ≤ p, ∃1 ≤ j ≤ k tal

que u′i 6 uj e τj 6 τ ′i .

4. Se u→τ 6 v, então v = upi=1(ui→τi) onde p ≥ 1 e ∀ 1 ≤ i ≤ p, ui 6 u e τ 6 τi.

5. Se ukj=1(uj→τj) 6 v onde k ≥ 1, então v = upi=1(u′i→τ ′i) onde p ≥ 1 e ∀ 1 ≤ i ≤ p,

∃1 ≤ j ≤ k tal que u′i 6 uj and τj 6 τ ′i .

Demonstração. Veja [56]

Lema 5.2.6: 1. Se Γ 6 Γ′ e u 6 u′, então u.Γ 6 u′.Γ′.

2. Γ 6 Γ′ sse |Γ|= |Γ′|=m e, se m > 0 então ∀1≤ i≤m, Γi 6 Γ′i.

3. Se |Γ| = sup(M), então Γ 6 ωM .

4. Se ωM 6 Γ, então Γ = ωM .

5. 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉 sse Γ′ 6 Γ e u 6 u′.

6. Se Γ 6 Γ′ e ∆ 6 ∆′, então Γ u∆ 6 Γ′ u∆′.
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Demonstração. 1. Por indução na derivação de Γ 6 Γ′ tem-se que se Γ 6 Γ′, então

v.Γ 6 v.Γ′. Portanto, com a regra tr obtém-se o resultado.

2. Somente se) Por indução na derivação de Γ 6 Γ′. Se) Por indução em m, usando o

item 1 acima.

3. Pelo Lema 5.2.4.2 e o item 2.

4. Pelo item 2, |Γ|= sup(M) =m. Se m= 0, então ωM = Γ = nil. Senão, para cada

1≤ i≤m, ω 6 Γi. Portanto, pelo Lema 5.2.4.3, ∀1 ≤ i ≤ m, Γi = ω.

5. Somente se) Por indução na derivação de 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉. Se) Pela regra 6〈〉.

6. Esse é um corolário do item 2.

5.2.1 Propriedades

O lema a seguir mostra a relação em uma tipagem 〈Γ ` u〉 de M em λudB, entre o

comprimento de Γ e os ı́ndices livres de M .

Lema 5.2.7 (Redundância para λudB):

1. Se M :〈Γ ` u〉, então |Γ|=sup(M).

2. Para todo Γ e M tais que |Γ| = sup(M), tem-se que M :〈Γ ` ω〉.

Demonstração. 1. Por indução na derivação de M :〈Γ ` u〉.

2. Pela regra ω, M : 〈ωM ` ω〉. Pelo Lema 5.2.6.3, Γ 6 ωM . Portanto, por 6〈〉 e 6,

M :〈Γ ` ω〉.

Consequentemente, a redundância permitida no sistema λudB é limitada pelo ı́ndice

ocorrendo livre no termo com o valor máximo.

O lema a seguir mostra que outra versão das regras var e ui, axioma e introdução da

interseção respectivamente, são deriváveis a partir da regras de inferência de tipagem e

de relação de subtipos, apresentadas na Definição 5.2.2.

Lema 5.2.8 (Regras admisśıveis em λudB):



5.2 O sistema λudB 99

1. A regra u′i é admisśıvel em λudB.

M :〈Γ ` u1〉 M :〈∆ ` u2〉
M :〈Γ u∆ ` u1 u u2〉

u′i

2. A regra var′ é admisśıvel em λudB.

u ∈ U ′

1:〈u.nil ` u〉
var′

Demonstração. 1. Suponha que M : 〈Γ ` u1〉 e M : 〈∆ ` u2〉. Pelo Lema 5.2.7.1,

|Γ|= |∆|=m. Assim, |Γu∆|=m e (Γu∆)i=Γiu∆i, ∀1 ≤ i ≤ m. Pela regra ue e o

Lema 5.2.6.2, Γu∆ 6 Γ e Γu∆ 6 ∆. Logo, pelas regras 6〈〉 e 6, M :〈Γ u∆ ` u1〉

e M :〈Γ u∆ ` u2〉. Portanto, pela regra ui, M :〈Γ u∆ ` u1 u u2〉.

2. Pelo Lema 5.2.4.1 tem-se que u = ω ou u = uki=1τi onde ∀1 ≤ i ≤ k, τi ∈ T ′:

- Se u = ω, então pela regra ω obtém-se o resultado.

- Se u = uki=1τi então, pela regra var, 1 : 〈τi.nil ` τi〉 e, por k−1 aplicações da

regrau′i, 1 :〈u.nil ` u〉.

Lema 5.2.9 (Geração para λudB):

1. Se n :〈Γ ` u〉, então Γn=v onde v 6 u.

2. Se λ.M : 〈Γ ` u〉 e sup(M) > 0, então u = ω ou u = uki=1(vi → τi) onde k ≥ 1 e

∀1≤ i≤k, M :〈vi.Γ ` τi〉.

3. Se λ.M :〈Γ ` u〉 e sup(M)=0, então Γ=nil, u=ω ou u=uki=1(vi→τi) onde k≥1 e

∀1≤ i≤k, M :〈nil ` τi〉.

Demonstração. 1. Por indução na derivação de n :〈Γ ` u〉. Pelo Lema 5.2.7.1, |Γ| = n.

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, nada há provar.

• Se n :〈ω n ` ω〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` u〉

n+1:〈ω.Γ ` u〉
. Tem-se que (ω.Γ)n+1 =Γn e, por HI, Γn=v onde v 6 u.

• Seja
n :〈Γ ` u1〉 n :〈Γ ` u2〉

n :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI, Γn = v onde v 6 u1 e v 6 u2.

Portanto, pela regra u, v 6 u1 u u2.
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• Seja
n :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉

n :〈Γ′ ` u′〉
. Por HI, Γn=v onde v 6 u. Pelo Lema

5.2.6.5, Γ′ 6 Γ e u 6 u′. Assim, pelo Lema 5.2.6.2, Γ′n=v′ 6 v. Portanto, pela

regra tr, v′ 6 u′.

2. Por indução na derivação de λ.M :〈Γ ` u〉.

• Se λ.M :〈ωλ.M ` ω〉, nada há provar.

• Se
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
, nada há provar.

• Seja
λ.M :〈Γ ` u1〉 λ.M :〈Γ ` u2〉

λ.M :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI, tem-se o casos a seguir:

- Se u1 =u2 =ω, então u1 u u2 =ω.

- Se u1 =ω, u2 =uki=1(vi→ τi) onde k≥1 e ∀1≤ i≤k, M : 〈vi.Γ ` τi〉, então

u1 u u2 =u2

- Se u2 =ω, u1 =uki=1(v′i→ τ ′i) onde k≥1 e ∀1≤ i≤k, M : 〈v′i.Γ ` τ ′i〉, então

u1 u u2 =u1

- Se u1 = uki=1(vi→ τi),u2 = uk+l
i=k+1(vi→ τi), onde k, l ≥ 1 e ∀1≤ i≤ k + l,

M :〈vi.Γ ` τi〉, então u1 u u2 =uk+l
i=1(vi→τi).

• Seja
λ.M :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉

λ.M :〈Γ′ ` u′〉
. Pelo Lema 5.2.6.5, Γ′ 6 Γ e u 6 u′.

Por HI, tem-se os seguintes casos:

- Se u=ω então, pelo Lema 5.2.4.3, u′=ω.

- Senão, u=uki=1(vi→τi) onde k≥1 e ∀1≤ i≤k, M : 〈vi.Γ ` τi〉. Pelo Lema

5.2.4.1, tem-se que ou u′=ω, logo nada há provar, ou, juntamente com o

Lema 5.2.5.5, u′ = upi=1(v′i→τ ′i) onde p ≥ 1 e ∀ 1 ≤ i ≤ p, ∃1 ≤ ji ≤ k tal

que v′i 6 vji e τji 6 τ ′i . Para cada 1≤ i≤ p, pelos Lemas 5.2.6.1 e 5.2.6.5,

tem-se que 〈vji .Γ ` τji〉 6 〈v′i.Γ′ ` τ ′i〉 logo M :〈v′i.Γ′ ` τ ′i〉.

3. Pelo Lema 3.1.10.2 tem-se que sup(λ.M) = 0 logo, pelo Lema 5.2.7.1, Γ = nil.

Portanto, λ.M : 〈nil ` u〉. A demonstração é similar a do item 2 acima, onde →′i é

usado no passo indutivo ao invés de →i.
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5.2.2 Redução de sujeito

A propriedade de redução de sujeito é provada de maneira padrão, com o lema de geração

já provado (Lema 5.2.9) e um lema de substituição a ser provado (Lema 5.2.11). Um lema

auxiliar será demonstrado a seguir, apresentando a releção entre tipagens e o mecanismo

de atualização de ı́ndices.

Lema 5.2.10 (Atualização para λudB): Se M : 〈Γ ` u〉 e 0 ≤ i < sup(M), então

M+i :〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u〉.

Demonstração. Por indução na derivação de M :〈Γ ` u〉.

• Seja 1 :〈τ.nil ` τ〉. Para i = 0 tem-se que 1+ = 2 e, por varn, 2 :〈ω.τ.nil ` τ〉.

• Se M :〈ωM ` ω〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` u〉

n+1:〈ω.Γ ` u〉
. Se i=0 então, pela regra varn, n+2:〈ω.ω.Γ ` u〉. Senão, note

que n+i + 1 = n+1+(i+1) = n+2 . Por HI tem-se n+i : 〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u〉. Portanto,

pela regra varn, n+2:〈ω.Γ≤i.ω.Γ>i ` u〉.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Pelo Lema 3.1.10.2 tem-se que sup(M)>i+1 logo, por HI,

M+(i+1) : 〈u.Γ≤i.ω.Γ>i ` τ〉. Portanto, pela regra →i e a definição de i-elevação,

(λ.M)+i :〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u→τ〉.

• Seja
M1 :〈Γ ` u→τ〉 M2 :〈∆ ` u〉

(M1 M2) :〈Γ u∆ ` τ〉
. Pelo Lema 3.1.10.1 tem-se que sup(M1) > i

ou sup(M2) > i. Suponha s.p.d.g. que i < sup(M1), sup(M2). Por HI, M+i
1 :

〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u→τ〉 e M+i
2 : 〈∆≤i.ω.∆>i ` u〉. Assim, pela regra →e e observando

que (Γ≤i.ω.Γ>i) u (∆≤i.ω.∆>i) = (Γ u ∆)≤i.ω.(Γ u ∆)>i, tem-se que (M1 M2)+i :

〈(Γ u∆)≤i.ω.(Γ u∆)>i ` τ〉.

• Seja
M :〈Γ ` u1〉 M :〈Γ ` u2〉

M :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI tem-se que M+i : 〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u1〉 e

M+i :〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u2〉. Portanto, pela regra ui, M+i :〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u1 u u2〉.

• Seja
M :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉

M :〈Γ′ ` u′〉
. Por HI, M+i : 〈Γ≤i.ω.Γ>i ` u〉 e, pelo

Lema 5.2.6.5, Γ′ 6 Γ e u 6 u′. Assim, pelo Lema 5.2.6.2, Γ′≤i.ω.Γ
′
>i 6 Γ≤i.ω.Γ>i.

Portanto, pelas regras 6〈〉 e 6, M+i :〈Γ′≤i.ω.Γ′>i ` u′〉.



5.2 O sistema λudB 102

Lema 5.2.11 (Substituição para λudB): Sejam M : 〈Γ ` u〉 e i∈N∗, para i ≤ sup(M),

e N :〈∆ ` Γi〉:

1. Se i /∈FI(M), então { i /N}M :〈Γ<i.Γ>i ` u〉.

2. Senão, se sup(N)≥ i−1, então { i /N}M :〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u〉.

Demonstração. Por indução na derivação de M :〈Γ ` u〉.

1. Observe que i < |Γ|=sup(M):

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, nada há provar.

• Seja M :〈ωM ` ω〉. Pelo Lema 3.1.14.1, sup({ i /N}M) = sup(M)−1. Assim,

ω{ i /N}M =(ωM)<i.(ω
M)>i e o resultado é válido trivialmente pela regra ω.

• Seja
n :〈Γ ` u〉

n+1:〈ω.Γ ` u〉
. Pelo Lema 5.2.7.1, |ω.Γ| = n+ 1 logo i < (n+ 1) e

{ i /N}n+1= n. Note que (ω.Γ)i=Γ(i−1) logo por HI tem-se que { i−1 /N}n :

〈Γ<(i−1).Γ>(i−1) ` u〉. Como (i−1) < n, { i−1 /N}n = n−1. Portanto, pela

regra varn, n :〈ω.Γ<(i−1).Γ>(i−1) ` u〉.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Se sup(N) = 0 então, pelo Lema 3.1.11.1, N+ ≡ N .

Senão, pelo Lema 5.2.10, N+ : 〈ω.∆ ` Γi〉. Por HI tem-se que { i+1 /N+}M :

〈u.Γ<i.Γ>i ` τ〉 logo, por →i, λ.{ i+1 /N+}M :〈Γ<i.Γ>i ` u→τ〉.

• Seja
M1 :〈Γ ` u→τ〉 M2 :〈Γ′ ` u〉

(M1 M2) :〈Γ u Γ′ ` τ〉
. Suponha, s.p.d.g., que i < sup(M1) e

i < sup(M2) logo (Γ u Γ′)i = Γi u Γ′i. Pelas regras ue, 6〈〉 e 6 tem-se que

N : 〈∆ ` Γi〉 e N : 〈∆ ` Γ′i〉. Assim, por HI, { i /N}M1 : 〈Γ<i.Γ>i ` u→τ〉 e

{ i /N}M2 : 〈Γ′<i.Γ′>i ` u〉. Portanto, pela regra →e, ({ i /N}M1 { i /N}M2) :

〈(Γ<i u Γ′<i).(Γ>i u Γ′>i) ` τ〉.

• Seja
M :〈Γ ` u1〉 M :〈Γ ` u2〉

M :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI tem-se que { i /N}M :〈Γ<i.Γ>i ` u1〉

e { i /N}M : 〈Γ<i.Γ>i ` u2〉. Portanto, pela regra ui tem-se que { i /N}M :

〈Γ<i.Γ>i ` u1 u u2〉.

• Seja
M :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉

M :〈Γ′ ` u′〉
. Pelo Lema 5.2.6.5, Γ′ 6 Γ e u 6 u′

logo, pelo Lema 5.2.6.2, Γ′i 6 Γi e Γ′<i.Γ
′
>i 6 Γ<i.Γ>i. Assim, pelas regras 6〈〉



5.2 O sistema λudB 103

e 6 tem-se N : 〈∆ ` Γi〉 e, por HI, { i /N}M : 〈Γ<i.Γ>i ` u〉. Portanto, pelas

regras 6〈〉 e 6, { i /N}M :〈Γ′<i.Γ′>i ` u′〉.

2. • Se 1:〈τ.nil ` τ〉, nada há provar.

• Seja M :〈ωM ` ω〉. Tem-se os seguintes casos:

- Se FI(M) = { i }, então |ωM | = i logo (ωM)<i.(ω
M)>i = ωM

′
, onde M ′ é

qualquer termo tal que sup(M ′)= i− 1. Assim, ωM
′ u∆=∆. Pelos Lemas

3.1.14.3 e 5.2.7.1, sup({ i /N}M) = sup(N) = |∆|. Portanto, pelo Lema

5.2.7.2, { i /N}M :〈∆ ` ω〉.

- Senão, pelo Lema 3.1.14.3 e Lema 5.2.7.1 tem-se que sup({ i /N}M) =

max(sup(N), sup(M)−1) = max(|∆|, |ωM | − 1) = |∆ u ((ωM)<i.(ω
M)>i)|.

Portanto, pelo Lema 5.2.7.2, { i /N}M :〈∆ u ((ωM)<i.(ω
M)>i) ` ω〉.

• Seja
n :〈Γ ` u〉

n+1:〈ω.Γ ` u〉
. Para i = n+1 tem-se que {n+1 /N}n+1 = N e, pelo

Lema 5.2.7.1, |Γ| = n. Pelo Lema 5.2.9, Γn = v, onde v 6 u. Assim, pela

regra ue e Lema 5.2.6.2, (ω.Γ<n.nil)u∆ 6 ∆. Portanto, pelas regras 6〈〉 e 6,

N :〈(ω.Γ<n.nil) u∆ ` u〉.

• Seja
M :〈u.Γ ` τ〉

λ.M :〈Γ ` u→τ〉
. Observe que (u.Γ)(i+1) =Γi. Se sup(N)=0 então, pelo

Lema 3.1.11.1, N+≡N , senão, pelo Lema 5.2.10, tem-se que N+ : 〈ω.∆ ` Γi〉.

Por HI, { i+1 /N+}M : 〈(u.Γ<i.Γ>i) u∆′ ` τ〉, onde ∆′ é nil ou ω.∆. Se

∆′≡ ω.∆, então (u.Γ<i.Γ>i) u ∆′= u.
(
(Γ<i.Γ>i) u ∆

)
. Assim, pela regra →i,

λ.{ i+1 /N+}M :〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u→τ〉. O caso ∆′≡nil é trivial.

• Seja
M1 :〈Γ ` u→τ〉 M2 :〈Γ′ ` u〉

(M1 M2) :〈Γ u Γ′ ` τ〉
. Se i ∈ FI(M1) e i ∈ FI(M2), então

(Γ u Γ′)i = Γi u Γ′i logo, pelas regras ue, 6〈〉 e 6, N : 〈∆ ` Γi〉 e N : 〈∆ ` Γ′i〉.

Por HI, { i /N}M1 : 〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u→τ〉 e { i /N}M2 : 〈(Γ′<i.Γ′>i) u∆ ` u〉.

Note que (Γ<i.Γ>i) u∆u(Γ′<i.Γ
′
>i) u∆=

(
(Γ u Γ′)<i.(Γ u Γ′)>i

)
u∆. Portanto,

pela regra →e, { i /N}(M1 M2) : 〈
(
(Γ u Γ′)<i.(Γ u Γ′)>i

)
u∆ ` τ〉. Os casos

quando i /∈ FI(M1) ou i /∈ FI(M2) são similares, usando o item 1 no passo

indutivo sempre que necessário.

• Seja
M :〈Γ ` u1〉 M :〈Γ ` u2〉

M :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI, { i /N}M : 〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u1〉 e

{ i /N}M :〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u2〉. Portanto, pela regra ui tem-se que { i /N}M :

〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u1 u u2〉.
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• Seja
M :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉

M :〈Γ′ ` u′〉
. Pelo Lema 5.2.6.5, Γ′ 6 Γ e u 6 u′

logo, pelo Lema 5.2.6.2, Γ′i 6 Γi e Γ′<i.Γ
′
>i 6 Γ<i.Γ>i. Assim, pelas regras

6〈〉 e 6 tem-se que N : 〈∆ ` Γi〉 e, por HI, { i /N}M : 〈(Γ<i.Γ>i) u∆ ` u〉.

Pelo Lema 5.2.6.6, (Γ′<i.Γ
′
>i) u ∆ 6 (Γ<i.Γ>i) u ∆ logo, pelas regras 6〈〉 e 6,

{ i /N}M :〈(Γ′<i.Γ′>i) u∆ ` u′〉.

Apesar da possibilidade de uma lei de redundância através da relação de subtipos e a

regra de inferência 6 correspondente, pelo Lema 5.2.7 observamos que essa redundância

tem um limite superior. Portanto, como os ı́ndices livres que desaparecem depois de

reduções β podem ser maiores que esse limitante, precisamos de uma definição similar ao

Γ�M apresentado para λSMdB .

Definição 5.2.12 (Restrição para contextos): Sejam M um termo tal que sup(M)=

m e Γ um contexto. A restrição de Γ a sup(M), dada por Γ≤m.nil, é denotada por Γ�M .

A definição acima nos permite tipar o termo resultante de uma redução β com um

contexto mais curto, relacionado ao contexto original. Primeiro, provamos algumas pro-

priedades dessa nova restrição sobre contextos.

Lema 5.2.13: 1. Se sup(N) ≤ sup(M), então ωM�N= ωN .

2. Se |Γ| ≤ sup(M), então (Γ u∆)�M= Γ u∆�M .

3. Se sup(N) > 0, então (u.Γ)�N= u.Γ�(λ.N).

Demonstração. 1. Diretamente da Definição 5.2.12 e da definição de ωM .

2. Seja sup(M) = m. Portanto, (Γ u ∆)�M= (Γ u ∆)≤m.nil = (Γ≤m u ∆≤m).nil =

(Γ≤m.nil) u (∆≤m.nil)=Γ u (∆≤m.nil)=Γ u∆�M .

3. Se sup(N) > 0 então, pelo Lema 3.1.10.2, sup(λ.N)=sup(N)−1. Assim, (u.Γ)�N=

(u.Γ)≤sup(N).nil=u.Γ≤(sup(N)−1).nil=u.Γ�(λ.N).

Por fim, temos a seguir os Teoremas 5.2.14 e 5.2.15 estabelecendo respectivamente a

SR para a contração β e, ao contrário do obtido para λSMdB , a SR para redução β em λudB.
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Teorema 5.2.14 (SR para contração β): Se (λ.M N) : 〈Γ ` u〉 então { 1 /N}M :

〈Γ�{ 1 /N}M ` u〉.

Demonstração. Por indução na derivação de (λ.M N) :〈Γ ` u〉.

• Seja (λ.M N) :〈ω(λ.M N) ` ω〉. Pelo Lema 3.1.15, sup({ 1 /N}M) ≤ sup(λ.M N)

logo, pelo Lema 5.2.13.1, ω(λ.M N)�{ 1 /N}M = ω{ 1 /N}M . Pela regra ω obtém-se o

resultado trivialmente.

• Seja
λ.M :〈∆ ` u→τ〉 N :〈∆′ ` u〉

(λ.M N) :〈∆ u∆′ ` τ〉
. Tem-se os seguintes casos:

– Caso sup(M) = 0. Pelo Lema 5.2.9.3 tem-se que ∆ = nil e M : 〈nil ` τ〉.

Pelo Lema 3.1.12.3 tem-se que { 1 /N}M ≡ M . Portanto, ∆ u ∆′ = ∆′ e

∆′�{ 1 /N}M = ∆′�M = nil.

– Caso sup(M)>0. Pelo Lema 5.2.9.2, M :〈u.∆ ` τ〉:

- Se 1 /∈FI(M) então, pelo Lema 5.2.11.1, { 1 /N}M : 〈∆ ` τ〉. Pelo Lema

5.2.13.2, (∆ u ∆′)�{ 1 /N}M = ∆ u (∆′�{ 1 /N}M) logo, pela regra ue e pelo

Lema 5.2.6.2, (∆ u ∆′) �{ 1 /N}M 6 ∆. Portanto, pelas regras 6〈〉 e 6,

{ 1 /N}M :〈(∆ u∆′)�{ 1 /N}M ` τ〉.

- Se 1∈ FI(M) então, pelo Lema 5.2.11.2, { 1 /N}M : 〈∆ u∆′ ` τ〉. Pelo

Lema 5.2.7.1, |∆ u∆′|=sup({ 1 /N}M) logo (∆ u∆′)�{ 1 /N}M= ∆ u∆′.

• Seja
(λ.M N) :〈Γ ` u1〉 (λ.M N) :〈Γ ` u2〉

(λ.M N) :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI, { 1 /N}M :〈Γ�{ 1 /N}M ` u1〉

e { 1 /N}M :〈Γ�{ 1 /N}M ` u2〉. Logo, pela regra ui, { 1 /N}M :〈Γ�{ 1 /N}M ` u1 u u2〉.

• Seja
(λ.M N) :〈Γ ` u〉 〈Γ ` u〉 6 〈Γ′ ` u′〉

(λ.M N) :〈Γ′ ` u′〉
. Por HI, { 1 /N}M : 〈Γ�{ 1 /N}M ` u〉.

Pelo Lema 5.2.6.5, Γ′ 6 Γ e u 6 u′ logo, pelo Lema 5.2.6.2, Γ′�{ 1 /N}M6 Γ�{ 1 /N}M .

Portanto, pelas regras 6〈〉 e 6, { i /N}M :〈Γ′�{ 1 /N}M ` u′〉.

Teorema 5.2.15 (SR para redução β): Se M :〈Γ ` u〉 e M →β N , então N :〈Γ�N ` u〉.

Demonstração. Por indução na derivação de M :〈Γ ` u〉.

• Seja M :〈ωM ` ω〉. Tem-se que FI(N)⊆FI(M) logo sup(N)≤sup(M). Pelo Lema

5.2.13.1 tem-se que ωM�N=ωN . Portanto, pela regra ω, N :〈ωN ` ω〉.
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• Seja
M ′ :〈v.Γ ` τ〉

λ.M ′ :〈Γ ` v→τ〉
. Por HI, N ′ :〈(v.Γ)�N ′ ` τ〉, onde M ′ →β N

′.

Se sup(N ′) = 0, então N ′ : 〈nil ` τ〉. Pela regra →′i tem-se que λ.N ′ : 〈nil ` ω→τ〉

logo, pelas regras →, 6〈〉 e 6, λ.N ′ :〈nil ` v→τ〉.

Se sup(N ′)> 0 então, pelo Lema 5.2.13.3, (v.Γ)�N ′= v.Γ�λ.N ′ . Portanto, pela regra

→i, λ.N
′ :〈Γ�λ.N ′ ` v→τ〉.

• Seja
M ′ :〈nil ` τ〉

λ.M ′ :〈nil ` ω→τ〉
. Para M ′ →β N

′ tem-se, pelo Teorema 3.1.16, sup(N ′)≤

sup(M ′)=0. Por HI, N ′ :〈nil ` τ〉 logo, pela regra →′i, λ.N ′ :〈nil ` ω→τ〉.

• Seja
M1 :〈∆ ` u→τ〉 M2 :〈∆′ ` u〉

(M1 M2) :〈∆ u∆′ ` τ〉
. Seja N ≡ (N1 M2) tal que M1 →β N1. Por

HI tem-se N1 :〈∆�N1 ` u→τ〉 logo, pela regra →e, (N1 M2) :〈∆�N1 u∆′ ` τ〉.

- Se sup(N1)≥sup(M2) então sup(N)=sup(N1). Portanto, pelo Lema 5.2.13.2,

(∆ u∆′)�N1=∆�N1 u∆′.

- Se sup(M2)> sup(N1) então sup(N) = sup(M2). Assim, pelo Lema 5.2.13.2,

(∆ u ∆′)�M2= ∆�M2 u ∆′. Pela regra ue e pelo Lema 5.2.6.2 tem-se que

(∆�M2)>sup(N1) u ∆′>sup(N1) 6 ∆′>sup(N1). Logo, pelo Lema 5.2.6.2 tem-se que

(∆u∆′)�N1. ((∆�M2)>sup(N1) u∆′>sup(N1))6(∆u∆′)�N1.∆
′
>sup(N1). Observe que,

pelo Lema 5.2.3.4 e pela Definição 5.2.12, (∆u∆′)�N1.∆
′
>sup(N1) = ∆�N1 u∆′ e

(∆ u∆′)�N1. ((∆�M2)>sup(N1) u∆′>sup(N1)) = ∆�M2 u∆′. Portanto, pelas regras

6〈〉 e 6, N :〈∆�M2 u∆′ ` τ〉.

• Seja
M :〈Γ ` u1〉 M :〈Γ ` u2〉

M :〈Γ ` u1 u u2〉
. Por HI tem-se N : 〈Γ�N ` u1〉 e N : 〈Γ�N ` u2〉.

Portanto, pela regra ui, N :〈Γ�N ` u1 u u2〉.

• Seja
M :〈Γ′ ` u′〉 〈Γ′ ` u′〉 6 〈Γ ` u〉

M :〈Γ ` u〉
. Por HI, N :〈Γ′�N ` u′〉. Pelo Lema 5.2.6.5

tem-se que Γ 6 Γ′ e u′ 6 u e pelo Lema 5.2.6.2 tem-se que Γ�N6 Γ′�N . Portanto,

pelas regras 6〈〉 e 6, N :〈Γ�N ` u〉.



Caṕıtulo 6

Caracterização de PT
para formas β-normais no λSMrdB

Neste caṕıtulo apresentamos as tipagens principais no sistema λSMrdB para formas β-normais

do λdB-calculus. Esse trabalho, publicado em [101], é análogo ao trabalho de caracteri-

zação realizado em [37]. A restrição da forma dos tipos na regra (varr), em relação a

regra (var) de λSMdB , é essencial para que a operação sintática associada à definição de

tipagem principal seja apenas a substituição de tipos. A substituição de tipos utilizada é

ligeiramente diferente da substituição para tipos simples, apresentada na Definição 2.2.4,

pois mapeia variáveis de tipo para elementos em T . A seguir, apresentamos a definição

para a extensão para elementos em U e conceitos utilizados na prova de completitude do

algoritmo de inferência, apresentado na Seção 6.1.

Definição 6.0.16 (Substituição para IT restrita):

1. Seja s :A → T uma substituição. A extensão de s para T é dada por s(u→ τ) =

s(u)→s(τ) e para elementos em U por s(ω)=ω e s(u ∧ v)=s(u) ∧ s(v).

A extensão para contextos é dada por s(nil)=nil e s(u.Γ)=s(u).s(Γ).

2. O domı́nio de uma substituição s é definido por Dom(s)={α | s(α) 6= α}.

3. Uma substituição s tal que Dom(s)={α} é denotada por [α/σ], onde s(α)=σ.

4. Para duas substituições s1 e s2 com domı́nio disjuntos, seja a composição disjunta

s1 + s2 definida por:

(s1 + s2)(α)

{
si(α) se α ∈ Dom(si), para i∈{1, 2}
α se α /∈ Dom(s1) ∪Dom(s2)

107
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5. Seja TV (u) o conjunto de ocorrências de variáveis de tipo de u ∈ U . A

extensão para contextos é direta.

Portanto, a definição de PT para o sistema λSMrdB depende apenas da substituição de

tipos como definida acima. Essa caracteŕıstica é similar a sistemas com tipos simples,

como o sistema λ→dB apresentado no Caṕıtulo 4.

Porém, como visto no Caṕıtulo 5, essa restrição impede que o sistema tenha a pro-

priedade de SR para a redução β. Apesar de SR ser uma propriedade básica, que deve

ser satisfeita por qualquer sistema de atribuição de tipos, o sistema infere tipagens para

todas as β-nfs. Além disso, o sistema apresentado é uma restrição de sistemas de IT mais

complexos que têm sido amplamente investigados, onde as inferências de PT são precedi-

das de um processo de normalização do termo (cf. [95]). Assim, o sistema λSMrdB compõe

uma abordagem pertinente na caracterização de PT em sistemas de IT para λSMrdB .

6.1 Inferência de tipos e tipagem principal

A seguir, introduzimos a definição de tipagem principal para β-nfs em λSMrdB .

Definição 6.1.1 (Tipagem principal para β-nfs em λSMrdB ): Seja N uma β-nf. Uma

tipagem principal de N em λSMrdB é uma tipagem Θ = 〈Γ ` τ〉 tal que:

1. λSMrdB 
 N : Θ

2. Se λSMrdB 
 N : Θ′ para alguma tipagem Θ′ = 〈Γ′ ` τ ′〉, então existe uma substituição

s tal que s(Θ) = Θ′.

A Definição 6.1.1 acima é similar a Definição 4.1.4, das tipagens principais em λ→dB.

Apesar disso, não está claro como provar a correspondência da Definição 6.1.1 e a Definição

2.2.2. O problema é saber se, para M ∈ TermosλSMrdB
(Θ), apenas a substituição é suficiente

para obtermos todas as tipagens de M em λSMrdB .

A seguir, introduzimos o algortitmo Infer para inferência de tipos para β-nfs, similar

ao algoritmo de [37].

Definição 6.1.2 (Algoritmo para Inferência de Tipos): Seja N uma β-nf:
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Infer(N) =

Case N = n
let α é uma v.t. nova
return (ω n−1 .α.nil, α)

Case N = λ.N ′

let (Γ′, σ) = Infer(N ′)
if (Γ′ = u.Γ) then
return (Γ, u→σ)
else
return (nil, ω→σ)

Case N = (nN1 · · · Nm)
let (Γ1, σ1) = Infer(N1)

...
(Γm, σm) = Infer(Nm)
α é uma v.t. nova

return ((ω n−1 .σ1 → · · · → σm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm, α)

A noção de variável de tipo nova é utilizada na prova de completitude. Tomar variáveis

novas é a forma de garantir que a cada vez que tomamos um elemento do conjunto A, esse

elemento é diferente dos tomados anteriormente. Portanto, duas chamadas ao algoritmo

que não se sobreponham retornam pares com conjuntos disjuntos de variáveis de tipo.

Teorema 6.1.3 (Correção de Infer): Se N é uma β-nf e Infer(N) = (Γ, σ), então

N :〈Γ `
λ
SMr
dB

σ〉.

Demonstração. Por indução na estrutura de N .

• Se N ≡ n então Infer(n )=(ω n−1 .α.nil, α). Pela regra varr, 1 :〈α.nil ` α〉 e, pela

aplicação de varn n−1 vezes, n :〈ω n−1 .α.nil ` α〉.

• Seja N ≡ λ.N ′. Se (Γ′, σ) = Infer(N ′) então, por HI, N ′ : 〈Γ′ ` σ〉. Assim, se

Γ′ = u.Γ então Infer(λ.N ′) = (Γ, u → σ) e, por →i, λ.N
′ : 〈Γ ` u→σ〉, senão

Infer(λ.N ′)=(nil, ω→σ) e, por →′i, λ.N ′ :〈nil ` ω→σ〉.

• Seja N ≡ nN1 · · ·Nm. Se ∀1≤i≤m, (Γi, σi) = Infer(Ni) então, por HI, ∀1≤i≤m,

Ni : 〈Γi ` σi〉. Seja ∆ = ω n−1 .σ1 → · · · → σm→ α.nil. Assim, Infer(N) = (∆ ∧

Γ1∧ · · · ∧ Γm, α) para alguma v.t. α nova. Por varr e por varn n−1-vezes, n : 〈∆ `

σ1 → · · · → σm→α〉 e, por →e m-vezes, N :〈∆ ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm ` α〉.
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Observe que, como a escolha das v.t. novas não está formalmente definida, o algoritmo

Infer está bem definido módulo o nome das variáveis de tipo.

Corolário 6.1.4: Se N é uma β-nf então N é tipável em λSMrdB .

Teorema 6.1.5 (Completitude de Infer): Seja N uma β-nf. Se N :〈Γ `
λ
SMr
dB

σ〉, então

para (Γ′, σ′) = Infer(N) existe uma substituição de tipos s tal que s(Γ′) = Γ e s(σ′) = σ.

Demonstração. Por indução na estrutura de N .

• Seja N ≡ n. Se n : 〈Γ ` σ〉 então, pelo Lemas 5.1.7 e 5.1.8.1, Γ = ω n−1 .σ.nil.

Tem-se que Infer(n ) = (ω n−1 .α.nil, α) logo seja s = [α/σ].

• Seja N ≡ λ.N ′ e suponha que λ.N ′ :〈Γ ` σ〉.

Se Γ = nil, então pelo Lema 5.1.8.3 tem-se que ou σ = ω → τ e N ′ : 〈nil ` τ〉

ou σ = ∧nj=1σj → τ e N ′ : 〈∧nj=1σj.nil ` τ〉. No primeiro caso, por HI tem-se

Infer(N ′) = (Γ′, τ ′) e existe s tal que s(τ ′) = τ e s(Γ′) = nil logo Γ′ = nil. Assim,

Infer(λ.N ′) = (nil, ω→ τ ′) e s(ω→ τ ′) = s(ω)→ s(τ ′) = σ. No segundo caso, por

HI tem-se Infer(N ′) = (Γ′, τ ′) e existe s tal que s(τ ′) = τ e s(Γ′) = ∧nj=1σj.nil.

Assim, Γ′ = u.nil onde s(u) = ∧nj=1σj. Portanto, Infer(λ.N ′) = (nil, u → τ ′) e

s(u→τ ′)=s(u)→s(τ ′)=σ.

Se |Γ| > 0, então pelo Lema 5.1.8.4 tem-se que σ = u → τ e N ′ : 〈u.Γ ` τ〉. A

demostração é então análoga a anterior.

• Seja N ≡ (nN1 · · · Nm). Se (nN1 · · ·Nm) : 〈Γ ` σ〉 então, pelo Lema 5.1.8.5,

Γ = (ω n−1 .σ1 → · · · → σm→σ.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm e ∀1≤ i≤m, Ni : 〈Γi ` σi〉. Por

HI, ∀1≤ i≤m, Infer(Ni)=(Γi
′
, σ′i) e existe uma si tal que si(σ

′
i)=σi e si(Γ

i′)=Γi.

Tem-se que Infer(N) = ((ω n−1 .σ′1 → · · · → σ′m→α.nil) ∧ Γ1′∧ · · · ∧ Γm
′
, α), para

alguma v.t. α nova. O domı́nio de cada si é composto pelas v.t.s retornadas por

cada chamada ao Infer para o Ni correspondente. Consequentemente, os domı́nios

são dois a dois disjuntos. Assim, para s= [α/σ] + s1 + · · · + sm tem-se o resultado

desejado.

Logo, o par retornado por Infer para uma β-nf N é a tipagem mais geral de N no
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sistema λSMrdB . Note que essas tipagens são únicas módulo renomeamento para variáveis

de tipo.

Teorema 6.1.6: Se N é uma β-nf e (Γ, σ) = Infer(N), então Θ = 〈Γ ` σ〉 é uma

tipagem principal de N em λSMrdB .

Demonstração. Seja N uma β-nf e (Γ, σ) = Infer(N). Pelo Teorema 6.1.3 tem-se que

N :〈Γ `
λ
SMr
dB

σ〉. Seja Θ′ = 〈Γ′ ` σ′〉 uma tipagem qualquer de N em λSMrdB . Pelo Teorema

6.1.5 tem-se que existe uma substituição s tal que s(Θ′) = Θ. Logo, pela Definição 6.1.1

tem-se que Θ é uma tipagem principal de N em λSMrdB .

A seguir, apresentamos um lema estabelecendo a relação entre o multiconjunto de

ı́ndices livres de uma β-nf e os tipos designados pelo contexto em uma PT deste termo.

Lema 6.1.7: Se Infer(N) = (Γ, σ) para N uma β-nf, então Γi = ∧mj=1σj se, e somente

se, i ∈m FI(N).

Demonstração. Por indução na estrutura de N . Note que, pelo Lema 3.1.9.3, n /∈ FI(M)

sse n /∈ FI(M).

• Se N ≡ n, nada há provar.

• Seja N ≡ λ.N ′. Pelo Lema 3.1.9.2 tem-se que i ∈m FI(λ.N ′) sse i+1 ∈m FI(N ′).

Por HI, se Infer(N ′)=(Γ′, σ′) então Γ′i+1 =∧mj=1σ
′
j sse i+1 ∈m FI(N ′). Se Γ′=nil,

nada há provar. Senão, para Γ′=u.Γ, Infer(λ.N ′)=(Γ, u→σ′). Assim, Γi=Γ′i+1 =

∧mj=1σ
′
j sse i+1 ∈m FI(N ′) sse i ∈m FI(λ.N ′).

• Seja N ≡ nN1 · · ·Nm. Se ∀1 ≤ k ≤m, Infer(Nk) = (Γk, σk) então, por HI, Γki =

∧lkj=1σ
k
j sse i ∈lk FI(Nk). Tem-se que Infer(nN1 · · ·Nm) = (∆, α), para ∆ =

(ω n−1 .σ1 → · · · → σm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm onde α é uma v.t. nova. Note que,

para todo i∈FI(N), i∈l FI(N) onde l = 1 +
∑m

k=1 lk se i=n e l =
∑m

k=1 lk caso

contrário, e i ∈lk FI(Nk). Assim, ∆i=∧lj=1σj.

No Lema 6.1.7 acima, as hipóteses de N ser uma β-nf e da tipagem estar em λSMrdB têm

um papel crucial. Seguem contraexemplos quando uma destas não é satisfeita.
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Exemplo 6.1.1: (a) Seja M ≡
(
λ.
(
( 2 1 ) ( 3 1 )

)
4
)
. Tem-se que M : 〈Γ `

λ
SMr
dB

α4〉,

para Γ=α1→α2 . α3→α2→α4 . (α1 ∧ α3).nil.

(b) Seja N ≡ ( 1 3 ). Tem-se que ( 1 3 ) : 〈ω 2.(α ∧ β).nil `λSMdB τ〉, pois pela regra (var),

1 :〈(α ∧ β)→τ.nil ` (α ∧ β)→τ〉.

6.2 Caracterização das tipagens principais

Apresentamos nesta seção, uma caracterização das tipagens principais das β-nfs em λSMrdB ,

análoga à caracterização apresentada em [37]. Como ponto de partida, introduzimos

subconjuntos próprios de T e U contendo os pares retornados por Infer.

Definição 6.2.1: 1. Sejam TC , TNF e UC definidos por:

ρ ∈ TC ::= A | TNF→TC ϕ ∈ TNF ::= A |UC→TNF

v ∈ UC ::= ω | UC ∧ UC | TC

2. Seja C o conjunto de contextos Γ ::= nil | v.Γ tais que v ∈ UC . Observe que C é

fechado para ∧.

Os conjuntos TC , TNF e C são similares aos conjuntos TE, TNF e E , respectivamente,

descritos na Seção 2.5.1.

Lema 6.2.2: Seja N uma β-nf. Se Infer(N) = (Γ, σ), então (Γ, σ) ∈ C×TNF .

Demonstração. Por indução na estrutura de N .

• Seja N ≡ n. Tem-se que Infer(n )=(ω n−1 .α.nil, α). Note que α∈TNF e ω, α∈UC
logo ω n−1 .α.nil∈C.

• Seja N ≡ λ.N ′. Se (Γ′, σ) =Infer(N ′) então, por HI, σ∈TNF e Γ′∈C. Se Γ′=v.Γ

então Infer(λ.N ′) = (Γ, v→ σ) logo Γ ∈ C e, como v ∈ UC , v→ σ ∈ TNF . Senão,

Infer(λ.N ′)=(nil, ω→σ) e a suposição é verdadeira.

• Seja N ≡ nN1 · · ·Nm. Se ∀1≤i≤m, (Γi, σi) = Infer(Ni) então, por HI, Γi ∈ C e

σi ∈ TNF . Seja ∆ = ω n−1 .σ1 → · · · → σm→ α.nil, para alguma v.t. α nova, assim
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Infer(N)=(∆∧Γ1∧ · · · ∧ Γm, α). Note que σ1 → · · · → σm→α∈TC ⊂ UC . Assim,

como ∆,Γ1, . . . ,Γm ∈ C, tem-se que ∆ ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm∈C e α∈TNF .

Definição 6.2.3: Seja Im(Infer) o conjunto formado pelos pares (Γ, σ) tais que (Γ, σ) =

Infer(N) para alguma β-nf N .

Corolário 6.2.4: Im(Infer) ⊆ C×TNF .

Usaremos definições para ocorrências finais e polaridade, i.e. positiva ou negativa, de

ocorrência de variáveis de tipo similares as definições de J-L. Krivine em [68].

Definição 6.2.5 (Polaridade): Seja τ ∈ T . As ocorrências positivas e negativas

de uma variável de tipo α são definidas por indução na estrutura de τ :

(i) Se τ ∈ A então a posśıvel ocorrência de α é positiva.

(ii) Se τ = u→ σ então as ocorrências positivas (resp. negativas) de α em τ são as

ocorrências positivas (resp. negativas) de α em σ e as ocorrências negativas (resp.

positivas) de α em u

(iii) Se u = ω então a posśıvel ocorrência de α é positiva. Senão, para u = ∧mi=1σi, as

ocorrências positivas (resp. negativas) de α em u são as ocorrências positivas (resp.

negativas) de α em σi, para qualquer 1≤i≤m.

A Definição 6.2.5 acima coincide com a definição dada em [39], quando restrita aos

tipos em TC e em TNF .

Definição 6.2.6 (Polaridade para contextos): Sejam α ∈ A e Γ um contexto. As

ocorrências positivas (resp. negativas) de α em Γ são as ocorrências positivas (resp.

negativas) de α em Γi, ∀1 ≤ i ≤ |Γ|.

Definição 6.2.7 (Ocorrência final): Sejam u ∈ U e α ∈ A, então α é uma ocorrência

final de u se é um dos casos a seguir:

(i) Se u∈A ou u = ω, então a posśıvel ocorrência de α em u é final.

(ii) Se u = u′→σ e α é uma ocorrência final de σ.
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(iii) Se u = u1 ∧ u2 e α é uma ocorrência final de u1 ou u2.

Definição 6.2.8 (C-tipos): Sejam Γ ∈ C e ϕ ∈ TNF . Os C-tipos T são definidos por:

T ::= Γ⇒ϕ |∆⇒ , onde |∆| > 0

Observe que, para toda β-nf N , Infer(N) tem associado um único C-tipo TN . Os

A-types em [37] são definidos tomando o conjunto de multiconjuntos associado a um

contexto de tipos e tranformandos-os em um único multiconjunto usado a esquerda de⇒.

É importante lembrar que contexto de tipos para o λ-calculus com nomes é um conjunto

de designação de tipos para variáveis de termos. Assim, para um contexto A e um tipo

τ , A⇒τ é o A-tipo correspondente, onde A é o multiconjunto obtido de A. Na Definição

6.2.8 acima a estrutura sequencial dos contextos é preservada.

Definição 6.2.9: Seja T = Γ⇒ϕ um C-tipo. Um C-tipo T ′ está contido em T , denotado

por T ′ v T , se T ′ = Γ′ ⇒ ou T ′ = Γ′ ⇒ ϕ para Γ′ v Γ. Se Γ′ @ Γ então T ′ está

estritamente contido em T , denotado por T ′ @ T .

Observe que na Definição 6.2.9 acima temos que Γ′ pode ser nil no caso T ′ = Γ′⇒ϕ.

Definição 6.2.10 (Subtermos a esquerda): O conjunto L(T ) dos subtermos à

esquerda de um C-tipo T é definido por indução estrutural:

(i) L(Γ⇒) = L(Γ).

(ii) L(Γ⇒ϕ) = L(Γ) ∪ L(ϕ).

(iii) L(v.Γ) = {v} ∪ L(Γ) se v 6= ω e L(Γ) caso contrário.

(iv) L(nil) = ∅.

(v) L(v→ϕ) = {v} ∪ L(ϕ) se v 6= ω e L(ϕ) caso contrário.

(vi) L(α) = ∅.

A extensão de alguns conceitos já definidos para tipo e contexto é direta e apresentada

a seguir.

Definição 6.2.11: 1. TV (Γ⇒ϕ) = TV (Γ) ∪ TV (ϕ).
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2. As ocorrências positivas (resp. negativas) de α ∈ A em T = Γ⇒ϕ são as ocorrências

positivas (resp. negativas) de α em ϕ e as ocorrências negativas (resp. positivas) de

α em Γ.

Definição 6.2.12 (C-tipo fechado): Um C-tipo T é fechado se cada variável de tipo

α ∈ TV (T ) tem exatamente uma ocorrência positiva e uma ocorrência negativa em T .

Lema 6.2.13: 1. v.Γ⇒ϕ é fechado sse Γ⇒v→ϕ é fechado.

2. nil⇒ϕ é fechado sse nil⇒ω→ϕ é fechado.

3. Se ∀1 ≤ i ≤m, Ti = Γi⇒ ϕi é fechado e TV (Ti) são dois a dois disjuntos, então

(ω n−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm⇒α é fechado, para qualquer v.t. α

nova.

Demonstração. 1. Sejam T = v.Γ⇒ϕ e T ′= Γ⇒ v→ϕ. Note que TV (T ) =TV (T ′) e

que a polaridade para as ocorrências das v.t.s em v são exatamente as mesmas em

T e em T ′.

2. Análoga à demonstração anterior.

3. Seja T =(ω n−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm⇒α o C-tipo como suposto.

Como TV (Ti) são dois a dois disjuntos, TV (T ) =∪mi=1TV (Ti) ∪ {α} e T tem exa-

tamente duas ocorrências de cada v.t. Note que ∀1≤ i≤m, as ocorrências de v.t.s

em Γi e em ϕi têm exatamente a mesma polaridade em Ti e em T e que α tem uma

ocorrência positiva e uma negativa em T . Portanto, T é fechado.

Definição 6.2.14 (C-tipo fechado ao final): Um C-tipo T = Γ⇒ ϕ é fechado ao

final, ou f.f., se a ocorrência final de ϕ é também uma ocorrência final de um elemento

em L(T ).

Lema 6.2.15: 1. v.Γ⇒ϕ é fechado ao final sse Γ⇒v→ϕ é fechado ao final.

2. nil⇒ϕ é fechado ao final sse nil⇒ω→ϕ é fechado ao final.

Demonstração. 1. Sejam T = v.Γ ⇒ ϕ e T ′ = Γ ⇒ v→ϕ. Note que a ocorrência

final de v → ϕ é a mesma de ϕ. Se v 6= ω, então pela Definição 6.2.10 tem-se
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que L(T ) = L(v.Γ)∪L(ϕ) = {v}∪L(Γ)∪L(ϕ) = L(Γ)∪L(v→ ϕ) = L(T ′). Senão,

L(T )=L(ω.Γ)∪L(ϕ)=L(Γ)∪L(ϕ)=L(Γ)∪L(ω→ϕ)=L(T ′). Portanto, T é f.f. sse

T ′ é f.f.

2. Análoga a demonstração anterior.

Definição 6.2.16 (C-tipo fechado minimal): Um C-tipo T é fechado minimal, ou

f.m., se T é fechado e não existe T ′ fechado que esteja estritamente contido em T .

Lema 6.2.17: 1. Seja v 6= ω. Se v.Γ ⇒ ϕ é fechado minimal, então Γ ⇒ v→ϕ é

fechado minimal.

2. ω.Γ⇒ϕ é fechado minimal sse Γ⇒ω→ϕ é fechado minimal.

3. nil⇒ϕ é fechado minimal sse nil⇒ω→ϕ é fechado minimal.

4. Se ∀1 ≤ i ≤ m, Ti = Γi ⇒ ϕi é f.m. e TV (Ti) são dois a dois disjuntos, então

T = (ω n−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm ⇒ α é fechado minimal para

qualquer v.t. α nova.

Demonstração. 1. Sejam T = v.Γ⇒ϕ f.m. e T ′ = Γ⇒ v→ϕ onde v 6=ω. Pelo Lema

6.2.131 tem-se que T ′ é fechado. Suponha que T ′′ @ T ′. Se T ′′ = Γ′⇒ v→ϕ então

T ′′′ = v.Γ′⇒ϕ @ T . Pelo Lema 6.2.13.1, T ′′ é fechado sse T ′′′ é fechado. Assim, por

T ser f.m., T ′′ não pode ser fechado. Se T ′′=Γ′⇒ tem-se similarmente que T ′′ não

pode ser fechado. Portanto, T ′ é f.m.

2. Pelo Lema 6.2.13.1 tem-se que ω.Γ⇒ϕ é fechado sse Γ⇒ω→ϕ é fechado. Seja T

tal que T @ ω.Γ⇒ϕ. Tem-se que T = ω.Γ′⇒ϕ sse Γ′ @ Γ sse T ′ = Γ′⇒ω→ϕ @

Γ⇒ω→ϕ. Existe um T ′ correspondente quando T = nil⇒ϕ e quando T = ω.Γ′⇒ .

Portanto, pelo Lema 6.2.13.1, existe um T fechado e estritamente contido em ω.Γ⇒

ϕ sse existe um T ′ fechado e estritamente contido em Γ⇒ω→ϕ.

3. Análoga a prova anterior.

4. Seja T definido como o suposto no enunciado e seja T ′ tal que T ′ v T . Pelo Lema

6.2.13.3 tem-se que T é fechado e suponha que T ′ seja fechado. Se T ′ = Γ′⇒ então,

como |Γ′|>0, existe um ∆i 6=nil para algum i tal que ∆i v Γi e ∆i v Γ′. Note que
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TV (Γi) são dois a dois disjuntos, logo se ∆i 6=Γi então ∆i⇒ é fechado e ∆i⇒ @ T i.

Portanto, ∆i=Γi e, analogamente, tem-se que (ω n−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) v Γ′,

obtendo um C-tipo T ′ que não é fechado. Se T ′ = Γ′⇒α então com um argumento

similar tem-se que Γ′=(ω n−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm. Assim, T ′ é

fechado sse T é fechado e T ′=T . Portanto, T é f.m..

Definição 6.2.18 (C-tipo completo): Um C-tipo T é completo se T é fechado ao final

e fechado minimal.

Lema 6.2.19: 1. Seja v 6= ω. Se v.Γ⇒ϕ é completo, então Γ⇒v→ϕ é completo.

2. ω.Γ⇒ϕ é completo sse Γ⇒ω→ϕ é completo.

3. nil⇒ϕ é completo sse nil⇒ω→ϕ é completo.

4. Se ∀1≤ i≤m, Ti = Γi⇒ ϕi é completo e TV (Ti) são dois a dois disjuntos, então

T = (ω n−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm⇒ α é completo para qualquer

v.t. α nova.

Demonstração. 1. Pelos Lemas 6.2.15.1 e 6.2.17.1.

2. Pelos Lemas 6.2.15.1 e 6.2.17.2.

3. Pelos Lemas 6.2.15.2 e 6.2.17.3.

4. Pelo Lema 6.2.17.4 tem-se que o T como suposto no enuciado é f.m.. Note que

(ϕ1 → · · · → ϕm→α) ∧ (Γ1∧ · · · ∧ Γm)n∈L(T ) logo T é f.f.

Lema 6.2.20: Se N é uma β-nf então TN é completo.

Demonstração. Por indução na estrutura de N .

• Seja N ≡ n. Tem-se que Infer(N) = (ω n−1 .α.nil, α), assim TN = ω n−1 .α.nil⇒α.

Note que L(TN) = {α}. Logo, TN é fechado e fechado ao final. Os dois únicos

C-tipos estritamente contidos em TN são ω n−1 .α.nil ⇒ e nil ⇒ α, que não são

fechados. Portanto, TN é fechado minimal.
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• Seja N ≡ λ.N ′. Se (Γ′, ϕ)=Infer(N ′) então, por HI, TN
′
=Γ′⇒ϕ é completo.

Se Γ′= v.Γ então Infer(λ.N ′) = (Γ, v→ϕ) e TN = Γ⇒ v→ϕ. Se v 6=ω, então pelo

Lema 6.2.19.1 TN é completo. Senão, pelo Lema 6.2.19.2, TN é completo.

Se Γ′=nil então Infer(λ.N ′)=(nil, ω→ϕ) e, pelo Lema 6.2.19.3, TN é completo.

• Seja N ≡ nN1 · · ·Nm. Se ∀1≤i≤m, (Γi, ϕi) = Infer(Ni) então, por HI, TNi

é completo. Observe que TV (TNi) são dois a dois disjuntos porque são retor-

nados por chamadas de Infer que não se sobrepõem. Tem-se que Infer(N) =

((ω n−1 .ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm, α), para alguma v.t. α nova. Por-

tanto, pelo Lema 6.2.19.4, TN é completo.

Observe que nos itens 1 e 4 do Lema 6.2.19 acima nós apenas temos as provas de

suficiência. Apresentamos a seguir, contraexemplos para cada condição de necessidade.

Exemplo 6.2.1: Seja T = Γ⇒ϕ um C-tipo completo. Então, para qualquer α∈A nova,

seja T ′ = Γ⇒(α→α)→ϕ. Assim, T ′ é completo mas α→α.Γ⇒ϕ não é f.m..

Exemplo 6.2.2: Seja T = β1→(β2→β3)→β4.(β1→β4)→(β3→β2)→α.nil⇒ α. Note

que T é completo mas não existe uma partição de C-tipos completos, tal que T possa ser

obtido como descrito no Lema 6.2.19.4.

Portanto, para obtermos C-tipos completos tais que essas condições de necessidade

sejam satisfeitas, introduzimos a noção de C-tipos principais, como feito em [37].

Definição 6.2.21 (C-tipo principal): Seja T um C-tipo completo. T é chamado de

principal se:

(i) T = ω n−1 .α.nil⇒α.

(ii) T = nil⇒ω→ϕ e nil⇒ϕ é principal.

(iii) T = Γ⇒v→ϕ, onde Γ 6= nil ou v 6= ω, e v.Γ⇒ϕ é principal.

(iv) T = Γ⇒α e Γ = (ω n−1 .ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm tal que ∀1≤i≤m,

Γi⇒ϕi é principal.

Observe que na Definição 6.2.21 acima requisitamos explicitamente a existência da

partição correspondente no caso T = Γ ⇒ α para Γ 6≡ ω n−1 .α.nil e que v.Γ ⇒ ϕ seja
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principal, logo completo, para T = Γ⇒ v→ϕ onde Γ 6= nil ou v 6= ω. Apesar de termos

pelo Lema 6.2.19.2 que T = nil ⇒ ω→ϕ é completo se, e somente se, T ′ = nil ⇒ ϕ é

completo, esse caso deve ser definido de maneira similar aos anteriores. Caso contrário, se

na Definição 6.2.21 temos apenas: “T = nil⇒ω→ϕ” então garantimos apenas que T ′ seja

completo, permitindo que um contraexemplo como o do Exemplo 6.2.1 seja apresentado.

Lema 6.2.22: Se N é uma β-nf então TN is principal.

Demonstração. Por indução na estrutura de N . Pelo Lema 6.2.20, TN é completo:

• Se N ≡ n então TN = ω n−1 .α.nil⇒α.

• Sejam N ≡ λ.N ′ e TN
′
=Γ′⇒ϕ. Por HI tem-se que TN

′
é principal.

Se Γ′=v.Γ então T λ.N
′
=Γ⇒v→ϕ. Observe que se Γ=nil então, pelo Lema 5.1.7,

v 6=ω. Portanto, T λ.N
′

é principal.

Senão, Γ′ = nil e T λ.N
′
=nil⇒ω→ϕ. Portanto, T λ.N

′
é principal.

• Sejam N ≡ nN1 · · ·Nm e ∀1≤i≤m, TNi = Γi⇒ϕi que por HI é principal. Tem-se

que TN = (ω n−1 .ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm⇒ α para alguma v.t. α

nova. Portanto, TN é principal.

Portanto, a caracterização sintática de C-tipos principais contém as tipagens principais

das β-nfs, retornadas por Infer.

Definição 6.2.23 (Pares principais): Seja P = {(Γ, ϕ) ∈ C×TNF |Γ⇒ϕ é principal}.

Em outras palavras, pelo Lema 6.2.22 e análogo ao apresentado em [37]:

Im(Infer) ⊆ P

Definição 6.2.24: Seja FO(α,Γ) o conjunto definido por:

FO(α,Γ) = {(i,Γi) |α é uma ocorrência final de Γi,∀1≤ i≤|Γ|}

O conjunto FO(α,Γ) para um T = Γ⇒α principal, especificamente fechado e fechado

ao final, tem propriedades que são usadas na definição do algoritmo de reconstrução.
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Lema 6.2.25: Seja T = Γ⇒α um C-tipo. Se T é fechado ao final então FO(α,Γ) 6= ∅.

Se além disso T é fechado, então FO(α,Γ) tem exatamente um elemento (i, v), tal que

v = (ϕ1 → · · · → ϕm→α) ∧ v′ para m ≥ 0 e v′∈ UC onde α /∈ TV (v′).

Demonstração. Seja T = Γ⇒ α. Pela Definição 6.2.10, L(T ) = {Γi 6=ω,∀1≤i≤|Γ|} logo

se T é fechado ao final então pelo menos um elemento de Γ tem α como sua ocorrência

final. Seja (i, v) ∈ FO(α,Γ). Se T é também fechado, então Γ tem exatamente uma

ocorrência positiva de α, logo α ocorre unicamente em v=Γi. Note que v∈UC . Se v∈TC
então por indução estrutural tem-se que v = ϕ1 → · · · → ϕm→ α para m≥ 0 (v = α se

m=0). Senão, v = v1 ∧ v2 e α ocorre positivamente em v1 ou em v2. Assim, por indução

na estrutura dos elementos em UC , comutatividade e associatividade de ∧, obtém-se o

resultado desejado.

Introduzimos o algoritmo Recon, para reconstruir uma β-nf N a partir de (Γ, ϕ) ∈ P

tal que Infer(N) = (Γ, ϕ), similar ao algoritmo introduzido em [37].

Definição 6.2.26 (Algoritmo de reconstrução):

Recon(Γ, τ) =

Case (nil, α)
fail

Case (Γ, α)
let {(i1, u1), . . . , (im, um)} = FO(α,Γ)
if m = 1 & u1 = (τ1 → · · · → τn→α) ∧ u′ t.q. α /∈TV (u′)

then if ∀1≤ i≤n, ∃ Γi v Γ t.q. Γi⇒τi é principal
then let (N1,∆1) = Recon(Γ1, τ1)

...
(Nn,∆n) = Recon(Γn, τn)
∆′ = ω i

1−1.τ1 → · · · → τn→α.nil
Γ′ = ∆′ ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γn

∆ = Γ/Γ′

return ( i1N1 · · · Nn,∆ ∧∆1∧ · · · ∧∆n)
else fail

else fail

Case (Γ, u→τ)
if Γ = nil & u = ω

then let (N,∆) = Recon(nil, τ)
else let (N,∆) = Recon(u.Γ, τ)

if ∆ = nil
then return (λ.N,∆)
else fail



6.2 Caracterização das tipagens principais 121

Lema 6.2.27: Seja (Γ, ϕ) ∈ P . Então Recon(Γ, ϕ) = (N, nil), onde N é uma β-nf tal

que Infer(N) = (Γ, ϕ).

Demonstração. Por recorrência no número de chamadas ao Recon.

• Caso (Γ, α). Seja T = Γ⇒α.

Por hipótese tem-se que (Γ, α) ∈ P , assim T é principal logo fechado e fechado

ao final. Pelo Lema 6.2.25, FO(α,Γ) = {(i, (ϕ1 → · · · → ϕm→α) ∧ v′)} onde α /∈

TV (v′). Como Γi possui a única ocorrência de α em Γ, α /∈ TV (∆′′) para ∆′′ =

Γ/ (ω i−1.ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil).

Se m= 0, então em Recon tem-se que Γ′ = ∆′ = ω i−1.α.nil logo T = Γ′ ∧∆′′⇒ α.

T é fechado minimal, assim ∆′′ = nil e Γ = Γ′. Portanto, Recon(Γ, α) = ( i , nil) e

Infer( i ) = (ω i−1 .α.nil, α).

Senão, por T ser principal, Γ = (ω n−1 .ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm tal

que ∀1≤j≤m, Γj ⇒ ϕj é principal. Assim, n = i e por HI tem-se que ∀1≤j≤m,

Recon(Γj, ϕj) = (Nj, nil) onde Nj é uma β-nf tal que Infer(Nj) = (Γj, ϕj). Assim,

tem-se em Recon que Γ = Γ′ logo ∆ =nil. Então, Recon(Γ, α) = ( iN1 · · · Nm, nil)

e Infer( iN1 · · ·Nm) = ((ω i−1 .ϕ1 → · · · → ϕm→α.nil) ∧ Γ1∧ · · · ∧ Γm, α).

• Caso (Γ, v→ϕ). Seja T = Γ⇒v→ϕ.

Por hipótese tem-se que (Γ, v→ϕ) ∈ P logo T é principal.

Se Γ = nil e v = ω então T ′ = nil ⇒ ϕ é principal logo por HI tem-se que

Recon(nil, ϕ) = (N, nil) onde N é uma β-nf tal que Infer(N) = (nil, ϕ). Portanto,

Recon(nil, ω→ϕ) = (λ.N, nil) e Infer(λ.N) = (nil, ω→ϕ).

Senão, T ′=v.Γ⇒ϕ é principal. Por HI tem-se que Recon(v.Γ, ϕ)=(N, nil) onde N

é uma β-nf tal que Infer(N) = (v.Γ, ϕ). Portanto, Recon(Γ, v→ϕ) = (λ.N, nil) e

Infer(λ.N) = (Γ, v→ϕ).

Observe que, pelo Lema 6.2.27, temos que:

P ⊆ Im(Infer)
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Assim, P é o conjunto de todas, e apenas, as tipagens principais das β-nfs em λSMrdB .

Portanto,

P = Im(Infer)



Caṕıtulo 7

Tipos com interseção para o
λse-calculus

No presente caṕıtulo, introduzimos um sistema de tipos com interseção para o cálculo de

substituição expĺıcita λse, baseado no sistema λSMdB . Esse sistema é estendido tal que o

sistema obtido possa inferir tipagens para os novos termos presentes no cálculo.

Na Seção 7.1 apresentamos um sistema de tipos com interseção para o λs. Pelo

fato desse sistema ser mais próximo ao originalmente proposto na definição formal da

substituição β para o λdB, as propriedades para o sistema de tipos proposto correspondem

às propriedades de λSMdB . As regras de inferência introduzidas para a tipagem de termos

com operadores de atualização e substituição têm por referência os Lemas 5.1.9 e 5.1.10,

sobre os operadores impĺıcitos do λdB de atualização e substituição, respectivamente.

Assim, o sistema λsSM representa um passo em direção à adição de tipos com interseção

para o λse, introduzido na Seção 7.2. Após algumas considerações sobre a adição das

regras para composição de operadores ao λs, e as consequências nas tipagens de λsSM ,

apresentamos o sistema λse
∧.

As considerações e propostas de mudanças nas regras de inferência de tipagem em

cada um dos sistemas propostos, têm por finalidade a obtenção de sistemas de tipos com

interseção que sejam o mais restrito posśıvel tal que satisfaçam a propriedade de SR.

B. Guillaume apresenta em [47] um contraexemplo mostrando que o λse não é PSN, onde

um termo que é tipável em λ→dB, logo tipável em λ→, tem uma estratégia de redução

infinita em λse. Assim, qualquer sistema de tipos que seja uma extensão do sistema de

tipos simples λse
→ têm a mesma caracteŕıstica. O intuito de introduzir esses sistemas
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restritos é o de manter a relação desses sistemas com a propriedade de relevância do λSMdB ,

provada no Lema 5.1.7. Assim, averiguamos se em tais sistemas existe a possibilidade de

uma caracterização de termos SN.

A estrutura das duas seções segue um padrão onde o sistema é apresentado após uma

breve análise de alternativas para as novas regras de inferência. Após a introdução das

regras, lemas de geração são apresentados e finalmente a propriedade de SR é investigada.

As provas de SR são feitas através da análise de cada regra do cálculo correspondente.

O conjunto de tipos T utilizado nesses sistemas é o mesmo utilizado no sistema λSMdB ,

introduzido na Definição 5.1.1.1. Assim, as propriedades sobre os tipos descrita no Lema

5.1.2 e sobre contextos no Lema 5.1.3 são válidas nos sistemas introduzidos neste caṕıtulo.

7.1 Tipos com interseção para o λs-calculus

O primeiro passo em direção a um sistema de tipos com interseção para o λse-calculus será

o estudo de um sistema de tipos para o λs-calculus baseado em λSMdB . O λs é a extensão

natural do λdB, que torna a substituição expĺıcita inclúındo operadores de substituição e

atualização no cálculo. Portanto, para um sistema de tipos com interseção para o λs nós

estendemos o sistema λSMdB , com regras de inferência para esses operadores.

Para uma regra de inferência para o operador de atualização ϕ podemos observar o

Lema 5.1.9 como referência, que relaciona tipagens em λSMdB e i-elevações. Assim, como ϕik

representa i−1 aplicações da k-elevação em λs, temos as seguintes regras:

(ω-ϕ)
M :〈Γ ` τ〉

ϕikM :〈Γ≤k.ω i−1.Γ>k ` τ〉
, onde |Γ|>k

(nil-ϕ)
M :〈Γ ` τ〉
ϕikM :〈Γ ` τ〉

, onde |Γ|≤k

A regra (nil-ϕ) evita que o nil do contexto original seja trocado por um contexto omega.

Para o operador de substituição σ, devemos observar o Lema 5.1.10. O termo MσiN

está relacionado com o termo { i /N}M . A partir dos Lemas 5.1.10.3 e 5.1.10.4 temos as

seguintes regras:

(∧-nil-σ)
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil ` τ〉

MσiN :〈nil ` τ〉
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(∧-ω-σ)
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<(i−k).nil ` τ〉
, onde Γi = ∧mj=1σj

(∧-σ)
N :〈∆1 ` σ1〉 . . . N :〈∆m ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈(Γ<i.Γ>i) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉

, onde Γi = ∧mj=1σj

Onde, na regra (∧-ω-σ) tem-se que Γ = Γ<(i−k).ω
k.∧mj=1σj.nil e Γ(i−k−1) 6=ω e na regra

(∧-σ) tem-se que ∆k 6= nil, para algum 1≤k≤m, ou Γ>i 6= ω n.

Note que as regras (∧-nil-σ) e (∧-ω-σ) estão relacionadas ao caso no Lema 5.1.10.3

em que o ı́ndice a ser substitúıdo é o sup(M). Se a regra (∧-σ) fosse aplicada para os

casos tratados por essas regras, teŕıamos tipagens de termos em λs com contextos omega.

Exemplo 7.1.1: Seja 3 : 〈ω 2.α→α ` α→α〉 e λ.1 : 〈nil ` α→α〉 em λSMdB . Aplicando

a regra (∧-σ), e ignorando a condição de aplicação descrita acima, tem-se que 3σ3(λ.1) :

〈ω 2 ` α→α〉.

Portanto, com as regras definidas com condições laterais de aplicação como acima,

podemos apresentar mais adiante um conceito apropriado de relevância para o sistema.

Para os casos de substituição vazia tem-se as seguintes regras:

(nil-σ)
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈Γ ∧ (ω i−1.∆) ` τ〉

, onde |Γ| < i

(ω-σ)
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈(Γ<i.Γ>i) ∧ (ω i−1.∆) ` τ〉
, onde Γi = ω

Observe que, apesar das regras (nil-σ) e (ω-σ) estarem relacionadas aos Lemas 5.1.10.1

e 5.1.10.2, respectivamente, mantemos a prinćıpio a informação da tipagem de N . Sabe-se

que esta informação deve desaparecer na tipagem da s-nf correspondente, pois o termo N

desaparece. A questão é em que momento essa informação deve ser descartada. No exem-

plo a seguir temos que ao mantermos essa informação, como nas regras acima, perdemos

a propriedade de SR.

Exemplo 7.1.2: Tomando o sistema de tipos formado por λSMdB estendido com as regras

propostas acima tem-se que:

2 :〈ω.α1→α2.nil ` α1→α2〉 3:〈ω 2.α1.nil ` α1〉
( 2 3 ) :〈ω.α1→α2.α1.nil ` α2〉

λ.( 2 3 ) :〈α1→α2.α1.nil ` ω→α2〉 3:〈ω 2.β.nil ` β〉
(λ.( 2 3 ) 3 ) :〈α1→α2.α1.β.nil ` α2〉
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Sejam M ≡ (λ.( 2 3 ) 3 ) e M ′ ≡ (( 2σ13 ) ( 3σ13 )). Tem-se que M −→∗λse M
′ e que

M ′ :〈α1→α2.α1.(β ∧ β).nil ` α2〉. Sejam Γ e Γ′ os contextos das tipagens de M e de M ′,

respectivamente. Note que Γ′ = Γ ∧ (ω 2.β.nil).

Portanto, apesar da informação de tipo desaparecer na tipagem da s-nf correspondente,

esta é duplicada na tipagem do termo resultante após cada redução com a regra (σ-

app-transition). Assim, a informação do contexto de um termo aplicado a ω deve ser

“esquecida” assim que o termo integre o corpo de uma substituição. As regras (ω-σ) e

(nil-σ) são então modificadas como segue:

(nil-σ)
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| < i

(ω-σ)
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉

, onde Γi = ω

Observe que as duas regras podem ser substitúıdas por uma única regra onde a condi-

ção para Γ seria a disjunção das condições acima. Mantemos as duas regras neste sistema

para ter uma correspondência direta com os Lemas 5.1.10.1 e 5.1.10.2. Assim, com o

sistema λSMdB estendido com as regras descritas acima introduzimos o sistema λsSM .

7.1.1 O sistema λsSM e propriedades

Definição 7.1.1 (O sistema λsSM): As regras de inferência de tipagem do sistema

λsSM são compostas pelas regras de λSMdB , apresentadas na Definição 5.1.4, e as regras

introduzidas na Figura 7.1.1.

Para uma noção apropriada de relevância para sistemas de tipos para o λs-calculus,

usamos um conceito diferente do representado pelos ı́ndice livre. A noção de ı́ndice dis-

pońıvel apresentada na Definição 3.2.7 nos permite apresentar o lema de relevância para

λsSM a seguir.

Lema 7.1.2 (Relevância para λsSM): Se M :〈Γ `λsSM τ〉 então:

i) |Γ| = sav(M).

ii) ∀1≤ i≤|Γ|, Γi 6=ω sse i∈AI(M).
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(nil-σ)
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, |Γ| < i

(ω-σ)
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉

, Γi = ω

(∧-nil-σ)
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil ` τ〉

MσiN :〈nil ` τ〉

(∧-ω-σ)
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<(i−k).nil ` τ〉
, Γi = ∧mj=1σj (*)

(∧-σ)
N :〈∆1 ` σ1〉 . . . N :〈∆m ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈(Γ<i.Γ>i) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉

, Γi = ∧mj=1σj (**)

(ω-ϕ)
M :〈Γ ` τ〉

ϕikM :〈Γ≤k.ω i−1.Γ>k ` τ〉
, |Γ| > k (nil-ϕ)

M :〈Γ ` τ〉
ϕikM :〈Γ ` τ〉

, |Γ| ≤ k

(*) Γ = Γ<(i−k).ω
k. ∧mj=1 σj.nil e Γ(i−k−1) 6=ω

(**) ∆k 6= nil, para algum 1≤k≤m, ou Γ>i 6= nil

Figura 7.1.1: Regras de inferência para o sistema λsSM

Demonstração. Por indução na derivação de M : 〈Γ `λsSM τ〉. As provas para as regras

var, varn,→i,→′i,→e e→′e são análogas a prova do Lema 5.1.7, fazendo uso da definição

de AI, sav, e os Lemas 3.2.9, 3.2.10.1 e 3.2.10.2. A seguir, apresentamos a demonstração

para as regras de inferência restantes.

• Seja
M :〈Γ ` τ〉
ϕikM :〈Γ ` τ〉

, onde |Γ| ≤ k. Por HI tem-se que |Γ|= sav(M) e ∀1≤ j ≤ |Γ|,

Γj 6= ω sse j∈AI(M). Assim, pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(ϕikM)=sav(M).

Note que AI(ϕikM)=AI(M)≤k ∪ (AI(M)>k + (i− 1))=AI(M).

• Seja
M :〈Γ ` τ〉

ϕikM :〈Γ≤k.ω i−1.Γ>k ` τ〉
, onde |Γ| > k. Por HI tem-se que |Γ| = sav(M) e

∀1≤ j ≤ |Γ|, Γj 6= ω sse j ∈ AI(M). Pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(ϕikM) =

sav(M) + (i−1). Logo, para Γ′ = Γ≤k.ω
i−1.Γ>k tem-se que |Γ′| = |Γ| + (i−1) =

sav(M)+(i−1)=sav(ϕikM). Tem-se que AI(ϕikM)=AI(M)≤k∪(AI(M)>k+(i−1)).

Portanto, tem-se que ∀1 ≤ j ≤ k, Γ′j = Γj 6= ω sse j ∈ AI(M)≤k e ∀k < j < k+i,

Γ′j = ω e ∀k+i ≤ j ≤ |Γ|+(i−1) = |Γ′|, Γ′j = Γj−i+1 6= ω sse j−i+1 ∈ AI(M)≤k sse

j∈(AI(M)>k + (i− 1)).

• Seja
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| < i. Por HI tem-se que |Γ|= sav(M) e
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i /∈AI(M) logo, pelos Lemas 3.2.10.5 e 3.2.10.4, sav(MσiN)=sav(M−i)= sav(M).

Note que AI(MσiN)=AI(M−i)=AI(M).

• Seja
N :〈∆ ` ρ〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉

, onde Γi = ω. Por HI tem-se que sav(M) = |Γ| e

i /∈AI(M). Seja Γ′=Γ<i.Γ>i. Assim, pelos Lemas 3.2.10.5 e 3.2.10.4, sav(MσiN)=

sav(M−i) = sav(M)−1 = |Γ|−1 = |Γ′|. Note que AI(MσiN) = AI(M−i) onde

(AI(M)>i)\1 6= ∅. Portanto, ∀1 ≤ j < i, Γ′j = Γj 6= ω sse j ∈ AI(M)<i e ∀i ≤ j <

sav(M), Γ′j =Γj+1 6=ω sse j+1∈AI(M)>i sse j∈(AI(M)>i)\1.

• Seja
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil ` τ〉

MσiN :〈nil ` τ〉
. Por HI tem-se

que sav(N)=0 e AI(M)={ i }. Portanto, AI(MσiN)=AI(M−i) ∪ AI(ϕi0N) = ∅.

• Seja
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<(i−k).nil ` τ〉
, onde Γ = Γ<(i−k).ω

k.∧mj=1σj.nil

e Γ(i−k−1) 6= ω. Por HI tem-se que sav(N) = 0, sav(M) = i, i−k−1 ∈ AI(M) e

∀(i−k) ≤ j ≤ i, j /∈ AI(M). Pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(ϕi0N) = sav(N).

Note que AI(M−i) = AI(M)<i = AI(M)<(i−k) e que sav(M−i) = i−k−1. Assim,

pelo Lema 3.2.10.5 tem-se que sav(MσiN)=max(sav(M−i), sav(ϕi0N))= i−k−1=

|Γ<(i−k).nil|. Note que AI(MσiN) = AI(M−i) ∪ AI(ϕi0N) = AI(M)<(i−k) e seja

Γ′ = Γ<(i−k).nil. Portanto, ∀1 ≤ j ≤ i−k−1, Γ′j = Γj 6= ω sse j ∈ AI(M)<(i−k) =

AI(MσiN).

• Seja
N :〈∆1 ` σ1〉 . . . N :〈∆m ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈(Γ<i.Γ>i) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉

, onde Γi=∧mj=1σj e ∆k 6=nil ou

Γ>i 6=nil. Suponha que sav(N) 6= 0. Por HI tem-se que ∀1≤k≤m, |∆k| = sav(N)

e ∀1 ≤ j ≤ |∆k|, ∆k
j 6= ω sse j ∈ AI(N). Seja ∆′ = ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧ ∆m). Pelo

Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(ϕi0N) = sav(N) + (i−1). Note que AI(ϕi0N) =

AI(N)+(i−1) e ∀1≤j≤ i−1 tem-se ∆′j =ω e ∀i≤j≤|∆′|= |∆k|+(i−1) tem-se ∆′j =

(∆1∧· · · ∧∆m)j−i+1 6=ω sse j−i+1∈AI(N) sse j∈AI(N)+(i−1). Também por HI

tem-se que |Γ|=sav(M) e ∀1≤j≤|Γ|, Γj 6=ω sse j∈AI(M). Suponha que Γ>i 6=nil

e seja Γ′=(Γ<i.Γ>i). Portanto, sav(M−i) = sav(M)−1 = |Γ′| e ∀1≤j≤|Γ′|, Γ′j 6=ω

sse j∈AI(M−i). Assim, ∀1≤j≤|Γ′∧∆′|, (Γ′∧∆′)j 6=ω sse Γ′j 6=ω ou ∆′j 6=ω sse j∈

AI(M−i) ou j∈AI(ϕi0N) sse j∈AI(M−i)∪AI(ϕi0N)=AI(MσiN), pois Γi 6=ω logo

i∈AI(M). Além disso, |Γ′ ∧∆′| = max(|Γ′|, |∆′|) = max(sav(M−i), sav(ϕi0N)) =

sav(MσiN). O caso para sav(N) = 0, e consequentemente por HI ∆k =nil, e para
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Γ>i=nil são similares.

A seguir apresentamos um lema de geração que representa as propriedades que λsSM

e λSMdB têm em comum.

Lema 7.1.3 (Geração para λsSM):

1. Se n :〈Γ `λsSM τ〉, então Γn=τ .

2. Se λ.M :〈nil `λsSM τ〉, então τ=ω→σ e M :〈nil `λsSM σ〉 ou τ=∧ni=1σi→σ, n > 0,

e M :〈∧ni=1σi.nil `λsSM σ〉 para σ, σ1, . . . , σn∈T .

3. Se λ.M : 〈Γ `λsSM τ〉 e |Γ| > 0, então τ = u→ σ para algum u ∈ U e σ ∈ T , onde

M :〈u.Γ `λsSM σ〉.

4. Se (M N) : 〈Γ `λsSM τ〉 então Γ = Γ1 ∧ Γ2 tal que M : 〈Γ1 `λsSM ω→τ〉 e N :

〈Γ2 `λsSM ρ〉 ou M : 〈Γ1 `λsSM (∧mi=1σi)→τ〉 onde Γ2 = ∆1 ∧ · · · ∧∆m e ∀1≤ i≤m,

N :〈∆i `λsSM σi〉.

Demonstração. Os itens 1, 2 e 3 são similares as provas dos itens 1, 3 e 4 do Lema 5.1.8,

respectivamente.

4. Por análise de casos na derivação de (M N) :〈Γ ` τ〉.

A seguir apresentamos um lema de geração para tipagens relacionadas aos operadores

de substituição e atualização do λs.

Lema 7.1.4 (Geração para operadores em λsSM):

1. Seja ϕikN : 〈Γ `λsSM τ〉. Se |Γ| ≤ k, então N : 〈Γ `λsSM τ〉. Se |Γ| > k, então

N :〈Γ≤k.Γ≥k+i `λsSM τ〉, onde Γ=Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i.

2. Se MσiN : 〈nil `λsSM τ〉, então M : 〈nil `λsSM τ〉 e N : 〈∆ `λsSM ρ〉 ou M :

〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil `λsSM τ〉 onde ∀1≤j≤m, N :〈nil `λsSM σj〉.

3. Se MσiN : 〈Γ `λsSM τ〉 e 0 < |Γ|< i, então M : 〈Γ `λsSM τ〉 e N : 〈∆ `λsSM ρ〉 ou

M : 〈Γ.ω n. ∧mj=1 σj.nil `λsSM τ〉 onde n ≥ 0, |Γ.ω n. ∧mj=1 σj.nil| = i e ∀1 ≤ j ≤m,

N :〈nil `λsSM σj〉.



7.1 Tipos com interseção para o λs-calculus 130

4. Se MσiN : 〈Γ `λsSM τ〉 e |Γ| ≥ i então M : 〈Γ<i.ω.Γ≥i `λsSM τ〉 e N : 〈∆ `λsSM ρ〉

ou M : 〈Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ `λsSM τ〉 onde Γ≥i = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m, para |Γ≥i| > 0, e

∀1≤j≤m, N :〈∆j `λsSM σj〉.

Demonstração. 1. Por análise de casos na derivação de ϕikN :〈Γ ` τ〉.

2. Por análise de casos na derivação de MσiN :〈nil ` τ〉.

3. Por análise de casos na derivação de MσiN :〈Γ ` τ〉, para 0< |Γ|<i.

4. Por análise de casos na derivação de MσiN :〈Γ ` τ〉, para |Γ|≥ i.

Observe que as possibilidades apresentadas nos itens do Lema 7.1.4 acima são dife-

renciadas por caracteŕısticas sintáticas dos respectivos termos. Seja MσiN : 〈Γ ` τ〉. A

relação entre i e o comprimento |Γ| determina qual dos itens acima é aplicável. Suponha

que 0 < |Γ| < i. Assim, pelo item 3 acima tem-se duas possibilidades. No caso do sis-

tema λsSM , para saber qual delas se aplica basta saber o valor de sav(M). Portanto, se

sav(M)<i, então M : 〈Γ ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉. Se sav(M)>i então a segunda alternativa

referente ao item 3 é a que se aplica.

Porém, mantemos essa informação fora dos lemas de geração para λsSM pois no caso do

sistema proposto para o λse, não temos essa relação direta entre tipagens e propriedades

puramente sintáticas dos termos.

7.1.2 Redução de sujeito

As s-nf são exatamente os termos de λdB, onde a teoria de λsSM coincide com λSMdB . Assim,

a propriedade de redução de sujeito será valida apenas para a β-contração e com a noção

de restrição para contextos. Com essa finalidade, provamos SR para o s-calculus.

Teorema 7.1.5 (SR para s em λsSM): Seja M : 〈Γ `λsSM τ〉. Se M →s M
′, então

M ′ :〈Γ `λsSM τ〉.

Demonstração. A prova é feita através da análise da propriedade em cada regra de s.

• (σ-λ-transition): Seja (λ.M)σiN :〈Γ ` τ〉.
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Se Γ = nil, então pelo Lema 7.1.4.2 tem-se dois casos.

Para o primeiro tem-se λ.M : 〈nil ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉 logo, pelo Lema 7.1.3.2,

M : 〈nil ` τ ′〉 onde τ = ω → τ ′ ou M : 〈∧mj=1σj.nil ` τ ′〉 onde τ = ∧mj=1σj → τ ′.

Note que i ≥ 1 logo i+1 ≥ 2. Assim, por (nil-σ) tem-se Mσi+1N : 〈nil ` τ ′〉 ou

Mσi+1N :〈∧mj=1σj.nil ` τ ′〉 logo λ.(Mσi+1N) :〈nil ` ω→τ ′〉 por→′i ou λ.(Mσi+1N) :

〈nil ` ∧mj=1σj→τ ′〉 por →i.

Para o segundo caso tem-se λ.M : 〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil `λsSM τ〉 onde ∀1 ≤ j ≤ m,

N : 〈nil ` σj〉. Assim, pelo Lema 7.1.3.3 tem-se M : 〈u.ω i−1. ∧mj=1 σj.nil ` τ ′〉 onde

τ =u→ τ ′. Portanto, se u 6=ω então por (∧-ω-σ) tem-se que Mσi+1N : 〈u.nil ` τ ′〉

e se u=ω então por (∧-nil-σ) tem-se que Mσi+1N : 〈nil ` τ ′〉. Logo, λ.(Mσi+1N) :

〈nil ` u→τ ′〉 por →i ou λ.(Mσi+1N) :〈nil ` ω→τ ′〉 por →′i.

Se 0< |Γ|<i, então pelo Lema 7.1.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que λ.M : 〈Γ ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉 logo, pelo Lema 7.1.3.3,

tem-se M : 〈u.Γ ` τ ′〉 onde τ = u→ τ ′. Note que |Γ|+1< i+1. Assim, por (nil-σ)

tem-se Mσi+1N :〈u.Γ ` τ ′〉 portanto, por →i, λ.(Mσi+1N) :〈Γ ` u→τ ′〉.

No segundo tem-se que λ.M :〈Γ.ω n. ∧mj=1 σj.nil ` τ〉 onde n ≥ 0, |Γ.ω n.∧mj=1σj.nil|=

i e ∀1≤j≤m, N :〈nil ` σj〉. Pelo Lema 7.1.3.3 tem-se M :〈u.Γ.ω n. ∧mj=1 σj.nil ` τ ′〉

onde τ = u→ τ ′. Assim, por (∧-ω-σ) tem-se que Mσi+1N : 〈u.Γ ` τ ′〉 e, por →i,

λ.(Mσi+1N) :〈Γ ` u→τ ′〉.

Se |Γ|≥ i, então pelo Lema 7.1.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que λ.M : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉 logo, pelo Lema

7.1.3.3, tem-se M : 〈u.Γ<i.ω.Γ≥i ` τ ′〉 onde τ =u→ τ ′. Assim, por (ω-σ), Mσi+1N :

〈u.Γ<i.Γ≥i ` τ ′〉 e, por →i, λ.(Mσi+1N) :〈Γ<i.Γ≥i ` u→τ ′〉.

No segundo caso tem-se λ.M : 〈Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ ` τ〉 onde Γ≥i = Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m,

para |Γ≥i| > 0, e ∀1 ≤ j ≤ m, N : 〈∆j ` σj〉. Assim, pelo Lema 7.1.3.3, tem-

se M : 〈u.Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ ` τ ′〉 onde τ = u → τ ′. Logo, por (∧-σ), Mσi+1N :

〈(u.Γ<i.Γ′) ∧ ω i.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ ′〉. Observe que (u.Γ<i.Γ
′)∧ω i.(∆1∧· · ·∧∆m) =

u.Γ portanto, por →i, λ.(Mσi+1N) :〈Γ ` u→τ ′〉.

• (σ-app-transition): Seja (M1 M2)σiN :〈Γ ` τ〉.



7.1 Tipos com interseção para o λs-calculus 132

Se Γ = nil, então pelo Lema 7.1.4.2 tem-se dois casos.

Para o primeiro tem-se (M1 M2) : 〈nil ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se

que M1 : 〈nil ` ω→τ〉 e M2 : 〈nil ` ρ〉 ou M1 : 〈nil ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤m,

M2 : 〈nil ` σj〉. Para a primeira alternativa tem-se, pela regra (nil-σ), que M1σ
iN :

〈nil ` ω→τ〉 e M2σ
iN : 〈nil ` ρ〉 logo, por →′e, ((M1σ

iN) (M2σ
iN)) : 〈nil ` τ〉. A

demonstração para a segunda alternativa é análoga.

Para o segundo caso tem-se (M1 M2) : 〈ω i−1. ∧lk=1 τk.nil ` τ〉 onde ∀1 ≤ k ≤ l,

N : 〈nil ` τk〉. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se que ω i−1. ∧lk=1 τk.nil = Γ1 ∧ Γ2 tal que

M1 :〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 :〈Γ2 ` ρ〉 ou M1 :〈Γ1 ` ∧mj=1σj→τ〉 onde Γ2 =∆1∧· · · ∧∆m e

∀1≤j≤m, M2 :〈∆j ` σj〉. Note que Γ1 e Γ2 representam uma partição com tamanho

igual ao contexto original ou um deles é nil. Suponha s.p.d.g. que Γ2 = nil logo

Γ1 =ω i−1. ∧lk=1 τk.nil. Assim, para a primeira alternativa referente ao Lema 7.1.3.4

tem-se por (∧-nil-σ) que M1σ
iN :〈nil ` ω→τ〉 e por (nil-σ) que M2σ

iN :〈nil ` ρ〉.

Portanto, por →′e, ((M1σ
iN) (M2σ

iN)) : 〈nil ` τ〉. Para a segunda alternativa a

demonstração é análoga.

Se 0≤|Γ|<i, então pelo Lema 7.1.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉. Pelo Lema 7.1.3.4

tem-se que Γ = Γ1 ∧ Γ2 tal que M1 : 〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 : 〈Γ2 ` ρ〉 ou M1 : 〈Γ1 `

∧mj=1σj→τ〉 onde Γ2 = ∆1 ∧ · · · ∧∆m e ∀1 ≤ j ≤ m, M2 : 〈∆j ` σj〉. Observe

que max(|Γ1|, |Γ2|) = |Γ|<i. Assim, para a primeira alternativa referente ao Lema

7.1.3.4 tem-se por (nil-σ) que M1σ
iN :〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2σ

iN :〈Γ2 ` ρ〉 logo, por→′e,

((M1σ
iN) (M2σ

iN)) : 〈Γ1 ∧ Γ2 ` τ〉. Para a segunda alternativa a demonstração é

análoga.

Para o segundo caso tem-se que (M1 M2) : 〈Γ.ω n. ∧lk=1 τk.nil ` τ〉 onde n ≥ 0,

|Γ.ω n. ∧lk=1 τk.nil| = i e ∀1 ≤ k ≤ l, N : 〈nil ` τk〉. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se que

Γ.ω n. ∧lk=1 τk.nil = Γ1 ∧ Γ2 tal que M1 : 〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 : 〈Γ2 ` ρ〉 ou M1 : 〈Γ1 `

∧mj=1σj→τ〉 onde Γ2 =∆1 ∧ · · · ∧∆m e ∀1≤j≤m, M2 :〈∆j ` σj〉. Suponha s.p.d.g.

que Γ1 = Γ e que Γ2 = ω i−1 .∧lk=1 τk.nil logo ∀1≤ j ≤m, ∆j = ω i−1 .uj.nil, onde

uj v ∧lk=1τk e u1∧· · · ∧ um=∧lk=1τk. Assim, para a segunda alternativa referente ao

Lema 7.1.3.4 tem-se por (nil-σ) que M1σ
iN : 〈Γ ` ∧mj=1σj→τ〉 e por (∧-nil-σ) que
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∀1≤ j ≤m, M2σ
iN : 〈nil ` σj〉. Portanto, por →e, ((M1σ

iN) (M2 σ
iN)) : 〈Γ ` τ〉.

Para a primeira alternativa a demonstração é análoga.

Se |Γ|≥ i, então pelo Lema 7.1.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1 M2) : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉. Pelo Lema

7.1.3.4 tem-se que Γ<i.ω.Γ≥i = Γ1 ∧ Γ2 tal que M1 : 〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 : 〈Γ2 ` ρ〉

ou M1 : 〈Γ1 ` ∧mj=1σj→τ〉 onde Γ2 = ∆1 ∧ · · · ∧∆m e ∀1≤ j ≤m, M2 : 〈∆j ` σj〉.

Suponha s.p.d.g. que |Γ2| < i logo Γ1 =Γ′.ω.Γ≥i para |Γ′|= i−1 tal que Γ1∧Γ2 =(Γ′∧

Γ2).ω.Γ≥i. Assim, para a primeira alternativa referente ao Lema 7.1.3.4 tem-se por

(ω-σ) que M1σ
iN : 〈Γ′.Γ≥i ` ω→τ〉 e por (nil-σ) que M2σ

iN : 〈Γ2 ` ρ〉. Portanto,

por →′e tem-se que ((M1σ
iN) (M2σ

iN)) : 〈(Γ′ ∧ Γ2).Γ≥i ` τ〉, onde Γ′ ∧ Γ2 = Γ<i.

Para a segunda alternativa a demonstração é análoga.

No segundo tem-se (M1 M2) : 〈Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ ` τ〉 onde Γ≥i = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m,

para |Γ≥i| > 0, e ∀1 ≤ j ≤m, N : 〈∆j ` σj〉. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se que Γ1 ∧

Γ2 = Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ tal que M1 : 〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 : 〈Γ2 ` ρ〉 ou M1 : 〈Γ1 `

∧lk=1σ
′
k→τ〉 onde Γ2 = (∆′)1 ∧ · · · ∧ (∆′)l e ∀1≤ k≤ l, M2 : 〈(∆′)k ` σ′k〉. Suponha

s.p.d.g. que |Γ2| < i logo Γ1 = Γ1
<i. ∧mj=1 σj.Γ

′ tal que Γ1
<i ∧ Γ2 = Γ<i. Assim,

para a primeira alternativa referente ao Lema 7.1.3.4 tem-se por (∧-σ) que M1σ
iN :

〈(Γ1
<i.Γ

′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` ω→τ〉 e por (nil-σ) que M2σ
iN : 〈Γ2 ` ρ〉.

Note que (Γ1
<i.Γ

′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) = Γ1
<i.(Γ

′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m) = Γ1
<i.Γ≥i.

Portanto, por→′e, ((M1σ
iN) (M2σ

iN)) :〈(Γ1
<i.Γ≥i) ∧ Γ2 ` τ〉, onde (Γ1

<i.Γ≥i)∧Γ2 =

(Γ1
<i ∧ Γ2).Γ≥i = Γ. Para a segunda alternativa a demonstração é análoga.

• (σ-destruction): Seja nσiN :〈Γ ` τ〉.

Se n < i, então nσiN → n e AI(nσiN) = {n } logo, pelo Lema 7.1.2, |Γ| = n.

Observe que para qualquer tipagem 〈Γ′ ` τ ′〉 de n, |Γ′| = n. Assim, pelo Lema

7.1.4.3 tem-se que n :〈Γ ` τ〉 e N :〈∆ ` ρ〉.

Se n= i, então nσiN → ϕi0N e AI(nσiN)=AI(ϕi0N) logo, pelo Lema 7.1.2, |Γ|=

sav(ϕi0N). Pelos Lemas 7.1.2 e 7.1.3.1 tem-se que i : 〈ω i−1.τ.nil ` τ〉. Se Γ = nil,

então pelo Lema 7.1.4.2 tem-se que N : 〈nil ` τ〉 logo, por (nil-ϕ), ϕi0N : 〈nil ` τ〉.

Se |Γ| > 0, então pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(ϕi0N) = sav(N) + (i − 1),

onde sav(N) > 0, logo |Γ| = sav(ϕi0N) ≥ i. Assim, pelo Lema 7.1.4.4 tem-se que
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N : 〈Γ≥i ` τ〉, onde |Γ≥i|> 0. Portanto, por (ω-ϕ), ϕi0N : 〈ω i−1.Γ≥i ` τ〉. Observe

que Γ<i = ω i−1 logo ω i−1.Γ≥i=Γ.

Se n > i, então nσiN → n−1 e AI(nσiN) = {n−1 } logo, pelo Lema 7.1.2,

|Γ|=n−1≥ i. Tem-se que Γ′i=ω, para qualquer contexto Γ′ de uma tipagem de n,

onde n> i. Portanto, pelo Lema 7.1.4.4, n : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` τ〉 e N : 〈∆ ` ρ〉. Pelos

Lemas 7.1.2 e 7.1.3.1 tem-se que Γ<i.ω.Γ≥i = ω n−1.τ.nil, logo Γ<i.Γ≥i = ω n−2.τ.nil.

Portanto, por var e varn tem-se que n−1:〈Γ ` τ〉.

• (ϕ-λ-transition): Seja ϕik(λ.M) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ| ≤ k então pelo Lema 7.1.4.1 tem-se λ.M : 〈Γ ` τ〉. Se Γ = nil, então pelo

Lema 7.1.3.2 tem-se M : 〈nil ` τ ′〉 onde τ = ω→ τ ′ ou M : 〈∧mj=1σj.nil ` τ ′〉 onde

τ =∧mj=1σj→ τ ′. Observe que 1≤ k+1. Assim, por (nil-ϕ), ϕik+1M : 〈nil ` τ ′〉 ou

ϕik+1M : 〈∧mj=1σj.nil ` τ ′〉. Portanto, tem-se λ.(ϕik+1M) : 〈nil ` ω→τ ′〉 por →′i ou

λ.(ϕik+1M) :〈nil ` ∧mj=1σj→τ〉 por →i. A demonstração para |Γ|>0 é análoga.

Se |Γ| > k então pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que λ.M : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 onde Γ =

Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Assim, pelo Lema 7.1.3.3 tem-se M : 〈u.Γ≤k.Γ≥k+i ` τ ′〉 onde

u→ τ ′ e, por (ω-ϕ), ϕik+1M : 〈u.Γ≤k.ω i−1.Γ≥k+i ` τ〉. Portanto, por →i tem-se que

λ.(ϕik+1M) :〈Γ≤k.ω i−1.Γ≥k+i ` u→τ ′〉.

• (ϕ-app-transition): Seja ϕik(M1 M2) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ|≤k então pelo Lema 7.1.4.1 tem-se (M1 M2) :〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-

se Γ=Γ1∧Γ2 tal que M1 :〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 :〈Γ2 ` ρ〉 ou M1 :〈Γ1 ` ∧mj=1σj→τ〉 onde

Γ2 =∆1∧· · · ∧∆m e ∀1≤j≤m, M2 :〈∆j ` σj〉. Tem-se que max(|Γ1|, |Γ2|)= |Γ|≤k.

Assim, para a primeira alternativa relativa ao Lema 7.1.3.4 tem-se, por (nil-ϕ), que

ϕikM1 : 〈Γ1 ` ω→τ〉 e ϕikM2 : 〈Γ2 ` ρ〉. Portanto, por →′e, ((ϕikM1) (ϕikM2)) :

〈Γ1 ∧ Γ2 ` τ〉. A demonstração para a segunda alternativa é similar.

Se |Γ| > k então pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que (M1 M2) : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 onde

Γ=Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se Γ≤k.Γ≥k+i=Γ1∧Γ2 tal que M1 :〈Γ1 `

ω→τ〉 eM2 :〈Γ2 ` ρ〉 ouM1 :〈Γ1 ` ∧mj=1σj→τ〉 onde Γ2 =∆1∧· · · ∧∆m e ∀1≤j≤m,

M2 : 〈∆j ` σj〉. Suponha s.p.d.g. que |Γ2|≤k, logo Γ1 =Γ1
≤k.Γ≥k+i onde Γ1

≤k ∧ Γ2 =

Γ≤k. Assim, para a primeira alternativa relativa ao Lema 7.1.3.4 tem-se por (ω-ϕ)

que ϕikM1 : 〈Γ1
≤k.ω

i−1.Γ≥k+i ` ω→τ〉 e por (nil-ϕ) que ϕikM2 : 〈Γ2 ` ρ〉. Portanto,
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por →′e, (ϕikM1 ϕ
i
kM2) : 〈(Γ1

≤k.ω
i−1.Γ≥k+i) ∧ Γ2 ` τ〉, onde (Γ1

≤k.ω
i−1.Γ≥k+i) ∧ Γ2 =

(Γ1
≤k ∧ Γ2).ω i−1.Γ≥k+i. Para a segunda alternativa a demonstração é análoga.

• (ϕ-destruction): Seja ϕik n :〈Γ ` τ〉.

Se n ≤ k, então ϕik n → n e AI(ϕik n) = {n }. Logo, |Γ|= sav(ϕik n) = sav(n)≤ k.

Portanto, pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que n :〈Γ ` τ〉.

Se n > k, então ϕik n → n+i−1 e AI(ϕik n) = {n+i−1 }. Logo, |Γ|= sav(ϕik n) =

n+(i−1) > k. Portanto, pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que n : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉, onde

Γ=Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Pelos Lemmas 7.1.2 e 7.1.3.1 tem-se que Γ≤k.Γ≥k+i=ω n−1.τ.nil.

Portanto, Γ=ω n+i−2.τ.nil logo, por var e varn, tem-se que n+i−1:〈Γ ` τ〉.

Corolário 7.1.6: Se M :〈Γ ` τ〉 e M →s M
′ então AI(M) = AI(M ′).

Demonstração. Pelo Teorema 7.1.5 tem-se que se M : 〈Γ ` τ〉 e M →s M
′ então M ′ :

〈Γ ` τ〉. Portanto, pelo Lema 7.1.2 tem-se que ∀1 ≤ i ≤ |Γ|, i ∈ AI(M) sse Γi 6= ω sse

i ∈ AI(M ′).

Com a propriedade de SR para o cálculo de substituição s e o fato de λs simular a

redução β, podemos demonstrar SR para a simulação da contração β apenas analisando a

regra que dá ińıcio ao processo. Assim como para o sistema λSMdB , a noção de SR para λsSM

depende de um conceito de restrição para contextos. A seguir, apresentamos a noção de

restrição relativa a AI, análoga à Definição 5.1.11.

Definição 7.1.7 (Restrição para contextos): Seja Γ�Mum contexto Γ′ v Γ tal que

|Γ′| = sav(M) e que ∀1≤ i≤|Γ′|, Γ′i 6= ω sse i∈AI(M).

As propriedade da restrição acima são análogas às apresentadas no Lema 5.1.12.

Teorema 7.1.8 (SR para simulação da contração β em λsSM): Seja (λ.M M ′) ∈

ΛdB. Se (λ.M M ′) :〈Γ `λsSM τ〉, então { 1/M ′}M :〈Γ�{ 1/M ′}M `λsSM τ〉.

Demonstração. Seja (λ.M M ′) :〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se λ.M :〈Γ1 ` ω→τ〉 e M ′ :〈Γ2 ` ρ〉, onde Γ=Γ1 ∧ Γ2.

Se Γ1 = nil, então pelo Lema 7.1.3.2 tem-se que M : 〈nil ` τ〉 logo, por (nil-σ),

Mσ1M ′ : 〈nil ` τ〉. Pelo Teorema 7.1.5 tem-se que N : 〈nil ` τ〉 para qualquer N tal que
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Mσ1M ′ →s N . Logo, por indução no número de reduções em s tem-se que s(Mσ1M ′) :

〈nil ` τ〉, onde s(Mσ1M ′) ≡ { 1 /M ′}M . Note que, pelo Lema 7.1.2, AI(M) = ∅ logo

AI({ 1 /M ′}M)=AI(Mσ1M ′)=AI(M−1)=∅. Assim, (Γ1 ∧ Γ2)�{ 1 /M ′}M = nil.

Se |Γ1| > 0, então pelo Lema 7.1.3.3 tem-se que M : 〈ω.Γ1 ` τ〉 logo, por (ω-σ),

Mσ1M ′ : 〈Γ1 ` τ〉. Logo, pelo Teorema 7.1.5, s(Mσ1M ′) : 〈Γ1 ` τ〉. Note que, pelo

Lema 7.1.2, 1 /∈AI(M) logo AI({ 1 /M ′}M)=AI(Mσ1M ′)=AI(M−1)=AI(λ.M). Logo,

(Γ1 ∧ Γ2)�{ 1 /M ′}M = (Γ1 ∧ Γ2)�λ.M = Γ1.

No segundo caso tem-se λ.M : 〈Γ1 ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤ j ≤m, M ′ : 〈∆j ` σj〉, onde

Γ=Γ1 ∧ Γ2 para Γ2 =∆1 ∧ · · · ∧∆m.

Se Γ1 =nil, então pelo Lema 7.1.3.2 tem-se que M1 : 〈∧mj=1σj.nil ` τ〉. Se sav(M ′)=0

então pelo Lema 7.1.2 tem-se que ∀1 ≤ j ≤ m, ∆j = nil. Assim, por (∧-nil-σ) tem-

se que Mσ1M ′ : 〈nil ` τ〉 logo, pelo Teorema 7.1.5, s(Mσ1M ′) : 〈nil ` τ〉. Note que

Γ1 ∧ Γ2 =nil. Se sav(M ′)>0, então por (∧-σ) tem-se que Mσ1M ′ : 〈∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉.

Assim, pelo Teorema 7.1.5, s(Mσ1M ′) : 〈∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉. Note que AI({ 1 /M ′}M)=

AI(Mσ1M ′)=AI(ϕ1
0M

′)=AI(M ′). Logo, (Γ1 ∧ Γ2)�{ 1/M ′}M= (Γ1 ∧ Γ2)�M ′= Γ2 .

Se |Γ1|> 0, então pelo Lema 7.1.3.3 tem-se que M : 〈∧mj=1σj.Γ
1 ` τ〉 logo, por (∧-σ),

Mσ1M ′ : 〈Γ1 ∧ (∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉. Assim, pelo Teorema 7.1.5 tem-se que s(Mσ1M ′) :

〈Γ1 ∧ Γ2 ` τ〉. Note que AI({ 1 /M ′}M) = AI(Mσ1M ′) = AI(M−1) ∪ AI(ϕ1
0M

′) =

AI(λ.M) ∪ AI(M ′) = AI(λ.M M ′).

7.2 Tipos com interseção para o λse-calculus

Ao analisarmos o sistema λsSM para o λse-calculus, temos que a composição de substitui-

ções impossibilita uma caracterização de termos SN em λse. A seguir, apresentamos um

exemplo.

Exemplo 7.2.1: Sejam A ≡ ( 1 1 ) a autoaplicação, M ≡
(
λ.(λ. 3 A) λ.A

)
e M ′ ≡(

λ.( 3σ1A) λ.A
)
. Tem-se por (σ-generation) que M → M ′. Observe que o problema de

tipabilidade para M se reduz a tipabilidade do autorreprodutor R ≡
(
λ.( 1 1 ) λ.( 1 1 )

)
,

logo M não é tipável em λsSM . Seja

D[α, β] =
1:〈α→β.nil ` α→β〉 1:〈α.nil ` α〉

( 1 1 ) :〈(α→β) ∧ α.nil ` β〉
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Assim, para M ′ tem-se a seguinte derivação em λsSM :

D[α2, α3] 3 :〈ω 2.α1.nil ` α1〉
3σ1A :〈ω.α1.nil ` α1〉

λ.( 3σ1A) :〈α1.nil ` ω→α1〉
D[α4, α5]

λ.A :〈nil ` (α4→α5) ∧ α4→α5〉
(λ.( 3σ1A) λ.A) :〈α1.nil ` α1〉

O termo M é apenas WN em ambos os cálculos mas M ′ é SN em λs e somente

WN em λse. Sejam M ′′ ≡ ( 3σ1A)σ1λ.A e M ′′′ ≡ ( 3σ2λ.A)σ1(Aσ1λ.A). Note que

M ′ →(σ-gen.) M
′′ →(σ-σ-trans.) M

′′′ em λse e que M ′′ é tipável com a mesma tipagem de

M ′ enquanto M ′′′ não é tipável em λsSM .

Assim, para uma sistema de tipos com interseção para λse alteramos as regras associ-

adas às substituições vazias da seguinte forma:

(nil-σ)
M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| < i

(ω-σ)
M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉
, onde Γi = ω

Portanto, retiramos das respectivas premissas a hipótese de N ser tipável e consequen-

temente o termo M ′′′, apenas WN em λse, é tipável no sistema com estas novas regras.

Porém, perdemos a possibilidade de uma caracterização de SN através da tipabilidade de

um termo no sistema.

Observe que as regras (nil-σ) e (ω-σ) correspondem a aplicações ı́mplicitas de um

argumento com tipo ω. Assim, substitúımos a regra →′e pela regra →ω
e como segue:

M1 :〈Γ ` ω→τ〉
(M1 M2) :〈Γ ` τ〉

→ω
e

É importante ressaltar que regras de inferência desta forma são interessantes em sistemas

de tipos computacionais, pois permitem a inseção de programas que não são terminantes.

Contudo, em relação a propriedade de terminação, os termos associados desta forma ao

ω representam computações inúteis.

Obtemos assim um sistema de IT para o λse-calculus, apresentado a seguir.
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7.2.1 O sistema λse
∧ e propriedades

O sistema obtido a partir das alterações propostas ao sistema λsSM com o intuito de

reobtermos a propriedade de SR é chamado λse
∧. A seguir, introduzimos o sistema

descrito.

Definição 7.2.1 (O sistema λse
∧): As regras de tipagem do sistema λse

∧ são dadas a

seguir:

1 :〈τ.nil ` τ〉
var

M :〈u.Γ ` τ〉
λ.M :〈Γ ` u→τ〉

→i

n :〈Γ ` τ〉
n+1:〈ω.Γ ` τ〉

varn
M :〈nil ` τ〉

λ.M :〈nil ` ω→τ〉
→′i

M1 :〈Γ ` ω→τ〉
(M1 M2) :〈Γ ` τ〉

→ω
e

M1 :〈Γ ` ∧ni=1σi→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉
(M1 M2) :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉

→e

(nil-σ)
M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, |Γ| < i (ω-σ)

M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉

, Γi = ω

(∧-nil-σ)
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil ` τ〉

MσiN :〈nil ` τ〉

(∧-ω-σ)
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<(i−k).nil ` τ〉
, Γi = ∧mj=1σj (*)

(∧-σ)
N :〈∆1 ` σ1〉 . . . N :〈∆m ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈(Γ<i.Γ>i) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉

, Γi = ∧mj=1σj (**)

(ω-ϕ)
M :〈Γ ` τ〉

ϕikM :〈Γ≤k.ω i−1.Γ>k ` τ〉
, |Γ| > k (nil-ϕ)

M :〈Γ ` τ〉
ϕikM :〈Γ ` τ〉

, |Γ| ≤ k

(*) Γ = Γ<(i−k).ω
k. ∧mj=1 σj.nil e Γ(i−k−1) 6=ω

(**) ∆k 6= nil, para algum 1≤k≤m, ou Γ>i 6= nil

Observe que com o sistema de tipos apresentado na Definição 7.2.1 acima, perde-se

qualquer relação direta entre o contexto de uma tipagem de um termo e suas caracteŕısticas

sintáticas, como o FI em λSMdB e AI em λsSM . Assim não temos um conceito apropriado

para o que seria relevância nesse sistema. Apesar disso, o lema a seguir estabelece uma

propriedade de contextos de tipagem semelhante aos sistemas anteriores.



7.2 Tipos com interseção para o λse-calculus 139

Lema 7.2.2: Se M :〈Γ `λse∧ τ〉 para m= |Γ|>0, então Γm 6=ω.

Demonstração. Por indução na derivação de M :〈Γ ` τ〉, para Γ 6=nil.

• Se 1:〈τ.nil ` τ〉, nada há provar.

• Seja
n :〈Γ ` τ〉

n+ 1:〈ω.Γ ` τ〉
. Por HI tem-se que se m= |Γ|> 0 então Γm 6= ω. Portanto,

|ω.Γ|=m+1 e (ω.Γ)m+1 = Γm 6=ω.

• Seja
M :〈u.Γ ` σ〉

λ.M :〈Γ ` u→σ〉
. Se Γ = nil então por HI u 6= ω e nada há provar. Se

|Γ|=m>0, então por HI tem-se que |u.Γ|=m+ 1 e (u.Γ)m+1 =Γm 6=ω.

• Seja
M1 :〈Γ ` ω→τ〉
(M1 M2) :〈Γ ` τ〉

. Por HI tem-se que se m= |Γ|>0 então Γm 6=ω.

• Seja
M1 :〈Γ ` ∧nk=1σk→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉

(M1 M2) :〈Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆n ` τ〉
. Suponha que m=

|Γ ∧ ∆1∧ · · · ∧∆n|=max(|Γ|, |∆1|, . . . , |∆n|)> 0. Suponha s.p.d.g. que |Γ|<m e

|∆j1|, . . . , |∆jl |=m, onde l≤ n. Por HI tem-se que ∀1≤ i≤ l, ∆ji
m 6= ω. Portanto,

(Γ ∧∆1∧ · · · ∧∆n)m=∆j1
m ∧ · · · ∧∆jl

m 6=ω.

• Seja
M :〈Γ ` τ〉
ϕikM :〈Γ ` τ〉

, onde |Γ| ≤ k. Por HI tem-se que se m= |Γ|>0 então Γm 6=ω.

• Seja
M :〈Γ ` τ〉

ϕikM :〈Γ≤k.ω i−1.Γ>k ` τ〉
, onde |Γ| > k. Por HI tem-se que se m= |Γ|>0 então

Γm 6=ω. Portanto, |Γ≤k.ω i−1.Γ>k|=m+(i−1) e (Γ≤k.ω
i−1.Γ>k)m+(i−1) =Γm 6=ω.

• Seja
M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ ` τ〉
, onde |Γ| < i. Por HI tem-se que se m= |Γ|>0 então Γm 6=ω.

• Seja
M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<i.Γ>i ` τ〉
, para Γi = ω. Por HI tem-se que |Γ|=m> i e Γm 6= ω.

Portanto, |Γ<i.Γ>i|=m−1 e (Γ<i.Γ>i)m−1 =Γm 6=ω.

• Se
N :〈nil ` σ1〉 . . . N :〈nil ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉

MσiN :〈Γ<(i−k).nil ` τ〉
, onde Γ = Γ<(i−k).ω

k. ∧mj=1 σj.nil

e Γ(i−k−1) 6=ω, então nada há provar.

• Seja
N :〈∆1 ` σ1〉 . . . N :〈∆m ` σm〉 M :〈Γ ` τ〉
MσiN :〈(Γ<i.Γ>i) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉

, onde Γi = ∧mj=1σj e |Γ>i ∧

∆1 ∧ · · · ∧∆m|> 0. Suponha s.p.d.g. que ∆1 ∧ · · · ∧ ∆m =nil logo |Γ>i|> 0. Seja

m= |Γ|, assim (Γ<i.Γ>i) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) = Γ<i.Γ>i e |Γ<i.Γ>i|=m − 1. Por

HI tem-se que Γm 6=ω. Portanto, (Γ<i.Γ>i)m−1 =Γm 6=ω.
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Portanto, o Lema 7.2.2 acima mostra que o maior elemento de um contexto não vazio

de uma tipagem é diferente de ω. A seguir, apresentamos um lema de geração para λse
∧.

Assim como para o λsSM , os lemas para termos que tenham um operador em sua raiz são

apresentados separadamente.

Lema 7.2.3 (Geração para λse
∧):

1. Se n :〈Γ `λse∧ τ〉, então Γ=ω n−1.τ.nil.

2. Se λ.M : 〈nil `λse∧ τ〉, então τ =ω→σ e M : 〈nil `λse∧ σ〉 ou τ =∧ni=1σi→σ, n > 0,

e M :〈∧ni=1σi.nil `λse∧ σ〉 para σ, σ1, . . . , σn∈T .

3. Se λ.M : 〈Γ `λse∧ τ〉 e |Γ| > 0, então τ = u→ σ para algum u ∈ U e σ ∈ T , onde

M :〈u.Γ `λse∧ σ〉.

4. Se (M N) : 〈Γ `λse∧ τ〉 então M : 〈Γ `λse∧ ω→τ〉 ou Γ = Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que

M :〈Γ′ `λse∧ ∧mi=1σi→τ〉 e ∀1≤ i≤m, N :〈∆i `λse∧ σi〉.

Demonstração. 1. Por indução em n. Para n = 1, nada há provar. Seja n+1:〈Γ ` τ〉.

Por varn tem-se que Γ = |ω.Γ′|, onde n : 〈Γ′ ` τ〉. Assim, por HI tem-se que

Γ′=ω n−1.τ.nil logo Γ=ω n.τ.nil.

2. Por análise de casos na derivação de λ.M :〈nil ` τ〉.

3. Por análise de casos na derivação de λ.M :〈Γ ` τ〉, para |Γ| > 0.

4. Por análise de casos na derivação de (M N) :〈Γ ` τ〉.

Observe que o item 1 do Lema 7.2.3 acima representa um resultado equivalente ao

Lema 7.1.3.1 em conjunto com o Lema 7.1.2 no sistema λsSM . Apesar dos itens 2 e 3

serem semelhantes aos Lemas 7.1.3.2 e 7.1.3.3 para λsSM , nesses últimos a alternativa

apropriada está ligada aos conjuntos AI(λ.M) e AI(M), enquanto nos itens acima não

temos essa propriedade. A perda dessa relação é consequência da regra →ω
e , exprimida

na propriedade apresentada no item 4 acima.

Lema 7.2.4 (Geração para operadores em λse
∧):
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1. Seja ϕikN : 〈Γ `λse∧ τ〉. Se |Γ| ≤ k, então N : 〈Γ `λse∧ τ〉. Se |Γ| > k, então

N :〈Γ≤k.Γ≥k+i `λse∧ τ〉, onde Γ=Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i.

2. Se MσiN : 〈nil `λse∧ τ〉, então M : 〈nil `λse∧ τ〉 ou M : 〈ω i−1. ∧mj=1 σj.nil `λse∧ τ〉

onde ∀1≤j≤m, N :〈nil `λse∧ σj〉.

3. Se MσiN : 〈Γ `λse∧ τ〉 e 0< |Γ|< i, então M : 〈Γ `λse∧ τ〉 ou M : 〈Γ′ `λse∧ τ〉 onde

Γ′ = Γ.ω n. ∧mj=1 σj.nil para n ≥ 0 tal que |Γ′|= i e ∀1≤j≤m, N :〈nil `λse∧ σj〉.

4. Se MσiN : 〈Γ `λse∧ τ〉 e |Γ| ≥ i então M : 〈Γ<i.ω.Γ≥i `λse∧ τ〉 ou Γ≥i = Γ′ ∧

∆1 ∧ · · · ∧∆m para |Γ≥i| > 0 tal que M : 〈Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ `λse∧ τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m,

N :〈∆j `λse∧ σj〉.

Demonstração. 1. Por análise de casos na derivação de ϕikN :〈Γ ` τ〉.

2. Por análise de casos na derivação de MσiN :〈nil ` τ〉.

3. Por análise de casos na derivação de MσiN :〈Γ ` τ〉, para 0< |Γ|<i.

4. Por análise de casos na derivação de MσiN :〈Γ ` τ〉, para |Γ|≥ i.

7.2.2 Redução de sujeito

Como consequência da não adição de contextos para termos aplicados a ω, o contexto

da tipagem de um β-redex permanece sempre inalterado após a aplicação da regra (σ-

generation). Consequentemente, ao contrário do feito para o λsSM onde provamos SR sem

restrição apenas para o cálculo de substituição associado, podemos provar SR em λse
∧

para todo o cálculo λse.

Teorema 7.2.5 (SR para λse
∧): Se M :〈Γ `λse∧ τ〉 e M →λse M

′, então M ′ :〈Γ `λse∧ τ〉.

Demonstração. A prova é feita através da análise da propriedade em cada regra de rees-

crita do cálculo.

• (σ-generation): Seja (λ.M N) :〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso, λ.M :〈Γ ` ω→τ〉.
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Se Γ=nil, então pelo Lema 7.2.3.2 tem-se que M : 〈nil ` τ〉. Portanto, por (nil-σ)

tem-se que Mσ1N :〈nil ` τ〉.

Se |Γ|> 0, então pelo Lema 7.2.3.3 tem-se que M : 〈ω.Γ ` τ〉. Portanto, por (ω-σ)

tem-se que Mσ1N :〈Γ ` τ〉.

No segundo caso, Γ=Γ′∧∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que λ.M :〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤j≤m,

N :〈∆j ` σj〉.

Se Γ′ = nil, então pelo Lema 7.2.3.2 tem-se M : 〈∧mj=1σj.nil ` τ〉. Se ∀1≤ j ≤m,

∆j =nil, então por (∧-nil-σ) tem-se que Mσ1N :〈nil ` τ〉. Senão, por (∧-σ) tem-se

que Mσ1N :〈∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉, onde Γ=∆1 ∧ · · · ∧∆m.

Se |Γ′|> 0, então pelo Lema 7.2.3.3 tem-se que M : 〈∧mj=1σj.Γ
′ ` τ〉. Portanto, por

(∧-σ) tem-se que Mσ1N :〈Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉.

• (σ-λ-transition): demonstração análoga a demonstração de SR para (σ-λ-transition)

em λsSM , apresentada no Teorema 7.1.5.

• (σ-app-transition): Seja (M1 M2)σiN :〈Γ ` τ〉.

Se Γ = nil, então pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois casos.

Para o primeiro caso tem-se que (M1 M2) :〈nil ` τ〉. Assim, pelo Lema 7.2.3.4 tem-se

que M1 : 〈nil ` ω→τ〉 ou M1 : 〈nil ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤ j≤m, M2 : 〈nil ` σj〉. Para

a segunda alternativa tem-se, pela regra (nil-σ), que M1σ
iN : 〈nil ` ∧mj=1σj→τ〉 e

∀1≤ j ≤m, M2σ
iN : 〈nil ` σj〉 logo, por →e, ((M1σ

iN) (M2σ
iN)) : 〈nil ` τ〉. A

demonstração para a primeira alternativa é análoga.

Para o segundo caso tem-se (M1 M2) : 〈ω i−1. ∧lk=1 τk.nil ` τ〉 onde ∀1 ≤ k ≤ l,

N : 〈nil ` τk〉. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M1 : 〈ω i−1. ∧lk=1 τk.nil ` ω→τ〉

ou ω i−1. ∧lk=1 τk.nil = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤

j ≤ m, M2 : 〈∆j ` σj〉. Note que Γ′,∆1, . . . ,∆m representam uma partição com

comprimento igual ao contexto original ou nil. Suponha s.p.d.g. que Γ′ = nil.

Assim, para a segunda alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (nil-σ) que

M1σ
iN : 〈nil ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m, se ∆j = nil então M2σ

iN : 〈nil ` σj〉

por (nil-σ) e se ∆j 6= nil então M2σ
iN : 〈nil ` σj〉 por (∧-nil-σ). Portanto, por
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→e, ((M1σ
iN) (M2σ

iN)) : 〈nil ` τ〉. Para a primeira alternativa a demonstração é

análoga.

Se 0≤|Γ|<i, então pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M1 :

〈Γ ` ω→τ〉 ou Γ = Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤ j≤m,

M2 : 〈∆j ` σj〉. Observe que max(|Γ′|, |∆1|, . . . , |∆m|) = |Γ| < i. Assim, para a

segunda alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (nil-σ) que M1σ
iN : 〈Γ′ `

∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤ j ≤m, M2σ
iN : 〈∆j ` σj〉 logo, por →e, ((M1σ

iN) (M2σ
iN)) :

〈Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉. Para a primeira alternativa a demonstração é análoga.

No segundo caso tem-se (M1 M2) :〈Γ′ ` τ〉 onde Γ′=Γ.ω n.∧lk=1 τk.nil para n≥0 tal

que |Γ′|= i e ∀1≤k≤ l, N :〈nil ` τk〉. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M1 :〈Γ′ ` ω→τ〉

ou Γ′=Γ′∧∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 :〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤j≤m, M2 :〈∆j ` σj〉.

Suponha s.p.d.g. que Γ′= Γ. Assim, para a segunda alternativa referente ao Lema

7.2.3.4 tem-se por (nil-σ) que M1σ
iN :〈Γ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤j≤m, por (∧-nil-σ)

ou (nil-σ) tem-se que M2σ
iN : 〈nil ` σj〉. Portanto, por →e, ((M1σ

iN) (M2σ
iN)) :

〈Γ ` τ〉. Para a primeira alternativa a demonstração é análoga.

Se |Γ|≥ i, então pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1 M2) : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` τ〉. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-

se que M1 : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` ω→τ〉 ou Γ<i.ω.Γ≥i = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 :

〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m, M2 : 〈∆j ` σj〉. Suponha s.p.d.g. que |Γ′| < i

logo ∀1 ≤ j ≤ m, se |∆j| > i então ∆j
i = ω. Observe que, pelo Lema 7.2.2, ∀1 ≤

j ≤m, |∆j| 6= i. Assim, para a segunda alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-

se por (nil-σ) que M1σ
iN : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m, se |∆j| > i então

M2σ
iN : 〈∆j

<i.∆
j
>i ` σj〉 por (ω-σ) e se |∆j|< i então M2σ

iN : 〈∆j ` σj〉 por (nil-

σ). Note que Γ′ ∧ (∆1
<i.∆

1
>i) ∧ · · · ∧ (∆m

<i.∆
m
>i)=Γ<i.Γ≥i. Portanto, por →e tem-se

que ((M1σ
iN) (M2σ

iN)) : 〈Γ ` τ〉. Para a primeira alternativa a demonstração é

análoga.

No segundo caso tem-se Γ≥i=Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m, para |Γ≥i|>0, tal que (M1 M2) :

〈Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ ` τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m, N : 〈∆j ` σj〉. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se

que M1 : 〈Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ
′ ` ω→τ〉 ou Γ<i. ∧mj=1 σj.Γ

′ = Γ′′ ∧ (∆′)1 ∧ · · · ∧ (∆′)l
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tal que M1 : 〈Γ′′ ` ∧lk=1σ
′
k→τ〉 e ∀1 ≤ k ≤ l, M2 : 〈(∆′)k ` σ′k〉. Assim, para

a primeira alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (∧-σ) que M1σ
iN :

〈(Γ<i.Γ′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` ω→τ〉 logo, por →ω
e , ((M1σ

iN) (M2σ
iN)) :

〈(Γ<i.Γ′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉. Note que (Γ<i.Γ
′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) =

Γ<i.(Γ
′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m). Para a segunda alternativa a demonstração é análoga.

• (σ-destruction): Pelo Lema 7.2.3.1 tem-se que n : 〈ω n−1.τ.nil ` τ〉. As posśıveis

tipagens de nσiN são analisadas a seguir.

Se n<i então por (nil-σ) tem-se que nσiN :〈ω n−1.τ.nil ` τ〉 e nσiN → n.

Se n = i então nσiN → ϕi0N . Note que para i σiN ser tipável, N deve ter tipo

τ . Se N : 〈nil ` τ〉, então por (∧-nil-σ) tem-se que i σiN : 〈nil ` τ〉 e, por (nil-

ϕ), ϕi0N : 〈nil ` τ〉. Se N : 〈Γ ` τ〉, para |Γ| > 0, então por (∧-σ) tem-se que

i σiN :〈ω i−1.Γ ` τ〉 e, por (ω-ϕ), ϕi0N :〈ω i−1.Γ ` τ〉.

Se n > i então por (ω-σ) tem-se que nσiN : 〈ω n−2.τ.nil ` τ〉 e nσiN → n−1.

Portanto, por var e varn tem-se que n−1:〈ω n−2.τ.nil ` τ〉.

• (ϕ-λ-transition): demonstração análoga a demonstração de SR para (ϕ-λ-transition)

em λsSM , apresentada no Teorema 7.1.5.

• (ϕ-app-transition): Seja ϕik(M1 M2) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ| ≤ k então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 7.2.3.4

tem-se M1 : 〈Γ ` ω→τ〉 ou Γ = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉

e ∀1 ≤ j ≤ m, M2 : 〈∆j ` σj〉. Tem-se que max(|Γ′|, |∆1|, . . . , |∆m|) = |Γ| ≤ k.

Assim, para a segunda alternativa relativa ao Lema 7.2.3.4 tem-se, por (nil-ϕ), que

ϕikM1 : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1≤ j≤m, ϕikM2 : 〈∆j ` σj〉. Portanto, por →e tem-se

que ((ϕikM1) (ϕikM2)) : 〈Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉. A demonstração para a primeira

alternativa é similar.

Se |Γ| > k então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que (M1 M2) : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 onde

Γ = Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M1 : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` ω→τ〉 ou

Γ≤k.Γ≥k+i = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m,

M2 : 〈∆j ` σj〉. Seja ∆′ = ∆1 ∧ · · · ∧∆m e suponha s.p.d.g. que |Γ′| ≤ k, logo

∆′ = ∆′≤k.Γ≥k+i onde Γ′ ∧ ∆′≤k = Γ≤k. Assim, para a segunda alternativa relativa
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ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (nil-ϕ) que ϕikM1 : 〈Γ′ ` ∧mj=1σj→τ〉 e ∀1 ≤ j ≤ m,

se |∆j| > k então ϕikM2 : 〈∆j
≤k.ω

i−1.∆j
>k ` σj〉 por (ω-ϕ) e se |∆j| ≤ k então

ϕikM2 :〈∆j ` σj〉 por (nil-ϕ). Note que ∆1
>k ∧ · · · ∧∆m

>k = ∆′>k = Γ≥k+i. Portanto,

por →e, (ϕikM1 ϕ
i
kM2) : 〈Γ′ ∧ (∆′≤k.ω

i−1.∆′>k) ` τ〉, onde Γ′ ∧ (∆′≤k.ω
i−1.∆′>k) =

(Γ′ ∧∆′≤k).ω
i−1.Γ≥k+i. Para a primeira alternativa a demonstração é análoga.

• (ϕ-destruction): As posśıveis tipagens de ϕik n são analisadas a seguir, como o feito

para (σ-destruction) acima. Seja n :〈ω n−1.τ.nil ` τ〉.

Se n≤k então por (nil-ϕ) tem-se que ϕik n :〈ω n−1.τ.nil ` τ〉 e ϕik n→ n.

Se n > k então por (ω-ϕ) tem-se que ϕik n : 〈ω n+i−2.τ.nil ` τ〉 e ϕik n → n+i−1.

Portanto, por var e varn tem-se que n+i−1:〈ω n+i−2.τ.nil ` τ〉.

• (σ-σ-transition): Seja (M1σ
iM2)σjM3 :〈Γ ` τ〉, para i≤j.

Se Γ=nil, então pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1σ
iM2) : 〈nil ` τ〉. Logo, pelo Lema 7.2.4.2 tem-se

dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M1 : 〈nil ` τ〉. Portanto, por (nil-σ) tem-se que

M1σ
j+1M3 :〈nil ` τ〉 e (M1σ

j+1M3)σi(M2 σ
j−i+1M3) :〈nil ` τ〉.

No segundo subcaso tem-se que M1 : 〈ω i−1 .∧mk=1 σk.nil ` τ〉 onde ∀1≤ k≤m, M2 :

〈nil ` σk〉. Tem-se que i≤j, logo i<j+1. Assim, por (nil-σ) tem-se que M1σ
j+1M3 :

〈ω i−1 .∧mk=1 σk.nil ` τ〉 e, como j−i+1> 0, ∀1≤ k ≤m, M2 σ
j−i+1M3 : 〈nil ` σk〉.

Portanto, por (∧-nil-σ) tem-se que (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈nil ` τ〉.

No segundo caso tem-se que (M1σ
iM2) : 〈ω j−1 .∧mk=1 σk.nil ` τ〉 onde ∀1≤ k ≤m,

M3 :〈nil ` σk〉. Tem-se que i≤j= |ω j−1 .∧mk=1 σk.nil|, logo pelo Lema 7.2.4.4 tem-se

dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M1 : 〈ω j .∧mk=1 σk.nil ` τ〉. Assim, por (∧-nil-σ)

tem-se que M1σ
j+1M3 : 〈nil ` τ〉 logo, por (nil-σ), (M1σ

j+1M3)σi(M2 σ
j−i+1M3) :

〈nil ` τ〉.

No segundo subcaso tem-se que (ω j−1 .∧mk=1 σk.nil)≥i = Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m′ tal que

M1 :〈(ω j−1 .∧mk=1 σk.nil)<i. ∧m
′

l=1 σ
′
l.Γ
′ ` τ〉 e ∀1≤ l≤m′, M2 :〈∆l ` σ′l〉. Observe que

(ω j−1 .∧mk=1 σk.nil)<i =ω i−1 e suponha s.p.d.g. que Γ′=nil logo ∀1≤ l≤m′, ∆l =
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nil ou |∆l|= j−(i−1). Assim, por (nil-σ) tem-se M1σ
j+1M3 : 〈ω i−1 .∧m′l=1 σ

′
l.nil `

τ〉 e ∀1 ≤ l ≤ m′, se |∆l| = 0 então M2 σ
j−i+1M3 : 〈nil ` σ′l〉 por (nil-σ) e se

|∆l| > 0 então M2 σ
j−i+1M3 : 〈nil ` σ′l〉 por (∧-nil-σ). Portanto, por (∧-nil-σ),

(M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈nil ` τ〉.

Se 0< |Γ|<j, então pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1σ
iM2) :〈Γ ` τ〉. Note que |Γ|<i ou |Γ|≥ i.

Se |Γ|<i então pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M1 : 〈Γ ` τ〉. Observe que |Γ|< i≤ j < j+1. Por-

tanto, por (nil-σ) tem-se que M1σ
j+1M3 : 〈Γ ` τ〉 e (M1σ

j+1M3)σi(M2 σ
j−i+1M3) :

〈Γ ` τ〉.

No segundo subcaso tem-se que M1 : 〈Γ′ ` τ〉 onde Γ′= Γ.ω n.∧mk=1 σk.nil para n≥0

tal que |Γ′|= i e ∀1≤k≤m, M2 :〈nil ` σk〉. Tem-se que i≤j<j+1 logo por (nil-σ)

tem-se que M1σ
j+1M3 : 〈Γ′ ` τ〉 e ∀1≤ k≤m, M2 σ

j−i+1M3 : 〈nil ` σk〉. Portanto,

por (∧-ω-σ), (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ|≥ i então pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M1 : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` τ〉. Observe que |Γ<i.ω.Γ≥i| =

|Γ|+1< j+1. Assim, por (nil-σ) tem-se que M1σ
j+1M3 : 〈Γ<i.ω.Γ≥i ` τ〉 logo, por

(ω-σ), (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈Γ ` τ〉.

No segundo subcaso tem-se que Γ≥i = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m para |Γ≥i| > 0 tal que

M1 :〈Γ<i. ∧mk=1 σk.Γ
′ ` τ〉 e ∀1≤k≤m, M2 :〈∆k ` σk〉. Note que |Γ<i. ∧mk=1 σk.Γ

′| ≤

|Γ|+1 < j+1 e que ∀1≤ k≤m, |∆k| ≤ |Γ|−(i−1) < j−(i−1). Assim, por (nil-σ)

tem-se M1σ
j+1M3 :〈Γ<i. ∧mk=1 σk.Γ

′ ` τ〉 e ∀1≤k≤m, M2 σ
j−i+1M3 :〈∆k ` σk〉. Por-

tanto, por (∧-σ), (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) : 〈(Γ<i.Γ′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m) `

τ〉 onde (Γ<i.Γ
′) ∧ ω i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m)=Γ<i.(Γ

′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m).

No segundo caso tem-se que (M1σ
iM2) : 〈Γ′ ` τ〉, onde Γ′ = Γ.ω n .∧mk=1 σk.nil para

n≥0 tal que |Γ′|= j e ∀1≤k≤m, M3 : 〈nil ` σk〉. Note que |Γ′|= j≥ i. Logo, pelo

Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M1 : 〈Γ′<i.ω.Γ′≥i ` τ〉. Suponha s.p.d.g. que |Γ|<i

logo Γ′<i.ω.Γ
′
≥i = Γ.ω n+1. ∧mk=1 σk.nil. Assim, por (∧-ω-σ), M1σ

j+1M3 : 〈Γ ` τ〉.

Portanto, por (nil-σ), (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈Γ ` τ〉.
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No segundo subcaso tem-se que Γ′≥i=Γ′′∧ (∆′)1 ∧ · · · ∧ (∆′)m
′

para |Γ′≥i|>0 tal que

M1 :〈Γ′<i. ∧m
′

l=1 σ
′
l.Γ
′′ ` τ〉 e ∀1≤ l≤m′, M2 :〈(∆′)l ` σ′l〉. Suponha s.p.d.g. que |Γ|≥ i

e Γ′′=Γ≥i logo Γ′<i. ∧m
′

l=1 σ
′
l.Γ
′′=Γ<i. ∧m

′

l=1 σ
′
l.Γ≥i e ∀1≤ l≤m′, (∆′)l=nil ou (∆′)l=

ω j−i+1 . ul.nil onde ω 6= ul v ∧mk=1σk e u1 ∧ · · · ∧ um′ =∧mk=1σk. Assim, por (nil-σ)

tem-se que M1σ
j+1M3 : 〈Γ<i. ∧m

′

l=1 σ
′
l.Γ≥i ` τ〉 e ∀1 ≤ l ≤ m′, se (∆′)l = nil então

M2 σ
j−i+1M3 : 〈nil ` σ′l〉 por (nil-σ) e se |(∆′)l|= j−i+1 então M2 σ

j−i+1M3 : 〈nil `

σ′l〉 por (∧-nil-σ). Note que (Γ<i.Γ≥i) ∧ ω i−1.(nil ∧ · · · ∧ nil) = Γ<i.(Γ≥i ∧ nil) = Γ.

Portanto, por (∧-σ), (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ|≥j, então pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M1σ
iM2) : 〈Γ<j.ω.Γ≥j ` τ〉. Note que |Γ<j.ω.Γ≥j|=

|Γ|+1≥j+1>j≥ i. Logo, pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M1 : 〈(Γ<j.ω)<i.ω.(Γ<j.ω)≥i.Γ≥j ` τ〉. Observe que

(Γ<j.ω)<i = Γ<i e (Γ<j.ω)≥i = (Γ<j)≥i.ω. Assim, por (ω-σ) tem-se que M1σ
j+1M3 :

〈Γ<i.ω.(Γ<j)≥i.Γ≥j ` τ〉 onde (Γ<j)≥i.Γ≥j = Γ≥i. Portanto, por (ω-σ) tem-se que

(M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :〈Γ<i.Γ≥i ` τ〉.

No segundo subcaso tem-se que (Γ<j)≥i.ω.Γ≥j = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m tal que M1 :

〈Γ<i. ∧mk=1 σk.Γ
′ ` τ〉 e ∀1 ≤ k ≤ m, M2 : 〈∆k ` σk〉. Suponha s.p.d.g. que Γ′ =

Γ′′.ω.Γ≥j logo Γ′′∧∆1 ∧ · · · ∧∆m=(Γ<j)≥i. Assim, por (ω-σ) tem-se queM1σ
j+1M3 :

〈Γ<i. ∧mk=1 σk.Γ
′′.Γ≥j ` τ〉 e por (nil-σ) tem-se ∀1 ≤ k ≤ m, M2 σ

j−i+1M3 : 〈∆k `

σk〉. Seja ∆′= ∆1 ∧ · · · ∧∆m. Portanto, por (∧-σ), (M1σ
j+1M3)σi(M2 σ

j−i+1M3) :

〈(Γ<i.Γ′′.Γ≥j) ∧ ω i−1.∆′ ` τ〉, onde (Γ<i.Γ
′′.Γ≥j) ∧ ω i−1.∆′= Γ<i.((Γ

′′.Γ≥j) ∧ ∆′) =

Γ<i.(Γ
′′ ∧∆′).Γ≥j.

No segundo caso tem-se que Γ≥j = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m para |Γ≥j| > 0 tal que

(M1σ
iM2) : 〈Γ<j. ∧mk=1 σk.Γ

′ ` τ〉 e ∀1≤ k ≤m, M3 : 〈∆k ` σk〉. Logo, pelo Lema

7.2.4.4 tem-se dois subcasos, que são similares aos subcasos do primeiro caso tratado

logo acima.

• (σ-ϕ-transition 1): Seja (ϕikM)σjN :〈Γ ` τ〉, para k<j<k+i.

Se Γ = nil, então pelo Lema 7.2.4.2 tem-se que ϕikM : 〈nil ` τ〉. Logo, pelo

Lema 7.2.4.1 tem-se que M : 〈nil ` τ〉. Portanto, por (nil-ϕ) tem-se que ϕi−1
k M :

〈nil ` τ〉. Observe que a segunda possibilidade pelo Lema 7.2.4.2 é tal que ϕikM :
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〈ω j−1 .∧ml=1 σl.nil ` τ〉 e ∀1≤ l≤m, N : 〈nil ` σl〉. Porém, pelo Lema 7.2.4.1 tem-se

que k+(i−1)≤j−1 logo k+i≤j e por hipótese tem-se j<k+i.

Se 0< |Γ|<j, então pelo Lema 7.2.4.3 tem-se que ϕikM : 〈Γ ` τ〉. Logo, pelo Lema

7.2.4.1 tem-se que |Γ|≤k logo M : 〈Γ ` τ〉. Portanto, por (nil-ϕ), ϕi−1
k M : 〈Γ ` τ〉.

Note que se |Γ| > k então, pelo Lema 7.2.4.1, k+i ≤ |Γ| < j < k+i. Observe

que a segunda possibilidade pelo Lema 7.2.4.3 é tal que ϕikM : 〈Γ′ ` τ〉, onde

Γ′ = Γ.ω n. ∧ml=1 σl.nil para n≥0 tal que |Γ′|= j e ∀1≤ l≤m, N : 〈nil ` σl〉. Porém,

pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que k+i≤|Γ′|=j e por hipótese tem-se j<k+i .

Se |Γ| ≥ j, então pelo Lema 7.2.4.4 tem-se que ϕikM : 〈Γ<j.ω.Γ≥j ` τ〉.Logo, pelo

Lema 7.2.4.1 e pela hipótese de que k<j<k+i, tem-se que M :〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 onde

(Γ<j)>k.ω.(Γ<k+i)≥j = ω i−1. Portanto, (Γ<j)>k.(Γ<k+i)≥j = (Γ<k+i)>k = ω i−2. As-

sim, por (ω-ϕ) tem-se que Mϕi−1
k M : 〈Γ≤k.ω i−2.Γ≥k+i ` τ〉, onde Γ≤k.ω

i−2.Γ≥k+i =

Γ≤k.(Γ<k+i)>k.Γ≥k+i= Γ. Note que a segunda possibilidade pelo Lema 7.2.4.4 é tal

que Γ≥j = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m para |Γ≥j| > 0 tal que ϕikM : 〈Γ<j. ∧ml=1 σl.Γ
′ ` τ〉

e ∀1 ≤ l ≤ m, N : 〈∆l ` σl〉. Porém, pelo Lema 7.2.4.1 e pela hipótese de que

k<j<k+i, tem-se que (Γ<j. ∧ml=1 σl.Γ
′)j =ω.

• (σ-ϕ-transition 2): Seja (ϕikM)σjN :〈Γ ` τ〉, para k+i≤j.

Se Γ=nil, então pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que ϕikM : 〈nil ` τ〉. Logo, pelo Lema 7.2.4.2 tem-se que

M : 〈nil ` τ〉. Portanto, por (nil-σ) tem-se que Mσj−i+1N : 〈nil ` τ〉 e, por (nil-ϕ),

que ϕik(Mσj−i+1N) :〈nil ` τ〉.

No segundo caso tem-se que ϕikM : 〈ω j−1 .∧ml=1 σl.nil ` τ〉 e ∀1 ≤ l ≤ m, N :

〈nil ` σl〉. Logo, pelo Lema 7.2.4.1 e pela hipótese de que k+i ≤ j tem-se que

M : 〈ω (j−1)−(i−1) .∧ml=1 σl.nil ` τ〉. Portanto, por (∧-nil-σ) tem-se que Mσj−i+1N :

〈nil ` τ〉 e por (nil-ϕ) tem-se que ϕik(Mσj−i+1N) :〈nil ` τ〉.

Se 0< |Γ|<j, então pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que ϕikM :〈Γ ` τ〉. Note que |Γ|≤k ou |Γ|>k.

Se |Γ|≤k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que M :〈Γ ` τ〉. Tem-se que k+i≤j logo

|Γ|≤k≤ j−i<j−i+1. Portanto, por (nil-σ) tem-se que Mσj−i+1N : 〈Γ ` τ〉 e por

(nil-ϕ) tem-se que ϕik(Mσj−i+1N) :〈Γ ` τ〉.
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Se |Γ| > k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que M : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉, onde Γ =

Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Tem-se que |Γ≤k.Γ≥k+i|= |Γ|−(i−1)<j−(i−1). Portanto, por (nil-

σ) tem-se que Mσj−i+1N : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 e por (ω-ϕ) tem-se que ϕik(Mσj−i+1N) :

〈Γ≤k.ω i−1.Γ≥k+i ` τ〉.

No segundo caso tem-se que ϕikM : 〈Γ′ ` τ〉, onde Γ′= Γ.ω n. ∧ml=1 σl.nil para n≥ 0

tal que |Γ′|= j e ∀1≤ l≤m, N : 〈nil ` σl〉. Note que pelo Lema 7.2.2 Γ|Γ| 6=ω, logo

pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que k+ i≤|Γ| ou |Γ|<k. Suponha s.p.d.g. que k+ i≤|Γ|.

Assim, M : 〈Γ≤k.Γ≥k+i.ω
n. ∧ml=1 σl.nil ` τ〉, onde Γ = Γ≤k.ω

i−1.Γ≥k+i. Portanto,

por (∧-ω-σ) tem-se que Mσj−i+1N : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 e, por (ω-ϕ), ϕik(Mσj−i+1N) :

〈Γ≤k.ω i−1.Γ≥k+i ` τ〉.

Se |Γ|≥j, então pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que ϕikM : 〈Γ<j.ω.Γ≥j ` τ〉. Tem-se que k+i≤ j logo, pelo

Lema 7.2.4.1, M : 〈Γ≤k.(Γ<j)≥k+i.ω.Γ≥j ` τ〉 onde Γ<j = Γ≤k.ω
i−1.(Γ<j)≥k+i. Por-

tanto, por (ω-σ) tem-se que Mσj−i+1N :〈Γ≤k.(Γ<j)≥k+i.Γ≥j ` τ〉 e por (ω-ϕ) tem-se

ϕik(Mσj−i+1N) :〈Γ≤k.ω i−1.(Γ<j)≥k+i.Γ≥j ` τ〉, onde Γ≤k.ω
i−1.(Γ<j)≥k+i.Γ≥j =Γ.

No segundo caso tem-se que Γ≥j = Γ′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m para |Γ≥j|>0 tal que ϕikM :

〈Γ<j. ∧ml=1 σl.Γ
′ ` τ〉 e ∀1≤ l≤m, N :〈∆l ` σl〉. A demonstração de ϕik(Mσj−i+1N) :

〈Γ ` τ〉 é similar ao primeiro caso apresentado logo acima.

• (ϕ-σ-transition): Seja ϕik(MσjN) :〈Γ ` τ〉, para j≤k+1.

Se |Γ|≤k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que MσjN :〈Γ ` τ〉.

Se Γ=nil então pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M :〈nil ` τ〉. Portanto, por (nil-ϕ) tem-se ϕik+1M :

〈nil ` τ〉 e, por (nil-σ), (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :〈nil ` τ〉.

No segundo subcaso tem-se que M : 〈ω j−1 .∧ml=1 σl.nil ` τ〉 onde ∀1 ≤ l ≤m, N :

〈nil ` σl〉. Assim, por (nil-ϕ) tem-se ϕik+1M : 〈ω j−1 .∧ml=1 σl.nil ` τ〉 e ∀1≤ l≤m,

ϕik+1−jN :〈nil ` σl〉. Portanto, por (∧-nil-σ), (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :〈nil ` τ〉.

Se 0< |Γ|<j então pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : 〈Γ ` τ〉. Note que |Γ| ≤ k < k+1 logo, por

(nil-ϕ), ϕik+1M :〈Γ ` τ〉. Portanto, por (nil-σ), (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :〈Γ ` τ〉.
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No segundo subcaso tem-se que M : 〈Γ′ ` τ〉 onde Γ′= Γ.ω n .∧ml=1 σl.nil para n≥ 0

tal que |Γ′|= j e ∀1≤ l≤m, N : 〈nil ` σl〉. Note que |Γ′|= j ≤ k+1. Assim, por

(nil-ϕ) tem-se ϕik+1M : 〈Γ′ ` τ〉 e ∀1≤ l≤m, ϕik+1−jN : 〈nil ` σl〉. Portanto, por

(∧-ω-σ), (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ|≥j então pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro caso tem-se que M : 〈Γ<j.ω.Γ≥j ` τ〉. Note que |Γ<j.ω.Γ≥j|= |Γ|+1≤

k+1. Assim, por (nil-ϕ) tem-se ϕik+1M : 〈Γ<j.ω.Γ≥j ` τ〉. Portanto, por (ω-σ),

(ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :〈Γ<j.Γ≥j ` τ〉.

No segundo caso tem-se que Γ≥j = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m para |Γ≥j|> 0 tal que M :

〈Γ<j. ∧ml=1 σl.Γ
′ ` τ〉 e ∀1≤ l≤m, N :〈∆l ` σl〉. Observe que ∀1≤ l≤m, |∆l|≤|Γ| −

(j−1)≤k− (j−1)=k+1− j. Assim, por (nil-ϕ) tem-se ϕik+1M :〈Γ<j. ∧ml=1 σl.Γ
′ ` τ〉

e ∀1 ≤ l ≤ m, ϕik+1−jN : 〈∆l ` σl〉. Portanto, por (∧-σ), (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :

〈(Γ<j.Γ′) ∧ ω j−1 .(∆1 ∧ · · · ∧∆m) ` τ〉, onde (Γ<j.Γ
′) ∧ ω j−1 .(∆1 ∧ · · · ∧∆m) =

Γ<j.(Γ
′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m).

Se |Γ| > k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que MσjN : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉, onde

Γ=Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Note que |Γ≤k.Γ≥k+i|≥k+1≥j logo, pelo Lema 7.2.4.4, tem-se

dois casos.

No primeiro caso, M : 〈(Γ≤k.Γ≥k+i)<j.ω.(Γ≤k.Γ≥k+i)≥j ` τ〉, onde (Γ≤k.Γ≥k+i)<j =

Γ<j e (Γ≤k.Γ≥k+i)≥j = (Γ≤k)≥j.Γ≥k+i. Note que |Γ<j.ω.(Γ≤k)≥j.| = k+1 logo, por

(ω-ϕ), ϕik+1M : 〈Γ<j.ω.(Γ≤k)≥j.ω i−1.Γ≥k+i ` τ〉. Portanto, por (ω-σ) tem-se que

(ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) :〈Γ<j.(Γ≤k)≥j.ω i−1.Γ≥k+i ` τ〉 onde Γ<j.(Γ≤k)≥j =Γ≤k.

No segundo caso tem-se que (Γ≤k.Γ≥k+i)≥j = (Γ≤k)≥j.Γ≥k+i = Γ′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m

para |(Γ≤k.Γ≥k+i)≥j|>0 tal que M : 〈Γ<j. ∧ml=1 σl.Γ
′ ` τ〉 e ∀1≤ l≤m, N : 〈∆l ` σl〉.

Suponha s.p.d.g. que Γ′ = nil logo (Γ≤k)≥j = (∆1 ∧ · · · ∧∆m)≤k+1−j e Γ≥k+i =

(∆1 ∧ · · · ∧∆m)>k+1−j. Assim, por (nil-ϕ) tem-se que ϕik+1M : 〈Γ<j. ∧ml=1 σl.nil `

τ〉 e ∀1 ≤ l ≤ m, se |∆l| ≤ k+1 − j então ϕik+1−jN : 〈∆l ` σl〉 por (nil-ϕ) e se

|∆l| > k+1 − j então ϕik+1−jN : 〈∆l
≤k+1−j.ω

i−1.∆l
>k+1−j ` σl〉 por (ω-ϕ). Note

que a interseção ∆′ dos contextos de ϕik+1−jN pode ser descrita como ∆′ = (∆1 ∧

· · · ∧∆m)≤k+1−j.ω
i−1.(∆1 ∧ · · · ∧∆m)>k+1−j pois ∀1 ≤ l ≤ m, se |∆l| ≤ k+1 − j

então ∆l
>k+1−j = nil. Logo, ∆′ = (Γ≤k)≥j.ω

i−1.Γ≥k+i. Portanto, por (∧-σ) tem-se
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que (ϕik+1M)σj(ϕik+1−jN) : 〈(Γ<j.nil) ∧ ω j−1.∆′ ` τ〉 onde (Γ<j.nil) ∧ ω j−1.∆′ =

Γ<j.∆
′=Γ<j.(Γ≤k)≥j.ω

i−1.Γ≥k+i=Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i=Γ.

• (ϕ-ϕ-transition 1): Seja ϕik(ϕ
j
lM) :〈Γ ` τ〉, para l+j≤k.

Se |Γ| ≤ k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que ϕjlM : 〈Γ ` τ〉. Logo, pelo Lema

7.2.4.1 tem-se dois casos.

Se |Γ| ≤ l, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se M : 〈Γ ` τ〉. Note que k+1− j ≥

(l+j)+1−j = l+1> l > |Γ|. Portanto, por (nil-ϕ) tem-se que ϕik+1−jM : 〈Γ ` τ〉 e

ϕjl (ϕ
i
k+1−jM) :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ|> l então, pelo Lema 7.2.4.1, M : 〈Γ≤l.Γ≥l+j ` τ〉 onde Γ≤l.ω
j−1 .Γ≥l+j = Γ.

Tem-se que |Γ≤l.Γ≥l+j|= |Γ| − (j−1)≤k− (j−1). Portanto, por (nil-ϕ) tem-se que

ϕik+1−jM :〈Γ≤l.Γ≥l+j ` τ〉 e, por (ω-ϕ), ϕjl (ϕ
i
k+1−jM) :〈Γ≤l.ω j−1 .Γ≥l+j ` τ〉.

Se |Γ| > k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que ϕjlM : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 onde

Γ = Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Tem-se que |Γ| > k ≥ l+j > l. Logo, pelo Lema 7.2.4.1

tem-se que M : 〈(Γ′)≤l.(Γ′)≥l+j ` τ〉 onde Γ′ = (Γ′)≤l.ω
j−1.(Γ′)≥l+j = Γ≤k.Γ≥k+i.

Note que (Γ′)≤l = Γ≤l e que (Γ′)≥l+j = (Γ≤k)≥l+j.Γ≥k+i. Assim, (Γ′)≤l.(Γ
′)≥l+j =

Γ≤l.(Γ≤k)≥l+j.Γ≥k+i e |Γ≤l.(Γ≤k)≥l+j| = l + (k− (l+j− 1)) = k+1− j. Portanto,

por (ω-ϕ) tem-se que ϕik+1−jM : 〈Γ≤l.(Γ≤k)≥l+j.ω i−1.Γ≥k+i ` τ〉 e ϕjl (ϕ
i
k+1−jM) :

〈Γ≤l.ω j−1.(Γ≤k)≥l+j.ω
i−1.Γ≥k+i ` τ〉, onde Γ≤l.ω

j−1.(Γ≤k)≥l+j =Γ≤k.

• (ϕ-ϕ-transition 2): Seja ϕik(ϕ
j
lM) :〈Γ ` τ〉, para l≤k<l+j.

Se |Γ| ≤ k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que ϕjlM : 〈Γ ` τ〉. Observe que se

|Γ|>l então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que |Γ|>l+(j−1) logo |Γ|≥ l+j >k. Assim,

para |Γ| ≤ l tem-se, pelo Lema 7.2.4.1, que M : 〈Γ ` τ〉. Portanto, por (nil-ϕ),

ϕj+i−1
l M :〈Γ ` τ〉.

Se |Γ| > k, então pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que ϕjlM : 〈Γ≤k.Γ≥k+i ` τ〉 onde

Γ = Γ≤k.ω
i−1.Γ≥k+i. Tem-se que |Γ≤k.Γ≥k+i| > k ≥ l. Assim, pelo Lema 7.2.4.1

tem-se que M : 〈(Γ≤k.Γ≥k+i)≤l.(Γ≤k.Γ≥k+i)≥l+j ` τ〉 onde (Γ≤k.Γ≥k+i)≤l = Γ≤l,

(Γ≤k)>l = ω k−l, (Γ≤k.Γ≥k+i)≥l+j = (Γ≥k+i)≥l+j−k = Γ≥l+(j+i)−1 e (Γ<l+(j+i)−1)≥k+i =

ω (j−1)−(k−l). Portanto, por (ω-ϕ) tem-se ϕj+i−1
l M : 〈Γ≤l.ω j+i−2.Γ≥l+(j+i)−1 ` τ〉,
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onde Γ≤l.ω
j+i−2.Γ≥l+(j+i)−1 = Γ≤l.(Γ≤k)>l.ω

i−1.(Γ<l+(j+i)−1)≥k+i.Γ≥l+(j+i)−1. Ob-

serve que Γ≤l.(Γ≤k)>l = Γ≤k e (Γ<l+(j+i)−1)≥k+i.Γ≥l+(j+i)−1 = Γ≥k+i, portanto

Γ≤l.ω
j+i−2.Γ≥l+(j+i)−1 =Γ.



Caṕıtulo 8

Tipos com interseção para o
λσ-calculus

Assim como para o λse-calculus no Caṕıtulo 7, utilizamos o conjunto de tipos T da

Definição 5.1.1.1 nos sistemas de tipos com interseção propostos para λσ. Portanto, os

Lemas 5.1.2 e 5.1.3, sobre as propriedade dos tipos e sobre contextos respectivamente, são

válidos no presente caṕıtulo.

Os sistemas são baseados em λSMdB , que é estendido tal que os sistemas obtidos possam

inferir uma tipagem aos objetos da classe de substituições. Assim, a primeira abordagem

é acrescentar ao λSMdB as regras de inferência de λσ→ para substituições e o closure, obtendo

o sistema λσ∧r . Todas as formas λσ-normais são tipáveis em λσ∧r porém o sistema é muito

restrito para todo o cálculo. Assim, a partir das regras de reescrita do λσ-calculus e tendo

como referência a propriedade de SR estendemos o λσ∧r , obtendo então o sistema λσ∧.

P.-A. Melliès apresentou em [74] um contraexemplo para λσ para a propriedade de

PSN onde um termo em λσ, que corresponde a um termo tipável em λ→, tem estratégia

de redução infinita em λσ. Assim, outra semelhança em relação aos sistemas propostos

para o λse é a de que as considerações e propostas de mudanças nas regras de tipagens têm

como objetivo a garantia da propriedade de SR para um sistema de tipos com interseção

que seja “o mais restrito posśıvel”. Assim, o sistema obtido para λσ com a propriedade

de SR tem uma relação com a propriedade de relevância, apresentada no Lema 8.2.2.

Diferentemente do Caṕıtulo 7, apresentamos a proposta para λσ∧r e, logo a seguir,

fazemos as considerações para obtenção de λσ∧. Depois de feita essa análise, apresentamos

nas Seções 8.1 e 8.2 as propriedades de λσ∧r e λσ∧, respectivamente.
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Como mencionado, primeiramente estendemos λSMdB com as regras de inferência de λσ→.

Portanto, o sistema λσ∧r é obtido com o acréscimo das seguintes regras:

S :〈ΓB Γ′〉 M :〈Γ′ ` τ〉
M [S] :〈Γ ` τ〉

(clos)

id :〈ΓB Γ〉
(id)

↑ :〈ω.ΓB Γ〉
(ω-shift)

M :〈Γ ` τ〉 S :〈∆B∆′〉
M.S :〈Γ ∧∆B τ.∆′〉

(cons)
S :〈ΓB Γ′′〉 S ′ :〈Γ′′ B Γ′〉

S ′ ◦ S :〈ΓB Γ′〉
(comp)

Observe que a regra (ω-shift) acima é a única regra diferente das regras apresentadas na

Definição 3.3.9, para o sistema λσ→. Se usarmos a mesma regra de λσ→, temos a tipagem

1 [↑] : 〈β.α.nil ` α〉. Como o temo 1 [↑] representa 2 em λσ, o axioma ↑ : 〈τ.Γ ` Γ〉 de

λσ→ admite uma lei de redundância no sistema.

O Sistema λσ∧r é muito restrito, mesmo para o subconjunto formado pelas expressões

em λσ geradas pelas reduções de termos correspondentes a termos do λ-calculus. Por

exemplo, para algum |Γ|>0 suponha que

M :〈ω.Γ ` τ〉
λ.M :〈Γ ` ω→τ〉 M ′ :〈∆ ` σ〉

(λ.M M ′) :〈Γ ∧∆ ` τ〉

Pela regra (Beta) de λσ temos que (λ.M M ′) → M [M ′.id]. Por (id) e (cons) como

definidos acima temos que M ′.id :〈∆ ∧ Γ ` σ.Γ〉. Pelo lema de geração para λσ∧r provado

mais adiante temos que M : 〈ω.Γ ` τ〉 sempre que λ.M : 〈Γ ` ω→τ〉 para |Γ| > 0.

Portanto, M [M ′.id] não é tipável com as regras de λσ∧r . Ocorre um problema similar

quando o β-redex é tipado com a regra →e, para n>1.

A primeira tentativa de estender as regras de inferência propostas acima, a fim de

resolver os problemas supracitados, é substituir a regra (cons) pelas duas regras a seguir:

M :〈Γ ` τ〉 S :〈∆B∆′〉
M.S :〈Γ ∧∆B ω.∆′〉

(ω-cons)

M :〈∆1 ` σ1〉 . . . M :〈∆n ` σn〉 S :〈∆B∆′〉
M.S :〈∆1 ∧ · · · ∧∆n ∧∆B (∧ni=1σi).∆

′〉
(∧-cons)

Agora, suponha que

λ.2:〈α.nil ` ω→α〉 1 .id :〈α.nil B α.nil〉
(λ.2 )[ 1 . id] :〈α.nil ` ω→α〉
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onde 2 é uma abreviação para 1 [↑]. Temos que (λ.2 )[ 1 . id] →(Abs) λ.2 [ 1 .( 1 . id) ◦ ↑].

Seja Γ = α.nil. Pelas regras (ω-shift) e (comp) tem-se que ( 1 . id) ◦↑ :〈ω.ΓBΓ〉. Observe

que, pela regra (var), 1 : 〈σ.nil ` σ〉 para qualquer σ∈T . Portanto, pela regra (ω-cons),

1 .( 1 . id) ◦↑ : 〈σ.ΓB ω.Γ〉. Por um lema de geração teremos que 2 : 〈ω.Γ ` α〉 logo, pelas

regras (clos) e →i, teremos que λ.2 [ 1 .( 1 . id) ◦↑] :〈Γ ` σ→α〉.

Consequentemente, além de não possuir SR, uma forma de redundância é introduzida

no sistema de tipos com as presentes regras de inferência. Isso ocorre por causa da

semântica de cons, cujo contexto na tipagem da substituição representa o contexto na

tipagem da σ-nf correspondente.

A solução é “ esquecer” a informação do contexto de um termo associado ao ω, assim

que adicionado à substituição. Portanto, introduzimos a seguir a nova regra (ω-cons):

M :〈Γ ` τ〉 S :〈∆B∆′〉
M.S :〈∆B ω.∆′〉

(ω-cons)

Note que nesse caso o M representa um termo que corresponde a um ı́ndice de de Bruijn

que não ocorre. Em outras palavras, quando a substituição M.S é aplicada a um termo M ′

tipado com o contexto ω.∆′, nenhum ı́ndice livre de M ′ será substitúıdo por M . Assim,

M e a informação de tipos contida em seu contexto desaparece em σ(M ′[M.S]).

Além disso, seja
M :〈nil ` τ〉

λ.M :〈nil ` ω→τ〉 M ′ :〈Γ ` σ〉
(λ.M M ′) :〈Γ ` τ〉

Pela regra (ω-cons) temos que M ′.id :〈nilB ω.nil〉 e, por um lema de geração, temos que

M : 〈nil ` τ〉 sempre que λ.M : 〈nil ` ω→τ〉. Portanto, M [M ′.id ] não é tipável com

as regras de inferência apresentadas até agora. Existem duas maneiras de resolver esse

problema.

A primeira é adicionar à regra (ω-cons) a premissa ∆′ 6= ω n, para todo n∈N, intro-

duzindo a regra (nil-cons):

M :〈Γ ` τ〉 S :〈∆B nil〉
M.S :〈∆B nil〉

(nil-cons)

Além disso, fazer uma mudança semelhante para (ω-shift), obtendo as duas regras:

Γ 6= ω n

↑ :〈ω.ΓB Γ〉
(ω-shift) ↑ :〈nil B nil〉 (nil-shift)
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A mudança em (ω-shift) é necessária, caso contrário teŕıamos

1:〈α.nil ` α〉 ↑ :〈ω.nil B nil〉
1 .↑ :〈ω.nil B nil〉

e 1 .↑→ id pela regra (V arShift) de λσ.

A segunda maneira é a de mudar as regras (clos) e (comp) como a seguir:

S :〈ΓB Γ′ ∧ ω n〉 M :〈Γ′ ` τ〉
M [S] :〈Γ ` τ〉

(ω-clos)

S :〈ΓB Γ′ ∧ ω n〉 S ′ :〈Γ′ B Γ′′〉
S ′◦ S :〈ΓB Γ′′〉

(ω-comp)

Sejam λσ∧SM o sistema com as regras nil e λσ∧ω o sistema com as regras (ω-cons) e (ω-

clos). Dado um termo M em σ-nf, a principal diferença entre esses dois sistemas é o

tipo designado para a subexpressão de uma substituição aplicada a M , que corresponda

a ı́ndices acima de sup(M∗). Em λσ∧SM o tipo atribúıdo para tal subexpressão é nil,

enquanto em λσ∧ω o tipo atribúıdo é um contexto omega. O sistema λσ∧ω permite que seja

preservada a correspondência entre o comprimento do tipo de uma substituição, que é um

contexto, e o número de cons.

Exemplo 8.0.2: Sejam M ≡ 1 e S ≡ 1 .(λ.1 ).↑ e suponha que 1 : 〈τ.nil ` τ〉. Assim,

para a inferência de tipagem de M [S] tem-se S : 〈τ.nil B τ.nil〉 em λσ∧SM com a seguinte

derivação:

1 :〈τ.nil ` τ〉
λ.1:〈nil ` α→α〉 ↑ :〈nil B nil〉

(λ.1 ).↑ :〈nil B nil〉
1 .(λ.1 ).↑ :〈τ.nil B τ.nil〉

e S :〈τ.ω.nil B τ.ω.nil〉 em λσ∧ω com a seguinte derivação:

1 :〈τ.nil ` τ〉
λ.1:〈nil ` α→α〉 ↑ :〈ω.nil B nil〉

(λ.1 ).↑ :〈ω.nil B ω.nil〉
1 .(λ.1 ).↑ :〈τ.ω.nil B τ.ω.nil〉

As duas abordagens têm propriedades semelhantes. Com propriedades similares, am-

bos os sistemas têm problemas similares. Ao checar SR para esses dois sistemas, a propri-

edade vale para todas as regras do λσ-calculus menos uma. A falha ocorre para a regra

(MapEnv), que em [74] é apontada como a causa da estratégia infinita de redução. Seja

(M.S) ◦ S ′ tal que
M.S :〈Γ′ B ω.Γ′′〉 S ′ :〈ΓB Γ′〉

(M.S) ◦ S ′ :〈ΓB ω.Γ′′〉
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no sistema λσ∧SM ou no sistema λσ∧ω . Pela regra (ω-cons) temos que S :〈Γ′ B Γ′′〉 e que M

é tipável. Assim, S ◦ S ′ :〈ΓBω.Γ′′〉 mas não temos garantia de que M [S ′] seja tipável em

qualquer um dos sistemas. A seguir, um contraexemplo em λσ∧ω .

Exemplo 8.0.3: Sejam A ≡ ( 1 1 ) a autoaplicação, S1 ≡ A.id e S2 ≡ λ.A.id. Te-

mos então que S1 : 〈ω.nil Bλσ∧ω ω
2.nil〉 e S2 : 〈nil Bλσ∧ω ω.nil〉. Portanto, pela regra

(ω-comp), S1◦ S2 : 〈nil B ω 2.nil〉. Observe que S1 ◦ S2 →(MapEnv) A[S2].(id ◦ S2) e

id ◦ S2 : 〈nil `λσ∧ω nil〉. A tipabilidade de A[S2] depende da unificação do contexto da

tipagem de A e do tipo da tipagem de S2, que é reduzido a unificação de (α→β) ∧ α e

(α′→β′) ∧ α′→β′. Portanto, o problema da tipabilidade de A[S2] se reduz ao da tipabi-

lidade do autorreprodutor R ≡
(
λ.( 1 1 ) λ.( 1 1 )

)
em sistemas de tipos com interseção.

As mesmas expressões em λσ compõem um contraexemplo análogo para λσ∧SM . Ob-

serve que o exemplo dado acima não ocorreria como uma subexpressão em termos origi-

nados de reduções no λσ a partir de termos tipados correspondentes ao λ-calculus. Seja

M qualquer tal que M : 〈nil `λσ∧ω τ〉. Assim, para S1 e S2 como no Exemplo 8.0.3 acima,

temos (M [S1])[S2] : 〈nil `λσ∧ω τ〉 e λ.M : 〈nil `λσ∧ω ω→τ〉. Analisando as regras de λσ, o

único jeito de obtermos (M [S1])[S2] é a partir do termo M ′ ≡
(
λ.
(
λ.M A

)
λ.A
)
, onde A

é a autoaplicação. Seja

λ.M :〈nil ` ω→τ〉 A :〈(α→β) ∧ α.nil ` β〉
(λ.M A) :〈(α→β) ∧ α.nil ` τ〉

λ.(λ.M A) :〈nil ` ((α→β) ∧ α)→τ〉

Note que a tipabilidade de M ′ reduz ao problema de tipabilidade para o autorreprodutor

em IT logo M ′ não é tipável. Essa não tipabilidade de M ′ em ambos os sistemas é devida

à adição da informação de tipos proveniente do contexto da tipagem do termo aplicado a

ω pela regra →′e.

Podemos então mudar as regras (ω-cons) e (nil-cons), retirando das respectivas pre-

missas que o termo M deve ser tipável, obtendo então:

(ω-cons)
S :〈∆B nil〉
M.S :〈∆B nil〉

(nil-cons)
S :〈∆B∆′〉

M.S :〈∆B ω.∆′〉
, onde ∆′ 6= ω n

Apesar do fato de expressões WN em λσ, que correspondem a termos do λ-calculus,

não serem tipáveis em λσ∧ω nem em λσ∧SM , o exemplo de Melliés [74], que mostra que o

λσ-calculus simplesmente tipado não é PSN, é tipável em ambos.
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Portanto, por não ser posśıvel uma caracterização de termos SN em λσ, substitúımos

a regra →′e pela regra →ω
e a seguir:

M :〈Γ ` ω→τ〉
(M N) :〈Γ ` τ〉

→ω
e

Assim como a mudança para λse
∧ em relação λsSM , o fato de não termos nenhuma infor-

mação de tipo sobre os ı́ndices livres de um termo aplicado a ω, faz com que percamos

qualquer relação direta entre contextos de tipagens e propriedades sintáticas do termo

correspondente. Na seção 8.2 apresentamos o sistema λσ∧, baseado em λσ∧SM e com a

regra→ω
e descrita acima. Apesar de não se ter a noção exata do que seria relevância para

λσ∧, provamos uma propriedade similar ao Lema 7.2.2 para λse
∧, sobre o último elemento

de um contexto não nulo.

8.1 O sistema λσ∧r e propriedades

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades do sistema λσ∧r . Apesar de não possuir

SR, provamos que toda forma λσ-normal é tipável com esse sistema.

Definição 8.1.1 (O sistema λσ∧r ): As regras de tipagem do sistema λσ∧r são dadas a

seguir:

1 :〈τ.nil ` τ〉
(var)

M :〈u.Γ ` τ〉
λ.M :〈Γ ` u→τ〉

→i

M1 :〈Γ ` ω→τ〉 M2 :〈∆ ` σ〉
(M1 M2) :〈Γ ∧∆ ` τ〉

→′e
M :〈nil ` τ〉

λ.M :〈nil ` ω→τ〉
→′i

M1 :〈Γ ` ∧ni=1σi→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆n ` σn〉
(M1 M2) :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆n ` τ〉

→e

S :〈ΓB Γ′〉 M :〈Γ′ ` τ〉
M [S] :〈Γ ` τ〉

(clos)

id :〈ΓB Γ〉
(id)

↑ :〈ω.ΓB Γ〉
(ω-shift)

M :〈Γ ` τ〉 S :〈∆B∆′〉
M.S :〈Γ ∧∆B τ.∆′〉

(cons)
S :〈ΓB Γ′′〉 S ′ :〈Γ′′ B Γ′〉

S ′ ◦ S :〈ΓB Γ′〉
(comp)
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Os lemas de geração mencionados no ińıcio da seção, durante as considerações sobre as

mudanças nas regra de inferência para a obtenção de um sistema de IT apropriado para

λσ, são apresentados a seguir.

Lema 8.1.2 (Geração para λσ∧r ):

1. ↑n :〈ΓB Γ′〉 se, e somente se, Γ = ω n.Γ′.

2. 1 [↑n] :〈Γ ` τ〉 se, e somente se, Γ = ω n.τ.nil.

3. Se λ.M : 〈nil ` τ〉, então τ =ω→ σ e M : 〈nil `λσ∧r σ〉 ou τ =∧ni=1σi→ σ, n > 0, e

M :〈∧ni=1σi.nil `λσ∧r σ〉 onde σ, σ1, . . . , σn∈T .

4. Se λ.M : 〈Γ ` τ〉 e |Γ| > 0, então τ = u→ σ para algum u ∈ U e σ ∈ T , onde

M :〈u.Γ `λσ∧r σ〉.

Demonstração. 1. Por indução em n.

2. Suponha que 1 [↑n] : 〈Γ ` τ〉. Por (clos) tem-se que ↑ : 〈Γ B Γ′〉 e 1 : 〈Γ′ ` τ〉. Pelo

item 1 acima tem-se que ↑ :〈ΓBΓ′〉 sse Γ=ω n.Γ′ e, por (var), tem-se que 1:〈Γ′ ` τ〉

sse Γ′=τ.nil.

3. Por análise de casos na derivação de λ.M :〈nil ` τ〉.

4. Por análise de casos na derivação de λ.M :〈Γ ` τ〉, para |Γ| > 0.

Pela Proposição 3.3.7 temos que as formas σ-normais correspondem exatamente aos

termo em λdB. O lema a seguir mostra que a teoria de λσ∧r coincide com a teoria de λSMdB

para esses termos.

Lema 8.1.3: Seja M uma σ-nf. Então M :〈Γ `λσ∧r τ〉 se, e somente se, M∗ :〈Γ `λSMdB τ〉.

Demonstração. Por indução na estrutura de M , descrita no Lema 3.3.5. Note que, pela

Proposição 3.3.7, a aplicação ∗ introduzida na Definição 3.3.6 é um isomorfismo entre as

σ-nfs e ΛdB.

• M ≡ 1: nada há provar.
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• M ≡ 1 [↑n]: Suponha que 1 [↑n] : 〈Γ ` τ〉. Temos que ( 1 [↑n])∗ = n+1. Pelo Lema

8.1.2.2 tem-se que Γ = ω n.τ.nil logo, por (var) e (varn) em λSMdB , n+1 : 〈Γ ` τ〉. Se

n+1 : 〈Γ′ ` σ〉 então, pelos Lemas 5.1.7 e 5.1.8.1, Γ′ = ω n.σ.nil. Logo, por (var),

(ω-shift) e (clos) em λσ∧r , 1 [↑n] :〈Γ′ ` σ〉.

• M ≡ λ.M1. Suponha que λ.M1 :〈Γ ` τ〉.

Se Γ = nil então pelo Lema 8.1.2.3, τ = ω→ τ ′ e M1 : 〈nil ` τ ′〉 ou τ = ∧mi=1σi→ τ ′

e M1 : 〈∧mi=1σi.nil ` τ ′〉. No primeiro caso tem-se, por HI, que M1 : 〈nil `λσ∧r τ ′〉

sse M∗
1 : 〈nil `λSMdB τ ′〉. Logo, pela regra →′i de cada sistema tem-se λ.M1 : 〈nil `λσ∧r

ω→τ ′〉 e λ.M∗
1 :〈nil `λSMdB ω→τ ′〉. O segundo caso é similar, com o uso da regra→i

de cada sistema.

Se |Γ|> 0, então pelo Lema 8.1.2.4, τ = u→ τ ′ e M1 : 〈u.Γ ` τ ′〉. Assim, por HI,

M1 : 〈u.Γ `λσ∧r τ ′〉 sse M∗
1 : 〈u.Γ `λSMdB τ ′〉. Logo, pela regra →i de cada sistema,

λ.M1 :〈Γ `λσ∧r u→τ ′〉 e λ.M∗
1 :〈Γ `λSMdB u→τ ′〉.

Note que a prova de suficiência nos caso descritos acima é devido a derivação de

λ.M∗
1 : 〈Γ `λSMdB τ〉 ser tratada por casos similares aos descritos acima, a partir dos

Lemas 5.1.8.3 e 5.1.8.4

• M ≡ (M1 M2): Suponha que (M1 M2) : 〈Γ ` τ〉. Por análise de casos tem-se duas

possibilidades para o último passo na derivação.

Na primeira possibilidade, M1 : 〈Γ1 ` ω→τ〉 e M2 : 〈Γ2 ` σ〉, onde Γ = Γ1 ∧ Γ2.

Assim, por HI, M1 : 〈Γ1 `λσ∧r ω→τ〉 sse M∗
1 : 〈Γ1 `λSMdB ω→τ〉 e M2 : 〈Γ2 `λσ∧r σ〉 sse

M∗
2 : 〈Γ2 `λSMdB σ〉. Portanto, por →′e nos respectivos sistemas, (M1 M2) : 〈Γ `λσ∧r τ〉

e (M∗
1 M

∗
2 ) :〈Γ `λSMdB τ〉.

Na segunda possibilidade, M1 : 〈Γ′ ` ∧mi=1σi→τ〉 e ∀1≤ i≤m, M2 : 〈Γi ` σi〉 onde

Γ = Γ′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm. Assim, por HI M1 : 〈Γ′ `λσ∧r ω→τ〉 sse M∗
1 : 〈Γ′ `λSMdB ω→τ〉

e ∀1≤ i≤m, M2 :〈Γi `λσ∧r σi〉 sse M∗
2 :〈Γi `λSMdB σi〉. Portanto, com as regras →e dos

respectivos sistemas o resultado é valido.

As provas de suficiência decorrem das possibilidades do ultimos passo de (M∗
1 M

∗
2 ) :

〈Γ `λSMdB τ〉 corresponderem aos passos descritos acima.

Para finalizar, apresentamos o lema que estabelece a tipabilidade de toda λσ-nf.
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Lema 8.1.4: Toda forma λσ-normal é tipável em λσ∧r .

Demonstração. Por indução na estrutura das λσ-nfs, descrita no Lema 3.3.8.

• Se N ≡ 1, nada há provar.

• Sejam N ≡ 1 [↑n] e τ ∈T . Pelo Lema 8.1.2.2, 1 [↑n] :〈ω n.τ.nil ` τ〉.

• Seja N ≡ 1N1 · · ·Nm. Por HI tem-se que ∀1≤ i≤m, Ni é tipável em λσ∧r então seja

Ni : 〈Γi ` σi〉. Seja τ = σ1→· · ·→σm→β então, por (var), 1 : 〈τ.nil ` τ〉. Assim,

pela regra →e aplicada m-vezes, 1N1 · · ·Nm :〈(ω n.τ.nil) ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm ` β〉.

• Seja N ≡ 1 [↑n]N1 · · ·Nm. Por HI, ∀1≤i≤m, Ni é tipável em λσ∧r então seja

Ni : 〈Γi ` σi〉 e seja τ = σ1 → · · · → σm → β. Portanto, pelo Lema 8.1.2.2

tem-se que 1 [↑n] : 〈ω n.τ.nil ` τ〉 e, por m aplicações de →e, 1 [↑n]N1 · · ·Nm :

〈(ω n.τ.nil) ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm ` β〉.

• Seja N ≡ λ.N ′. Por HI, N ′ :〈Γ′ ` σ〉. Se Γ′ = u.Γ então, por →i, λ.N
′ :〈Γ ` u→σ〉.

Senão, por →′i, λ.N ′ :〈nil ` ω→σ〉.

• Seja S ≡ N1. · · · .Nm.↑n, onde m 6= n. Por HI tem-se que ∀1≤i≤m, Ni é tipá-

vel então seja Ni : 〈Γi ` σi〉. Se n > 0 então, pelo Lema 8.1.21, ↑n : 〈ω n.Γ B

Γ〉 para qualquer contexto Γ. Assim, pela regra (cons) m-vezes, N1. · · ·.Nm.↑n :

〈Γ1 ∧ · · · ∧ Γm ∧ (ω n.Γ) B σ1. · · ·σm.Γ〉. Analogamente, com a regras (id) e (cons),

N1. · · ·.Nm.id :〈Γ1 ∧ · · · ∧ Γm ∧ ΓB σ1. · · · σm.Γ〉.

8.2 O sistema λσ∧ e propriedades

Introduzimos nesta seção o sistema de IT proposto ao λσ-calculus, o λσ∧, onde algumas de

suas propriedades são apresentadas. Ao contrário do sistema λσ∧r , o sistema λσ∧ possui a

propriedade de SR. Além disso, estabelecemos uma propriedade relacionada à relevância.

Assim como para o sistema λs∧ em relação ao sistema λsSM , introduzidos no Caṕıtulo

7, as alterações propostas ao sistema λσ∧r para a obtenção de um sistema de IT com a

propriedade de SR para o λσ, impedem a caracterização de SN de uma λσ-expressão

através da tipabilidade no sistema. A seguir, apresentamos a definição do sistema λσ∧.
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Definição 8.2.1 (O sistema λσ∧): As regras para tipagem no sistema λσ∧ são dadas a

seguir, onde m > 0 e n ≥ 0:

1 :〈τ.nil ` τ〉
(var)

M :〈u.Γ ` τ〉
λ.M :〈Γ ` u→τ〉

→i

M1 :〈Γ ` ω→τ〉
(M1 M2) :〈Γ ` τ〉

→ω
e

M :〈nil ` τ〉
λ.M :〈nil ` ω→τ〉

→′i

M1 :〈Γ ` ∧mi=1σi→τ〉 M2 :〈∆1 ` σ1〉 . . . M2 :〈∆m ` σm〉
(M1 M2) :〈Γ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m ` τ〉

→e

(clos)
S :〈ΓB Γ′〉 M :〈Γ′ ` τ〉

M [S] :〈Γ ` τ〉

(∧-cons)
M :〈∆1 ` σ1〉 . . . M :〈∆m ` σm〉 S :〈∆B∆′〉

M.S :〈∆ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m B (∧mi=1σi).∆
′〉

(id)
Γ 6= ∆.ωm

id :〈ΓB Γ〉
(comp)

S :〈ΓB Γ′′〉 S ′ :〈Γ′′ B Γ′〉
S ′ ◦ S :〈ΓB Γ′〉

(nil-shift)
↑ :〈nil B nil〉

(nil-cons)
S :〈∆B nil〉
M.S :〈∆B nil〉

(ω-shift)
Γ 6= ∆.ω n

↑ :〈ω.ΓB Γ〉
(ω-cons)

S :〈∆B∆′〉
M.S :〈∆B ω.∆′〉

,∆′ 6= ω n

Note que a premissa para a regra (ω-shift) foi alterada de forma a excluir, além de

qualquer contexto omega, qualquer contexto que termine com um contexto omega. Uma

premissa similar sobre contextos foi inclúıda para (id). Note que (id) não exclui Γ =nil

enquanto que (ω-shift) exclui essa possibilidade. Essas condições extra garantem que toda

substituição, e não apenas as aplicadas a termos, tenham a propriedade apresentada no

lema a seguir.

Lema 8.2.2: Se M :〈Γ `λσ∧ τ〉 e m= |Γ|>0, então Γm 6=ω. Em particular, se S :〈ΓB Γ′〉

e m= |Γ|>0 então Γm 6=ω e se m′= |Γ′|>0 então Γ′m′ 6=ω.

Demonstração. A demonstração é feita por indução em M : 〈Γ ` τ〉, com subindução em

S :〈ΓB Γ′〉. A prova para as regras (var), →i, →e e →ω
e são similares as provas no Lema

7.2.2 para λse
∧. Apresentamos a prova para as regras restantes.
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• Se
Γ 6= ∆.ωm

id :〈ΓB Γ〉
, nada há provar.

• Se ↑ :〈nil B nil〉, nada há provar.

• Se
Γ 6= ∆.ω n

↑ :〈ω.ΓB Γ〉
, nada há provar.

• Seja
S :〈∆B nil〉
M.S :〈∆B nil〉

. Se m= |∆|>0, então por HI tem-se que ∆m 6=ω.

• Seja
S :〈∆B∆′〉

M.S :〈∆B ω.∆′〉
,∆′ 6= ω n. Por HI tem-se que se m= |∆|>0, então ∆m 6=ω e

para m′= |∆′| tem-se que ∆′m′ 6=ω. Assim, |ω.∆′|=m′+1 e (ω.∆′)m′+1 =∆′m′ 6=ω.

• Seja
M :〈∆1 ` σ1〉 . . . M :〈∆m ` σm〉 S :〈∆B∆′〉

M.S :〈∆ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m B (∧mi=1σi).∆
′〉

. Por HI tem-se que se m′ =

|∆′|> 0 então ∆′m′ 6= ω. Note que |∆ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m|=max(|∆|, |∆1|, . . . , |∆m|).

Assim, se m = |∆ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m| > 0, então basta tomar algum contexto de

comprimento m e mostrar que ele satisfaz a propriedade. Suponha s.p.d.g. que

|∆|=m. Portanto, por HI tem-se que se m= |∆|>0, então ∆m 6=ω.

• Seja
S :〈ΓB Γ′′〉 S ′ :〈Γ′′ B Γ′〉

S ′ ◦ S :〈ΓB Γ′〉
. Por HI tem-se que se m= |Γ|>0 então Γm 6=ω e

se m′= |Γ′|>0 então Γ′m′ 6=ω.

• Seja
S :〈ΓB Γ′〉 M :〈Γ′ ` τ〉

M [S] :〈Γ ` τ〉
. Por HI tem-se que se m= |Γ|>0 então Γm 6=ω.

Note que a prova para substituições tem como base as tipagens de id e ↑. Portanto,

as condições para contextos adicionadas nas premissas é essencial.

Corolário 8.2.3: Se M :〈Γ `λσ∧ τ〉, então Γ 6=∆.ωm, para quaisquer contexto ∆ e m>0.

Em particular, se S : 〈ΓBλσ∧ Γ′〉 então Γ 6= ∆.ωm e Γ′ 6= ∆′.ωm, para quaisquer contextos

∆ e ∆′ e m>0.

As novas condições para contexto garantem a propriedade apresentada no Corolário

8.2.3 acima, para toda substituição tipável em λσ∧. Essa propriedade não é necessária

para garantir a propriedade de SR. Para tal, basta adicionar a premissa Γ 6=ωm para (id),

onde m>0. Nesse caso o Lema 8.2.2, e consequentemente o corolário acima, é válido para

termos e apenas para substituições aplicadas a termos. A seguir apresentamos os lemas

de geração para o sistema, separados em geração para substituições e para termos.
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Lema 8.2.4 (Geração para substituições em λσ∧):

1. S :〈nil B nil〉 para qualquer substituição S.

2. Se M.S :〈ΓB nil〉 então S :〈ΓB nil〉.

3. Se M.S :〈ΓB ω.Γ′〉 então S :〈ΓB Γ′〉 e Γ′ 6= ω n.

4. Se M.S : 〈ΓB Γ′〉 e Γ′=∧mi=1σi.Γ
′′ então S : 〈Γ′′′ B Γ′′〉 e ∀1≤ i≤m, M : 〈Γi ` σi〉 tal

que Γ=Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm.

5. Se S :〈ΓB nil〉 então Γ = nil.

6. ↑m :〈ΓB Γ′〉 se, e somente se, Γ = Γ′ = nil ou Γ = ωm.Γ′, onde Γ′ 6= ∆.ω n.

7. Se S :〈ΓB Γ′〉 e S :〈∆B∆′〉 então S :〈Γ ∧∆B Γ′ ∧∆′〉.

8. Se S : 〈Γ B ∆1 ∧∆2〉 para ∆1 6= ∆′.ωm e ∆2 6= ∆′′.ωm, então Γ = Γ1 ∧ Γ2 tal que

S :〈Γ1 B∆1〉 e S :〈Γ2 B∆2〉.

Demonstração. 1. Por indução na estrutura de S.

2. Suponha que M.S : 〈Γ B nil〉. Por análise de casos, a única possibilidade para o

último passo da derivação é a regra (nil-cons). Portanto, S :〈ΓB nil〉.

3. Suponha que M.S :〈ΓBω.Γ′〉. Por análise de casos, o último passo é a regra (ω-cons).

Portanto, S :〈ΓB Γ′〉 e Γ 6=ω n.

4. Por análise de casos a única regra posśıvel no último passo da dedução será a regra

(∧-cons), validando a afirmação.

5. Por indução na estrutura de S. Suponha que S :〈ΓB nil〉.

• Se S ≡ id ou S ≡↑, nada há provar.

• Se S ≡ S1 ◦ S2, então por (comp) tem-se que S1 :〈Γ′ ` nil〉 e S2 :〈Γ ` Γ′〉. Por

HI em S1 tem-se que Γ′=nil e, por HI em S2, tem-se Γ=nil.

• Se S ≡M.S ′ então, pelo item 2, S ′ :〈ΓB nil〉. Assim, por HI, Γ=nil.
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6. Se Γ′=nil então pelo item 5 acima tem-se que Γ=nil. Senão a hipótese é provada

por indução em m.

7. Por indução na estrutura de S. Suponha que S :〈ΓBΓ′〉 e que S :〈∆B∆′〉. Observe

que se Γ′=nil ou ∆′=nil então, pelo item 5, Γ =nil e ∆ =nil, respectivamente, e

a afirmação é verdadeira. Assim, consideram-se apenas os casos onde Γ′,∆′ 6=nil.

• Se S ≡ id, então por (id) tem-se que Γ=Γ′ e ∆=∆′ e Γ 6=Γ′′.ωm e ∆ 6=∆′′.ωm,

para qualquer m>0. Assim, Γ∧∆ 6=Γ′′.ωm logo, por (id), id :〈Γ ∧∆ ` Γ′ ∧∆′〉

onde Γ′ ∧∆′=Γ ∧∆.

• Seja S ≡↑ e suponha que Γ′,∆′ 6= nil. Então pelo item 6 tem-se que Γ=ω.Γ′ e

∆=ω.∆′, onde Γ′ 6=Γ′′.ω n e ∆′ 6=∆′′.ω n. Tem-se que (ω.Γ′)∧(ω.∆′)=ω.(Γ′∧∆′)

logo, por (ω-shift), ↑ :〈Γ ∧∆B Γ′ ∧∆′〉.

• Seja S ≡ S1 ◦ S2. Por (comp) tem-se que S1 : 〈Γ′′ B Γ′〉, S2 : 〈Γ B Γ′′〉, S1 :

〈∆′′ B ∆′〉 e S2 : 〈∆ B ∆′′〉. Por HI tem-se que S1 : 〈Γ′′ ∧∆′′ B Γ′ ∧∆′〉 e

S2 :〈Γ ∧∆B Γ′′ ∧∆′′〉 logo, por (comp), S1 ◦ S2 :〈Γ ∧∆B Γ′ ∧∆′〉.

• Seja S ≡ M.S ′. Suponha s.p.d.g. que Γ′ = ω.Γ′′ e ∆′ = (∧mi=1σi).∆
′′.

Pelo item 3 tem-se que S ′ : 〈Γ B Γ′′〉 para Γ′′ 6= ω n. Pelo item 4 tem-se

que S ′ : 〈∆′′′ B ∆′′〉 onde ∆ = ∆′′′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m e ∀1 ≤ i ≤ m, M :

〈∆i ` σi〉. Assim, por HI, S ′ : 〈Γ ∧∆′′′ B Γ′′ ∧∆′′〉 e por (∧-cons) tem-

se que M.S ′ : 〈(Γ ∧∆′′′) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m B ∧mi=1σi.(Γ
′′ ∧∆′′)〉. Observe que

(Γ ∧∆′′′) ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m = Γ ∧ (∆′′′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m) = Γ ∧∆.

8. Por indução na estrutura de S. Suponha que S :〈ΓB∆1 ∧∆2〉. Note que se ∆j = nil

para j∈{1, 2} então, pelo item 1, S :〈Γj B∆j〉 para Γj =nil e a afirmação é trivial.

Consideram-se os casos onde ∆1,∆2 6=nil.

• Se S ≡ id, então por (id) tem-se que Γ = ∆1 ∧ ∆2. Assim, seja Γj = ∆j para

j∈{1, 2}. Logo por (id) tem-se que id :〈∆j B∆j〉.

• Seja S ≡↑. Pelo item 6 tem-se que Γ = ω.(∆1 ∧∆2). Assim, para Γ1 =ω.∆1 e

Γ2 =ω.∆2 tem-se o resultado.

• Seja S ≡ S1 ◦ S2. Por (comp) tem-se que S1 : 〈Γ′ B ∆1 ∧∆2〉 e S2 : 〈Γ B Γ′〉.

Por HI tem-se que Γ′=(Γ′)1 ∧ (Γ′)2 tal que S1 :〈(Γ′)1 B∆1〉 e S1 :〈(Γ′)2 B∆2〉.
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Pelo Corolário 1 tem-se que (Γ′)1 6=(Γ′′)1.ωm e (Γ′)2 6=(Γ′′)2.ωm, para qualquer

m > 0. Assim, por HI tem-se que Γ = Γ1 ∧ Γ2 tal que S2 : 〈Γ1 B (Γ′)1〉 e

S2 :〈Γ2B (Γ′)2〉. Portanto, por (comp), S1 ◦ S2 :〈Γ1B∆1〉 e S1 ◦ S2 :〈Γ2B∆2〉.

• Seja S ≡ M.S ′. Suponha s.p.d.g. que ∆1 =ω.∆′ e que ∆2 =(∧mi=1σi).∆
′′. Pelo

item 4 tem-se que S ′ : 〈Γ′ B∆′ ∧∆′′〉 onde Γ=Γ′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm e ∀1≤ i≤m,

M : 〈Γi ` σi〉. Assim, por HI, Γ′ = (Γ′)1 ∧ (Γ′)2 onde S ′ : 〈(Γ′)1 B ∆′〉 e

S ′ : 〈(Γ′)2 B ∆′′〉. Por (ω-cons) tem-se M.S ′ : 〈(Γ′)1 B ω.∆′〉 e, por (∧-cons),

M.S ′ : 〈(Γ′)2 ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm B (∧mi=1σi).∆
′′〉. Portanto, tomando Γ1 = (Γ′)1 e

Γ2 =(Γ′)2 ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm tem-se o resultado.

Lema 8.2.5 (Geração para termos em λσ∧):

1. 1 [↑m] :〈Γ `λσ∧ τ〉 se, e somente se, Γ = ωm.τ.nil.

2. Se λ.M : 〈nil `λσ∧ τ〉, então τ =ω→σ e M : 〈nil `λσ∧ σ〉 ou τ =∧ni=1σi→σ, n > 0, e

M :〈∧ni=1σi.nil `λσ∧ σ〉 onde σ, σ1, . . . , σn∈T .

3. Se λ.M : 〈Γ `λσ∧ τ〉 e |Γ| > 0, então τ = u→ σ para algum u ∈ U e σ ∈ T , onde

M :〈u.Γ `λσ∧ σ〉.

4. Se (M1 M2) : 〈Γ `λσ∧ τ〉 então M1 : 〈Γ `λσ∧ ω→τ〉 ou M1 : 〈Γ′ `λσ∧ ∧mi=1σi→τ〉 e

∀1≤ i≤m, Ni :〈Γi `λσ∧ σi〉 onde Γ = Γ′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm.

Demonstração. 1. Suponha que 1 [↑m] : 〈Γ ` τ〉. Por (comp) tem-se que ↑ : 〈Γ B Γ′〉

e 1 : 〈Γ′ ` τ〉. Assim, por (var) tem-se que Γ′ = τ.nil logo, pelo Lema 8.2.4.6,

Γ=ωm.τ.nil.

2. Por análise de casos na derivação de λ.M :〈nil ` τ〉.

3. Por análise de casos na derivação de λ.M :〈Γ ` τ〉, para |Γ| > 0.

4. Por análise de casos na derivação de (M1 M2) :〈Γ ` τ〉.

8.2.1 Redução de sujeito

Com os lemas de geração apresentados acima, podemos então estabelecer o propriedade

de SR para λσ∧.
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Teorema 8.2.6 (SR para λσ∧): Seja M um termo em λσ. Se M :〈Γ `λσ∧ τ〉 e M −→λσ

M ′ então M ′ :〈Γ `λσ∧ τ〉. Em particular, para uma substituição S em λσ, se S :〈ΓBλσ∧ Γ′〉

e S −→λσ S
′ então S ′ :〈ΓBλσ∧ Γ′〉.

Demonstração. A prova é feita através da análise da propriedade em cada regra de rees-

crita do cálculo.

• Beta: Suponha que (λ.M N) :〈Γ ` τ〉. Pelo Lema 8.2.5.4 tem-se duas possibilidades.

Suponha que λ.M : 〈Γ ` ω→τ〉. Se Γ = nil, então pelo Lema 8.2.5.2 tem-se que

M : 〈nil ` τ〉. Por (id) e (nil-cons), N.id : 〈nil B nil〉. Assim, por (clos), M [N.id] :

〈nil ` τ〉. Se |Γ|> 0 então, pelo Lema 8.2.5.3, M : 〈ω.Γ ` τ〉. Por (id) e (ω-cons),

N.id :〈ΓB ω.Γ〉 logo, por (clos), M [N.id] :〈Γ ` τ〉.

Suponha que λ.M : 〈Γ′ ` ∧mi=1σi→τ〉 e ∀1 ≤ i ≤ m, N : 〈Γi ` σi〉 onde Γ = Γ′ ∧

Γ1 ∧ · · · ∧ Γm. Pelos Lemas 8.2.5.2 e 8.2.5.3, M : 〈(∧mi=1σi).Γ
′ ` τ〉. Assim, por (id)

e (∧-cons), N.id : 〈Γ′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm B (∧mi=1σi).Γ
′〉. Portanto, por (clos), M [N.id] :

〈Γ ` τ〉.

• App: Suponha que (M1 M2)[S] :〈Γ ` τ〉. Por (clos), S :〈ΓB∆〉 e (M1 M2) :〈∆ ` τ〉.

Pelo Lema 8.2.5.4 tem-se duas possibilidades para a tipagem da aplicação, como

descrito no caso acima.

Suponha que M1 :〈∆ ` ω→τ〉. Por (clos) tem-se que M1[S] :〈Γ ` ω→τ〉. Portanto,

por →ω
e , (M1[S] M2[S]) :〈Γ ` τ〉.

Suponha que M1 : 〈∆′ ` ∧mi=1σi→τ〉 e ∀1 ≤ i ≤ m, M2 : 〈∆i ` σi〉 onde ∆ =

∆′ ∧∆1 ∧ · · · ∧∆m. Pelo Corolário 8.2.3 tem-se que ∆′,∆1, . . . ,∆m 6=∆′′′.ω n, para

quaisquer contexto ∆′′′ e n>0. Assim, por indução em m e o Lema 8.2.4.8 tem-se

que Γ = Γ′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm tal que S : 〈Γ′ B∆′〉 e ∀1≤ i≤m, S : 〈Γi B∆i〉. Assim,

por (clos), M1[S] : 〈Γ′ ` (∧mi=1σi)→τ〉 e ∀1≤ i≤m, M2[S] : 〈Γi ` σi〉. Portanto, por

→e, (M1[S] M2[S]) :〈Γ ` τ〉.

• Abs: Suponha que (λ.M)[S] :〈Γ ` τ〉. Por (clos), S :〈ΓB Γ′〉 e λ.M :〈Γ′ ` τ〉.

Se Γ′=nil então, pelo Lema 8.2.5.2, τ =ω→ τ ′ e M : 〈nil ` τ ′〉 ou τ =∧mi=1σi→ τ ′

e M : 〈∧mi=1σi.nil ` τ ′〉. Além disso, pelo Lema 8.2.4.5, Γ = nil. Assim, por (nil-

shift) e (comp), S ◦↑ : 〈nil B nil〉. Portanto, para τ =ω→ τ ′ tem-se por (nil-cons)
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que 1 .(S ◦↑) : 〈nil B nil〉. Logo, por (clos), M [ 1 .(S ◦↑)] : 〈nil ` τ ′〉 e por →′i
tem-se que λ.M [ 1 .(S ◦↑)] : 〈nil ` τ〉. Para τ = (∧mi=1σi)→ τ ′ tem-se por (var) e

(∧-cons) que 1 .(S ◦↑) :〈∧mi=1σi.nilB∧mi=1σi.nil〉. Assim, por (clos) e →i tem-se que

λ.M [ 1 .(S ◦↑)] :〈nil ` τ〉.

Se |Γ′|>0 então pelo Corolário 8.2.3 tem-se que Γ′ não é um contexto omega e pelo

Lema 8.2.5.3 tem-se que τ = u→ τ ′ tal que M : 〈u.Γ′ ` τ ′〉. Se Γ = nil então por

(nil-shift) e (comp), S ◦↑ :〈nilB Γ′〉. Se u=ω então por (ω-cons) tem-se 1 .(S ◦↑) :

〈nil B ω.Γ′〉 logo, por (clos) e →′i, λ.M [ 1 .(S ◦↑)] : 〈nil ` ω→τ ′〉. Se u = ∧mi=1σi

então por (∧-cons) tem-se 1 .(S ◦↑) : 〈∧mi=1σi.nil B ∧mi=1σi.Γ
′〉 logo, por (clos) e →i,

λ.M [ 1 .(S ◦↑)] :〈nil ` ∧mi=1σi→τ ′〉. Se |Γ|>0 então, pelo Corolário 8.2.3, Γ 6=∆.ωm

logo, por (ω-shift) e (comp), S ◦↑ : 〈ω.ΓB Γ′〉. Análogo ao caso anterior tem-se por

(ω-cons) ou (∧-cons), dependendo de u, que 1 .(S ◦↑) : 〈u.Γ B u.Γ′〉. Assim, por

(clos) e →i, λ.M [ 1 .(S ◦↑)] :〈Γ ` u→τ ′〉.

• Clos: Suponha que (M [S])[S ′] : 〈Γ ` τ〉. Por (clos), S ′ : 〈ΓB Γ′〉 e M [S] : 〈Γ′ ` τ〉 e,

por (clos) novamente, S :〈Γ′ B Γ′′〉 e M :〈Γ′′ ` τ〉. Portanto, por (comp) tem-se que

S ◦ S ′ :〈ΓB Γ′′〉 logo por (clos) tem-se que M [S ◦ S ′] :〈Γ ` τ〉.

• V arCons: Suponha que 1 [M.S] : 〈Γ ` τ〉. Por (clos), M.S : 〈Γ B Γ′〉 e 1 : 〈Γ′ ` τ〉.

Por (var) tem-se que Γ′= τ.nil. Assim, pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que S : 〈Γ1 B nil〉

onde Γ=Γ1 ∧ Γ2 e M :〈Γ2 ` τ〉. Pelo Lema 8.2.4.5 tem-se que Γ1 =nil logo Γ2 = Γ.

• Id: Suponha que M [id] : 〈Γ ` τ〉. Por (clos), id : 〈Γ B Γ′〉 e M : 〈Γ′ ` τ〉. Por (id)

tem-se que Γ′=Γ.

• AssEnv: Suponha que (S1 ◦ S2) ◦ S3 :〈ΓB Γ′〉. Por (comp) tem-se que S3 :〈ΓB Γ′′〉

e S1 ◦ S2 : 〈Γ′′ B Γ′〉 e, por (comp) novamente, S2 : 〈Γ′′ ` Γ′′′〉 e S1 : 〈Γ′′′ B Γ′〉.

Portanto, por (comp) tem-se que S2 ◦ S3 : 〈Γ ` Γ′′′〉 logo, por (comp), tem-se que

S1 ◦ (S2 ◦ S3) :〈ΓB Γ′〉

• MapEnv: Suponha que (M.S) ◦ S ′ :〈ΓB Γ′〉. Por (comp) tem-se que S ′ :〈ΓB Γ′′〉 e

M.S :〈Γ′′ B Γ′〉.

Se Γ′ = nil então pelo Lema 8.2.4.2 tem-se que S : 〈Γ′′ B nil〉. Assim, por (comp)

tem-se S ◦ S ′ :〈ΓB nil〉 e por (nil-cons) tem-se que M [S ′].(S ◦ S ′) :〈ΓB nil〉.
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Se Γ′=ω.∆ então pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que S :〈Γ′′B∆〉 onde ∆ 6= ω n. Assim, por

(comp) tem-se S ◦ S ′ :〈ΓB∆〉 e por (ω-cons) tem-se que M [S ′].(S ◦ S ′) :〈ΓBω.∆〉.

Se Γ′ = ∧mi=1σi.∆ então pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que S : 〈∆′′′ B ∆〉 onde Γ′′ =

∆′′′ ∧ ∆1 ∧ · · · ∧∆m e ∀1≤ i≤m, M : 〈∆i ` σi〉. Pelo Corolário 8.2.3 tem-se que

∆′′′,∆1, . . . ,∆m 6= Γ′′′.ω n, para quaisquer contexto Γ′′′ e n> 0. Assim, por indução

em m e o Lemma 8.2.4.8 tem-se que Γ = Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm tal que S ′ :〈Γ′′′ B∆′′′〉

e ∀1 ≤ i ≤ m, S ′ : 〈Γi B ∆i〉. Assim, por (comp) tem-se S ◦ S ′ : 〈Γ′′′ B ∆〉 e por

(clos) tem-se que ∀1≤i ≤m, M [S ′] : 〈Γi ` σi〉. Portanto, por (∧-cons) tem-se que

M [S ′].(S ◦ S ′) :〈Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm B ∧mi=1σi.∆〉

• IdL: Suponha que id ◦ S :〈ΓBΓ′〉. Por (comp) tem-se que S :〈ΓBΓ′′〉 e id :〈Γ′′BΓ′〉.

Assim, por (id) tem-se que Γ′′=Γ′.

• IdR: Suponha que S ◦ id :〈ΓBΓ′〉. Por (comp) tem-se que id :〈ΓBΓ′′〉 e S :〈Γ′′BΓ′〉.

Assim, por (id) tem-se que Γ′′=Γ.

• ShiftCons: Suponha que ↑◦ (M.S) :〈ΓBΓ′〉. Por (comp) tem-se que M.S :〈ΓBΓ′′〉 e

↑ :〈Γ′′BΓ′〉. Pelo Lema 8.2.4.6 tem-se que Γ′=Γ′′=nil ou Γ′′=ω.Γ′ onde Γ′ 6=∆.ωm.

Se Γ′=Γ′′=nil então pelo Lema 8.2.4.2 tem-se que S :〈ΓB nil〉.

Se Γ′′=ω.Γ′ então pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que S :〈ΓB Γ′〉.

• V arShift: Suponha que 1 .↑ : 〈Γ B Γ′〉. Se Γ′=nil então pelo Lema 8.2.4.5 tem-se

que Γ=nil logo, por (id), id :〈nil B nil〉.

Se Γ′=ω.Γ′′ então pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que ↑ : 〈Γ B Γ′′〉 onde Γ′′ 6=ω n. Assim,

pelo Lema 8.2.4.6 tem-se que Γ =ω.Γ′′ onde Γ′′ 6= ∆.ω n logo, por (id), id : 〈Γ B Γ′〉

onde Γ′=ω.Γ′′=Γ.

Se Γ′ = ∧mi=1σi.Γ
′′ então pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que ↑ : 〈Γ′′′ ` Γ′′〉 onde Γ =

Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm e ∀1 ≤ i ≤m, 1 : 〈Γi ` σi〉. Por (var) tem-se que ∀1 ≤ i ≤m,

Γi=σi.nil. Pelo Lema 8.2.4.6 tem-se que Γ′′′=Γ′′=nil ou Γ′′′=ω.Γ′′ para Γ′′ 6=∆.ω n.

Em ambos os casos tem-se que Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm = Γ′′′ ∧ (∧mi=1σi.nil)=∧mi=1σi.Γ
′′.

Portanto, id :〈ΓB Γ′〉.

• Scons: Suponha que 1 [S].(↑◦S) : 〈Γ B Γ′〉. Se Γ′ = nil então pelo Lema 8.2.4.5

tem-se que Γ = nil e, pelo Lema 8.2.4.1, S :〈nil B nil〉.
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Se Γ′=ω.Γ′′ então pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que ↑◦S : 〈Γ B Γ′′〉 onde Γ′′ 6=ω n. Por

(comp) tem-se que S : 〈Γ B ∆〉 e ↑ : 〈∆ B Γ′′〉. Assim, pelo Lema 8.2.4.6 tem-se

∆=ω.Γ′′ portanto S :〈ΓB Γ′〉.

Se Γ′ = ∧mi=1σi.Γ
′′ então pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que ↑◦S : 〈Γ′′′ ` Γ′′〉 onde Γ =

Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ Γm e ∀1 ≤ i ≤ m, 1[S] : 〈Γi ` σi〉. Por (cons) e (var) tem-se que

∀1≤ i≤m, S :〈Γi B σi.nil〉. Por (comp) tem-se que S :〈Γ′′′ B∆〉 e ↑ :〈∆B Γ′′〉. Pelo

Lema 8.2.4.6 tem-se que ∆ = Γ′′=nil ou ∆ =ω.Γ′′ onde Γ′′ 6= ∆′.ω n. Portanto, em

ambos os caso tem-se pelo Lema 8.2.4.7 que S :〈Γ′′′ ∧ Γ1 ∧ · · · ∧ ΓmB∧mi=1σi.Γ
′′〉.



Caṕıtulo 9

Conclusão e trabalhos futuros

Apresentamos neste trabalho o primeiro sistema de tipos com interseção (IT) para dois

cálculos de substituições expĺıctas (ES), o λσ no Caṕıtulo 8 e o λse no Caṕıtulo 7, e

provamos a propriedade básica de redução de sujeito (SR) para ambos. Os sistemas

de IT têm sido estudados como uma alternativa a sistemas de tipos baseados em Hin-

dley/Milner [75], utilizado por exemplo pela implementação do Standard ML [45], para o

tratamento do polimorfismo em sistemas de tipos computacionais. O tratamento finitário

para o polimorfismo em IT, listando os tipos assumidos por um mesmo procedimento, é

conveniente computacionalmente com propriedades como a tipagem principal (PT), que

permite atributos como a compilação separada e a recompilação inteligente. A proprie-

dade de relevância em IT é a forma de manter o sistema com o mı́nimo de suposições

posśıveis para a inferência do par formado por um tipo e um contexto de tipo, chamado

de tipagem. Além disso, sistemas de IT são ferramentas importantes na investigação da

semântica do λ-calculus, um estudo que ainda precisa ser realizado tanto para o λσ quanto

para o λse. Os dois cálculos de ES estudados usam uma notação à la de Bruijn, portanto

estudamos o λdB-calculus com dois sistemas de tipos com interseção, apresentados no

Caṕıtulo 5.

Resultados

Este trabalho apresentou um sistema de IT para os cálculos de ES estudados, com a

proposta de ser uma base para extensões que incluam, e.g, a interseção como um construtor

geral para tipos, o ω como um tipo universal, uma ordem para tipos e as variáveis de

expansão [57]. Estas últimas estão relacionadas com um estudo de PT em sistemas de IT
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para cálculos de ES. Dessa forma, no Caṕıtulo 4 apresentamos a noção de PT introduzida

em [98] para os cálculos λdB, λse e λσ com sistemas de tipos simples, provados corretos e

completos de acordo à noção de PT apresentada por J. Wells em [103].

O sistema λSMdB , introduzido em [101] e apresentado na Seção 5.1, é uma versão à la de

Bruijn do sistema λSM de E. Sayag e M. Mauny em [37], com um regra de designação de

tipos para ı́ndices mais geral. Analisamos a propriedade de SR para o cálculo e provamos

a propriedade para a contração β através de um conceito aplicável em sistemas de tipos

relevantes, a restrição para contextos.

No Caṕıtulo 6, apresentamos uma caracterização sintática de PT introduzida em [101]

para formas β-normais de λdB no sistema λSMr
dB , uma restrição do sistema λSMdB , seguindo a

linha do trabalho de Sayag e Mauny. Além da caracterização sintática de pares principais,

similar à de [37], conseguimos uma correspondência bijetiva, módulo renomeamento, com

PT para formas β-normais e formalizamos a correspondência do contexto de uma PT e o

multiconjunto de ı́ndices livres de uma forma β-normal.

O sistema λudB, introduzido em [100], é apresentado na Seção 5.2, sendo este uma

versão à la de Bruijn do sistema λu de F. Kamareddine e K. Nour em [56]. Apresentamos

a prova de SR para a redução β neste sistema, usando uma noção de restrição de contexto

mais fraca que a utilizada para o λSMdB . Os sistemas λSMdB e λSMr
dB são relevantes como os

sistemas originais, enquanto o sistema λudB perde a propriedade de relevância presente no

sistema λu, permitindo uma forma limitada de redundância. Isso se deve à combinação

da presença de ω nos contextos, de forma a prover a estrutura sequencial necessária em

sistemas de tipos para o λdB, e a relação binária para os tipos. A relação de ordem para os

tipos induzida por esta relação binária é utilizada no sistema original em [56] para provar

a completitude em relação a semântica proposta. Assim, baseamos os sistemas propostos

para os cálculos de ES estudados no sistema λSMdB , de forma a tentar obter um sistema de

IT restrito tal que as propriedades de SR e relevância fossem satisfeitas.

No Caṕıtulo 7 introduzimos os sistemas λsSM e λse
∧ de IT para o λs e λse, respecti-

vamente. A análise feita para a adição de IT para o λse-calculus apresenta o estudo do

sistema para λs como uma etapa preliminar onde, além da propriedade de SR, a relevância

do sistema de tipos é considerada. A propriedade de relevância é satisfeita para o sistema
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λsSM com relação a uma propriedade sintática bem definida, os ı́ndices dispońıveis. Por

outro lado, uma propriedade relacionada à relevância é satisfeita por λse
∧, sem uma defi-

nição geral para uma relação com caracteŕısticas sintáticas. A propriedade de SR para o

sistema λsSM é provada para o s-calculus e, com restrição de contexto, para a simulação

de contração β. A propriedade de SR é provada para λse
∧ em relação à redução β.

No Caṕıtulo 8 apresentamos o estudo referente a adição de IT para o λσ, introduzindo

o sistema λ∧. O sistema, a exemplo do sistema de IT para o λse, tem uma propriedade

relativa à relevância sem uma relação geral com caracteŕısticas sintáticas das expressões

em λσ. O sistema tem a propriedade de SR para a redução β.

Trabalhos futuros

Apesar da definição para PT de formas β-normais apresentada no Caṕıtulo 6 ser similar

a definição de PT para o sistema de tipos simples λ→dB, a correspondência com a noção

geral de PT não é direta. Assim, fica como trabalho futuro demonstrar a correspondência

entre a noção de PT no sistema λSMr
dB e a noção geral de PT de Wells.

Para os sistemas de IT para o λdB baseados no sistema λSM , podemos trocar →′e do

sistema λSMdB por →ω
e abaixo

M :〈Γ ` ω→τ〉
(M N) :〈Γ ` τ〉

→ω
e

Seja λ∧dB o sistema obtido com essa troca de regras. Este sistema é uma versão à la

de Bruijn do sistema em [38, 39]. Com lemas de geração apropriados, a exemplo dos

sistemas para cálculos de ES propostos neste trabalho e que possuem uma regra →ω
e ,

acreditamos na possibilidade de recuperação das propriedades de redução, e expansão,

de sujeito. A partir deste resultado, poderemos estender o resultado de PT para termos

terminantes (WN), na linha do trabalho realizado originalmente em [38]. Assim, o λ∧dB e

uma restrição no conjunto de tipos, a exemplo de U+ em [56], podem ser utilizados em

uma caracterização de WN para o λdB. Um sistema desta forma seria um primeiro passo

para um sistema com variáveis de expansão, formalizando tanto a substituição quanto a

expansão para o sistema de tipos correspondente.

Para o λse-calculus, fica como trabalho futuro uma posśıvel prova de caracterização

para WN através da inferência de tipos em λse
∧ e a investigação de PT para o cálculo.

Para o λs fica a questão de uma posśıvel caracterização de SN através do sistema λsSM .
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Podemos ainda investigar sistemas de IT para o λυ de P. Lescanne [70], permitindo uma

comparação com o sistema λσ∧ análoga à comparação entre propriedades para os sistemas

de λs e λse, presentes neste documento. Uma questão interessante é se um sistema de

IT para a variante do λσ sem a regra (V arShift) tem alguma propriedade diferente

do que para a versão analisada no presente trabalho. Além disso, ficam as questões de

caracterização de WN para o λσ através de λσ∧ e PT em sistemas com IT para λσ.

Por fim, o uso de sistemas de IT para o estudo da semântica dos cálculos à la de Bruijn,

investigados no presente trabalho, devem utilizar como base os sistemas aqui introduzidos.

Estes sistemas devem ser estendidos de forma a incluir uma regra de inferência para a

introdução da interseção sendo esta tratada como um construtor de tipos mais geral, o ω

ser tratado como um tipo universal e a inclusão de uma ordem para tipos com uma regra

de inferência associada. Portanto, os sistemas assim obtidos devem estar relacionados ao

sistema λudB, da Seção 5.2.
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[74] Paul-André Melliès. Typed lambda-calculi with explicit substitutions may not ter-

minate. In TLCA ’95: Proceedings of the Second International Conference on Ty-

ped Lambda Calculi and Applications, LNCS, pages 328–334, London, UK, 1995.

Springer-Verlag.

[75] Robin Milner. A theory of type polymorphism in programming. Journal of Com-

puter and System Sciences, 17:348–375, 1978.
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