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a Aline.



‘When I use a word,’ Humpty Dumpty said in rather
a scornful tone, ‘it means just what I choose it to
mean - neither more nor less.’

‘The question is,’ said Alice, ‘whether you can
make words mean so many different things.’

‘The question is,’ said Humpty Dumpty, ‘which is to
be master - that’s all.’

Through the Looking Glass and what Alice found there.



Agradecimentos

A Deus, por ter me trazido sao e salvo até este ponto.
A minha familia, em especial a minha irma Luciana.

Ao Professor Mauricio Ayala, pela orientagao durante todo o doutorado, e a Professora
Fairouz Kamareddine, por ter me recebido no seu grupo de pesquisa ULTRA e pelo total

apoio durante e apds o estagio de doutorado sanduiche.

Aos integrantes da banca examinadora pelo tempo dispensado na avaliacao do presente
trabalho.

Aos amigos Vincent Rahli e Laetitia de Freslon, pela agradavel companhia durante

minha estadia em Edimburgo.

Aos demais membros do grupo ULTRA, Joe Wells, Manuel Maarek, Robert Lamar,
Jan Jakubuv, Sébastien Carlier e Krzysztof Retel.

Aos amigos do Departamento de Matematica, Evander, Walter, André, Jhone, Nilton
e Joao Paulo. Em especial, as integrantes do Grupo de Teoria da Computacao, Daniele,

Andréia e Thaynara.

Aos integrantes prestativos do Departamento de Matematica da UNB, professores e

funcionarios, em especial a Eveline, Manoel e Pereira.

As amigas Natalia, Paloma, Mariana, Pilar, Paula, Julia, Silvie e Tais e aos amigos

Lucas, Rogério, Ruiz, Pierre e Gonzalo, pelas atividades extraclasse.

Ao CNPq, pelo suporte financeiro integral, incluindo o doutorado sanduiche.



Resumo

O A-calculus é um modelo tedrico de computagao tao antigo quanto a propria nogao de
funcao computdvel. Devido a definicao da substituicao como uma metaoperacao, exis-
tem varias formas de tornar esta substituicao explicita no sistema, dando surgimento
a uma grande variedade de sistemas baseados no A-calculus. Estudamos dois célculos
de substituicoes explicitas, o Ao e o0 As., com sistemas de tipos com intersecao. FEstes
calculos utilizam uma notacao a la de Bruijn, onde variaveis sao representadas por indi-
ces ao invés de nomes. Sistemas de atribuicao de tipos permitem uma andlise sintatica
(estética) de propriedades semanticas (dinamicas) de programas, dispensando qualquer
declaracao de tipos dentro destes. Os tipos com interse¢ao apresentam uma maneira de
integrar polimorfismo ao sistema, que tem se mostrado conveniente computacionalmente
com propriedades como a tipagem principal que permite, e.g. a compilacao separada e a
recompilacao inteligente para o sistema de tipos computacionais. Para a adicao de tipos
com intersecao aos calculos estudados, fazemos um estudo do A-calculus a la de Bruijn
com dois sistemas de tipos diferentes. Uma caracterizagao sintatica de tipagens princi-
pais, para termos irredutiveis, em um dos sistemas ¢ apresentada. Baseado neste sistema,
introduzimos sistemas de tipos com intersecao para o Ao e o As.. A propriedade basica de
reducao de sujeito, que garante a preservacao dos tipos em qualquer computacao possivel
para termos tipaveis, é analisada nas variacoes dos sistemas propostos. Outra propriedade
analisada € a relevancia do sistema, garantido que apenas a informacao de tipos necessaria
para inferéncia é utilizada, impossibilitando a admissibilidade de uma lei de redundancia

para o sistema de tipos.



Abstract

The A-calculus is a well known theoretical computation model as old as the concept of
computable functions. Due to the substitution definition as a meta-operator there exists
a great quantity of variations of this computational system in which the operation of
substitution is treated explicitly. In this work we investigate intersection type systems
for two explicit substitution calculi, the Ao and the As., both with de Bruijn indices.
Type assignment systems allow one to have a static code analysis through implicit typing
inference, where no type declaration is required. Intersection types present a machine-
friendly way to add polymorphism to type systems with features such as the principal
typing property, allowing e.g. a separate compilation and the smartest recompilation.
We study the A-calculus with de Bruijn indices with two different type systems, in a
preliminary step for adding intersection types for both explicit substitution calculi. A
characterisation for principal typings of irreducible terms is given in one of the systems,
in which the intersection type systems for each Ao and As. are based on. We analyse the
subject reduction property, which guarantees that all terms of the system preserve their
types during any possible computation, in some variations for the proposed type systems.
Another analysed property is the relevance, in which only necessary suppositions are

allowed in a typing inference, turning a weakening rule inadmissible in the type system.
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Capitulo 1

Introducao

O A-calculus é um modelo para computacao equivalente as maquinas de Turing [93]. Por
sua sintaxe simples e sua expressividade, problemas como a chamada a procedimentos em
linguagens de programacao podem ser investigados em sua esséncia nesse modelo teérico
de computacao [6]. Além disso, linguagens de programagao funcional, como o LISP [73]
e ML [45], tém o A-calculus como fundamento tedrico em suas respectivas especificagoes.
Assim, estudos relacionados & implementacao de linguagens baseadas nesse sistema formal

apresentam novos paradigmas a sua teoria classica.

A formalizacao da operacao de substituicao em Légica Matemaética apresenta desafios,
como garantir que o resultado de uma férmula com uma varidvel substituida por outra
férmula expresse o mesmo que a féormula original. Como o exemplo apresentado em
[36], 0 « na férmula 3z.z2 + z = x, que na aritmética é satisfeita pelos nimeros pares,
ao ser trocado por z obtemos a férmula dz.2 + z = 2, que na mesma interpretacao é
satisfeita apenas por 0. Assim, para que a substituicdo nao altere as relagoes descritas
em uma férmula, esta deve garantir que variaveis que nao sao ligadas a um quantificador

permanecam “livres” na férmula resultante.

A substituicao desempenha um papel crucial na definicao de computacao no A-calculus
e esta definida como uma metaoperacao, chamada de metasubstituicao. Nesse sentido, as
substituicoes explicitas apresentam uma tentativa em diminuir a diferenca entre o modelo
teodrico representado pelo A-calculus e suas possiveis implementagoes. Os célculos de subs-
tituicoes explicitas estendem o calculo original incluindo a substituicao em sua defini¢ao

de computagao. Assim, a substituicao realizada simultaneamente no modelo cléssico é



dividida em passos menores, permitindo que apenas parte seja executada enquanto o res-
tante fica suspenso. Essa caracteristica evita, por exemplo, que ocorra um saturacao da
memoria (overflow) durante a execugao de um programa. O trabalho considerado seminal
dessa area introduz o Ao, onde o A-calculus é estendido com o célculo o, que computa as
substituigoes [1]. Apesar desse cdlculo simular as computagoes possiveis na teoria original,
termos que sao fortemente terminantes no A-calculus podem ser computados indefinida-
mente no A\o. Um processo fortemente terminante é um processo que sempre termina,
nao importando em que ordem suas instrugoes sao executadas. Portanto, em cédlculos de
substituigoes explicitas surge o paradigma de preservagao de terminagao forte (PSN), onde

o tipo de composi¢ao para substitui¢oes permitido no célculo tem um papel central [84].

O problema em saber se um programa ¢é terminante ou nao tem grande destaque em
ciéencia da computacao. Os sistemas de tipos se apresentam com uma ferramenta onde
propriedades semanticas, como terminacao, podem ser verificadas de maneira estatica. Os
tipos aparecem pela primeira vez em linguagens de programacao na década de 50, como
uma maneira de otimizar os recursos disponiveis, e.g. distingao na representagao de nu-
meros como inteiro e ponto flutuante. Atualmente, os tipos em computacao desempenham
papéis como a deteccao estatica e dinamica de erros e a possibilidade de abstracao. Ainda
na década de 70, os cientistas da computacao identificaram as similaridades dos sistemas
de tipos estudados em computagao e os estudados em légica matematica. Houve um
grande avanco nesse campo de pesquisa, através do estudo da relagao dos sistemas de ti-
pos computacionais e as propriedades das l6gicas associadas, conhecida como isomorfismo
de Curry-Howard [91]. Um sistema de tipos atribui tipos aos programas considerados
seguros, por este sistema, para a execugao. A redugao de sujeito (SR) é uma propriedade
bésica para sistema de tipos, que garante a invariancia da tipagem atribuida ao objeto
pelo sistema, em relacao as suas possiveis computacoes. Em outras palavras, um programa

considerado seguro para execucgao permanece seguro durante todo o seu processamento.

Um sistema de atribuicao de tipos para o A-calculus, chamado tipos simples, atribui
tipos apenas para processos fortemente terminantes [49]. O problema de inferéncia de
tipos nesse sistema ¢é decidivel, ou seja, existe um algoritmo tal que dado um termo de A,
que corresponde a um programa, decide se este tem algum tipo no sistema. O inconveni-

ente desse sistema é a falta de suporte ao polimorfismo, uma caracteristica presente nas



linguagens de programacao modernas. Como consequeéncia, existem termos fortemente

terminantes que nao tém tipo nesse sistema com tipos simples.

Existem algumas alternativas para o tratamento do polimorfismo. O sistema de tipos
polimérfico mais conhecido, e estudado, é o sistema HM [28,75] utilizado pela linguagem
ML. O sistema HM tem tipos implicitos, onde nenhuma declaracao de tipos é feita dentro
do programa, cabendo ao compilador a checagem da correcao do programa através da
inferéncia de tipo em HM. O polimorfismo suportado neste sistema é uma restrigao de
um sistema mais expressivo, o A-calculus tipado de segunda ordem [82], ou simplesmente
A2. Enquanto o sistema com tipos simples para o A-calculus esta relacionado através do
isomorfismo de Curry-Howard ao fragmento proposicional da légica intuicionista, o A2
estd relacionado ao sistema F de Girard [43]. Os problemas de verifica¢do e inferéncia de
tipos sao indecidiveis neste sistema [102]. O problema de verificagao de tipos consiste em,
dados um programa e um tipo, verificar se este programa tem este tipo no sistema. Apesar
do sistema HM ter ambos os problemas decidiveis, este nao permite um algoritmo de

inferéncia modular, outra caracteristica presente em liguagens de programacao modernas.

Uma alternativa ao A2 para o suporte ao polimorfismo sao os tipos com intersegao (IT).
O polimorfismo é tratado de modo finitdrio em tipos com intersecao, listando os multiplos
tipos assumidos por um mesmo programa. Os sistemas de IT foram introduzidos em
1978 por M. Coppo e M. Dezani [21] com o intuito de caracterizar os termos fortemente
terminantes do A-calculus e G. Pottinger apresenta em 1980 o primeiro sistema com tal
caracterizacao [81]. Observa-se que decidir a caracterizacao de tais termos é equivalente
a decisdo do problema da parada [92] logo o problema de inferéncia de tipos para tal
sistema é indecidivel. Em 1983 H. Barendregt, Coppo e Dezani apresentaram o sistema
BCD de tipos com interse¢ao, completo em relagao a semantica [9]. Por sua importancia
em relagao a apresentacao do sistema de I'T como uma maneira de investigacao para a
semantica do A-calculus, ele se tornou a principal referéncia no estudo de tais sistemas.
Por ser muito flexivel, a inferéncia de tipos é extremamente complexa (sendo realizada por
procedimentos de semidecisao, ja que a inferéncia é indecidivel). Assim, uma restrigao de
BCD com as mesmas propriedades é introduzido em [94,95], onde algumas variantes de
sistemas de IT sao estudadas. Uma propriedade satisfeita em algumas dessas variantes,

que nao ¢ satisfeita nos sistemas HM e A2, é a tipagem principal.



A propriedade de tipagem principal (PT) vem sendo valorizada recentemente, pois
possibilita a modularizagdo de um sistema de tipos computacional [52]. Em sistemas
modulares, cada parte de um programa chamada de moédulo precisa apenas de sua assina-
tura para a compilacao deste programa, sem que os detalhes sobre o funcionamento deste
modulo sejam conhecidos. Ou seja, o verificador de tipos de uma linguagem modular
precisa saber apenas quais sao os tipos dos parametros passados ao médulo e qual o tipo
do objeto que este retorna, para inferir se a aplicacao do mesmo estd correta no sistema.
Essa assinatura é chamada de tipagem, que é composta pelo par formado de contexto
e tipo, onde o contexto é um conjunto de declaracoes de tipos para variaveis. Através
do isomorfismo de Curry-Howard, o contexto corresponde ao conjunto de suposicoes em
uma deducao formal. Dado um programa, qualquer tipagem deste em um sistema com
PT é obtida a partir de sua tipagem principal, através de operacgoes sintaticas. Assim,
para verificar se o programa pode ser integrado a um sistema computacional maior, basta
verificar se o tipo exigido pelo sistema pode ser obtido de sua tipagem principal, dispen-
sando a recompilagao de todo o sistema com o novo programa incluido. Essa caracteristica
permite a compilagao separada e a recompilacao inteligente (smartest recompilation) [52],
onde um programa ¢ tratado como um moédulo, tendo sua PT como sua assinatura, e que

SO é necessaria a sua recompilacao caso sua especificacao seja alterada.

Uma outra caracteristica possivel em sistemas de IT é a relevancia. Em sistemas
baseados em relevancia [29], o contexto de uma tipagem para o termo designa tipos para
todas e apenas as variaveis livres do termo. Assim, sistemas de IT para o A-calculus que

sao relevantes nao sao extensoes conservativas do sistemas de tipos stmples.

Os tipos com intersecao tém se mostrado convenientes computacionalmente em seu
tratamento para o polimorfismo, com propriedades como PT [24,86,87,94,95]. Além disso,
é uma ferramenta poderosa na investigagdo da semantica do A-calculus [2,9, 23,24, 50].
Para calculos de substitui¢oes explicitas (ES), sistemas de IT tém sido estudados para
0 Xx [69] e para o Az [35,65], a versdo com substituicoes explicitas do A-calculus, o -
calculus isomorfo a sistemas de Gentzen [48]. Porém, nenhum trabalho para célculos de
ES onde a composicao de substituicoes é permitida foi realizado até o momento. Como foi
provado por E. Ritter em [84] de uma maneira geral, tal iteracao entre substitui¢oes faz

com que o célculo nao preserve a normalizagao forte de termos do A-calculus (propriedade



de PSN). Assim, os sistemas de IT podem contribuir na investigacao de propriedades de

reducao e da semantica destes calculos de ES.

Assim, este trabalho tem por finalidade a adi¢ao de um sistema de tipos com intersecao
como suporte ao polimorfismo para calculos de substituicoes explicitas que nao sao PSN.
Introduzimos tipos com intersecao para o Ao e As., ambos com indices de de Bruijn.
Investigamos o A\gp-calculus, o A-calculus a la de Bruijn, com dois sistemas de I'T como uma
etapa preliminar a adigao de I'T aos calculos de ES. Em todos os sistemas apresentados,
a propriedade de SR tem um papel central nas consideracoes e, no caso dos calculos de
ES, nas modificacoes propostas para a obtengao de um sistema de tipos adequado. Um
outra caracteristica levada em consideracao para o desenvolvimento de tais sistemas ¢é a
propriedade de relevancia. Apresentamos portanto, o primeiro trabalho com sistemas de
IT, com o seu polimorfismo finitario, para calculos que buscam a proximidade entre o

modelo de computacao tedrico e possiveis implementacoes.

No Capitulo 2 apresentamos o fundamento tedrico onde introduzimos algumas defi-
ni¢oes, e notagoes, para conjuntos, multiconjuntos e sistemas de reescrita. Além disso,
os sistemas de atribuicao de tipos com a propriedade de tipagem principal, o A-calculus
com tipos simples, as substituicoes explicitas e os tipos com intersecao sao explicados com
um grau maior de detalhamento neste capitulo. No Capitulo 3 apresentamos o A-calculus
a la de Bruijn e os calculos de substituicoes explicitas As, As. e Ao, com os respectivos
sistemas de tipos simples, e suas propriedades. Nos Capitulos de 4 a 8 sao apresentadas

as contribuicoes deste trabalho:

e O Capitulo 4 apresenta o trabalho publicado em [98], onde introduzimos a nogao de
tipagem principal para os calculos com os sistemas de tipos simples apresentados no
capitulo anterior, provando que as respectivas nocoes de PT para cada sistema sao

corretas e completas.

e No Capitulo 5 apresentamos dois sistemas de IT para o A\gg com suas respectivas
propriedades. Na Secao 5.1 introduzimos um sistema baseado no sistema apresen-
tado em [37] por E. Sayag e M. Mauny enquanto na Segao 5.2 introduzimos um
sistema baseado no sistema apresentado em [56] por F. Kamareddine e K. Nour. O

ultimo é um trabalho publicado em [100].



e No Capitulo 6 apresentamos o trabalho publicado em [101], que apresenta uma

caracterizagao de PT para formas [#-normais em Agg no sistema da Secao 5.1.

e No Capitulo 7 introduzimos o sistema de tipos com intersecao para o As.-calculus,
provando que este possui a propriedade de SR. Nesse capitulo apresentamos um

sistema de IT para As como um estudo preliminar.

e No Capitulo 8 apresentamos o sistema de I'T para o Ao-calculus, provando a propri-

edade de SR para o mesmo.

Por fim, no Capitulo 9 concluimos o trabalho e apresentamos as possibilidades de trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Elementos basicos e notacao

Nessa se¢ao, apresentamos a notacgao utilizada no restante do documento para conjuntos,

multiconjunto e sistemas de reescrita.

2.1.1 Conjuntos e multiconjuntos

A nogao de conjunto, com a relagdo de pertenga (€) e inclusao, composta por estar
contido (C,C) e conter (2,D), e as operagoes de intersegao (N) e uniao (U) sdo as
usuais de teoria dos conjuntos. Sejam A e B dois conjuntos, A\ B denota o conjunto
formado pelos elementos de A que nao estao em B. A seguir, apresentamos a nocao de

multiconjunto.

Definicao 2.1.1 (Multiconjuntos):

1. Um multiconjunto é um conjunto onde elementos podem ter um nimero finito de

repeticoes.

2. Para um elemento a e um multiconjunto A, a €® A denota que a tem exatamente

n repeticoes em A, onde a € A denota a ¢ A.

3. Seja W, a uniao aditiva ou aglutinagao, definida por: Se a €" A e a €™ B entao

a €™ Ay B.

4. A n-aglutinagdo de um multiconjunto A é denotada por A™.
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Observe que, para todo multiconjunto, existe um conjunto associado. Seja N* =
N~\{0}, ou seja, o conjunto dos niimeros inteiros sem o 0. A seguir, apresentamos algumas

defini¢oes para conjuntos com elementos em N*| similar aos apresentados em [61].

Definigao 2.1.2 (Subconjuntos em N*): Sejam C' C N* e k > 0. Define-se os seguintes

conjuntos:

1. C\k={n—k|ne C/n >k},
2. C+k={n+k|neC};
3. Osr={necCln>k};

4. Cop={nelCln<k}leCcq={neC|n<k}.

Note que as defini¢oes acima sao estendidas aos multiconjuntos com elementos em N*

de maneira direta. A seguir, apresentamos algumas propriedades destes subconjuntos.

Proposigao 2.1.3: Sejam C, D C N* e k, k' > 0. A seguintes igualdades sao satisfeitas:

1. (CUD)\k = (C\k) U (D\k);

2. (CUD)+k=(C+k)U(D+k),

3. (CUD)sk = CspUDsy;

4. (CUD)ep = CpUDgp e (CUD)<, = Cip U Dey;
5. (C\E)\K = O\(k + k');

6. (C+k\1=C+(k—1)sck>1;

7. (O\k) + k = Csp;

8. (C\D<r = (Cappa)\l e (C\D <k = (Carr)\1;

9. (C\l)>k = (C>k‘+1)\1'

As igualdades apresentadas na Proprosicao 2.1.3 acima sao verdadeiras para multicon-

juntos, com W no lugar da uniao para conjuntos.
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2.1.2 Sistemas de reescrita

Assumimos que os conceitos da Teoria de Reescrita sao de conhecimentos do leitor [5].
Nesta secao apresentamos a notagao utilizada para sistemas de reescrita e a defini¢ao para
algumas das propriedades, mencionadas nos capitulos posteriores. A seguir, uma breve

mencao de alguns conceitos presentes nesses sistemas.

Um sistema abstrato de redugao é composto pelo par (A, —), formado de um
conjunto e uma rela¢ao bindria sobre este conjunto, onde (a,a’) € — é denotado por
a — d. Em sistemas de reescrita de termos (TRS), os objetos do sistema sdo
termos. Um conjunto de termos é definido indutivamente, a partir de um conjunto de
variaveis de termo V e um conjunto de simbolos de fungao 7. Uma regra de
reescrita é um par ordenado de termos, denotado por [ — r, onde [ e r sao tais que:(1)

1 ¢V. (2) Var(r) € Var(l), onde Var denota o conjunto de varidveis em um termo.

Um TRS é composto de um conjunto de termos e um conjunto de regras de reescrita.
Assim, um TRS R induz uma relacao de reducao de termos —x, onde uma instancia da
regra pode ser aplicada a um termo de forma compativel a sua estrutura de formagao.
Ou seja, dada a regra [ — r e uma uma substituicao de termos s, mapeando variaveis de
termos a termos, se () é subtermo de ¢, entao ¢t — ', onde t’ é o termo ¢ com a ocorréncia
de s(I) trocada por s(r). Um subtermo tal que uma regra de R seja aplicavel é chamado
de R-redex. Uma forma R-normal, ou R-nf, é um termo que nao tenha ocorréncias

de R-redices.

O fecho transitivo de —g é denotado por —, o fecho reflexivo transitivo denotado
por —3; e o fecho reflexivo transitivo e simétrico denotado por =x. A seguir, definimos

algumas propriedades relativas a TRS.

Definigao 2.1.4 (Propriedades de TRS): Sejam R e A" TRS quaisquer:

1. Teminacgao fraca (WN): Um termo ¢ é fracamente terminante em R se a partir

de t existe uma sequéncia de redugoes em ‘R tal que uma forma PR-normal é obtida.

2. Teminagao forte (SN): Um termo ¢ é fortemente terminante em R se ndo
existem derivacoes infinitas em R a partir de t. Ou seja, qualquer sequéncia de

redugoes a partir de ¢t atinge uma forma $R-normal.
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3. Confluéncia (CR): 2R é confluente se para todo termo t tal que t —} t; e t —3 to,

existe uma termo r tal que t; =R 7 ety =5 7.
4. Simulacao: R’ simula R se t —x t’ implica t —g, t'.

5. Preservacgao de teminagao forte (PSIN): Um PR’ que simula R tem a propriedade

de preservagao de terminacgao forte se todo termo SN em R é SN em R'.

Observe que se um termo é SN entao este ¢ WN. Dizemos que um termo é terminante
se € WN. Ao pensarmos em sistemas de reescrita de termos como modelos computacionais,
a propriedade de confluéncia significa consisténcia das possiveis computagoes no sistema.
A proriedade de WN significa que existe uma estratégia de reducao para a obtencao de
uma resposta enquanto a propriedade de SN significa que uma resposta é obtida nao

importando a ordem de execugao das respectivas computagoes.

Se um TRS R é WN e CR entao para qualquer termo ¢, existe uma tunica forma

M-normal obtida a partir de ¢, chamada de a forma PR-normal de ¢, denotada por R(t).

2.2 Sistemas de tipos e tipagem principal

Os tipos em matemaética e logica vém sendo utilizados de maneira implicita desde o surgi-
mento dessas ciéncias. A idéia fundamental é a de classificar objetos em sistemas formais.
De acordo a F. Kamareddine em [55], Euclides em seu tratado sobre geometria, Os Ele-
mentos, usa implicitamente essa nocao quando, a partir da definicao de ponto e reta
como classes de objetos diferentes, define objetos mais complexos, cada um pertencente
a uma classe. Nesse sistema, e em outros introduzimos posteriormente, a intuicao sobre
o funcionamento das operacoes permitia uma definicao destas usando a nocao de tipos
informalmente, através da metalinguagem. A partir do século 19, quando os sistemas
se tornam mais complexos e abstratos, a formalizacao para essa classificacao de objetos
torna-se necessaria. G. Frege apresentou em [41] a primeira formalizacao da 16gica, onde
o conceito de fungao presente em Andlise Real foi estendido, com algumas restrigdes sobre
quais poderiam ser os argumentos de uma funcao dada. Porém, a falta de formalizagao da
defini¢ao dos tipos dos objetos estudados em [42], onde ele estende o sistema apresentado

em [41] para descrever partes elementares da aritmética, permite que o equivalente ao
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paradoxo de Russell para o sistema seja codificado. A Teoria de Tipos aparece explici-
tamente pela primeira vez em [89], onde B. Russel identifica a caracteristica em comum
dos paradoxos conhecidos até entao, sendo esta a possibilidade de autorreferéncia que
um objeto possui dentro do sistema. Os tipos surgem entao como uma maneira de evi-
tar autorreferéncia nos sistemas formais, também conhecida como reflexividade. Nessa
abordagem, os paradoxos logicos sao tratados com uma alteracao na linguagem em con-
traposicao a abordagem adotada em Teoria dos Conjuntos, onde os axiomas sao alterados

para tratar o problema [104].

Em Ciéncia da Computacao, os tipos apareceram como uma forma de otimizar os re-
cursos disponiveis. De acordo com B. Pierce em [80], o primeiro sistema de tipos, no inicio
dos anos 50, era utilizado para distinguir entre as representagoes dos nimeros como intei-
ros e pontos flutuantes. Como exemplo tem-se o sistema de tipos primitivos na linguagem
Fortran. Durante a década de 50 e 60, essa classificacao dos objetos foi sendo ampliada
para dados mais complexos. Nos anos 70, conceitos mais elaborados estavam presentes
nos sistemas de tipos, como sistemas modulares e subtipos. Na mesma época, os cien-
tistas da computacao identificaram as similaridades dos sistemas de tipos estudados em
computacao e os estudados em logica matematica. O isomorfismo de Curry-Howard
apresenta a correspondéncia entre sistemas de légica formal e sistemas de tipos compu-
tacionais [91]. O primeiro sistema de tipos em que essa semelhanca foi percebida foi o
A-calculus simples tipado, introduzido na secao a seguir, que tem uma correspondéncia
com a légica intuicionista proposicional [49]. Os aspectos sintaticos desta correspondén-
cia podem ser investigados em varios niveis, tais como formulas que correspondem aos
tipos, provas no sistema légico que correspondem a programas, normalizacao de provas
que correspondem a terminagao de programas. Assim, o isomorfismo de Curry-Howard
ressalta a importancia no estudo de sistemas de atribuicao de tipos como uma ferramenta

no estudo da semantica de programas.

Um sistema de atribuicao de tipos &, ou simplesmente sistema de tipos, é um
conjunto de regras de deducao, que permitem a designacao de tipos para alguns objetos
aos quais o sistema se refere. Os contextos fornecem a informacao necesséria, usada pelas
regras de G para esta designacao de tipos aos objetos. Um objeto ao qual uma atribuigao

de tipo é possivel em & é chamado de tipavel (em &). No A-calculus, os objetos de um
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sistema de tipos sao os termos em A.

O par ordenado (I' F 7) de um contexto e um tipo em um sistema & é chamado de
uma tipagem em S. Para um termo M, ' M : 7 é a notagao usual para: “M tem o
tipo 7 no contexto I'”. Usaremos a notagao M :(I' - 7), de forma que fique destacado que
o par seja entendido como um predicado do termo M. Nesse caso, (I' F 7) é chamado de
uma tipagem de M. Se ©=(I'+ 7) é uma tipagem em & entao & I+ M : O denota que
© é uma tipagem de M em &, também denotado por M :(I' ¢ 7). Sempre que estiver

claro a qual sistema a tipagem pertence, usaremos a notagao simplificada (I" - 7).

Dado um termo M, uma questao interessante é se esse é ou nao tipavel em & e se
esse problema de tipabilidade ¢ decidivel. Uma propriedade importante para sistemas
de tipos é a reducao de sujeito, ou simplesmente SR. Essa propriedade garante que,
ao ser atribuido um tipo para um objeto de um sistema, qualquer transformagao (com-
putagao) permitida no sistema nao altera sua tipabilidade em relagao ao tipo atribuido.
Como exemplo, se a atribuicao de tipos para um programa em um sistema significa que o
programa ¢ correto e seguro, essa propriedade garante que o processo de execugao desse
programa é correto e seguro em todos os seus passos. Outra questao importante é se
existe uma tipagem principal. A tipagem principal, que é independente do contexto,
nao deve ser confundida com tipo principal, dependente de um determinado contexto de
tipo. Em [52], T. Jim salienta a diferenca entre as duas propriedades e a importancia da
primeira. A tipagem principal, ou simplesmente PT, de um termo em um sistema de tipos
é uma tipagem que representa qualquer outra tipagem do termo neste sistema. Em [103],
J. Wells apresenta uma definicao destas tipagens mais gerais, que representam outras ti-
pagens de um termo no sistema, independente do sistema de tipos. Para apresentar essa

definicao precisamos introduzir algumas defini¢oes preliminares.

Seja © uma tipagem em & e Termosg(©) ={M |G IF M:0}. Uma tipagem O, ¢é
mais forte do que uma tipagem O se, e somente se, Termosg(01) C Termoss(02). A

partir do conceito de mais forte, uma ordem para tipagens é apresentada.
Definigao 2.2.1 ([103]): Seja ©; <g Oy <= Termosg(©1) C Termosg(0s).

Assim, podemos apresentar a definicao de PT independente de sistemas.
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Definicao 2.2.2 (Tipagem principal [103]): Uma tipagem © em um sistema & é
principal para algum termo M se & IF M : © e para qualquer ©' tal que & I M : ©

tem-se que O <g ©’.

A Definigao 2.2.2 introduzida por Wells representa uma generalizagdo para a nogao
de PT, que usualmente depende de definicoes especificas para cada sistema de tipos.
Essas definicoes especificas se baseiam em operacgoes sintaticas caracteristicas de cada
sistema. Portanto, para cada definicao especifica de PT, existe uma operagao sintatica
associada. Dado um termo, uma tipagem é dita principal em tal definicao se qualquer
outra tipagem do termo no sistema pode ser obtida a partir da primeira através dessas

operagoes sintaticas associadas.

Uma operacao sintatica comum para essas defini¢coes especificas é a substituicao de
tipos. Quando os tipos sao definidos tendo variaveis como tipos atomicos ao invés de
constantes, podemos definir uma subsituicao agindo sobre essas variaveis. Em geral, as
substituicao sao mapeamentos do conjunto de variaveis para o conjunto de tipos, onde a
extensao para o conjunto de tipos é direta. A seguir introduzimos os tipos simples para
exemplificar os conceitos discutidos e apresentar mais alguns, utilizados nos capitulos

posteriores.
Definicao 2.2.3 (Tipos simples):

1. Seja A um conjunto de varidveis de tipo, infinito e enumeravel, com seus ele-

mentos representados por «, (.
2. O conjunto S de tipos simples ¢é definido por:

T,op € Su:=A|S—S

Tem-se entao que os elemento de S sao os tipos atomicos, representados pelas variaveis
de tipo, e os tipos funcionais. A associacao para a simplificacao de paréntese é da direita
para a esquerda. Assim, a; — as —ag denota a; — (g —a3). Com os tipos simples

definidos desta maneira, podemos definir as substituigoes de tipos.
Definigao 2.2.4 (Substituicao para tipos simples):

1. A substituicao de tipos mapeia varidveis de tipo em A para tipos em S.
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2. Dada uma substitui¢ao de tipos s : A — S, a extensao de s para o dominio dos

tipos funcionais ¢ direta, onde s(oc—7) = s(o) — s(7).

O conjunto de ocorréncias de variaveis de tipo em 7€ S ¢é denotado por TV (7).
Uma substituicao de tipos bijetiva de variaveis em varidveis é chamada de renomea-
mento. Observe que, em um renomeamento s para um tipo 7, se a, 3 € TV(7) tal
que o # [, entao s(a) # s(f), onde s(a),s(8) € A. Uma caracteristica importante
é que os habitantes de uma tipagem sao invariantes em relacao a renomeamentos. Ou
seja, Termoss(0) = Termoss(©’) para © = s(0) onde s é um renomeamento. Logo,

qualquer renomeamento de uma tipagem principal é principal.

Um outro problema interessante em sistemas de tipos é o problema de habitagao.
Neste problema, dado um tipo 7 em um sistema S, a questao é se existe algum objeto M
no sistema tal que M: () Fg 7). Ou seja, Termoss(©) # 0, para © = () - &). Através
do isomorfismo de Curry-Howard podemos, a partir de uma prova no sistema dedutivo
associado, extrair um programa correto. Assistentes de prova modernos como o Coq [10]

e o PVS [79] sao basedos nesta correspondéncia.

2.3 O A-calculus com tipos simples

O A-calculus foi introduzido em 1932 por A. Church [16] como parte de uma teoria baseada,
na nocao de fungao. O sistema tinha por finalidade propor uma teoria geral para funcoes
e estendé-la com nogoes logicas de forma a prover a fundamentacao para a logica e partes
da matematica [8]. Com uma sintaxe simples, a computagao no A-calculus é feita a partir
de uma tnica regra, a contracao 3. Porém, S. Kleene e B. Rosser provaram em 1935 a
inconsisténcia do sistema proposto por Church [67]. Contudo, em 1936 Church apresenta
uma prova da indecidibilidade das sentencas de primeira ordem, utilizando o A-calculus,

e define a nogao de fungao computavel [17].

Ainda no ano de 1936, Church e Rosser apresentam em [19] a consisténcia para uma
subteoria do A-calculus, o chamado Al-calculus, mostrando a confluéncia da redugao (3,
composta por uma sequéncia de contracoes 3. Ao propor a nogao de funcoes definiveis
em A\ e a partir de alguns resultados obtidos por Kleene, Church conjectura a sua Tese

de Church, onde afirma que todas as fungoes intuitivamente computaveis sao definiveis
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em A. Uma importante evidéncia para a sua conjectura é apresentada com a prova de
Kleene em [66] sobre a coindidéncia entre as funcoes definiveis em A e as funcoes p-
recursivas, definidas em 1934 por K. Godel [44]. Paralelamente, A. Turing define a
nogao de computavel em [92], utilizando as suas maquinas de Turing. Turing prova em
1937 que a nogao de definivel em X e a sua nocao de computédvel sdo equivalentes [93].

Portanto, com essa demostragao temos a adequabilidade computacional do A-calculus.

A nocao de funcao presente no A-calculus é a de um processo definido que inicia com
argumentos e calcula os valores correspondentes, em contraposicao a nocao de funcao
como uma relagao, representada por pares ordenados ou pelo seu grafico. Para denotar
uma fungdo f(z) no A-calculus, usamos a notagao Ax.F', onde F' é a representacao da
funcao como um termo do A-calculus. A operacao de aplicacao no A-calculus permite
que a fungao \z.F' seja aplicada a um termo A, denotada por (Az.F A). No célculo sem
tipos, um termo pode ser aplicado a qualquer outro termo. Assim, podemos representar
no A-calculus caracteristicas como “procedimentos como argumento de procedimentos” e
“procedimentos como valores retornados por procedimentos”. Portanto, a representacgao
de fungoes computaveis através de termos em A fez surgir a chamada programacao
funcional. Além disso, problemas em Computacao como a chamada a procedimentos
aparecem em sua forma pura e o estudo desses problemas ajuda no desenvolvimento, e

analise, de linguagens de programacao em geral.

2.3.1 O A-calculus e propriedades

Nessa secao apresentamos o A-calculus sem tipos e suas propriedades. A referéncia para
essa secao ¢ o livro de H. Barendregt sobre o A-calculus [6], onde estao compilados os

principais resultados sobre esta teoria.

Definigao 2.3.1 (O conjunto A): SejaV o conjunto de varidveis de termos, infinito
enumeravel. O conjunto de termos em A, denotado por A, é definido indutivamente

para x € V por:

M,N e A == z|(MN)|\xx.M

Os elementos de V sao representados por x,y e z. Os termos sao construidos a partir
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do conjunto de variaveis e duas operagoes bdasicas que sao a aplicacao e a abstracao.
A aplicagdo de M em N é denotada pelo termo (M N) enquanto que a abstracdo, ou
ligagao, da varidavel x em M é denotada pelo termo Az.M onde Az é o abstrator. Os

termos da forma ((...((M; My) Ms)...) M,) sao denotados por (M; My - -+ M,,).

A seguir, definimos os subtermos de um termo em \.

Definicao 2.3.2: Seja M € A. Os subtermos de M sao definidos indutivamente por:

(i) Se M €V entao M ¢é subtermo de M.
(ii) Se M =M\x.N, entdo os subtermos sao o préprio M e todos os subtermos de N.

(iii) Se M = (M; M), entao os subtermos sao todos os subtermos de M; e Ms e o

préprio termo M.

A variavel x ocorre em M se x é um subtermo de M. Se x ocorre em N tal que
Ax.N é um subtermo de M, entao a ocorréncia de = é chamada ligada. As ocorréncia de
M que nao sao ligadas sao chamadas livres. Observe que = pode ter ocorréncias livres
e ligadas em um mesmo termo. O conjunto de variaveis livres de um termo M ¢é

denotado por FV(M) e um termo que nao tem variaveis livres é chamado fechado.

A contracao [ é a regra usada para a computacao no A-calculus e a sua definigao
precisa do conceito de substituicao. No A-calculus cléssico, a substituicao estd definida
como uma metaoperacao, chamada de metasubstituicao. Ou seja, a definicao de como
esta substituicao é efetivamente realizada nao faz parte do sistema formal, sendo esta
realizada em um metanivel. Assim, para um termo M, define-se [x/N]|M como sendo o
termo resultante da substituicao de todas as ocorréncias livres de x em M pelo termo
N [49]. Assim temos uma defini¢do implicita de substitui¢ao para termos em A. A regra a

seguir representa um papel importante em defini¢oes formais desta substituicao implicita.

Definicao 2.3.3 (Conversao a): Seja Az.M um termo em A ey ¢ FV(M). A con-

versao a de A\x.M é definida por:

e M —, My [z/y|M

A condigao y ¢ FV (M) é necesséria para garantir que nao exista captura de varidveis
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livres de M. Senao teriamos por exemplo que

Az ( Ay (z2y)yz) —o A2.(Ay.(229)y2)

mudando o termo A para outro que representa uma funcao diferente da funcao original.
A conversao « representa um renomeamento de varidveis ligadas. Seja =, o fechamento
simétrico, reflexivo e transitivo de . Assim, as a-classes de termos sao formadas por

termos que representam a mesma funcao.

Definicao 2.3.4 (Contragao 83): Seja (Az.M N) um termo em A. A contragao (3 ¢é
definida por:
(\z.M N) —g [x/N]M

Um termo da forma (Ax.M N) é chamado B-redex. Um termo sem [-redices como
subtermo é chamado de forma (3-normal. A reducao 3 é definida como o fechamento
transitivo da contracao (3, compativel com a estrutura dos termos em A. O teorema a

seguir estabelece a confluéncia desta regra de reducao.
Teorema 2.3.5 (CR para redugao 3 [6]): O conjunto A com a reducao 3 é confluente.

Portanto, se um termo em A tem uma forma (-normal, ela é nica. O lema a seguir

apresenta uma decri¢ao geral de uma termo em [-nf.

Lema 2.3.6 (Descricao para formas (-normais [6]): O conjunto das formas (-

normais em A pode ser descrito indutivamente como:

(i) z €V
(ii) Az.N, onde N é uma forma (-normal.

(ili) (z Ni---Np,), onde V1 < j <m, N; é uma forma (S-normal.

No restante dessa secao apresentamos alguns resultados e conceitos utilizados nos
capitulos posteriores. Uma subteoria do A-calculus tem destaque desde o seu surgimento,
sendo a teoria originalmente investigada por Church, o Al-calculus (¢f. Cap. 9 de [6]).
Nessa teoria a formacao de termos ¢ restrita tal que apenas a abstragao de variaveis que

ocorrem livremente no termo sao permitidas. Ou seja, o termo Ax.M é permitido em A[



2.8 O M-calculus com tipos simples 18

apenas para termos M tais que x € FV(M). Seja A; o conjunto dos termos formados
com essa restricao. No trabalho desenvolvido, os termos do A-calculus, também chamado
de AK-calculus, que nao estao em A; desempenham um papel importante. Observe que
em um termo desses, existe um (-redex que cancela o argumento da aplicacao. Em outras
palavras, para Az.M tal que x ¢ FV (M) temos que (Az.M N) —3 M. Essa reducao é
chamada de redugao 3 nula e a substitui¢ao associada [z/N]M = M de substituicao

nula. O teorema a seguir estabelece que a reducao  nao cria variaveis livres novas.
Teorema 2.3.7 ([6]): Se M —3 N, entao FV(N) C FV(M).

A seguir, discriminamos os casos para os termos de Ay e de A \\ A; em relagao ao

Teorema 2.3.7 acima.
Lema 2.3.8 ([6]): 1. Se M —3 N e M € Ay, entao FV (M) = FV(N).
2. Se M —3 NeMe AN A, entao FV(N) C FV(M).
Uma regra também estudada para o A-calculus é a contragao 7, definida a seguir.

Definicao 2.3.9 (Contracao n): Seja A\x.(M z) um termo em A tal que x ¢ FV(M).

A contragao 1 é definida por:

e (M z) —, M sex ¢ FV (M)

Portanto, a contracao n ¢ uma regra condicional. Observe que a equivaléncia =,
induzida pela regra acima induz o axioma Az.(M z) =, M, de igualdade extensional,

para o A-calculus.

Um conceito usado como referéncia para estabelecer os termos “sem sentido” do \-
calculus é a solubilidade de um termo. Um termo fechado M é chamado de soliivel se
este reduz ao termo I = Ar.x quando aplicado a um nimero finito de argumentos. Um
termo M qualquer de A é chamado de soltuvel quando o termo fechado correspondente, i.e.
o termo AZ.M onde {¥} = FV(M), é solivel. Assim, os termo que nao sao soliveis sao
chamados de insoliveis e sao considerados os termos sem sentido algum do A-calculus [6].

Um exemplo de termo insolivel é o autorreprodutor (Az.(zx x) A\z.(z x)).
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2.3.2 O sistema A\, o A\-calculus com tipos simples

O primeiro sistema de tipos para o A-calculus foi proposto em 1940 por Church [18],
com uma teoria de tipos simples. Nesse sistema, a sintaxe dos termos em A é alterada,
incluindo uma anotacao do tipo atribuido para a variavel no abstrator. Como exemplo,
para cada tipo 7 temos a fungao identidade Ax:7.xz com tipo 7 — 7. Essa versao a la
Church é conhecida como o A-calculus tipado, que considera apenas os termos que
possuem um tipo no sistema. Assim, termos como (z ), chamado de autoaplicagao, e

(Az.(z ) Az.(z z)), chamado de autorreprodutor, nao fazem parte da versao tipada.

Em 1958 H. Curry apresentou um sistema de atribuicao de tipos simples para o -
calculus [27]. Nessa versao a la Curry, todos os elementos de A fazem parte do sistema de
tipos mas apenas alguns sao tipaveis neste sistema. A sintaxe do A-calculus é inalterada
em sistemas de atribuicao de tipos. Assim, ao invés de uma funcao identidade para
cada tipo, o termo Az.x representa esta fungao, que tem o tipo atribuido dependendo do
argumento ao qual ela é aplicada. Portanto, temos um forma de polimorfismo em sistemas

a la Curry, também chamados de sistemas com tipos implicitos.

Para um sistema de tipos para o A-calculus precisamos dos contextos de tipo, que

provém informagao de tipo para as variaveis livres de um termo.

Definicao 2.3.10 (Contextos):

1. Os contextos de tipo, ou simplesmente contexto, sao conjuntos finitos de desig-

nacoes de tipo para variaveis de termo.

2. Dado um contexto I', cada varidavel de termo tem no maximo uma designacao de

tipo.
3. x € I" denota que x : 7 € " para algum tipo 7. Caso contrario, = ¢ I'.
O conjunto de tipos S do sistema é o apresentado na Definicao 2.2.3. Assim, um

contexto I' tem a forma {zy:7y, ..., &7} onde 7, ..., 7, € S. A seguir, apresentamos

um sistema de tipos simples para o A-calculus, similar ao sistema T'A, de J. Hindley [49].
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Definigao 2.3.11 (O sistema A\ 7): O sistema A~ é composto pelas seguintes regras:

r ¢l

(Start) r:({zT} Ul 1)

x ¢l M:{z:c} Ul F 1)
(Abs) Ae.M:(T'Fo—T)
(App) M:T'kFo—T) N:(T'F o)

(M N):(I' 1)

Observe que usamos a notagado M : (I' = 7) para dizer que M tem tipo 7 em um
contexto I', ao invés da notacao I' - M : 7, usual na literatura. A seguir, apresentamos

algumas propriedades de A7

Teorema 2.3.12 (Propriedades para A\~ [49]):

—_

. (SR para reducao 3) Se M:(I',~ 7) e M —3 N entdao N:(I' -, 7).

2. (SN para termos tipaveis) Se M :(I' F,~ 7) entao M é SN.

w

. (Decidibilidade da tipabilidade) O problema de tipabilidade para A~ é decidivel.

W

. (Decidibilidade da habitagao) O problema de habitacao para A~ é decidivel.

Seja M um termo em A qualquer. Pelo item 3 do teorema acima podemos escrever
um algoritmo que decide se M tem um tipo em A~. Caso tenhamos uma reposta afir-
mativa, pelo item 2 sabemos que este termo é terminante, nao importanto a ordem em
que as reducgoes 3 sejam realizadas. Ou seja, nesse sistema de tipos obtemos propriedades

semanticas para alguns termos do A-calculus de maneira estatica.

A decidibilidade da tipabilidade, e da verificacao de tipos, em A~ é uma consequéncia
da decidibilidade do problema de PT neste sistema. Em [49], Hindley mostra que todo
termo tipavel em A\~ tem PT apresentando um algoritmo que decide a tipabilidade de um
termo e retorna a tipagem principal, chamada de par principal (principal pair), caso a res-
posta seja afirmativa. Por conter idéias centrais do trabalho desenvolvido, apresentamos

as nocoes utilizadas na demonstracao da propriedade de PT.

Primeiramente, a substituicao de tipos apresentada na Definicao 2.2.4 é estendida de

forma direta para contextos e tipagens em A\~. Ou seja, s((I' = 7)) = (s(I") F s(7)), onde
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s(T") representa a aplicacao de s em cada elemento de T', tal que s(x:0) = x:s(0) e
s(0) = 0. Com essa definigao de substituicao de tipos, apresentamos uma proposi¢ao que

aparece como uma observacao em [49].

Proposicao 2.3.13: Se M :(I' F,~ 7), entdo M : (s(I') F,~ s(7)) para qualquer substi-

tuicao de tipos s.

Demonstragao. Inducao na derivagao de M : (I' F,— 7). Basta observar que, no passo
indutivo, as condicoes laterais das regras de inferéncia sao satisfeitas apds a aplicacao da

substituicao nas respectivas premissas. ]

Uma nocao importante utilizada no algoritmo de inferéncia de PT para A\~ apresentado
em [49] s@o as varidveis de tipo novas. O algoritmo é aplicado recursivamente na
estrutura do termo em \. A cada passo em que o algoritmo precise escolher um elemento de
A, uma variavel que ainda nao foi utilizada em nenhum dos passos anteriores é escolhida.
Um outro fator importante é o de que a unificagao necessaria em um passo recursivo é
de primeira ordem. Logo, o algoritmo de unificacao de primeira ordem de Robinson [85]
garante unificadores mais gerais, ou simplesmente mgu, em cada passo do algoritmo.

Apresentamos a seguir a defini¢ao de PT para A~, como introduzida em [103].

Definigao 2.3.14 (Tipagem principal de Hindley [103]): Uma tipagem principal

em A\~ de um termo M é uma tipagem © = (I' F 7) tal que:

1. A7 IFM: 0.

2. Se A7 Ik M : © para alguma tipagem ©" = (I" F 7/), entao existe alguma substi-

tuigao s tal que s(I') C IV e s(1) = 7.

A definigao de principal pair em [49] tem uma pequena diferenga em relagao a definigao
acima. As tipagens obtidas a partir de um par principal de um termo M nao incluem a
possibilidade de uma lei de redundancia. Assim, apenas as tipagens que tém contextos
com designagoes para todas e apenas as variaveis em F'V(M) sdo obtidas a partir de um
par principal. Ou seja, s(I') =I", onde ©' = (I' - 7') é uma tipagem de M em A\~. Para

obtermos a tipagem principal como na Definicao 2.3.14, apresentamos o lema a seguir.
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Lema 2.3.15 (Lei de redundancia em A7): Seja M um termo em \. Se M :(I' -~ 7),
entao M : (I .~ 7) para qualquer contexto [ O I'. Assim, a regra (Weak) abaixo é

dedutivel em A\ 7.
r¢l M:(T'FT)

M:({x:oc} Ul F 1)

(Weak)

Demonstragao. Pelo Lema 2A9.1 em [49]. O

A lei de redundancia (ou weakening) permite que sejam inseridas informagoes des-
necessarias aos contextos. Note que uma tipagem em A~ é principal se, e somente se, é
um par principal. Elas diferem apenas na definicao de quais operagoes sao permitidas na
obtencao das tipagens do termo relacionado. Em [49] PT denota principal type, porém
como o algoritmo retorna pares principais e estes por sua vez sao tipagens principais em

A7, mantemos o nome do algoritmo, mas com PT denotando tipagem principal.

Em [103], Wells mostra que a Defini¢ao 2.3.14, especifica para o sistema A7, é equi-
valente a Definicao 2.2.2. Portanto, a tipagem principal de Hindley é uma definigao mais
geral para o sistema A~ do que os pares principais e as operagoes sintaticas associadas a
essa definicao sao a substituicao de tipos e a redundancia. Assim, apresentamos o teorema

a seguir estabelecendo que A\~ satisfaz a propriedade de PT de acordo a Definigao 2.3.14.

Teorema 2.3.16 (PT para o A7): O sistema A\~ satisfaz a propriedade de tipagem

principal.

Demonstragdo. Seja M um termo em A. Se M é tipavel em A~ entdo seja © =(I' - 7)
o par principal retornado pelo algoritmo de inferéncia de PT de Hindley [49]. Para uma
tipagem ©' = (I I 7’) qualquer de M tem-se pelo Lema 2A11 em [49] que M :(I" M + 717},
onde I'' M denota a restrigao de I'' ao conjunto F'V/(M). Assim, pela propriedade da par
principal tem-se que existe uma substituigao de tipos s tal que s(I')=T"[ M e s(1)=1".

Observe que s(I') CT". O

Podemos observar que os problemas mencionados na Secao 2.2, e que sao interessantes
para sistemas de tipos, sao todos decidiveis em A™. Porém, o polimorfismo suportado
nesse sistema ¢ limitado, onde termos em A que correspondem a programas seguros nao

sao tipaveis . Assim, diferentes maneiras de incluir o polimorfismo e ampliar o conjunto de
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termos tipaveis tém sido estudados. Na Secao 2.5 os tipos com intersecao sao apresentados

como uma alternativa conveniente computacionalmente.

2.4 Substituicoes explicitas

A definicao da contracao (5 no A-calculus tem a substituicao como uma metaoperacao.
Implementagoes que simulem o A-calculus precisam tratar a substituicao de maneira ex-
plicita, o que torna o sistema implementado diferente do modelo tedrico. Assim, calculos
de substituicoes explicitas, ou simplesmente ES, surgiram como uma extensao do A-
calculus, onde a substituicao é parte integrante do calculo. Em 1991, M. Abadi et al.
introduziram o Ao-calculus no trabalho considerado seminal em ES [1], ndo obstante cél-
culos de ES estao presentes anteriormente em sistemas computacionais. Um exemplo
notével é o AUTOMATH [77], sendo [31] de 1978 a primeira apresentacao formal de um
célculo de ES. O Ao é apresentado na Segao 3.3. Nesta se¢ao utilizamos o Ax [11,71,88]
para introduzir os conceitos de substituicoes explicitas utilizados nos capitulos posteriores.
O conjunto de termos de Ax, para o conjunto de variaveis de termos ¥ como na Defini¢ao

2.3.1, é apresentado abaixo.

Definigao 2.4.1 (O conjunto Ax): O conjunto de termos em Ax, denotado por Ax,

é definido indutivamente para x € V por:

M;N € Ax == a|(M N)| e.M|M(x:=N)

O conjunto Ax estende o conjunto A com os termos da forma M(z := N), que re-
presentam o inicio do processo que corresponde ao termo [x/N]M. Portanto, ao invés de
uma notacgao para o resultado de uma metasubstituicao, temos um termo no célculo que
representa substituicoes pendentes. O termo N é chamado de corpo da substituicao
(x := N). Os termos em A sao chamados de termos puros, ou seja os termos sem

ocorréncia de substituicao.
O processo de simulagao ¢é iniciado com a regra (b) abaixo.
(MM N) — M{x := N) (b)

A substituicao é entao computada pelo x-calculus, apresentado na Figura 2.4.1. Por-

tanto, o Ax-calculus é composto pela regra (b) e o x-calculus, este sendo o cdlculo de
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(xv) ole = N) = N
(xvge) z(y = N)—uz se x £y
(xab) (Az.M){y = N) — Az.M{y := N) sex#yexd FV(N)
(xap) (M1 Ms)(y := N) — (Mi(y :== N) Mz(y := N))

Figura 2.4.1: O célculo de substitui¢cao x

substituicao associado a Ax.

Note que, na Figura 2.4.1, as condigoes laterais da regra (xab) sdo garantidas pelo
renomeamento de variaveis ligadas. Logo o x-calculus, e consequentemente o Ax-calculus,
esta definido médulo a-equivaléncia de termos. O fecho simétrico, transitivo e reflexivo
de x é denotado por =,. A seguir, apresentamos algumas propriedades de Ax e do célculo

de substituicao associado.

Teorema 2.4.2 (Propriedades para \x/x-calculi [11]):

1. (SN e CR para x) O x-calculus é fortemente terminante e confluente.

2. (Extensao conservativa para reducao 3) Se M, N € A, entdo M —3 N sse

M —37_N.
3. (CR para Ax) O Ax é confluente.

4. (PSN para Ax) Se um termo puro é SN para [ entao este ¢ SN em Ax.

Dado um termo M em Ax, seja x(M) a forma normal correspondente. Note que x(M)
esta bem definido para todo termo, pois o x-calculus é fortemente terminate e confluente,
e que x(M) é um termo puro. O conjunto de varidveis livres é similar ao definido para
termos em A, estendido por FV(M{(x := N)) = (FV(M) \ {z}) U FV(N). A seguir
apresentamos os lemas que relacionam o conjunto de variaveis livres de um termo e as

reducoes em Ax.

Lema 2.4.3 ([11]): Sejam M, N € Ax:

1. Se M —y N entdo FV(M) = FV(N)
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2. Se M —, N entdo FV(N) C FV(M)

Apesar da semelhanga com o Teorema 2.3.7 para o A-calculus, o conjunto F'V nao
representa uma relacao apropriada para a identificacdo de uma substituicao nula. O
exemplo a seguir ilustra o problema em tentar identificar uma substituicao nula usando o
conceito de variaveis livres.

Exemplo 2.4.1: Sejam M = z(y = z) e N = y(y = 2) logo FV(M) = {x,z} e
FV(N) = {z}. Apesar de z € FV(M) e z € FV(N), temos que M(z := w) representa

uma substitui¢do nula, ao contrario de N(z := w).

Em [69], S. Lengrand et al. introduziram o conceito de available variables para o
Ax. Como a composicao para substituicoes nao é permitida, a idéia para as variaveis
disponiveis ¢ a de incluir as ocorréncias de variaveis dos subtermos que nao sejam ligadas
e que nao integrem o corpo de uma substituicao nula. Apesar de parecer redundante a
primeira vista, a definicao é indutiva na estrutura dos termos. Assim, o conjunto de
varidveis disponiveis para M € A coincide com FV (M) logo M(z := N) representa uma
substitui¢ao nula se, e somente se, x ¢ FV(M). A seguir apresentamos a definigdo formal

do conjunto de varidveis disponiveis de um termo.

Definicao 2.4.4: Seja M € Ax. O conjunto das variaveis disponiveis de M, denotado

por AV (M), é definido indutivamente por:

(i) AV(z) = {z}
(i) AV(Ae.M) = AV(M)\ {2}

(iii) AV(M N) = AV(M) U AV(N)

(AV(M)\{z}) UAV(N) sex € AV(M)

(iv) AV(M(z = N)) = { AV (M) se x ¢ AV(M)

A partir da definicdo acima, temos um conjunto de varidveis ocorrendo em um termo
M tal que: (1) Se M é um termo puro entdo FV (M) = AV(M). (2) M{x := N)

representa uma substituigao nula sse x ¢ AV (M).

O Ax nao é confluente para os chamados termos abertos [62]. A sintaxe do -

calculus, e do Ax, pode ser estendida tal que inclua as chamadas metavariaveis de termos.
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As metavariaveis de termos, que podem ser vistas como buracos no termo, representam
as variaveis do problema de unificagdo de ordem superior (HOU), onde as varidveis de
termo sao tratadas como constantes. Os termos que tém ocorréncias de metavariaveis
sao chamados de termos abertos e para obtermos a confluéncia para estes termos, a
composicao de substituicoes deve ser permitida em calculos de SE, que sao utilizados em

implementagoes para HOU [3,33].

O Ao-calculus, que permite a composicao, é confluente na respectiva extensao para a
inclusdo de metavaridveis para termos [34]. Outro célculo, que também permite a compo-
si¢ao para obter a confluéncia em termos abertos é o As. de F. Kamareddine e A. Rios [59],
apresentado na Se¢ao 3.2. Assim como para o A-calculus, um aspecto importante do ponto
de vista computacional é a adicao de um sistema de tipos para estes calculos de SE. E sur-
preendentemente, na tentativa de estender os dois calculos supracitados com um sistema
de tipos simples perde-se a propriedade do A-calculus, de normalizacao forte para termos
tipaveis. Apds P.-A. Mellies ter apresentado em 1995 um contraexemplo para o Ao [74],
onde um termo com tipos simples tem uma estratégia de redugoes infinitas, B. Guillaume
apresentou em 2000 um contraexemplo andlogo para o As. [47]. Em [74], Mellies aponta
a regra (MapEnv), ou regras similares a esta, como a causa da nao terminagdo em uma

série de célculos de substituigoes explicitas (cf. [40]).

Em [84], E. Ritter identificou a ligagao entre a composigao permitida para estes célcu-
los, chamada de composigao completa (full composition), e o problema com a propriedade
de PSN . Apenas recentemente D. Kesner apresentou o cdlculo de SE lex [63], satisfa-
zendo simultaneamente as propriedades desejaveis para um mecanismo de simulacao da
contracao (3. Apesar disso, o Aex tem as variaveis de termo representadas por nomes, e

portanto sendo um sistema de reescrita médulo a-equivaléncia de termos.

2.5 Os tipos com intersecao

Sistemas de tipos com intersecao (IT), introduzido por M. Coppo e M. Dezani-Ciancaglini
em [21,22] como uma extensao para o sistema A7, tém sido amplamente estudados tanto
pelo seu aspecto tedrico, como a analise de modelos para o A-calculus e de propriedades

referentes a terminagao, quanto pelo seu aspecto pratico, com aplica¢oes como a analise
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de programas baseadas em tipo e a deteccao de erros. Em sistemas de I'T, M :7No denota
que o termo M tem os tipos 7 e 0. Apesar dos IT serem denotados por listas de tipos
em [22], a intengao expressa pelos autores para interpretacao de [ry,...,7,] é a intersegao
dos conjuntos de termos que tenham 7; como tipo no sistema. Assim, o polimorfismo é
integrado ao sistema listando os tipos assumidos pelo mesmo termo. Como exemplo, com

o contexto {z:(a— () N a}, podemos inferir A: [ para a autoaplicacio A = (z z).

A motivagao inicial para os estudo de IT foi a de caracterizacdo dos termos SN no
A-calculus. Esta caracterizacao foi provada com um sistema de IT por G. Pottinger
em [81]. Pela equivaléncia do A-calculus & méquina de Turing, a decisao da propriedade
de SN para termos no primeiro é equivalente a decisao do problema da parada para
o segundo [92]. Portanto, o problema de inferéncia de tipos para o sistema em [81] é
indecidivel. Apesar disso, esses sistemas apresentam uma alternativa conveniente para
sistemas de tipos computacionais ao A2 (cf. [7] para a versao a la Curry), por tratarem o
polimorfismo de maneira finitaria. Além disso, sistemas de I'T possuem PT, propriedade
nao satisfeita pelo sistema HM [103]. O polimorfismo suportado no sistema HM [28, 75],

utilizado pelo Standard ML, é uma versao mais restrita dos tipos universais de A2.

Nos sistemas de [22,81] os tipos com interse¢do tém a restricdo de nao ocorrerem
imediatamente & direita de “—”. Em [24], M. Coppo et al. apresentaram um sistema
de IT sem esta restri¢ao e incluem o tipo w, introduzido por Sallé em [90], como um
tipo universal. Esse sistema é relevante [29], ou seja, uma lei de redundancia nao é
admissivel no sistema. No estudo de PT para esse sistema, os autores introduzem a
expansao para os tipos, pois apenas a substituicao e a redundancia, sendo esta portanto
eliminada do sistema, nao sao suficientes para a obtencao das tipagens possiveis de um
termo. A expansao é a operacao sintatica que introduz uma interse¢ao nos tipos, trocando
um subtermo de um tipo por um nimero finito de cépias. Como exemplo, a expansao de

a—a/ para o tipo (¢ —a’) — f resulta em (a1 —a)) N (e —ah) — .

H. Barendregt et al. apresentaram em [9] o sistema BCD de IT, completo em relagao
a semantica. O sistema BCD é baseado no sistema irrestrito de [25] e com o conjunto de
tipos usado em [24]. Além disso, é incluida uma relacao de ordem para subtipos usada
no resultado de completitude do sistema de tipos. Por sua importancia em relacao a

apresentacao do sistema de IT como uma maneira de investigacao para a semantica do
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A-calculus, ele se tornou a principal referéncia no estudo de tais sistemas. Por ser muito
flexivel, a inferéncia de tipos é extremamente complexa (sendo realizadas por procedimen-
tos de semidecisao, ja que a inferéncia é indecidivel). Assim, uma restrigao de BCD com
as mesmas propriedades é introduzido em [94,95], onde algumas variantes de sistemas de

IT sdo estudadas.

A propriedade de PT para sistemas de IT foi investigada em [24, 86,94, 95], onde a
ligacdo de PT com formas (-normais fica em evidéncia. A diferenga entre os sistemas
apresentados nestes trabalhos sao as operacoes sintaticas associadas para a obtencao da
tipagem do termo, a partir de sua PT, entre elas a expansao e suspensao (lifting). Um
problema na formalizacao da expansao é definir os subtermos de um tipo que devem ser
expandidos. Em [24] o conjunto de tipos a serem expandidos é formalizado, chamado de
nucleus, de forma a manter a consisténcia com a tipabilidade no sistema. De fato, o nucleus
corresponde a uma tipagem onde os subtermos a serem expandidos sao sublinhados. A
seguir, um exemplo para ilustrar a nocao de nucleus. Definimos a notacao de I'T com o
simbolo que representa a intersecao com uma associacao mais forte do que —. Assim,
denotamos e.g. oy N ap— [ para representar o tipo (a; N ag) — 3.

Exemplo 2.5.1: Seja (v y) : ({z:a—p, y:a} F ). Assim, ({r:a—08,y:a} F () e
({x:a—0, y:a} F B) sdo dois nuclei possiveis. Ao expandirmos de acordo ao primeiro
nucleus selecionado tem-se a tipagem ({x: (a3 —01) N (aa—F2), y:as Nag} F BN Ga)
correpondente a derivagao

rioq— [ Yyiaq o — By Yo

(z y): b (z y): 5
(zy): 610 B

e o segundo nucleus a tipagem ({x:aq Nag— G, y:aq Nag} F B) que corresponde a deri-
vacao
yioy Yoo
riop Nag— yraqg Nag

(zy): 5

Supondo que (z y) é o argumento de uma aplicacao, a defini¢do do conjunto de subtipos
a ser expandido deve “propagar” a expansao realizada na tipagem de (z y) de forma que

o resultado também seja uma tipagem no sistema correspondente.
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E. Sayag e M. Mauny apresentaram em [37], um sistema onde as PT para formas
f-normais tém apenas a substituigdo de tipos como operagao associadas. Em [38,39] os
autores propoem uma extensao do resultado para termos WN em A, apresentando uma
noc¢ao de PT que tem como operacao sintatica associada a substituicao e uma versao de
expansao simplificada em relagao as defini¢oes propostas anteriormente. Apresentamos o

sistema de Sayag e Mauny apresentado em [37] com mais detalhes adiante.

Em [64], J. Wells e A. Kfoury apresentaram o Sistema I de IT, onde a operagao
sintatica associada a nocao de PT é uma substituicao, que também aplica expansoes. No
Sistema I, os tipos com intersecao sao acrescidos com as variaveis de expansao, que sao
utilizadas na formalizacao da operacao de expansao como uma espécie de substituicao.
As PT deste sistema possuem varidveis de expansao, indicando onde uma substituicao
pode aplicar uma expansao. O procedimento de inferéncia para o Sistema I é baseado
em unificacao e um conjunto de passos corresponde a um passo da reducao 3. S. Carlier
e J. Wells apresentaram em [15] o Sistema E tal que, através das varidveis de expansio,
possui um procedimento de inferéncia baseado em unificacdo com uma correspondéncia de
um para um com a redugao (. Enquanto em [64] foi provado que as tipagens retornadas

pelo algoritmo ¢é principal, a nogao de PT para o Sistema E nao esta definida.

Em relacao aos calculos de SE baseados no A-calculus, S. Lengrand et al. apresentaram
um sistema de IT para o Ax-calculus em [69], onde o conceito de varidveis disponiveis foi
utilizado para a obtencao de caracterizacio dos termos SN em Ax!. Um sistema de IT
também foi proposto para o Av-calculus [46]. Em seu curso [46], J. Goubault-Larrecq
apresenta um sistema de IT para Av [70] tal que cada termo tipavel é SN mas o outro
lado da implicagao nao é verdaderia. Porém, nenhum trabalho para célculos de ES onde

a composicao de substitui¢oes é permitida foi realizado até o momento.

Em sistemas onde todo termo ¢ trivialmente tipado com w, este é chamado de tipo
universal. A possibilidade de adicionar termos nao terminantes ao conjunto de termos
tipaveis possibilita a andlise da propriedade de WN. Além disso, em [25] M. Coppo et al.
apresentam uma estratificacao de todo o conjunto A, onde todo termo soluvel tem uma

tipagem no sistema introduzido. Assim, apenas termos insoliveis nao sao tipaveis com

LE. Bonelli apresentou em [12,13] um sistema de tipos com polimorfismo paramétrico, ou seja baseado
no sistema F de Girard, para o Ax-calculus.
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um tipo considerado significativo, ou seja, que nao seja equivalente ao tipo universal w. A
seguir, apresentamos um termo insolivel e que portanto nao é tipavel com uma tipagem
significativa em nenhum dos sistemas de I'T mencionados. A nao tipabilidade do termo e

o problema relacionado sao usados nos capitulos adiante.

Exemplo 2.5.2: Seja R = (Ax.(z ) A\x.(z x)) o autorreprodutor. Este termo nao tem
tipagens diferente de w em sistemas mais complexos como o BCD. No sistema de [15], com
a correspondéncia entre o algoritmo de unificacao e a reducao (3, o processo de unificacao

tem um laco infinito. Explicamos de maneira simples este problema de unificacao.

Sejam as tipagens () F (a—=fB)Na—=pF) e (0 F (/—=pF)Ndo —=F) de Ax.(x x).
Assim, para uma tipagem de R devemos satisfazer a seguinte condigdo : (a—f) Na =
(o/ —=p)Na’ — F. Observe que temos que “igualar” um — com um N. Assim, uma

expansao ¢ aplicada em (o/ — ') N/ — [F, de onde obtemos:
((ah =) Naf = B1) N (e —B3) Nay —3)
O problema ¢ entao transformado em:
a—=f=(ay=pf)Nay =0,  a=(ap—F)Nad =0

e entdo a primeira igualdade se reduz ao problemas a = (aj — 1) Na} e § = F]. Portanto,

temos a igualdade (o} — 8])Na) = (o, — Fh) N aly — B4, que equivale ao problema original.

2.5.1 O sistema \*Mr

E. Sayag e M. Mauny introduziram em [37] um sistema de IT para o A-calculus, com
a finalidade de investigar a propriedade de PT para formas [-normais. O conjunto de
IT usado pelo sistema de Sayag e Mauny é equivalente ao usado por van Bakel em [94],
onde tipos com interse¢ao nao ocorrem imediatamente a direita de “—”. Porém, o sistema
de [94] possui uma relagdo de ordem para subtipos e uma regra de inferéncia associada.
Assim, para o sistema de [94] a no¢ao de PT tem a substituigao, expansao e a suspensao
como operagoes sintaticas associadas. Enquanto uma expansao esta relacionada a regras
de inferéncia que introduzem uma intersecao, a suspensao equivale a aplicagao de uma
regra de inferéncia para a ordem de subtipos. Portanto, na tentativa em estender os

resultados obtidos em [37] para qualquer termo terminante [38,39], as operagao associadas
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a nocao de PT sao apenas a substituicao e a expansao. Porém, no relatorio técnico
apresentado em [38], que contém provas omitidas em [39], uma hipdtese falsa é utilizada
nas provas de reducao e expansao de sujeito. Na anadlise sobre a propriedade de SR
para a versao a la de Bruijn dos sistemas de Sayag e Mauny, introduzidos na Secao 5.1,
apresentamos mais detalhes sobre este problema. Assim, nos concentramos no sistema
de [37], onde a unica operecao sintética associada para a nogdo de PT para formas (-

normais é a substituicao.

Apresentamos nesta secao o sistema A**, onde o axioma de designacao de tipos para
varidveis é apresentado em uma versao mais geral, como apresentado em [38,39], cujo
axioma do sistema em [37], que denotamos por A9*7 é uma restricdo. Em [37] os tipos
com intersegao sao denotados por [y, ..., Tn]|, que sdo tratados como multiconjuntos de
tipos. Usamos a notagao 7 A --- A 7, no lugar da notagao original e definimos & como
sendo o conjunto de multiconjuntos de tipos em 7 mais o elemento w. Assim, a intersecao
¢é comutativa e associativa, onde w, que representa o multiconjunto vazio [], é o elemento
neutro. Os elementos de 7 sao denotados por 7 e o enquanto os elementos de U sao
denotados por u. Observe que a intersecao u; A us de dois elementos de U equivale a

unido aditiva para multiconjuntos. Assim, o conjunto 7 é definido por
Ti=al(m A AT)—T

onde @« € Aen > 0. O contexto de tipos A é definido com um mapeamento de ele-
mentos em V para os elementos de U. Assim, o dominio de um contexto A é definido
por Dom(A)={z € V| A(z) # w}. Para um contexto A tal que Dom(A)={x1,...,zn}
e V1 <j <m,A(x;) = u; para u; € U, temos a notacdo A = {x1: Ut,..., Ty Up}.
Além disso temos a definigao de A \ {z}, que mantém o mapeamento original para to-
dos os elementos exceto o x que é mapeado para w, e a definicao de A; + Ay tal que

Al + AQ(lL‘) = Al(l’) A AQ(I’)

A seguir, as defini¢oes dos sistemas A°" e A%Mr,

Definigao 2.5.1 (Os sistemas A\ /\5"r):

1. As regras de inferéncia para o sistema \*" sao dadas por:
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M:(AFT)
TSN M AA~ {2} F A(x)—7)
M (A Fw—T) My :(Ay ko) B
(My My): (A1 + Ay B 7) ¢

My: (A Njo,—T) My: (A5 o) ... My: (AY Fo,)
(My My): (A, + Ay + -+ AY - 7)

—

e

2. O sistema A\°"" é obtido a partir do sistema A", onde a regra var é substituida por:

z:({x:0y - s op,—atkog— - —>o0,—a)(n>0) var,

A notagao original para tipagens foi adaptada para a utilizada no presente trabalho.
Podemos observar nas regras acima que o axioma var esta restrito aos elementos de 7 e
as regras —, e —/, para a aplicagao introduzem a interse¢ao nos contextos. Observe que
a regra —. dispensa uma regra de introducao para interse¢ao. Assim, os elementos de U

nao podem ser atribuidos como tipos de um termo em .

Um algoritmo que infere tipagens em A%~ para todas formas S-normais Infer(N) é
introduzido, similar a algoritmos para pares principais em [24,86,87,94]. O algoritmo de
inferéncia para a versao a la de Bruijn apresentado na Secao 6.1 é analogo ao apresentado
em [37] logo o omitimos nesta segdo. A seguir apresentamos um teorema estabelecendo

as propriedade de Infer.

Teorema 2.5.2 (Propriedades de Infer [37]): Seja N uma [-nf:
1. (Correcao) Se Infer(N) = (A, 7) entdo N: (A, sum, 7).

2. (Completitude) Se N : (A" Fsu. 7') entdao Infer(N) = (A,7) e existe uma

substituigao s tal que s(A) = A" e s(1) = 7'.

Assim, o item 2 acima estabelece que as tipagens retornadas por Infer sao principais,
onde apenas a substituicao é a operacao sintatica associada. A substituicdo necessaria
para esta demonstracao é definida no inicio do Capitulo 6, sendo uma extensao direta dos
mapeamentos de A em 7 para o dominio U. Logo, essa substitui¢do nao aplica expansoes.
S]\ir.

A restricao do axioma var, é essencial para que esta nocao de PT seja possivel em A

A seguir um contraexemplo no sistema A%*.
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Exemplo 2.5.3: Temos que Infer(z y) = {x:a— 5, y:a},[) e em A\ a tipagem
(xy): {z:a1 Nag— 0, y:a1 ANas} F ). Assim, para qualquer substituigdo de tipos
temos que s(a— (3) = s(a) — s(f3), e por definigao s(a),s() € 7. Portanto, a tipagem

em A" g6 pode ser obtida através de expansao.

Os conjuntos 7z e Ty sao dois subconjuntos de 7, onde o representa os elementos

de 75 e 7 os elementos de 7y p, definidos por inducao muitua:

o = al|r—o, onde TV (T)NTV (o) =10

T = aloyAN---No,—T, paran >0

Os elementos de 7x sao chamados de tipos de contexto e os elementos de 7y sao chamados
de tipos principais. O conjunto £ é formado pelo contexto vazio, os contextos de tipos
com designagoes {x:0; A --- A o,} e fechado para a intersegao de contextos. Ou seja, se
Ay, Ay € £ entao A1+ Ay € £. Como os tipos a esquerda de — para os elementos em 7y p
sao intersegoes de elementos em 7z, podemos definir o subconjunto Ur C U, tal que Ug
é composto da intersecao dos elementos em 7z mais o w. Assim, os elementos a esquerda

de — para os tipos em 7y e as designagoes em A € £ sao elementos de Ux.

Com as defini¢bes acima e o conjunto Im(Infer) composto por todos os pares retor-

nados pela aplicagao de Infer na formas f-normais, foi provado em [37] que:
Im(Infer) CE X Typ

Assim, temos uma primeira descricao para PT em A*" de formas -normais. Na Secao

6.2 apresentamos uma descrigdo andloga para o sistema Aj5".

A caracterizacao de PT depende de um série de defini¢cbes sintaticas, as quais men-
cionamos brevemente nesta secao, pois apresentamos defini¢coes similares na Secao 6.2.
Assim, ressaltamos as pequenas diferengas das defini¢oes de [37] e as utilizadas neste tra-
balho. Em relagao as variaveis de tipo, as defini¢coes de ocorréncias positiva, negativa e
final s@o as usuais da literatura (cf. [68]), restritas aos conjuntos Ty, 7g € €. A seguir,

definimos os A-tipos.

Definigao 2.5.3 (A-tipos): Os A-tipos sado definidos para por:

T == [o1,...,00)=7  paran >0
| [o1,...,00]= paran > 1
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Mantemos a notacao de multiconjuntos para A-tipos pois esta é consistente com a
definicdo da operacio A, utilizada na transformacdo de uma tipagem para um A-tipo.

Definimos A a seguir.

Definicao 2.5.4: Seja A um contexto, A é definido indutivamente por:

(i) Se A ={}, entao A =[]
(i) Se A= {x:01 A+ ANa,}, entdo A = [o1,...,0,).
(iii) Se A= A; + Ay, entdo A = A; W A,.
Assim, para qualquer contexto A e tipo 7, A = 7 é um A-tipo. Observe que na

formacao de um A-tipo, o conjunto de multiconjuntos que um contexto de tipo representa

neste sistema é transformado em um tinico multiconjunto.

Dizemos que um A-tipo 7" estd contido em T se T = [oy,...,0, = 7 e T' =
0is...,0] = ouT" = [o,,...,0,] = 7, onde [0;,,...,0;] é um submulticonjunto
de [oy,...,0,], diferente de vazio no primeiro caso. Se 7" # T dizemos que T" esté

estritamente contido em 7.

Algumas definigdes em [37] sdo apresentas para tipagens e depois estendidas para
A-tipos. Como exemplo, a polaridade para ocorréncia de variaveis de tipo, positiva ou
negativa, é estendida de maneira direta trocando o sinal de ocorréncia a esquerda de = e
mantendo o sinal para elementos do multiconjunto. Outras defini¢coes nds apresentamos
com a respectiva extensao para A-tipos incluida. A seguir, a definicao de subtermos a

esquerda para um A-tipo.

Definicao 2.5.5 (Subtermos a esquerda): Seja T' = [oy,...,0,] = 7 um A-tipo. O

conjunto de subtermos a esquerda de 7', denotado por E(T), é definido por:
(i) E(lo1,...,0n]=) ={01,..., 00}
(ii) E([o1,...,00]=T)={01,..., 00} UE(T).

(iii) E(oy A+ Nop—T1) ={01,...,0,} UE(T) se n # 0 e E(T) caso contrério.

(iv) B(a) = 0.
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A definicao acima quando restrita aos conjunto 7g e 7y corresponde a definicao de

G(T) extendida para A-tipos em [37]. A seguir as defini¢bes para o fechamento de A-tipos.

Definig¢ao 2.5.6 (Fechamento para A-tipos):

1. Dizemos que um A-tipo T' é fechado se para toda variavel de tipos ocorrendo em

TV (T) existe exatamente uma ocorréncia positiva e uma negativa em 7.

2. Um A-tipo T' = [oy,...,0,] = 7 é fechado ao final se a ocorréncia final de 7 é

também uma ocorréncia final em um tipo de E(T).

3. Um A-tipo T é fechado minimal se nao existe um A-tipo fechado estritamente

contido em T'.

A partir das definicoes de fechamento apresentadas acima temos a definicao a seguir.

Definigao 2.5.7 (A-tipo completo): Um A-tipo é completo se este é fechado, fechado

ao final e fechado minimal.

Em [37] estd demonstrado que para todo par (A,7) € Im(Infer), A= 7 é um A-
tipo completo. A partir da restricao na formacao de A-tipos completo temos os A-tipos

principais, definidos como segue.

Definicao 2.5.8 (A-tipo principal): Um A-tipo completo 7" é principal se:

(ii) T = [o1,...,00] = a e existe a particio Wi_,C; = [01,...,0i1,0i41,...,0,] para

o, =[n|— - — 1] = atal que V1<j<p, C;=7; é principal.

(iii) T = [o1,...,00]=[01,...,0,] =7 e[o1,...,00,01,...,0,]=7" & principal.

Assim, definindo o conjunto P = {(A4,7) € £ x Typ| A= 7 é principal} temos em [37]
que Im(Infer) C P. Ou seja, as tipagens principais para (-nf retornadas por Infer

estao contidas nesta caracterizacao sintatica para A-tipos principais.

O algoritmo de reconstrugao R(A, T) é apresentado, e provado que ao ser aplicado em

elementos (A, 7) € P sempre retorna uma forma -normal N tal que Infer(N) = (A, ).



2.5 Os tipos com intersecao 36

Portanto, P C Im(Infer). Assim, temo em [37] que:
Im(Infer)="P

Portanto, o conjunto P é uma caracterizacao sintatica de PT para (-nf no sistema \%"~.

2.5.2 O sistema )\

F. Kamareddine e K. Nour introduziram em [56] um sistema para o estudo da interpre-
tacao de IT, o que ¢ feito através da semantica de realizacao. Na semantica de realizagao
(realisability semantics), os tipos sao interpretados por conjuntos de termos. Nesse sis-
tema, o w é um tipo universal e uma relagao binaria é introduzida para os tipos em U, de
forma a obter completitude para a semantica proposta. A intersecao, representada por I
¢ idempotente, também chamada de nao linear. Além disso, com um subconjunto Ut dos
tipos com interse¢ao, os chamados tipos positivos, a tipabilidade e a realizagao coincidem.
Ou seja, um termo M é tipavel com u € UT em A" se, e somente se, M estd no conjunto

de interpretacao de u.

Apresentamos nesta secao algumas defini¢oes, lemas e teoremas relacionados a prova
de SR para este sistema em [56]. Assim como o feito para o sistema A na segao anterior,
o objetivo da apresentacao é o de permitir a comparacao com o trabalho feito para a versao
a la de Bruijn, o sistema A}z, apresentado na Segao 5.2. Além do Teorema de SR, fazemos
um breve comentario sobre os resultados apresentados no artigo de Kamareddine e Nour.

A seguir, apresentamos o conjunto de tipos e os contextos utilizados pelo sistema .

Definicao 2.5.9: 1. Seja A o conjunto de variaveis de tipos. Os tipos com intersecao

do sistema A" sao definidos por:
1,0 € Tu=A|U-T w,v,w e Un=w|UNU|T

Os tipos sao considerados médulo comutatividade (uqMug = usMuy), associatividade
((ug Mug) Mug = uy M (ug Mug)), idempoténcia (v Mu = u) e w o elemento neutro

(wMu=u) der.

Os conjunto descritos acima sao semelhantes aos conjuntos descritos para o sistema

MM com a diferenca da idempoténcia para M.
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Defini¢ao 2.5.10: 1. Um contexto de tipo I' = {x1:uq, ..., ,:u,} é um conjunto de

designagoes em U, denotado por (z; : u;),. Assim, defini-se dom(I") = {x1, ..., z,}.
2. O contexto vazio é denotado por ().
3. Se FV(M) = {1, ..., x,}, entdo envM denota o contexto (z; : w),.

4. Seja I't = (z; : wi)n, (Y5 : Vj)m € T2 = (@ © U))n, (2 © wy);. Defini-se a intersecao

para contextos por I'y My = (x; : u; M w))p, (Y © V;)m, (25 © Wi
A seguir, apresentamos as regras de inferéncia para o sistema \".

Definigao 2.5.11 (O sistema \'"): As regras de tipagem do sistema A" sao dadas por:

M:(T'F 1) x ¢ dom(I)

— /
z:((x:7)FT) v A M:TFw—T) o
M (T, z:ut7)
w i
M :{envM - w) A M:(I'Fu—T)
M:(TF ) M: (T F ug) . M :TkFu—T) My : (T + u)

M (T F s M) (M, My) (T AT F 1) e

M:(TF u) (T'Fu)y <(I"F )
M-I Fd)

X

onde a relagao binaria < é definida por:

D < Py Dy < Py

ref tr
o< @ ¢ < 0
U1<’U1 ’U,2<1)2

— T = =

U1|_|U2<U1 U1|_|U2<1}1|_|U2
Uy S U TS T w <uy ¢ dom(T)

N

U — T S Upg—To INriu < zius ¢

’U/1<U2 F/<F
<F }_ U1> < <F/ '_ U2>

<0

o, @', &y, ... sdo usados para denotar u € U’, contextos I' ou tipagens (I' - u). Observe

que em ® < &', e P’ pertencem a mesma classe de objetos.
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Como podemos observar, a intersecao ¢ um construtor mais geral de tipos do que A
em A\°M, pois elementos em U podem ser atribuidos como tipos para os termos, enquanto
a eliminacao de MM é feita através da relagdo <. Porém, observe que as regras —; e —/
estao restrita a termos com tipos em T. As definigoes das regras var, —, e w garantem a

relevancia do sistema, como estabelecida no lema a seguir.

Lema 2.5.12 (Relevancia para A" [56]): Sejam M um termo e I' um contexto em A"

1. Se M :(I" Fyn u) entao dom (') = FV(M).
2. Se dom(I') = FV(M) entao M : (' Fyn w).
Apesar do axioma var estar restrito a tipos em T e que os contextos na regra ; devem

coincidir, o lema a seguir mostra que uma outra versao de cada regra ¢ admissivel.

Lema 2.5.13 (Regras admissiveis em \"' [56]):

1. A regra M, é admissivel em \".

M:<F1 |_U1> M:<F2|_U2> |_|,
M:<F1|_|F2|_U1|_|'U/2>

2. A regra var’ é admissivel em A"

var’

z:((z:u) Fu)

A reducao de sujeito é demonstrada de maneira padrao, onde um lema de geracao
e um lema de substituicao sao apresentados e entdao a propriedade é provada. A seguir
apresentamos os lemas preliminares, de forma que possam ser comparados aos lemas da

versao a la de Bruijn apresentada na Secao 5.2.

Lema 2.5.14 (Geragao para \"' [56]):

1. Se x:(I' F u), entdao I'=(x:v) onde v < u.

2. Se (M x):([x:u b v)exdg FV(M), entdo v =w ou v =¥ 7, onde k > 1 e
Vi<i<k, M:TFu—m).



2.5 Os tipos com intersecao 39

3. Se \e. M : (' Fu) ex € FV(M), entdo u=w ou u =11 (v; = 7;) onde k> 1 e
V1<i<k, M:(I',z:v; b 1;).

4. Se Me.M : (T - u) e x ¢ FV(M), entdo u=w ou u =11, (v; = 7;) onde k> 1 e
V1<i<k, M:(I' 7).

Lema 2.5.15 (Substituigao para A" [56]): Se M : (I';z:u - v) e N: (A F u), entdo
[z/NIM:(I'MAF ).

Observe que pela relevancia do sistema no lema acima temos que x € FV(M). Para
ocaso xz ¢ FV(M), o termo N ¢ eliminado no termo [z/N]M. Assim, para SR em um

sistema relevante precisamos da nogao de restri¢ao, introduzida a seguir como em [56].

Definicao 2.5.16: Se I' é um contexto e C' C dom(I") , entao ['[¢ denota a restrigao de

I'aC. Se C = FV (M), entao denota-se I'[ 3y no lugar de I'[ gy (ar).
Com a nocao acima podemos apresentar o teorema de SR para o sistema .

Teorema 2.5.17 (SR para redugao g [56]): Se M : (I' -0 7) e M —3 N, entdo
NI(F[N |_AIT T>.

Portanto, obtemos a propriedade SR para A", considerando que a informacao do con-
texto de tipo do argumento de uma reducgao 3 nula poderd ser eliminada. Para a proprie-
dade de expansao de sujeito em [56] apresenta-se um conceito similar, de alargamento de

um contexto de tipos.

A semantica de realizacao é apresentada para os tipos em U, a partir da saturacgao
de duas relagoes diferentes, a dizer a reducao 3 e a reducao fraca (weak head reduction)?.
Na semantica proposta, uma varidvel de tipo é interpretada por um conjunto de termos
em A saturados na relacao de redugao correspondente e entao os tipos funcionais e com
intersecao sao interpretados de maneira intuitiva. Ou seja, a interpretacao da intersecao
é a intersecao dos conjuntos de interpretacao e um tipos funcioanal o — 7 é interpretado
por termos que sao fungoes de o em 7. Contudo, a interpretacao para os tipos de U em

ambas coincide. A seguir definimos os tipos positivos e negativos.

Definigao 2.5.18 (IT positivos e negativos): O conjuntos Ut e U~ sdo definidos

M —-NseM=MA.PQQ1 - Qn)eN=[z/QPQ - Q,
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indutivamente por:

(i) Vae A, ae Ut eacU-
(i) we U
(iii) Se u € Ut entao u Av € UT.
(iv) Se u,v € U~ entao u Av € U™.
(v) Seue U™ er e Ut entdo u—7 € UT.

(vi) Seue Ut er €U entdaou—7 €U

O conjunto descrito acima sao subconjuntos de U que caracterizam tipos com ocor-
réncias de w em posigoes especificas. Assim, em [56] foi demonstrado que todo termo
tipavel com tipo em U" é terminante e, além disso, que um termo M ¢ tipdvel com
u € UT se, e somente se, M estd no conjunto de termos da interpretacao de u. De fato,

B(M) € Termosyn(0), onde © = (() F u).

F. Kamareddine et al. apresentaram em [57] uma semantica para um sistema que
inclui varidaveis de expansao. Nesse sistema, o conjunto £ de varidveis de expansao é
acrescentado a formacao dos tipos, bem como uma regra para a relacao binaria e uma

regra de inferéncia apropriadas.



Capitulo 3

Calculos a la de Bruijn e sistemas de
tipos simples

Apresentamos neste capitulo o A-calculus a la de Bruijn e dois calculos de substituicoes
explicitas baseados nessa notacao, o As.-calculus e o Ao-calculus. As segoes sao compostas
pela apresentacao dos célculos e suas propriedades, seguidas da versao com tipos simples

onde as respectivas propriedades sao também apresentadas.

Os sistemas de tipos apresentados para As. e Ao sao versoes a la Curry, ao invés
das usuais versoes a la Church. Propriedades como confluéncia, terminacao do célculo
de substituicao associado e simulacao para redugao 3 sao propriedades dos calculos sem
tipos logo herdadas de maneira trivial nessa versao com tipos implicitos. Por outro lado,
a propriedade de reducgao de sujeito para os calculos é provada através de uma adaptacao

das provas para a versao tipada.

3.1 O MA-calculus a la de Bruijn

O matematico holandés N.G. de Bruijn inicia na década de 60 um projeto para a ve-
rificagdo automdtica de provas formais em matematica, chamado AUTOMATH [77]. O
livro Grundlagen der Analysis de Edmund Landau foi inteiramente especificado e che-
cado nessa linguagem [77,96]. Considerado o precursor de assistentes de prova modernos,
e.g. Coq [10], Nuprl [20] e Isabelle/HOL [78], de Bruijn usa em seu sistema conceitos
como substituicoes explicitas, com a formalizagao do calculo de ES utilizado pelo sistema

apresentado em [31], e o isomorfismo de Curry-Howard, também chamado de isomorfismo

41
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de Curry-Howard-de Bruijn [54]. N.G. de Bruijn apresenta em [30] uma notagao para
termos em A\ onde os nomes das variaveis sao substituidos por indices. Assim, termos
a-equivalentes em A tém um tunico representante no conjunto de termos desta notacao, o
conjunto Ayzg. Como exemplo, a classe das fungoes identidade Ax.x é representada unica-
mente pelo termo \.1. Essa caracteristica é conveniente computacionalmente pois, entre
outras vantagens, permite que sistemas baseados no A-calculus sejam especificados como
sistemas de reescrita de primeira ordem. Em [53] sao apresentadas as contribui¢oes de
N. de Bruijn para a Teoria da Computacao, frutos do sistema AUTOMATH, fazendo uma

analise de sua influéncia em conceitos usados atualmente.

Nessa secao apresentamos o Agg-calculus, o A-calculus a la de Bruijn, em suas versoes

sem tipos e com um sistema de tipos simples, seguidos das respectivas propriedades.

3.1.1 O )\;p-calculus

Apresentamos nessa secao o Agg-calculus, o A-calculus com indices de de Bruijn, e

algumas de suas propriedades.

Definicao 3.1.1: O conjunto de termos em Agp, denotado por Ayg, é definido indu-

tivamente para n € N* por:

M,N € Agp == n|(M N)|A\M

O n-ésimo indice refere-se a variavel ligada pelo n-ésimo abstrator. Por exemplo, o
termo Az.\y.(z y) torna-se A.A.(2 1). Os indices dentro do n-ésimo abstrator com valor
absoluto maior do que n sao chamados de indices livres e correspondem a nocao de
variaveis livres no A-calculus. Na transformacao de um termo em A para essa notagao,
o valor do indice livre é calculado em relagao a uma sequéncia finita de nomes, chamado
de referencial. Por exemplo, o termo (Ay.Ax.(zzy) y), calculado em relacdo a (z,y, 2),
é (AA.(152) 2). Note que no termo .M, o abstrator esté ligando as ocorréncias livres

de 1 em M.

A simplicidade da descricao da estrutura de um termo com indices de de Bruijn,
apresentada na Definigao 3.1.1, facilita o uso da técnica de indugao na estrutura dos

termos. Os termos da forma n servem como base da indugdo. A hipdtese de indugao
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é entao aplicada nos subtermos que compdem os termos da forma (M N) e A.M, onde
M,N € Ayg. Um conceito importante referente a estrutura dos termos é a nocao de
profundidade de um subtermo. Dizemos que um subtermo M; de um termo M esta na
profundidade n de M se o menor indice livre possivel em M; é maior do que n. Ou
seja, M, esta dentro de n abstratores. Portanto, para i € N* dizemos que i ocorre livre

em um termo M se ha ocorréncias de i+n na profundidade n de M.

A definicdo da contracao [ no Agg-calculus precisa de um mecanismo que detecte e
atualize indices livres em termos. A seguir, apresentamos um operador similar ao apre-

sentado em [3].

Definicao 3.1.2: Sejam M € Agp e i € N. A i-elevacao de M, denotada por Mt é

definida indutivamente por:

(1) (M Mp)** = (M M)

(i) (A.M;)* = A0 Y

(iff) n*i = n+1, sen>1
- n, sen <7i.

A elevacao de um termo M é a sua 0-elevacao, denotada por M™. Intuitivamente,
a elevagdo de M corresponde a incrementar em 1 os indices livres de M. Com esse
mecanismo de atualizagao para indices livres, é possivel entao apresentar uma definicao

da substitui¢ao usada na contragao (3, analoga a introduzida em [3].

Definigao 3.1.3: Sejam m,n € N*. A substituicao 3 para as ocorréncias livres de n

em M € Ay pelo termo N, denotada por {n /N} M, é definida indutivamente por:

(i) {n/N}(My My) = ({n/N}M; {n/N}My)

(i) {n/N}AM) = A{nt1/N*}M,

m—1,sem>n
(iii) {n/N}m=<¢ N, sem=n
m, sem <n

Observe que no item (ii) da Defini¢ao 3.1.3, o operador de elevagao é usado para evitar

a captura de indices livres em N. Apesar da definicao formal, a substituicao J é uma
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metaoperagao no \;g. Ou seja, {i/N}M denota o resultado da aplicacdo em M da

substitui¢ao {i /N} como na Defini¢ao 3.1.3, onde N compoe o corpo da substituigao.

Apresentamos a contragao (3 a seguir, como definida em [3].
Definicao 3.1.4: A contragao (3 em )\;p ¢é definida por:
(AM N) =5 {L/N}M.
Note que o item (iii) da Defini¢ao 3.1.3 é o mecanismo que executa a substituigao e atualiza
os indices livres em M, como consequéncia da eliminagao do abstrator correspondente ao

(-redex. A reducao [ é definida entao como a contracao [ compativel com a estrutura

dos termos em Ag4p.

Definicao 3.1.5: A redugao 3 em \;p ¢é definida por:

M—>5N
(MM N)—5{1/NTM NM =g AN
M, —5 Ny My —35 Ny

(My My)—p5(Ny Ma)  (My Mz)—p(My No)

Um termo ¢ uma forma @-normal, ou simplesmente 3-nf, se nao h4 nenhuma reducao

0 possivel. A seguir um lema descrevendo as (-nfs.

Lema 3.1.6: Um termo N € Ay é uma [-nf se, e somente se, N é um dos seguintes:

- N = n, para qualquer n € N*,
- N=AN'e N éuma (-nf.

- N = (an..-Nm), para algum n € N* e V1< j5<m, N; ¢ uma (-nf.

Demonstracao. A prova de necessidade é direta, a partir da definicao de [-nf. Agora,

suponha que N é uma (-nf. A prova de suficiéncia é por indugao na estrutura de N € Ayp:

e Se N=n entao N é uma [-nf.

e Seja N=A.N'. Se N’ nao é uma (-nf entao, pela definicao de (-nf, N nao é uma

G-nf. Assim, N’ é uma (-nf.
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e Seja N=(N; N;). Tem-se por hipdtese que N é uma (-nf, logo ambos N; e Nj séo
f-nfs. Assim, por HI, Ny = A.N’, para N’ uma f-nf, ou n Nj--- N/ para m >0
e V1<j<m, N; é uma 3-nf. Se Ny =A.N’ entao N seria um [-redex. Portanto,

Ni=nNj{---N e N=(nNj---N/ Ns). O

Em [72], Mauny apresenta um isomorfismo entre o Agp-calculus e o A-calculus. Assim,
a propriedade de confluéncia da redugao (3 para o A\gg-calculus segue da confluéncia da
redugao 3 no A-calculus (cf. [6] Teorema 3.2.8) e o fato de serem isomérficos. Para uma

demostracdo de CR para o A\gp-calculus sem o uso do isomorfismo, veja [83].

Contudo, precisamos investigar detalhadamente algumas propriedades sintaticas do
Agp como, e.g. o comportamento do conjunto de indices livres apds contragoes/redugoes

0, a fim de investigar a relacao destas com os sistemas de atribuigao de tipos.

Como ja mencionado, os indices livres correspondem a nogao de variaveis livres do A-
calculus. Assim, a exemplo do que acontece com A e as varidveis livres, para sabermos se
uma substituicao (3 sera nula basta saber quais sao os indices livres do termo ao qual esta é
aplicada. Ao contrario do que ocorre no A-calculus em uma contragao 3 nula, a atualizacao
de indices faz com que o termo resultante seja sintaticamente diferente do termo original.
Para explicar o problema usamos o conceito mais geral de substituicao nula. Seja M~
a operagao de i-declinagao similar a apresentada em [83], definida apenas quando M
nao tem ocorréncias livres de 2. Intuitivamente, a operacao de i-declinagao representa
o inverso da i-elevagao onde indices livres menores que ¢ permanecem inalterados e os
maiores que 7 sao decrementados em 1. Assim, para uma substituicao nula podemos
provar que {i /N}M = M~ onde i nao ocorre livre em M. Portanto, para um termo M

sem ocorréncias livres de 1 temos que (A\.M N) —z ML

Apresentamos uma definicao formal para o conjunto dos indices livres de um termo,

similar ao introduzido em [61].

Definicao 3.1.7: Seja M € Ayp:

1. O conjunto de indices livres de M, denotado por FI(M), é definido indutiva-

mente por:

(i) FI(n)={n}
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(ii) FI(A\.M) = FI(M)\1

(iil) FI(M, M) = FI(M,) U FI(M,)
2. Um termo M é dito fechado se FI(M) = ().

3. Seja o indice livre de M com o maior valor absoluto, denotado por sup(M ), definido

por sup(M)=max(FI(M)) onde maz(0)=0.

Observe que o conjunto de indices livres é isomorfo a um subconjunto de N* logo podemos

usar a Definicao 2.1.2 e a Proposicao 2.1.3 com algum abuso de notagao.

Para sabermos o niimero de ocorréncias de cada indice livre definimos o multiconjunto

associado ao conjunto de indices livres.

Definigao 3.1.8: Seja FI(M) o multiconjunto de indices livres de M € Ayp definido

como acima, trocando a uniao de conjuntos pela uniao aditiva:

FI(My My) = FI(M) W FI(M,)

Apresentamos no restante desta secao as relagoes entre o conjunto, e multiconjunto,
de indices de um termo e do termo resultante apés uma i-elevagao ou aplicagao da subs-

tituicao B. A seguir, apresentamos alguns lemas auxiliares.
Lema 3.1.9: 1. ne€ FI(A.M) se, e somente se, n+1 € FI(M).
2. n €™ FI(\.M) se, e somente se, n+1 €™ FI(M).

3. n € FI(M) se, e somente se, n €™ FI(M) para m >0.

Demonstracao. 1. Pela Definicao 2.1.2.
2. Pela extensao da Defini¢ao 2.1.2 para multiconjuntos.

3. Por inducao na estrutura de M, com a definicao de W e o Lema 3.1.9.1. O

O lema a seguir apresenta as relagoes de sup e a estrutura de termos em Ayp.

Lema 3.1.10: 1. sup(M; Ms) = max(sup(M,), sup(Ms)).



3.1 O X-calculus a la de Bruin 47

2. Se sup(M)=0, entao sup(A.M)=0. Caso contrario, sup(\.M)=sup(M) — 1.

Demonstragao. 1. Se sup(M; My)=0, nada ha provar. Senao, sup(M; Ms)=n, onde
n=max(FI(M; Ms))=max(FI(M;)UFI(M,)). Suponha que FI(M,),FI(Ms)#0
logo n = maz(max(FI1(My)), max(FI1(Ms))) = max(sup(M;), sup(Ms)). Suponha
que FI(M;) = 0. Observe que FI(M;)UFI(My) = FI(Ms) e que max(FI1(Ms)) =
max(max(FI(M,)),0).

2. Se sup(M) =0, entao FI(A\.M) = FI(M) =0 logo sup(\.M) = 0. Suponha que
sup(M) =m > 0. Assim, m = maz(FI(M)). Se m =1 entdo FI(M) = {1}
logo FI(A.M)=0 e sup(A\.M) = 0. Sendo, FIAM)={n—1|ne FI(M),n>1}.
Portanto, m—1 = max(FI(A.M)). O

O lema a seguir apresenta uma relagao geral entre a i-elevacao e o conjunto de indices

livres de um termo.

Lema 3.1.11: 1. Se i > sup(M), entao M = M.
2. FI(M*) = FI(M)<; U (FI(M)=; + 1)
3. FI(M*™) = FI(M)<; W (FI(M)s; +1)
4. Se sup(M)>1, entdo sup(M*™") = sup(M)+1.

5. Se sup(M)<i, entao sup(M**) = sup(M).

Demonstracao. 1, 2 e 3: Por indugao na estrutura de M, com a Proposicao 2.1.3 e a
observagao de que Cspy1 = (Cspi1)>1-

4: Se sup(M)=m, entao m=max(FI(M)). Tem-se que m>1i logo, pelo Lema 3.1.11.2,
m+le FIIM™)eVje FI(M*™), j=n ou j=n+1 onde ne FI(M). Assim, m+1 >
¥ jeFI(M*).

5: Pelo item 1 acima, M= M logo sup(M ") =sup(M). O

O lema a seguir descreve o conjunto de indices livres de {i/N}M em funcao dos

conjuntos de indices livres de M e N.
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Lema 3.1.12: 1. Se i ¢ FI(M), entdao FI({i/N}M)= FI(M); U (FI(M)s;\1) e
FI{i/N}M)= FI(M)<; W (FI(M)>:\1)

2. Se i€ FI(M), FI{i/N}M)= FI(N)U FI(M)<; U (FI(M)s;\1) e, para i €"
FI(M), FI{i/N}M)=FI(N)" & FI(M)<; & (FI(M)>:\1).

3. Se i>sup(M), entao {i /N}M = M.

Demonstracao. Por inducao na estrutura de M, com os Lemas 3.1.9.1 e 3.1.9.3 e a Pro-

posicao 2.1.3. O

Note que, se FI(M)={i} entdo FI(M)<; =0e FI(M)s;\1 =0logo FI({i/N}M)=

FI(N). Assim, temos o corolédrio a seguir.

Corolario 3.1.13: Se 1€ FI(M), entao FI({1/N}M)=FI(A.M N). Caso contrario,
FI{1/N}M)=FI(\.M).

Note que a mesma propriedade é valida para FI quando 1¢ FI(M), o que nio ocorre
quando 1€ FI(M). Como um nimero positivo de cépias de FI(N) é acrescentado no

segundo caso, temos que FI({1/N}M) é maior ou igual a FI(A\.M N).

Lema 3.1.14: Seja M € Ayp tal que sup(M)=m:

1. Sei<me i¢ FI(M), entdao sup({i /N}M)=m—1.
2. Se i>m, entdo sup({i /N}M)=m.

3. Suponha que i€ FI(M). Se FI(M)={1}, entao sup({i/N}M)=sup(N). Senao,
sup({i /N}M)=max(sup(N),m—1).

Demonstragdo. 1. Tem-se que m > n, Vne FI(M) e me FI(M). Pelo Lema 3.1.12.1
tem-se que m—1€ FI({i/N}M) pois m>i,eVjec FI({i/N}M), j=n<iou
j=n—1,onde ne FI(M). Assim, m—1 >n—1>i¥ne FI(M) tal que n > i logo
m—12>jV¥jeFI({i/N}M).

2. Se i>m entao, pelo Lema 3.1.12.3, {i /N} M =M logo sup({i/N}M)=sup(M).
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3. Pelo Lema 3.1.12.2 tem-se que FI({i/N}M) = FI(N)U A onde A = FI(M)_; U
(FI(M)s;\1). Se FI(M)={i}, entdo A =0 logo FI({i/N}M)=FI(N). Senao,

A nao é vazio e, andlogo ao caso 1 acima, tem-se que m—1 2> j, Vje€A. O

Lema 3.1.15: sup({1/N}M) < sup(A\.M N).

Demonstragao. Se 1 € FI(M), entao sup({1/N}M)=sup(A\.M N). Senao existem duas
possibilidades. Se sup(M) =0 entdo pelo Lema 3.1.14.2 tem-se que sup({1/N}M) =
0 < max(0, sup(N))=sup(A.M N). Se sup(M)>1 entdo pelo Lema 3.1.14.1 tem-se que
sup({ 1 /N}M)=sup(M)—1 = sup(A\.M) < maz(sup(\.M), sup(N)). O

Finalmente, o teorema a seguir apresenta a propriedade correspondente ao Teorema

2.3.7 para o A-calculus.

Teorema 3.1.16: Se M —43 N entao FI(N) C FI(M) e sup(N) < sup(M).

Demonstragao. Por inducao na derivagao de M —g N.

Se M = (A.M; M) e N={1/My}M; entdao FI({1/N}M,) C FI(A.M; M,), pelo
Corolério 3.1.13.

Sejam M = (M; My) e N = (M; Ny), onde My —5 Ny. Entao, por HI, FII(Ny) C
FI(Ms). Assim, FI(N)=FI(M,) U FI(N;) C FI(M,) U FI(My)=FI(M).

O caso M = (M; My) e N = (N, M), onde M; —3 Ny, é similar ao anterior.

o Se M =AM’ , entao N = A\.N’, onde M' —z N'. Por HI, FI(N') C FI(M’) logo
VneFI(N'), ne FI(M'). Assim, Vn—1¢€ FI(A.N'), n—1€ FI(\.M"). O

Apresentamos a seguir, uma definigao da contragao 1 para Agg, usualmente encontrada

na literatura.

Definigao 3.1.17: A contragao 1 para \;p é definida por:

A(M1)—, N seNt=M
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Assim, a regra é aplicada se existe um termo NN tal que a sua elevacao resulte no termo
M. Em outras palavras, se 1 ¢ FI(M). Esta regra nao é construtiva, o que levou A. Rios
em [83] a apresentar uma regra construtiva para contragao 7. Rios utiliza a declinagao de

um termo para definir a contragao 7, apresentada a seguir.

Definicao 3.1.18: A contragao construtiva 7 para \;g é definida por:

A(M 1) —, M~ sempre que M~ estd bem definido

Temos que se M~ estd bem definida entdo (M~)* = M. Portanto, temos um regra
construtiva que reduz para o mesmo termo da regra anterior. A regra nao construtiva foi
utilizada como referéncia para a adicdo de uma regra (Fta), com o objetivo de simular a
contracao 7, em dois célculos de SE: 0 Ao [34] e 0 As, [3]. Em ambos os casos, os célculos
sao utilizados no problema de HOU. As regras nao construtivas podem ser empregadas
em expansoes 1), utilizadas pelos algoritmos de unificacao propostos via célculos de ES.
Porém, no caso de contragoes 7, as regras nao construtivas nao possuem a propriedade
de SR. Em [99] apresentamos para ambos uma regra (Eta) inspirada na n construtiva
de Rios, que preserva a propriedade de SR. A regra é aplicada em um passo mas tem a
decisao da condigao de contragao 7, e a construcao do n-redex caso afirmativo, feitas de

maneira explicita.

3.1.2 O sistema A 5, 0 \jp com tipos simples

A principal diferenca entre um sistema de tipos simples para A e para \;p € a estrutura
dos contextos de tipo em cada sistema. Enquanto no A™ os contextos se apresentam
como conjuntos de designagao de tipos para variaveis de termos, estes sao sequéncias de
tipos em Aj;. Assim, para sabermos qual o tipo designado para o indice livre i, basta
checarmos o i-ésimo elemento do contexto sequencial. A seguir, apresentamos a defini¢ao

de contextos sequenciais e algumas operacoes sobre esta sequéncia.
Definigao 3.1.19 (Contextos sequenciais):

1. Seja S o conjunto de tipos simples, como apresentado na Definicao 2.2.3.2. Os

contextos de tipo sequenciais sao sequéncias de elementos 7 € S, definidos por:

[ a=nil|7.T
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2. Sejam n € N* e I' um contexto, entao I',, denota os n—1 primeiros tipos da sequéncia
I'. Similarmente, sao definidos I's,, I'<,, e I's,,. Observe que, para I's,, e I's,, o

elemento final nil estd incluido. Para n=0, I'cg.I'=1"o.I'=T'.I'=T".
3. O comprimento de I" é definido por |nil|=0 e |T'|=1+|'s;| sempre que I # nil.
4. Para qualquer ¢ > m = |I'|, seja I's;=I's; =Ty, =nil e I';=T;=T<,,.

5. A adicao de um tipo 7 ao final do contexto I' é definida por I'.1 =I',,.7.nil, onde

IT'|=m. A extensao para contextos é direta, onde nil.nil =nal.

A seguir, apresentamos as regras de inferéncia para o sistema Ajj.

Definicao 3.1.20: (O sistema \;j;) As regras de tipagem de A\ ; sdo dadas por:

(Var) - (Varn) nAlF )
1:(rTF7) ntl:(c.I'F 7)
M: (o't 1) M:TtFo—T) N:(TF o)
(Lambda) T Fomry  (APP) (M N):(TF )

A regra (Varn) permite a construgao dos contextos sequenciais.

Propriedades como SR e SN para termos tipaveis sao geralmente provadas através de
um isomorfismo com o sistema A\~ (¢f. [61]). Apresentamos uma demonstragao de SR sem
o uso de isomorfismos em [97], para uma versao com tipos anotados no abstratores, onde

a adaptacao para o sistema \j; apresentado acima ¢é direta.

3.2 O M\s.-calculus

Nesta se¢ao apresentamos o As-calculus [58] e entao o As.-calculus [59]. O segundo consiste
em uma extensao nas regras de reescrita que compoem o primeiro cdlculo, permitindo a
composigao para substituicoes. O sistema de tipos simples apresentado infere tipos para
os dois célculos, pois este atribui tipos para o conjunto de termos compartilhado por
ambos. Assim, o sistema é denominado As.~ e as propriedades, que diferem em cada

calculo, sao apresentadas apds a introducao das versoes sem tipos de cada calculo.

Apesar do Ao-calculus [1] ter sido introduzido antes do As, este representa uma exten-

sao natural do Ay para a inclusao da substituicao na especificagao do calculo. Portanto,
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optamos por introduzi-lo como um passo intermediario para a introdugao do As., de forma
que a intuicao para substituigoes explicitas nos calculos estudados fique mais clara, a partir

do entendimento do \;p-calculus apresentado na secao anterior.

3.2.1 O M\s-calculus

O MAs-calculus é a extensao natural do Agg-calculus, onde o calculo é obtido a partir da
orientacao das igualdades apresentadas na definicao formal da substituicao # como uma
metaoperacao. Os operadores de substituicao o e de atualizacao ¢ sao introduzidos, para
controlar a atomizacao do processo de substituicao através de restricoes aritméticas. A
sintaxe de A\gp é estendida com termos que tém ocorréncias desses operadores na raiz da

representagao usual de termos em arvore (cf. [5]).

Definicao 3.2.1: O conjunto de termos em J\s, denotado por As, é definido induti-

vamente para n, 1, j €N* e k € N por:

M,N € As == n|(M N)|A\M|Mc'N|pN

A formalizacao utilizada na obtencao do calculo tem uma pequena diferenca em relagao
a introduzida na Defini¢ao 3.1.3. Na definicao de metasubstitui¢ao apresentada em [58],
a atualizacdo para FI(N) é feita a partir da efetiva substitui¢ao de N, ao invés de a cada

transicao da substituicao com \’s. Assim, para a transicao com A tem-se a regra
{i/NYAM) = X ({i+1 /N}M)
e para a troca de indices por termos tem-se a regra
{i/N}yi=Uy(N)
onde U} é definido indutivamente para k€N e i €N* por

(i) Us(\. M) = X.(Ug M) (1) Up(My Ms) = (UM, UjMs)

n+i—1 sen >k
n sen <k

- {

Portanto, U{ M corresponde a i—1 aplicagoes da k-elevagao ao termo M; i.e., M +ROTD,
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(o-generation ) (MMM N) — Mo'N
(o-A-transition) (AM.M)o'N — X\.(Mo"™IN)
(0-app-transition) (M, My)o'N — (Mla ) (Myo'N))
sen >i
(o-destruction) no'N — { sen =i
se n<i
(p-A-transition) OLAM) — A(pp M
(p-app-transition) ¢ (M M) — (( gple <pkM2))
) n+i—1 sen>k
(p-destruction) { en <k

Tabela 3.2.1: O sistema de reescrita para As

O termo Mo'N representa o inicio do processo que corresponde ao termo {1 /N}M
de acordo a metasubstituigdo com as modificagdes acima ou ao termo {i /N +(H)}M de
acordo a Definicao 3.1.3. O termo N em Mo'N é chamado de corpo da substituigao.

O termo ¢} M representa o inicio do processo que corresponde ao termo U, M.

Definicao 3.2.2 (O As-calculus [58]): O As-calculus é composto pelo conjunto As e
as regras da Tabela 3.2.1.

Note que Ma'N e @i M representam termos do célculo, ao invés de denotar apenas o
resultado de uma metaoperacao. Os termos sem ocorréncia dos operadores o e @, que sao

elementos de Ayp, sao chamados termos puros.

Definicao 3.2.3 (s-calculus): O célculo de substitui¢cao associado a As, chamado

de s-calculus, é composto pelas regras da Tabela 3.2.1 exceto a regra (o-generation).

O fecho simétrico, transitivo e reflexivo de s é denotado por =,. O teorema a seguir
apresenta algumas propriedades tanto de s quanto de As, como terminacao, confluéncia e

simulagao da reducao (.

Teorema 3.2.4 (Propriedades para \s/s-calculi [58]):

1. (SN e CR para s) O célculo s é fortemente terminante e confluente.

2. (Correcao) Sejam M, N € A. Se M —3, N entao M —7j N.
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3. (Simulacao da redugao 8) Sejam M, N € A. Se M —3 N entao M —35, N.
4. (CR para As) O As-calculus é confluente.

5. (PSN para As) Se um termo puro é SN para 3 entao este é SN em \s.

Pelo Lema 3.2.4.1 acima temos que s é terminante e confluente. Assim, para qualquer

M € As, M tem uma tnica forma s-normal correspondente, denotada por s(M).

Lema 3.2.5 (Descrigao para s-nf [58]): O conjunto de formas s-normais é exatamente

o conjunto Agg.
O lema a seguir apresenta algumas propriedades de s em relacao a estrutura do termo.

Lema 3.2.6 ([58]): Sejam M, N € As:

1. s(M N) = (s(M) s(N)).
2. s(AM) = A.s(M).
3. s(ppM) = U(s(M)).

1. s(Mo'N) = {4 JU(s(N))}s(M).

O item 4 foi adaptado de acordo a Definicao 3.1.3, para substituicao 3.

Observe que, para um termo Mc'N onde M e N sao s-nfs, os conjuntos FI(M) e
FI(N) ainda serao atualizados de acordo com as regras de reescrita de As. Portanto, o
conceito de indices livres em As nao representa uma caracteristica sintatica apropriada
como para 0 A\gg, e.g. a identificacao de uma substituicao nula. Como As nao permite
composicao de substitui¢oes, a no¢ao de varidvel disponivel (available variable) apresen-
tada para o A\x em [69] é uma alternativa pertinente. A idéia é que o conjunto tenha
relacdo com os indices livres da s-nf correspondente. Assim, apresentamos a definicao

para o conjunto de indices disponiveis.

Definigao 3.2.7: Seja M € As:

1. O conjunto dos indices disponiveis de M, denotado por AI(M), é definido

indutivamente por:
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(i) AI(n)={n}
(i) AT(\M) = AI(M)\1
(iii) AI(M, My) = AI(M,) U AI(Ms,)

(iv) Al(ppM) = AI(M)<r U (AI(M)>y + (i — 1))
AI(M™) U AI(@{N), seie€ AI(M)

(v) AI(Mo'N) = { AI(M™) c.c

onde AI(M™") denota AI(M).; U (AI(M)<;)\1 e AI(¢iN) denota AI(N)<; U
(AI(N)sp + (i—1)).
2. Seja o indice disponivel de M com o maior valor absoluto, denotado por sav(M),

definido por sav(M) = max(AI(M)), onde sav(B) = 0.

A seguir, apresentamos a relacao entre os conjuntos Al e F'I.

Lema 3.2.8: Se M € As entdao AI(M) = FI(s(M)).
Demonstracdo. Por indugao na estrutura de M € As.

e Se M = n, nada ha provar.

e Seja M = A.M'. Pelo Lema 3.2.6.2 tem-se que s(A\.M') = \.s(M’). Por HI tem-se
que AI(M")=F1(s(M’")) logo AI(A.M")=AI(M")\1=FI(s(M")\1=FI(\.s(M")).

e Seja M = (M; Ms,). Pelo Lema 3.2.6.1 tem-se que s(M; M) = (s(My) s(Ms)).
Portanto, por HI tem-se que AI(M;) = FI(s(My)) e AI(M,y) = F1(s(M,)) logo
AL(M; My)=AI(M,) UAI(My)=FI1(s(My)) U FI(s(My))=FI(s(M;) s(My)).

e Seja M = ¢, N. Pelo Lema 3.2.6.3 tem-se que s(piN)=U}(s(N)) e por HI tem-se
que AI(N) = FI(s(N)). Note que AI(¢iN) = AI(N)<; U (AI(N)si + (i—1)) e,
por inducio em i e pelo Lema 3.1.112, tem-se que FI(s(N)™"™")=FI(s(N))<; U
(FI(s(N))sk 4 (i—1)). Portanto, AI(¢iN)=FI(s(N)™"")=FI(Ui(s(N))).

e Seja M = Myo'M,. Pelo Lema 3.2.6.4 tem-se s(Myo'My) = {1 /U(s(My))}s(M;).
Por HI tem-se que AI(M;)=F1(s(M;))logo i€ AI(M,) sse i€ FI(s(M)). Observe
que AI(M;")=AI(M;)<; U (AI(M;)s;\1)=FI(s(M;))<; U (FI(s(M;))s:\1).
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Se i ¢ AI(M;), entdo AI(Myo'Ms) = AI(M;") e, pelo Lema 3.1.12.1, tem-se que
FI({i/Us(s(Mz2))}s(Mr)) = FI(s(M1))<i U (FI(s(M1))>i\1) logo AI(Myo'Ms) =
FI({i/Us(s(Ma))}s(My)).

Se i€ AI(M,), entdao AI(Myo'Ms) = AI(M;") U AI(©iM>) e, pelo Lema 3.1.12.2,
FI({i/Us(s(Ma))}s(My)) = FI(Ug(s(Mz))) UF1(s(M))<; U(FI(s(Mi))>i\1). Pelo
Lema 3.2.6.3 tem-se s(phMs)=Uj(s(Ms)) logo, por HI, AI(piMy)=F1(s(p}Ms))=
FI(Ui(s(My))). Portanto, AI(Myo'My)=FI1({i/Ui(s(Ms))}s(M)). O

As propriedades de Al e sav sao similares as de F'I e sup, apresentadas na Secao
3.1.1. As provas que podem ser obtidas de provas similares para estes dois ultimos serao

omitidas. A seguir, apresentamos algumas dessas propriedades.

Lema 3.2.9: n € AI(A\.M) se, e somente se, n+1 € AI(M).

Demonstracdo. Similar a prova do Lema 3.1.9.1. O
Lema 3.2.10: 1. sav(M; My) = max(sav(My), sav(Ms)).
2. Se sav(M)=0, entdao sav(A.M)=0. Sendo, sav(A.M)=sav(M) — 1.

3. Se sav(N) >k entao sav(piN) = sav(N)+ (i—1). Se sav(N) <k entao sav(¢i,N) =
sav(N).

4. Seja sav(M ") =maz(AI(M™")) =maz(AI(M); U (AI(M)<;)\1). Se sav(M) <1,
entao sav(M~")=sav(M). Se sav(M)>i, entao sav(M ") =sav(M) — 1.

5. Se i € sav(M), entao sav(Mc'N) = max(sav(M™"), sav(piN)). Caso contririo,
sav(Mco'N) = sav(M™).
Demonstracao. 1. Similar ao Lema 3.1.10.1.

2. Similar ao Lema 3.1.10.2.

3. Se sav(N) < k entao AI(¢iN) = AI(N)<, = AI(N). Se sav(N) > k, entao
AI(N)si # 0. Logo, sav(piN) = max(AI(N)sg + (i—1)) = maz(AI(N)s) +
(i—1) = sav(N) + (i—1).
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4. Se sav(M) < i, entdo AI(M)s; =0. Logo AI(M).; U (AI(M)<i)\1=AI(M),; =
AI(M). Se sav(M) >, entao AI(M)~;# 0 logo max(AI(M); U (AI(M)s;)\1) =
max((AL(M)<;)\1) = sav(M)—1.

5. Se i€sav(M), entao AI(Mo'N) = AI(M~)JAI(p{N). Logo, maz(AI(Mc'N)) =
maz(AI(M~%) U AI(@{N)) = max(maz(AI(M™")),mazx(AI(¢iN))). Portanto,
sav(Mc'N) = max(sav(M™), sav(piN)). Se i & sav(M), entao AI(Mc'N) =
AI(M™) e o resultado ¢ direto. O

3.2.2 O M\s.-calculus

Na aplicacao de calculos de substituicoes explicitas para o problema de unificagao de ordem
superior (HOU) [3], um conjunto de metavariaveis, denotado por X, é acrescentado a
formagao de termos. Os termos com ocorréncias de metavariaveis sao chamados abertos.
Metavariaveis sao substituidas por termos do cédlculo com técnicas proprias, que diferem
da substituicao 3. De fato, metavariaveis sao definidas de forma que sejam invariantes

para a operacgao de i-elevacao da Definicao 3.1.2 e para a susbtituicao 3 da Defini¢ao 3.1.3.

Assim, ao acrescentarmos o conjunto X na formacao de termos em As obtemos o
conjunto As(&X’). O As ndo é confluente quando aplicado aos termos de As(X), ou seja, o
calculo com as regras apresentadas na Tabela 3.2.1 nao é confluente para termos abertos.
Para recuperar a propriedade de confluéncia para As(X), as regras apresentadas na Tabela

3.2.2 sao acrescentadas ao As, obtendo o As.-calculus [59].

(o-o-transition)  (Myo'Ms) 0’/ N — (M09 N) o' (My o7~ IN) sei < j
(o-p-transition 1) (i M)’ N — @it M sek<j<k+i
o--transition 2 CM)oIN — ot (Mo?~"IN sek+i<j

¥ Pk Pk
(p-o-transition) cpfc(Ma'jN) — ((p}gHM) o7 (Phr1_5N) sej <k+1
(p-¢-transition 1) ol (o1 M) — @l (phyy_;M) sel+j<k
p-p-transition 2 O M) — I M sel<k<l+j

K\ !

Tabela 3.2.2: As regras de reescrita de extensao para o As,

As regras da Tabela 3.2.2 permitem a composicao dos operadores de substituicao

e atualizacdo, com restricoes aritméticas. Assim como para As, temos um célculo de
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substituicao associado a As..

Definigao 3.2.11 (s.-calculus): O célculo de substituicao associado a As., cha-
mado de s.-calculus, é composto pelas regras das Tabelas 3.2.1 e 3.2.2, exceto a regra

(o-generation).

Em outras palavras s. é o cdlculo s acrescentado das regras da Tabela 3.2.2. O fecho
simétrico, transitivo e reflexivo de s, é denotado por =,,. Assim, o teorema a seguir

apresenta propriedades de s, e As,, similar ao Teorema 3.2.4 para s e \s.
Teorema 3.2.12 (Propriedades para \s./s.-calculi [59]):

1. (WN e CR de s,) O célculo s, é fracamente terminante e confluente.

2. (Corregao) Sejam M, N € A. Se M —3, N entao M —}% N.

S

3. (Simulagao da redugao 3) Sejam M, N € A. Se M —43 N entao M —3, N.

4. (CR para As.) O As.-calculus é confluente para termos abertos.

Observe que As C As(X) logo as propriedades acima valem para os termos sem ocor-
réncias de metavaridveis. Porém, ao permitir a composicao para os operadores o e ¢, a
propriedade PSN nao é satisfeita para o As.-calculus. Em [47] Guillaume apresenta um
contraexemplo, onde um termo SN no \gg-calculus tem uma estratégia de redugao infinita

em As.. De fato, o contra-exemplo ¢ tipavel em A 5, o que representa um subconjunto

préoprio dos termos SN em Ayp.

Neste trabalho, estudamos as regras do As, aplicadas aos termos de As. Assim, defi-

nimos o As, utilizado neste trabalho a seguir.

Definicao 3.2.13 (O As.-calculus): O As.-calculus é definido como o As-calculus es-

tendido com as regras da Tabela 3.2.2.

O s, como definido acima cumpre o papel do calculo de SE onde a composigao para
substituicoes é permitida. A adicao de metavaridaveis neste estagio traria uma complexi-

dade desnecesséria para o estudo de um sistema de I'T para o célculo.

Pelo Lema 3.2.12.1 acima temos que s, é fracamente terminante e confluente. Assim,

para qualquer M € As, M tem uma tnica forma s.-normal correspondente, denotada por
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se(M). Note que, quando restrito ao conjunto As, as formas s.-normais sdo exatamente

o conjunto Agp.

3.2.3 O sistema As.”, o As, com tipos simples

Como a sintaxe de As. é préoxima a do A\gp, para obtermos um sistema de tipos para o

primeiro acrescenta-se as regras de inferéncia ao \;; para as duas novas formas de termos.

Definicao 3.2.14 (O sistema As.~): O sistema As.~ é composto por (Var), (Varn),
(App), (Lambda) da Definigao 3.1.20 e as regras a seguir:

: , onde|l'| >i—1
Mo'N:(T'F7)

(Sigma)

M <F§kz'F2k+i H T>
QOZMI Tk7)y 7’

(Phi) onde |I'| < k+i—1

O sistema \s,~ é uma versao a la Curry do sistema de tipos para o As.-calculus a qual
foi verificada que possui as mesmas propriedades da versao a la Church apresentada em [3].
Em particular, as propriedades como WN para s, e CR sao herdadas do calculo sem tipos

apresentado acima. A seguir, apresentamos as propriedades dos calculos tipados.
Lema 3.2.15 (Propriedades para As.™ [60]):

1. (SR para As.) Se M —,;, N e M:(I'F,,.~ 7) entdo N:(I' k-, ~ 7).

2. (WN para As.) Se M:(I'+,, ~ 7) entao M é WN.

3. (SN para As) Se M:(I'+,,,~ 7) entao M é SN em As.

Para a propriedade de SR em relacao ao As.-calculus, foi apresentada uma demons-
tracao para a versao com tipos explicitos em [97] tal que a sua adaptagao para essa versao

com tipos implicitos é direta.

3.3 O M\o-calculus

O Ao-calculus foi introduzido em [1], considerado o trabalho seminal em substitui¢oes

explicitas. A aplicacao deste célculo para o problema de HOU apresentado em [34] é
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pioneira no uso de ES para unificacao de ordem superior. F. Moura et al. apresenta
em [32] uma comparacao entre o método cldssico para o tratamento de HOU no A-calculus

tipado com tipos simples de G. Huet [51] e o realizado via Ao.

Ao contrario da abordagem adotada no As, e no \s., o Ao-calculus é composto por
um sistema de reescrita de primeira ordem, que explicita a operacao de substituicao
estendendo a linguagem com duas classes de objetos: os termos e as substituicoes,

chamadas de expressoes em \o.

Definigao 3.3.1: O conjunto de expressoes em Ao, denotado por Ac, é um conjunto
formado por duas classes de objetos: a classe dos termos, denotada por Ac?, e a classe

das substituigoes, denotada por Ac?®, definidas por:

M,N € Ao® == 1|(M N)|AM|M[S]
S e Ao® == id| 1 |M.S|SoS

As substitui¢bes em Ao representam listas com elementos da forma N;/i, indicando que
o indice i deve ser trocado pelo termo ;. A expressao id representa a substituicao
da forma {i/i|VieN*} enquanto o shift, denotado por T, representa a substitui¢ao
{i+1 /i |VieN*}. A expressao S o S representa a composi¢ao de substituigoes e usaremos
1™ para denotar a composicao de n shifts, onde 1° denota id. O termo 1[1"], onde n € N*,
codifica o indice n+1 em Ao e a expressao i [S] representa o valor de i designado pela
substituigao S, que pode ser vista informalmente como uma fungao S(i). A substituigdo
M.S, chamada de cons de M em S, tem a forma {M/1,S(i)/i+1}. O termo M[N.id]
inicia o processo de simulagao da contracao 5 de (\.M N) em Ao. Portanto, além da
substituicao das ocorréncias livres do indice 1 pelo termo correspondente, as ocorréncias
livres de indices deve ser decrementada, por causa da eliminacao do abstrator. A Tabela
3.3.1 apresenta as regras de reescrita do Ao-calculus, como apresentadas em [34], porém

sem a regra (Eta).

Definicao 3.3.2 (O Ao-calculus): O Ao-calculus é formado pelo conjunto Ao e as

regras da Tabela 3.3.1.

Esse sistema é apresentado em [83] como Ao’. Esse cdlculo ¢é apresentado em [1] como

uma variacao de Ao, com a conjectura de que este seja confluente para termos abertos,



3.3 O \o-calculus 61

Beta) (MM N) — M]I[N.id|

App) (M N)[S] —  (MI[S] N[S])
VarCons) 1MS] — M

1d) Mlid — M

Abs) AM)S] — A (M[L(So)
Clos) (M[S)[S'] — M][SoS]

ShiftCons) To(M.S) — S

(
(
(
(
(
(
(IdL) tdoS — S
(
(AssEnv) (S108;)08; — S10(S20.53)
(
(
(
(

MapEnv) (M.S)oS — M[S].(SoS)
IdR) Soid — 8
VarShift) 17 — id
Scons) 1[S].(TeS) — S

Tabela 3.3.1: O sistema de reescrita para Ao

pois 0 Ao apresentado em [1] ndo possui tal propriedade. Portanto, Ao e o correspondem
a Ao’ e o’ sempre que [83] for referenciado. Assim como para o As., consideramos o Ao da
Tabela 3.3.1 apenas para o subconjunto de expressoes sem metavariaveis, como descrito

na Definicao 3.3.1, apesar do cédlculo ser originalmente considerado para termos abertos.

Definigao 3.3.3 (o-calculus): O célculo de substituigao associado a Ao, chamado

de o-calculus, é composto por todas as regras da Tabela 3.3.1 exceto a regra (Beta).

O fecho simétrico, transitivo e reflexivo de o é denotado por =,. O teorema a seguir

apresenta as propriedades de o e Ao.

Teorema 3.3.4 (Propriedades para \o/o-calculi [83]):

1. (SN e CR para o) O célculo o ¢ fortemente terminante e confluente.
2. (Correcao) Sejam M, N € A. Se M —3, N entao M —73 N.
3. (Simulacao da redugao B) Sejam M, N € A. Se M —z N entao M —3, N.

4. (CR para Ao) O Ao-calculus é confluente para termos fechados para substituigao.
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Em [26] foi provado que o Ao-calculus descrito nesse trabalho nao é confluente para expres-
soes abertas, ou seja, quando metavaridveis para substituicoes sao permitidas na formagao
de expressoes do calculo. Assim, termos fechados para substituicao sao expressoes

onde apenas metavariaveis para termos sao permitidas.

Pelo Lema 3.3.4.1 acima temos que o é terminante e confluente. Assim, para qualquer

M € Ao, M tem uma tnica forma o-normal correspondente, denotada por o(M).

Lema 3.3.5 (Descrigao para o-nf): As expressoes em forma o-normal sao definidas
recursivamente para n € N* por:

M = 1| (M M)[AM|1[1"]

S u=ad| " | M.S
onde M.S # 1.1 e M.S# 1[1"] ..

Demonstragao. Pela Proposigao 3.2 de [83], restrita a expressoes sem ocorréncias de me-

tavariaveis. O

Observe que, pelo Lema 3.3.5 acima, para um isomorfismo entre os termos em o-nf e
o conjunto Ayp, basta que este seja compativel com a estrutura dos termos e que faga a

correspondéncia entre 1[7"] e o indice de de Bruijn apropriado.

Definicao 3.3.6: Seja * : Aot — Agp para n € N* tal que:

(i) (L[1"])" = n+1
(iii) (M N)* = (M* N¥)
(iv) (\M)* = \.M*

Proposicao 3.3.7: x é um isomorfismo entre Ayp e os termos em forma o-normal.

Demonstracdo. Por inducao na estrutura dos termos de Ayg e dos termos em o-nf, des-

critos no Lema 3.3.5. O

O termo 1[1"] serd abreviado por n+1, sempre que nao houver confusdo. O préximo

lema apresenta descricao das formas Ac-normais.
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Lema 3.3.8 (Descrigao para Ao-nf [83]): As expressoes em forma Ao-normal sdo

descritas indutivamente por:

(i) A.N, onde N é uma Ao-nf.
iil) (n Ny--- N,), onde VO<7<p, N, é uma A\o-nf.
P J
(ili) Ny.--- .N, 1", paraneN e V0<j<p, N; é uma Ao-nf tal que N,# n.

Note que a prova do Lema 3.3.8 acima pode ser feita a partir do Lema 3.1.6, o isomorfismo

x da Definicao 3.3.6 e pela descricao das formas o-normais no Lema 3.3.5.

Assim como para o As.-calculus, a composi¢ao de substituicoes permitida em Ao inva-
lida a propriedade de PSN para o calculo. Em [74], Mellies apresenta um contraexemplo
onde um termo que corresponde a um termo SNg em Az tem uma estratégia de redugao

infinita em A\o. O contra-exemplo é de fato tipavel em Ao apresentado na seguinte secao.

3.3.1 O sistema Ao~, o0 \og com tipos simples

A regras de tipagem do Ao-calculus designam tipos para objetos da classe de termos como
para objetos da classe de substituicoes. Um objeto da classe de substituicoes, devido a
sua semantica, pode ser visto como uma lista de termos. Consequentemente, seu tipo é
também uma sequéncia de tipos, ou seja, um contexto. Na notacao usual para o Ao com
tipos simples, S > I' denota que a substituicao S tem o tipo I". Portanto, na notagao
utilizada no presente trabalho, uma tipagem de objetos da classe de substituicoes sera

denotada por (I' >I").

Definigao 3.3.9 (O sistema Ao ~): O sistema Ao~ é dado pelas regras de tipagem a

seguir:
L M: (o't 1)
(var) 1T(rTF7) (lambda) ANM (T o)
M :(Tko—rT) Ms:(T'F o) | ST >T") M:(I"+7)
(app) (Ml MZ) : <F - 7_> (C OS) M[S] . <F - 7_>
(id) id: (D> T) (shift) T{r.I'>T)
M:Tk7)  S:{(I'>T") ST S (I >T")
(cons) M.S: (Lo 7.l (comp) S0 S (I 1")
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Observe que o nome da regras de tipagem comecam com letra mintscula enquanto o
das regras de reescrita comecam com letra maiiscula. A seguir, apresentamos um lema

descrevendo propriedades do célculo tipado.

Lema 3.3.10 (Propriedades para Ao ™):

1. (SR para Ao [1]) Se M —,, Ne M:(I"+,,~ 7), entdo N : (I' ,,~ 7). Em
particular, se S:(I'>,,—~ ") e S —,, S, entdo S": (I >,,~ I").

2. (WN para Ao [76]) Se M : (I' ,,—~ 7) entdo M é WN. Em particular, se S :
(I'>,,— I'") entdo S é WN.

Como para o As., a versao com tipos do Ao-calculus é apresentada a la Curry ao invés
da usual versao a la Church de [34]. As propriedades de WN para o e CR sao herdadas
do célculo sem tipos. Para SR, a demonstracao apresentada em [97] para a versao tipada

é tal que a adaptacgao para a versao com tipos implicitos é direta.



Capitulo 4

Tipagem principal para sistemas de
tipos simples

Neste capitulo introduzimos a nocao de tipagem principal para os sistemas de tipos simples
apresentados no Capitulo 3. Esse trabalho foi apresentado como parte da dissertacao de
mestrado, onde apresentamos as definicoes de PT para cada sistema e provamos que as
definigbes s@o corretas, de acordo a defini¢ao geral de Wells [103], apresentada na Defini¢ao
2.2.2. O trabalho estendido com a prova de correspondéncia entre as defini¢oes, ou seja se
é PT de acordo a Definicao 2.2.2 entao é PT de acordo a defini¢ao especifica no respectivo

sistema, foi publicado em [98].

Como visto na Secao 2.3.2, o conceito de tipagem principal em sistemas de tipos
simples esta ligado a substituicao de tipos e a lei de redundancia. Estes dois conceitos
tém um papel central na definicao de PT especificas para os sistemas A5, As.” e Ao~
apresentados neste capitulo. O conjunto de tipos S para estes sistemas é o apresentado
na Definigao 2.2.3.2. A substituicao de tipos é estendida para contextos sequenciais como

definido abaixo.

Definigao 4.0.11: Seja s : A — S como na Definicao 2.2.4. A extensao de s para
contextos sequenciais é tal que s(nil)=nil e s(7.I')=s(7).s(I"). A extensao para tipagens

¢ dada por s(0)=(s(I') F s(7)).

Nesse capitulo, variavel de tipo e variavel de contextos sao abreviadas por v.t. e v.c.,

respectivamente.

65
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4.1 Tipagem principal para o sistema A\ ;

A Figura 4.1.1 contém as regras de inferéncia de \;j, apresentadas na Definicao 3.1.20.

(Var) _— (Varn) n:(l'F )
1:{rl'F7) ntl: (oIt 1)
M: (o't 1) M:(I'ko—T) N:(T't o)
(Lambda) T Fomry  (APP) (M N):(T'F7)

Figura 4.1.1: O sistema A5

O lema a seguir mostra que em uma tipagem de M, pelo menos os indices livres de M

tém tipos designados em seu contexto.

Lema 4.1.1: Seja M :(I' - 7):

1. D] > sup(M)

2. M:(T'<;nil b 7), para qualquer i > sup(M).

Demonstragao. Inducao na derivagdo de M : ("' F 7).

1. e Se 1:(r.I' 7), nada ha provar.

Seja — 25T B TH T > sup(n)=n. Logo, oI =14[T| > nt1
e Se . Por IH, |T'| > sup(n)=n. Logo, |o.I'|= > n+1.
) n+l:(c.I'F 1) sup &
. M:(oTHFT)
e Seja . Pelo Lema 3.1.10.2, tem-se que sup(M )= sup(A\.M)=0

AM:(TFo—T)
ou sup(A.M)=sup(M)—1. No primeiro caso, tem-se |I'| > sup(A.M) =0 para

qualquer contexto I'. No ultimo, tem-se por IH que 1+|T'| = |o.T'| > sup(M),
logo |I'| > sup(M)—1=sup(A\.M).
M:TkFo—T) N:(T'F o)

(M N):(T' 1)
sup(N). Logo, |I'| > max(sup(M), sup(N)) = sup(M N).

e Seja . Por HI tem-se que |I'| > sup(M) e |I'| >

2. e Se 1:(r.I'+ 1), nada hé provar.
n:(I'F 1)

n+l:(c.I'F7)
n+1:(o.l'<;nil = 7). Note que (0.I')<(i11) = 0.I'<;.

. Por HI, n :(I'<;.nil - 7) onde i > n. Logo, por (Varn),
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' M:{(c.T'F 1) , ,
* Seja . Por TH, M : ((0.T')<;.nil & 7) onde i > sup(M). Pelo
AM:(I'Fo—T) -

Lema 3.1.10.2 tem-se que sup(M) = sup(A\.M) =0 ou sup(A\.M) = sup(M)—1.

No primeiro caso, para qualquer i dado tem-se que M : ((0.I")<(iq1y.nil = 7).
Logo, por (Lambda), M : (I')<;.nil - c—7) onde i > sup(M) = sup(\.M).
No dltimo caso, por (Lambda), A.M : (I'<i;_y).nil = oc—7), onde i—1 >
sup(M)—1 = sup(A.M).
M:TkFo—T) N:(I'F o)

(M N):(I' 1)
sup(M) e N:(I'<y.nil & o), Vi’ > sup(N). Dados i e 7', seja j > max(i,d’).

Assim, por (App) tem-se (M N):(I'<; F 7) onde j > max(sup(M), sup(N)) =
sup(M N). O

e Seja Por IH, M : (c;nil - o—7), Vi >

A fim de provar uma lei de redundancia para A5, o lema a seguir apresenta uma

propriedade mais geral do sistema de tipos.

Lema 4.1.2 (Atualizacao para )\ ;): Seja M € Ayp tal que M : (' - 7). Entao, para

quaisquer 0 €S e i €N tem-se que M :(T'<;.0.Ts; 7).

Demonstragao. A prova é feita por indugao estrutural em M. Note que, se i > |I'| entao

o é adicionado ao final de I'.

e M = n: Suponha que n:(I'+ 7). Sen < i, entdo n™ = n. A insergao de o
na i+1-ésima posicao afeta o tipo apenas de indices maiores do que 7, logo tem-se
trivialmente que n: (I'<;.0.ls; = 7). Se n > i, entao n* = n+1. Por (Varn) i
vezes tem-se que n—i: (I's; F 7). Assim, por (Varn) aplicada i + 1 vezes, tem-se

que n+1:(I'c;.0.l's; F 7).

e M = (M; Ms): Suponha que (M; Ms):(I' - 7). Por (App), My :(I' - 7'—7) e
My: (T 7). Por HI, M : (T<;.0.ls; = 7' —7) e My":(I'<;.0.ls; - 7'). Logo, por
(App), (M;* M) : (Tcj.o.Tsi 7).

e M = A\.M': Suponha que A\.M': (' F 7). Por (Lambda), M':(rn.I' F 1), onde
7 =11 —7y. Por HI tem-se que M+ (7. T;.0.s; - 7). Assim, por (Lambda),

MM (Dol - 17— ). O
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Lema 4.1.3 (Redundancia para \;;): Seja M um termo em A\gp. Se M : (I' - 7),
entdo M :([".o - 7). Assim, a regra (Agp-weak) abaixo é dedutivel no sistema ;.

M:(TF 1)

————(A\gp-weak
MZ<F.O|_7'>( ap-weak)

Demonstragdo. Pelo Lema 4.1.1.1, |T'| > sup(M). Assim, pelo Lema 3.1.11.1, M™ =M
para qualquer j > |I'|. Portanto, pelo Lema 4.1.2 para i = m, tem-se que M : (.0 - 1),

para qualquer o€ S. O

Note que, caso a adigdo de ¢ no contexto I' seja em uma posi¢ao menor do que sup(M),
entdao M™% corresponderia a uma funcao distinta da representada pelo termo M. De fato,
uma lei de redundancia mais geral poderia ser introduzida tendo o valor sup(M) com
uma premissa adicional. Porém, a regra (\gp-weak) introduzida no Lema 4.1.3, onde os
tipos sao adicionados apenas ao final do contexto, é suficiente como a operacao sintatica

relacionada a definicao de tipagem principal para o Ajj.

Assim, com a regra (AdB-weak) e substitui¢oes de tipos, apresentamos uma definigao
para tipagem principal para o Ayp-calculus com tipos simples, similar a defini¢ao de [103]

para a tipagem principal de Hindley.

Definigao 4.1.4 (Tipagem principal em )\};): Uma tipagem principal em A}, de

um termo M é uma tipagem © = (I' - 7) tal que:
1. Ag, - M2 ©

2. Se Ay IF M : © para alguma tipagem ©" = (I" I 7'), entdo existe uma substitui¢ao

s tal que s(I') =TI .nil e s(7) = 7.

Observe que, dada uma tipagem principal (I' - 7) de M, o contexto I' é o contexto mais
curto tal que M pode ser tipado (|I'| = sup(M)). Em contraste com o A-calculus com no-
mes, onde o contexto de uma tipagem principal de um termo M é o menor conjunto porqué
atribui tipos para todas e apenas as variaveis livres de M, o contexto de uma tipagem
principal em A5 pode ter declaracoes de tipos para indices que nao ocorrem livremente
no respectivo termo. FEssas declaracoes extra sao necessarias para manter a estrutura

sequencial do contexto. Por exemplo, uma tipagem principal para 2 é (r.75.nil b 73).



4.1 Tipagem principal para o sistema \jg 69

Como no caso do A-calculus com tipos simples, a melhor maneira de assegurar que a
Definicao 4.1.4 é a tradugao correta do conceito de PT é verificando se esta corresponde

a Definigao 2.2.2.

Teorema 4.1.5 (Correspondéncia para \;;): Uma tipagem O ¢é principal em A, de
acordo com a Definicao 4.1.4 se, e somente se, © é principal em \;; de acordo com a

Definicao 2.2.2.

A prova de correspondéncia é similar a de [103] e serd apresentada na Secao 4.4. A
prova de suficiéncia usa um lema de substitui¢do de tipos como em [49] 3A2.1(ii) e a lei
de redundancia do Lema 4.1.3. A prova de necessidade é construtiva por contradigao,
apresentando um contra-exemplo: dado um termo M com PT ©, toma-se uma tipagem
O’ que nao é PT de acordo com a Definicao 4.1.4. A partir de M e da relacao entre © e
©’ dada pela Definicao 4.1.4, um novo termo N é construido tal que ©" é uma tipagem
de N mas O nao a é. A principal diferenca entre a prova em [103] e a apresentada aqui é
a funcado recursiva usada para dar a N uma estrutura que explora particularidades de ©’,
que precisou ser dividida em dois casos considerando a ordem dos indices a serem ligados

por uma abstracao durante a construcao recursiva do contra-exemplo.

As seguir apresentamos um algoritmo de inferéncia de tipos para termos em M\yp,
similar ao de [4] para o As., com o intuito de verificar se o sistema \;j; tem PT de acordo
com a Definicao 4.1.4. Dado um M € Ayg qualquer, decore cada subtermo de M tendo uma
nova variavel de tipo subescrita e uma nova variavel de contextos superescrita, obtendo
um novo termo denotado por M’. Como exemplo, para o termo \.(2 1) tem-se o termo
decorado (A.(25! 172)2)54. Entao, as regras da Tabela 4.1.1 sao aplicadas a pares da

forma (R, E')), onde R é um conjunto de termos decorados e E um conjunto de equagoes

sobre as variaveis de tipo e contexto.

As regras de inferéncia na Tabela 4.1.1 estao de acordo como as regras de tipagem
de A A inferéncia de tipo para M comeca com {(Ry,@)), onde Ry é o conjunto dos
subtermos de M’. As regras da Tabela 4.1.1 sao aplicadas até obtermos o par (&, E)),
onde Fy ¢ o conjunto de equagoes de primeira ordem sobre as v.c.’s e as v.t.’s.

I'>
a1’ 1042 ?

Exemplo 4.1.1: Seja M = A.(2 1). Entao M’ = (A.(28 152)53)0t e Ry = {2}

Q4

(250 182)8s, (A (280 152)53)84}. Usando as regras da Tabela 4.1.1 tem-se a redugao:
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(Var) (RU{1L}, E) — (R,EU{T = alI"}), onde I" é uma v.c. nova;

(Varn) (RU{nL 1} EY) — (R,EU{T=a}.---.af,_;.7I"}),onde of,...,al,_1 €

n—1
I’ sao v.t.s e v.c. novas

(Lambda) (RU{(A\.M31)52}, E) — (R,EU{az=a* — a1,I'1 = a*.T'9})), onde a* é uma

v.t. nova;

(App) (RU{(MR: Na2)esh E)  — (R, EU{L =T5,T2 =T3,01 = az — a3}))

Tabela 4.1.1: Regras de inferéncia de tipos para o \ggp-calculus

RO7 Q)» —Varn
Ry = Ry~ {20}, By = {T'1 = aj.a1.1}) —var

Ry = Ry \ {lE;}, Ey = By U{Ty = a2.I})) —app
Ry =Ry~ {(25 1I)I3Y By = By U{D) =T, Ty = T3, 01 = aa—a3})) —Lambda

a1 =as/as

<<@ = R3 N {()\( 2F1 1F2)F3)F4}, E4 = E3 U {Oé4 = OZT—>043, Fg = OéTF4}>>

Loy =ag/az/ay

(
(
(
(

Logo, Ey=FE;. Resolvendo as equacoes triviais sobre v.c., i.e. I'y=I'y=I"3, e tomando
as variaveis com o menor subindice, tem-se {1 = as—ag, a4 = aj—as3, 1 = of.a1.T', T =
ag.I'y, Ty = af.I'y}. Simplificando, {a; = as—asz, a4 = af—ag,af.a1.T] = @l = aj.T'4}.
A partir dessas equagoes obtém-se o unificador mais geral ay=as—ag e ['y=(aps—ag).1,
para as variaveis de interesse. Como o contexto deve ser o mais curto possivel, I, =nil e

((aig—73).nil F ag—73) é uma tipagem principal de M.

A partir da Defini¢ao 4.1.4 e pela unicidade das solucoes retornadas pelo algoritmo de
inferéncia de tipos, deduz-se que \;j; satisfaz a propriedade de PT. O teorema a seguir

afirma que todo termo tipavel em \}; tem uma tipagem principal.

Teorema 4.1.6 (PT para o A\j;): O sistema \j; satisfaz a propriedade de tipagem

principal.

Demonstracao. Seja M € Az qualquer e M’ sua versao decorada.

Seja Ry o conjunto de todos os subtermos de M’. Iniciando com o par ((Ry, () e
aplicando as regras de inferéncia da Tabela 4.1.1 obtém-se um par final apés um ntimero
finito de passos, pois apds cada aplicagao o nimero de elementos do conjunto de subtermos
decorados é decrementado. Pela unicidade na decomposicao em subtermos, sé é possivel
aplicar uma unica regra em cada elemento de Ry. Logo, o processo termina com um

par (0, Ef)), onde E; é um conjunto de equagoes de primeira ordem sobre varidveis de
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contexto e de tipo, que estao de acordo com a regras de tipagem de A;;. Um algoritmo
de unifica¢do de primeira ordem adequado, e.g. veja [85], é entdo aplicado. Pela corregao,
completitude e unicidade da unificacao de primeira ordem, tem-se que o algoritmo vai
retornar um mgu se M é tipavel. Caso contrario, o algoritmo retorna que nao existe um

unificador. Consequentemente, o sistema )\ 5 satisfaz PT. O

4.2 Tipagem principal para o As,”, o As, com tipos
simples

A Figura 4.2.1 contém as regras de As.”, introduzidas na Defini¢ao 3.2.14.

(Var) _— (Varn) n:{CF7)
1:(rTF7) n+l:(c.TF 1)
M: (o' FT) M:TFo—T) N:(T'F o)
Lambd A
(Lambda) =,y () (M N):(T F7)
M:(UepI'spai F
(Phi) <Lkt T>, onde |T'| < k+i—1
oM (T F )
N:(T's; - M:(Ue;pI's; =
(Sigma) Ui p) Lol T>, onde |I'| > i—1

Mo'N:(I'F7)

Figura 4.2.1: O sistema As.™

A lei de redundancia para o As.~ é da mesma forma que para o A5, adicionando tipos

ao final do contexto, de onde tem-se o seguinte lema.

Lema 4.2.1 (Redundancia para As.~): A regra (As.-weak) abaixo é dedutivel no

sistema A\s, .

M:(TF 1)

——————(As.-weak).
M:(F.UI—T>< se-weak)

Demonstracao. Inducao na estrutura de M. Seja o €S, qualquer.

e M = n: Seja n:(I' F 7). Como a adi¢do de tipos ao final de I' ndo altera a

designagao de tipo de nenhum indice livre, tem-se trivialmente que n:(I'.c - 7).

o M = (M; Ms): Seja (M; My):(I' = 7). Por (App), My:(I' - p—7) e My: (L' p),
para algum p € S. Por HI, My : (.o - p—71) e My: (T".0 b p), logo, por (App),
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(My My):(T.o b 7).

e M = AN: Seja AN:(I'F 7). Por (Lambda), N:(r.I' - 75), onde T=71 — 5. Por
HI, N:(r.T.0 b 1), logo, por (Lambda), A.N:(T.o - )

e M = Mio'My: Seja Myo'M, : (I = 7). Por (Sigma), My : (I's; b p) e M :
(Pcip.I's; 1), para algum peS. Por HI, My:(I's;.o b p) e My:(I'c;.p.I'si0 7)),
logo, por (Sigma), Myo'My:(T.o t 7).

o M = ¢! N: Seja o, N : (T - 7). Por (Phi), N: (T<;.I'sgy; b 7). Por HI, N :
(C<g.Isgyi.0 B 7), logo, por (Phi), ¢t N:(T.o t 7). ]

Assim, a defini¢ao de tipagem principal em As.~ é a mesma de \J;.

Definigao 4.2.2 (Tipagem principal em As.”): Uma tipagem principal de um

termo M em As.~ é uma tipagem © = (I' - 7) tal que:
1. As. 7 IFM : ©

2. Se As.” IF M : © para alguma tipagem ©’ = (I'' - 7’), entao existe uma substitui-

cao s tal que s(I') = I .nil e s(1) = 7".

Teorema 4.2.3 (Correspondéncia para \s.~): Uma tipagem © é principal em As,~
de acordo com a Definicao 4.2.2 se, e somente se, © é principal em As.~ de acordo com

a Definigao 2.2.2.

A prova do Teorema 4.2.3 é uma extensao direta da prova do Teorema 4.1.5, sendo

apresentada na Secao 4.4.

A seguir apresentamos o algoritmo de inferéncia de tipos para o As.-calculus, similar
ao introduzido em [4]. O algoritmo é composto das regras da Tabela 4.1.1 acrescentado

das regras da Tabela 4.2.1.

Analogamente ao algoritmo anterior, as regras da Tabela 4.2.1 foram desenvolvidas de
acordo com as regras de tipagem da Figura 3.2.14. O termo decorado associado ao termo
M, denotado por M’ , tem uma sintaxe préxima a dos termo decorados em Agg: todo
subtermo de M é decorado com uma variavel de tipo e de contexto. As regras sao entao

aplicadas a pares na forma ((R, £')), iniciando de {(Ry, @)), como feito para o \}5.
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(Sigma) {(RU{(Mg} o' No2)oi}, E)) —
<<R, E U {&12043, F1:O[/1. s .O./;_I.Ozg.rg, F3:O[/1. s .&;_1.F2}>>7
onde af,...,a_; sdo v.t. novas e a sequéncia é vazia se i = 1;
(Phi)  (RU{(¢iMa))alt EN) —
(REU{ag =ag, Ty =a).--- o), T T =af. - .0 T'}),
onde IV e o, ..., a},, 4 s@o v.c. e v.t.s novas. Se k+i—1=0
ou k=0, entao as sequéncias a,..., o) ;| € af,...,qp, Tes-
pectivamente, sao vazias

Tabela 4.2.1: Regras de inferéncia de tipos para o As.-calculus

Exemplo 4.2.1: Para M = \.((10%2) (2 2)), obtém-se o Ry correspondente ao M’ =
(A((15r0% 202 )8 (@f 20 )52)he)lr. Entdo, aplicando as regras das Tabelas 4.1.1 e 4.2.1
ao par ((Ry, D)), obtém-se o par (0, Ef)). Simplificando Ef, similarmente ao executado no
Exemplo 4.1.1, tem-se o sistema de equagoes a partir do qual o m.g.u a; = (g — ) — g

e I'; = of.ay.T" sao obtidos, para as variaveis de interesse.

Teorema 4.2.4 (PT para o As.”): O sistema As.~ satisfaz a propriedade de tipagem

principal.

Demonstracao. Analoga a prova do Teorema 4.1.6, com aplicagao das Tabelas 4.1.1 e

4.2.1. [l

4.3 Tipagem principal para o A\oc™, o Ao com tipos
simples

A Figura 4.3.1 contém as regras de inferéncia de As,., como apresentas na Definicao 3.3.9.

O conceito de tipagem para Ao~ tem que ser adaptado porque a expressao da classe de
substituicoes é decorada com variaveis de contexto como seus respectivos tipos e contextos.
Assim, diz-se que © =(I" » T) é uma tipagem de uma expressao em Ao, onde T pode
ser tanto um tipo quanto um contexto. Se a expressao analisada corresponde a um termo

do A-calculus, a nogao de tipagem corresponde a nocao em \jj;.

Para a introducao de uma lei de redundancia para o Ao, algumas defini¢oes e lemas

auxiliares sao necessarios.
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M:(oTF7)
(var) _ (lambda)
1:{(r.T 1) AM:(I'Fo—T)
M:(TtFo—T) My:(T'F o) S:(I'>T) M:(I"F 1)
(app) : (clos) :
(My My):(T' 1) M[S]: (T 7)
id —_ hift ErE——
(id) id: (T > T) (shift) 17D > I)
M:{Tk7) S:(I'>T) SHT>T) §('>T")
(cons) ; (comp) ; G
M.S:(I'>7.I") S0 S:(I'>T")
Figura 4.3.1: O sistema Ao~
Definicao 4.3.1: Seja M uma expressao em Ao. Seja || - || : A, — N tal que:
(M N)| = [[M]] =+ [|V]] I =0
AMI[ = [[M]] lidl| =0
IMSTI = IMI] =+ (S]] It =0
1Sl = (S| + 7] IM.S|| = T+ M| +[S]

Lema 4.3.2: Seja S uma substituicdo em Ao. Se ||S]| = 0 e S: (I'>1I"), entdo S :
(Fro>1I".0).

Demonstragao. Por inducdo na estrutura de S, onde ||S]| = 0.

e S =id: Por (id) tem-se trivialmente que id: (I".oc > I".0).
e S =7: Seja 1:(I'>1") onde, por (shift), '=7.I". Assim, T:(I".o > I".0).

o S =508 Seja Sy oSy (I'>IY). Por (comp) tem-se que Sy : (I'>T1") e Sy : (I >1Y),
para algum contexto I'V. Por HI tem-se Sy: (I.o >I".0) e S1:(I'".0 > I".0), logo,

por (comp), Sy o Sy: (I.o>1".0). O

Lema 4.3.3: Seja M um termo em Ao. Se ||[M| =0e M:(I' - 7), entao M:(I".o - 7).

Demonstragao. Por indugdo na estrutura de M, onde ||M]| = 0.

e M = 1: Seja 1:(I' F 7). Por (var) tem-se que I'=7.I", para qualquer contexto I

Logo, tem-se trivialmente que 1:(I".o k- 7).
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o M = (M; Ms): Seja (My Ms):(I' b 7). Por (app), M1 : (' F p—71) e My:(I' F p)
para algum p€ S. Por HI, M, : I'.o k- p—71) e My: (.o - p) logo, por (app),
(My My):(T".o 7).

e M = AN: Seja A.N:(I' - 7). Por (lambda), N:(p.I' - 7’), onde 7=p—7'. Por HI,
N:(p.I'.o - 7') logo, por (lambda), A.N:(I".o - 7).

e M = N[S]: Seja N[S]:(I' F 7). Por (clos), S:(I'>1") e N:(I" I 1), para algum
contexto IV. Como [|N[S]|| = || N|| + ||S]| = 0, pelo Lema 4.3.2, S: (I.o >1".0) e,
por HI, N:(I".o F 7). Assim, por (clos), N[S]: (I".o - 7). O

Lema 4.3.4 (Redundancia para A\o—): Sejam M um termo e S uma substituicao,
ambos em Ao, e 0 €S, qualquer. Se M : (I' - 7), entao M : (I'.c - 7). Similarmente, se
S:(I'>1"), entao S: (.o > I".0). Portanto, as regras (Ao-tweak) e (Ao-sweak) abaixo

sao dedutiveis no sistema Ao ™.

M:(TFT) S:(I'>T")
————————(\o-tweak) — (Ao-sweak)
M:(T.otF 1) S:(Tor>T1"0)
Demonstragao. Por indugao na estrutura de M, com subindugao em || - ||, tendo os Lemas

4.3.2 e 4.3.3 como base de inducao (BI).

e M = 1: Seja 1:(I' 7). Pelo Lema 4.3.3, 1:(I'.o - 7).

M = (My Ms,): Seja (My Ms): (I' = 7). Por (app) tem-se que M;:(I' - p—7) e
M, : (I' - p), para algum p € S. Por IH na estrutura tem-se M; : (I'o - p—7) ¢
M, :(T.o F p) logo, por (app), (My My):(T.o 7).

M = X.N: Seja A.N:(I' F 7). Por (lambda), N:(p.I' - 7’), onde T=p—7'. Por HI,
N:({p.T'.oc - 7') logo, por (lambda), \.N:(T".c - 7).

M = N[S]: Seja N[S]: (' - 7). Por (clos), S:(I'>T") e N:(I" b 7), para
algum contexto [. Por HI, N:(I".o I 7). A substitui¢do S deve ser analisada. Se
IN|| > 0, entao |[N[S]|| > ||5]|, logo por IH em || - || tem-se que S: (I'.o > I".0).

Sendo, para || N| = 0 tem-se:

- Se ||S|| = 0, entao o Lema 4.3.2 pode ser aplicado.
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- Caso contrario, S=N'.5" ou S=5; 0 5;. Se S=N'.S" entao por (cons) tem-se
que N':(T'F p) e " : (' >T"), onde I'" = p.I'”. Como ||N'||,[|5]] < |IS|| =
|IN[S]||, por HI em || - || tem-se que N':(I'.o  p) e S": (I".o > I"".0). Assim,
por (cons), N'.§":(T'.o > 1".0). Se S = S; 0S,, entdao por (comp) tem-se que
So:(I'>T") e S;: (I > I"), para algum contexto I'. Se ||S1]], || S2|| > 0 entao
o resultado vale, por indugao em || - ||. Caso contrario, pelo menos uma das
substituigdes tem || - || maior do que 0. Usando indugao na estrutura de S, onde
S]] >0, o resultado é valido. Assim, Sy:(I'.o >I".0) e S1:(I".0c >1I".0) logo,

por (comp), Sy 0 Sy:(T.o >T".0).
Finalmente, por (clos) tem-se que N[S]:(I".c - 7). O

O Lema 4.3.4 acima e as substituicoes de tipos nos permitem apresentar uma definicao

de PT em Ao

Definigao 4.3.5 (Tipagem principal em Ao~): Uma tipagem principal de uma

expressao M em Ao~ é uma tipagem © = (I' » T) tal que:
1. \e7IFM: 0

2. Se Ao~ Ik M : © para alguma tipagem ©" = (I'" » T’), entao existe uma substitui-

cao s tal que s(I') = I'_ p.nil e se T é um tipo, s(T) = T’, sendo s(T) = Ty .nil.

Deve-se entao verificar se esta definicao de PT para Ao~ tem correspondéncia com a

defini¢do independente de sistemas de Wells em [103].

Teorema 4.3.6 (Correspondéncia para Ao~ ): Uma tipagem © é principal em Ao ™

de acordo com a Definicao 4.3.5 se, e somente se, © é principal em Ao~ de acordo com a

Definigao 2.2.2.

A despeito do conceito de tipagem ter sido estendido a fim de incluir a classe de
substituicoes, a técnica usada para provar o Teorema 4.3.6 coincide com as técnicas apli-
cadas nas provas dos Teoremas 4.1.5 e 4.2.3. Assim, as trés provas sao amalgamadas e

apresentadas na Secao 4.4.

Apresentamos a seguir o algoritmo de inferéncia de tipos, para verificar se Ao™ tem

PT de acordo com a Definicao 4.3.5. Assim, dado uma expressao M, trabalharemos com
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sua versao decorada M’ onde o tipo das substitui¢oes também é um contexto. A mesma

sintaxe de [14] para expressoes decoradas é adotada.

(Var) (RU{1L 1}, E) — (R,EU{Tl = a.I'"})), onde I é v.c. nova;

(Lambda) (RU{(A\.MLI1)L2} E) — (R, EU{a2 = a*—aq,I'1 = a*Ta})),

onde a* é v.t. nova;

(App) (RU{(Ma} N2)a3h B — (R,EU{T1 =T2,T2 =T3,a; = az—as})
(Clos) (RU{MESE e E) = (R, EU{T1 =T3,T2 =Ty 01 = as})

(Id) (RU {idp}}, E) — (R, EU{l1 =Ta})

(Shift)  (RU{I1L}, E) —  (R,EU{I = a/Ty}), onde o/ & v.t. nova;

(Cons) (RU{(MIL S E)  — (R,EU{Ty =T5,Ty =Ty,T5=0a;.Ts})

(Comp)  (RU{(Sr} o ST} E) — (R EU{T =Ty, Iy =TT =T5})

Tabela 4.3.1: Regras de inferéncia de tipo para o Ac-calculus

As regras de inferéncia na Tabela 4.3.1 estao de acordo com as regras de tipagem do

sistema Ao, apresentadas na Figura 3.3.9.

Analogamente aos algoritmos anteriores, as regras da Tabela 4.3.1 sao aplicadas a pares
(R, E)), onde R é um conjunto de subexpressdes de M’ e E um conjunto de equagdes

sobre as variaveis de tipo e contexto.

Exemplo 4.3.1: Para M = (2.id)o | tem-se que M’ = (((L5H[112])5 adp2 )l o 112 )pit.
Entdo, Ro={(153[Tr3Dad, (L3 [TrsDas -adrd)rls (LG [TeDas -adrddel o Tri)rs 1ad e Tl
, idr2}. Aplica-se as regras da Tabela 4.3.1 ao par ((Ro,0)) até obter o par (0, Ey)).
Simplificando Fy a exemplo do feito no Exemplo 4.1.1, obtém-se o conjunto de equacoes
{a1=a9,T11=T12=0a9.T9,T9=0c}.T1,I'1=a;.I'}}. A partir deste sistema de equagoes tem-

se o m.g.u. I'y1=T"19=01.0f.01.'}, para as varidveis de interesse. Assim, (a;.o.aq.nil >

aq.0f).a1.nil) é uma tipagem principal de M em Ao .

Teorema 4.3.7 (PT para o A\o—): O sistema Ao~ satisfaz a propriedade de tipagem

principal.
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Demonstracdo. Analoga a prova do Teorema 4.1.6, com aplicacao da Tabela 4.3.1. O

4.4 Prova de correspondéncia

Nesta secao serd apresentada uma prova que combina as provas de correspondéncia entres
—

as defini¢oes de tipagem principal especificas dos sistemas A;;, As.~ e Ao~ com a definicao

geral de Wells, como afirmado nos Teoremas 4.1.5, 4.2.3 e 4.3.6, respectivamente.

Demonstracao. As provas utilizam a mesma técnica da prova apresentada por Wells em
[103] para a correspondéncia das Definigoes 2.2.2 e 2.3.14. A prova para o Ao~ tem
uma adaptacdo para tratar também de substituigoes. Seja u € {Agg, Ase, Ao} e O, o
operador para atualizacao de indices de cada cédlculo. Em outras palavras, O,.p(M) =
MT, Oy, (M) = p2M e Oy,(M) = M[1]. Seja O = O, e OV (M) = O,(0O"(M)). Para
T€S, seja TV (1) o conjunto das varidveis de tipo que ocorrem em 7. Abreviaremos 1 [1"]

com n+1.

Demonstracao de = : Seja ©, = (I', - 7,) uma PT de um termo M, de acordo as
Definigoes 4.1.4, 4.2.2 ¢ 4.3.5 ¢ ©, = (I, F 7)) uma tipagem de M, em u~. A partir
da definicao de PT para cada sistema, existe uma substitui¢ao de tipos s tal que s(I'y) =
(I <y, -nil e s(7y) =7, Tem-se que u™ I M : ©, implica u™ I M : $(6,), para qualquer
substitui¢ao de tipos s. Portanto, 0, <,~ s(0©,). Com as leis de redundancia admissiveis
em cada sistema ((AdB-weak), (As.-weak) e (Ao-tweak)), tem-se que s(©,) <,~ ©O.
Assim, ©, é PT de M, em u™ de acordo com a Definicao 2.2.2.

A demonstragao para uma substituicdo S em Ao com PT © = (I' > A) de acordo a
Definigao 4.3.5 e uma tipagem ©' = (I'' > A’) é similar a demonstragao para termos em

Ao, aplicando a lei de redundéancia apropriada, (Ao-sweak).

Demonstracao de < : Seja ©, = (I', F 7,) uma PT de um termo M,, de acordo
as Definigoes 4.1.4, 4.2.2 ¢ 4.3.5 ¢ O, = (I, I 7/) uma tipagem de M, em u™ que nao
seja PT de acordo com tais definigoes. FEntao, existe uma substituicao de tipos s tal
que s(I'y) = (I',) op,-nil e s(7u) = 7, e ndo existe uma substituicdo de tipos s’ tal que

s(I) = (Fu)gm.nz’l e s'(1h) =T,

1. Se s(I'y) # I, entdao m, = |I'y| < |I']. Seja Ny=(X.Ou(M,) m,+1).
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2. Se s(I'y) =T, seja a€ A. Defina as fungoes ¢} e ¢y por:
u 1 2

P, o) = AN (1(24)(23))
i A(1(32)(OF(\¢i(0,)) 2)), se acTV(o)
Pi(o ) { A (O (A.@Y (T, ) (2 l)), c.c

(4 2 ), se a€TV (o)
A-(Ou(/\-¢‘f( ,a)) (3 1)), c.c.

=N —
Q
>
-
—c
Q
2
N

(a) Suponha que s(q,) nao seja uma variavel de tipo, para a,, € TV (0,)

i. Suponha que o, €TV (7,). Seja

N, = (A.(A.g A (Ou( A8 (1, ) A.2)) Mu>

ii. Suponha que a, €TV ((T'y);,). Seja

Ny = (MOU(My) AANGE(Tu)is ) iut1 A2))

(b) Suponha que s(al) = s(a?) = § para o, a2 € TV(0,), distintas.
i. Suponha que o € TV ((Ly);,,) para j € {1,2}. Seja
Pu= A (LOL(P) Ou(Fy))

onde P} = (A¢}((Tw)i,,;, ) iu;+1). Sejaentdo N, = (AA2 M, P,)

Tu,j

ii. Suponha que o} € TV ((Ty);,) e a? € TV (7,). Seja

Py = AN (1 (0uA$5 ()i b)) iut3) Ould(ru, 02)))

e N, = (\.(A2 B) M,)

iii. Suponha que of, € TV (7,) para i € {1,2}. Seja
P, = )‘-)‘-(l Ou(P3 (7, O‘llj)) Ou(d5 (T, O‘z)))
e Ny = (A.(A2 P,) M,)

Entao, N, € Termos,—(0)) \ Termos,~(0,). Portanto, O, £,~ O,.

Consequentemente, se ©) nao é PT de acordo com as Definigoes 4.1.4, 4.2.2 e 4.3.5, entao

©!, nao é PT de acordo com a Definigao 2.2.2.
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Seja S uma substituicdo em Ao e © = (I'>A) uma PT de S de acordo a Defini¢ao 4.3.5,
e © = (I" > A’) uma tipagem de S em Ao~ que nao é PT de acordo com essa definigao.
Entao existe uma substituicao de tipos s tal que s(I') = I'_ p.nil e s(A) = AL il e

nao existe uma substituicao s’ tal que s'(I") = I'qjpp.nil e s'(A) = Acjarp.nil.

1. Suponha que s(T') # V. Entao, m = |I'| < |T']. Sejam S; = (1.2.---.m+1.7") e
T=So Sz

2. Caso contrario, s(I') = I". Sejam ¢; e ¢ as fungoes @17 e ¢3° definidas acima,

respectivamente.

(a) Suponha que s(«) ndo é uma varidvel de tipo, para a € TV (0)
i. Suponha que a € TV(A,;). Seja N = (A.(/\.g A((\a(Ar, a))[1] A2)) g)
eseja S = (1.2.---.i—1.N.1"). Seja entao, T = Sjo S.
ii. Suponha que a €TV (I;). Sejam N e S; como acima. Entao, seja T'=S05].
(b) Suponha que s(a;) = s(as) = (3 para ag, ay € TV(0O), distintas.
i. Suponha que a; € TV(T;,) para j€{1,2}. Seja P; = (A\.¢1 (T, ;) i;+1)
e P =2AA(1 P[1] P[1]). Seja N; = (A2 QP), onde j €{1,2} e seja
Si;=(1.2.---.4;—1.N;.1%). Sejaentdo T'= S0 S; ouT =S50S,
ii. Suponha que a; € TV(A;,), j € {1,2}. Seja P; = (A¢1(Ay,, ;) i;+1).
Entao, para P, N; e S;; como definidos acima, seja T'= S; 0 S.

iii. Suponha que ay €TV (T;) e ax €TV (A;). Seja N = (A.(A.2 P) j[S5]), onde

P=2X(1 ((\g1(Ti,an))[1] i+3) ¢o(Aj, a2)[1])

Entao, seja T = (1[S].2[S].- -+ .j — 1[S].N.(170 5)).
Assim, T € Termosy,—(0") \ Termosy,—(0). Portanto, ©" £,,~ ©.

Consequentemente, se uma tipagem ©’ de uma substituigdo em Ao nao é PT de acordo a

Definicao 4.3.5, entao ©’ nao é PT de acordo a Definicao 2.2.2. n



Capitulo 5

Tipos com intersecao para o
Agp-calculus

Apresentamos neste capitulo a versao a la de Bruijn de dois sistemas de IT. Na Secao 5.1
apresentamos o sistema baseado no sistema de E. Sayag e M. Mauny em [37]. O sistema
de tipos é apresentado como em [38], onde os autores tentam estender os resultados para
formas B-normais de [37] para qualquer termo que possua formas f-normais. Na Segao
5.2 apresentamos o sistema baseado no sistema de F. Kamareddine e K. Nour em [56]. O
sistema da segunda se¢ao, juntamente com a propriedade de SR, foi o primeiro sistema
de IT proposto para o Agg-calculus [98]. Porém, devido a presenca de uma relagao de
subtipos, o sistema perde a propriedade de relevancia satisfeita no sistema de Kamareddine
e Nour. Assim, estudamos a versao a la de Bruijn do sistema em [37], sendo este sistema

a base para os sistemas de I'T propostos aos célculos de ES estudados.

O sistema de [37] foi originalmente introduzido para caracterizar sintaticamente PT de
formas S-normais e, por ser um versao mais restrita dos sistemas apresentados em [95], é
o primeiro passo na direcao a proposta de sistemas de IT para Ao e As.. A caracterizagao

de PT para formas S-normais em \gp é apresentada no Capitulo 6.

5.1 O sistema A}

O conjunto 7 de tipos atribuidos aos termos nesse sistema é o mesmo conjunto do sistema
MM descrito na Secao 2.5.1. A seguir, definimos este conjunto de uma maneira similar

aos conjuntos T e U de \".

81



5.1 O sistema \jy 82

Definicao 5.1.1: 1. Seja A o conjunto de variaveis de tipo. O conjunto 7 de tipos

com intersecao restrita é definido por:
r,o0 € Tu=AlU—-T weU=w|UNU|T

Os tipos sao considerados médulo comutatividade, associatividade e w o elemento
neutro de A.
2. Os contextos de tipo sao sequénciais, definidos para u € U da forma: I' ::= nil |u.T.

O contexto omega w” denota a sequéncia w.w. - - - .w.nil de comprimento n. Seja

wd D =T.

A extensao de A para contextos é tal que nil é o elemento neutro e (u;.I') A (ug.A) =

(ug Aug).(I'AA). Assim, A é comutativa e associativa para contextos.

3. Seja u' C u se existe v tal que u=u" Aveu C usev#uw.

Seja I C I se existe um contexto A tal que I' = IV A A, onde tanto I'' quanto A

nao sao contextos omegas, e I C T" se A # nil. Seja tal A denotado por I'/T".

O lema a seguir mostra que os conjuntos 7 e U definidos acima sao equivalentes aos

conjuntos correspondentes definidos em [37], descritos na Segao 2.5.1.

Lema 5.1.2: 1. Seuel, entao u=w ou u=A'"_ 7, n>0eV1<i<n, 1,€7.

2. SeteT,entao rT=a, T=w—ocout=A"7,—0o,onden>0e0,1,...,7, €7T.
Demonstracao. 1. Por inducao em ueld.
2. Por indugao em 7€7, com o Lema 5.1.2.1. O

Algumas propriedades de contextos e a respectiva extensao de A seguem de suas defi-

nicoes.
Lema 5.1.3: Sejam I'!, ..., "™ contextos diferentes de nil:
LT'A AT = (T{A - ATP)(TL A - ATTY).

2. Se i < man(|TY,...,|T™]), entao (T* A--- AT™); =T} A--- AT

Sendo, (' A== AT™); =T7' A--- AT}, onde k <m e VI<I<k T} eU.
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3. (T*A---AT™); =TL, A--- AT, Observe que se i > |I[V| entao (I''A--- AT™); =

FL A~ AT A--- AT, Tem-se propriedades similares para (I' A A)<;.

4. (T*A-- - AT™)s; =TL,A--- AT7. Observe que se i > |IY| entdao (T'A--- AT™),; =
LA ATLPATZEN A AT Tem-se propriedades similares para (I' A A)s,.

5. (T'A - AT™) . (TEA - AT™)s; = (PLTL) A A (DT,
6. [T A« AT™| = maz(IT|,..., [T™]).

Defini¢ao 5.1.4 (Os sistemas A4 /A\55"):

1. As regras de tipagem do sistema \j}; sao dadas a seguir:

M:{(ul't T)
.5, ., var .,
l:(rnil =) AM:(DFu—r)
n: (L' 7) M :(nil & 1) /
varn 4
”_1:<w.FI—T> >\M<Tlll|—wﬁ7->
Mli(Fl—w—M') M23<A|—0'>
_
(M; My): (D AAFT) e
M :(DF A" 0;—7)  My:(A'F o)) ... My: (A" F oy,)
N
(M1M2)I<F/\A1/\.../\An|_7_> e

2. O sistema Aj3" é obtido de A\j¥, trocando a regra var pela regra:

1:{oy =+ —o,—anilto — - —0o,—a)(n>0) var,

A regra de inferéncia varn permite a construcao dos contextos sequenciais. Observe
que, ao invés da introducao de tipos quaisquer como na regra para o sistema A5, a
introducao é restrita ao w, que nesse sistema pode ser interpretado como a intersegao
vazia. Dessa forma, restringimos as designagoes de tipos somente aos indices que ocorrem
livre no termo correpondente. Essa é a caracteristica principal de sistemas relevantes,

como descrito em [29]. Provamos a relevancia para o sistema mais adiante.

Observe que o axioma var € restrito aos tipos em 7 e a introdugao da intersegao ocorre
nos contextos de tipos, através das regra —. e —.. Para os tipos atribuidos a termos,

apenas as regras —; € — introduzem os elementos do conjunto U, sempre a esquerda de
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—. Para o sistema A\j5", os subtermos de tipos atribuidos a termos que sao elementos de
U sao todos, e apenas, introduzidos pelas regras —; e —%. O lema a seguir estabelece que
os tipos atribuidos aos termos sao os elementos de 7, enquanto os tipos designados aos

indices sao elementos de U.

Lema 5.1.5: Se M : (I Fasar u), entdao u€7, e V1 <i < |T'|, I'; € U sempre que I" # nil.
Demonstragao. Por inducao na derivagao M : (I - u).

e Se 1:(r.nil F 7), nada hé provar.

' n:(I'Fw) ‘
e Seja . Por HI tem-se que ue€7 e V1 <i < |I'|, I'; €. Note que
n+1:(wlFu)
o M:(uItw) B
e Seja . Por HI tem-se que ve€7 e ueld, entao u—ve7. Note que
AM (T Fu—v)
I' = nil ou, por HI, V1 <i <|I'|, (uv.I');y =T, €U.
, M :(nil - v)
e Seja : . Por HI tem-se que v€7T logo w—v € 7.
AM:(nil B w—w)
. M ('Fw—u) My: (A + v) .

e Seja . Por HI, w—u €7, assim pelo Lema 5.1.2.2,
u€T. Se I' N A = nil, nada ha provar. Sendo, seja 1 <1i <|I' A A| e suponha
s.p.d.g. que i <|T'|,|A|. Assim, (I'AA); = AA; tal que, por HI, I';, A; € U, entao
C,ANA €eld.

M (D E Ao —u My: (A'F o) oo My (A" F o,
* Seja 1 etV — ) 2:{ Y 2: 4 > Por HI, Nf_ v —

(My My): (D AAA - AA™ - u)
u€T, assim, pelo Lema 5.1.2.2, u€7T. Se ' A A'A --- A A™ = nil, nada h4 provar.

Sendo, se V1 <k<n, A* = nil entdo T AA'A--- AA" =T e, por HI, o resultado
vale. Se |A¥| > 0 para algum 1 <k <n entao seja A’ = A'A--- A A", Suponha
s.p.d.g. que V1 <k <n, |A¥| > 0 e que possuem o mesmo comprimento. Assim,
para qualquer 1<j<|A'|; Al = Ajl-/\ --+ NA” e, por HI, A?GL{ para cada 1<k <n
logo A €U. Se I' = nil, entao ' N A" = A’ e o resultado vale, caso contrdrio a

demonstragao é analoga a anterior. O]

Lema 5.1.6: \j} ¢é uma extensao prépria de Aj5".
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Demonstragao. Se M : (T st 7) entdo tem-se M : (I' F su 7), trivialmente. Como
um contra-exemplo para a equivaléncia, tome M = (1 A.1). Entdo tem-se que M :
(TA(T—=7)=Bnil Fysu ), para 7 = o — a, e (TA(T—7) — B.nil, 3) ndo é uma

tipagem de M em A5 O

Portanto, as propriedades provadas para A5} também sdo vélidas para A\j5".

5.1.1 Propriedades

O lema a seguir afirma que Aj} ¢ relevante de acordo a [29].

Lema 5.1.7 (Relevancia para \jy): Se M:(I' b sy 7), entéo:

i) | = sup(M).

i) VI<i<|T|, T; #wsse i€ FI(M).
Demonstragao. Por inducdo na derivagao M :(I' - u).

e Se 1:(r.nil - 7), entdao [I'|=1=sup(l). Note que FI(1)={1}el1=r.

n:(L'F 1) B ,
e Se , entao por HI tem-se |I'| = sup(n) =n, ', #weVl <i<mn,
n+1l(wltrT)

[ =w. Assim, |w.I'| =14+ || = n+l = sup(n+1l), (wW)pp =T #w, (W) =w

eVli<i<n, (wDl)y=1;=w.

M:(ul' F o)

AM:(I'Fu—o)
sse i+1e FI(M). Assim, sup(M) = 1+|T'| > 0 e, pelo Lema 3.1.10.2, sup(A.M) =

sup(M)—1 = |I'|. Pelo Lema 3.1.9.1, V1 < i < sup(A.M), i € FI(A\.M) sse
i+1€ FI(M). Assim, (u.I");y =T # w sse i€ FI(A.M).

e Seja . Por HI, |u.T'| = sup(M) e V0 < i < sup(M)—1, (u.T")ig #w

M :(nil - o)
a
AM:(nil Fw—o)
3.1.10.2, sup(A.M)=sup(M)=|nil|. Note que FI(M)=FI(\.M)=0.

e Sej . Por HI tem-se que |nil| =sup(M)=0. Assim, pelo Lema

M TTFw—T1) My: (A F o) ,
o Seja . Por HI, |I'|=sup(M;) onde V1<i<|I'| tem-
(M, Mz) (TAAF 7)

se I'; # wsse i€ FI(M,), |A] = sup(Ms) onde V1 < j < |Af tem-se A; # wsse j €
FI(M;). Pelo Lema 3.1.10.1 tem-se que sup(M; My) = maz(sup(My), sup(Ms)) =
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maz(|T],|A]) = [T’ AA|. Seja 1 <I<|I'AA| e suponha s.p.d.g. que !l < [T'[,]|A].
Assim, ('AA), = TIAA #w ssel' ) #wou Aj#w sse L€ FI(My) ou L€ FI(M,) sse L€
FI(M,) U FI(My)=FI(M, M,).

M, : (T N_jog—T) My (A'Foy) ... My: (A" F 0,)

(Ml M2)3<F/\A1/\.../\An |_7_>
IT'| = sup(M;) onde V1<i<|I'|, I'; # wsse i€ FI(M;) e |A*| = sup(My) onde V1<

J<IAF|, AF £ wsse je FI(M,). Seja A" = A'A--- AA™. Assim, |A'| = sup(My)

e Seja

. Por HI tem-se que

e VI <j < |A|, A} # wssej € FI(My). A demonstragio entdo é andloga a

anterior. OJ

Observe que, pelo Lema 5.1.7 acima o sistema A3y nao ¢ apenas relevante mas existe
uma relagao estreita entre os indices livres do termo e o comprimento do contexto em sua

tipagem. A seguir, lemas de geracao para tipagens em \j}Y, e alguns para tipagens em

A55", sao apresentados.

Lema 5.1.8 (Geragao para \j}y):

1. Se n: (' Fysy 7), entéo 'y =7.
2. Se n:(’ s T), entdo 7 = 0y — --- — o —« para k > 0.

3. Se A.M:(nil -ysar 7), entao T=w—0 e M:(nil bysy o) ou T=NL 0, —0, n >0,

e M:(N_oinil sy o) para o,01,...,0,€T.

4. Se AM : (I Fysu 7) e || > 0, entdo 7 =u — o para algum u €U e 0 €7, onde
M<UF I—A(ggd (7>.

5. Se (n My---My,) : (T s T) entdo, para 7 = Oy — 1 — O — @, [ =

(w2 .oy — -+ =0, —Tnil) AT'A - AT™ onde V1 <i<m, M;:(T" Fsar 0).

Demonstragao. 1. Por indugao na derivagdo n:(I' F sy 7). Note que (w.I')pa = T,
2. Por indugao na derivacao n:(I' F ASir ).
3. Por andlise de casos na derivacao A.M : (nil sy 7).

4. Por anélise de casos na deriva¢ao A\.M : (T’ s 7), para |I'| > 0.
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5. Por inducao em m.

Se m = 0 entao, pelo Lema 5.1.8.2, 7 = 0; — -+ — 0, — «. Assim, pelos Lemas
5.1.7¢ 5181, ' = w™ 7.nil.
Se m = m’ + 1, entao por anélise de casos o tltimo passo na derivacao é

n M- My (DEAN_T—7) Mg (A E 1) o Mg (A )
(n My My Mypig):(TAAA - ANAYET)

Lo — = o — (N T = T)nil) ATPA - AT

Por HI tem-se que I' = (w
onde /\é»zlrj—m':amurl — = O —a e V1<a<m!, M;: (T hggﬁr 0;). Assim,
=1, 7T =0y €T = Oprsg — -+ — Oy — . Logo, tomando "t = Al e

Omi1 = T1, 0 resultado é valido. O

5.1.2 Reducao de sujeito

Por causa da inclusao da informacao de tipos sobre o argumento da aplicacao relacio-

!/
e’

nada ao w no contexto final na regra —/, esse sistema nao possui as propriedades de
expansao/reducao de sujeito em seu sentido usual. A seguir, um contra-exemplo para a

propriedade de expansao de sujeito.

Exemplo 5.1.1: A afirmacao que deve ser provada, de forma que a propriedade de

expansao de sujeito seja vélida, é: Se {1 /N}M:(I'+ 7) entdo (A.M N): (' 7).

Sejam M = A1le N = 3logo {1/3}(A.1) = A.1l. Temos, pelo lema de geragao,
ALl:(nil - a—a). Assim, AA1:(nilkFw—a—a) e 3:(ww.B.nil = 3), entdo (A.A.1 3):

(ww.Bnil F a—a).

No caso da propriedade de reducao de sujeito precisamos da afirmagao: Se (A.M N):
(' - 7) entao {1/N}M : (I' F 7). Observe que tomando M e N como no exemplo
acima temos o mesmo problema, mas na direcao oposta. Em outras palavras, tem-se uma

restricao do contexto original depois da reducao (3, pois a informacao de tipos referente a

N = 3 é perdida.

Uma possivel solugao para estes problemas seria a substituicao da regra —/, pela regra

—¢ abaixo:
M:(I'+w—T)
(M N)(I't=71)
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Essa abordagem foi originalmente apresentada em [38]. Porém, uma nogao apropriada
deve ser introduzida no lugar dos indices livres, pois nao teriamos informagao de tipos
para todo indice livre do termo correspondente. A seguir, apresentamos um exemplo que

ilustra o problema no uso de indices livres em um sistema com a regra —¥.
Exemplo 5.1.2: A derivagdo de M = (\.2 3) abaixo usa a regra —¥.

2: (w.T.nil - 1)
A2:(Tnil Fw—T)
(A2 3):(rnil F 1)

Observe que, apesar de 3 € FI(M), a tipagem (7.nil F 7) acima ndo designa nenhum

tipo para este indice.

Em [38], e em [39], nenhuma nocao nova foi apresenta além das usuais varidveis livres.
Assim, a hipdtese de que se x € F'V (M) entao x tem uma designacao de tipo no contexto
de qualquer tipagem de M, é usada no Lemas 1,2 e 4. Estes lemas sao usados na demons-
tracao dos Teoremas 1 e 2 que afirmam a expansao e reducao de sujeito, respectivamente.
Apesar disso, acreditamos que as propriedades possam ser demonstradas, com um lema

de geracao adequado para o sistema de tipos .

Para um sistema que caracterize SN para A\yp, a regra —/, deve incluir no contexto final
essa informacao do contexto sobre o termo que corresponde ao argumento da aplicacao a
w. Caso contrério, se a regra tem a premissa da tipabilidade do termo, mas a informacao

do contexto nao é incluida, temos o exemplo a seguir.

Exemplo 5.1.3: Seja I = \.1, a funcao identidade. A autoaplicagdo A = (1 1) tem a

tipagem ((a— ) A a.nil = 5) em Ay . Assim, apresentamos a seguinta derivagao, usando

.~ /.
uma variacao da regra —.:

M :(nilFw—71)  A:{(a—B) Aanil - )
(AT A): (nil F 7) A:((a—B) A anil - B)
AT A):(nil - w—T) A A (nil = (a—B) ANa—f)
(AT A) NA):(nil - 7)

Observe que (A.(A\.I A) \.A) —3 (A\.I R), onde R é o autorreprodutor (A.A \.A).

Uma outra maneira de reobter a reducao de sujeito é a de pensar no significado da
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propriedade a fim de reformula-la de maneira adequada. As nocoes de expansao e restricao
em contextos de tipos para o A-calculus foram introduzida em [56], para falar de expansao
e reducao de sujeito, respectivamente, em um sistema de IT relevante. O Lema 5.1.7
estabelece que o sistema Aj} é relevante, logo introduzimos o conceito de restrigao para

contextos sequenciais a fim de verificar se a propriedade de SR pode ser reobtida.

Antes da introducao de um conceito apropriado de restricao de contextos, apresenta-
mos alguns lemas sobre as propriedades relativas as tipagens e a substituicao 4. O lema
a seguir apresenta a relagao entre tipagens e o mecanismo para atualizacao de indices,

sendo auxiliar ao lema de substituicao apresentado mais adiante.
Lema 5.1.9 (Atualizagao para A\jy): Seja M :(I' F 7):
1. Se i > |T'| entao M :(T' F 7).

2. Se 0 <i < |T|, entdao M :(P;.w.T's; b 7).
Demonstragao. Por inducao na derivagao de M : (I F 7):

1. Seja i > |I'|. Pelo Lema 5.1.7 tem-se que |I'| = sup(M) logo, pelo Lema 3.1.11.1,
M+ = M.

2. Seja 0 <i < |I.

e Seja 1:(r.nil - 7). Para i=0, 17 = 2. Pela regra varn, 2:(w.T.nil - 7).
n:(I'F 1)
n+1l:(wIl'F7)
note que nt’ 4 1= n+17*+) = n42. Assim, por HI, n*': (Ic;.w.I's; F 7) e,

e Seja

. Se i=0, entao pela regra varn n+2:{(w.w.I' - 7). Senao,

pela regra varn, n+2:(w.I'c;w.I's; - 7).
M:(ul' F 1)
AM:(TFu—T)

MYy Tyw.Ts; 7). Assim, pela regra —; e definicdao de i-elevacio,
AM)T:(Tejw s Fu—T).
e Seja Mi:UFw=7) Ma:(AF 0>. Suponha s.p.d.g. que i <|I'| e i >|A|.
(M; Mz):(DCAAF 1) -
Assim, por HI, M;": (I<;w.I's; Fw—7) e, pelo Lema 5.1.9.1, My : (A F o).

Assim, pela regra —/, (M;" My"):(T<;w.I's; AAF 7). Note que (T AA)<;=
FSZ' ANAe que (F A A)>1:F>l

. Se 0 <i<|[entdao 1 <i+1 < |I'|+1 logo, por HI,
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My (T N0 —1) My (A'Foy) .. My (A" = o,)
(My My): (T AAYA - ANA™F 7) '
5.1.7, V1<j<n, |AI|=sup(Ms). Seja A'=AL A --- AN A" logo |A'|=sup(My).

Suponha s.p.d.g. que i > |I'| e i < |A/|. Pelo Lema 5.1.9.1, M;" : (I' I

Pelo Lema

e Seja

N'_yo;—7) e, por HI, Mj" <Aj§i.w.Aj>i F o), V1 < j < n. Note que
(ALiw ALY A A (AL w AZ) = AL, w. AL, Portanto, a demonstragao é

analoga a anterior. O

Lema 5.1.10 (Substituicao para A}y ): Seja M :(I'F 7):

1. Sei>|I'| entao {i/N}M:(I' b 7), para qualquer N € Ayp.
2. SeI'j=w para 0<i<|['|, entdao {i /N} M :(I';.T's; - 7).

3. Seja I'; = AJL 0 para 0 <i < [['| e VI < j<m, N:(nil - 0;). Se sup(M) =i,
entdo {i /N}M :(I'cyp.nil - 7) onde i’ = sup({i /N}M). Caso contrério, {i /N}M:
<F<i.F>i H T>.

4. Seja I'; = AL 0 para 0 < i < IT| e N € Agp tal que sup(N) >1i. Se V1 <j <m,
N: (A F ;) entao {i /N}M: (D Tsi) NAYA - ANA™ 7).

Demonstragao. 1. Seja i > |I'|. Pelo Lema 5.1.7 tem-se que |I'| = sup(M) logo, pelo
Lema 3.1.12.3, {i /N}M = M.

2. Por indugao na derivacao de M :(I' - 1)

e Se 1:(r.nil - 7), nada hé provar.
n:(T'F 1)

n+l:(wI'F7)
II'| = n. Logo, pela Defini¢ao 3.1.3, {i /N}n+1 = n. Se ¢ = 1, nada ha

e Seja . Tem-se por hipdtese que ¢ < |I'| + 1 e, pelo Lema 5.1.7,

provar. Senao, note que (w.I'); =T,y = w e que i — 1 < n. Assim, por HI,
{i=1/N}n:(Tc@a).I'sia) F 7) e, pela Definicao 3.1.3, {i=1/N}n = n—1.
Portanto, pela regra varn, n:(w.I'ciq).I'sqq) = 7).

M:(ul' 1)

AM:(TFu—T)
regra —;, A{i+1/NT}M: (T, Ts; Fu—r).

e Seja Por HI, {i+1/N*T}M : (u';I's; F 7). Assim, pela
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My (AFN_joj—T) My: (AY o) ... My (A™ F ay,)
(My My): (ANAYA - ANA™F 7)
Seja A’ = AYA--- A A™. Observe que, pelo Lema 5.1.7, i # |A]| e i # |A].

Suponha s.p.d.g. que ¢ > |A| e i < |A'| = |AI|, V1 <j<n. Note que A} =
w=AJ. Pelo Lema 5.1.10.1, {i /N}M;: (A + A"_j0;—7) e V1 < j < n, por
HI, {i /N}My: (AL, AL, F o;). Assim, pela regra —., ({i /N}M; {i /N}My):
(AN (ALAL) F o).

e Seja

e Se a tltima regra aplicada é —/, a demonstracao é analoga a anterior.

3. Por indugao na derivacao de M :(I' - 1)

e Se 1:(r.nil - 7), entdo i =1 e, por hipétese, 7 = A} 0; logo m = 1. Pela

Definigao 3.1.3 tem-se { 1 /N} 1 = N, logo o resultado vale para N:(nil - o1).

' n:(I'F 1)
e Seja . Pelo Lema 5.1.7 apenas I';, # w e, pelo Lema 5.1.8.1,
n+l:(w.I'F 1)

I'y = 7. Entao, a unica possibilidade ¢ i = n+1 logo 7 = Aj,0;. Pelo Lema

5.1.5, 7 €T logo m=1. Pela Definicao 3.1.3, {i+1/N}i+1 = N, assim, se

N :(nil F 01) entdo o resultado é valido.
M:(ul' k1)

AM:(I'Fu—T)
ni o;) entao, pelo Lema 5.1.9.1, <7< m, T{ne ;). Note que
L= o a lo L 5.1.9.1, V1 <y NT [ = o0;). N

e Seja . Assim, para algum I'; = AT 05, se VI <j<m, N:
1 <it+1<|D|+1.
Se sup(A\.M) = i entdo, pelo Lema 3.1.10.2, sup(M) = i+1. Por HI tem-
se {i+1/NT}M : ((u.T)cpmil = 7) onde ¢ = sup({i+1/Nt}M). Note
que, pela descrigao do conjunto FI({i+1/NT}M), i = 0 sse FI(M) = {i}.
Portanto, se ¢/ = 0 entdao v = w, (w.I')cy.nil = nil e, pelo Lema 3.1.10.2,
sup(A{i+1/NT}M) = 0. Assim, pela regra —/ tem-se que \.{i+1/NT}M:
(nil = w—7). Se i’ > 0 entdo (u.I')«y = u.l'c(7_1) e, pelo Lema 3.1.10.2,
sup(A{i+1/NT}M) = ¢ —1. Assim, pela regra —; tem-se A\.{i+1/N*}M :
(P nil Fu—T).
Caso contrario, por HI tem-se {i+1/N*t}M : (u.l;.T's; b 7). Assim, pela
regra —;, A{i+1/NT}M: (T Ts; Fu—T).

My (At w—T) My: (A" F 7"

(Ml MQ)(A/\A/|_’7'>
pela relevancia do sistema, sup(Msy) # i. Assim, pelo Lema 5.1.10.2, M, :

e Seja Suponha s.p.d.g. que A] =w logo,
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(AL AL E 7).

Se sup(M;) = i, entdo por HI tem-se que {i/N}M; : (A_y.nil b w—T)

onde i = sup({i/N}M,). Assim, pela regra —/, tem-se que {i /N}(M; M;):

((Acinil) N (AL,AL,) F 7). Note que sup(My M) = sup(Mz) >i e Ay A

A, =AM NAL, .

Caso contrério, por HI tem-se {i/N}M; : (A;.As; F w—7T). Assim, pela

regra —, {i [N} My My): ((ANA) . (ANA)S; 7).

My (AF AN 7 —T) My (A7) oo My (A7)
(My Ma): (ANAY A AA - T)

Seja (A ANA'A--- AAY); = AT 0;. Suponha sp.d.g. que A; = w, I =m e

vVl <j<m, Ag = 0j. Assim, pelo Lema 5.1.10.2, {i /N}M; : (A, A, F

A _im—7). Se V1 < j < m, N: (nil - o;), entdo por HI {i/N}M, :

(AL,.mil = 7;) onde i = sup({i/N}Ms) caso sup(M) =i ou {i/N}M,:

e Seja

((AL;.AL,) F 7;) caso contrario. A demonstracao é entdo andloga a anterior.

4. Por indugao na derivacao de M : (" - 7)

e Se 1:(r.nil - 7), entdo i = 1 e, por hipdtese, 7 = AJL,0; logo m = 1. Pela
Definigao 3.1.3 tem-se que { 1 /N} 1 = N logo se N: (A! - o) entdo o resultado
é valido. Observe que (01.nil)<;1.(01.nil)s1 = nil.
n:(T'kF 1)

e Seja Ll r) Pelo Lema 5.1.7 apenas I',, # w e, pelo Lema 5.1.8.1,

Iy = 7. Assim, i = n+1 logo 7 = AjL,0;. Pelo Lema 5.1.5, 7€7 logo m=1.
Pela Defini¢ao 3.1.3 tem-se {i+1 /N}i+1 = N. Assim, se N: (A! - o¢) tal que

|A| >n+1 entdo o resultado é vélido. Note que (w.I') <) (w.I) sy = w™ e
que w A Al = AL
. M:(ul't 1) , ,
e Seja . Dado I'; = A0y, se V1 < j <m, N : (A I o)
AM:(I'Fu—T) !
tal que |A7] > i entdo, pelo Lema 5.1.9.2, V1 < j < m, N* : (w.AJ F g;).

Note que V1 < j < m, |w.A/| =|AJ|+1 > i+1. Entao, por HI tem-se que
{i+1/NTIM : (uT;.Tsi) A(w AN A A (wA") = 7). Assim, pela re-
gra —;, AN{i+1/NTIM : (T, Do) AAYA--- AA™ = u—7). Note que
(Wl Do) A (WA A A (WA") =u (D Tsg) AAL Ao AAT).
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My (AFw—T) My: (A" F 7"
(M1 M2)<A N A/ H T>
N:(AJ + o;) tal que |A7|>i. Note que i <|A A A'| = maz(]A], |A]).

e Seja

- Sejam (ANA"); =ATL 05 e V1<j<m,

Se i > |A] entao, pelo Lema 5.1.10.1, {i /N}M; : (A + w—T) e, por HI,
{i/N}My: (A, AL)NAYA -« ANA™ 7). Pela regra —., {i /N}(My Ms):
(ANAL,AL)ANAY AN - AA™E 7). Observe que (AANA") o, =ANA”, e que
(ANA").;=AL,. A prova para i > |A’| é similar.

Sejam |A|,|A’| >i. Se Al =w ou A; = w entdo a prova é similar a acima,
usando o Lema 5.1.10.2. Sendo, sejam A; = AL_ 05, e A} = /\Zzlaj];. Por
HI tem-se que {i /N}M;: (A, As) ANAA - AN w—T) e {i/N}My:
(AL, AL) ANATLA - A A 7). Note que jg e j, percorrem juntos cada 1<
j<m. Assim, {i /N}Y(M; Mo): (((ANA) i (AANA)S) NAYA - ANA™ - 7)
pela regra —..

My (AFA_ 7 —7) My (AY ) .. My (A7)

(My My): (AANAY A ANAET)

A demonstraciao é andloga a anterior. Note que A7 =w para algum 1< j <I

e Seja

sse A7 =w para todo j. O

Observe que, para uma substituicao proveniente de uma reducao (3, a condi¢ao presente
no item 4 acima, de que sup(N) > i, é satisfeita para qualquer N tal que sup(N)>0. A

seguir, definimos a restricao para contextos, usada para verificar se o sistema possui SR.

Defini¢ao 5.1.11 (Restrigao para contextos): Seja I'|;; um contexto IV C T' tal que
I = sup(M) e que V1<i<|I"|, [’ # w sse i€ FI(M).

Observe que a restricao nao é unicamente definida, porque a maneira como as interse-
¢oes sao particionadas pode variar. Por exemplo, (oA B.nil)| 1= a.nil, 5.nil ou ao préprio

contexto. Propriedades dessa restricao sao apresentadas a seguir.
Lema 5.1.12: 1. T'| py= nal, para qualquer contexto I' e termo fechado M.

2. Sejam M e M’ termos tais que FI(M) = FI(M’). Se M :(I' - 1), entao (C AA) pp=

I', para qualquer contexto A.

Demonstracao. Em ambos os casos, as propriedades seguem da Defini¢ao 5.1.11. O]
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Teorema 5.1.13 (SR para contragdo 8 em Ajy): Se (\.M M'):(I' - su 7), entao
{1/MYM (Ulga pryar Fasy 7).

Demonstragao. Por inducdo na derivagao de (A.M M’):(I' - 7):

AM:(T'Fw—T) M (At o)

(AM M) (TANAFT)
Se I' = nil, entao pelo Lema 5.1.8.3 tem-se que M : (nil - 7). Assim, pelo Lema
5.1.10.1, {1/M'}M : (nil & 7). Observe que FI({1/M'}M) = FI(M) =0 logo

e Seja

(il N A) g1 yprym = mil.

Caso contrario, pelo Lema 5.1.8.4 tem-se que M : (w.I' F 7). Assim, pelo Lema
5.1.10.2, {1 /M'}M : (' + 7). Note que FI{1/M'}M) = FI(A\.M) logo (I' A
Al =T

AM (T Aoy —T) M (A o)) . M (A" o,)
(AM M) (TAA' A ANA" = 7) '
Pelo Lema 5.1.8.4 tem-se que M : (A!_,0;.I' - 7).

e Scja

Se sup(M')=0 entao V1 <i<n, A = nil. Se sup(M)=1 entao pelo Lema 3.1.10.2
sup(A.M) = 0 e, pelo Corolario 3.1.13, FI({1/M'} M) = FI(A\.M M') = (. Assim,
pelo Lema 5.1.10.3, {1 /M'} M : (nil & 7). Sendo, pelo Lema 5.1.10.3, {1 /M'} M :
(' 7). Note que FI({1/M'}M) = FI(A.M) logo (I' Anil)| {1 /pym =T

Se sup(M')>0 entao, pelo Lema 5.1.10.4, {1 /M'}M: (T AA' A+~ ANA"F 7). O

Observe que a informacao perdida do contexto é toda e apenas a informacao de tipo
sobre os indices livres do termo que desaparece apds a contracao 3. Essa informagao
perdida reflete no tipo do termo, quando a redugao (3 é analisada.

Exemplo 5.1.4: Sejam M = A.(A.2 1) e M’ = \.1. Temos que M : (nil - (a A ) — ),
M —g M' e que M":(nil - a—a).

5.2 O sistema )\,

Nesta secao apresentamos a versao a la de Bruijn do sistema de tipos com intersecao de

Kamareddine e Nour introduzido em [56]. Para ser completo em relacao a semantica de
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realizacao proposta, esse sistema tem a intersecao como um construtor geral para tipos e
uma relagao de subtipos. Além disso, o w é um tipo universal. Apesar das defini¢oes para
os conjuntos 7’ e U’ serem semelhantes as apresentadas na Definicao 5.1.1.1, a intersecao,
denotada por M no lugar do A, é idempotente. Assim, definimos a seguir o conjunto de

tipos com intersecao restrita idempotente.

Definigao 5.2.1: 1. Seja A o conjunto de varidveis de tipo. O conjunto de tipos com

intersecao restrita idempotente ¢ definido por:
r,oeT =AU —-T woveld =w|lUNU|T

Os tipos sao considerados modulo comutatividade, associatividade, idempoténcia e

w o elemento neutro de 1.

2. Os contextos de tipos sao sequéncias de elementos u € U'.
Dado um termo M, w* denota o contexto omega w™ tal que m=sup(M).

A extensao de I para contextos é direta, tendo nil como elemento neutro. Assim,

M é comutativa, associativa e idempotente para contextos.

Analogo ao sistema \j), a regra var é restrita a tipos em 7’ e a regra —. introduz a

intersecao para tipos nos contextos. Diferentemente desse sistema, uma regra —/ nao é
necessaria, pois o w pode ser atribuido a qualquer termo através da regra (w) de inferéncia.
Além disso, tipos com intersecao podem ser atribuidos a termos, através da regra ;. A
eliminacao da intersecao é feita através da relacao de ordem < para os tipos. A seguir,

apresentamos a defini¢do do sistema \}/5.

Definicao 5.2.2 (O sistema \})5): As regras de tipagem do sistema A5 sao dadas por:

TreT M :(nil - 1)

————— var

1:(rnil b 1) AM:(nilkFw—T)

n:(I'Fu) M :(I'Fu—T) My: (T"F u)

varn —re
n+l:(w.I'F u) (My My):(T'NT +7)
M:(TF ) M : (T F usg)

S— M
M : (WM = w) M: (T F uy Musg)

M:{(ul'F 1) M:(TF u) (T'Fau)y < (T

X

MM TFu—1) M (T'F o)
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onde a relagao binaria < é definida como segue:

ref tr
PLP D < Py
(51 < 1 (%) < (%)

- |_|e X X n

'LL1|_|U2<’U/1 'LL1|_|U2<’U1|_|U2
Uy < Uy 1 < T2 uy < Usy

— <ec

U1 —1m7 < U — T2 ng.ul.T>i < F§i~u2~r>z

U1<U2 F/<F
<F|_'U,1> < <F/|_’U,2>

<)

®, @', &y, ... sdo usados para denotar u € U’, contextos I' ou tipagens (I' - u). Observe

que em ® < &', e P’ pertencem a mesma classe de objetos.

Similar aos contextos com tipos em U, algumas propriedades sobre os contextos com

tipos em U’ seguem das respectivas definicoes.

Lema 5.2.3: Sejam I e A contextos diferentes de nil:

1. Se |T'| > sup(M), entao I' M envM =T

2. TNA=T1MA).(Ts1 MAS)

3. Sei < |T'[,|A|, entao (I'MA),=T; 1A,

4. I'NA);=T;NA e (TTTA)s;=T5;MAS;. O mesmo para (I'MA)<; e (I'MA)s;.

5. [T Al=max(|T|,|A]).

Os préximos lemas descrevem propriedades sobre a forma dos tipos e contextos, e suas
ligacoes com a relacao de subtipos definidas por <. Como os conjunto de tipos e a relagao

de ordem sao idénticos aos do sistema A", descritos na Secao 2.5.2, as demonstracoes sao

exatamente as mesmas das apresentadas em [56].
Lema 5.2.4: 1. Seueld’, entdao u=w ou u=MN 7, onden>1eV1<i<n, 1,€7’.
2. u < w.

3. Se w < u, entao u = w.
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Demonstragao. Veja [56]. O

Observe que, a partir da tipagem 2: (w.T.nil - 7) e da relagdo < temos que, para
qualquer uw € U’, 2:(u.T.nil F 7). Portanto, uma forma de lei de redundéancia é permitida,
no sistema de tipos , o que nao acontece no sistema original introduzido em [56]. Isso
se deve ao fato de w’s extras serem necessarios para a construcao do contexto sequencial
apropriado para a designagao correta de um tipo a um indice livre i. Apesar disso, no
Lema 5.2.7 prova-se que essa redundancia é limitada pelo préprio termo a ser tipado,

através de seu sup.

Lema 5.2.5: Seja v € U’ tal que v # w.

1. Se u < v, entao u =k

j:lTj’ UZH?:lTZ'I Onde p7k Z ]-7 V1 S j S k) 1 S 1 < b,

TjaTi,GleeV1SiépvzllgjgktalqueTjgT('

7

2. Seu<vVNa,entaou=u'Maeu <.

3. Sejam p,k > 1. Se MF_, (u; —7;) < M_; (uj—7/), entdo V1 <4 < p, 31 < j <k tal

/ /
que u; < uj e 7; < T

4. Seu—1 < v,entao v =TT_(u;—7)ondep>1leV1<i<p u<uer <.

5. Se M¥_(u;—7;) <wvondek > 1, entao v = M_ (uj—7/) onde p>1eV1<i<p,

1 < j <k tal que v < u; and 7; < 7.

Demonstracao. Veja [56] O
Lema 5.2.6: 1. SeI'<IMeu <o/, entao u.I' < ' .IV.

2. T <I"sse |T'|=|I"|=m e, se m >0 entao V1<i<m, I'; < T

3. Se |I'| = sup(M), entdo I’ < wM.

4. Se wM LT, entao I' = w.

5. TFu)y < (I"Fu)ssel"<Teu<u.

6. SeI' <IMe A< Alentao I'MA <IVMTA.
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Demonstracao. 1. Por induc¢do na derivacao de I' < IV tem-se que se I' < I, entdo

v.I' <v.I". Portanto, com a regra tr obtém-se o resultado.

2. Somente se) Por indugao na derivacao de I' < I”. Se) Por indugao em m, usando o

item 1 acima.
3. Pelo Lema 5.2.4.2 e o item 2.

4. Pelo item 2, |T'| = sup(M)=m. Se m =0, entao w™ =T =nil. Sendo, para cada

1<i<m, w < T';. Portanto, pelo Lema 5.2.4.3, V1 <:<m,I'; = w.
5. Somente se) Por inducdo na derivacao de (I' - u) < (I" o). Se) Pela regra <.

6. Esse é um corolério do item 2. O

5.2.1 Propriedades

O lema a seguir mostra a relagdo em uma tipagem (I' b u) de M em A, entre o

comprimento de I'" e os indices livres de M.

Lema 5.2.7 (Redundéancia para \;):

1. Se M :(I' F u), entao |I'|=sup(M).

2. Para todo I' e M tais que |I'| = sup(M), tem-se que M :(I" - w).

Demonstragao. 1. Por induc@o na derivagao de M :(I' F u).

2. Pela regra w, M : (W™ F w). Pelo Lema 5.2.6.3, I' < w™. Portanto, por < e <,
M:(TFw). O

Consequentemente, a redundancia permitida no sistema A5 é limitada pelo indice
ocorrendo livre no termo com o valor maximo.

O lema a seguir mostra que outra versao das regras var e ;, axioma e introducao da
intersecao respectivamente, sao derivaveis a partir da regras de inferéncia de tipagem e

de relacao de subtipos, apresentadas na Defini¢ao 5.2.2.

Lema 5.2.8 (Regras admissiveis em \};):



5.2 O sistema \Jg 99

/g o N
1. A regra M é admissivel em \j.

M:(TF ) M (A F uy)
M (TMTAF uy Mug)

!/

2. A regra var’ é admissivel em \5.

uweld
1:(u.nil - )

var’

Demonstracao. 1. Suponha que M : (I' - uy) e M : (A F wus). Pelo Lema 5.2.7.1,
II'|=]|A]=m. Assim, MA|=me (I'MA);=I;1A;, V1 <i<m. Pelaregra, eo
Lema 5.2.6.2, TTMA <T'e 'MA < A. Logo, pelas regras <y e <, M: (I'MA F uy)
e M:(I' T A F uy). Portanto, pela regra M;, M :(I' M A F uy Muy).

2. Pelo Lema 5.2.4.1 tem-se que ©u = w ou u = I_Ilen ondeVl<i<k 1,e€T"

- Se u = w, entao pela regra w obtém-se o resultado.
- Se u = Mk_,7; entdo, pela regra var, 1:(r;.nil - 7;) e, por k—1 aplicacoes da
regral 1, 1:(u.nil - u). O

Lema 5.2.9 (Geragao para \j):

1. Se n:(I' F u), entdao I';,=v onde v < w.

2. Se MM : (T' = u) e sup(M) >0, entdo u=w ou u =" (v; = 7;) onde k > 1 e

3. Se .M :({T' Fu) e sup(M)=0, entao I'=nil, u=w ou u=M*_,(v; —7;) onde k>1e
V1i<i<k, M:(nil - 7;).

Demonstragao. 1. Por indugao na derivacao de n:(I' F u). Pelo Lema 5.2.7.1, |I'| = n.

e Se 1:(r.nil - 7), nada hé provar.

e Se n:{(w"F w), nada ha provar.
n:(I'Fw)
n+1:(w.I'Fu)
n:(TF up) n:(T'F ug)

n:(I'F uyp Musg)
Portanto, pela regra M, v < uy Mus.

. Tem-se que (w.I'),+1=T", e, por HI, T';,=v onde v < u.

e Seja Por HI, I', = v onde v < u; e v < us.
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n: (T Fw) (T'Fuy < (I )
/'_u/>

< . Por HI, I'), =v onde v < u. Pelo Lema
< u'. Assim, pelo Lema 5.2.6.2, I’ =v' < v. Portanto, pela

2. Por indugao na derivacao de \.M : (I" F u).

e Se \.M:(w* |- w), nada h4 provar.
M:(ul' k1)
e
AM:(I'Fu—T)
CAM (T uy) AM (T ug) )
e Seja . Por HI, tem-se o casos a seguir:
AM (T uq Mug)

- Se up=us=w, entao uy I us =w.

oS

, nada ha provar.

- Se up=w, up =¥ (v;—7) onde k>1eV1<i<k, M:{v;I' F 7;), entdo
U MNugs=1usy

- Se ug=w, uy =M% (vf—7/) onde k>1e V1<i<k, M:(v.T F 7), entdo
up Nugs=1uq

(v = 1) ug =T (v, — 1), onde k,I>1eV1I<i<k+lI,

ik
- Se uy =TT i=k+1

M :(v; T F 1), entdo uy Muy =M1 (v;— 7).
AM (T F ) (T'Fu)y < (T
AM (T F )

Por HI, tem-se os seguintes casos:

e Seja . Pelo Lema 5.2.6.5, " <T'eu < u.

- Se u=w entao, pelo Lema 5.2.4.3, ' =w.

- Sendo, u=Mk_, (v;—7;) onde k>1eV1<i<k, M:(v;.T'F 7;). Pelo Lema
5.2.4.1, tem-se que ou v’ =w, logo nada ha provar, ou, juntamente com o
Lema 5.2.5.5, v =T_(vi—7/) onde p > 1e V1 <i<p, 31 <j <k tal
que v; < vj;, e 1;, < 7/. Para cada 1 <i<p, pelos Lemas 5.2.6.1 e 5.2.6.5,
tem-se que (v;,.I' = 7;,) < (vi.I" F7/) logo M : (v,.I" - 7}).

3. Pelo Lema 3.1.10.2 tem-se que sup(A.M) = 0 logo, pelo Lema 5.2.7.1, I' = nil.
Portanto, A.M : (nil - u). A demonstragao ¢ similar a do item 2 acima, onde — é

usado no passo indutivo ao invés de —;. O
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5.2.2 Reducao de sujeito

A propriedade de reducao de sujeito é provada de maneira padrao, com o lema de geracao
ja provado (Lema 5.2.9) e um lema de substituigao a ser provado (Lema 5.2.11). Um lema
auxiliar sera demonstrado a seguir, apresentando a relegao entre tipagens e o mecanismo

de atualizacao de indices.

Lema 5.2.10 (Atualizacdo para \;): Se M : (I' b u) e 0 < i < sup(M), entdo
M—H : <F§i.w.F>i + U>

Demonstragao. Por indugao na derivagao de M : (T' F u).

e Seja 1:(r.nil - 7). Para i =0 tem-se que 17 = 2 e, por varn, 2:(w.T.nil - 7).

e Se M:(wM F w), nada ha provar.

. ni(lFu) . i i
e Seja . Se 1=0 entao, pela regra varn, n+2:(w.w.I' F u). Sendo, note
n+1l:(w.IF u)

que nt' 41 = nt1+*D = pt2 . Por HI tem-se nt': (I'c;w.I's; - u). Portanto,

pela regra varn, n+2:(w.I'c;.w.I's; F u).

M:(u.l't 1)
AM:(TFu—T)
M) (y Ty w s F 7). Portanto, pela regra —; e a definicdo de i-elevacdo,

()\M)—H : <F§Z(.UF>,L = U—>T>.

. Pelo Lema 3.1.10.2 tem-se que sup(M)>i+1 logo, por HI,

M TFu—T) My: (A F ) »
e Seja . Pelo Lema 3.1.10.1 tem-se que sup(M;) > i
(My Ms):(TMAFT)

ou sup(My) > 4. Suponha s.p.d.g. que i < sup(M,), sup(M,). Por HI, M;" :

(Tqpwls; Fu—7) e My (Acq;.w.As; F u). Assim, pela regra —, e observando

que (T<;w.Is;) M (Agqiw.Asy) = (D1 A)cpw. (D11 A)s;, tem-se que (M; My)* :

(FMA)<;w.(TTTA)s; 7).
M:ThFw)  M:(TFu)

M :(T'F ug Moug)
M*":(T;w.I's; F uy). Portanto, pela regra M;, M (T<;.w.T's; b ug Mug).

Por HI tem-se que M : (T, w.I's; b uy) e

e Seja

M:(T'F u) TFu < I Fd)
M (T =)
Lema 5.2.6.5, I' < T' e u < u'. Assim, pelo Lema 5.2.6.2, I'.; w. I, < I'cpw.I's;.

e Seja Por HI, M : (T«;w.l's; F u) e, pelo

Portanto, pelas regras < e <, M+ : (I, w.I',; - o). O
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Lema 5.2.11 (Substituicao para \;): Sejam M :(I' F u) e i € N*, para i < sup(M),
e N:(AFT;):

1. Se i¢ FI(M), entao {i /N}M :(I';.T's; - u).

2. Senao, se sup(N)>i—1, entao {i /N}M:(Fc;.T's;) MAF u).
Demonstragao. Por indugao na derivagao de M : (I' F u).

1. Observe que i < |I'|=sup(M):

e Se 1:(r.nil - 7), nada hé provar.

e Seja M:{(w™ Fw). Pelo Lema 3.1.14.1, sup({i /N}M) = sup(M)—1. Assim,

WHE/NIM — (yM) i (M), e o resultado é vélido trivialmente pela regra w.
Seja — 2P0 Lema 5271, o] = n4 1 logo i < (n+ 1)
e Seja . Pelo Lema 5.2.7.1, |wI'| =n 0go i < (n e
B (wWI'Fw) &

{Z/N}Tilz n. Note que (w.I');=T";_1) logo por HI tem-se que {i—1/N}n:
(Fci—1yTs@o1y F u). Como (i—1) <n, {i=1/N}n = n—1. Portanto, pela
regra varn, n:(w.I'c;_1).Isio1) Fu).

M:{(ul'F 1)

e Seja . Se sup(N) =0 entédo, pelo Lema 3.1.11.1, Nt = N.
AM:(T'Fu—T)

Sendo, pelo Lema 5.2.10, N*: (w.A + I';). Por HI tem-se que {i+1/NT}M:

(ul' ;. T's; B 1) logo, por —;, A{i+1 /NT}M (T ;. Ts; Fu—T).

M:TFu—T) My : (T + u)
(My Mo):{T'N T+ 71)

i < sup(Ms) logo (' M IY); =T, NI Pelas regras M., <; e < tem-se que

N:(AFT;)e N:(AFTY). Assim, por HI, {i /N}M; : (T ;.Ts; Fu—7) e

{i/N}My:(I'_,I',, - u). Portanto, pela regra —., ({¢/N}M; {i/N}M>):

(T MT).(Ts MTS,) 7).

M:(T'F ) M :(T'F ug)
M : (T b uy Moug)

e {i/N}M : (I';.T's; F uy). Portanto, pela regra M; tem-se que {i/N}M :

(T Tsi B ug Mug).

M: T+ u) (T'Fau)y <(T"F ')

MT'F )
logo, pelo Lema 5.2.6.2, I'; <T'; e I'_,.T',; <T';.I's;. Assim, pelas regras <

e Seja . Suponha, s.p.d.g., que i < sup(M;) e

e Scja . Por HI tem-se que { i /N}M :(T';.T'<; F uy)

. Pelo Lema 5.2.65, I" <Teu < v

e Seja
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e < tem-se N: (A FT}) e, por HI, {i /N}M : (I'_;.T's; - u). Portanto, pelas
regras < e <, {1 /N}M (', T, Fu').

2. e Se 1:(r.nil - 7), nada hé provar.
e Seja M:(wM I w). Tem-se os seguintes casos:

- Se FI(M)={i}, entdo |wM| =i logo (w™) i.(wM)s; = wM', onde M’ é
qualquer termo tal que sup(M’)=i— 1. Assim, w™ MA=A. Pelos Lemas
3.1.14.3 e 5.2.7.1, sup({i /N}M) = sup(N) = |A|. Portanto, pelo Lema
5.2.7.2, {i /N}M : (A F w).

- Sendo, pelo Lema 3.1.14.3 e Lema 5.2.7.1 tem-se que sup({i/N}M) =
maz(sup(N), sup(M)—1) = maz(|Al, |[w™] — 1) = [A T ((WM) 5. (WM))].

Portanto, pelo Lema 5.2.7.2, {i /N} M : (AN ((w™) 4. (w™)<;) F w).
n:(l'Fu)

n+l:(w.IF u)
Lema 5.2.7.1, |I'| =n. Pelo Lema 5.2.9, I', = v, onde v < u. Assim, pela

e Seja . Para i =n+1 tem-se que {n+1/N}n+1=N e, pelo

regra M. e Lema 5.2.6.2, (w.I',,.nil) MA < A. Portanto, pelas regras < e <,

N:{((w.Topmil) T A F u).
e Seja M:(ul'F7) . Observe que (u.I');41)=T". Se sup(/N)=0 entao, pelo
AM: (T Fu—T) ' ' ’
Lema 3.1.11.1, N* =N, senao, pelo Lema 5.2.10, tem-se que N :{(w.A F T).

Por HI, {i+1/N*}M : ((u.To;.T5;) MA" F 7), onde A’ é nil ou w.A. Se

A'=w. A, entao (u.I'o;.T's;) MA/ :u.((F<i.F>i) M A). Assim, pela regra —;,
A{i+1 /NTIM (T, Ts;)) MAFu—7). O caso A'=mnil é trivial.
M:(ThFu—T) My : (T F u)

(My My):(T'MT" + 7)
(P'MIY); =T; NI logo, pelas regras M., <y e <, N:(AFT;) e N: (AFTY).

Por HI, {i /N}M;: (T, Ts) MAFu—7) e {i/N}My: (I'_,.TL,) MA F u).
Note que (T'<;.T'5;) MAMNTL, IL,) MA= (DY) .(D M IY)5;) A, Portanto,
pela regra —, {i/N}(M; M) : (P M) (DMIY)s;) MA F 7). Os casos

Se i € FI(M,) e i € FI(M,), entdo

quando i ¢ FI(My) ou i ¢ FI(M,) sdo similares, usando o item 1 no passo

indutivo sempre que necessario.

M:(T'F ) M :(T'F ug)
M : (T F uy Mug)

{i/N}M:((I';.I's;) T At uy). Portanto, pela regra M; tem-se que {i /N}M :

<(F<1F>Z> M A l_ U1 M U2>.

e Seja . Por HI, {i /N}M : (T;.T<;)) TA F uy) e
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M: (Tt u) (T'Fu)y < (I ')
MT'F )

logo, pelo Lema 5.2.6.2, I'; < I'; e I'_, I, < I';.I's;. Assim, pelas regras

<y e < tem-se que N : (A FTy) e, por HI, {i/N}M : (T<;.Ts;) MA F w).

Pelo Lema 5.2.6.6, (I'_,.T',;) MA < (I'c;.I's;) M A logo, pelas regras < e <,

{i/N}M (T, T5,) N A Fu). O

e Seja . Pelo Lema 5.2.65, I" <Teu < v

Apesar da possibilidade de uma lei de redundancia através da relacao de subtipos e a
regra de inferéncia < correspondente, pelo Lema 5.2.7 observamos que essa redundancia
tem um limite superior. Portanto, como os indices livres que desaparecem depois de

reducoes 3 podem ser maiores que esse limitante, precisamos de uma definicao similar ao

I'| »s apresentado para Ajy.

Definigao 5.2.12 (Restrigao para contextos): Sejam M um termo tal que sup(M)=

m e I" um contexto. A restri¢ao de I' a sup(M), dada por I'<,,.nil, é denotada por I'[,;.

A definicao acima nos permite tipar o termo resultante de uma reducao 4 com um
contexto mais curto, relacionado ao contexto original. Primeiro, provamos algumas pro-

priedades dessa nova restrigao sobre contextos.
Lema 5.2.13: 1. Se sup(N) < sup(M), entao wM|y=w¥.
2. Se |I'| < sup(M), entao (I'MA) =T M A,

3. Se sup(N) > 0, entao (u.I')[y=u.I'l(x.n).

Demonstracao. 1. Diretamente da Definicao 5.2.12 e da definicdo de w?.

2. Seja sup(M) =m. Portanto, (' TTA) = (I'MA)<pnil = (I, M AL, 0l =

3. Se sup(IN) > 0 entao, pelo Lema 3.1.10.2, sup(A\.N)=sup(N)—1. Assim, (u.I')[n=

(U.F)Ssup(]\/) il = u'FS(SUP(N)*l) el = UF[()\N) .

Por fim, temos a seguir os Teoremas 5.2.14 e 5.2.15 estabelecendo respectivamente a

SR para a contracao [3 e, ao contrario do obtido para Aj}, a SR para reducao § em \5.
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Teorema 5.2.14 (SR para contragao (): Se (A.M N): (I' - u) entdo {1/N}M :
<Fr{l/N}M |— u>

Demonstragao. Por inducao na derivagao de (A.M N):(I" F u).

e Seja (AM N): (WM N ). Pelo Lema 3.1.15, sup({1/N}M) < sup(\.M N)
logo, pelo Lema 5.2.13.1, w*M M|y nyy = wtd/NMM 0 Pela regra w obtém-se o
resultado trivialmente.

AM: (A Fu—T) N:(A"F )
(AM N):(ATTA"F7)

e Seja . Tem-se os seguintes casos:

— Caso sup(M) = 0. Pelo Lema 5.2.9.3 tem-se que A =nil e M : (nil - 7).
Pelo Lema 3.1.12.3 tem-se que {1/N}M = M. Portanto, ATTA" = A’ e
A1 vy = ATy = nil.

— Caso sup(M)>0. Pelo Lema 5.2.9.2, M : (u.A F 7):

- Se 1¢ FI(M) entao, pelo Lema 5.2.11.1, {1 /N}M : (A 7). Pelo Lema
5.2.13.2, (AT A) Iy1/nmm = AT (A[{1/nyum) logo, pela regra M. e pelo
Lema 5.2.6.2, (A TTA") [{1/nvym < A. Portanto, pelas regras < e <,
{1/NFM: (AN A1 ynym B 7).

- Se 1€ FI(M) entao, pelo Lema 5.2.11.2, {1 /N}M : (ATTA’" F 7). Pelo
Lema 5.2.7.1, AN A'|=sup({ 1L /N}M) logo (ATTA) {1 /npm= ATTA.

(AM N): (T F uy) (AM N): (T F usg)

(AM N):(I'Fuy Mug)
(§] {l/N}M <Fr{l/N}M F UQ>. LOgO, pela regra |_|i7 {l/N}M <Fr{l/N}M F up U2>.

e Seja - Por HL, {1 /N}M (T 1 /nya F wa)

(MM N): (' F u) (T'Fu) <A(I"F )
M N): (I F )
Pelo Lema 5.2.6.5, I" < T' e u < v’ logo, pelo Lema 5.2.6.2, I'"[¢1 /vymr< Tl {1 /3y

e Seja - Por HL, {1 /N}M :(Dl{1/nvym b w).

Portanto, pelas regras <¢ e <, {¢/N}M (I"[{1/nmm ). O

Teorema 5.2.15 (SR para redugao 3): Se M :(I' Fu) e M —5 N, entao N:(I'[y F u).
Demonstragao. Por inducao na derivagao de M : (I" F u).

e Seja M :(wM I w). Tem-se que FI(N)C FI(M) logo sup(N)<sup(M). Pelo Lema

5.2.13.1 tem-se que wM|y=w". Portanto, pela regra w, N: (w" F w).
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M":(v.T'F 1)
AM :(TFv—T)
Se sup(N'")=0, entao N’:(nil - 7). Pela regra —/ tem-se que A.N": (nil - w—7)

e Seja

Por HI, N": {((v.I)[y» F 7), onde M’ —5 N'.
B

logo, pelas regras —, <y e <, AN (nil - v—T).

Se sup(N') >0 entao, pelo Lema 5.2.13.3, (v.I')[yv=v.I'[, n». Portanto, pela regra
—i AN (Tn Fo—T).
M'":{nil - 7)

AM (nil - w—T1)
sup(M')=0. Por HI, N":(nil - 7) logo, pela regra —%, A.N":(nil - w—r7).

e Seja Para M' —3 N’ tem-se, pelo Teorema 3.1.16, sup(N') <

M (AFu—T) My: (A" F u)
(Ml Mg)l(AﬂA/}_T>
HI tem-se Ny:(Afn, Fu—7) logo, pela regra —, (N7 M) : (Aln, MA" = 7).

e Seja . Seja N=(N; M) tal que My —3 N;. Por

- Se sup(Ny) > sup(Ms) entdo sup(N)=sup(N;). Portanto, pelo Lema 5.2.13.2,
(AMTA) [ Nv=AlN, A"

- Se sup(Ms) > sup(Ny) entao sup(N) = sup(Ms). Assim, pelo Lema 5.2.13.2,
(AN A) = Ala, MA'. Pela regra M, e pelo Lema 5.2.6.2 tem-se que
(ATasz)>supv) AL vy S ALy Logo, pelo Lema 5.2.6.2 tem-se que
(ATTA Ny ((ATasz ) > sup(vy) AL gpvny) SATTAN N AL vy Observe que,
pelo Lema 5.2.3.4 e pela Defini¢ao 5.2.12, (ATTA") [y, A;sup (v = Al M Ae
(ATVA) Ny ((Ala) ssupvi) AL gpivyy) = Al A’ Portanto, pelas regras
<pe <, N:i(Ahy, MA 7).

M: (T F ) M: (T F ug)

M : (T F uy Mug)
Portanto, pela regra M;, N:(I'[y F uy Mug).

e Seja . Por HI tem-se N:(I'[y F u1) e N:(I[y F ug).

M:(T" ) (IFu) <(T'Fw)
M (T u)
tem-se que I' < IV e v/ < u e pelo Lema 5.2.6.2 tem-se que I'[ y< I[y. Portanto,

e Seja . Por HI, N:(I""[y F u/). Pelo Lema 5.2.6.5

pelas regras < e <, N:(I'[y - w). O



Capitulo 6

Caracterizacao de PT
para formas (J-normais no )\ggr

Neste capitulo apresentamos as tipagens principais no sistema \;5" para formas G-normais
do A\gp-calculus. Esse trabalho, publicado em [101], é andlogo ao trabalho de caracteri-
zagao realizado em [37]. A restricdo da forma dos tipos na regra (var,), em relacdo a
regra (var) de Aj}, ¢é essencial para que a operagao sintética associada a defini¢do de
tipagem principal seja apenas a substituicao de tipos. A substituicao de tipos utilizada é
ligeiramente diferente da substituicao para tipos simples, apresentada na Definicao 2.2.4,
pois mapeia variaveis de tipo para elementos em 7. A seguir, apresentamos a definicao

para a extensao para elementos em U e conceitos utilizados na prova de completitude do

algoritmo de inferéncia, apresentado na Secao 6.1.
Definigao 6.0.16 (Substituicao para IT restrita):
1. Seja s: A — 7 uma substituicdo. A extensao de s para 7 é dada por s(u—7) =
s(u) — s(7) e para elementos em U por s(w)=w e s(uAv)=s(u) A s(v).
A extensao para contextos é dada por s(nil)=nil e s(u.I')=s(u).s(I).
2. O dominio de uma substitui¢do s é definido por Dom(s)={a|s(a) # a}.
3. Uma substituigao s tal que Dom(s)={a} é denotada por [a/c], onde s(a)=0.

4. Para duas substituicoes s; e s com dominio disjuntos, seja a composigao disjunta
$1 + s9 definida por:

si(a) se a € Dom(s;),para i€{1,2}
(51 + s2)() { a se a ¢ Dom(s1) U Dom(sz)

107
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5. Seja TV (u) o conjunto de ocorréncias de variaveis de tipo de u € U. A

extensao para contextos é direta.

Portanto, a definigdo de PT para o sistema A5" depende apenas da substituigao de
tipos como definida acima. Essa caracteristica é similar a sistemas com tipos simples,

como o sistema \;; apresentado no Capitulo 4.

Porém, como visto no Capitulo 5, essa restricao impede que o sistema tenha a pro-
priedade de SR para a reducao 3. Apesar de SR ser uma propriedade basica, que deve
ser satisfeita por qualquer sistema de atribuicao de tipos, o sistema infere tipagens para
todas as #-nfs. Além disso, o sistema apresentado é uma restricao de sistemas de I'T mais
complexos que tém sido amplamente investigados, onde as inferéncias de P'T sao precedi-
das de um processo de normaliza¢ao do termo (cf. [95]). Assim, o sistema \j5" compoe

uma abordagem pertinente na caracterizacao de PT em sistemas de IT para A\j5".

6.1 Inferéncia de tipos e tipagem principal

A seguir, introduzimos a defini¢ao de tipagem principal para (-nfs em A\j5".

Definicao 6.1.1 (Tipagem principal para f-nfs em A)j;"): Seja N uma f-nf. Uma

My

tipagem principal de N em \j3" é uma tipagem © = (I' - 7) tal que:

LAY IFN:©

2. Se Ajp" IF N : © para alguma tipagem ©' = (I - 7'), entdo existe uma substitui¢ao

s tal que s(©) = ©'.

A Definigao 6.1.1 acima é similar a Definicao 4.1.4, das tipagens principais em A};.
Apesar disso, nao esta claro como provar a correspondéncia da Definicao 6.1.1 e a Definicao
2.2.2. O problema é saber se, para M € Termos ASMr (©), apenas a substituigao é suficiente

para obtermos todas as tipagens de M em A5

A seguir, introduzimos o algortitmo Infer para inferéncia de tipos para (-nfs, similar

ao algoritmo de [37].

Definigao 6.1.2 (Algoritmo para Inferéncia de Tipos): Seja N uma (-nf:
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Infer(N) =
Case N =n
let o é uma v.t. nova
return (w21 .a.nil, a)
Case N =)\.N'

Case

let (I",0) = Infer(NN')
if (I = u.I') then
return (I',u—o)

else

return (nil,w— o)

let (T'!,01) = Infer(IVy)

('™, 0,,) = Infer(Ny,)
« é uma v.t. nova

return (w2=t.0y — - — oy —anil) ATTA - AT™ Q)

A nocao de variavel de tipo nova é utilizada na prova de completitude. Tomar variaveis

novas ¢é a forma de garantir que a cada vez que tomamos um elemento do conjunto A, esse

elemento é diferente dos tomados anteriormente. Portanto, duas chamadas ao algoritmo

que nao se sobreponham retornam pares com conjuntos disjuntos de variaveis de tipo.

Teorema 6.1.3 (Corregao de Infer): Se N é uma (-nf e Infer(N) = (I',0), entao
N: <F f_/\ggfr O'>.

Demonstracao. Por indugao na estrutura de N.

e Se N = n entao Infer(n)=(

1

2=l a.nil, «). Pela regra var,, 1:{a.nil - «) e, pela

aplicacao de varn n—1 vezes, n: (w2 .a.nil F o).

e Seja N = A.N'. Se (I",0) = Infer(N’) entado, por HI, N': (I" I o). Assim, se

[ = u.I' entdao Infer(A.N') = (I',u — o) e, por —;;, AN : (I' F u—o), sendo

Infer(A.N')=(nil,w—o) e, por =, A.N":(nil F w— o).

e Seja N = nN;---N,,. SeV1i<i<m, (I*,0;) = Infer(N;) entao, por HI, V1<i<m,

N;: (" F o). Seja A = w™L.g) — ---

— 0y — a.nil. Assim, Infer(N)= (A A

A+ AT™ ) para alguma v.t. « nova. Por var, e por varn n—1-vezes, n: (A

0'1_)...

— O —a) e, por —, m-vezes, N:(AATIA - AT™ F a). O
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Observe que, como a escolha das v.t. novas nao esta formalmente definida, o algoritmo

Infer estd bem definido médulo o nome das variaveis de tipo.

Corolério 6.1.4: Se N é uma (-nf entdo N é tipdvel em \j5".

Teorema 6.1.5 (Completitude de Infer): Seja N uma S-nf. Se N:(I' Fsa o), entao

para (I, 0’) = Infer(N) existe uma substituigao de tipos s tal que s(I") =I"e s(0’) = 0.
Demonstracao. Por inducao na estrutura de N.

e Seja N = n. Se n: ([ o) entdo, pelo Lemas 5.1.7 e 5.1.8.1, T' = w™=1L o.nil.

Tem-se que Infer(n) = (w™=L.a.nil, a) logo seja s = [a/a].

e Seja N = A\.N' e suponha que A\.N':(I" - o).

Se T' = nil, entao pelo Lema 5.1.8.3 tem-se que ou 0 =w — 7 e N’ : (nil - 1)
ou o= ANj_jo; —7e N :(A\j_o5nil = 7). No primeiro caso, por HI tem-se
Infer(N')=(I",7') e existe s tal que s(7') =7 e s(I") =nil logo I" =nil. Assim,
Infer(A.N') = (nil,w —7') e s(w—1') = s(w) — s(7') = 0. No segundo caso, por
HI tem-se Infer(N') = (I",7) e existe s tal que s(7') = 7 e s(I") = Al_,0;.nil.
Assim, I" = u.nil onde s(u) = Aj_,0;. Portanto, Infer(A\.N') = (nil,u — 7') e
s(u—T1")=s(u)—s(t")=o0.

Se |I'| > 0, entdao pelo Lema 5.1.8.4 tem-se que 0 =u — 7 e N : (u.l' k- 7). A

demostragao é entao analoga a anterior.

e Seja N = (nNy--- Ny). Se (nNy---Nyp,) : (I' F o) entdo, pelo Lema 5.1.8.5,
=w™ .o — - —o,—0onil) A\T'A-- - AT™ e V1<i<m, N;: (I  0;). Por
HI, V1 <i<m, Infer(N;)=(I'", ) e existe uma s; tal que s;(c})=0; e s;(T")=T".
Tem-se que Infer(N)= ((w22t.0} — - — o, —anil) A\TVA---AT™ a), para
alguma v.t. a nova. O dominio de cada s; é composto pelas v.t.s retornadas por
cada chamada ao Infer para o N; correspondente. Consequentemente, os dominios
sdo dois a dois disjuntos. Assim, para s=[a/c]| + 1 + - - - + s, tem-se o resultado

desejado. O]

Logo, o par retornado por Infer para uma (g-nf N é a tipagem mais geral de N no
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sistema A\j5". Note que essas tipagens sao unicas médulo renomeamento para varidveis

de tipo.

Teorema 6.1.6: Se N é uma (-nf e (I';0) = Infer(N), entdo © = (I' F o) é uma

tipagem principal de N em Aj5".

Demonstragao. Seja N uma f(-nf e (I',0) = Infer(N). Pelo Teorema 6.1.3 tem-se que
N:(T s o). Seja © = (I" - ¢’) uma tipagem qualquer de N em \j5". Pelo Teorema
6.1.5 tem-se que existe uma substituigao s tal que s(0') = ©. Logo, pela Definigao 6.1.1

tem-se que © é uma tipagem principal de N em \j5". n

A seguir, apresentamos um lema estabelecendo a relagao entre o multiconjunto de

indices livres de uma (-nf e os tipos designados pelo contexto em uma PT deste termo.

Lema 6.1.7: Se Infer(N) = (I',0) para N uma f-nf, entdo I'; = AJZ,0; se, e somente

se, i €™ FI(N).

Demonstragao. Por indugao na estrutura de N. Note que, pelo Lema 3.1.9.3, n ¢ FI(M)
sse n ¢ FI(M).

e Se N = n, nada ha provar.

e Seja N = A.N'. Pelo Lema 3.1.9.2 tem-se que i €™ FI(A\.N') sse i+1 €™ FI(N').
Por HI, se Infer(N')=(I",0’) entao I'},; = AL 0% sse i+1 €™ FI(N'). Se I'"=nil,
nada hé provar. Senao, para I"=u.I', Infer(A.N')=(I",u—0¢"'). Assim, I';=I" | =

ATy of sse i+l €™ FI(N') sse i €™ FI(AN').

e Seja N=nN;---N,,. SeVl<k<m, Infer(N,) = (I'*,o%) entdo, por HI, I'¥ =
AN*_o* sse i € FI(N;). Tem-se que Infer(nNi---N,,) = (A, a), para A =

=177
(wit.oy — -+ = oy —anil) AT'A - AT™ onde a é uma v.t. nova. Note que,
para todo i€ FI(N), i€' FI(N)onde | =1+ "  lysei=nel=> " I caso
contrario, e i €% FI(Ny). Assim, A;=A}_,0;. O

No Lema 6.1.7 acima, as hipdteses de N ser uma [§-nf e da tipagem estar em A\j5" tém

um papel crucial. Seguem contraexemplos quando uma destas nao é satisfeita.
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Exemplo 6.1.1: (a) Seja M = (A.((2 1) (3 1)) 4). Tem-se que M : (T Fsan ay),

para '=a; —ay. az— s —ay . (ag A ag).nil.

(b) Seja N = (1 3). Tem-se que (1 3): (w2 (a A ).nil Fasar T), pois pela regra (var),
L:{((aNB)—Tnil - (aANB)—T).

6.2 Caracterizacao das tipagens principais

Apresentamos nesta segao, uma caracterizacao das tipagens principais das S-nfs em \j5",

andloga a caracterizacao apresentada em [37]. Como ponto de partida, introduzimos

subconjuntos préprios de 7 e U contendo os pares retornados por Infer.

Definicao 6.2.1: 1. Sejam 7¢, Ty e Ue definidos por:
p < TC ZZ:A‘TNF—V]#C Y € TNF ZZ:A|UC—>TNF
v € Up i=w|Uc NUc | 1o

2. Seja C o conjunto de contextos I' ::= nil |v.I" tais que v € Ug. Observe que C é

fechado para A.

Os conjuntos 7, Tyr e C sao similares aos conjuntos 7g, Tyr e &, respectivamente,

descritos na Secao 2.5.1.
Lema 6.2.2: Seja N uma [-nf. Se Infer(N) = (I',0), entao (I',o) € CxTyp.
Demonstracao. Por indugao na estrutura de N.
e Seja N = n. Tem-se que Infer(n)=(w™L.a.nil,a). Note que a € Tyr e w, a EUc
logo w™=L .a.nil €C.

e Seja N = A.N'. Se (I, 0) =Infer(N’) entao, por HI, c€Tyr e ["€C. Se I"=0.T
entdo Infer(A.N') = (I';v — o) logo I' € C e, como v € Ux, v — 0 € Typ. Sendo,

Infer(A\.N')=(nil,w— o) e a suposigao é verdadeira.

e Seja N = nN;---N,,. Se V1i<i<m, (I',0;) = Infer(lV;) entdo, por HI, " € C e

0; € Inp. Seja A=w™L gy — ... — 0, — a.nil, para alguma v.t. « nova, assim
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Infer(N)=(AAT*A--- AT™ «). Note que oy — -+ — 0, ~a€Te C Up. Assim,
como A, T, ... . T™ € C, tem-se que AAT!A---AT™eC e a€Typ. O

Definigao 6.2.3: Seja I'm(Infer) o conjunto formado pelos pares (I', o) tais que (I', o) =
Infer(N) para alguma [-nf N.

Corolario 6.2.4: Im(Infer) C Cx7yr.

Usaremos defini¢oes para ocorréncias finais e polaridade, i.e. positiva ou negativa, de

ocorréncia de variaveis de tipo similares as defini¢oes de J-L. Krivine em [68].

Definicao 6.2.5 (Polaridade): Seja 7 € 7. As ocorréncias positivas e negativas

de uma variavel de tipo a sao definidas por inducao na estrutura de 7:

(i) Se 7 € A entao a possivel ocorréncia de « é positiva.

(ii) Se 7 = u — o entdo as ocorréncias positivas (resp. negativas) de a em 7 sdo as
ocorréncias positivas (resp. negativas) de o em o e as ocorréncias negativas (resp.

positivas) de a em u

(iii) Se u = w ent@o a possivel ocorréncia de « é positiva. Sendo, para u = A", 0;, as
ocorréncias positivas (resp. negativas) de av em wu sdo as ocorréncias positivas (resp.

negativas) de o em oy, para qualquer 1<i<m.

A Defini¢ao 6.2.5 acima coincide com a defini¢ao dada em [39], quando restrita aos

tipos em 7o e em Typ.

Definigao 6.2.6 (Polaridade para contextos): Sejam a € A e I' um contexto. As
ocorréncias positivas (resp. negativas) de a em I' sd@o as ocorréncias positivas (resp.

negativas) de o em I';, V1 <4 < |T'.

Definicao 6.2.7 (Ocorréncia final): Sejam u € U e o € A, entdo a é uma ocorréncia

final de u se é um dos casos a seguir:

(i) Se ue A ou u = w, entao a possivel ocorréncia de o em w ¢ final.

(ii) Se u =1u'—0 e a é uma ocorréncia final de o.
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(i) Se u = uy A uy e @ é uma ocorréncia final de u; ou us.
Definigao 6.2.8 (C-tipos): Sejam I' € C e ¢ € Typ. Os C-tipos T sao definidos por:
T:=T=p|A=, onde |[A] >0

Observe que, para toda B-nf N, Infer(N) tem associado um tnico C-tipo TV. Os
A-types em [37] sdo definidos tomando o conjunto de multiconjuntos associado a um
contexto de tipos e tranformandos-os em um tnico multiconjunto usado a esquerda de =.
E importante lembrar que contexto de tipos para o A-calculus com nomes é um conjunto
de designacao de tipos para varidveis de termos. Assim, para um contexto A e um tipo

7, A=T1 é 0 A-tipo correspondente, onde A é o multiconjunto obtido de A. Na Definico

6.2.8 acima a estrutura sequencial dos contextos é preservada.

Definigao 6.2.9: SejaT = I'= ¢ um C-tipo. Um C-tipo T" esta contido em 7', denotado
por " C T, seT =1"= ouT' =1"=pparal”C I Sel”" C I' entao T" esta

estritamente contido em 7', denotado por 7" C T.

Observe que na Defini¢ao 6.2.9 acima temos que IV pode ser nil no caso T =T"= .

Definigao 6.2.10 (Subtermos a esquerda): O conjunto L(7) dos subtermos a

esquerda de um C-tipo T é definido por inducao estrutural:
(i) L(I'=) = L(I).
(ii) L(T'=¢) = L(T) U L().
(iii) L(v.I') = {v} UL(T) se v # w e L(I') caso contrario.
(iv) L(nil) = 0.
(v) Llv—¢) ={v} UL(p) se v #w e L(p) caso contrario.

(vi) L(a) = 0.

A extensao de alguns conceitos ja definidos para tipo e contexto é direta e apresentada

a seguir.

Definicao 6.2.11: 1. TV(I'=¢) =TV(I)UTV (p).
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2. As ocorréncias positivas (resp. negativas) de « € Aem T = I"= p sao as ocorréncias
positivas (resp. negativas) de @ em ¢ e as ocorréncias negativas (resp. positivas) de

aem .

Definigao 6.2.12 (C-tipo fechado): Um C-tipo T é fechado se cada varidvel de tipo

a € TV(T) tem exatamente uma ocorréncia positiva e uma ocorréncia negativa em 7.
Lema 6.2.13: 1. v.I'= ¢ é fechado sse I'=v— ¢ ¢é fechado.
2. nil = é fechado sse nil=w— ¢ ¢é fechado.

3. SeV1<i<m,T; =T"= ¢, éfechado e TV (T;) sao dois a dois disjuntos, entao
(Wil — -+ — o, —anil) ATIA - - AT™ =« é fechado, para qualquer v.t. «

nova.

Demonstracao. 1. Sejam T'=v.]'=p e T'=I'=v—p. Note que TV(T)=TV(T") e
que a polaridade para as ocorréncias das v.t.s em v sdo exatamente as mesmas em

Teem T
2. Anéloga a demonstragao anterior.

3. Seja T=(w=Lipy — -+ = pp—anil) \T'A--- AT =« o C-tipo como suposto.
Como TV (T;) sao dois a dois disjuntos, TV(T) =U", TV (T;) U{a} e T tem exa-
tamente duas ocorréncias de cada v.t. Note que V1 <7 <m, as ocorréncias de v.t.s
em ' e em ¢; tém exatamente a mesma polaridade em T; e em T e que « tem uma

ocorréncia positiva e uma negativa em 7. Portanto, T' é fechado. O

Definicao 6.2.14 (C-tipo fechado ao final): Um C-tipo T' = I' = ¢ ¢ fechado ao
final, ou f.f., se a ocorréncia final de ¢ é também uma ocorréncia final de um elemento

em L(T).
Lema 6.2.15: 1. v.I'= ¢ é fechado ao final sse I'=v— ¢ ¢é fechado ao final.

2. nil= ¢ é fechado ao final sse nil=w— ¢ ¢é fechado ao final.

Demonstracao. 1. Sejam T'=v.]' = p e T' =1 = v—¢p. Note que a ocorréncia

final de v — ¢ é a mesma de . Se v # w, entao pela Definicao 6.2.10 tem-se
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que L(T) = L(v.I)UL(p) = {v}UL(T)UL(p) = L(I')UL(v — ¢) = L(T"). Senao,
L(T)=L(w.INUL(e)=L(I"UL(p)=L(I'"UL(w— @)= L(T"). Portanto, T é f.f. sse
T é f.

2. Andloga a demonstracao anterior. O]

Defini¢ao 6.2.16 (C-tipo fechado minimal): Um C-tipo T é fechado minimal, ou

f.m., se T é fechado e nao existe 17" fechado que esteja estritamente contido em 7.

Lema 6.2.17: 1. Seja v # w. Se v.I' = ¢ ¢é fechado minimal, entao I' = v— é

fechado minimal.
2. w.I'= ¢ é fechado minimal sse I'=w— ¢ é fechado minimal.
3. nil= ¢ é fechado minimal sse nil=w — ¢ é fechado minimal.

4. SeV1<i<m, T; =T"= ¢; 6 fm. e TV(T;) sao dois a dois disjuntos, entao
T = (wrly - = p,—anil) A\T'A--- AT™ = « é fechado minimal para

qualquer v.t. a nova.

Demonstracao. 1. Sejam T'=v.'= ¢ fm. e T" =T'=v—p onde v#w. Pelo Lema
6.2.131 tem-se que 7" é fechado. Suponha que 7" C T'. Se T" = I" = v— ¢ entao
T" =vI"=¢ C T. Pelo Lema 6.2.13.1, T" é fechado sse T"" é fechado. Assim, por
T ser f.m., T” nao pode ser fechado. Se 7" =1"= tem-se similarmente que 7" nao

pode ser fechado. Portanto, 77 é f.m.

2. Pelo Lema 6.2.13.1 tem-se que w.I'=>p é fechado sse I'=w — ¢ ¢é fechado. Seja T
tal que T C wIl'=p. Tem-se que T =w.l'=¢psse ["Clsse T =1"=w—pC
['=w— . Existe um T” correspondente quando 7' = nil= ¢ e quando T' = w.I'=.
Portanto, pelo Lema 6.2.13.1, existe um 7' fechado e estritamente contido em w.I'=

v sse existe um 7" fechado e estritamente contido em I'=w — .
3. Andloga a prova anterior.

4. Seja T definido como o suposto no enunciado e seja 1" tal que 7" C T'. Pelo Lema
6.2.13.3 tem-se que T é fechado e suponha que T” seja fechado. Se T" = [" = entao,

como |IV|>0, existe um A’#nil para algum 7 tal que A° C T e A’ C I". Note que
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TV (T'") sao dois a dois disjuntos, logo se A’#T" entao A*= é fechado e A= C T".
Portanto, A’=T" e, analogamente, tem-se que (w22t.; — « -+ — @, —a.nil) E T7,
obtendo um C-tipo 7" que nao é fechado. Se 7" = I =« entdo com um argumento
similar tem-se que IV = (w™t.p; — -+ — @, —anil) ATPA - AT™. Assim, T" é

fechado sse T é fechado e T"=T'. Portanto, T é f.m.. O

Definigao 6.2.18 (C-tipo completo): Um C-tipo T é completo se T é fechado ao final

e fechado minimal.

Lema 6.2.19: 1. Seja v # w. Se v.I'= ¢ é completo, entao I'=v— ¢ é completo.
2. w.I'=p é completo sse I'=w — ¢ é completo.
3. nil=¢ é completo sse nil=w— ¢ é completo.

4. Se V1<i<m, T; = T = ¢; é completo e TV (T;) sao dois a dois disjuntos, entao
T = (wlp — = pp—anil) A\T'A--- AT™ =« é completo para qualquer

v.t. « nova.

Demonstracao. 1. Pelos Lemas 6.2.15.1 ¢ 6.2.17.1.
2. Pelos Lemas 6.2.15.1 e 6.2.17.2.
3. Pelos Lemas 6.2.15.2 ¢ 6.2.17.3.

4. Pelo Lema 6.2.17.4 tem-se que o T' como suposto no enuciado é f.m.. Note que

(§01—>"’—><Pm_>05>/\(F1A"'/\Fm)n€L(T> 10gOTéff [

Lema 6.2.20: Se N é uma (3-nf entao TV é completo.
Demonstracao. Por indugao na estrutura de N.

e Seja N = n. Tem-se que Infer(N) = (w1 .a.nil, ), assim TV = w1 a.nil = «.
Note que L(T™) = {a}. Logo, TV é fechado e fechado ao final. Os dois tnicos
n—1

C-tipos estritamente contidos em TV sao w™=L.a.nil = e nil = o, que nao sao

fechados. Portanto, TV é fechado minimal.



6.2 Caracterizagao das tipagens principais 118

e Seja N = A.N'. Se (I, ) =1Infer(N') entao, por HI, TV =T"= ¢ é completo.
Se I"=v.I" entao Infer(A.N')=(T,v—¢) e TV =T =v—¢. Se v#£w, entao pelo
Lema 6.2.19.1 TV é completo. Senao, pelo Lema 6.2.19.2, TV é completo.

Se I"=nil entdo Infer(A\.N')=(nil,w— ¢) e, pelo Lema 6.2.19.3, T ¢ completo.

e Seja N = nN;---N,. Se V1<i<m, (I, ;) = Infer(NV;) entdo, por HI, T
é completo. Observe que TV (TY) sao dois a dois disjuntos porque sio retor-
nados por chamadas de Infer que nao se sobrepoem. Tem-se que Infer(N) =
(w2t .oy — -+ — @ —anil) A\T*A--- AT™ a), para alguma v.t. a nova. Por-

tanto, pelo Lema 6.2.19.4, TV ¢é completo. O]

Observe que nos itens 1 e 4 do Lema 6.2.19 acima nds apenas temos as provas de

suficiéncia. Apresentamos a seguir, contraexemplos para cada condi¢ao de necessidade.

Exemplo 6.2.1: Seja T'=I'= ¢ um C-tipo completo. Entao, para qualquer o € A nova,

seja T =T'= (a—a)—p. Assim, T" é completo mas a— a.I'= ¢ nao é f.m..

Exemplo 6.2.2: Seja T' = 31 — (2 — B3) = [1.(/1 — Ba) — (O3 — P2) = .nil = o. Note
que T' é completo mas nao existe uma particao de C-tipos completos, tal que T" possa ser

obtido como descrito no Lema 6.2.19.4.

Portanto, para obtermos C-tipos completos tais que essas condigoes de necessidade

sejam satisfeitas, introduzimos a nogao de C-tipos principais, como feito em [37].

Definigao 6.2.21 (C-tipo principal): Seja 7" um C-tipo completo. T é chamado de

principal se:

(i) T =w= anil=a.
(ii) T = nil=w— e nil=  é principal.
(iii) T =T=v—, onde I' # nil ou v # w, e v.I'= é principal.

(iv) T=T=ael = (w.p, = — @n—anil) AT'A--- AT™ tal que V1<i<m,

[ = ; é principal.

Observe que na Definicao 6.2.21 acima requisitamos explicitamente a existéncia da

particdo correspondente no caso T =I' = «a para I' # w1 .a.nil e que v.I' = ¢ seja
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principal, logo completo, para T'=1 = v—¢ onde I' #nil ou v #w. Apesar de termos
pelo Lema 6.2.19.2 que T = nil = w—¢ é completo se, e somente se, T" =nil = ¢ é
completo, esse caso deve ser definido de maneira similar aos anteriores. Caso contrario, se
na Definigao 6.2.21 temos apenas: “T" = nil=w — ¢” entao garantimos apenas que 1" seja

completo, permitindo que um contraexemplo como o do Exemplo 6.2.1 seja apresentado.

Lema 6.2.22: Se N é uma S3-nf entao T is principal.
Demonstragdo. Por inducdo na estrutura de N. Pelo Lema 6.2.20, TV é completo:

e Se N = nentao TV = w2=L a.nil=a.

e Sejam N = AN’ e TV =T"= . Por HI tem-se que TV é principal.

Se I"=v.I" entdo TM' =T'=v— . Observe que se I'=nil entdo, pelo Lema 5.1.7,

v#w. Portanto, TMN' é principal.

Sendo, I'" = nil e T =nil=w— . Portanto, T*N' é principal.

e Sejam N = nN;--- N, e VI<i<m, TV = I'"= ¢; que por HI é principal. Tem-se
que TV = (w2t .p; — -+ — pp—anil) \T'A - AT™ = o para alguma v.t. «

nova. Portanto, TV é principal. O

Portanto, a caracterizacao sintatica de C-tipos principais contém as tipagens principais

das (-nfs, retornadas por Infer.
Definicao 6.2.23 (Pares principais): Seja P = {(I', ¢) € CxTyr |I'= ¢ ¢é principal}.
Em outras palavras, pelo Lema 6.2.22 e andlogo ao apresentado em [37]:
Im(Infer) CP
Definicao 6.2.24: Seja FO(«,T") o conjunto definido por:

FO(a,T') = {(i,1;) | & é uma ocorréncia final de I';, V1 <i<|T'|}

O conjunto F'O(«,I') para um T' = I'=-« principal, especificamente fechado e fechado

ao final, tem propriedades que sao usadas na definicao do algoritmo de reconstrucao.
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Lema 6.2.25: Seja T'=I'=« um C-tipo. Se T é fechado ao final entdo FO(«,T") # 0.
Se além disso T' é fechado, entdo FO(a,I') tem exatamente um elemento (i,v), tal que

v=_(_p1 = — @n—a)Av param >0e v €Uconde a ¢ TV (V).

Demonstragao. Seja T =T = «. Pela Definigao 6.2.10, L(T) = {I";#w, V1<i<|I'|} logo
se T é fechado ao final entao pelo menos um elemento de I' tem « como sua ocorréncia
final. Seja (i,v) € FO(«,I'). Se T ¢é também fechado, entdo I' tem exatamente uma
ocorréncia positiva de a, logo a ocorre unicamente em v=1I";. Note que vEUs. Se vETo
entdao por indugdo estrutural tem-se que v =¢; — -+ — @, —» « para m >0 (v =« se
m=0). Sendo, v = v; A vy e o ocorre positivamente em v; ou em vy. Assim, por indugao
na estrutura dos elementos em Uy, comutatividade e associatividade de A, obtém-se o

resultado desejado. O

Introduzimos o algoritmo Recon, para reconstruir uma S-nf N a partir de (I', ) € P

tal que Infer(N) = (I, ), similar ao algoritmo introduzido em [37].

Definigao 6.2.26 (Algoritmo de reconstrugao):

Recon(I',7) =

Case (nil,a)
fail

Case (I',a)

let {(i,u1),..., ("™ um)} = FO(a,T)
ifm=1&u=(n— - —m—oa)At t.q agTV ()
then if V1<i<n,3T*CT t.q. I'¥=1; é principal
then let (N, A!) = Recon(I'', 7y)

(N, A™) = Recon(I'™, 73,)
A = wil*l.ﬁ — s = T, —aunil
I'=A'ATIA - AT

A=T/T
return (i'Ny -+ Ny, AANALA - A AD)
else fail
else fail

Case (I'Nu—r)
iflr=nl&u=w
then let (N, A) = Recon(nil, T)
else let (IV,A) = Recon(u.I',7)
if A =mnil
then return (A\.N,A)
else fail
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Lema 6.2.27: Seja (I', ) € P. Entao Recon(I',p) = (N,nil), onde N é uma [-nf tal
que Infer(N) = (I, ¢).

Demonstracao. Por recorréncia no numero de chamadas ao Recon.

e Caso (I'a). Seja T =T'=«a.

Por hipétese tem-se que (I',a) € P, assim T é principal logo fechado e fechado
ao final. Pelo Lema 6.2.25, FO(o,T") ={(i, (1 — - — pm—a) AV')} onde o ¢
TV (v'"). Como I'; possui a tnica ocorréncia de o em I', o ¢ TV (A”) para A" =
I/ (w=tp, — - — o, —a.nil).

Se m =0, entao em Recon tem-se que IV = A’ = w=L a.nil logo T=T" A A" = a.
T ¢é fechado minimal, assim A” = nil e [' = I''. Portanto, Recon(I', o) = (7, nil) e
Infer(i) = (W™= .a.nil, a).

Sendo, por T ser principal, I' = (W™t .p; — -+ — p,, —a.nil) ATTA - AT™ tal
que V1<j<m, IV = ¢, é principal. Assim, n =1i e por HI tem-se que V1<j<m,
Recon(IY, ;) = (N, nil) onde N; é uma S-nf tal que Infer(N;) = (I, ;). Assim,
tem-se em Recon que I'=1" logo A =nil. Entao, Recon(I',a) = (i Ny -+ N, nil)

e Infer(i Ny - Ny,) = (W=t o — -+ = o= anil) ATIA - AT™ ).
e Caso (I;uv—¢). SejaT =T'=v— .
Por hipétese tem-se que (I', v — ) € P logo T' é principal.

SeI' = nil e v = w entdao T" = nil = ¢ é principal logo por HI tem-se que
Recon(nil, ) = (N,nil) onde N é uma f-nf tal que Infer(N) = (nil, ¢). Portanto,
Recon(nil,w— ) = (A.N,nil) e Infer(A\.N) = (nil,w— ).

Sendo, T'=v.I'= ¢ ¢ principal. Por HI tem-se que Recon(v.I', p)= (N, nil) onde N
¢ uma (-nf tal que Infer(N)=(v.I', ). Portanto, Recon(I',v — ¢) = (A.N,nil) e
Infer(A.N) = (I v— ). O

Observe que, pelo Lema 6.2.27, temos que:

P C Im(Infer)
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Assim, P é o conjunto de todas, e apenas, as tipagens principais das f-nfs em Ajp".
Portanto,

P = Im(Infer)



Capitulo 7

Tipos com intersecao para o
Ase-calculus

No presente capitulo, introduzimos um sistema de tipos com intersecao para o calculo de
substituicao explicita As., baseado no sistema \j}. Esse sistema é estendido tal que o

sistema obtido possa inferir tipagens para os novos termos presentes no calculo.

Na Secao 7.1 apresentamos um sistema de tipos com intersecao para o As. Pelo
fato desse sistema ser mais préximo ao originalmente proposto na definicao formal da
substituicao J para o Agp, as propriedades para o sistema de tipos proposto correspondem
as propriedades de Ajy. As regras de inferéncia introduzidas para a tipagem de termos
com operadores de atualizacao e substituicao tém por referéncia os Lemas 5.1.9 e 5.1.10,
sobre os operadores implicitos do A\gp de atualizacao e substituicao, respectivamente.

SM

Assim, o sistema A\s®" representa um passo em direcao a adi¢cao de tipos com intersegao

para o \se, introduzido na Secao 7.2. Apds algumas consideragoes sobre a adigao das
SM

regras para composicao de operadores ao As, e as consequéncias nas tipagens de As®M,

apresentamos o sistema As.”.

As consideragoes e propostas de mudancas nas regras de inferéncia de tipagem em
cada um dos sistemas propostos, tém por finalidade a obtencao de sistemas de tipos com
intersecao que sejam o mais restrito possivel tal que satisfagam a propriedade de SR.
B. Guillaume apresenta em [47] um contraexemplo mostrando que o As. ndo é PSN, onde
um termo que é tipavel em Aj;, logo tipadvel em A7, tem uma estratégia de redugao
infinita em As.. Assim, qualquer sistema de tipos que seja uma extensao do sistema de

tipos simples As,~ tém a mesma caracteristica. O intuito de introduzir esses sistemas

123
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restritos é o de manter a relacao desses sistemas com a propriedade de relevancia do A},
provada no Lema 5.1.7. Assim, averiguamos se em tais sistemas existe a possibilidade de

uma caracterizacao de termos SN.

A estrutura das duas secoes segue um padrao onde o sistema é apresentado apds uma
breve analise de alternativas para as novas regras de inferéncia. Apds a introducao das
regras, lemas de geracao sao apresentados e finalmente a propriedade de SR ¢ investigada.
As provas de SR sao feitas através da analise de cada regra do calculo correspondente.

O conjunto de tipos 7 utilizado nesses sistemas ¢ o mesmo utilizado no sistema A3},

introduzido na Definicao 5.1.1.1. Assim, as propriedades sobre os tipos descrita no Lema

5.1.2 e sobre contextos no Lema 5.1.3 sao validas nos sistemas introduzidos neste capitulo.

7.1 Tipos com intersecao para o As-calculus

O primeiro passo em dire¢ao a um sistema de tipos com intersecao para o As.-calculus serd
o estudo de um sistema de tipos para o As-calculus baseado em Ajy. O As é a extensao
natural do \gp, que torna a substituicao explicita incluindo operadores de substituicao e
atualizacao no calculo. Portanto, para um sistema de tipos com intersecao para o As nés

estendemos o sistema A3}, com regras de inferéncia para esses operadores.

Para uma regra de inferéncia para o operador de atualizacao ¢ podemos observar o
Lema 5.1.9 como referéncia, que relaciona tipagens em \5¥ e i-elevagoes. Assim, como @},

representa :—1 aplicagoes da k-elevacao em As, temos as seguintes regras:

M:(TF 1)
(w-¢) — I , onde [I'| >k
M:(I'+
(nil-p) #, onde |I'|<k
oM (T F )

A regra (nil-p) evita que o nil do contexto original seja trocado por um contexto omega.

Para o operador de substituicao o, devemos observar o Lema 5.1.10. O termo M¢'N
estd relacionado com o termo {i /N}M. A partir dos Lemas 5.1.10.3 e 5.1.10.4 temos as
seguintes regras:

N:(niltoy)...N:(nilk op)  M:{(w™= ATy ojnil - 7)
Mo'N:{(nil - 7)

(A-nil-o)
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N:(niltkoy)...N:(nil - o) M:(T'F 1)
Mo'N:(Cegy-nil b 1)
N:{(A'F o)) ... N:{(A™ F 0,,) M:(TF 1)

(A-w-0) , onde I'; = AT 0

(A-0)

J— m
,onde I'; = NLy0;

Onde, na regra (A-w-o) tem-se que I' = I’<(i,k).wk. Nty o;.nil e I';_;_1)#w e na regra

(A-0) tem-se que AF #£ nil, para algum 1<k<m, ou I's; # w™

Note que as regras (A-nil-0) e (A-w-0) estao relacionadas ao caso no Lema 5.1.10.3
em que o indice a ser substituido é o sup(M). Se a regra (A-o) fosse aplicada para os

casos tratados por essas regras, teriamos tipagens de termos em As com contextos omega.
Exemplo 7.1.1: Seja 3: (w2a—ak a—a) e Nl:(nil - a—a) em A5¥. Aplicando
a regra (A-o), e ignorando a condigao de aplicagao descrita acima, tem-se que 30%(\.1):

(W2 a—a).

Portanto, com as regras definidas com condicoes laterais de aplicagdo como acima,

podemos apresentar mais adiante um conceito apropriado de relevancia para o sistema.

Para os casos de substituicao vazia tem-se as seguintes regras:
N: (At p) M:(TF 1)
Mo'N: (T A(w=LA)F7)
N:(AF p) M:(TtF71)
Mo'N:{(To;.Tsi) A (WEEA) = 7)

(nil-o) , onde |TI'| < i

(w-0) yonde I'; = w

Observe que, apesar das regras (nil-o) e (w-o) estarem relacionadas aos Lemas 5.1.10.1
e 5.1.10.2, respectivamente, mantemos a principio a informagcao da tipagem de N. Sabe-se
que esta informagao deve desaparecer na tipagem da s-nf correspondente, pois o termo N
desaparece. A questao é em que momento essa informacao deve ser descartada. No exem-
plo a seguir temos que ao mantermos essa informagao, como nas regras acima, perdemos

a propriedade de SR.

Exemplo 7.1.2: Tomando o sistema de tipos formado por A} estendido com as regras

propostas acima tem-se que:

2: (w.ag = ag.nil F oy — aw) 3 (wiaynil F ay)

(2 3) . (w.al—m@.ozl.m'l H CYQ)
A(2 3): (a1 —ag.ag.nil Fw—as) 3:(w2.B.nil - 3)
(A(2 3) 3): (g — 1. Bomil - ag)
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Sejam M = (M\.(2 3) 3) e M' = ((20'3) (30'3)). Tem-se que M —3 M’ e que
M’ : (a1 — as.a1.(B A B).nil F asg). Sejam I' e IV os contextos das tipagens de M e de M’

respectivamente. Note que IV =T A (w2.5.nil).

Portanto, apesar da informagao de tipo desaparecer na tipagem da s-nf correspondente,
esta é duplicada na tipagem do termo resultante apds cada reducao com a regra (o-
app-transition). Assim, a informagao do contexto de um termo aplicado a w deve ser
“esquecida” assim que o termo integre o corpo de uma substituicdo. As regras (w-o) e
(nil-o) sao entdo modificadas como segue:

N:{(At p) M:(TFT1)
Mo'N:(I'F7)
N:(AF p) M: (Tt 1)
Mo'N:(T;.Ts; b= 7)

(nil-o) , onde |I'| <

(w-0) yonde I'; = w

Observe que as duas regras podem ser substituidas por uma tunica regra onde a condi-
¢ao para I seria a disjuncao das condi¢oes acima. Mantemos as duas regras neste sistema
para ter uma correspondéncia direta com os Lemas 5.1.10.1 e 5.1.10.2. Assim, com o

sistema \j} estendido com as regras descritas acima introduzimos o sistema As®".

7.1.1 O sistema \s*" e propriedades

Definigao 7.1.1 (O sistema As®"): As regras de inferéncia de tipagem do sistema
As*M sao compostas pelas regras de A\jy, apresentadas na Definicao 5.1.4, e as regras

introduzidas na Figura 7.1.1.

Para uma nocao apropriada de relevancia para sistemas de tipos para o As-calculus,
usamos um conceito diferente do representado pelos indice livre. A nocao de indice dis-
ponivel apresentada na Definicao 3.2.7 nos permite apresentar o lema de relevancia para

As®M a seguir.
Lema 7.1.2 (Relevancia para As*"): Se M :(I' i, sm 7) entao:
i) |I'| = sav(M).

i) V1<i<|I'|, T #w sse i€ AI(M).
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N: (At p) M:(T'FT)
Mo'N: (I - 7)
N:(AF p) M:(TF 1)
Mo'N: (T Ts; 1)

(nil-o) T < i

(w-0) i =w

N:(nilkoy)...N:(nil+ o) M : (W™= A2 oj.nil b 1)
Mco'N:(nil - 1)
N:(nilt o1)... N:(nil+ o) M:(TtFT)
Mo'N: (Fc(ipy.nil = 1)
N:{(A'F o) ... NAA™ - 0,,) M:(T'F 1)
Mo'N: (T Tsi) AL (AT A AA™) 1)

(A-nil-o)

(A-w-0) , Ti=ALyo; (%)

**)

(A-0)

L= Ao (

M:(THFT) , M:(THFT)
i i—1 ) |F| >k (nZl_SO) YT
oM (Pcpw=Tsy F 1) oM (T'F 1)

(w-¢) LI <k

(*) I'= F<(,~_k).wk. /\9"21 O'j.nil e F(i—k—l) Zw
(**) AF 2 nil, para algum 1<k <m, ou I's; # nil

Figura 7.1.1: Regras de inferéncia para o sistema As*"

Demonstracao. Por indugao na derivagao de M : (I' -, sar 7). As provas para as regras
var, varn, —;, —., —. ¢ —. sdo analogas a prova do Lema 5.1.7, fazendo uso da definigao
de Al, sav, e os Lemas 3.2.9, 3.2.10.1 e 3.2.10.2. A seguir, apresentamos a demonstracao
para as regras de inferéncia restantes.

M:(I'F 1)
Wb M (T 1)’
['; # wsse je AI(M). Assim, pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(p},M)=sav(M).
Note que AT(pi M)=AI(M)<; U (AI(M)sx+ (i —1))=AI(M).

e Seja onde |I'| < k. Por HI tem-se que |I'| = sav(M) e V1 <j <|[,

M:(TF 1)
O M (D=L Top - 7)
V1<j<|T|,T;#wsse je AI(M). Pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(@j M) =

o Seja , onde |I'| > k. Por HI tem-se que |I'| = sav(M) e

sav(M) + (i—1). Logo, para I" = T<p.w™=LTyy tem-se que [I'| = [T + (i—1) =
sav(M)+(i—1)=sav(pi M). Tem-se que AI(pi M)=AI(M )< U(AI(M)<p+(i—1)).
Portanto, tem-se que V1 < j <k, I, =T; #w sse j € AI(M)<;, e Vk < j < k+i,
I =we Vk+i <j <|U4-(i—1) = ||, Iy =Tj_i11 # w sse j—i+1le€ AI(M)<y sse
JE(AI(M)sr + (i — 1)).

N:{(AtF p) M:(TtFT)

: , onde |I'| < i. Por HI tem-se que |I'| =sav(M) e
Mo'N:('FT)

e Seja
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i¢ AI(M) logo, pelos Lemas 3.2.10.5 e 3.2.10.4, sav(Mo'N)=sav(M~") = sav(M).
Note que AI(Mo'N)=AI(M~*)=AI(M).
N: (At p) M:(T'FT)

Mo'N:(T;Ts; - 7)
1@ AI(M). Seja I"=T_;.I's;. Assim, pelos Lemas 3.2.10.5 e 3.2.10.4, sav(Mc'N)=

sav(M™%) = sav(M)—1 = |T'|—1 = |I']. Note que AI(Mc'N) = AI(M~") onde
(AI(M)>i)\1 # 0. Portanto, V1 <j <i, I, =T; #w sse j€ AI(M)<; e Vi <j <
sav(M), Iy =Tj 1 #w sse j+1€ AI(M)s; sse j€(AI(M)s;)\1.

o Seja , onde I'; =w. Por HI tem-se que sav(M) = |T"| e

N:(niltoy)...N:(nil F o) M : (W™=t AT- oj.nil b 1)
Mo'N:(nil - 1) '
que sav(N)=0e AI(M)={i}. Portanto, AI(Mc'N)=AI(M~*)U AI(p{N) = 0.

Por HI tem-se

e Seja

N:(nilk oy)... N:(nil + o) M:(TF71)
Mo'N: (T <;gynil = 7)
e I'i_k—1) # w. Por HI tem-se que sav(N) =0, sav(M) =i, i—k—1€ AI(M) e

V(i—k) <j<i, j¢ AI(M). Pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(pN) = sav(N).
Note que AI(M™") = AI(M)<; = AI(M)(i—r) € que sav(M™") =i—k—1. Assim,

e Seja ,onde I' = I‘<(i,k).wk./\§”:10j.ml

pelo Lema 3.2.10.5 tem-se que sav(Mc'N)=maz(sav(M™), sav(phN))=i—k—1=
T <(i—ky.nil|. Note que AI(Mo'N) = AI(M~") U AI(p)N) = AI(M)<i—_p) e seja
[" =T py.nil. Portanto, V1 < j <i—k—1, I, =T; #w sse j € AI(M)ix) =
AI(Mo'N).

N:{(A'F o)) ... N:A{A™ - a,,) M:(TFT)

Mo'N: (T Do) Aw=L (AP A - AA™) = 7)
I's;#nil. Suponha que sav(N)#0. Por HI tem-se que V1 <k <m, |A*| = sav(N)

e V1 <j <|AF, AF # wsse je AI(N). Seja A = w™=L (A" A--- A A™). Pelo
Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(¢yN) = sav(N) + (i—1). Note que AI(p4N) =
AI(N)+(i—1) e V1< j <i—1tem-se Af=w e Vi <j <|A'| = |AF|+(i—1) tem-se A/, =
(A'A- - NA™) i Fwsse j—i+1e AI(N) sse j€ AI(N)+(i—1). Também por HI
tem-se que |I'|=sav(M) e V1 <j<|I'|, I';#w sse j€ AI(M). Suponha que I's; #nil
e seja "= (I'<;.I's;). Portanto, sav(M~") = sav(M)—1 = "] e VI <j<|I"|, I} #w
sse JEAI(M™). Assim, VI<j<[IVAA|, (TVAA);j#w sse Iy #w ou A #wsse je
AI(M~")ou je AI(pN) sse je AI(M")UAI(p4N)=AI(Mc'N), pois I'; #w logo
1€ AI(M). Além disso, [TV A A'| = max(|TV|, |A'|) = mazx(sav(M ™), sav(piN)) =

® Seja ,onde I'; = A7 05 e A¥#nil ou

sav(Mo'N). O caso para sav(N)=0, e consequentemente por HI A*=nil, e para
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I's; =nil sao similares. O

A seguir apresentamos um lema de geracao que representa as propriedades que \s®"

e A\jy tém em comum.

SM):

Lema 7.1.3 (Geragao para \s

1. Se n:(I'+,.sm 7), entao I, =T.

2. Se AM :(nil b, sm ), entao T=w—0c e M:(nil b, ,sm o) ou T=A 0,—0,n >0,

e M: (A" o;.nil b, su o) para 0,01,...,0,€7T.

3. Se AM: (' s 7) e |I'| >0, entdo 7 =u — o para algum u €U e 0 € T, onde
M:(u.l' b, sm o).

4. Se (M N): (T b, sm 7) entao T' =T AT? tal que M : (T'' F, sn w—7T) e N :
(T2 b, sm p) ou M: (T =, su (A7 0;)—7) onde T2=AA - AA™ e V1 <i<m,
N: (A, sm 05).

Demonstracao. Os itens 1, 2 e 3 sao similares as provas dos itens 1, 3 e 4 do Lema 5.1.8,

respectivamente.

4. Por andlise de casos na derivagao de (M N):(I' - 7). O

A seguir apresentamos um lema de geracao para tipagens relacionadas aos operadores

de substituicao e atualizacao do As.

Lema 7.1.4 (Geragao para operadores em \s*"):

1. Seja piN : (I by sm 7). Se |I'| <k, entdo N : (I' b, .su 7). Se || > k, entdo

N <F§k-F2k+i |_>\SSJVI T>, onde F:FSk.wﬂ.FZk_A'_Z‘.

2. Se Mc'N : (nil -, sm 7), entao M : (nil F,sm 7) ¢ N : (A F, sm p) ou M :

(WEL AT oj.nil by sv 7) onde V1< <m, N:(nil k-, sm o).

3. Se Mo'N :(T' b, su 7) e 0< |T'| <i, entao M : (' F,sm 7) ¢ N: (A F,.sm p) ou
M (T.w™ ALy ojnil =y su ) onde n > 0, [Tw™ ATy ojnil| =i e VI < j<m,

N:(nil =, sm ;).
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4. Se Mo'N :(T' by sm 7) e [I| > i entdo M : (T;.w.ls; Fysu 7) e N: (A b, sm p)
ou M : (Tei. ATy 051" by sm 7) onde Tsy =TV A AYA - AA™, para [T >0, e
V1 Sjgm, N:<Aj l_ASS]M O'j>.

Demonstragio. 1. Por andlise de casos na derivacao de @i N: (' F 7).
2. Por andlise de casos na derivagao de Mo'N : (nil - 7).
3. Por analise de casos na derivagao de Mo'N:(I' - 1), para 0<|T'| <i.

4. Por analise de casos na derivagao de Mo'N: (T - 7), para |T'| >i. O

Observe que as possibilidades apresentadas nos itens do Lema 7.1.4 acima sao dife-
renciadas por caracteristicas sintaticas dos respectivos termos. Seja Mo'N :(I' - 7). A
relagdo entre i e o comprimento |I'| determina qual dos itens acima é aplicavel. Suponha
que 0 < |T'| <i. Assim, pelo item 3 acima tem-se duas possibilidades. No caso do sis-

tema A\s°M

, para saber qual delas se aplica basta saber o valor de sav(M). Portanto, se
sav(M) <i, entdo M :(I' = 7) e N: (A F p). Se sav(M)>i entdo a segunda alternativa
referente ao item 3 é a que se aplica.

Porém, mantemos essa informacao fora dos lemas de geracao para As*

pois no caso do
sistema proposto para o As., nao temos essa relacao direta entre tipagens e propriedades

puramente sintaticas dos termos.

7.1.2 Reducao de sujeito

SM SM

As s-nf sao exatamente os termos de \;p, onde a teoria de As*" coincide com A5y . Assim,

a propriedade de reducao de sujeito sera valida apenas para a (3-contracao e com a nogao

de restricao para contextos. Com essa finalidade, provamos SR para o s-calculus.

Teorema 7.1.5 (SR para s em As*"): Seja M : (I' k-, sm 7). Se M —, M’', entdo
M (T b, sm 7).

Demonstracao. A prova é feita através da andlise da propriedade em cada regra de s.

e (o-M-transition): Seja (\.M)o'N: (T F 7).
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Se I' = nil, entao pelo Lema 7.1.4.2 tem-se dois casos.

Para o primeiro tem-se A.M : (nil & 7) e N : (A F p) logo, pelo Lema 7.1.3.2,
M :(nil = ') onde 7 =w — 7" ou M : (AJL 0;5.nil = 7') onde 7= AL 05 — 7',
Note que i > 1 logo i+1 > 2. Assim, por (nil-o) tem-se Ma'™'N : (nil  7') ou
Mo N (N oj.mil F 1) logo A(Ma™ ' N): (nil = w—17') por =} ou \.(Mc"*'N):

(nil = N7 o —1') por —.

Para o segundo caso tem-se .M : (w™=L. NJLy ojnil Fysu 7) onde V1 < j < m,
N :(nil = 0;). Assim, pelo Lema 7.1.3.3 tem-se M : (u.w™t. AT", 0;.nil = 7') onde
T=u—17'. Portanto, se u#w entdao por (A-w-o) tem-se que Mo N : (u.nil + ')
e se u=w entao por (A-nil-o) tem-se que Mo N:(nil - 7'). Logo, \.(Mo""'N):

(nil F u—7') por —; ou \.(Mc"™'N):(nil - w—17") por —..
Se 0<|I'| <4, entao pelo Lema 7.1.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que \.M : (I' - 7) e N: (A F p) logo, pelo Lema 7.1.3.3,
tem-se M : (u.I' - 7') onde 7=u— 7'. Note que |T'|+1 <i+1. Assim, por (nil-o)
tem-se Mo N:(u.T' b 7/) portanto, por —;, \.(Mc""N): (T - u—7').

No segundo tem-se que \.M : (I'.w™. AT, 0;.nil = 7) onden > 0, [[.w™ AT, 0;.nil| =
ieV1<j<m, N:(nil o). Pelo Lema 7.1.3.3 tem-se M : (u.I'w™. AL, oj.nil - 7')
onde 7 =u — 7. Assim, por (A-w-0) tem-se que Mo ™' N : (u.l' - 7/) e, por —,

AN(Mc™IN): (T u—T1').
Se |I'| >4, entao pelo Lema 7.1.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que A.M : (I';.w.I's; F 7) e N: (A F p) logo, pelo Lema
7.1.3.3, tem-se M : (u.T' ;. w.I's; F 7) onde 7=u—7'. Assim, por (w-0), Mo" ' N:
(ul.Ts; B 7Y e, por —4, A(Mo™IN) (T ;. Ts; Fu—7').

No segundo caso tem-se \.M : (T'c;. ATy 051" = 7) onde Iy =T" AA A= AA™,
para |I's;| >0, e VI < j <m, N: (A7 b o). Assim, pelo Lema 7.1.3.3, tem-
se M : (ul'c;. ALy 0. T F 7') onde 7 = uw — 7. Logo, por (A-0), Mo"t'N :
(Do T Awi (AY A - AA™) 7). Observe que (u.T ;. ") AW (AMA- - - AA™) =
u.I' portanto, por —;, A\.(Mco*"'N):(I' - u—71').

e (o-app-transition): Seja (M; My)o'N:(T' - 7).
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Se I' = nil, entao pelo Lema 7.1.4.2 tem-se dois casos.

Para o primeiro tem-se (M; Ms):(nil = 7) e N: (A F p). Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se
que M : (nil F w—7) e My: (nil = p) ou My :(nil = NjLjo;—7) e VI < j<m,
My: (nil - 0;). Para a primeira alternativa tem-se, pela regra (nil-o), que M0 N :
(nil = w—7) e Myo®N : (nil - p) logo, por —", ((Myo'N) (Myo'N)): (nil = 7). A

demonstragao para a segunda alternativa é andloga.

Para o segundo caso tem-se (M Ms) : (W=t AL_, 7p.nil F 7) onde V1 < k < |,
N : {(nil = 7). Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se que w’=L. Al _, 7.nil = T'* A T? tal que
My (I Fw—T) e My: (I F p) ou My: (I = AL o5 —7) onde T?=AMA--- AA™ e
V1<j<m, My: (A + o;). Note que I'! e I'? representam uma partigao com tamanho
igual ao contexto original ou um deles é nil. Suponha s.p.d.g. que I's = nil logo
M=wi=l Al_ 7.nil. Assim, para a primeira alternativa referente ao Lema 7.1.3.4
tem-se por (A-nil-o) que Myo'N:(nil - w—7) e por (nil-c) que Myo" N : (nil b p).
Portanto, por —/, ((My0°N) (Myo'N)) : (nil = 7). Para a segunda alternativa a

demonstragao é anédloga.
Se 0<|I'| <4, entao pelo Lema 7.1.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M; My): (I' = 7) ¢ N: (A F p). Pelo Lema 7.1.3.4
tem-se que I' = TP AT? tal que My : (' F w—7) e My: (T? k= p) ou M, : (T'' -
ANoj—7) onde T? = A A - ANA™ e VI < j <m, My: (A F o). Observe
que maz(|Tt|,|T?])=|T| <i. Assim, para a primeira alternativa referente ao Lema
7.1.3.4 tem-se por (nil-o) que Mo’ N:(T'' - w—7) e Myo!N:(I'? I p) logo, por —7,
(Myo'N) (Myc'N)): (IT'* AT? k= 7). Para a segunda alternativa a demonstragao é

andloga.

Para o segundo caso tem-se que (M; M) : ([.w™ AL_, 7.nil = 7) onde n > 0,

Fw? AL menill=i e V1<k<I, N:(nil - 7). Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se que
k=1

Pw2 Al 7enil = TP AT? tal que My: (T - w—7) e My: (T2 + p) ou My : (' F

AJL 05— T) onde Z=A"A---ANA™ e V1<j<m, My:(AJ |- 0;). Suponha s.p.d.g.

que ' =T e que I =wi=L AL_, 75.n4l logo V1 < j <m, A = wi=L u;.nil, onde

w; C AL e ur A Ay, =AL_ 7. Assim, para a segunda alternativa referente ao

Lema 7.1.3.4 tem-se por (nil-o) que Mo’ N :(T' = AL 0;—7) e por (A-nil-0) que
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V1<j<m, Myo"N : (nil - o;). Portanto, por —., ((M10'N) (My0o'N)): (I - 7).

Para a primeira alternativa a demonstracao é anédloga.
Se |I'| > 1, entao pelo Lema 7.1.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M; M) : (I'c;.w.I's; = 7) e N: (A F p). Pelo Lema
7.1.3.4 tem-se que I';.w.I's; = TP AT? tal que My : (T F w—7) e My: (I? F p)
ou My : (T' + AL jo;—7) onde I? =AY A -  AA™ e VI < j<m, My: (A F o).
Suponha s.p.d.g. que [T'?| < ilogo I''=T".w.T's; para |I"|=i—1 tal que T*AT?=(T"A
['?).w.I's;. Assim, para a primeira alternativa referente ao Lema 7.1.3.4 tem-se por
(w-0) que Myo'N: (I".T's; = w—7T) e por (nil-o) que Myc'N : (I'* - p). Portanto,
por —/ tem-se que ((My0'N) (Myc'N)): ((I" AT?*).T's; - 7), onde IV AT?=T_,.

Para a segunda alternativa a demonstragao é anéloga.

No segundo tem-se (My My): (I'ci. A2y ;1" F 1) onde Iy =TV A AL A= AA™,
para |I's;| >0, e V1 <j<m, N:(AJ I g;). Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se que I'" A
I? = To ALy 0. 17 tal que My (TH F w—7) e My: (I = p) ou My : (T! F
A _or—7) onde T2 = (A A A(A) e VI<Ek<I, My:{((A")* I o). Suponha
s.p.d.g. que [I?] <ilogo I'" =TL,. AL, 0,1 tal que I'L; AT? = Ty Assim,
para a primeira alternativa referente ao Lema 7.1.3.4 tem-se por (A-0) que Mio'N :
(TL ) AW (AYA - ANA™) - w—T) e por (nil-o) que Myo'N : (I F p).
Note que (I'L,.I") A w™=L(A*A---ANA™) =TL (I ANAYA- - ANA™) =TL. T,
Portanto, por —, (M10"N) (Myo'N)): ((TL,;I's;) AT? F 7), onde ('L, .I's;) A% =

(IL, AT?).I's; =T'. Para a segunda alternativa a demonstragao é andloga.

e (o-destruction): Seja no'N:(I't 7).
Se n < i, entao no'N — n e AI(no'N)={n} logo, pelo Lema 7.1.2, |T| = n.

Observe que para qualquer tipagem (I" F 7/) de n, |T'| =n. Assim, pelo Lema
7.1.4.3 tem-se que n:(I'-7) e N: (A F p).

Se n=i, entao no'N — piN e Al(no'N)=AI(¢,N) logo, pelo Lema 7.1.2, |T'|=
sav(phN). Pelos Lemas 7.1.2 e 7.1.3.1 tem-se que i: (w™=L.7.nil - 7). Se T = nil,
entao pelo Lema 7.1.4.2 tem-se que N : (nil - 7) logo, por (nil-p), @i N : (nil & 7).
Se |T'| > 0, entdao pelo Lema 3.2.10.3 tem-se que sav(piN) = sav(N) + (i — 1),
onde sav(N) > 0, logo |T'| = sav(p{N) > i. Assim, pelo Lema 7.1.4.4 tem-se que
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N:(I's; F 1), onde |I's;| > 0. Portanto, por (w-¢), g4 N : (w=.Ts; F 7). Observe

que F<i =izl logo WE-FZZ‘:F-

Se n >4, entdao no'N — n—1 e AI(no'N) = {n—1} logo, pelo Lema 7.1.2,

II'|=n—1>1i. Tem-se que I, =w, para qualquer contexto I'" de uma tipagem de n,

onde n >i. Portanto, pelo Lema 7.1.44, n:(I'c;,w.I's; - 7) e N: (A F p). Pelos
n—2

Lemas 7.1.2 e 7.1.3.1 tem-se que I';.w.I's; = w™L.7.nil, logo I';.T's; = w™=2.1.nil.

Portanto, por var e varn tem-se que n—1:(I' F 7).

e (p-A-transition): Seja i (A.M): (Tt 7).
Se [I'| <k entao pelo Lema 7.1.4.1 tem-se A.M : (I' F 7). Se I' = nil, entao pelo
Lema 7.1.3.2 tem-se M : (nil = 7') onde 7 =w — 7" ou M : (AJL,0;.nil - 7') onde
T=Nj 05— 7. Observe que 1 <k+41. Assim, por (nil-¢), @}, M : (nil F 7') ou
et M (N2 oy.mil = 7). Portanto, tem-se (g}, M) : (nil = w—7') por —; ou

A (@hp M) = (nil = N2 jo;—T) por —;. A demonstragao para |I'|>0 ¢ andloga.

Se |I'| > k entéo pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que \.M : (I'<p.I'sp; F 7) onde I' =
Fepw™=Tspyy. Assim, pelo Lema 7.1.3.3 tem-se M : (u.l'<p.I'spyy = 7') onde
u—1" e, por (w-¢), Py M:(ul<p.w™=LTspy; b 7). Portanto, por —; tem-se que

/\~(§0§€+1M) : (ng.wﬂ,FZk_H» Fu—1').

e (p-app-transition): Seja @i (M; My): (Tt 7).
Se |I'| <k entdo pelo Lema 7.1.4.1 tem-se (M; Ms):(I' F 7). Pelo Lema 7.1.3.4 tem-
se '=T'AT? tal que My : (I = w—7) e My: (T F p) ou My: (I = AT 0 —7) onde
[2=A'A--- AA™ eV1<j<m, My:(AJ + o;). Tem-se que maz ('], |[?])=|T|<k.
Assim, para a primeira alternativa relativa ao Lema 7.1.3.4 tem-se, por (nil-p), que
M+ (T F wor) ¢ giMy : (T2 F p). Portanto, por —/, ((¢hM) (¢iMy)) -

(T' AT? F 7). A demonstragao para a segunda alternativa é similar.

Se |I'| > k entdo pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que (M; M) : (I'<p.I'spys F 7) onde
F:ng.wﬂ.rzkﬂ. Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se ng.szﬂ-:Fl AT? tal que M, : (Fl F
w—T)eMy: (I F p)ou My: (T = AT o, —7) onde [P =A'A--- AA™ e V1< j<m,
My : (A & oj). Suponha s.p.d.g. que [I’*| <k, logo I'' =T'L, T'sr4; onde 'L AT? =
['<. Assim, para a primeira alternativa relativa ao Lema 7.1.3.4 tem-se por (w-¢)

que g My (PL w5y Fw—T) e por (nil-g) que ¢, M, : (I'* = p). Portanto,
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por =4, (¢, My @} My): (Pl .w™=Tsp) AT? F 1), onde (Il .w=Tsppy) AT? =

(TL, AT?).w= 5y Para a segunda alternativa a demonstracgao é andloga.

e (p-destruction): Seja @i n:(I'F 7).

Sen <k, entao pyn — ne Al(p,n)={n}. Logo, |T'|=sav(¢}n)=sav(n)<k.
Portanto, pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que n:(I' - 7).

Sen >k, entao ¢t n — n+i—1e AI(p,n)={n+i—1}. Logo, |I'|=sav(pin)=
n+(i—1) > k. Portanto, pelo Lema 7.1.4.1 tem-se que n: (I'<;.I'sp4; F 7), onde
[=T<;.w=t 5. Pelos Lemmas 7.1.2 € 7.1.3.1 tem-se que I'<;,.T'sj s =w=L.7.nil.

n+i—2

Portanto, I' =w =2 7.nil logo, por var e varn, tem-se que n+i—1:(I' - 7). O

Corolario 7.1.6: Se M:(I't+-7) e M —; M’ entdao AI(M) = AI(M').

Demonstragao. Pelo Teorema 7.1.5 tem-se que se M : (I' - 7) e M —, M’ entao M':
(I' = 7). Portanto, pelo Lema 7.1.2 tem-se que V1 <i <|I'|, i € AI(M) sse I'; # w sse
i€ AI(M'). O

Com a propriedade de SR para o calculo de substituicao s e o fato de As simular a
reducao 3, podemos demonstrar SR para a simulacao da contracao  apenas analisando a
regra que d4 inicio ao processo. Assim como para o sistema A5}, a nocao de SR para As*"
depende de um conceito de restricao para contextos. A seguir, apresentamos a nocao de

restricao relativa a Al, analoga a Defini¢ao 5.1.11.

Definigao 7.1.7 (Restrigao para contextos): Seja I'|jum contexto IV C IT' tal que
IT'| = sav(M) e que V1 <i<|I'|, T} # w sse i€ AI(M).

As propriedade da restricao acima sao analogas as apresentadas no Lema 5.1.12.

Teorema 7.1.8 (SR para simulagao da contragao 5 em As*"): Seja (A.M M’') €
AdB- Se ()\M M’)Z(P l_)\SSZ\/I T), entao {l/M/}M <FL{1/M’}M l_)\SSM T>.
Demonstracao. Seja (A.M M'):(I' = 7). Pelo Lema 7.1.3.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se .M :(I'' - w—7) e M":(T? F p), onde T=T1 ATZ.

Se T'! = nil, entao pelo Lema 7.1.3.2 tem-se que M : (nil F 7) logo, por (nil-o),
Ma*M': (nil - 7). Pelo Teorema 7.1.5 tem-se que N : (nil - 7) para qualquer N tal que
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Mo'M' —, N. Logo, por induc¢ao no ntiimero de redugoes em s tem-se que s(Mo'M'):
(nil + 1), onde s(Mo'M') = {1/M'} M. Note que, pelo Lema 7.1.2, AI(M) = () logo
AI{1/M'IM)=AI(Mc*M')=AI(M~')=0. Assim, (I" AT?)|¢1 /pryn = nil.

Se |T''| > 0, entdao pelo Lema 7.1.3.3 tem-se que M : (w.I''  7) logo, por (w-o),
Mo*M': (T'* + 7). Logo, pelo Teorema 7.1.5, s(Mo'M’') : (T' F 7). Note que, pelo
Lema 7.1.2, 1¢ AI(M) logo AI({1/M'}M)=AI(Mo'M')=AI(M~')=AI(\.M). Logo,
ATy = (TPAT?) o =T

No segundo caso tem-se A\.M : (I'" = AT 05 —7) e VI<j<m, M': (A | 0;), onde
F=T'AT? para I2=AA .- A A™,

Se I'' =nil, entao pelo Lema 7.1.3.2 tem-se que M, : (A}, 0;.nil = 7). Se sav(M')=0
entdo pelo Lema 7.1.2 tem-se que V1 < j < m, A7 = nil. Assim, por (A-nil-o) tem-
se que Mo'M': (nil + 7) logo, pelo Teorema 7.1.5, s(Mo'M’') : (nil + 7). Note que
' AT?=nil. Se sav(M')>0, entdo por (A-0) tem-se que Mol M': (A' A+ AA™ F 7).
Assim, pelo Teorema 7.1.5, s(Mo'M'): (A* A--- ANA™ 7). Note que AI({1/M'}M)=
AI(Mo*M")= AI(psM') = AI(M"). Logo, (T* AT2)| (1 nar= (IF AT?)| = T2 .

Se |[I''| >0, entao pelo Lema 7.1.3.3 tem-se que M : (A7 0,.I"" = 7) logo, por (A-0),
Mo'M':(T* AN (A' A+~ ANA™) 7). Assim, pelo Teorema 7.1.5 tem-se que s(Mo*M'):
(T'AT? F 7). Note que AI({1/M'}M) = AI(Mo'M') = AI(M~) U AI(p{M') =
AI(WM) U AI(M') = AI(\M M’). O

7.2 Tipos com intersecao para o \s.-calculus

Ao analisarmos o sistema As*™

para o As.-calculus, temos que a composicao de substitui-
¢oes impossibilita uma caracterizagao de termos SN em As.. A seguir, apresentamos um
exemplo.

Exemplo 7.2.1: Sejam A = (1 1) a autoaplicacdo, M = ()\.()\.§ A) )\.A) e M' =
(M\.(30'A) \.A). Tem-se por (co-generation) que M — M’. Observe que o problema de
tipabilidade para M se reduz a tipabilidade do autorreprodutor R = (/\.(l 1)A(1 l)),
logo M nao é tipavel em \s*™. Seja

L:i{a—pnil - a—fF) 1:{amnil - «a)
(11):{(a—pB)Aa.nil - 3)

Dla, 8] =
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Assim, para M’ tem-se a seguinte derivacao em A\s*:

Dlay, o] 3 (w2.ay.nil - ap)
30t A (w.arnil - ap) Dlay, as]
M(3c'A): (ag.mil F w—ay) ANA(nil F (ag—as) A ag— as)

(A(3c"A) XA): {ay.nil - ay)

O termo M é apenas WN em ambos os cédlculos mas M’ é SN em As e somente
WN em As.. Sejam M” = (3c'A)c'N\.A e M" = (30°N.A)c'(Ac'N\.A). Note que
M = (5 gen) M" = (5-o-trans) M" em Asc e que M" é tipavel com a mesma tipagem de

M’ enquanto M nao é tipavel em As*M.

Assim, para uma sistema de tipos com intersecao para As. alteramos as regras associ-
adas as substituicoes vazias da seguinte forma:
M: ('t 1)

Mo'N: (I - 7)

M:(T'F7)
Mo'N:(T';Ts; b 7)

(nil-o) , onde |I'| <1

(w-0)

,onde I'; = w

Portanto, retiramos das respectivas premissas a hipotese de N ser tipavel e consequen-
temente o termo M"', apenas WN em \s,, é tipavel no sistema com estas novas regras.
Porém, perdemos a possibilidade de uma caracterizagao de SN através da tipabilidade de

um termo no sistema.

Observe que as regras (nil-o0) e (w-0) correspondem a aplicagbes implicitas de um
argumento com tipo w. Assim, substituimos a regra —/ pela regra —% como segue:

My:(P'Fw—T)
(M, My): (T - 1) °©

E importante ressaltar que regras de inferéncia desta forma sao interessantes em sistemas
de tipos computacionais, pois permitem a insecao de programas que nao sao terminantes.
Contudo, em relacao a propriedade de terminacao, os termos associados desta forma ao

w representam computacgoes inuteis.

Obtemos assim um sistema de I'T para o As.-calculus, apresentado a seguir.
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7.2.1 O sistema \s.,” e propriedades

O sistema obtido a partir das alteragoes propostas ao sistema As®" com o intuito de
reobtermos a propriedade de SR é chamado As.”. A seguir, introduzimos o sistema

descrito.

Definicao 7.2.1 (O sistema As."): As regras de tipagem do sistema As.” sdo dadas a

seguir:
M:(ulI'F 1)
————— var —
1:(rnil b 1) AM:(TFu—T)
n:(I'F71) M :(nil - T)
varn —
n+l:(wI'F7) AM:(nilFw—T)
M:Thw—T)

(Ml Mg) : <F H T>
M12<F|_/\?:10'Z'—>7‘> M22<A1|_0'1> Mgl(Anl_O'n>

(M, Ma): (CAATA - AA"F 1) e
M:(I' = M:(I' =
(nil-o) . (e < (w-0) . k) Ti=w
Mo'N:(T'F 1) Mo'N:(T';.I's; 1)
(A-nil-o) N:(niltoy)...N:(nil + o,,) M : (W™= AT- oj.nil b 1)

Mo'N:(nil - 7)
N:(niloy)...N:(nil - o) M:(T'F 1)
Mo'N: (P gy-nil b 1)

N:{A'F o) ... NAA™ - 0,,) M:(T'F 1)
Mo'N:((ToiTs) A= (AP A AA™) 7))

M:(T'FT) , M:(T'tT)
7 i—1 P |F| >k (TlZl—QO) T ar 1\
oM (Pcpw=Tsp b T1) oM (T'FT)

(A-w-0) , Ti = ALyo; (%)

(A-0)

Ly = AjLioy (%)

AT <k

(w-p)

()T = F<(i_k).w5. NLy ojnil e T'ig1) #w
(**) A* £ nil, para algum 1<k<m, ou I's; # nil

Observe que com o sistema de tipos apresentado na Definicao 7.2.1 acima, perde-se
qualquer relacao direta entre o contexto de uma tipagem de um termo e suas caracteristicas
sintaticas, como o F'I em A\j} e Al em As®". Assim nao temos um conceito apropriado
para o que seria relevancia nesse sistema. Apesar disso, o lema a seguir estabelece uma

propriedade de contextos de tipagem semelhante aos sistemas anteriores.
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Lema 7.2.2: Se M : (' k,,.» 7) para m=|I'| >0, entao I, Zw.
Demonstrag¢ao. Por inducdo na derivagao de M :(I' F 1), para I'#nail.

e Se 1:(r.nil - 7), nada hé provar.

. n:(T'F 1) B
e Seja . Por HI tem-se que se m =|I'| > 0 entao I',, #w Portanto,
n+1l:(wltFrT)
lw.I|=m+1e (wWI)p =T #w.
) M:(ul't o) . _ )
e Seja . Se I' = nil entdao por HI u # w e nada ha provar. Se

AM:(T'Fu—o)
|IT'|=m >0, entdo por HI tem-se que |[u.I'|=m+1e (u.l')p1 =T #w.
M :(Thw—T)
(Ml Mz) : <F H T>

. Por HI tem-se que se m=|T"| >0 entao I';, Zw.

M : (' Ay _jog—T) My (AYFoy) .. My (A" = o,)

Sej .S h =
* Pas (My My): (T ANA'A -~ ANA" = 7) Hponhia dte m
IT AA'A - AA™| =max(|T|,|AY,...,]A"]) > 0. Suponha s.p.d.g. que [I'|<m e
|AJL|) ... |AY| =m, onde | <n. Por HI tem-se que V1 <i <1, AJi #w. Portanto,
(CAAN - ANA™) =ATL A  NATL L,
. Mk T) .
e Seja ———————, onde |I'| < k. Por HI tem-se que se m=|I'| >0 entao I';, #w.
oM (T'F 1)
. M (Tt 1) B
e Seja ,onde [I'| > k. Por HI tem-se que se m=|I"| >0 entao

O M (Tt Doy - 7)
I, #w. Portanto, [I<p.w™Tsy|=m+(i—1) e T<pw™LTsp)mii-1)=Im#w.

. M:THET) 4 B
e Seja . , onde |I'| < 7. Por HI tem-se que se m=|I'| >0 entédo [, #w.
Mo'N:(I'FT)
. M (Tt 1) ,
e Seja , para I'; =w. Por HI tem-se que [I'|=m>ie ), #w.

Mo'N: (T ;T - 7)
Portanto, |[I'c;.I's;[=m—1e (I'c;.Ts)mo1 =T #w.
N:(nilFoy)...N:(nil - o) M:(T'FT) . ,
e Se g ;onde I' = I'(;_py.w™. AJL 0j.nil
Mo'N:(Tcimpyna b 7)
e I'(i_x—1) #w, entao nada ha provar.

N:{(A'F o)) ... N:(A™ F 0,,) M:(THET)
AYA - AA™| >0. Suponha s.p.d.g. que A' A+ A A™=nil logo |T's;| >0. Seja

m=|T], assim (', Ts;)) Aw=(A*A--- AA™) =T_;.Ts; e |T;.Ts;|=m — 1. Por

e Seja onde I'; = AT 05 e |[I's; A

HI tem-se que I',, Zw. Portanto, (I'«;.I's;)m_1=Tmn #w. O



7.2 Tipos com intersecao para o As.-calculus 140

Portanto, o Lema 7.2.2 acima mostra que o maior elemento de um contexto nao vazio
de uma tipagem é diferente de w. A seguir, apresentamos um lema de geracao para As.”.

SM

Assim como para o As®" | os lemas para termos que tenham um operador em sua raiz sao

apresentados separadamente.

Lema 7.2.3 (Geragao para \s."):

1. Se n:(T' k,, . ), entdao I'=w L 7.nil.

2. Se AM :(nil by, .~ T), entdo T=w—0 e M :(nil =, .» o) ou T=A 0, —0, n >0,

e M: (N o;nil by, » o) para 0,01,...,0,€7T.

3. Se AM : (I' Fy,r 7) e |I'| >0, entdo 7 =u — o para algum u €Y e 0 € T, onde
M:{(ul' F,, r 0).

4. Se (M N): (T by,a 7) entdao M : (T Fyn w—T)ou =T AAL A~ A A™ tal que
M (T Fyn APy —T) e VI<i<m, N: (A", 0y).

Demonstracao. 1. Por indugao em n. Para n = 1, nada ha provar. Seja n+1:(I" - 7).
Por varn tem-se que I' = |w.I|, onde n : (I" + 7). Assim, por HI tem-se que

["=w?2=L 7.nil logo ' =w™.7.nil.
2. Por andlise de casos na derivacao de A.M : (nil - 7).
3. Por andlise de casos na derivagao de .M : (' 7), para |I'| > 0.

4. Por anélise de casos na deriva¢ao de (M N):(I'F 7). O

Observe que o item 1 do Lema 7.2.3 acima representa um resultado equivalente ao
Lema 7.1.3.1 em conjunto com o Lema 7.1.2 no sistema As*". Apesar dos itens 2 e 3
serem semelhantes aos Lemas 7.1.3.2 e 7.1.3.3 para As®, nesses tltimos a alternativa

apropriada estd ligada aos conjuntos AI(A.M) e AI(M), enquanto nos itens acima nao

w
e’

temos essa propriedade. A perda dessa relacao é consequéncia da regra —*, exprimida

na propriedade apresentada no item 4 acima.

Lema 7.2.4 (Geragao para operadores em As.”):
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1. Seja @i N : (T Fy,.n 7). Se |T'| <k, entdao N : (' Fy,.» 7). Se |T'| > k, entdo

N <F§k-F2k+i l_)\se/\ ’7'>, onde F:FSk-Wﬂ-sz—&-b

2. Se Mo'N : (nil by, n 7), entao M : (nil by,.n 7) ou M : (W=t AT, oj.nil By 7)

onde V1<j<m, N:(nil Fy,.» 0;).

3. Se Mo'N: (T k,,,» 7) e 0<|T| <i, entdao M : (T k.. 7) ou M : (I" k,,,» 7) onde

["=T.w" AJL, 0;.nil paran > 0 tal que |[I"|=i e V1<j<m, N:(nil k. 0j).

4. Se Mo'N : (T by~ 7) e |T| > i entao M : (T;w.ls; Fyn 7) ou I's; =TV A
AVA - ANA™ para [Py >0 tal que M : Ty ALy 0.1 by 7) e V1 < j <m,
N:(AN by 0y).

Demonstragdo. 1. Por andlise de casos na derivagao de @i N:(I' 7).
2. Por andlise de casos na derivacao de Mo’ N : (nil = 7).
3. Por analise de casos na derivagao de Mo'N: (' - 1), para 0<|T'| <i.

4. Por analise de casos na derivagao de Mo'N:(T' - 7), para |T'| >i. O

7.2.2 Reducao de sujeito

Como consequéncia da nao adicao de contextos para termos aplicados a w, o contexto
da tipagem de um [-redex permanece sempre inalterado apés a aplicagdo da regra (o-

SM

generation). Consequentemente, ao contrario do feito para o As** onde provamos SR sem

restricao apenas para o calculo de substituicao associado, podemos provar SR em As.”

para todo o calculo As,.

Teorema 7.2.5 (SR para As."): Se M:(I' ..~ 7) e M —y,, M’  entao M": (T k.~ 7).

Demonstracdo. A prova é feita através da andlise da propriedade em cada regra de rees-

crita do céalculo.

e (o-generation): Seja (A.M N):(I' - 7). Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso, AM: (I' - w—7).
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Se T'=nil, entao pelo Lema 7.2.3.2 tem-se que M : (nil - 7). Portanto, por (nil-o)
tem-se que Mo N: (nil - 7).

Se |I'| > 0, entéo pelo Lema 7.2.3.3 tem-se que M : (w.I' - 7). Portanto, por (w-o)
tem-se que Mo N:(T'F 7).

No segundo caso, [ =T'AAL A - A A™ tal que A.M : (I - NLioj—T)eV1<j<m,
N: (A F o).
Se I = nil, entdo pelo Lema 7.2.3.2 tem-se M : (AJL 0;.nil = 7). Se V1 <j <m,

AJ =nil, entao por (A-nil-o) tem-se que Mo'N:{(nil - 7). Senao, por (A-0) tem-se

que Mo*N:(A'A--- ANA™ 1), onde T=A' A -+ - AA™,

Se |I'"| >0, entao pelo Lema 7.2.3.3 tem-se que M : (A7,0;.I" - 7). Portanto, por
(A-0) tem-se que Mo N:(I" AAY A - ANA™ b= 7).

e (o-A-transition): demonstracao analoga a demonstracao de SR para (o-A-transition)

em As°M apresentada no Teorema 7.1.5.

e (o-app-transition): Seja (M; M) 0" N: (Tt 7).
Se I' = nil, entao pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois casos.

Para o primeiro caso tem-se que (M Ms): (nil - 7). Assim, pelo Lema 7.2.3.4 tem-se
que M;:(nil - w—7) ou My:(nil = AL 05 —7) e V1 <j<m, My:(nil - 0;). Para
a segunda alternativa tem-se, pela regra (nil-o), que Mo N : (nil - NjLioj—T) e
V1<j<m, Myc'N : (nil & o;) logo, por —, ((M1o'N) (Myo'N)): (nil - 7). A

demonstracao para a primeira alternativa ¢ analoga.

Para o segundo caso tem-se (M; Ms) : (W=t AL_, 7e.nil F 7) onde V1 < k < |,
N : (nil F 7). Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M, : (W= AL mpnil B w—T)
ou w=t ALy Tenil = TV AAYA - AA™ tal que My (I = AL o, —7) e V1<
j<m, My: (A F o;). Note que I, Al ... A™ representam uma particio com
comprimento igual ao contexto original ou nil. Suponha s.p.d.g. que I = nil.
Assim, para a segunda alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (nil-o) que
Myo'N : (nil = ANfLjo;—7) e V1 < j <m, se AV =nil entao Moo’ N : (nil & o)

por (nil-c) e se AV # nil entdao Myo'N : (nil - o;) por (A-nil-o). Portanto, por
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—e, ((Myo'N) (Myo'N)): (nil = 7). Para a primeira alternativa a demonstragao é

andloga.
Se 0<|I'| <4, entao pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M; Ms):(I' - 7). Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M; :
TFw—=T)ouT=I"AA"A--- AA™ tal que My:(I"F AL 0, —7) e V1<j<m,
My : (A7 + o;). Observe que maz(|T'],|AY,...,|A™]) = || < 4. Assim, para a
segunda alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (nil-o) que Myo'N:(I" F

N oj—T) e V1< j<m, Myo'N : (A F o) logo, por —., (Myo'N) (Myo'N))

(I" ANAYA -+ AA™ | 7). Para a primeira alternativa a demonstragao é andloga.

No segundo caso tem-se (M; Ms): (I" F 7) onde IV =T.w=. AL_, 74.nil para n>0 tal
que [I"|=i e V1<k<Il, N:(nil b 74). Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M;: (I" Fw—r7)
ouI"=T'AA'A--- AA™ tal que My : (I F AT 0 —7) e VI<j<m, My: (A = 0;).
Suponha s.p.d.g. que I''=T". Assim, para a segunda alternativa referente ao Lema
7.2.3.4 tem-se por (nil-o) que Myo'N:(I' = AL 0;—7) e V1< j<m, por (A-nil-0)
ou (nil-o) tem-se que Myc'N : (nil - ;). Portanto, por —., ((Myo0'N) (Myo'N)):

(I' - 7). Para a primeira alternativa a demonstragao ¢ analoga.
Se |I'| >4, entao pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M Ms) : (I'c;.w.I's; F 7). Pelo Lema 7.2.3.4 tem-
se que My : Twlsi Fw—7)oulwls; =T AAYA - AA™ tal que M :
(I" = Ao;—1) e VI < j<m, My: (A + 0;). Suponha s.p.d.g. que |I'| <i
logo V1 < j <m, se |AJ| > i entdo A} =w. Observe que, pelo Lema 7.2.2, V1 <
Jj<m, |AJ|#i. Assim, para a segunda alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-
se por (nil-o) que Mio'N : (I" b AT 05 —7) e V1 < j < m, se |AJ] > i entao
Myo' N : (AL, AL+ o;) por (w-0) e se |AJ| <i entdo Mya'N : (AJ F o;) por (nil-
o). Note que IV A (AL, ALY A+ A (A7 AT,) =T ;.I's;. Portanto, por —, tem-se
que ((Myo'N) (Myo'N)): (T' - 7). Para a primeira alternativa a demonstracao é

analoga.

No segundo caso tem-se I's; =T A A A--- A A™ para |[['s;| >0, tal que (M; My):
(T Nyop I E 1) e V1< j<m, N:(A F 0;). Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se
que My : (i ALy 0. I = w—T) ou Ty ATy 0y I = T A (A A A (L)
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tal que M, : (I" = Al_jor—7) e VI <k <1, My: ((A)* + o}). Assim, para
a primeira alternativa referente ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (A-0) que Mio'N :
(T ) Aw=L(AYA - AA™) B w—T) logo, por =¥, ((Myo'N) (Myo'N)) :
(T ) AwEL(AYA - AA™) F 7). Note que (T T) Aw=L (AT A - AA™) =

I, (TVAAYA -~ AA™). Para a segunda alternativa a demonstracao ¢ andloga.

e (o-destruction): Pelo Lema 7.2.3.1 tem-se que n: (w™2L.7.nil - 7). As possiveis

tipagens de no’N sao analisadas a seguir.
Se n <1 entao por (nil-o) tem-se que no'N:{(w™Lt.rnil - 7) e no'N — n.

Se n=1 entao no'N — ¢iN. Note que para ic'N ser tipavel, N deve ter tipo
7. Se N :(nil - 7), entao por (A-nil-o) tem-se que ic'N : (nil & 7) e, por (nil-
©), poN : (nil = 7). Se N : (I' I 7), para |I'| > 0, entdo por (A-o) tem-se que
10'N:{(w=LTF7) e por (w-p), poN: (W=LT F 7).

Se n > i entdo por (w-0) tem-se que no'N : (W™271nil - 7) e no'N — n—1.

Portanto, por var e varn tem-se que n—1:(w™=2.7.nil - 7).

e (p-A-transition): demonstracao andloga a demonstragao de SR para (p-A-transition)

SM

em As°" apresentada no Teorema 7.1.5.

e (p-app-transition): Seja @i (M; My): (T I 7).

Se |I'| < k entao pelo Lema 7.2.4.1 tem-se (M; M) : (I' F 7). Pelo Lema 7.2.3.4
tem-se My : (L' w—7) ou I'=T"AA"A--- AA™ tal que My : (IV = AT 0 —7)
eV1<j<m, My: (A F g;). Tem-se que max(|l"|,|A],...,|A™|) = |I'| < k.
Assim, para a segunda alternativa relativa ao Lema 7.2.3.4 tem-se, por (nil-¢), que
O My (I = Ao —7) e V1< j<m, ¢jMy: (A F o;). Portanto, por —. tem-se
que ((ps M) (piMy)): (T AAYA - AA™ F 7). A demonstracio para a primeira
alternativa é similar.

Se |I'| > k ent@o pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que (M; M) : (I'<p.I'spss F 7) onde
[ =T.w™= Ty Pelo Lema 7.2.3.4 tem-se que M : (<. I'spy; F w—7) ou
P Dopgs = VA AN A AA™ tal que My (I F AL joj—7) e V1 < j < m,
My : (N F oj). Seja A"=A'A--- ANA™ e suponha s.p.d.g. que |I"| <k, logo

A'= AL Tspys onde I" A ALy = Iy Assim, para a segunda alternativa relativa
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ao Lema 7.2.3.4 tem-se por (nil-p) que ppM; : (I" = N0, —7) e VI < j <m,
se |A7| > k entao i M, : <A2k.wﬂ.Aik F ;) por (w-¢) e se |A| < k entao
i My : (AN F o;) por (nil-p). Note que AL, A--- ANAT = AL, =Ty, Portanto,
por —, (pp My ppMa) : (I" A (AL w™=t AL ) = 7), onde IV A (AL Lw™=LAL) =

(T"ANAL).w=L gy, Para a primeira alternativa a demonstragao ¢ andloga.

e (p-destruction): As possiveis tipagens de % n sdo analisadas a seguir, como o feito

para (o-destruction) acima. Seja n:{w™2L.7.nil - 7).

Se n<k entao por (nil-¢) tem-se que @i n: (W™=t rnil - 7) e pin — n.
Se n >k entdao por (w-¢) tem-se que ¢t n: (W™=21rnil - 1) e pin — nt+i—1.

Portanto, por var e varn tem-se que n+i—1: (w2 =2.7.nil - 7).

e (o-o-transition): Seja (Myo'Msy) o/ Ms:(T'F 1), para i <j.
Se I'=nil, entao pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M;0°M,): (nil - 7). Logo, pelo Lema 7.2.4.2 tem-se

dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : (nil - 7). Portanto, por (nil-o) tem-se que

Myo7 My (nil = 7) e (Myo? ™ My) o' (Ma o9 =" Ms) : (nil F 7).

No segundo subcaso tem-se que M, : (w2t Ny op.nil o)y onde V1I<k<m, My:
(nil + oy). Tem-se que i < j, logo i < j+1. Assim, por (nil-o) tem-se que Mo/ M3:
(WL AT opnil E T) e, como j—i+1 >0, V1 <k <m, Myc? "' My : (nil & oy,).

Portanto, por (A-nil-o) tem-se que (Mo M) o'( My o= M3) : (nil 7).

No segundo caso tem-se que (M;oMy): (wi=t AP op.nil = 7) onde V1 <k <m,
Ms:(nil + o1,). Tem-se que i < j=|wi=t AT g.nil|, logo pelo Lema 7.2.4.4 tem-se
dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : (wZ A, op.nil = 7). Assim, por (A-nil-o)
tem-se que Mo/t Ms: (nil = 7) logo, por (nil-o), (Myo? Tt M3) o( My o7~ M) :
(nil = 7).

No segundo subcaso tem-se que (wi=t. AT, op.nil)s;=1" AAYA--- A A™ tal que
My (W= A openil) i N ol T = 1) e VI<I<m!, My: (Al o]). Observe que

(wi=L AP op.mil) o = w1 e suponha s.p.d.g. que IV =mnil logo V1 <I<m/, Al=
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nil ou |A!| = j—(i—1). Assim, por (nil-o) tem-se Myc7*'Ms: (W=t AT, o).nil I
Ty eVl <1 <m, se|A) =0 entao Myo?~1 My : (nil - o]) por (nil-o) e se
|AY > 0 entdao Moo/~ 1M; : (nil + o]) por (A-nil-o). Portanto, por (A-nil-o),
(Myo7 M) 0t (Mo 07~ M3) : (nil = 7).

Se 0<|I'| < j, entao pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (M;0'M,): (' F 7). Note que |T'|<i ou || >i.

Se [I'| <i entao pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : (I' - 7). Observe que |I'| <i<j <j+1. Por-
tanto, por (nil-o) tem-se que Mo/ ' M3 : (T - 7) e (Myo? 1 Ms) o (My 0?1 M3)
(T'F 7).

No segundo subcaso tem-se que M : (I - 7) onde I" =T w2 A", oy.nil para n>0
tal que |IV|=i e V1 <k <m, My:(nil - o3). Tem-se que i <j<j+1 logo por (nil-o)
tem-se que Mo/ T My (I" = 7) e VI <k <m, Myod= ' My: (nil - o}). Portanto,
por (A-w-0), (Myo? ™ M3) ot (My a7~ M3) : (T I 7).

Se |I'| >4 entao pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : (I'c;.w.I's; F 7). Observe que |I'c;w.I's;| =
IT|4+1 < j+1. Assim, por (nil-o) tem-se que Mo/ My : (T ;. w.I's; & 7) logo, por
(w-0), (Myo7T I M3) 0 (My o? =1 M3) : (T F 7).

No segundo subcaso tem-se que I's; =T" A AL A+ A A™ para |I's;| > 0 tal que
My:(Dep AT 0. T B 1) e VI<k<m, My: (A F 01). Note que |T;. ATL, 037 <
IT|+1 < j+1 e que V1 <k <m, |AF| <|T|—(i—1) < j—(i—1). Assim, por (nil-o)
tem-se M7 Mz (Toj AT 0 IV B 7) e VI<k<m, My ol = " My: (AF F 03,). Por-
tanto, por (A-0), (Mo ™ M) o' (My o= M3) : (T ) Aw=L (A A - - AA™) =
7y onde (T, IT) Aw=L (AYA - AA™) =T, (T ANAY A - AA™).

No segundo caso tem-se que (M;o'Ms): (I = 7), onde IV = T'.w™ . A", o.nil para
n>0 tal que [I"|=7 e V1<k<m, Ms:(nil - o). Note que |I"|=7>1i. Logo, pelo
Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M, : (I'"_; w.I';; = 7). Suponha s.p.d.g. que |I'| <
logo I ;. w.I%,; = Pw™ L AT op.nil. Assim, por (A-w-0), Myo?™ My : (I' - 7).

Portanto, por (nil-o), (Myo7 ™ My) ot(My 07~ M3) (T 7).
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No segundo subcaso tem-se que I',;=T" A (A)! A -+ A (A)™ para [T'%,;|>0 tal que
My (T, AP ol T F ) e VI<I<m!, My: ((A')' F o]). Suponhas.p.d.g. que |['|>i
e I"=T5; logo I'_;. AT, 0].T" =T ;. AT, 0}.Ds; e VI<I<m/, (A") =nil ou (A)! =
wi=H il onde w# up E AT o) € Up A -+ AUy = AP 0p. Assim, por (nil-o)
tem-se que Myo/™ My : (T AT, 075 = 7) e V1 <1 <m’, se (A")! = nil entdo
My o7~ My (nil & o]) por (nil-o) e se [(A')|=j—i+1 entdo My o= M;: (nil
o) por (A-nil-c). Note que (T<;.I's;) Aw=L(nil A--- Anil)=T;.(T's; A nil)=T.

Portanto, por (A-0), (Myo?T  M3) o' (My o1 M3): (T + 7).
Se |I'| > j, ent@o pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que (Myo'Ms): (I'c;.w.I's; F 7). Note que [I';.w.I's;| =

IT'|+1>j+1>j>i. Logo, pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M;: ((I'cj.w)<;.w.(I'cjw)>;.I's; F 7). Observe que
Tjw)ei=Tc e (Tcjw)si = (T<j)>iw. Assim, por (w-0) tem-se que Mo/t Mj:
<F<i.w.(F<j)2i.FZj + T> onde (F<j)2,».FZj = FZi‘ Portanto, por (w—a) tem-se que

(Myo7T 1 M3) o (My o9 M3) : (T ;.5 7).

No segundo subcaso tem-se que (I'<j)s;w.I's; =TV A AP A« AA™ tal que M :
(Coio AT o T 7) e VI <k <m, My: (AF - 0;). Suponha s.p.d.g. que IV =
["w.IsjlogoIT"AAY A -« AA™=(T;)>;. Assim, por (w-0) tem-se que M09 Mj:
(Tei ATy 0. T Tsj B 1) e por (nil-o) tem-se V1 < k <m, Myod= 1My : (A*
or). Seja A’=Al A--- A A™. Portanto, por (A-0), (Mo M3) o' (My o1 M) :
(T I Tsj) Aw=L A+ 7), onde (T, T".I's;) Aw=L A =T ,.(T".I's;) AA) =
To,.(I" A A').Ts;.

No segundo caso tem-se que I's; = IV A A' A+~ AA™ para [I's;| > 0 tal que
(Myo'My) : (Toj. NP o IV = 1) e VI <k <m, M3:(A* F ;). Logo, pelo Lema
7.2.4.4 tem-se dois subcasos, que sao similares aos subcasos do primeiro caso tratado

logo acima.

o (o-p-transition 1): Seja (9t M) o' N: ([ + 1), para k<j <k+i.

Se T' = nil, entao pelo Lema 7.2.4.2 tem-se que @, M : (nil & 7). Logo, pelo
Lema 7.2.4.1 tem-se que M : (nil 7). Portanto, por (nil-¢) tem-se que @i M :
(nil = 7). Observe que a segunda possibilidade pelo Lema 7.2.4.2 é tal que ¢\ M :
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(W= A opnil 1) e V1<I<m, N:(nil - 0;). Porém, pelo Lema 7.2.4.1 tem-se
que k+(i—1)<j—1 logo k+i<j e por hipdtese tem-se j < k+i.

Se 0 <|T'| < j, entao pelo Lema 7.2.4.3 tem-se que @i M :(I' - 7). Logo, pelo Lema
7.2.4.1 tem-se que |T'| <k logo M : (' - 7). Portanto, por (nil-p), ¢} "M : (T I 7).
Note que se |I'| > k entdo, pelo Lema 7.2.4.1, k+i < |I'| < j < k+i. Observe
que a segunda possibilidade pelo Lema 7.2.4.3 é tal que i M : (I  7), onde
[V =T.w? A, op.nil para n>0 tal que |I'|=j e V1<I<m, N:(nil - 0;). Porém,

pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que k+i<|I'|=j e por hipdtese tem-se j <k+i .

Se |T'| > j, entao pelo Lema 7.2.4.4 tem-se que @i M : (T'<;.w.I's; F 7).Logo, pelo
Lema 7.2.4.1 e pela hipdtese de que k< j <k+i, tem-se que M : (I'<y.I's 4, F 7) onde
(Cej)sk-w.(Dagyi)s; = w=t Portanto, (I'<j)sk-(Tckri)si = (Dapri)sk = w=2. As-
sim, por (w-¢) tem-se que M@, "M : (T<.w™=2Tsy; F 7), onde Tepw™=2T5) ;=
<. (Pegri)sk-Iseri =T Note que a segunda possibilidade pelo Lema 7.2.4.4 ¢é tal
que I's; = IV AAYA - AA™ para |I's;| > 0 tal que ¢, M : (L. A2y 0. T B 7)
eVl<Il<m, N:(A"F ;). Porém, pelo Lema 7.2.4.1 e pela hipétese de que

k<j<k+i, tem-se que (I'c;. A2, 0. 1");=w.
e (o-p-transition 2): Seja (i M)/ N:(I'F 1), para k+i<j.
Se I'=mnil, entao pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que i M : (nil - 7). Logo, pelo Lema 7.2.4.2 tem-se que
M :(nil - 7). Portanto, por (nil-o) tem-se que Mo/~ N:(nil - 7) e, por (nil-p),
que @i (Mo?= " IN): (nil - 7).

No segundo caso tem-se que @iM : (W=t A" opnil = 1) e VI <1 <m, N :
(nil  o7). Logo, pelo Lema 7.2.4.1 e pela hipdtese de que k+i < j tem-se que
M : (U=D=0=1) Am 5 njl - 7). Portanto, por (A-nil-c) tem-se que Mo/ +1N
(nil + 1) e por (nil-p) tem-se que @, (McI=IN): (nil - 7).

Se 0<|I'| <4, entdo pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que i M:(T' = 7). Note que |T'|<k ou |T'| > k.

Se [I'| <k, entao pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que M : (I" - 7). Tem-se que k+i<j logo
IT| <k<j—i<j—i+1l. Portanto, por (nil-o) tem-se que Mo/~ N:(T' - 7) e por
(nil-p) tem-se que pi(Moi= "I N): (Tt 7).
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Se |I'| > k, entdo pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que M : (I'<p.I'spy; F 7), onde I' =
[ pw™= Tspyy. Tem-se que |T<p.T'spii|=|T|—(i—1) <j—(i—1). Portanto, por (nil-
o) tem-se que Ma7 ="' N :(T'<;.T'sky; F 7) € por (w-p) tem-se que i (Mai~"TIN):
(Tepw=LTsp B 7).

No segundo caso tem-se que @i M : (I" F 7), onde I =T.w™ A", 0,.nil para n >0
tal que |I"|=j e VI <I<m, N:(nil - 0;). Note que pelo Lema 7.2.2 I'jrj #w, logo
pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que k+¢<|I'| ou |I'| <k. Suponha s.p.d.g. que k+:<|[|.
Assim, M : (T<.Tspriw? A, opnil = 1), onde T = T'p.w™=L.T'sty,. Portanto,
por (A-w-0) tem-se que Mo/~ "IN : (T p.T'sppi b 7) e, por (w-p), ¢t (Ma?~"HIN):
(Tpwi=t. sy 7).

Se [I'| > j, entdo pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois casos.

No primeiro caso tem-se que @i M :(['<;.w.I's; F 7). Tem-se que k+i < j logo, pelo
Lema 7.2.4.1, M : (T<4.(T<j)sktiw.I's; b 7) onde I'; =Tep.w™=L () 5pys. Por-
tanto, por (w-o) tem-se que Mo? =TI N: (T'<y.(T'<j)sk4i.I's; E 7) € por (w-¢) tem-se
O (Mo?7IN) (T ™= (T ) spi- T's; B 7), onde Tegp.w™ (T ) gy s =T
No segundo caso tem-se que I's; =TV A A A+« A A™ para [I's;| >0 tal que ¢} M :
(Tojo Ay o I 1) e VI<I<m, N:(A'F ;). A demonstragio de ¢} (Ma?~TIN):

(I' = 7) é similar ao primeiro caso apresentado logo acima.
e (p-o-transition): Seja @i (Mo N): (T + 1), para j<k+1.
Se |T'| <k, entdo pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que Mo/ N:(I' - 7).

Se I'=nil entao pelo Lema 7.2.4.2 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : (nil - 7). Portanto, por (nil-¢) tem-se ¢}, M:
(nil k1) e, por (nil-0), (¢ M) 07 (91 ;N):{nil = 7).

No segundo subcaso tem-se que M : (W=t A" o;.nil + 7) onde V1 <1< m, N:
(nil b o). Assim, por (nil-¢) tem-se @} M : (WI=L A", opnil = 7) e V1 <1<m,

@iy N (nil = ay). Portanto, por (A-nil-o), (@}, M) o7 (@}, ;N): (nil = 7).
Se 0<|T'| < j entao pelo Lema 7.2.4.3 tem-se dois subcasos.

No primeiro subcaso tem-se que M : (I' F 7). Note que |I'| < k < k+1 logo, por
(nil-¢), ¢} M (T F 7). Portanto, por (nil-o), (i, M) o7 (¢}, ;N):(L F 7).
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No segundo subcaso tem-se que M :(I" F 7) onde I" =T".w™ . A", 0;.nil para n>0
tal que |IV|=7 e V1 <I<m, N:(nil - o). Note que |I"|=j <k+1. Assim, por
(nil-p) tem-se @} M :(I" F 1) e V1 <1 <m, ¢, ;N:(nil F o). Portanto, por
(A-w-0), (%0?@+1M) Uj(‘P%:H—jN) (7).

Se |I'| > j entao pelo Lema 7.2.4.4 tem-se dois subcasos.

No primeiro caso tem-se que M : (I'c;.w.I's; F 7). Note que |[I'c;.w.I's;|=[T']+1<
k+1. Assim, por (nil-p) tem-se ¢} M : (I'<;w.I's; = 7). Portanto, por (w-0),
(903;+1M) Uj(@2+1—jN) : <F<j-F2j =)

No segundo caso tem-se que I's; = IV A A' A+« A A™ para [I's;| >0 tal que M :
(Toj. Ay o IV 1) e VI<I<m, N:{A'F ;). Observe que V1<I<m, |Al|<|T| —
(j—1)<k—(j—1)=k+1—j. Assim, por (nil-¢) tem-se ¢} ., M :(Uc;. Ny 0p.T" b 1)
eV1<1<m, gy ;N: (At o). Portanto, por (A-0), (¢} M) o7 (¢ ;N)
(To; Y Awi=L (AYA - AA™) F 1), onde (Do) A wiZL (ATA--- AA™) =
Lo (TVAAYA - AA™).

Se |T'| > k, entao pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que Mc/N : (T'<j.I'sgy; = 7), onde
[=T<,.w=LT54;. Note que |T'<p.I'spii| > k+1>7 logo, pelo Lema 7.2.4.4, tem-se

dois casos.

No primeiro caso, M : ((I'<p.I'spti)<jw.(D<p Tspri)>; B 7), onde (I<p.I'spti)<j =
I'cje (T<pI'siti)>j = T<k)s; skt Note que |I'cjw.(I'<k)s;.| = k+1 logo, por
(w-¢), ppM : (Pejw.(P<p)s;w=L sy B 7). Portanto, por (w-o) tem-se que
(Pha M) 07 (@)1 N) Ty (Tap)jw = Topps B 7) onde Ty (T<p) 5 =Tp

No segundo caso tem-se que (I'<p.I'spii)s; = (P<p)sjIopri =TV A AL Ao AA™
para |(D<p.Tsgyi)s;| >0 tal que M:(Toj. AL, 0.1 1) e VI<I<m, N: (Al F o).
Suponha s.p.d.g. que I = nil logo (T<k)s; = (A' A AA™)pi1j € Tsppy =
(AY A AA™)spqq—j. Assim, por (nil-¢) tem-se que @} M : (T'c;. A2y op.nil b
) e V1 <1 <m, se |AY < k+1 —j entdao @), ;N : (Al F o) por (nil-p) e se

A" > k41 — j entao @), ;N : (AL, ;W= Al

Sk+1—j = Ul) por (w—ga). Note

que a intersegio A’ dos contextos de ¢, ;N pode ser descrita como A" = (A" A
CANA™) 1 wEL (AN A AA™) g pois V1 < T <m, se A <k+1 -

entao AL, | . =mnil. Logo, A’ = (I<)s;.w='T5py;. Portanto, por (A-0) tem-se
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que (g} 1 M) o’ (@) ;N): ((Tejnil) N\wl=L. A" = 1) onde (I'cj.nil) A wi=t A/ =
I‘<j.A’:I‘<j.(f‘§k)2j.wﬂ.f‘2k+i:FSk.wﬂ.FZkH:F.

o (p-p-transition 1): Seja @i (¢l M): (I F 7), para I+5 <k.

Se |I'| <k, entado pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que QO{M :(T' + 7). Logo, pelo Lema

7.2.4.1 tem-se dois casos.

Se |I'| <1, entao pelo Lema 7.2.4.1 tem-se M : (I' - 7). Note que k+1—7j >
(I4+7)+1—j=1+1>1>T|. Portanto, por (nil-p) tem-se que @}, ;M :(I' - 7) e
go{(go}&HM) (7).

Se |I'| > entao, pelo Lema 7.2.4.1, M : (T<;.Ts;4; b 7) onde I'qpw?=L T'5); =T
Tem-se que |I'<;.I'siy;|=|T'| — (j—1) <k — (j—1). Portanto, por (nil-¢) tem-se que
<P§g+1—jM3 (FSZ-FZHj =) e, por (w-p), 1 (902+1—jM) : <F§l-wj;-rzl+j =7).

Se || > k, entdo pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que ¢} M : (T<;.Tspy; = 7) onde
I =Tep.w™= sty Tem-se que |T'| >k > I+j > [. Logo, pelo Lema 7.2.4.1
tem-se que M : (I")<;.(I")514; = 7) onde I" = (I")cp.w?= L (I") 2115 = DT o
Note que (I")<; =T'; e que (I")s4; = (D<i)siaj Doppic Assim, (1)< (I) 5145 =
P (P<i)sins Iopri € [P<i-(D<i)siny| =1+ (k—(4+j—1)) = k+1—j. Portanto,
por (w-¢) tem-se que gp}&HM (P (Cp) st jw=LTsps B 7)€ gp‘lj(gpzﬂfj]\/[) :

<F<z wi=t (F<k)>l+] wi=l, F>l<:+z H T> onde F<z wi=t (F<k)>l+] —F<k

o (p-p-transition 2): Seja @i (gl M): (I F 7), para | <k <I+j.

Se || < k, entdo pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que ¢! M : (I' - 7). Observe que se
IT| >1 entao pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que |TI'| >I+(j—1) logo |T'| >1+j >k. Assim,
para |[I'| <1 tem-se, pelo Lema 7.2.4.1, que M : (I' + 7). Portanto, por (nil-p),
G TIM (T 7).

Se || > k, entdo pelo Lema 7.2.4.1 tem-se que @] M : (T<;.T'spyy F 7) onde
[ =T.w=lTs,;. Tem-se que |T<p.I'sgpyi| >k > 1. Assim, pelo Lema 7.2.4.1
tem-se que M : (D<p.Tspyi)<i-(D<pIspiri)sip; B 7) onde (D<pI'spti)< = I'<y,
(T<p)si =wrt (T<pTopsi)si4) = Cskri)sii—k = Dsirii—1 € (Datr(ri—1)>k4i =

Jjt+i—1

wU=D=(=D = portanto, por (w-¢) tem-se @] T M 2 (Top.witi=2

Tsiygra-1 F ),
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onde T w25 1)1 = T (Car)s1 0= (T ety riy-1) ki Do iray—1- - Ob-
serve que I'<i.(T<p)st = Tar e (Taig(iriy—1)shri-Isivriy-1 = I'sryi, portanto
Fgl.wj+i_2.FZl+(j+i)_1 =TI. ]




Capitulo 8

Tipos com intersecao para o
Ao-calculus

Assim como para o As.-calculus no Capitulo 7, utilizamos o conjunto de tipos 7 da
Definicao 5.1.1.1 nos sistemas de tipos com intersecao propostos para Ao. Portanto, os
Lemas 5.1.2 e 5.1.3, sobre as propriedade dos tipos e sobre contextos respectivamente, sao

validos no presente capitulo.

Os sistemas sao baseados em A5}, que € estendido tal que os sistemas obtidos possam
inferir uma tipagem aos objetos da classe de substituicoes. Assim, a primeira abordagem
¢ acrescentar ao \j} as regras de inferéncia de Ao para substituicoes e o closure, obtendo
o sistema A\o/. Todas as formas Ao-normais sao tipaveis em Ao’ porém o sistema é muito

restrito para todo o cdlculo. Assim, a partir das regras de reescrita do Ao-calculus e tendo

como referéncia a propriedade de SR estendemos o Ao, obtendo entdo o sistema Ao”.

P.-A. Mellies apresentou em [74] um contraexemplo para Ao para a propriedade de
PSN onde um termo em Ao, que corresponde a um termo tipavel em A7, tem estratégia
de reducao infinita em Ao. Assim, outra semelhanca em relagdo aos sistemas propostos
para o As. € a de que as consideracoes e propostas de mudancas nas regras de tipagens tém
como objetivo a garantia da propriedade de SR para um sistema de tipos com intersecao
que seja “o mais restrito possivel”. Assim, o sistema obtido para Ao com a propriedade

de SR tem uma relagao com a propriedade de relevancia, apresentada no Lema 8.2.2.

Diferentemente do Capitulo 7, apresentamos a proposta para Ao’ e, logo a seguir,
fazemos as consideracoes para obtencao de Ag”. Depois de feita essa anélise, apresentamos

nas Segoes 8.1 e 8.2 as propriedades de Ao’ e A\o”, respectivamente.
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Como mencionado, primeiramente estendemos A7z com as regras de inferéncia de Ao~

Portanto, o sistema Ao/ é obtido com o acréscimo das seguintes regras:
S:(I'>T") M:(T"+7)

(clos)

' MI[S]:(T'+ 1) |
e TereTy
M:k7)  S:(A>4) S:{(re1”)  §:(1"er)
MS(TADS 7a) o) ERCRNSY (comp)

Observe que a regra (w-shift) acima é a unica regra diferente das regras apresentadas na
Definicao 3.3.9, para o sistema Ao—. Se usarmos a mesma regra de A\o—, temos a tipagem
1[1]: (B.a.nil F a). Como o temo 1[] representa 2 em Ao, o axioma :(r.I' - T') de

Ao~ admite uma lei de redundancia no sistema.

O Sistema Ao/ é muito restrito, mesmo para o subconjunto formado pelas expressoes
em Ao geradas pelas redugoes de termos correspondentes a termos do A-calculus. Por
exemplo, para algum |T'| >0 suponha que

M:(wIF 1)
AM:(T'Fw—T) M': (At o)
(AM M) (TNAFT)

Pela regra (Beta) de Ao temos que (A.M M') — M[M'id]. Por (id) e (cons) como
definidos acima temos que M'.id: (A AT I 0.I'). Pelo lema de geracao para Ao/> provado
mais adiante temos que M : (w.I' = 7) sempre que A.M : (I' - w—7) para |I'| > 0.
Portanto, M[M"id] nao é tipavel com as regras de Ao.. Ocorre um problema similar

quando o (-redex é tipado com a regra —., para n>1.

A primeira tentativa de estender as regras de inferéncia propostas acima, a fim de
resolver os problemas supracitados, ¢ substituir a regra (cons) pelas duas regras a seguir:
M: (Tt 7) S:(A> A)

M.S: T ANA>w.A)
M:A{A' o)) ... M:(A™F o,) S: (A A)

M.SH{A A ANA"ANA D> (Ay0y).A)

(w-cons)

(A-cons)

Agora, suponha que

A2 (anil - w—a) 1.id: {a.nil > a.nil)
(A2)[1.id]: (anil F w—a)
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onde 2 é uma abreviacdo para 1[1]. Temos que (A.2)[1.id] —(aps) A-2[1.(1.id)o T].
Seja I' = a.nil. Pelas regras (w-shift) e (comp) tem-se que (1.id)o7T:{(w.I'>T). Observe
que, pela regra (var), 1:(o.nil - o) para qualquer o € 7. Portanto, pela regra (w-cons),
1.(1l.id)oT: (0. > w.I'). Por um lema de geracao teremos que 2:(w.I' F «) logo, pelas

regras (clos) e —;, teremos que A.2[1.(1.id)o1]:(T'F o—a).

Consequentemente, além de nao possuir SR, uma forma de redundancia ¢é introduzida
no sistema de tipos com as presentes regras de inferéncia. Isso ocorre por causa da
semantica de cons, cujo contexto na tipagem da substituicao representa o contexto na

tipagem da o-nf correspondente.

A solucao é “ esquecer” a informacao do contexto de um termo associado ao w, assim

que adicionado a substitui¢do. Portanto, introduzimos a seguir a nova regra (w-cons):
M: (Tt 7) S:(A>A)
M.S: (A >w.A)

Note que nesse caso o M representa um termo que corresponde a um indice de de Bruijn

(w-cons)

que nao ocorre. Em outras palavras, quando a substituicao M.S é aplicada a um termo M’
tipado com o contexto w.A’, nenhum indice livre de M’ sera substituido por M. Assim,

M e a informagao de tipos contida em seu contexto desaparece em o(M’'[M.S]).

Além disso, seja

M :(nil - 1)
AM:(nil - w—T) M :(TF o)
(AM M"):(T'F 1)

Pela regra (w-cons) temos que M’.id: (nil > w.nil) e, por um lema de geracao, temos que
M : (nil & 1) sempre que A\.M : (nil - w—7). Portanto, M[M'.id]| ndo é tipavel com
as regras de inferéncia apresentadas até agora. Existem duas maneiras de resolver esse

problema.

A primeira é adicionar a regra (w-cons) a premissa A’ # w” para todo n €N, intro-
duzindo a regra (nil-cons):

M:(T+7) S (A > nil)
M.S: (A > nil)

(nil-cons)

Além disso, fazer uma mudanga semelhante para (w-shift), obtendo as duas regras:

['#w™

T(W—M (w-shift) T:(nil > nil) (nil-shift)
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A mudanca em (w-shift) é necesséria, caso contrario terfamos
1:{a.nil - «a) 1 {w.nil > nil)
1.7 (w.nil > nil)
e 1.7— id pela regra (VarShift) de Ao.

A segunda maneira é a de mudar as regras (clos) e (comp) como a seguir:
S(I'>T" Aw™) M:(T"+7)

MI[S|:(T't 1)
ST Awh) S (I >T")

S0 S:(I'>T")

(w-clos)

(w-comp)

Sejam AoZ,, o sistema com as regras nil e Ao/, o sistema com as regras (w-cons) e (w-
clos). Dado um termo M em o-nf, a principal diferenga entre esses dois sistemas é o
tipo designado para a subexpressao de uma substituicao aplicada a M, que corresponda
a indices acima de sup(M*). Em Aof,, o tipo atribuido para tal subexpressao é nil,
enquanto em Ao} o tipo atribuido é um contexto omega. O sistema Ao/} permite que seja
preservada a correspondéncia entre o comprimento do tipo de uma substituicao, que é um
contexto, e o nimero de cons.

Exemplo 8.0.2: Sejam M = 1e S = 1.(A.1).7 e suponha que 1 :(r.nil - 7). Assim,
para a inferéncia de tipagem de M[S] tem-se S: (T.nil > T.nil) em A\o},, com a seguinte

derivagao:
Al:(nil - a—a) 1 (nil > nal)
1:(tmil - 1) (A.1).T:(nil > nil)
1.(A.1).7: (r.nil > 1.nil)

e S:(r.w.nil > T.w.nil) em Ao/) com a seguinte derivacao:
ALl (nil - a—a) T {w.nil > nil)
1:(tmil - T) (A.1).7:(w.nil > w.nil)
1.(A1).7: {(rwmnil > T.w.nil)

As duas abordagens tém propriedades semelhantes. Com propriedades similares, am-
bos os sistemas tém problemas similares. Ao checar SR para esses dois sistemas, a propri-
edade vale para todas as regras do Ao-calculus menos uma. A falha ocorre para a regra

(MapEnv), que em [74] é apontada como a causa da estratégia infinita de redugao. Seja
(M.S) o S tal que
M.S:(T" > wI”) S (T>T1")
(M.S)oS":(I'>w.I)
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no sistema Ao%,, ou no sistema Ao’). Pela regra (w-cons) temos que S:(I'" >T") e que M

sM
é tipavel. Assim, S o S":(I' > w.I") mas nao temos garantia de que M[S'] seja tipavel em
qualquer um dos sistemas. A seguir, um contraexemplo em Ao’).

Exemplo 8.0.3: Sejam A = (1 1) a autoaplicagao, S; = A.id e Sy = M. Aad. Te-
mos entdo que Sy : (w.nil >y, w2nil) e Sy : (nil >,,» w.nil). Portanto, pela regra
(w-comp), Si0Sy ¢ (nil > w2nil). Observe que Sy 0 Sy —(aapEns) A[Sa].(id 0 S5) e
ido Sy : (nil Fy,» nil). A tipabilidade de A[S,] depende da unificacdo do contexto da
tipagem de A e do tipo da tipagem de Sy, que é reduzido a unificacao de (a— ) A v e
(o/ = ") N/ — 3. Portanto, o problema da tipabilidade de A[Ss] se reduz ao da tipabi-

lidade do autorreprodutor R = (A.(1 1) A.(1 1)) em sistemas de tipos com interse¢ao.

As mesmas expressoes em Ao compoem um contraexemplo andlogo para Aol,,. Ob-
serve que o exemplo dado acima nao ocorreria como uma subexpressao em termos origi-
nados de redugoes no Ao a partir de termos tipados correspondentes ao A-calculus. Seja
M qualquer tal que M :(nil ,,» 7). Assim, para S e Sy como no Exemplo 8.0.3 acima,
temos (M[S1])[S2] : (nil Fy,n 7) € XM : (nil F,,» w—7). Analisando as regras de Ao, o
tinico jeito de obtermos (M[S1])[Ss] é a partir do termo M’ = (X.(A\.M A) X\.A), onde A
¢ a autoaplicagao. Seja

NM : (nil - w—T) A:((a—0B) N a.nil F 3)
()\M A)<(a—>ﬁ) A a.nil - 7‘>
AAM A):(nil - ((a—0) Na)—T)

Note que a tipabilidade de M’ reduz ao problema de tipabilidade para o autorreprodutor
em IT logo M’ nao é tipdvel. Essa nao tipabilidade de M’ em ambos os sistemas é devida
a adi¢ao da informacao de tipos proveniente do contexto da tipagem do termo aplicado a

!/
w pela regra —..

Podemos entao mudar as regras (w-cons) e (nil-cons), retirando das respectivas pre-
missas que o termo M deve ser tipavel, obtendo entao:

S (A > nil) (il ) S {(A> A
M.S: (A > nil) B VT (A w.A")

(w-cons) ;onde A" # w™

Apesar do fato de expressoes WN em Ao, que correspondem a termos do A-calculus,

N

2, 0 exemplo de Melliés [74], que mostra que o

nao serem tipaveis em Ao/, nem em Ao

Ao-calculus simplesmente tipado nao é PSN, é tipavel em ambos.
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Portanto, por nao ser possivel uma caracterizacao de termos SN em Ao, substituimos
a regra —', pela regra —¥ a seguir:

M:A(I'Fw—T1)
(MN).(TFr) °

SM o fato de nao termos nenhuma infor-

Assim como a mudanca para As.” em relacao \s
macao de tipo sobre os indices livres de um termo aplicado a w, faz com que percamos
qualquer relagao direta entre contextos de tipagens e propriedades sintaticas do termo
correspondente. Na se¢do 8.2 apresentamos o sistema Ao”, baseado em Ao%,, e com a
regra —* descrita acima. Apesar de nao se ter a nogao exata do que seria relevancia para

Ac”, provamos uma propriedade similar ao Lema 7.2.2 para As.”, sobre o tltimo elemento

de um contexto nao nulo.

8.1 O sistema Ao/ e propriedades

Nesta se¢ao apresentaremos algumas propriedades do sistema A\o/*. Apesar de nao possuir

SR, provamos que toda forma Ao-normal é tipavel com esse sistema.

Definicao 8.1.1 (O sistema Ao): As regras de tipagem do sistema Ao, sao dadas a

seguir:
M:(ul' F 1)
T 7 ) AMTFu—r)
M ThHw—T) My (AF o) M :(nil - 1) .
(My My):(CANAFT) e ANM:(nilFw—7) '
My (T'E AL jo;—T) My (AYFoy) .. My (A" = o,)
(M, Ma): (CAATA - AA"F 1) e
S:A(I'>T") M:(T"+7) 1
MIS]: (T F 7) (clos)
et @l (@shift)
M:(T'FT) S: (A A) S:(I'>T") S' (T >T7)
(cons) (comp)

M.S:(T NA>T.AY S'oS:(I'>T")
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Os lemas de geracao mencionados no inicio da se¢ao, durante as consideracoes sobre as
mudancas nas regra de inferéncia para a obtencao de um sistema de I'T apropriado para

Ao, sao apresentados a seguir.

Lema 8.1.2 (Geragao para \o):

1. 7":(T' > I") se, e somente se, I' = w2.I".
2. 1[1"]:(I'F 1) se, e somente se, ' = w2..nil.

3. Se MM :(nil b 1), entdo T=w—0 e M:(nil F,,» o) ou T=A_ 0, —0,n>0,e

M (N o;mil =y,n o) onde 0,01,...,0,€7T.
4. Se AM (' = 1) e |I'| > 0, entdo 7 = u — o para algum u € U e o € T, onde

M:(u.l' Fy,n o).

Demonstracao. 1. Por inducao em n.

2. Suponha que 1[1"]:(I' 7). Por (clos) tem-se que 1:(I'>1") e 1:(I'" F 7). Pelo
item 1 acima tem-se que 1:(I'>1") sse ['=w™.I” e, por (var), tem-se que 1:(I" F 7)

sse IV =7.nil.
3. Por andlise de casos na derivacao de A.M : (nil - 7).

4. Por anédlise de casos na derivagao de A.M:(I' - 1), para |['| > 0. O

Pela Proposicao 3.3.7 temos que as formas o-normais correspondem exatamente aos
termo em Agp. O lema a seguir mostra que a teoria de Ao, coincide com a teoria de A5}y

para esses termos.

Lema 8.1.3: Seja M uma o-nf. Entao M:(I' F,,» 7) se, e somente se, M*:(I" F s 7).

Demonstracao. Por inducao na estrutura de M, descrita no Lema 3.3.5. Note que, pela
Proposicao 3.3.7, a aplicacao * introduzida na Defini¢ao 3.3.6 é um isomorfismo entre as

o-nfs e Ayp.

e M = 1: nada ha provar.
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e M = 1[1"]: Suponha que 1[1"]:(I' F 7). Temos que (1[1"])* = n+1. Pelo Lema
8.1.2.2 tem-se que I' = wZ.7.nil logo, por (var) e (varn) em A%, n+1:(I'F 7). Se
n+1:(I'" I o) entdo, pelos Lemas 5.1.7 e 5.1.8.1, I = w™.0.nil. Logo, por (var),
(w-shift) e (clos) em Ao, 1[1"]:(I" F o).

e M = A\.M;. Suponha que \.M;:(I' - 7).

Se I' = nil entdo pelo Lema 8.1.2.3, 7 =w—7"e My :(nil = 7') ou 7 = A\ y0;, — 7'
e My : (AZ0;.nil = 7'). No primeiro caso tem-se, por HI, que M : (nil F,,» ')
sse M7 :(nil bysa 7'). Logo, pela regra —; de cada sistema tem-se A\. M : (nil b,p
w—7") e AM{:(nil Fysy w—7'). O segundo caso € similar, com o uso da regra —;

de cada sistema.

Se |I'| > 0, entdao pelo Lema 8.1.24, r=u—7"e M;: (u.l' - 7/). Assim, por HI,
My (I byop 1) sse My : (u.l' Fysa 7). Logo, pela regra —; de cada sistema,

AMy (L Fyon u—1") e XM (T Y u—T').

Note que a prova de suficiéncia nos caso descritos acima é devido a derivacao de
M (T F ASM T) ser tratada por casos similares aos descritos acima, a partir dos

Lemas 5.1.8.3¢ 5.1.84

e M = (M, M,): Suponha que (M; My): (I' - 7). Por andlise de casos tem-se duas

possibilidades para o iltimo passo na derivagao.

Na primeira possibilidade, M; : (I F w—7) e My : (I'? - o), onde T' = T'' A T2,
Assim, por HI, My : (T 0 w—17) sse My (T sy w—17) e My: ([? 0 o) sse
My (T? Fasar o). Portanto, por — nos respectivos sistemas, (M Ma): (I Fy,p 7)
e (M7 M3): (L Fysu 7).

Na segunda possibilidade, M : (I" = A" 0;—7) e V1 <i<m, My:(I'" b ;) onde
I=T"AT'A--- AT™. Assim, por HI My :(I" Fy,p w—7) sse My (T sy w—T)
e V1<i<m, My:(T" b, 0;) sse M :(I" |—)\§]13v1 0;). Portanto, com as regras —, dos

respectivos sistemas o resultado é valido.

As provas de suficiéncia decorrem das possibilidades do ultimos passo de (M; MJ):

(r }_kcsl‘gf T) corresponderem aos passos descritos acima. O]

Para finalizar, apresentamos o lema que estabelece a tipabilidade de toda Ao-nf.
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Lema 8.1.4: Toda forma Ao-normal é tipdvel em Ao/
Demonstracao. Por indugao na estrutura das Ao-nfs, descrita no Lema 3.3.8.

e Se N = 1, nada ha provar.
e Sejam N = 1[1"] e 7€7. Pelo Lema 8.1.2.2, 1[1"]: (w™1.nil - 7).

e Seja N = 1Ny ---N,,. Por HI tem-se que V1 <i<m, N; é tipavel em Ao, entdo seja
N;: (T 0;). Seja T = 01—+ —0,, — 3 entdo, por (var), 1:{r.nil - 7). Assim,

pela regra —, aplicada m-vezes, 1 Ny -+ Ny, : (w2 7.nil) ATY A - AT™ = f3).

e Seja N = 1[1"]Ny---N,,. Por HI, V1<i<m, N; é tipavel em Ao/ entao seja
N; : (I + o) e sejaT =0y — -+ — 0, — (. Portanto, pelo Lema 8.1.2.2
tem-se que 1[1"] : (w™.7.nil = 7) e, por m aplicagdes de —., 1[1"] Ny--- N, :

(wrrnil) A\TEA - - AT™ F ).

e Seja N = A.N'. Por HI, N':(I"" I o). Se I" = u.I" entdo, por —;, AN :(I' Fu—o).

Senao, por —,, AN":(nil - w—o0).

e Seja S = Ny.--+ .N,,.1", onde m # n. Por HI tem-se que V1<i<m, N; é tipé-
vel entao seja N; : (I + 0;). Se n > 0 entdo, pelo Lema 8.1.21, 1" : (w2l >
[') para qualquer contexto I'. Assim, pela regra (cons) m-vezes, Nj.---.N,.1" :
(T'A - AT™ A (W2T) > 0. - - - 0,,.T'). Analogamente, com a regras (id) e (cons),
Ny.o - Npid: TN - - AT AT >0y, - -+ 0,,.T). O

8.2 O sistema \o” e propriedades

Introduzimos nesta sec¢do o sistema de IT proposto ao Ao-calculus, o A\o”, onde algumas de
suas propriedades sao apresentadas. Ao contrario do sistema Ao?, o sistema Ao’ possui a
propriedade de SR. Além disso, estabelecemos uma propriedade relacionada a relevancia.

SM - introduzidos no Capitulo

Assim como para o sistema As”" em relacao ao sistema As
7, as alteragoes propostas ao sistema Ao, para a obtencao de um sistema de IT com a
propriedade de SR para o Ao, impedem a caracterizacao de SN de uma Ao-expressao

através da tipabilidade no sistema. A seguir, apresentamos a definicao do sistema Ao”.



8.2 O sistema Ao’ e propriedades 162

Definigao 8.2.1 (O sistema \o"): As regras para tipagem no sistema Ao” sao dadas a

seguir, onde m > 0en > 0:

M:(ult 1)
———— (var) .
l:(rnil =) AM:(TFu—r)

Mi:(Thw—7) M :(nil & T) /

- .

(Ml M2)<F H 7‘> € )\M<’n,2l l_w—>7'> i
My:(T'FALoi—T) My: (A'F o) ... My: (A™ F 0,,)

(M1M2)3<P/\A1/\.../\Am|_7_> e

S:(I'>T") M:{I"F7)

(clos)

MI[S]: (T F7)
N M:A{A'Foy) ... M:AA™ - o,,) S:(A>A)
(A-cons) M.SAANAY A AA™ > (N 0).A)
1 [#Aw™ S:(I'>T") S' (T >T7)
i) e (comp) 65 (T>T)
- ‘ S (A > nil)
(nil-shit) 1 (nil > nal) (nil-cons) M.S: (A > nil)
T £Awn S:AmA)
(w-shift) e (w-cons) S A way S 7Y

Note que a premissa para a regra (w-shift) foi alterada de forma a excluir, além de
qualquer contexto omega, qualquer contexto que termine com um contexto omega. Uma
premissa similar sobre contextos foi incluida para (id). Note que (id) nao exclui I' = nil
enquanto que (w-shift) exclui essa possibilidade. Essas condigoes extra garantem que toda
substituicao, e nao apenas as aplicadas a termos, tenham a propriedade apresentada no

lema a seguir.

Lema 8.2.2: Se M :(I' F,,» 7) e m=|I'| >0, entdo I';, Zw. Em particular, se S: (I'>1I")

e m=|I'|>0 entdo [, #w e se m'=|I"| >0 entdo I, #w.

Demonstra¢ao. A demonstracao é feita por inducao em M : (I' F 7), com subindugao em
S:(I'>T"). A prova para as regras (var), —;, —. ¢ —* sao similares as provas no Lema

7.2.2 para \s,”. Apresentamos a prova para as regras restantes.
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I'#Aw™
Se ————
id:(I'>T)

, nada ha provar.

e Se 1:(nil > nil), nada ha provar.

4 Aw® )
e Se ——— — nada hé provar.
T {wI'>T)
Seja AP o IA|>0, entio por HI ¢ A+
. : = - mFEw.
eja 3= B nil) em , entao por em-se que w
S: (A A)

o Sej A" # w™. Por HI tem-se que se m=|A|>0, entdo A, #w e

: M.S: (A wA')

para m'=|A’| tem-se que A! , #w. Assim, [w.A'|=m'+1 e (W.A")y1=A), #w.

M:AA ' F o)) ... M:(A™F o) S (A A)
M.SA{ANA A ANA > (A2 04).A)

|A’| >0 entao A/, #w. Note que |A AA A~ AA™ =maz(|A],|AY, ..., |[A™]).

e Seja . Por HI tem-se que se m' =
Assim, se m = [A A AYA--- AA™| > 0, entdo basta tomar algum contexto de
comprimento m e mostrar que ele satisfaz a propriedade. Suponha s.p.d.g. que
|A|=m. Portanto, por HI tem-se que se m=|A|>0, entao A,, #w.

S:(I'>T") ST =T

S0 S:(I>T")
se m’'=|I"| >0 entao I , #w.

. Por HI tem-se que se m=|I"| >0 entdo I'y, #w e

e Scja

ST M:(I'"F 1) B
e Seja . Por HI tem-se que se m=|I"| >0 entao I';,, #w.
MI[S): ('t 1)

Note que a prova para substituicoes tem como base as tipagens de id e T. Portanto,

as condigoes para contextos adicionadas nas premissas € essencial. O

Corolério 8.2.3: Se M :(I'F,,» 7), entao I' £ A.w™, para quaisquer contexto A e m >0.
Em particular, se S:(I' >,,» I) entdo I'#A.w™ e IV # A" .w™, para quaisquer contextos
AeA"em>0.

As novas condigoes para contexto garantem a propriedade apresentada no Corolario
8.2.3 acima, para toda substituicao tipavel em Ao”. Essa propriedade nao é necesséria
para garantir a propriedade de SR. Para tal, basta adicionar a premissa I'#w™ para (id),
onde m >0. Nesse caso o Lema 8.2.2, e consequentemente o corolario acima, é véalido para
termos e apenas para substituicoes aplicadas a termos. A seguir apresentamos os lemas

de geracao para o sistema, separados em geracao para substituicoes e para termos.
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Lema 8.2.4 (Geragao para substituigoes em \o"):

1.

2.

S (nil > nil) para qualquer substitui¢do S.
Se M.S:(I' > nil) entao S:(I' > nil).
Se M.S:(I'>w.I’) entao S: (I'>1") e IV # wi.

Se M.S: (' >T") e I"=A",0;," entdao S: (I >T") e VI<i<m, M:(T" F o;) tal
que D=T" ATt A--- AT™,

Se S:(I" > nil) entao I' = nil.
M (I'>1") se, e somente se, ' =" =nil ou I' = w™.I”, onde IV # A.w™.
Se S:(I'>T") e S: (A A') entao S: (' NA>TYAA).

Se S:(I'> A' A A?) para A'#£A . w™ e A2 £ AN w™ entao I' = T'' AT? tal que
ST > Al e S: (I 1> A?).

Demonstracao. 1. Por inducao na estrutura de S.

Suponha que M.S : (I' > nil). Por anédlise de casos, a unica possibilidade para o

ultimo passo da derivagao é a regra (nil-cons). Portanto, S: (I" > nil).

Suponha que M.S: (I'>w.I'). Por andlise de casos, o tltimo passo é a regra (w-cons).

Portanto, S:(I' > 1) e ' #w™

Por anélise de casos a tnica regra possivel no ultimo passo da deducao serd a regra

(A-cons), validando a afirmacao.
Por indu¢ao na estrutura de S. Suponha que S:(I' > nil).

e Se S=1idouS =1, nada ha provar.
e Se S = 5709, entdao por (comp) tem-se que S;: (I F nil) e Sy: (I' = T"). Por
HI em S; tem-se que IV=nil e, por HI em S, tem-se I'=nil.

e Se S = M.S" entao, pelo item 2, S":(I" > nil). Assim, por HI, T'=nal.
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6. Se I'" =nil entdo pelo item 5 acima tem-se que I'=mnil. Sendo a hipdtese é provada

por inducao em m.

7. Por inducao na estrutura de S. Suponha que S:(I't>1") e que S: (A A’). Observe
que se IV =nil ou A’ =nil entdo, pelo item 5, I'=nil e A =nil, respectivamente, e

a afirmacao é verdadeira. Assim, consideram-se apenas os casos onde IV, A’ £nil.

e Se S =id, entao por (id) tem-se que '=I" e A=A’ e ' 41" w™ e AZA w™,
para qualquer m >0. Assim, PAAZ£T".w™ logo, por (id), id: ' AA TV A A')
onde IV AN A'=T A A.

e Seja S =7 e suponha que IV, A’ £ nil. Entao pelo item 6 tem-se que '=w.I" e
A=w.AJonde I" A" wl e A'#A A" w™ Tem-se que (w.I")A(w.A") =w.(I"AA)
logo, por (w-shift), T: (U AA>TYAA').

e Seja S = S; 085y Por (comp) tem-se que Sy : (I > 1), Sy : (I'> 1), S :
(A" > A e Sy : (A > A”). Por HI tem-se que Sy : (I ANA">T"ANA") e
So (D ANA T ANA”) logo, por (comp), S;o Sy (TAAD>TAA).

e Seja S = M.S’. Suponha s.p.dg. que I" = wI” e A" = (A',0;).A".
Pelo item 3 tem-se que S : (I' > I") para I # w?®. Pelo item 4 tem-se
que S : (A" > A”) onde A = A" ANA'AN---ANA™ e V1 < i < m, M :
(A" ;). Assim, por HI, 8" : (T AA” > T” AA”) e por (A-cons) tem-
se que M.S": (CAA"YANAYAN -~ AA™ > AT 0;. (T A A”)). Observe que
(CAAYANAYAN - AA™ =T A (A" AAYA--- ANA™) =T AA.

8. Por inducdo na estrutura de S. Suponha que S: (I'> A A A%). Note que se A7 = nil
para j€{1,2} entao, pelo item 1, S: (IV > A7) para [V =nil e a afirmagao é trivial.

Consideram-se os casos onde A, A% #£nil.
e Se S = id, entdo por (id) tem-se que I'=A! A A?. Assim, seja [V = A7 para
j€{1,2}. Logo por (id) tem-se que id: (A7 > AJ).
e Seja S =1. Pelo item 6 tem-se que I' = w.(A' A A?). Assim, para ' =w.Al e
I'?=w.A? tem-se o resultado.

e Seja S = S 05y Por (comp) tem-se que Sy : (I" > A AA?) e Sy: (T > T7).
Por HI tem-se que "= (I")! A (I)? tal que Sy: {((I")' > A) e S;: ((I)? > A?).
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Pelo Corolério 1 tem-se que (I")!#(I")L.w™ e (I")? # (I'")?.w™, para qualquer
m > 0. Assim, por HI tem-se que I' = I'" AT? tal que Sy : (I'' > (I")!) e
Sy : (T2 > (I)?). Portanto, por (comp), S; 0 So: (I > Al) e ;0 Sy (T? > A?).
e Seja S = M.S’. Suponha s.p.d.g. que Al=w.A" e que A?=(A",0,).A”. Pelo
item 4 tem-se que S’: (I > A’ AA”) onde T=T"AT*A--- AT™ e V1<i<m,
M : (T" F ;). Assim, por HI, T” = (I")! A (I")? onde S : ((I")' > A') e
S {((T)? > A”). Por (w-cons) tem-se M.S": (T")! > w.A') e, por (A-cons),
M.S (T2 ATEA - AT™ > (A, 0;).A"). Portanto, tomando I'' = (I")! e
[2=(T")2AT'A--- AT™ tem-se o resultado. O

Lema 8.2.5 (Geragao para termos em \o"):
L. 1[1™]: (T Fy.n 7) se, e somente se, I' = w™.7.nil.

2. Se AM :(nil by, T), entdo T=w—0 e M:(nil Fy,n o) ou T=Al" 0, —0,n >0, e

M (N o;.nil by,n o) onde 0,01,...,0,€T.

3. Se AM :(I' Fy,~ 7) e |I'| > 0, entdo 7 =u — o para algum u € e o0 € T, onde
M:(u.l' - ,n o).

4. Se (My; My) : (T Fy,n 7) entao My : (I' Fyon w—7) ou My : (I Fyon AMjoy—T) €
V1i<i<m, N;:(I" b 05y onde T =T AT Ao AT™,

Demonstracao. 1. Suponha que 1[1™]:(I' F 7). Por (comp) tem-se que T:(I' > I")
e 1:(I" F 7). Assim, por (var) tem-se que I = 7.nil logo, pelo Lema 8.2.4.6,

I'=w™.1.nil.
2. Por andlise de casos na derivagao de A\.M : (nil - 7).
3. Por anélise de casos na derivacao de A.M :(I' - 7), para |I'| > 0.

4. Por anélise de casos na derivacao de (M; My): (I' F 7). O

8.2.1 Reducao de sujeito

Com os lemas de geracao apresentados acima, podemos entao estabelecer o propriedade

de SR para Ao".
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Teorema 8.2.6 (SR para Ao"): Seja M um termo em Ao. Se M : (' Fy,n 7) e M — ),
M’ entao M':(I' ,,» 7). Em particular, para uma substituigdo S em Ao, se S:(I'>>,,A ")
e S —, S entao S": (' >4 I).

Demonstracao. A prova é feita através da andlise da propriedade em cada regra de rees-

crita do céalculo.

e Beta: Suponha que (A.M N):(I' - 7). Pelo Lema 8.2.5.4 tem-se duas possibilidades.

Suponha que A.M : (I' F w—7). Se I' =nil, entdo pelo Lema 8.2.5.2 tem-se que
M :(nil & 7). Por (id) e (nil-cons), N.id: (nil > nil). Assim, por (clos), M[N.id]:
(nil = 7). Se |I'| >0 entdo, pelo Lema 8.2.5.3, M : (w.I' = 7). Por (id) e (w-cons),
N.id:(I' > w.T") logo, por (clos), M[N.id]:(I' - 7).

Suponha que A.M : (I" = A 0;—T7) e V1<i<m, N:(I' F o;) onde [ =T" A
YA« - AT™. Pelos Lemas 8.2.5.2 € 8.2.5.3, M : ((A,0;).I" - 7). Assim, por (id)
e (A-cons), Nad:(I" AT* A--- AT™ 1> (AT, 0,).I"). Portanto, por (clos), M[N.id]:
(It 7).

e App: Suponha que (M; Ms)[S]:(I' 7). Por (clos), S:(I'>A) e (M; My): (A F 7).
Pelo Lema 8.2.5.4 tem-se duas possibilidades para a tipagem da aplicacao, como

descrito no caso acima.

Suponha que M;: (A F w—7). Por (clos) tem-se que M;[S]:(I' - w— 7). Portanto,
por =¥ (M;[S] M[S]): (T + 7).

Suponha que M; : (A" = Ao, —T) e V1 < i <m, My: (A" I o;) onde A =
A'ANAYA - AA™. Pelo Coroldrio 8.2.3 tem-se que A/, Al ... A™£A" v, para
quaisquer contexto A” e n>0. Assim, por inducao em m e o Lema 8.2.4.8 tem-se
que L =T/ ATTA - AT™ tal que S:(I" > A') e VI<i<m, S:(I'" > A%). Assim,
por (clos), M;[S]: (I" = (A" y0;) —>7) e V1 <i<m, My[S]: (" - ;). Portanto, por
—ve, (Mi[S] Ma[S]) (L' F 7).

e Abs: Suponha que (A.M)[S]:(I" - 7). Por (clos), S:(I'>T1") e A M :(I" I 7).

Se IV =nil entdo, pelo Lema 8.2.5.2, r=w—7"e¢ M:(nil - 7') ou 7=A",0;, — 7'
e M : (A" 0;.nil = 7). Além disso, pelo Lema 8.2.4.5, I' =nil. Assim, por (nil-

shift) e (comp), So7:(nil > nil). Portanto, para 7 =w — 7’ tem-se por (nil-cons)
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que 1.(Sot): (nil > nil). Logo, por (clos), M[1.(So7)]: (nil - 7'y e por —/
tem-se que A.M[1.(So1)]: (nil - 7). Para 7 = (A",0;) — 7’ tem-se por (var) e
(A-cons) que 1.(Sol): (A" 0;.nil > A" 0;.nil). Assim, por (clos) e —; tem-se que

AM[1.(So7)]:(nil F ).

Se |I| >0 entao pelo Corolério 8.2.3 tem-se que I” ndo é um contexto omega e pelo
Lema 8.2.5.3 tem-se que 7 =u — 7’ tal que M : (u.I" F 7). Se I" = nil entdo por
(nil-shift) e (comp), So:(nil >1"). Se u=w entao por (w-cons) tem-se 1.(SoT):
(nil > w.I") logo, por (clos) e =i, AM[1.(So)]: (nil F w—7"). Se u=A",0;
entao por (A-cons) tem-se 1.(So7): (A", 0;.nil > A",0;.1") logo, por (clos) e —;,
AM[1.(SoT)]:(nil - A" o;—7"). Se |I'| >0 entao, pelo Corolério 8.2.3, '#A.w™
logo, por (w-shift) e (comp), SoT:(w.I'>1"). Andlogo ao caso anterior tem-se por
(w-cons) ou (A-cons), dependendo de u, que 1.(SoT): (u.I' > u.I"). Assim, por
(clos) e =i, AM[1.(So)]: (T Fu—1).

e Clos: Suponha que (M[S])[S']: (I' F 7). Por (clos), S":(I'>T1") e M[S]: (I" - 7) e,
por (clos) novamente, S:(I" >T") e M: (I I 7). Portanto, por (comp) tem-se que
So 8" (I'>T") logo por (clos) tem-se que M[S o S"]:(I' F 7).

e VarCons: Suponha que 1[M.S]:(I' - 7). Por (clos), M.S:(I'>1") e 1:(I"F 7).
Por (var) tem-se que IV =7.nil. Assim, pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que S: (I'" > nil)

onde '=T'AT? e M:(I'"> - 7). Pelo Lema 8.2.4.5 tem-se que I'' =nil logo I'* =T.

e /d: Suponha que M|id]:(I' = 7). Por (clos), id: (I' >1") e M :(I" - 7). Por (id)

tem-se que I'V=T".

e AssEnv: Suponha que (S; 0 S3) 0 S3:(I'>1"). Por (comp) tem-se que S3:(I' > I')
e S;08y : (I >T1") e, por (comp) novamente, Sy : (I = I'") e Sy : (I > T").
Portanto, por (comp) tem-se que Sy 0 S3: (I' = I') logo, por (comp), tem-se que

Sl o (SQ o Sg) : <F > F/>
e MapEnv: Suponha que (M.S) o S":(I'>1"). Por (comp) tem-se que S":(I'>T1") e
M.S:(I" > T').

Se IV = nil entdao pelo Lema 8.2.4.2 tem-se que S : (I' > nil). Assim, por (comp)
tem-se S 0 .S":(I" > nil) e por (nil-cons) tem-se que M[S'].(S o S"): (" > nil).



8.2 O sistema Ao” e propriedades 169

Se I" =w.A entao pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que S: (I'"">A) onde A # w®. Assim, por
(comp) tem-se S o S":(I'> A) e por (w-cons) tem-se que M[S'].(S 0 S"):(I'>w.A).
Se IV = AI",0;.A entao pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que S : (A” > A) onde I' =
A" NAYA - ANA™ e VI <i<m, M: (A" F o;). Pelo Coroldrio 8.2.3 tem-se que
A" A A™ AT W para quaisquer contexto I e n > 0. Assim, por inducao
em m e o Lemma 8.2.4.8 tem-se que I =T" AT' A--- AT™ tal que S’: (I > A™)
eVl<i<m, S : ("> A" Assim, por (comp) tem-se SoS : (I > A) e por
(clos) tem-se que V1 <i <m, M[S']: (" - ¢'). Portanto, por (A-cons) tem-se que
M[S.(SoS):(T" ATYA - AT™ > A 07 A)

e [dL: Suponha que id o S:(I'>>T"). Por (comp) tem-se que S:(I'>T") e id: (I >1").
Assim, por (id) tem-se que I =T".

e [dR: Suponha que S oid:(I'>>T"). Por (comp) tem-se que id: (I'>1") e S: (I >1").
Assim, por (id) tem-se que I =T".

e ShiftCons: Suponha que To (M.S):(I'>I"). Por (comp) tem-se que M.S: (I'>I'") e
1:(I">1"). Pelo Lema 8.2.4.6 tem-se que I'' =" =nil ou I =w.I" onde I" #£ A.w™.
Se I"=I"=mnil entao pelo Lema 8.2.4.2 tem-se que S: (I" > nil).

Se I'"=w.I" entdo pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que S: (I' > I).

e VarShift: Suponha que 1.7:(I'>1"). Se IV =nil entdao pelo Lema 8.2.4.5 tem-se
que I"'=nil logo, por (id), id: (nil > nil).
Se IV =w.I"” entao pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que T:(I'>T") onde I' £ w™. Assim,
pelo Lema 8.2.4.6 tem-se que I'=w.I"” onde I # A.w™ logo, por (id), id: (I' > I')
onde I"=w.I"=T".
Se IV = A" ,0;.I" entdo pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que T : (I F I”) onde I' =
I ATYA - AT™ e V1<i<m, 1:(I'" F o;). Por (var) tem-se que V1 <i <m,
I =0;.nil. Pelo Lema 8.2.4.6 tem-se que I =T" =nil ou I'"" =w.I"” para I # A.w™
Em ambos os casos tem-se que " AT' A+ AT™ =T" A (A2 04.0il) = AN 0, T,

Portanto, id: (I" > T").

e Scons: Suponha que 1[S].(ToS): (I'>I"). Se IV = nil entao pelo Lema 8.2.4.5

tem-se que I' = nil e, pelo Lema 8.2.4.1, S: (nil t> nil).
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Se IV =w.I' entao pelo Lema 8.2.4.3 tem-se que 7o S: (I' >T"") onde I #w™. Por
(comp) tem-se que S : (I'>A) e T: (A T"). Assim, pelo Lema 8.2.4.6 tem-se
A=w.I" portanto S:(I' > I").

Se I'" = A", 0,.I" entdo pelo Lema 8.2.4.4 tem-se que To S : (I'" F I') onde I' =
I ATYA - AT™ e V1 <i<m, 1[S]: (I I 0;). Por (cons) e (var) tem-se que
V1i<i<m, S:(I'"t>0;.nil). Por (comp) tem-se que S:(I'" > A) e T: (A >T"). Pelo
Lema 8.2.4.6 tem-se que A=I"=nil ou A=w.I'” onde I'" # A’.w™. Portanto, em

ambos os caso tem-se pelo Lema 8.2.4.7 que S: (I AT* A - - AT > AT 0, 7). [



Capitulo 9

Conclusao e trabalhos futuros

Apresentamos neste trabalho o primeiro sistema de tipos com intersegao (IT) para dois
célculos de substituigoes explictas (ES), o Ac no Capitulo 8 e o As. no Capitulo 7, e
provamos a propriedade bédsica de reducao de sujeito (SR) para ambos. Os sistemas
de IT tem sido estudados como uma alternativa a sistemas de tipos baseados em Hin-
dley/Milner [75], utilizado por exemplo pela implementacao do Standard ML [45], para o
tratamento do polimorfismo em sistemas de tipos computacionais. O tratamento finitario
para o polimorfismo em IT, listando os tipos assumidos por um mesmo procedimento, é
conveniente computacionalmente com propriedades como a tipagem principal (PT), que
permite atributos como a compilacao separada e a recompilacao inteligente. A proprie-
dade de relevancia em IT é a forma de manter o sistema com o minimo de suposigoes
possiveis para a inferéncia do par formado por um tipo e um contexto de tipo, chamado
de tipagem. Além disso, sistemas de I'T sao ferramentas importantes na investigacao da
semantica do A-calculus, um estudo que ainda precisa ser realizado tanto para o Ao quanto
para o As.. Os dois calculos de ES estudados usam uma notacao a la de Bruijn, portanto
estudamos o A\gp-calculus com dois sistemas de tipos com intersecao, apresentados no

Capitulo 5.
Resultados

Este trabalho apresentou um sistema de IT para os calculos de ES estudados, com a
proposta de ser uma base para extensoes que incluam, e.g, a intersecao como um construtor
geral para tipos, o w como um tipo universal, uma ordem para tipos e as variaveis de

expansao [57]. Estas iltimas estao relacionadas com um estudo de PT em sistemas de IT

171
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para calculos de ES. Dessa forma, no Capitulo 4 apresentamos a nogao de PT introduzida
em [98] para os célculos \gp, As. e Ao com sistemas de tipos simples, provados corretos e

completos de acordo a nogao de PT apresentada por J. Wells em [103].

O sistema A3}, introduzido em [101] e apresentado na Segao 5.1, ¢ uma versao a la de
Bruijn do sistema A\ de E. Sayag e M. Mauny em [37], com um regra de designacao de
tipos para indices mais geral. Analisamos a propriedade de SR para o cédlculo e provamos
a propriedade para a contracao (3 através de um conceito aplicavel em sistemas de tipos
relevantes, a restricao para contextos.

No Capitulo 6, apresentamos uma caracterizacao sintatica de PT introduzida em [101]
para formas (-normais de A\gp no sistema A5, uma restri¢ao do sistema \jy, seguindo a
linha do trabalho de Sayag e Mauny. Além da caracterizacao sintatica de pares principais,
similar a de [37], conseguimos uma correspondéncia bijetiva, médulo renomeamento, com
PT para formas [-normais e formalizamos a correspondéncia do contexto de uma PT e o

multiconjunto de indices livres de uma forma [-normal.

O sistema A}, introduzido em [100], é apresentado na Segao 5.2, sendo este uma
versao a la de Bruijn do sistema A" de F. Kamareddine e K. Nour em [56]. Apresentamos
a prova de SR para a reducao (3 neste sistema, usando uma nocao de restricao de contexto
mais fraca que a utilizada para o Aj}. Os sistemas A5} ¢ Aj5" s@o relevantes como os
sistemas originais, enquanto o sistema A} perde a propriedade de relevancia presente no
sistema A", permitindo uma forma limitada de redundancia. Isso se deve & combinacao
da presenca de w nos contextos, de forma a prover a estrutura sequencial necessaria em
sistemas de tipos para o A\yp, e a relagao binaria para os tipos. A relacao de ordem para os
tipos induzida por esta relagao bindria é utilizada no sistema original em [56] para provar
a completitude em relacao a semantica proposta. Assim, baseamos os sistemas propostos

para os cédlculos de ES estudados no sistema A7}, de forma a tentar obter um sistema de

IT restrito tal que as propriedades de SR e relevancia fossem satisfeitas.

No Capitulo 7 introduzimos os sistemas As°" e As.,” de IT para o As e \s,, respecti-
vamente. A analise feita para a adicao de IT para o As.-calculus apresenta o estudo do
sistema para As como uma etapa preliminar onde, além da propriedade de SR, a relevancia

do sistema de tipos é considerada. A propriedade de relevancia é satisfeita para o sistema
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As°M com relacao a uma propriedade sintatica bem definida, os indices disponiveis. Por
outro lado, uma propriedade relacionada & relevancia é satisfeita por As.”, sem uma defi-
nigao geral para uma relagdo com caracteristicas sintaticas. A propriedade de SR para o

SM

sistema As*" ¢é provada para o s-calculus e, com restricao de contexto, para a simulagao

de contracao 3. A propriedade de SR é provada para As.” em relagao a reducao 3.

No Capitulo 8 apresentamos o estudo referente a adi¢ao de I'T para o Ao, introduzindo
o sistema \". O sistema, a exemplo do sistema de IT para o As., tem uma propriedade
relativa a relevancia sem uma relagao geral com caracteristicas sintaticas das expressoes

em Ao. O sistema tem a propriedade de SR para a reducao [3.
Trabalhos futuros

Apesar da defini¢ao para PT de formas -normais apresentada no Capitulo 6 ser similar
a definicao de PT para o sistema de tipos simples )\ ;, a correspondéncia com a nocao
geral de PT nao é direta. Assim, fica como trabalho futuro demonstrar a correspondéncia
entre a nocao de PT no sistema Aj5" e a nogao geral de PT de Wells.

Para os sistemas de IT para o \;jp baseados no sistema A**, podemos trocar —/ do

sistema \j} por —¥ abaixo

M:A('rw—T1)
(MN):(TFr) °

Seja A}z o sistema obtido com essa troca de regras. Este sistema é uma versao a la
de Bruijn do sistema em [38,39]. Com lemas de geragdo apropriados, a exemplo dos
sistemas para cédlculos de ES propostos neste trabalho e que possuem uma regra —¥,
acreditamos na possibilidade de recuperacao das propriedades de redugao, e expansao,
de sujeito. A partir deste resultado, poderemos estender o resultado de PT para termos
terminantes (WN), na linha do trabalho realizado originalmente em [38]. Assim, o A} e
uma restrigdo no conjunto de tipos, a exemplo de UT em [56], podem ser utilizados em
uma caracterizacao de WN para o A\gg. Um sistema desta forma seria um primeiro passo
para um sistema com variaveis de expansao, formalizando tanto a substituicao quanto a

expansao para o sistema de tipos correspondente.

Para o As.-calculus, fica como trabalho futuro uma possivel prova de caracterizacao

para WN através da inferéncia de tipos em As.,” e a investigacao de PT para o célculo.

Para o As fica a questao de uma possivel caracterizacao de SN através do sistema As*M.
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Podemos ainda investigar sistemas de IT para o Av de P. Lescanne [70], permitindo uma
comparacao com o sistema Ao andloga & comparacao entre propriedades para os sistemas
de As e As., presentes neste documento. Uma questao interessante é se um sistema de
IT para a variante do Ao sem a regra (VarShift) tem alguma propriedade diferente
do que para a versao analisada no presente trabalho. Além disso, ficam as questoes de

caracterizacao de WN para o Ao através de A\o” e PT em sistemas com IT para A\o.

Por fim, o uso de sistemas de I'T para o estudo da semantica dos calculos a la de Bruijn,
investigados no presente trabalho, devem utilizar como base os sistemas aqui introduzidos.
Estes sistemas devem ser estendidos de forma a incluir uma regra de inferéncia para a
introducao da intersecao sendo esta tratada como um construtor de tipos mais geral, o w
ser tratado como um tipo universal e a inclusao de uma ordem para tipos com uma regra
de inferéncia associada. Portanto, os sistemas assim obtidos devem estar relacionados ao

sistema A}, da Segao 5.2.
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