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RESUMO

Neste trabalho estudamos o quadrado tensorial nao-abeliano, GRG, de um grupo G,
bem como algumas construgoes relacionadas. Abordamos resultados que estabelecem
cotas superiores para a ordem de G ® GG, para certas classes especiais de grupos finitos,
particularmente para p-grupos, p um primo, e para grupos metabelianos.

Palavras-chave: quadrado tensorial nao-abeliano, quadrado exterior, p-grupos fini-
tos, grupos metabelianos finitos.



ABSTRACT

In this work we study the non-abelian tensor square, G ® G, of a group G , as well
as some related group constructions. We treat of results concerning upper bounds for
the order of G ® G, for GG in certain special classes of finite group such as p-groups, p

a prime number, and metabelian groups.

Key words: non-abelian tensor square, exterior square, finite p-groups, metabelian
groups.
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INTRODUCAO

O produto tensorial nao-abeiano, G® H, de grupos G e H, foi introduzido por R. Brown
e J.L. Loday [4] e provém de aplica¢oes em um teorema de Van Kampen generalizado
em teoria de homotopia. Da maneira como foi introduzido, ele generaliza o produto
tensorial "usual", G/G'®z H/H', dos grupos abelianizados, uma vez que leva em conta
agoes de GG sobre H e de H sobre G.

Especificamente, sejam G e H grupos munidos com uma agao (a direita) de G
sobre H, (h,g) — h?, e uma agao de H sobre G, (g,h) — g¢". Suponhamos, ainda,
que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugacao, i.e., para g, x, €
G, h,ye H, ¢ =x"'gx e h¥ =y 'hy. As dadas acoes sdo compativeis se, para todos
g, 91, € Gh, hy € H,

g(hgl) — gg1flh91 — ((99171

oY
ghi . ((hh171 )9)h1

-1

h(ghl) — hhl

Se G e H agem um sobre o outro compativelmente, entdao o produto tensorial
nao-abeliano de G e H é definido como sendo o grupo gerado por todos os simbolos
g®h, g€ G, h e H, satisfazendo as relagoes

991 @ h = (¢ @ h"")(g1 @ h) (0.0.1)
g®@ hhy = (g® h)(¢" @ h") (0.0.2)

para todos g, g1 € G e h, hy € H. Tal grupo é denotado por G ® H.
Como a acao por conjugacao de um grupo G sobre si mesmo satisfaz 0.0.1 e 0.0.2,
o quadrado tensorial nao abeliano G ® GG, de um grupo G, esta sempre definido.
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O objetivo deste trabalho é estudar cotas para a ordem do quadrado tensorial em
certas classes de grupos finitos.

O Capitulo I é dedicado a recapitulagao de conceitos e resultados preliminares que
serao utilizados no desenvolvimento subsequente do trabalho, de modo a facilitar as
referéncias. Neste mesmo capitulo fazemos um estudo detalhado do quadrado exterior
G A G de um grupo G, na abordagem original de C. Miller [10], uma vez que este esta
relacionado com todo o assunto do presente trabalho.

No Capitulo IT abordamos alguns resultados gerais sobre o produto tensorial nao-
abeliano de grupos, com énfase no estudo de grupos nilpotentes finitos. Tratamos
também do grupo v(G), uma construgao relacionada ao quadrado tensorial nao abe-
liano, introduzido por Rocco [17], (veja também [5]) definido como segue: Sejam G e
G¥ grupos isomorfos por ¢ : G — G¥, Vg € G. O grupo v(G) é definido por

V(G) - <G7 G@ | [917924;7]93 - [9?37 (925]3)@] - [9179290]93“}7 v.gla 92, 93 € G>

A relacdo entre v(G) e G ® G esta no fato de que o subgrupo comutador |G, G¥]
de v(G) ¢ isomorfo a G ® G.

Rocco [17] encontrou uma limitagdo para |G ® G|, em que G é um p-grupo finito.
Posteriormente, G. Ellis e A. McDermott melhoraram a cota de Rocco e estenderam
para o produto tensorial nao abeliano de um p-grupo finito e um ¢-grupo finito, onde
p e ¢ sao primos (nao necessariamente iguais). Exibimos essa cota em uma abordagem
dada por R. D. Blyth, F. Fumagalli e M. Morigi 2|, para o quadrado tensorial nao

abeliano de um p-grupo, como segue o teorema.

Teorema: Sejam G um p-grupo finito de ordem p" e d = d(G) o nimero minimo de
geradores de G. Entio p™ < |[G,G?]| < p™.

Verificamos que essa cota ¢ a melhor possivel; estudamos em detalhes o grupo v(Qs)
para o grupo dos quatérnios Qg e com isso verificamos que Qg ® Qg = (Z2)? X (Z4)?,
de modo que este limite é atingido para G = Qs.

No Capitulo 11 consideramos o produto tensorial nao abeliano de grupo soluveis,
e em especial estudamos limitacoes para a ordem de G ® G. Para isso apresentamos
também uma generalizagdo do grupo v(G), definida em [14] como segue: Sejam G, H
grupos agindo compativelmente um sobre o outro e H¥ uma copia de H, isomorfa por



w:Hw— H¥ hw— h% Vh € H. Entao

U(G, H) = <G7 H*? | [97 h<,0]g1 = [ggla (hgn)go]j [g’ hw]hlw = [ghlv (hhl)w]’
Vg, 91,€ Gh, hy, € H).
Quando H = G e as agdes sdo por conjugacgio, entao n(G, G) torna-se v(G).

Determinamos uma cota para a ordem do quadrado tensorial nao abeliano de grupos
soliveis dada por Nakaoka [11]:

Teorema: Se GG é um grupo finito soluvel de série derivada com comprimento l, entao

G ® Gl < |G @z G T (IG8 © GEP |G @266, 1(GGY))

9t—1

[I2 I |G @26, 6, 1(Gi/Gr)

Em particular, no caso de um grupo metabeliano finito, a cota acima pode ser
melhorada:

Teorema: Seja G um grupo metabeliano finito. Entao

|G ® G| divide |G™ ®7 G®||G' A G'||G" @zgar I(G™)],
onde G' NG’ é o quadrado exterior de Z-mddulo G'. Quando [G',G] = {1}, obtemos

G ® G| < |G @z G™||G" @z G?|.

Concluimos o trabalho calculando a ordem do quadrado tensorial nao-abeliano de
um grupo metabeliano finito G, em que G’ e G possuem ordens coprimas.

Teorema: Se G ¢ um grupo metabeliano finito tal que |G'| e |G| sdo coprimos, entdo
|IGRG| = n|G'|-|GP®5,G?|, onden é a ordem do subgrupo G®-estdvel do Multiplicador
de Schur de G'.



CAPITULO 1

LCONCEITOS E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, no intuito de facilitar a leitura do trabalho, fazemos uma breve revisao
de alguns toépicos da Teoria de Grupos, como Subgrupos Comutadores, Subgrupo de
Frattini, Grupos Nilpotentes, Séries p-Centrais, Sequéncias Exatas, Multilicador de
Schur, Relagoes entre Comutadores e o Multiplicador de Shur.

1.1 Subgrupos Comutadores e Subgrupo de Frattini

Sejam G um grupo e xy, Ta, ... elementos de G. O conjugado de z1 por xy é

x? = x;lxlxg, e o comutador de x; e x5 nesta ordem é

(21, 29) i= 27 oy oy 2o (= 2y ta}?).
O comutador simples de peso n é definido indutivamente por [z1] := x; e para
n > 2,
[.Tl, ce ,.len] = [[331, cee .I'n_l], l’n]

Proposigao 1.1.1. Sejam x e y elementos de um grupo. Entao
i) [x,y) = ly,2] "t = [z, y ']V =27y
“) [:Uya Z] = [%, Z]y[ya Z] ; [x,yz] = [.1'72] [xay}z;

ii) [v,y)* = [z, y][r,y, 2] = [2%,97];



Capitulo 1 Subgrupos Comutadores e Subgrupo de Fratttini

w) v,y 2V [y, 27 2Pz, 27 y]® = 1 (identidade de Hall-Witt).

Proposicao 1.1.2. Sejam x e y elementos de um grupo G e suponhamos que [x,y]
comuta com x e y. Entao, para todo n € 7,

i) [v,y") = 2" y] = [z, y]"
ii) (xy)" = a"y"[y, 2],

Sejam X e Y subconjuntos nao vazios de um grupo G. O subgrupo comutador de
X e Y, indicado por [X,Y] é, por definicao o subgrupo de G gerado por todos os
comutadores [z,y], com x em X e y em Y.

Em simbolos,

(X, Y] :=([z,y] |z e X,y €Y).
Notemos que [X,Y] = [Y, X].

Definicao 1.1.1. Se G é um grupo e H um subgrupo de G, entao dizemos que H é
caracteristico em G se (H)a = H para todo automorfismo o : G — G.

Proposicao 1.1.3. Sejam M e N subgrupos de um grupo G.

i) Se M e N sao subgrupos normais (respectivamente caracteristicos) em G, entao

[M, N] é subgrupo normal (respectivamente caracteristico) de G;
i) [M,N] < (M,N);
ii) Se a: G — Gy é homomorfismo entao ([M, N])a = [(M)a, (N)a];
w) Se N = (Y) entio [M,N] =[M,Y]";
v) Se M = (X) e N =(Y) entio [M,N] = [X,Y]MN,
Lema 1.1.4. Sejam G um grupo, H e K subgrupos de G.

i) Se H € caracteristico em K e K € caracteristico em G, entao H é caracteristico

em G;

ii) Se H € caracteristico em K e K é normal em G, entdo H é normal em G.

Universidade de Brasilia 5 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Grupos Nilpotentes

O subgrupo [G, G] de um grupo G é chamado o grupo derivado de G, e é denotado
por G'. Tal grupo tem a seguinte propriedade:

Proposicao 1.1.5. O grupo quociente G /G’ é abeliano. Além disso, se N é um sub-
grupo normal de G tal que G/N € abeliano, entio G' C N.

Seja G um grupo.

Definicao 1.1.2. Um subgrupo M de G é subgrupo mazimal de G se M < G e nao
existe H < G com M < H < .

Definicao 1.1.3. O subgrupo de Frattini ®(G) é definido como a interse¢ao de todos

os subgrupos maximais de G. Se o grupo (infinito) G nao possui subgrupos maximais,
definimos ®(G) = G.

Definicao 1.1.4. Um elemento x de um grupo G é um nao-gerador de G se, sempre
que um subconjunto 7" de G satisfaz G = (T, z), entao G = (T').

Teorema 1.1.6. Se G € um grupo nao trivial e S € o conjunto de todos os nao-
geradores de G, entdo S = ®(G).

Proposicao 1.1.7. Se G é um p-grupo finito entao ®(G) = G'GP, em que GP =
(xPyx € G). Além disso, G/P(G) € um espago vetorial sobre Z/pZ, cuja dimensdo
d(G), é o numero minimo de geradores de G.

Teorema 1.1.8 (Teorema da Base de Burnside). Se G é um p-grupo finito, entao
quaisquer dois conjuntos minimos de geradores de G tém o mesmo nimero de elemen-
tos. Além disso, se x ¢ ®(G) entao {x} pode ser estendido a um conjunto minimo de
geradores de G.

1.2 Grupos Nilpotentes
Definicao 1.2.1. Um grupo G é dito nilpotente se existe uma cadeia finita
1=Gy<Gi <Gy<...<G, =G

tal que

Universidade de Brasilia 6 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Grupos Nilpotentes

Uma tal cadeia é chamada série central de G. A classe de nilpoténcia de um grupo
nilpotente G, cl(G), é o comprimento da menor série central de G.

Definicao 1.2.2. Seja G um grupo. Definimos os seguintes subgrupos de G indutiva-
mente.

nG) = G,
%(G) = m(G),Gl=[G,G] =G,
1(G) = [n(G), G,

%(G) = [1i-1(G), Gl

Lema 1.2.1. Seja G um grupo, entio ~;(G) € caracteristico em G para todo inteiro

POSitivo 1.
Assim segue que a cadeia
G=7(G)>%(G)>...>%G) > ...
é uma série central e é dita série central inferior do grupo G.
Definicao 1.2.3. Seja G um grupo. Definimos indutivamte

G(G) =1
G(G) = Z(G)e, parai > 1,

¢i(G) é definido como sendo o tinico subgrupo de G tal que (;(G)/(-1(G) = Z(G /(-1 (G))

A cadeia

1=C(G)<GG)<...<GG) < ... (1.2.1)

é chamada série central superior de G.

A proposicao a seguir justifica os adjetivos inferior e superior das séries acima.

Proposigao 1.2.2. Seja G = Ay > Ay > ... > A1 = 1 uma série central de G.
Entao

)G <A L i=1..n+1

“’) An+1—i SQ(G> ) izovla"'7n

Universidade de Brasilia 7 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Série P- Central Inferior

Colorario 1.2.3. Em um grupo nilpotente G as séries centrais inferior e superior tém
comprimento finito. Além disso, ambas as séries tém o mesmo comprimento e este

numero € a classe de nilpoténcia de G.
Proposicao 1.2.4. Sejam G um grupo nilpotente de classe c e H < G. Entdo
i) H é nilpotente de classe menor ou igual a c.
ii) Se H < G entao G/H € nilpotente de classe menor ou igual a c.
Proposicao 1.2.5. Valem as sequinte afirmacoes:
i) Um produto direto de um nimero finito de grupos nilpotentes é nilpotente;
ii) Todo p-grupo finito € nilpotente;
iii) Sejam G um grupo nilpotente e H um subgrupo prdprio. Entdo H # Ng(H);

i) Um grupo finito G ¢é nilpotente se, e somente se, é o produto direto de seus

subgrupos de Sylow.

1.3 Série p-Central Inferior

Defini¢ao 1.3.1. Sejam G um grupo, p um nimero primo e G? = (¢? | g € G).
Definimos indutivamente a seguinte cadeia de subgrupos de GG

X(G) = [M(G),GIM(G)

M(G) = [a(G), GlA(G)

Mi(G) = [Nia(G),GIN(G)

A cadeia G = A\ (G) > Xa(G) > ... > N(G) > ... é denominada série p-central
inferior de G.

Note que 12(G) = G’ < X\y(G) e, indutivamente, v;(G) = [7i-1(G), G] < [Ni-1(G),G] <
Xi(G).

Proposicao 1.3.1. Se G = A\ (G) > X(G) > ... > N(G) > ... € a série p- central

inferior de G, para cada i = 1,2, ... temos:

Universidade de Brasilia 8 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Grupos Livres e Produtos Livres

i) N(G) DG
it) Ai(G)/Ai1(G) < Z(G/Aia(G))

iii) Ni(G)/Nis1(G) tem expoente p.

Demonstracao. i) Parai = 1 temos que \;(G) = G < G. Por indugao, suponhamos
que )\ (G) < G entdo N :(G) <G, ja que \ip1(G) = [M(G), GIN(G)P.
ii) Por definigdo \j1(G) = [N(G), GIN(G) = [N(G),G] < Az (G).
Logo Ai(G)/Xi1(G) < Z(G/XAi1(G)).
iii) Se a € \(G)/Ai11(G), entdo a = gAi11(G) para algum g € \(G), logo a? =

gp)\H_l(G) = )‘H—l (G) pela deﬁnigéo de /\i+1 (G)
[

A proposicao acima justifica o termo p-central utilizado na definicao anterior.

Proposicao 1.3.2. Se G ¢ finitamente gerado, entio G/X\;(G) € um p-grupo finito,

para todo 1

Demonstracao. Para i = 1, nada temos a demonstrar. Por inducao, suponhamos que
G/Xi(G) é p-grupo finito. Como G ¢ finitamente gerado, A\;(G) também é. Portanto
segue de 1.3.1 1) que A\(G)/Ai11(G) é um p-grupo abeliano elementar finito. Isso
mostra que G/\;+1(G) é p-grupo finito. O

1.4 Grupos Livres e Produtos Livres

1.4.1 Grupos Livres

Definigao 1.4.1. Um grupo F' é dito livre sobre um conjunto X C F' se, para qualquer
grupo G e qualquer fungao 6 : X — G, existe um tnico homomorfismo 6’ : FF — G tal
que

z0' = x6 (1.4.1)

para todo x € X. O cardinal | X| é chamado o posto de F.

Universidade de Brasilia 9 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Grupos Livres e Produtos Livres

Em outras palavras, podemos dizer que ¢’ estende 6 ou, denotando por i : X — F
a inclusao de X em F' que o diagrama

A
G

¢ comutativo, i.6. 10’ = 0. Observe que estamos aplicando a funcao a direita.

X F

>

Substituindo a palavra "grupo"por "grupo abeliano"nos dois lugares em que ela
aparece, obtemos o conceito de grupo abeliano livre. A construcao de um grupo livre
pode ser verificada em Johnson, [7].

Proposicao 1.4.1. i) Se F ¢ livre sobre X, entao X gera F;
it) Grupos livres de mesmo posto sao isomorfos;

i) Grupos livres de postos diferentes nao sao isomorfos.

Denotaremos por e o elemento neutro de um grupo e por F'(X) o grupo livre sobre
X.

Teorema 1.4.2. Um grupo F' ¢ livre sobre X se, e somente se,
i) X gera F, e

ii) ndo existe relacao ndao trivial entre os elementos de X, i.e., se n € N, z =
2y ...3, onde para todo i, xv; € X ou x; ' € X, e xyxi1 # e para todo i com
1<i<n-—1, entio x # e.

Teorema 1.4.3 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de um grupo livre € livre. Além
disso, se F' é grupo livre de posto r (finito) e H é subgrupo de F tal que [F : H| = g
(finito), entao o posto de H ¢ igual a (r —1)g + 1.

Proposicao 1.4.4. Todo grupo é imagem homomorfica de algum grupo livre.

Seja G um grupo e ¢ : F(X) — G um epimorfismo do grupo livre F' = F(X) sobre
G. Temos entdao que F/N = G, em que N é o nicleo de ¢. Agora seja R C F um
conjunto que gera N como subgrupo normal de F), i.e., (R>F = N. Observamos que
X e R determinam G (a menos de isomorfismos). Assim, escrevemos G = (X|R) e
chamamos este par uma apresentacdo livre, ou simplesmente apresentacao de G. Os
elementos de X sao os geradores e os de R, os relatores. Dizemos que G é finitamente
apresentado se existe uma apresent¢ao G = (X|R) em que X e R sdo finitos.

Universidade de Brasilia 10 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Grupos Livres e Produtos Livres

Proposicao 1.4.5. Se G, H, K sao grupos e o : G — H, 3 : G — K sao homomor-
fismos com « sobrejetora e tais que Nuc(a) € Nuc(f3), entao existe um homomorfismo

v: H — K tal que ay = [3.

NUC@\ / H
G Y

/ \
Nuc(a) K

Teorema 1.4.6 (Teste de Substitui¢ao). Sejam G um grupo com apresentacio (X |R), H
um grupo arbitrdrio e 0 : X — H uma funcao. Entao 0 se estende a um homomorfismo
0. G — H se, e somente se, 0 é consistente com os relatores de G, i.é., se para todo
xr € X etodor € R, o resultado da substituicao de x por x6 em r dd a identidade de
H.

Proposicao 1.4.7. Se G e H sdo grupos com apresentacoes (X|R) e (Y|S) respecti-

vamente, entao o produto direto G x H tem apresentagao

(X, YR, S[X,)Y])

1.4.2 Produtos Livres
Agora generalizamos a nocao de grupos livres para produtos livres.

Definigao 1.4.2. Sejam {A;};c; uma familia de grupos. Um produto livre dos A; é um
grupo P e uma familia de homomorfismos j; : A; — P tal que, para todo grupo G e
toda familia de homomorfismos f; : A; — G, existe um tnico homomorfismo ¢ : P — G

com @j; = f;, para todo ¢ € I.

Universidade de Brasilia 11 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 1 Sequéncias Fxtas

Proposicao 1.4.8. Sejam {A;}icr uma familia de grupos. Se P e QQ sao ambos produto
livre dos A;, entao P = Q).

Por causa da proposi¢ao acima, vamos denotar o produto livre P de {A;} por

P = x;cr Ay

No caso de uma familia finita de grupos {A;, Ay, ..., A,}, é comum escrever-se

Ay x Ag x ... A, para inicar o produto livre.

Proposicao 1.4.9. Dada uma famila {A;}ic; de grupos, um produto livre sempre

existe.

Proposicao 1.4.10. Seja G« H o produto livre de dois grupos ndo triviais. Entdo o
subgrupo comutador |G, H| de G x H € normal. Além disso, |G, H] é um grupo livre

sobre o conjunto

{lg:h] | g € G\{e}, h e H\{e},}

1.5 Sequéncias Exatas

Uma sequéncia de homomorfismos de grupos

fi—1

G TG Gy

é exata em G; se Im(f;_1) = Nuc(f;). A sequéncia é dita ezata quando for exata em
cada G;. Em Particular

i) 1——= B—"=( ¢ exata se, e somente se, a ¢ injetora.

.. B , , .
ii) B——=(C ——=1 & exata se, e somente se, 3 & sobrejetora.

B . P .
“~ B C 1 é exata se, e somente se, « é injetora, (3 é sobre-

i) 1—A
jetora e [ induz um isomorfismo de B/ Im(«) sobre C.
Dados grupos A e C, entao um grupo G é uma extensao de A por C' se G contém
um subgrupo normal N =% A tal que G/N = C'. Indicando por i a imersao de A em GG
induzido pelo isomorfismo ¢ : N — A e por 7 o epimorfismo canonico G — G /N (= O,

podemos representar a extensao pela sequéncia exata

1 A—>Gg—">C 1
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Capitulo 1 O Multiplicador de Shur

Definicao 1.5.1. Uma extensao 1 A—2-p-". o 1 cinde-se ("splits"),

se existe um homomorfismo v : C' — B tal que 74 = Idc.

Definicao 1.5.2. Uma extensdao { A-—2-p oo 1 é central, se Im(a) é

um subgrupo central de B.

Definicao 1.5.3. Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H de G tem comple-
mento K em Gse HNK ={e}e HK =Gonde HK ={hk|h€ H, k € K}

Proposi¢ao 1.5.1. Seja 1 A—2>R A C 1 uma extensao. Entdo

i) esta sequéncia "splits"se, e somente se, Nuc([3) tém complemento em B;

ii) existe um homomorfismo p : B — A tal que ap = Id4 se, e somente se, Nuc([3)
tém um complemento normal em B. Neste caso, B € isomorfo ao produto direto
de C' e A.

1.6 O Multiplicador de Schur

Nesta secao vemos alguns conceitos basicos de cohomologia de grupos, necessarios para
definirmos o Multiplicador de Schur.

Definicao 1.6.1. Sejam G e A grupos. Uma acao de G sobre A ¢ um homomorfismo
0:G — Aut(A).

Fixado 6, escrevemos (a)gf como a¥, para indicar a acao a direita de g em a. Se
6 é o homomorfismo trivial entao dizemos que G age trivialmente sobre A ou que A é
G-trivial.

Vamos considerar nesta secio uma acao fixada do grupo G, multiplicativo com
identidade e, sobre o grupo A abeliano multiplicativo com identidade e.

Definicao 1.6.2. Uma funcao f : G" — A do produto direto de n > 1 copias de
G sobre A é chamada de n-cocadeia de G em A. Dizemos que uma n-cocadeia f é
normalizada se (g1,...,9,)f = 1, sempre que algum g; = e, i =1,...,n.

Seja C™(G, A) o conjunto de todas as n-cocadeias de G em A. Se definirmos uma
multiplicagdo ponto-a-ponto em C"(G, A), isto é, para todos fi, fo € C"(G,A),
(915 g) f1fo= (g1, -, 90) f1(1,- - -, gn) f2, fica claro que C"(G, A) é um grupo abe-
liano. Estendemos a definigao de C™(G, A) para o caso n = 0 fazendo C°(G, A) = A.
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Capitulo 1 O Multiplicador de Shur

Agora, para n > 0, a féormula

(915> Gng1) fldny1 = (G2, -+ s Gnt1) f

n

<([T(o1,- - i1, 919041, g2, - gn ) F T g1, - gn) SO0 (1601)
i=1
determina um homomorfismo d,; : C"(G,A) — C"™ (G, A). Sejam Z"(G,A) =
Nuc(dy,+1) e B*(G, A) = Im(d,,), n > 1.

Os elementos de Z"(G, A) sao chamados de n-cociclos e os elementos de B"(G, A) de
n-cobordos. Conforme pode ser encontrado em Johnson |7], verifica-se que d,d,+1 = 1,,
em que 1, é a funcao 1, : C" (G, A) — C""(G, A) tal que f — Iy, onde I,,;; &
a fungao identidade em C"™'(G, A). Entao, para todo f € C" (G, A) temos que
(f)dndni1 = 1,, de modo que Im(d,) < Nuc(d,41). Como Z"(G,A) é um grupo
abeliano, temos que B"(G,A) 9 Z"(G, A), para todo n > 1. O n-ésimo grupo de
cohomologia de G com coefiientes em A, é definido por

H™(G, A) = Z"(G, A)/B"(G,A)  (n>1).

Como C™(G, A) é abeliano, temos que H"(G, A) é grupo abeliano, para todo n > 1.

Podemos verificar que para todo n-cociclo f; € Z"(G, A), existe um n-cociclo nor-
malizado tal que f; = fy(mod B"(G, A)), de modo que H"(G, A) nao é afetado se nos
restringirmos a n-cocadeias normalizadas.

Asumindo que n = 1, temos que f € Z'(G, A) se, e somente se, (zy)f = (z)fY(y)f
para todo z,y € G. Além disso B'(G, A) consiste de todas fungoes f : G — A em que
existe a € A tal que (g)f = a(a™!)? para todo g € G. Logo, se a agao de G sobre A é
trivial, entao H'(G, A) coincide com o grupo Hom(G, A) de todos os homomorfismos
de G em A.

Para o caso n = 2, temos que f € Z2(G, A) se, e somente se,

(2, y) [ (vy,2) = f(y,2) f(z,y2)f  x,y,2 €G,

e f € B%G, A) se, e somente se, existe t : G — A tal que
(z,9)f = Wiyt (@) 2y €G.

Definicao 1.6.3. Sejam G um grupo finito, K um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero e K* é o grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de K. Entao
o segundo grupo de cohomologia H?*(G, K*), onde G age trivialmente sobre K* &
chamado multiplicador de Schur de G, indicado por M (G).
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Capitulo 1 O Multiplicador de Shur

Teorema 1.6.1 (Schur 1907). Sejam G um grupo finito, F' um grupo livre de posto n
com F/R= G eT = R/[R, F]. Entdo

i) T = RNF'/[R,F] é o subgrupo de tor¢ao de T e o fator livre de torgao é o
grupo R/(F' N R) abeliano livre de posto n. Em particular, T € subgrupo abeliano
finitamente gerado de F/[R, F].

12

i) Se K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, entio H*(G, K*)

7.

A demontragao deste teorema pode ser encontrado em Karpilovsky, [8] ou disserta-
cao de Elisa [15].

1.6.1 Algumas Propriedades de Cohomologia de Grupos

Dado um cociclo f : G x G — A, sua restricao a H x H, onde H é subgrupo de G,
determina um cociclo f': H x H — A. Pode-se verificar que a atribuicao f — f’ induz
um homomorfismo H?*(G,A) — H?*(H,A). Este homomorfismo é chamado funcdo
restricao e denotaremos por Res ou Resg.

Sejam H um subgrupo de G, g € G e HY = g"'Hg. Dado f € Z?(H, A), seja
f9 € Z*(H9, A) definido por

(z,9)f = (gxg~" gyg™")f  paratodow, y € H
Temos entao que a funcao

{Z?(H,A) —  Z%(HY, A)
fo=r

¢ um homomorfismo que leva cobordos em cobordos, induzindo uma funcao
ConY, : H*(H, A) — H*(HY, A)
chamada de conjugacao por g.
Proposicao 1.6.2. Com a notagao acima, sequem as propriedades:
i) Se g € H, entao Cony; € a funcdo identidade.

i) Sex,y € G, entio Cong; Cony,. = Conyy.
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Capitulo 1 O Multiplicador de Shur

iii) Se H C K C G, entdo para todo g € G, C’ongf’;{,lResg = Resk, C’on%_,,l.

Agora sejam H um subgrupo de G de indice finito m e {e = s1, S2,..., S} um
transversal & direita de H em G. Dado = € GG, denotemos por T o s; tal que x € Hs;,
e dado f € Z%(H, A), seja Tf : G x G — A definido por

(2, ) (Tf) =[] ((s L smysEy ) S

=1

Pode-se verificar em Babakhanian [1] que T'f € Z?(G, A) e que a fungao

= Tf

¢ um homomorfismo que leva cobordo em cobordo, induzindo assim, uma funcao

{22(H,A) — Z%G,A)

H?*(H,A) — H?*(G,A) chamada de correstrigio ou transfer e denotada por CorZ
ou Cor. Essa funcao é tansitiva, i.e. para toda cadeia de subgrupos S C H C GG de GG
temos Cor?, = Cor};Corl.

Dados um subgrupo H de G e g € G, denotamos H(g) por H N H?. Um elemento
f € H*(H,A) é dito G-estdvel se, para todo g € G,

(f)ResZ(g) = (f)Con%,Resgzg)

Os elementos G-estaveis de H?(H, A) formam um grupo chamado o subgrupo G-
estdvel de H?(H, A).

Proposicao 1.6.3. Seja H um subgrupo de G de indice finito m.
i) Para todo f € H*(G,A), ((f)Res%)Cork = fm™.
ii) Para todo elemento G-estdvel f € H*(H,A), ((f)Cor)Res = f™.
iii) Se f = (a)ResS para algum o € H*(G, A), entio f é G-estdvel.

Agora se G denota o produto semi-direto de um subgrupo normal N por um sub-
grupo T, ie. G = NT e NNT = {e}, entao vamos denotar por M(N)T, o subgrupo
T-estével de M(N).

Proposicao 1.6.4 (Tahara 1972). Se N ¢ um subgrupo de Hall normal de G e T é
um complemento de N em G. Entio M(G) = M(T) x M(N)T.
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1.7 Relagoes entre Comutadores e o Multiplicador

de Schur

Nesta se¢ao reproduzimos o trabalho de C. Miller [10]. Dado um grupo G, seja G, 0
grupo livre sobre todos os pares (x,y), com =,y € G. Considere ¢ : G — G,G] o
epimorfismo natural que manda (z,y) em [z,y], Vz, y € G.

Denote por [w] € [G,G] a imagem de w € G e seja Z(G) = Nuc(¢) = {w €
G| [w] = 1}.

Seja B(G) o fecho normal em G gerado pelos relatores

(y, )
Wy, 2) "Nz, 2) ™
v, 2) [y, 2], @) "y, 2)

onde (y,2)" = (y*,2%) Vur,y,2€G
Definimos o quadrado exterior de G por GAG = G/B(G) e denotamos cada classe
B(G){z,y) € G/B(G) por z Ay. Assim, GAG é o grupo gerado por todos os elementos

x Ny, x,y € G, satisfazendo as relagoes

rAx = 1 (1.7.1)
sANy = (yAx)™ (1.7.2)
(xyNz) = (zA2)(yAz2) (1.7.3)
(A2 = (yAz)(y, 2] A (1.7.4)
em que z, y, e z pertencem a G e, por definicao,
(YA2)" =y"AN2" =0 'yz Ao len (1.7.5)

E claro que B(G) < Z(G), pois as imagens dos relatores de B(G) por ¢, sdo relagdes
de comutadores dadas na Proposicao 1.1.1. Assim, definimos o grupo associado de G
(cf. Miller) por

H(G)=Z(G)/B(G).
Se h: G — P é um homomorfismo de grupos, definimos

~

hﬁ:G—>Z5
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por (x,y)hy = ((z)h, (y)h). Entdo hy leva Z(G) em Z(P) e B(G) em B(P), induzindo

um homomorfismo
h.: H(G) — H(P).

que satisfaz

onde 0 é o homomorfismo nulo, tal que ()0 =1, e 1 é o homomorfismo identidade.
Invertendo ambos os lados de (1.7.2) e usando (1.7.3) obtemos que

rAyz = (x Az)(xAy)* (1.7.6)
Algumas das consequéncias das relagdes definidoras de B(G) sdo as seguintes:
(x Ay)* = (z A y)[“’b] (1.7.7)

onde (x A y)*"’ ¢ por definigao (a A b)~L(x Ay)(a Ab)

[(zAy), (and)] = [z,y]Ala,b] (1.7.8)
(bAD ) (ag ANby) = ([b',0] Aag)(ag Abo[b',b])(DAY) (1.7.9)
(bAD)(bg Nag) = (bo[b,b] A ag)(ag A [0,0])(bAY) (1.7.10)
(bADYand) = ([b,V]Aa,d])and)(bAY) (1.7.11)
"Nz = e n=0,%+1,...; s=0,%1,... (1.7.12)

Mostramos (1.7.7) expandindo b A ya usando (1.7.3) e (1.7.6).

xbAya = (xbAa)(zbAy)?
= (Aa)’(bAa)(zAy)(bAy)

Por outro lado

zbAya = (xAya)’(bAya)
= @Al (@AyPBAabAY)

Comparando as duas equagoes
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(bAa)(zAy)®=(zAy)(bAa)

(a AB) (& Ay)™(a Ab) = (A y)*

(ba)~1 o (ba)"!

Trocando x e y por x , respectivamente, obtemos

ey
(@Ab) Mz Ay)anb) = (zAy)* v = (z Ayl

Observe que (1.7.8) é uma consequéncia de (1.7.7), pois

[T Ay, anb] = (zAy) zAy) D

= (x/\y>—1(x/\y)[a,b]
(z Ay) "z Ay)([z,y] Ala,b]) por (1.7.4)
(

(1.7.9) é verificada expandindo (ag A by[V/, b]) usando (1.7.6)

(a0 Abolb/,B]) = (ag A [V, B])(ag A bo)®"
= (ao A [V/,0])(ag A bp)" por (1.7.7).

A prova de (1.7.10) é similar e (1.7.11) é uma reescrita de (1.7.9). A equagao (1.7.12)
é provada para inteiros nao negativos n e s por indugao sobre n+s. Por (1.7.3), temos

re Nz = (x Ax)(z Ae) por (1.7.3).

Logo (z A e) = e e o resultado vale para n + s = 1.
Suponha que 2" A z° = e para n + s < k. Entao

" AS = (a" A2f)*(xA2®)  por (1.7.3)

= e (por hipotese de indu¢ao)

O caso geral segue trivialmente do caso para nao negativos usando novamente
(1.7.3).

Lema 1.7.1. Se G = Ax B € o produto livre de A e B, entio H(G) = H(A) x H(B).
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Demonstracao. Sejam ¢ : A — G e j : B — G injecOes naturais, e p : G — A e
q : G — B projecoes naturais. Observando o diagrama

H(A) H(B)
H(G)
H(A) H(B)
temos que i, e j, sdo isomorfismos sobre suas imagens, ja que H(A)ip.i. = H(A)
e H(B)j.q.j« = H(B). Além disso H(A)i, e H(B)j, sao disjuntos. Assim, se caso
H(G) = H(A)i.H(B)j. entao temos que H(G) = H(A)i, x H(B)j.. O problema,
entdo, ¢ mostrar que H(G) = H(A)i.H(B)j..
Para isso considere os trés subgrupos de GAG: AN A, BA B e M, o subgrupo
de G'A G gerado por todos os elementos da forma a Ab,coma#1 € A;jeb#1 € B.
Seja (x,y) um gerador de G, com = = aybiashs . .. asbs, Yy = dibiay . .. ayb,, em que
a;, a; € A, b, b; € B. Aplicando as igualdades (1.7.3) e (1.7.6) repetitivamente

vemos que Ay é um produto de elementos na forma (aAa’)?, (DAV)?, (aAb)? e (bAa)?
coma,d, €A bV €B,ezeG. Aplicando as relagoes

(@ Aag)®™ = a® Aad*®

(anad)e = (and)(a,d]Ab,)
(aNb)®™ = (aag Ab)(bA ap)
(aAb) = (by Aa)(a A bby)

e mais quatro outras similares a essas, obtidas trocando a por b e ag por by, juntamente
com cAd = (dAc)™!, cada um dos elementos (aAd')?, (DAV)?, (aAb)?, e (bAa)? pode
ser reescrito como produto de elementos na forma (aAa’), (bAY), (aAb), e (bAa). Logo
zAy € GAG éigual ao produto m de elementos da forma (aAd’), (DAY), (aNb), e (bAa).

Agora tome cada bAD em 7 e "colete-0"a direita (comegando com o que esta mais a
direita em 7) via relagoes (1.7.9), (1.7.10) e (1.7.11). Logo obtemos para um elemento
arbitrariot € GAG t =7 =73, em que § é um produto de termos b A b e 7’ um
produto de termos a A a’, b AV e bAa. Agora tome cada termo na forma a A a’ e
"colete-0"a esquerda via relacoes semelhantes a (1.7.9) e (1.7.10), obtidas trocando a
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por b e a' por b'; e obtemos entdo que
t=13=ar"

onde 7" é o produto de elementos da forma a Ab, bAa e o um produto de termos aAd’'.
Reescrevendo cada b A a em 7 por (a Ab)~! temos que 7’ = u € M e, portanto,

t=aus

coma€e ANA neMefeBAB.

Seja ¢ : G A G — G o homomorfismo induzido por ¢ : G — G, tal que t =z Ay —
1] = [z, 9]

Assim, se t € H(G) entao [a][u][f] = [t] = e e, projetando t em A A A vemos
que o] = e; similarmente [3] = e, logo [u| = e. Mas se [u] = e, entdo u = e, pois
= (ag ANby)*...(ay Nby)* com ¢ = 1 a; # e # b;. Entdo por inducdo sobre
p podemos ver que [u] pode ser escrito como uma palavra reduzida no produto livre

G = A x B em que os tltimos dois termos sdo b, 'a, ! se ¢, = —1, ou a,”'b,” " se
¢, = 1. Em particular [u] # e se p ndo é a palavra vazia.
Portanto y =e e t = auf = af, mostrando que H(G) = H(A)i.H(B)j.. O

Proposicao 1.7.2. O Grupo Associado de um grupo livre € trivial.

Demonstracao. O caso em que F' é grupo livre com apenas um gerador decorre do fato
que z" A x® = e. Se F' é grupo livre com um numero finito de geradores, a prova é por
inducao utilizando o lema anterior.

Agora, o caso em que F' é um grupo livre de posto infinito segue do caso que F
é grupo livre com um ntmero finito de geradores, pois se F' tém infinitos geradores e
u € H(F), entdo u € H(L)i,, onde L é um subgrupo de F' com um numero finito de
geradores, e 7 ¢ a inclusao. O]

Teorema 1.7.3. Existe um isomorfismo canonico entre H(G) e M(G) preservando o
homomorfismo induzido, isto é, se h : G — P é um homomorfismo, entao o diagrama

a sequir comuta

=
=
2
=
=

=
8
2
=
K
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Demonstrag¢ao. Suponha que G é um grupo tal que G = E/N, em que N é um subgrupo
central de E. Considere n : £ — G o homomorfismo sobrejetivo cujo ntcleo é N.
Defina entdo um homomorfismo G — E tomando um gerador (x,y) de G e levando-o
em [z, y|, onde (Z)n = x e (y)n = y. Este homomorfismo independe da escolha de Z e y
pois N esta no centro de E. Além disso ele leva Z(G) sobre NN |[E, E], pois se = N
e y = Ny tal que (z,y) € Z(G), temos que [z,y] = N|[Z,y] = eg. E também leva B(G)
sobre e, pois a imagem de um elemento em B(G) é uma rela¢ao de comutadores em F.

Logo pela Proposicao 1.4.5 este homomorfismo induz um homomorfismo ¢ : H(G) —
NN[E, E], e ainda Nuc(¢) = Im(,), pois se (g1 Ah1) ... (g Ah,) € H(E), ¢ = *1,
entdo ((1AR) ... (G AR )N = [G1, ha] ... [Grhe] = ejaque (g1, )" .. (G, hy)"
Z(E), assim temos que Im(n,) C Nuc(¢).

Por outro lado se (g1 Ahy)”" ... (g, A h,)" € Nuc(¢), € = +1, entdao ((g; A
hi) . (ge A h))d = [gr, ba]™ . [Ge, Be]T = e, tal que g; = (Gi)n e hy = (ha)n,
logo (g1, h1)" ... {(Gr, he)" € Z(E) e (g1 Ah1) ... (gr A ) € Tm(n*)

Portanto a sequéncia

H(E) "~ H(G)—2% NN |[E, B]

¢ exata em H(G).

Se G é um grupo arbitrario, podemos representar G como o fator de um grupo
livre I por um subgrupo R, G = F//R. Considerando F° = F/[F,R] e R° = R/[F, R]
teremos que

F—2>p0 @
onde \ e 1 sdo projecoes. Vejamos que R° estd no centro de F°, logo pelo argu-
mento acima ¢ ¢ um homomorfismo de H(G) em R° N [F°, FY], tal que a sequéncia
H(F%) "~ H(G) 2R [FO, 0] € exata em H(G).

Vamos mostrar que 7. = 0. Seja w = (x1,y1) ... {Tp,yp) € Z(F°). Entao [w] =
[z1,y1] ... [, yp) = € € FY, e, escolhendo &;, g; € F tal que (7,)\ = z; e ()N = v,
temos que w = (T1,91) - . . (Tp, Yp), cOM WAy = w, [W]A = [w] = e, logo [@] € [F, R].

Portanto [w] = [fi,71]...[fs 1), Para f; € F e r; € R. Agora como F é livre,
H(F)=e,e B(F)=Z(F). Entao w = (f1,r1) ... (fg,74) modB(G). Assim

wiy = WA = (f1,11) - (fgmg) Ay
= (fidn,1)...(f;An,1) = e mod B(G)

en. =0.
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Capitulo 1 Produtos Tensoriais de Modulos

Portanto H(G) = R° N [F° F°. E como R’ N [F° F°] = RN [F,F]/[F,G] ¢
a constru¢do por Hopf de M(G), como no Teorema 1.6.1, temos o isomorfismo que

queriamos. [

1.8 Produtos Tensoriais de Modulos

Definicao 1.8.1. Seja R um anel com identidade e nao necessdriamente comutativo.
Um grupo abeliano M (aditivo) é um R-modulo a esquerda se existe uma funcao
Rx M — M, (r,m)— r-m satisfazendo

Hyr-(m+m)=r-m+r-m
i) (r+7) - m=r-m+1r-m
iii) (rr')-m=r(r"-m)
iv) e-m=m

para todom, m' e Mer, v € R

Definicao 1.8.2. Uma funcao f : M — N entre R-médulos a esquerda M e N é um

R-homomorfismo se
(m+m)f=m)f+m)f e (r-m)f=r-(m)f
para todo m, m’ € M er € R.

Exemplo: Se R = Z entao os conceitos de R-mo6dulo e de grupo abeliano sao
equivalentes, e Z-homomorfismo é equivalente a homomorfismo de grupos.
Analogamente, definimos um R-mo6dulo a direita e um R-homomorfismo entre R-
modulos & direita. Se R é comutativo, todo R-modulo a esquerda também pode se
considerado um R-modulo a direita definindo r-m = m -r para todom € M e r € R.
Neste caso, dizemos simplesmente que M é um R-modulo.

Definicao 1.8.3. Se M é um R-moédulo a direita, N um R-mo6dulo & esquerda e G um
grupo abeliano aditivo, entao uma funcao R-biaditiva é uma aplicacao f: M x N — G
satisfazendo

1) (m+m',n)f=mn)f+(m,n)f
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i) (m,n+n)f=m,n)f+ (mn)f
iii) (m-r,n)f = (m,r-n)f
para todo m, m’ € M n,n’ € N.

Definicao 1.8.4. Sejam M um R-moédulo & direita e N um R-moédulo & esquerda.
Entao um produto tensorial de M e N é um grupo abeliano 7" junto com uma func¢ao
R-biaditiva ¢ tais que, para todo grupo abeliano G e toda fungao R-biaditiva f :
M x N — G, existe um tunico homomorfismo f : T — G tal que o diagrama

MxNZ—~T

| A

G

comuta.

Teorema 1.8.1. Se (11, 1) e (Tz, ¢2) representam o produto tensorial de M e N entdo
Ty e Ty sao 1somorfos.

Demonstracao. Sejam ¢y : Ty — Ty, ¢ : 17 — T, os homomorfismos tais que os

diagramas
MxNZ->T MxNZ—sT
P1 J/ ~ P2 i N
b1 $2
Ty Ty

comutam. Mas notemos que @101 = Va0 = 1, 1.6, Yo7 € um homomorfismo que
faz o diagrama

MxNZ2—sT
o 4
P21
G

comutar. Mas a aplicacao identidade Idp, : 17 — T também tém essa propriedade.
Pela unicidade devemos ter ¢2p; = Idy,. De modo analogo provamos que ¢192 = Idp,
e portanto (; é um isomorfismo. 0

Teorema 1.8.2. O produto tensorial de um R-mddulo a direita M e um R-mddulo a

esquerda N existe.
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Demonstracao. Seja F' o grupo abeliano livre sobre M x N e seja .S o subgrupo normal

de F' gerado pelas relagoes

(m—+m',n)— (m,n) — (m',n)
(m,n+n") — (m,n) — (m,n’)

(m-r,n)— (m,r-n)

Definimos M @ N = F/S e denotamos cada elemento (m,n) +S € F/S por
m®mn. Seja p: M x N — M ®g N uma aplicacido dada por (m,n)p = m ®@n. E facil
verificar que ¢ é uma funcao R-biaditiva.

Agora sejam G um grupo abeliano e f: M x N — G uma funcao R-biaditiva.

Como F' é livre existe um tnico homomorfismo [’ : F — G estendendo f. Sendo
f R-biaditiva temos S C Nuc(f’). Seque entao da Proposi¢ao 1.4.5 que existe um
homomorfismo f : F/S — G tal que 7f = f onde 7 : F — F/S é a projecio natural.

NuC(f/)\ |
F /
S

G

/S

Notemos que (m ® n)f = (m,n)f para todo m € M n € N. Assim of = f. Aléem
disso, f esta unicamente determinada por f ja que o conjunto de todos os elementos
da forma m ® n gera M ®g N. m

Desse teorma concluimos que M ®g N é o grupo abeliano gerado por todos os

simbolos m ® n com m € M e n € N satisfazendo

(m—+m',n) = (m,n)+ (m',n)
(m,n+n") = (m,n)+ (m,n’)

(m-r,n) = (m,r-n)
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para todo m,m’ € M, n,n’ € N er € R. Dai concluimos que se 0y, On sdo
identidades de M e N respectivamente entao Oy ® n = m ® Oyn. € a identidade de
M ®pr N.

Proposicao 1.8.3. Se R é comutativo e M e N sao R-mddulos, entao M @r N € um
R-médulo com (m®@n)-r=memn-r.

Demonstra¢ao. Fixemos € R. A aplicagdo f, : M x N — M ®g N em que (m,n)
m ®n -r é claramente R-biaditiva. Segue da definicao do produto tensorial que existe
um dnico homomorfismo f; : M ®r N — M ®pr N tal que gpf; = f. onde ¢ é a
fungdo definida no Teorema 1.8.2 . Observemos que (m ® n)ﬁ =m ®n - r para todo
m € M, n € N. E facil ver que a aplicacio

M®r N — M®grN
(men) — (men)-r=(men)f
satisfaz os axiomas de modulo a direita. Além disso, em M ®p N vale
(mn)-r=men-r=mer-n=m-rn
paratodome M, ne Ner e R O

Segue deste resultado que se M e N sao grupos abelianos finitamente gerados com
M ou N finito, entao M ®z N é finito.

Proposicao 1.8.4. Se p e q sao primos entre si entao Z, gz Z, € trivial.
Demonstracao. De fato
pla®b)=pa@b=0®be
ga®b)=a®¢gh=a®0

para todo a € Z, e b € Z,.

1.9 O Funtor Quadratico de Whitehead

Defini¢ao 1.9.1. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, seja I'A o grupo gerado por
todos os elementos va, com a € A, satisfazendo

v(=a) = ya (1.9.1)
Ya+b+ec)+ya+yb+vye = y(a+b) +y(b+c)+y(c+a). (1.9.2)
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para todos os elementos a, b, ¢ € A

Segue de (1.9.2) com a = b = ¢ = 0 que 70 ¢é o elemento neutro de I'A. Assim
fazendo ¢ = 0 em (1.9.2) obtemos

Ya+yb=7b+a
e portanto ['A é um grupo abeliano.

Proposicao 1.9.1. Se A é um grupo abeliano livre de posto n e {ay,...,a,} € um

conjunto de geradores livres para A entao I'A € abeliano livre sobre o conjunto
{va;, W(aj,ar) |1 <i<n, 1<j<k<n}
em que W(a,b) = v(a+ b) —va — b, para todos a, b € A.

A demosntracao desta proposicao pode ser encontrada na dissertacdo de Nakaoka
[12].
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CAPITULO 2

O QUADRADO TENSORIAL NAO-ABELIANO DE
P-GRUPOS E O GRUPO v(G)

2.1 O Produto Tensorial nao-abeliano de Grupos

Sejam G e H grupos munidos com uma agao de G sobre H e de H sobre G. Suponhamos
que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugagao, i.e., para ¢, r, €
G, hyy € H, ¢° =2 'gr e h¥ = y 'hy. Dessa forma temos uma acao do produto
livre G * H sobre G ¢ H. Vamos dizer que as acoes de GG sobre H e de H sobre G sao
compativeis se, para todo g, g1, € G h, hy € H,

gt — gn e ((ggfl)h)m (2.1.1)

ghr . ((hhfl)g)/n (2.1.2)

1

Bl — pin~

Se G e H agem um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial (nao abeli-
ano) de G e H é definido como o grupo gerado por todos os simbolos g®h, g € G, h € H
satisfazendo as relagoes

991 @ h = (¢" @ h¥')(g1 ® h) (2.1.3)
g® hhy = (g® h)(¢" @ hM) (2.1.4)

para todo g, g1 € G e h, hy € H. Tal grupos é denotado por G ® H.
Notemos que as relagoes (2.1.3) e (2.1.4) tém as forma das identidades de comuta-
dores quando g ® h é substituido por [g, h] e as a¢des por conjugacao.
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Como a ac¢ao por conjugagao de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (2.1.1) e
(2.1.2), o quadrado tensorial ndo abeliano G ® G' de um grupo G esta definido.

Obs: Fazendo g; = e em (2.1.3) e hy = e em (2.1.4) temos que g@ e =e® h é o
elemento neutro de G ® H para todo g € GG, h € H.

Definicao 2.1.1. Sejam L, G, H grupos. Uma funcao ¢ : G x H — L é chamada
biderivacao se, para todo g, g1 € G e h, hy € H,

(991, h)p = (9, h¥")$.(g1, h) o
(g’ hh1)¢ = (97 h1)¢'<ghl7 hh1)¢

Pela Proposicao 1.4.5 uma biderivacao ¢ : G x H — L determina um tnico homo-
morfismo ¢* : G ® H — L tal que (g ® h)¢* = (g, h)o.

Proposicao 2.1.1. Os grupos G e H atuam sobre G ® H de modo que
(@) =g@h!, (geh)" =4¢"@n"

para todo g, g1 € G e h, hy € H. Consequentemente, temos uma a¢ao de G x H sobre
G ® H dada por
(9@ n)" =g" @ N,

onde g, Gh,e Hepe GxH

Demonstragao. Para cada g € G consideremos a funcao ¢, : G x H — G ® H tal que
(g1,h)py = g] @ h? com g, g1 € G, h € H. Notemos que

(91, hh1)0g = 919 ® (hhy)?
= 919 X hghlg
= (? @ h?)[(9)"" @ (h)”] por (2.1.4)
(17 @ ) [(929)0 79 @ hy~9h9hy9]  por (2.1.1)
= (97 @ ) (g™ @ h™)
(g1, 71)g - (92", ") g
e similarmente

(G192, h)dg = (9172, h9)dg.(ga, h) g

Logo ¢, ¢ uma biderivagao e temos um tnico homomorfismo de grupos oy : G @ H —
G ® H tal que (g1 ® h)ay, = (g1 @ h?) para todo g1 € G, h € H. Alem disso q,
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¢ um automorfismo de G ® H uma vez que ogay-1 = ag10a, = Idggy. E como
a:G— Aut (G® H) em que g — «, é um homomorfismo de grupos, temos uma acao
de G sobre G ® H tal que

(g1 @h)! =g @K

O outro caso é provado de forma anéloga. O

Proposicao 2.1.2. Suponhamos que o : G — A, 3 : H — B sejam homomorfismos
de grupos, A, B agem compativelmente um sobre o outro e que o e 3 preservam as

agoes, no sequinte sentido:
()3 = (hB)™,  (g")a = (ga)"”
para todo g € G, h € H. Entao existe um unico homomorfismo
a®F:GH — A® B

tal que (g ® h)(a ® ) = ga ® hB para todo g € G, h € H. Além disso, se a e 3 sdo
sobrejetoras entio a @ [ também é.

Demonstragao. Consideremos a fun¢io ¢ : Gx H — A® B dada por (g, h)¢ = ga®@hp.
Para todo g1, g» € G e h € H temos

(9192, h)¢ = (g1g2)x @ hf3
(g1)a(g2)a ® h3
= (g1a”" ® h3”?) (g2 ® h3) por (2.1.3)
[(917*)a @ (h*)B](g20x @ h3)
(

9172, h9)p(ga, h)

e, similarmente, (g, h1hs)o = (g, he)d(g"2, h1"?)¢ para todo g € G, hy, hy € H. Logo ¢
é uma biderivacao e assim determina um tnico homomorfismo a® : G® H - A® B
tal que (¢®h)(a®f) = ga®@hB, Vg € G, h € H. Além disso, se a e 3 sdo sobrejetoras
entao dadas a € Ae b € B existem g € G e h € H tais que go = a e h3 =b . Logo
(9@ h)(a® [) =a®bmostrando que o ®  também é sobrejetota. O

Proposicao 2.1.3. FExiste um unico isomorfismo
v:GRH - H®G

tal que (g @ h)v = (h® g)~' para todos g € G, h € H.
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Demonstragao. Seja a funcao ¢ : G x H — H ® G dada por (g,h)¢p = (h ® g)~'.
Notemos que

= (h®gqg)~"

= [(h® go)(h?? @ g92)] 7! por (2.1.4)
= (M ®q%) ' (h®g)™

= (912, h")¢(g2, h)¢

(9192, h) ¢

similarmente (g, hh1)¢ = (g, h1)o(g™, h")¢. Logo ¢ é uma biderivagdo e assim existe
um tnco homomorfismo v : G ® H — H ® G tal que (9 ® h)v = (h® g)~! para todo
g € G, h € H. Da mesma forma existe um homomorfismo y: H ® G — G ® H tal que
(h@g)u = (g@h)~! paratodo h € H, g € G. Obviamente uv = Idgey e viu = Idaeon

e portanto v é um isomorfismo.

O
Proposicao 2.1.4. Para todo g, g1 € G e h, hy € H temos
i) (7' ®@h)?=(g@h)t=(geh)"
ii) (9@ h) g @h)geh) = (g )" = (g eh) " = (g o)™
iii) (97'g") @ h = (g®h)~ (g @ h)™
w) g1 @h™h = (g @h)~" (g @ h);
v) [g@h,g @] =g"g" @ ™",
Demonstracao. i) segue do fato que

e®h=g'g@h=(g"®@h) (g h)

gRe=g@hth=(g@h)(geh™ )"

paratodo ge Ge he H.
i1) Sejam u, v € G, x, y € H. Expandindo uv ® xy primeiro por (2.1.3) e depois
por (2.1.4) temos

wry = (uery)’(very)
= (ueY)'(wer)"(vey)(ve )’
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Agora, expandindo uwv ® zy primeiro por (2.1.4) e depois por (2.1.3) obtemos

wry = (wy)(uw®x)Y
= (oY) (vey)(ver)”(ver)

Comparando as tltimas igualdades, segue que

(uz)hvey) = ey luxkz)™ (2.1.5)

Fazendo entdo u = ¢g;9 "', v=g, = hﬁflhil e y = h em (2.1.5) obtemos

(gl ® hl)(g X h) — (g R h)(glg—lh—l 2 hlg_lh_l)gh
ie.,
(g b2y h)_1(91 & h1)(g X h) — (91 ® hl)gflhflgh

Agora segue da Proposicao 2.1.1 e do fato que as acbes sao compativeis que

(Gr@h)’ "= (g T @ T = (g @)
e similarmente

(92 )79 = (9" @ By

Logo
g Rt \g =1 e Zgl_lh 171h:g1_g S
(®h)1( ®h)( ®h) ( ®h)9h9h (99®h9 g) (hh®hh h)

iii) Temos que

(g7l @ = [(g_h P em
(" @ h (g @ b por (2.1.3)
(7' @ hy)" (g @ h")"(g @ hhy )" " por (2.1.4)
(g7 '@ h)" (g h Y (g®hi)(g® k)™ novamente por (2.1.4)
(9@ h1)~" (g ® h)~H(g ® h1)(g ® h)™ por i)
= (g@h)H(g@h)m por i)
iv) é provado de maneira analoga a ii7)
v) Temos
lg@hg@h] = (g@h)™ (g1 ®h) " (g®h)(g1® M)
(g@h) (g ® h)h " por (ii)
= (97" @ "h por (4ii)

]
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Definicao 2.1.2. Um N-mo6dulo cruzado é um grupo M junto com um homomorfismo
de grupos A : M — N e uma agao de N sobre M tal que

(m™X = nt(m)in neN, meM (2.1.6)
(m)™ = mTim'm om, m e M (2.1.7)
Proposicao 2.1.5. Sejam G e H grupos com agoes compativeis.

i) Ezistem homomorfismos de grupos A : G H — G, XN :G® H — H tais que
(g@h)A =g~ h?, (g@h)N =h=9h;

ii) Os homomorfismos X\ e X' com as agoes dadas em 2.1.1 sao G-mddulo cruzado e

H-mddulo cruzado respectivamente.
i) Set€e G H, g € G, h € H entao
tA@h =t
gRtN = t79
iv) tA®@ BN = [t 1]
v) G e H agem trivialmente sobre Nuc(X\') e Nuc(\) respectivamente.

Demonstragdo. i) Considere a funcdo o : G x H — G dada por (g,h) — g tg"
Notemos que para todo g, g1 € G, he H

(991, M) = g1 'g 9" 9"
(179 g1 9" 91) (91" 9n")
= (¢) 9" g
(g7, W) (g1, h)a

Analogamente
(ga hh1>a = (gv hl)a (gh17hh1)a vy € G7 ha hl €H

Logo a &€ uma biderivacdo e temos um homomorfismo A : G® H — G tal que (g®@h)\ =
g '¢", g € G, h € H. O outro caso é provado de forma analoga
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ii) Sejam t = gy ® h € G® H e g € G. Dai temos que

YN = (9179 @ h9)A pela Proposi¢ao 2.1.1
= (9:9) @)
= g1 99" por (2.1.1)
= (7'")*
= g7 ()Ag

Logo A satisfaz (2.1.6). Agoraset; = g1 ®hy, t = g®h € G H, entao pela Proposicao
(2.1.4) 4i) temos

(1) = (g @h) 9" = (g@h) g @ h)(g@h) =ttt

satisfazendo (2.1.7). Logo A é um G-mo6dulo cruzado. Analogamente A’ é um H-modulo
cruzado.
iii) Sejam g € G, h € H e t = g1 ® hy, entao por 2.1.4 i)

A@h=g 'g"@h= (@) (o) =t""

De modo anélogo, usando iv) da Proposi¢do 2.1.4 g ® t\' = t79t, para todog €
G,te G®H.
iv) Sejam t = g® h, t; =g ® hy € G, entao pela Proposicao 2.1.4 v) temos que

tA@tN =g"'g"© g™ =[(g@h), (g1 @ ).

v) Se t € Nuc(XN) e g € G entdo por iii) segue que egey = g ® tA = 179, isto é,
t9 =t. Logo Nuc(X') é G-trivial. Analogamente Nuc(\) é H-trivial. O

Proposicao 2.1.6. Se G e H agem trivialmente um sobre o outro entao
GoH~G @, H®
Demonstra¢ao. Observe que G ® H é abeliano, pois pela Proposicao 2.1.4 (v)
(9@ h, g @M]g ' g"@h ™I h =e®e
Além disso como H ¢ G-trivial

(g@MN =hh=e gRheG®H
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e sendo A" homomorfismo, entdo Nuc(\') = G ® H.
Pela Proposicao 2.1.5 (v) G age trivialmente sobre G® H. Analogamente H também
age trivialmente sobre G @ H.
Agora defina
0:G%x H* — GoH

(g,h) — g®h
de modo que g =G'ge h= H'h
Veja que 6 esta bem definida, pois se T = g e § = h entdo existem c € G' e d € H’
tais que g = cx e h = dy.
Assim
gh=czx@dy=(c®d)(z@d)(c®y)(rYy).

Mas note que

(91, 92] @1 = (17 '@ h) (g2 @ M) (G @ M) (g2 @ ) = e

jd que G e H agem trivialmente sobre G ® H e G ® H é abeliano. Analogamente
g1 ® [h1, ho] = e para todo g, g1 € G e h, hy € H. Logo (c®d) = (z®@d)(c®y) =
e. Assim g®@ h = x ® y e 0 estd bem definida, e como as agoes de G e H sobre
G ® H sao triviais entao 6 ¢ uma fungao Z-bilinear. Agora se A é um Z-modulo e
f:G®x H® — A é uma funcio Z-bilinear é facil ver que a funcio f: GQ H — A
definida por (¢ ® h)f = (§,h)f é um Z-homomorfismo estendendo f.

(;ab % }iabgflgs,(; @D]y

A

Portanto pela unicidade do produto tensorial de moédulos temos que G ® H &
(;abQ§Z }{ab ]

Agora sejam G um grupo e ZG o anel de grupo de G sobre Z. Um elemento de
ZG tem a forma deG x49 onde x4 € Z e apenas um nimero finito deles é diferente de

Zero.
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Consideremos o seguinte homomorfismo de anéis, chamado de aplicacao de au-
mento:
e G — 7
deG Lgg '+ dec Lyg
O nucleo desse homomorfismo ¢é dito ideal de aumento de G, e é denotado por I(G).
Notemos que [(G) é gerado como Z-mdbdulo pelo conjunto {g —e | g € G\ {e}} ja

que
ngg = ngg—xg—i—xg = Z%(g_ €) —|—ng = Z:L’g(g—e)
geG geG geG e geG

para todo > ;249 € I(G). Também I(G) ¢ um ZG-modulo.

Se A é um grupo abeliano com uma agao de G, fagamos r = deG xq49 € ZG operar
sobre um elemento de a € A da seguinte forma

a. Z Tgg = Z xqa?

gea gea
Facilmente verifica-se que
(a+b)-r = a-r+b-r
a-(r+s) a-r+a-r
a-(rs) = (a-7)-s
a-e = a

de modo que A é um ZG-mo6dulo a direita.

Proposicao 2.1.7. Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G A-trivial. Entao
ARG = A®z 1(G).

A demontracao dessa proposi¢ao pode vista em Guin [6].

2.2 O Quadrado Tensorial nao-abeliano

O quadrado tensorial G ® G de um grupo G é um caso especial do produto tensorial
G ® H de dois grupos G e H. Como vimos na se¢ao 2.3, a agdo por conjugacao de um
grupo G sobre si mesmo satisfazem (2.1.1) e (2.1.2).
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E claro que a funcio comutador G x G — G’ é uma biderivacdo, e portanto induz
um homomorfismo k : G ® G — G’ dado por (¢ ® h)k = [g, h] para todo g, h € G.
Sejam Jo(G) o nicleo desse homomorfismo e A(G) o subgrupo normal de G® G gerado
por todos os elementos g ® g tal que g € G. Obviamente o grupo G @ G/A(G) é o
quadrado exterior nao abeliano de G, definido na secao 1.7, ja que possui os mesmos
conjuntos de geradores e relacoes definidoras.

Proposigao 2.2.1. i) J5(G) é um subgrupo central de G @ G
ii) G age trivialmente sobre Jo(Q)

Demonstracao. i) Pela Proposigao 2.1.5 (iv) para todo t € J5(G), t; € G ® G temos
[, 0] = )k © (L)k = ecec
i1) Segue direto de (v) da Proposigao 2.1.5

Lema 2.2.2. Para todo g € G, c € G’
cgRcg=g®g, gecR®ge=9g®g

Demonstracao. Se g € G e ¢ € G’ é um comutador simples da forma ¢ = [z, y], entdo

cg®cg = [z,ylg® [, ylg
([z, 9] ® 9)?([z,y] @ [2,y)7 (9 @ 9)(g @ [w,9])¢  por (2.1.4) e (2.1.5)
([, 9] @ 9)(r @y, z 2y (9 ® 9)(9 © [2,y])?  Prop. 2.1.4 (v)
(9@ 9)([z,y] ® g)(g @ [z, y])]* Ja que J(G) ¢ central
(g@glzey) (zey)(zey) ey Prop. 2.1.4 (iii) e (iv)

= g&g
Se ¢ € G’ ¢ um produto de comutadores da forma [xy,y1]... [z, y,] a prova segue
por inducao. O

Segue do lema, que para todo a, b € G
(a®a)” = (a]a,b?] ® ala, b?]) = a @ a (2.2.1)
Proposicao 2.2.3. Com a mesma notacao de 1.9, existe um homomorfismo
Y :T(G™") - Ged

dado por v(g) — g ® g onde g = G'g para algum g € G.
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Demonstracao. Seja X = {v(g)| g € G} e consirede a fungao 6 : X — G ® G dada por

(@) =g9©yg.
Notemos que se g; g2 € G tais que §; = gs entdao g; = cgs para algum ¢ € G’'. Pelo

lema anterior
(Y1)0 = g1 ® g1 = g2 @ cga = g2 ® g2 = (7G2)9.

Logo 6 esta bem definida.
Agora vejamos que pelas proposi¢oes 2.1.4 (i) e 2.2.1 (ii)

(g N=g"'@g ' =g @g )V =@gos ) =49’ =g0g= (19

logo 0 é consistente com a relacao (1.9.1). Além disso, para todo a, b, ¢ € G.

(v(abc))0(va)0(7b)0(ve)0 = (abc ® abe)(a ® )(b ®b)(c® c)
ab ® ¢)¢(ab ® ab)® (¢ ® be)(c ® a)*
a®a)(b®b)(c®c) por (2.1.3) e (2.1.4)

0)*(b @ c)*(ab @ ab)(c ® c)(c ® b)*(c @ a)*
a)(b®b)(c® c) por (2.1.3), (2.1.4) e (2.2.1)
ab® ab)(a @ ¢)*(b® ¢)°(b @ b)< (¢ ® ¢)
c@b)(c®a)(a®a)(c®c) pela Proposi¢ao 2.2.1
ab ® ab)(a ® ¢)*(be ® be)(c ® a)*(a @ a)
c®c) por (2.1.3)e(2.1.4)
ab & ab)(be @ be)[(a @ ¢)°(a @ ) (¢ @ ¢)(c ® a)]’
ab ® ab)(be ® be)(ac & ac)

vab)0(ybe)(~vac)d

a®
a®

c

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(va

Logo 6 é consistente também com a relagdo (1.9.2) e portanto existe um homomor-
fismo v : T'(G®) — G ® G estendendo 6. O

Utilizando o Lema 2.2.2 é facil ver que Im(¢)) = A(G). Além disso Im(¢)) < Jo(G)
entao pela proposicao 1.4.5, k induz um homomorfismo &' : GRG/Im(¢) (X GANG) —
G’ tal que pk' =k onde p: G®G — G® G/Im(¢Y) (=2 GAG) é a projecao natural.

Pelos resulados obtidos em 1.7 temos que M (G) = H(G). Portanto podemos ver que
M(G) = Nuc(K).
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Sejam i : Jo(G) — G ® G ainculsdo e 3 = ipa~! onde a é o isomorfismo de M(G)
sobre o Nuc(k’). Entdo temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas e

extensoes centrais como colunas.

D(G) —2= Jy(G) 2= M(G) —=1

AG) -GG -—L-GAG—1
k k'

G G

IR

1 1

Segue deste diagrama o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.4. Se G ¢ um grupo finito (p-grupo finito, p primo) entio G @ G
também € finito (p-grupo finito).

Demonstragio. Se G ¢ um grupo finito entdao M(G) e T'(G?) também sdo. Segue
da primeira linha do diagrama acima que Jo(G) é finito e como G’ também ¢é finito,
concluimos da penultima coluna que G ® G também é um grupo finito. Similarmente,

se G é um p-grupo finito entao G ® G também é. n

2.3 O Quadrado Tensorial nao-abelianos de p-Grupos

Nesta se¢ao investigamos a ordem do quadrado tensorial de um p-grupo. Rocco [17]
encontrou uma limitagao para |G ® G|, em que G é um p-grupo finito. Posteriormente,
G. Ellis e A. McDermott melhoraram a cota de Rocco e estenderam para o produto
tensorial nao abeliano de um p-grupo finito e um g-grupo finito, onde p e ¢ sao primos
(ndo necessariamente iguais). Exibimos essa cota em uma abordagem dada por R. D.
Blyth, F. Fumagalli e M. Morigi |2], para o quadrado tensorial ndo abeliano de um
P-grupo.

Sejam G um grupo e G¥ um grupo isomorfo a G via isomorfismo ¢ : G — G¥ tal
que g — ¢¥. Consideremos grupo

V(G) = <G7G§D | [gthtp]gg = [ng’ (9293)90] = [g17g24p]93"’7 vgla g2, g3 € G)
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Lema 2.3.1. Sao satisfeitas as sequinte relagoes em v(G)
Z) [91792(’0]@3’94@] = [9179230][93@4]7 g1, g2, g3, 94 € G

i) 91,927, 93] = 91, 92, 95%] = [91, 927, g5¥] =
= [01%, 92, 93] = [91%, 92, 93%] = [01%, 92%, 93], 915 G2, 93, € G

iii) [g,g%] € central em v(G) Vg € G.

w) [91,927][92: 917] € central em v(G) g1, g2, € G

v) Se g € G' entao (g, h¥][h, g¥] = e, para todo h € G;
vi) |g,9%] =e, Vg e G

vii) (g1, (92, 93)7] = 92, 93, 1°]" @1, Go, 93, € G

Demonstracao. (i) pelas relagoes definidoras de v(G) temos:

(g1, 927195947 = [gn, goP) 9T

_ [g19371, (9293*1 )w]gﬁwgggw

_ [g193’1g4’lg3g4’(g2g3’1g4’1g3g4>¢]
= g1, go%]l9594);

(i) De [x,y] = x~'2¥ e das relagdes de comutadores dadas em 1.1.1 temos

91, 92,9571 = [017' 1", 957
= [0 95717 (917, g5¥]
= "% 1 g, (g5 )7)”
pelas relagoes definidoras de v(G)

O R N R b

[
= 91,9517 %M1, (927?191, (9295)7]
= (91, 95°) 7% g1, 92°] ' [0n, 95791, 9271%
= [91,957)79% g1, %1 g1, 95791, 9271 por (i)
= [91,92"1 " g1, 95°1 g1, 95791, 92¥1%
= [91,92"1 g1, 92°]%
= 91,927, 93;
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Podemos observar que

(91,922, 95) = 91, 92"] " [g1, 92¥]%
= [g1,92°] g1, g2¥]% pelas relacdes definidoras de v(G)
= [g1,92%, 93];
A igualdade [1%, g2, 93] = [01%, 92, 93%] = [1%, 92%, g3] segue por um argumento
simétrico ao anterior.
Agora
[glcpvg%g?)] = Hg??gl@]_lagi’)]
= 92,917, g3] 129 " pela Proposicao 1.1.1 (i)
= [g2, 0% 957917 por (4)
= (g, g1, 95°) o0
= |91, 92,957 ][ 1,92]g1.92] por 1.1.1 (i) novamente
= [91,92,95%].

E portanto [glag2<pug3] = [g17927g3¢] = [g17g2<,0793<,0] = [gl¢7927g3] = [g1@7g27g3@] =
[919079290793]
(i73) Segue de (i), pois para todo g, h € G

9,97, 1] = [g9.97,h7] = [g.9,h"] = ¢
(iv) Para todo g1, g2 € G temos

(9192, (9192)7] = lg1, (9192)7]%[92, (9192)*]
= [91,92°1]g1, 9:°)%7" 92, 927 ][92, 917"
= [91,92°11g1, 917]92, 927 (g2, 91 ¥]%" por (iii)

Usando (i7i) novamente

(9192, (9192)? )91, 917] g2, 9271 = [91, 9271 (g2, 277"

Como o primeiro membro da igualdade é central em v(G), conjugando ambos os
lados por g2~ % e usando as relagoes definidoras de v(G) obtemos

(91, 927)[92, 017] = [9192: (9192)?)[91, 917" [g2, go*) "
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o que implica que [g1, g2¥][g2, 1] esta no centro de v(G).
(v) Se g € G’ € um comutador simples, i.é., g = [z, y| entdao por (i) e (ii) temos

[z, y], h¥] = [z,y, h?]
- ['T?yw’hw}
= [[z,y?], h¥]

Agora se ¢ € G' & um comutador da forma [xy,11]... [z, y,] entdo por indugdo
sobre r e por (i) e (i),

9. 77] = [[z1,w1]- . v, 9], 27

(21, 1) - - (21, yoa], RO [, 0], 2]

= (=1, 1% . (21, 4o 7] R [, 9], B¥] por indugdo

[0, 907) - [, gea ®) 2 [, 4,70, 19) - por (i) e (i)
I 7]

xlaylw] s [xrayr ]

Analogamente se g € G’ ¢ um comutador da forma [z1,v1] . .. [x,, y.], entdo [h, g¥] =

(W%, [x1, 117 . .. [2r—1, yr—1%]], seguindo imediatamente que [g, h?][h, g¥] = e.
(vi) é consequéncia de (v), pois se g € G’ &€ um comutador na forma [x1, 1] . . . [z, Y.,
entao
[g7g<p] = [[xlv yl] ce [:E,,«, yT]v [xlv yl] ce [:E,,«, yT]w]

= Hxhyl(p]"'[xTvyTso]’[l’hyl]"'[‘rhyT]w]
= Hxlv yl(p] tee [xrv yrw]a [1:17 yllp] tee [xTu yTSD]]
=1

(vii) & uma consequencia de (ii), ja que

[917 [92793]@] = [92%93@791]71 = [927937g1(p]71

Lema 2.3.2. Sejam a, b, x € G tal que [x,a] = e = [x,b]. Entao

la,b,2%] = e = [[a,b]?, x].
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Demonstracao. Pelo Lema 2.3.1 (i7), temos

la,b,2¥] = [a,b% x

A outra identidade segue pela parte simetrica de (i) do Lema 2.3.1 O

Lema 2.3.3. Seja G = G'- H um produto semi-direto de seus subgrupos G' e H. Entao
em v(G)

i) [H,G"] =[G, H?];
iW) (9,971 g € G) = ([h,h¥] [ h € H).

Demonstracao. (i) é uma consequéncia de (v) do Lema 2.3.1. Quanto a parte (i7), seja
g € G. Entao g = ch para algum c € G' e h € H. Logo temos que:

9,97 = lch, (ch)?]
= e, h?)"[c, c ]h2 [h, h¥][h, c?]"* pelas identidades de comutadores
= e, h?])"[h, R¥][R, £ pelo Lema 2.3.1 (vi)
[

= ([c,h?][h,c*])""[h,h?]  pelo Lema 2.3.1 (iii)
[h, h¥] pelo Lema 2.3.1 (vii)

Portanto ([g,¢9%] | g € G) = ([h,h?] | h € H). O

Sejam N um subgrupo normal de G, e G o grupo quociente G/N. Note que o
epimorfismo canoénico 7 : G — G estende-se a um epimorfismo 7 : v(G) — v(G) tal
que g — g e g¥ — g% onde G¥ = G¥/N¥ & identificado com G”.

Proposicao 2.3.4. Com a mesma notacao acima, temos
i) [N,G?] Qv(G),  [G,N?]Dv(G);

ii) Nuc(7) =< N, N® > [N, G¥].[G, N¥).
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Demonstracao. (i) Para todoz € Neg, he G

[z, 91" = [2,9%][x, g% ]
= [z,9%][x,g,h¥] pelo Lema 2.3.1 (i7)

Isso mostra que G normaliza [N, G?], e simlarmente G¥ normaliza [N, G¥], de forma
que [N, G¥] < v(G). Analogamente [G, N¥] < v(G).

Para provar (ii) seja M =< N, N¥ > [N,G%].[G, N¥]. E claro que M < Nuc(7),
pois N, N¥ C Nuc(7). Assim M é um subgrupo normal de v(G) e portanto podemos
definir a funcao 6 : GUG’ — v(G)/M fazendo (§)8 = Mg e ()0 = Mg¥. 6 estd bem
definida ja que N, N¥ C M. A restricdo de 6 a G e G”, sdo ambos homomorfismos,
logo existe um tdnico homomorfismo 6* que estende 6 ao produto livre G x G*.

Podemos ver que as relagoes

(152, 5°) = [(012), (952)" ][ G2, G&*]

(91, (9203)¢] = [d1, 93%][(919%), (9293)" ]

sao preservadas por #x. Consequentemente, 6 induz um homomorfismo 6 v(G) —
v(G)/M.
Por outro lado, como M < Nuc(7) entdo temos um homomorfismo 7 : v(G)/M —

v(G) tal que (Mg) Tt =ge (Mg¥)m =g* Vg € G.

Nuc(7) v(G)/M
v(G) 7
M v(G)

A composicio de 6 e 7 nos da que (3)0g e (g*)07 = §*, Vg € G. Logo 07 = L)

e isso mostra que # é isomorfismo.

Agora vamos considerar o subgrupo normal de v(G)

T(G) =G, 67
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Se G ® G & o quadrado tensorial ndo-abeliano, entao a funcio 7: G ® G — T(G)
definida nos geradores de G ® G por (g1 ® g2)T = [g1, g2¥] estende-se a um epimorfismo
de G ® G para T(G), jA que T preserva as relagoes definidoras de G ® G.

Proposicao 2.3.5. 7 € isomorfismo.

Demonstrac¢ao. Primeiro vamos olhar para [G, G¥| no produto livre G * G¥. Pela
Proposi¢ao 1.4.10 [G,G¥] é livremente gerado pelos comutadores [g;, g2¥] onde 1 #
g1 € Gel+# gy € G. Como um subgrupo normal de G x G¥ admite as agoes de G e
G¥ por conjugacao segue as identidades

(91,9271 = [019,927][9, g2%]*

(1)
l91.92°1" = g1, 971 91, 9297,
para todo g1, g2, g € G.
Agora a fungao p : [G, G¥] — GRG definida nos geradores [g1, g2%] por ([g1, g2%] ) =
g1 ® go estende-se a um epimorfismo do grupo (livre) [G, G¥] (Q G« G¥) sobre G ® G.
Consequentemente, ao adicionarmos em G * G¥ as relagoes definidoras de v(G) temos

o grupo Y(G) como o quociente de [G, G¥] pelas relagoes

(192, 935¥] = [31%%, 9372%][g2, 957
(I1)

(91, (9293)%] = g1, 95%][91%, (g29)%],

para todo g1, g2, g3 € G. Mas as relagbes (/1) sdo mandadas por p nas relagoes
definidoras de G ® G, de forma que p induz um epimorfismo de Y(G) sobre G ® G.
Dai temos que u7 = Iy e T = lggg, provando nossa proposicao. ]

Obs 1): Com um argumento similar ao usado na Proposi¢ao 2.3.4 (i) podemos
mostrar que se N é subgrupo normal de G e¢ 7 : v(G) — v(G/N) é o epimorfismo
induzido pela projecao 7 : G — G/N, entdao Nuc(7) N Y(G) = [N, G?].[G, N¥].

Proposigao 2.3.6. Seja G = N - H um produto semi-direto de seus subgrupos N < G
e H <. Entao

1) v(G) = (N, N?)[N, H?][H, N*] - (H, H?);

i) (H, H?) = v(H).
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Demonstracao. (i), (ii). Pela Proposi¢ao 2.3.4 temos que [N, H?] e [H, N¥] sao ambos
subgrupos normais de v(G) e também (N, N?)[N, H?][H, N¥] é o nicleo de 7 : v(G) —
v(G/N)(= v(H)). Se reescremos v(G) = v(NH) = [NH,N¥YH¥|-NH-N¥H¥, e como,

[NH, N¥H?] < [N, N?|[N, H?|[H, N¥|[H, H?]

entdo, v(G) tem a expressao desejada. Quanto a (ii), (H, H?)" = v(G/N)(= v(H)),
enquanto por outro lado v(H) é levado sobrejetivamente em (H, H?). Logo Nuc(7) N
(H,H?) = {1} e (H, H?) = v(H). O

Vamos agora restringirmo-nos ao quadrado tensorial nao-abeliano de p-grupos fini-
tos e investigar a sua ordem. Relembremos que A\;(G) é um termo da série p-central
inferior de G.

Lema 2.3.7. Seja G um p-grupo finito. Entdo para todo k > 1, [M(G),G¥] =
(G, (Ae(G))?]-

Demonstracao. Vamos provar este resultado por inducao sobre k.

Para k =1 o resultado é trivial.
Assuma entao que [Mg(G),G?] = [G, (\:(G))?]. Agora como [A\i(G),G,G¥] e
AL(G)F, G¥] sdo ambos normais em v(G), temos que

Ar+1(G), G7] = [[M(G), GIM(G)", GF] = [Ak(G), G, GFl A (G), G
Pelo Lema 2.3.1 (ii) temos que
Ae(G), G, G = [M(G)7, 6%, G = [[M(G), G, G < [ (G)7, G,
Logo nossa demontragao estarid completa se demonstramos que
(AR(G)P, G7] < G, At (G)7].

Para isso considere R = [M\i(G), G, G?]|(= [[M(G), G]?, G)).
Podemos observar que R contém o subgrupo derivado de [A\x(G), G¥]. Para ver isso
note que [A\x(G),G¥]" & gerado pelos elementos da forma

[[x,a%],[y,0%]], ondez, y € \(G)ea?, b? € G¥,

e conforme visto na demontragao de 2.3.1 (v) [[z,a?], [y, b¥]] = [[z, a], [y, b]?] € R.
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Vamos mostrar as seguintes afirmacoes:
[z, a¥] € [z,a?]"R para todox € \¢(G), a” € G¥, meN (2.3.1)

[y, (0™)%] € [y, b*|"R para todoy € G, b¥ € (\:(G))¥, m € N (2.3.2)

A demontracao de (2.3.1) é por inducdo sobre m, e (2.3.2) é similar.
Se m = 1 entdo (2.3.1) é trivialmente verdadeira. Suponhamos que a afirmagcao
seja verdadeira para m — 1 € N. Entao

[z, a%] = [z
= [xm—17a<p]r[x,aso]

= [2"7, (@")*][z, a%],
Por hipotese de indugao, [x™71, (a*)?] estd na classe

[z, (a®)?]" 'R = [x,a%[a,2]*]" 'R
z, [a, 2)%][z, a?)@" )R

a,z, %)z, a?]e"Y™ IR por2.3.1 (vi)e (4),

ja que [a,z,x?]"! € R. Portanto [2™, a?]R = [z, a¥]™ R, provando nossa afirmacao.

Completando a demontragao do lema, temos que [Ax(G)P, G¥] é gerado pelos ele-
mentos da forma [z, a?] com x € A\(G) e a¥ € G¥. Por (2.3.1) [2P,a?] € ([z,a¥])PR.
Mas por hipotese de inducao [z,a?] € [\(G),G¥] = [G, (M\(G))?]. Entdo podemos
escrever

[z,a%] = wy ... wy,

onde w; = [y;, 0], y; € G, b € A\(G)? para ¢ = 1,...,l. Agora como R contém
o subgrupo derivado de [A;(G),G?], entao [M\(G),G?]/R ¢ abeliano, seguindo que
[z,a?]PR = w?...wPR. Finalmente por (2.3.2) w?R = [y;, (b)p]R para todo i =
1,...,l forcando [z7,a?] € R|G, (A\(G)?)?] = [G, (Me41(G))?]. O

O teorema (|2] (3.2)) a seguir melhora a cota superior da ordem do produto tensorial
nao-abeliano de um p-grupo finito dada por Rocco em [17] (3.12).

Teorema 2.3.8. Sejam G um p-grupo finito de ordem p™ e d = d(G) o nimero minimo
de geradores de G. Entdo p° < G, G?]| < p™.
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Demonstracao. Observe que se N = ®(G) e
71 1(G) — v(G/D(G))
como na Proposi¢ao 2.3.4, entdo pela observacao (1) temos que
Nuce(m) N T(G) = [2(G), G7J[G, 9(G)7],
logo a restricao de 7 a T(G) nos da
T(G)] = [T(G/2(G))] = [[G/R(G), (G/R(G))7]].
Mas G/®(G) é abeliano elementar de ordem p? e entao
[G/2(G), (G/2(G))7]
é precisamente o produto tensorial usual
G/P(G) ®z G/P(G),

de ordem p®’.

Por por outro lado se N = A\, (G) é o ultimo termo nao trival da série {\;(G)}, e
7 v(G) — v(G) = v(G/M(G)), entdo pelo mesmo argumento anterior e usando o
Lema 2.3.7

Nuc(7) N T(G) = (@), G7I[G, Me(G)F] = [Me(G), G7].

Pela Proposicao 1.3.1 (i1) A(G)(Z A (G)/Ag41(G)) € um subgrupo central e abeliano
elementar de G, logo Nuc(7)NY(G) ¢ um p-subgrupo abeliano elementar de v(G), pois
veja que pelo Lema 2.3.1 (i7)

[x,a%,b] = [x,a% V%] = [2,a,0¥] = e Va € \(G), a, be G (2.3.3)
Portanto a funcao
0: M(G) x G — [M(G),G¥]
(a,9) +~ [a, %]

é bilinear. Agora se A\;(G) é gerado pelo conjunto {a; |i =1,...,d;} e G & gerado por
{9:]1=1,...,d}, entdo Nuc(7) N T(G) é gerado pelos elementos do conjunto

{[ai,gj“"Hi:l,...,dk, jzl,...,d},
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consequentemente | Nuc(7) N Y(G)| < pt, e |[G, G¥]| < p¥|[G,G"]|. Por inducio
sobre k obtemos que

|[G7 G¢]| S pd'dk ..... de = dei'C:l di _ pnd.
L]

Exemplo 2.3.9. Seja G = Qg = (a,b, |a?, a®> = V?, [a,b] = a*). Temos d(G) = 2 e
n = 3. Logo, pelo Teorema 2.3.8,

|Qs ® Qg] < 2% =20 = 64.

Conforme vemos pelos célculos a seguir, Qg ® Qg = (Z3)* x (Z4)?, de modo que o
limite é atingido. Por Rocco [18], [Qs, Qs¥](= Qs ® Q) é gerado por

{la,a”], [a,0%], [b,a"], [b,07]}.
Pelo Lema 2.3.1 (iii) e (iv), [a,a?], [b,07] e [a, b?][b, a?] sdo centrais em [Qs, Qs?].
Assim,
[a, 07][b, a®][a, b?] = [a, b7][a, b*][b, a?] = [b, a®][a, b*] = [a, b7][a, b7].
E, portanto, [Qs, Qs?] é abeliano.
Agora, pelas relagoes definidoras de v(Qs), vemos que

0] = o,
[a®,a] = [a,a?)?
e = [a*a¥] = [a,a?]"
Logo [a,a?]* = e. Analogamente [b, b¥]* = e.

Além disso, novamente pelas relagoes definidoras de v(Qg)

[bv bw]Q =

(2.3.4)
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Analogamente, obtemos

0,0 = [b,5°Pb, a* (235)
De (2.3.5) e (2.3.4) e do fato que [a,a¥]? = [a,a?]"? temos que [a,b?]* = [b, a?]>.
Agora como
[@®,0¢] = [a,b¢]"[a%, b¥]
= [a,0%][a, a®]*[a, b*]?

= la,a")[a, b°T",

e, da mesma forma,

e = [a*, b%] = [a, a®]*[a, b?]*

obtemos que [a, b¥]* = e. Analogamente [b, a®]* = e.
Portanto, fazendo = = [a, a¥], y = [b, b¥][b, a¥], z = [a, b¥], w = [b, a¥], temos que

[Q87Q8¢] = <ZL’, Yy, 2, w ‘ xQ = y27 22 = UJZ, 'T4 = Z4 =€,
[z, y] = [z, 2] = [z, w] = [y, 2] = [y, w] = [z, w] = ¢).
Com a mudanca de varidveis v = yz ' e 2/ = zw™!, temos que y* = y2z 2 =
2272 = e e também w” = 22w ? = 22272 = e. Logo [Qs, Qs¥] é uma imagem

homomorfica do grupo

(Z9)? x (Z4)* = (z, v/, 7, w | y?*=*=2"=w*=e¢,

Para verifcar que [Qg, Qs¥] ¢ de fato isomorfo a (Zy)?* x (Z4)?, vamos construir um
grupo de ordem 2'% satisfazendo as relagoes definidoras de v(Qg). Com isso provaremos
que que o grupo [Qs, @s?] tém ordem maior que 64.

Segue entao que

= [a,a?]* = [a,a”] = x
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/a

y* = [b,07]b,a?]"[a, "]
= [o", ()?]", (a")][a”, (a")?] 7"
= [ba®, (ba®)?][ba*, a®][a, a®] "
= [b,b%][b, a?][a,a?)*[a,a®]"" por (2.1.3) e (2.1.4)
= [b,b%][b, a¥][a, a¥] [a, a?)?
= y'2?
"= a7 [b, 0’ w® = [b,a]®
= [a, (ba®)?][ba?, a?] " = [ba?, a¥]
= la,a?)?a,b%][b, a?] '[a, a®] > = [b,a%][a,a?]?
= [a,b?][b,a?]™"  ja que [Qs, @s¥] é abeliano = wr?
2’ = [a,a") y' = bbb a?)a,a?]”"
= [d" ()] = [0,6°][b, (a")][a", (a”)?)7"
= [0%a, (b*a)?] = [0, b?][b, (b%a)?][b"a, (b°a)?]
= la,a%] = [b,t*][b, a”][b, b*]*[a, a®] "
= x = y'[b,b¥]
= y'la,a”]"[b, a”]
= /7w
2= [0t e] = [ba?)!
= [ab® b¥][b, (ab”)?] "1 = [b,(a")7]
= [a,b?][b, b?)?[b, b?] %[, a¥] = [b,a”][b, b?)?
= [a,b?][b,a®?]”" = wr? (2.3.6)
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E claro, que pelas relacdes definidoras de v(Qs)

Assim, seja

V = (Z)> x (Zy)* = (g, h,u, v, | g#=h=u"=v"=e¢,
[9.h] = [g,u] = [g,0] = [h,u] = [h,v] = [u,v] =€)

e consideremos o produto semi-direto

V-Qs = {g,h,u,v,a, b | G#=h=u'=v"=e,
lg:h] = [g,u] = [g,v] = [h,u] = [h,v] = [u,v] = [h,a] = [h, 0] = ¢,

[u,b] = [u,a] = e, [g,a] = [v,a] = u? [g,b] = u*v, [v,b] = v*u?).

Novamente, consideremos

(V-Qg)-Qs* ={g, h, u, v, a, b, a?, V> | g*=h*=u'=v"=e¢,

9, h] = lg,u] = [g,v] = [h,u] = [h,v] = [u,v] =

= [h,a] = [h,b] = [u,b] = [u,a] = [h,a¥] = [h,b¥] = [u, b¥] = [u,a?] =,

lg,a] = [v,a] = [9,a®] = [v,a®] = u*, [g,b] = [g,0%] = w®v, [v,] = [v,07] = v*u?,

[a,a?] = u, [b,a¥] = v, [b,b?] = hgv™', [a,b*] = hv).

Conforme construimos (V' - Qg) - Qs¥, podemos verificar que a aplicagao

0:v(Qs) — (V- Qs) Qs”
a — a
—
a? — a”
b? — b*

preserva as relagoes definidoras de v(Qg), estendendo-se a um homomorfismo 6* sobre-
jetor. Logo [v(Qs)| > [(V - Qs) - Qs?| = 4096.
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Além disso, o epimorfismo 6* ¢ tal que x = [a, a¥] — u, ¥ = [b,b?][b, a?][a, a?] ™! —
g, 2 = [a,b][a,a?]™! — h e w = [b,a¥] — v, de modo que o subgrupo [Qs, Qs?]
projeta-se sobre V. Consequentemente |[Qs, Qs¥]| > 64. Por outro lado vimos que
[@s, Qs7]| < 64, e entdo |v(Qs)| = |([@s, Qs¥] - Qs) - @s?] < 4096. Portanto, v(Qs) =
(V- Qg) - Qs%, provando que V = (Zs)? x (Z4)* = [Qs, Qs*].
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CAPITULO 3

O PRODUTO TENSORIAL NAO-ABELIANO DE
GRUPOS SOLUVEIS E O GRUPO 7(G, H)

3.1 O Produto Tensorial nao-abeliano de Grupos So-
laveis

Nesta se¢ao abordamos os resultados de Nakaoka [11] sobre uma descri¢ao da série
central inferior de um produto tensorial nao abeliano de grupos, G ® H e para um
grupo G soluvel, a obtencao de um limite superior para a ordem de G ® G.
Generalizamos aqui a construgao de v(G) feita na tltima segao do capitulo anterior
conforme [14].
Sejam G e H, grupos agindo compativelmente um sobre o outro a direitae o : H —
H? um isomorfismo de H e uma cépia H¥ de H. Defina

n(Gv H) = <G’ H? | [ga h@]gl = [gglv (hgl)@]v [gv hw]h1¢ = [ghla (hhl)w]v
para todog, g1, € G h, hy, € H)

Vamos denotar o subgrupo [G, H?] de n(G, H) por 7(G, H).

Quando G = H e as acoes sao conjugagoes, (G, G) é o grupo v(G), definido no
capitulo anterior.

Vamos dizer que um subgrupo M de G é um H-subgrupo se m" € M, para todo
m € M e h € H e vamos indicar por [G, H], o subgrupo (¢g7'¢" | g € G, h € H) de G,

o4
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com G e H agindo um sobre o outro a direita compativelmente. Este grupo é chamado
derivado de G relativo & H.

Proposicao 3.1.1. Sjam M, N subgrupos normais de G e H respectivamente. Se M
¢ um H-subgrupo de G e N é um G-subgrupo de H, entao

i) [M,N¥] <n(G,H);
i) [vi(M), (v(N))?] Qn(G, H) para todo i, j > 1;
iii) [M;, (N;)?] <n(G, H) para todo i, j > 1;

Demonstracao. Pelas relagoes definidoras de n(G, H) temos que [m,n?]9 = [m?, (n9)?]
para todom € M, n € N, g € G. Como M d G e N é G-subgrupo de H segue
que G normaliza [M, N¥]. De forma similar H¥ normaliza [M, N?], consequentemente
[M, N¥] < n(G, H) provando (7).

(#7) e (iit), sdo consequencias de (i), pois por inducao sobre i e j, vemos que
(M) e (v;(N))? sao subgrupos normais de G e H¥ respectivamente. E ~;(M) e
(7;(N))¥ sao H-grupo de G e G-subgrupo de H respectivamente. Portanto por (i)
[v:(M), (v:(N))?] < n(G, H). Provando (i7).

(7i7) é analogo. O

Proposicao 3.1.2. Eziste um isomorfismo do subgrupo |G, H?] de n(G, H) para G H
tal que [g,h?]— g®h, g€ G eh € H.

Demonstracao. Consideremos o produto livre G« H?. Pela Proposicao 1.4.10 o sub-
grupo [G, H?] de G x H? é livre, livremente gerado pelos comutadores [g, h¥], em que
e#g, e#h¥ e H?.

Sejam

R= {[97 hw]ix : [ng (hI)SDL [97 h(p]y‘/’ : gy7 (hy)go]}7
S = {lggr, b7 [g%, (h)?].[g1, h¥], g, (hh1)?] " [g, ha®].[g™, (W")#]}.

para todo g, g1, x € G\ {e} e h, h;,y € H\ {e}. Agora como [G, H?] é subgrupo
normal de G x H?, R, S sao subconjuntos de [G, H?]. Por defini¢ao

G+ H?

n(G,H) = W
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Mostraremos que

(N 9 G« HY (3.1.1)

(RYFH? — (g)l&H] (3.1.2)
Para (3.1.1), seja s = [gg1, h?]71.[g?", (h9)?].[g1, h¥] um elemento de S ex € G.
Pelas identidades de comutadores
s* = lgg1, K*]7" Lg%, (R7)7]" g1, R¥
([(gg0), W], k271 " (g, (B)?] [z, (h)?]) (g1, ][, )Y
= ([(990), W), h2]7H) " (g @, (h)?] [z, (h)#])[g"®, (h)¢]
g% 2, (h)?)[g" x, (h)?] " ggu, ] [ggra, he] 7 g, (W) #]([gr, h¥] [, h¥] )

= ((s1)” [g912,(h91)?]~  [gg12,h%] )[ﬂf,h“’]7

s1 = [g7a, (h)?] "1 [g77, (h*)?]. [z, (h9)¥]
= [gg1z, B7] 7 g*, (R1)%) (g1, h¥]
Isto implica que s* € <S>[G’Hw]. Agora, para y € H, observamos que
(gV) )" = g9, (hY)91)" = por (3.1.3)
Novamente pelas identidades de comutadores, obtemos
s = [ggi, h¥17 g, (B)P) [gr, hET
991 (hy)?) " ggr. y?D)([g” . y#1 [9, (R 9)?])([91, 471 g1, (hy)?))
991, (hy)?) (991, " [g" 0¥, (h*)?)]g? gn”, (W) 7] [(9*) 19", ((h¥) ") %]
92", (h*)?]lg", (R*)?] ™ ggny, (R )21~ (g™, y#]~ g™, (R y)*])
917, (h¥)?)[g1%, ()] ([91, 5] g, (hy)?]  por(3.1.3)
= sysalgr”, (W)?] 5™ gn¥, (R¥)*)s6 ™!

(
(

em que
s3 = lgg1, (hy)¥]” [ggl,y“’][gygly( Y)7);
s = [g% ¥, (B)7) 7 (g") 9, () 9"))[gs, (B¥)%);
ss = [g%, (W )7 g™, y*l[g™, (R9¥)%];
se = (g1, (hy)?] " g, v¥1[gn?, (h¥)%].
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Assim s¥” € (S) [%H?] De modo analogo podemos verificar que o conjugado de um
elemento em S do tipo [g, (hh)?] 7 g, hi¥][g", (h"1)¥] por um elemento em G * H¥
estd em (S) 77 Portanto, (S)[71 < G« H?. Agora sejam

r=[g, k7 7"g", (h°)?] e ' =[g, 7] [g", (h¥)7]
elementos de R. Logo
ro= lg,h*]7"g", (h7)7]
= [z, h¥][gz, K] [g"
= [z, h¥]s[z, h¥]!

 (h*)7]

em que s = [gx, h?]7Hg", (h*)?][z,h¥] (€ S). Analogamente

=lg. (hy)*] "9, 4%llg", (h*)?] (€ 9).

Logo R C <S)[G A7 <S)[G’HW] C (R Como (9)¢1 9 G % H? temos que
(R )[G*H(p C ()% ¢ portanto (R)CHT = <S>[G’H¢] e (3.1.2) esta provado.

De (3.1.1) e (3.1. 2) segue que n(G,H) = W e, consequentemente,

(S)
G,H?
T(G,H)—W

Portanto, o homomorfismo v do grupo livre [G, H?] sobre G ® H tal que ([g, h¥])y =
g ® h induz um homomorfismo a : 7(G,H) — G ® H. Por outro lado, a func¢io
B :GeH — 7(G, H) definida sobre os geradores por (§®h)5 = [g, h¥] estende-se a um
epimorfismo de G® H sobre 7(G, H) (as relagoes definidoras de G® H sdo preservadas,
ja que sao relagoes de comutadores). Assim o = 1, pm) e Ba = lgen. [

Segue direto da proposicao acima e da Proposicao 2.1.5 que
Proposicao 3.1.3. i) Eziste um homomorfismo
A:7(G,H) — G, p:7(G,H)— H
tal que ([g, h?])A = g~'g" e ([g. h#])pu = h™9h.
ii) Para todo t, t; € 7(G, H) temos que [(t)A, ((t1)p)?] = [t, t1].

Agora sejam A e B grupos com uma agao compativel de um sobre o outro. Considere
Y : B — BY um isomorfismo de B para uma cépia BY, e o grupo n(A, B).
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Proposicao 3.1.4. Suponha que o : G — A, : H — B sao homomorfismos que
preservam as acoes. Entdo sequem as afirmacoes:

i) Eziste um homomorfismo v : n(G,H) — n(A,B) , tal que g — ga, h¥ —
(hB)¥;

ii) Se a e B sao sobrejetoras, entao v também €, e

(a) Nuc(y) = (Nuc(a), (Nuc(3)?)[Nuc(a), H?][G, (Nuc(5))7];
(b) Nuc(v) N7(G, H) = [Nuc(a), H?J|G, (Nuc(3))?];

Demonstracao. (i) Podemos ver que os homomorfismos « e 3 extendem-se a um ho-
momorfismo v : G * H? :— n(A, B) tal que g — ga e h¥ — (h3)¥. Agora como a e (3

preservam as acoes, temos que

([g9, R7))y" = [ga, (RB)¥] = [(g7 ), (h39)¥] = [(g™ )ex, (h# B)*] = ([g*", (h#")?])y'

(lg, b))y = [ga, (hB)Y]M7" = [(ga™?), (WM B)¥] = [(g")er, (W™ B)*] = (lg™, (h")#])y"

logo as relagoes definidoras de (G, H) sao preservadas. Consequentemente 7' induz
um homomorfismo 7 : n(G, H) — n(A, B) tal que g — ga e h? — (hf3)¥.

(1) Suponhamos que os homomorfismos a e 3 sdo sobrejetores. E claro que
também é.

(@) Vamos escrever M = Nuc(a) e N = Nuc(B). B facil ver que
K = (M, N¥)[M, H?][G, N¥] esta no nucleo de . Além disso K < n(G, H), pois
M é um H-subgrupo normal de G e N é um G-subgrupo normal de H. Logo ~ induz

um epimomorfismo

A U(C;;H) — n(A, B).

tal que Kg — ga e Kh¥ — (h3)¥. Vamos mostrar que 5 admite homomorfismo
inverso.
Sendo « e [ sobrejetoras, para cada a € Ae b € B, existem g, € G e h, € B tais
que
(Ya)a=a e ()5=0
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Assim definimos

0: AUBY — (G H)/K
a +— Kg,
oo Khi

0 esta bem definida, uma vez que M e N estao contidos em K. Além disso as restricoes
de § a A e BY sao ambos homomorfismos, de modo que existe um tinico homomorfismo
0x do produto livre A * BY a n(G, H)/K estendendo 6. Como

((g)™)a=a" o ((h)m)B = (hB)o = b
(v e [ preservam as acoes) temos,
([a, b¥) % [a, (b™)?]) 0% = [K ga, Khy?] 91 [K (g, )%, K (b )77 = e
Analogamente
([a, b1 o, (6) )0 =
Assim 0% preserva as relagoes definidoras de n( A, B)e portanto induz um homomorfismo

~ n(G,H
0:n(A,B) — A
tal que a — Kg,, b¥ — Kh{. E claro que é’y = Lyc,m e ’yé = lya,m/K
(b) Seja " a restricao de v a 7(G, H). Sendo « e ( sobrejetivas, 7/ é um epimorfismo
de 7(G, H) em 7(A, B), tal que [g, h¥] — [ga, (RB)¥], V g € G, h € H. Uma vez que
L = [M, H?)[G, N¥] C Nuc(v') e é normal em [G, H?], 4 induz um homomorfismo ~/
de [G, H?]/L sobre 7(A, B). Como em (a), mostramos que existe um homomorfismo

v:7(A,B) — 1(A,B)/L

tal que [a,b] — L[g, h{] onde g, € G e hy, € H sdo tais que (g.)a =, (hy)3 = b,
assim temos que &’v = lyam/L € v7~’ = 1;,p). Portanto 7~’ ¢ um isomorfismo e,

consequentemente
Nuc(y) N7(G, H) = Nuc(vy') = [M, H?][G, N¥] = [Nuc(a), H?][G, Nuc(3)?]

]
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Notemos que se G e H sao grupos agindo compativelmente um sobre o outro entao
[G, H] = Im(\) enquanto que [H,G| = Im(u), onde X e p sdo os homomorfismos da
Proposicao 3.1.3.

Proposicao 3.1.5. i) [G, H| é um H-subgrupo normal de G e [H,G] é um G-

subgrupo normal de H;

i) Para todoi>1¢€j >0, v([G, H]) e |G, H|;, sio H-subgrupos normais de G e
vi([H, G]) e [H,G]; sao G-subgrupos normais de H.

iii) |G, H); = (7(G, H))X e [H,G|; = (7(H, G);) 15
iv) g = gOr ¢ hOX = h®Or parg todo g € G, h€ H et € 7(G, H).

Demonstracao. (i) Para todo g, z € G e h € H, temos
— x —1\xz hx \—1 xzax—1(hx xr\— x\z " Lha T\ — x\h*
(979" = (g7 )" = (¢") g™ ") = (¢") " g")" " = (g") (")

pela compatibilade das agoes. Logo, [G, H| é normal em G. Além disso, para todo
ge G, h,ye H

(g7 g = (g") "' M) = (g") M (g")Y Y = (g*) T (g¥)"

e, portanto, [G, H] ¢ um H-subgrupo de G. De modo anéalogo [H, G] ¢ um G-subgrupo
normal de H.

(i1) Como v;([G, H]) é subgrupo caracteristico de [G, H] e por (i) [G,H] ¢ H-
subgrupo normal de G entad pelo Lema 1.1.4, v,(|G, H]) ¢ H-subgrupo normal de G.
Os outros casos sao analogos.

(77i) Vejamos que pela Proposicao 3.1.2, [G, H| = (7(G, H))\ parai =1, logo por
inducao sobre ¢

[Gv H]i+1 = [[G7 H]i7 [G7 H]z] = [(T(Gv H))z)‘v (T(Gv H))l)\] =
= [(7(G, H))i, (T(G, H))i]A = (7(G, H)) i1\

similarmente [H, G|; = (7(G, H);)u para todo inteiro positivo i.
(iv) Observe que pela compatibilidade das a¢ées temos:

ety oy (ga:‘ly_la:)y — gy_wy

9

I
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além disso

r—1py

9 = (aga™h)V
— (xy‘lgy‘lx—y‘l)xy
= (a7 g Y )Y

= x Vxgr 2V
xlaY
= g
para todo g, x € G e h,y € H,. Logo, gl®¥"DA = ¢ll=v"Di Como (G, H) é gerado
por todos os comutadores [x,y¥] com z € G, y € H e A\, 1 sdo homomorfismo temos

g =g veq te (G, H).
O outro caso é analogo. O]

Teorema 3.1.6. i) Para todo i > 2 o subgrupo v;(G ® H) € isomorfo ao subgrupo
[qgfl([cyajyl)a[Z{>(;]w] de ﬁ((;>]f)-

i) Para todo i > 1 o subgrupo (G® H); € isomorfo ao subgrupo [[G, H;—1,[H, G]{ 4]
de n(G,H).

Demonstracao. (i) Primeiro observemos que pela Proposicao 3.1.3 (ii), se [G, H] = {1}
entdo 7(G, H) é abeliano. Vamos assumir entdo que [G, H| # {e}

Pela parte (ii) da Proposigao 3.1.3 temos que [u, v] = [u), (vp)?] para todo u,v €
7(G, H). Isto mostra que

%(1(G, H)) = [n([G, H]), [H,G]?].
Por inducao sobre ¢ > 2 suponha que
Yi(T(G, H)) = [’Vi—l([G’ HD? [H7 G]@]

Entao

i (7(G, H)) = (G, H]), [H, GI7, 7(G, H))
e este grupo é gerado pelos elementos [z, (vp)?,t]?, com = € ~_1([G, H]), (v)u €
[H,G], t € 7(G,H), z € [vi-1(|G, H]),[H,G]?]. Mas pelas proposiges 3.1.3 (ii) e
3.1.5 (i)

[, (vp)?, 1] = [([z, () DA, (tp)?] = 277", (b)) = [271a", (1) ).
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Como [vi(|G, H]), [H, G]?] ¢ subgrupo normal de (G, H) (pela Proposi¢ao 3.1.1),
temos

[:E, (vlu)cp’ t]z € [%([Gv H])? [H7 G]W]
para todo z € v;_1(|G, H]), v, t € 7(G, H), z € [vi-1(|G, H]), [H, G]¥]. Portanto,

rYi—l—l(T(Ga H)) g [%([07 H])? [H7 G]SD]

Por outro lado, v;(7(G, H)) é gerado pelos elementos [z~ 12", (tu)?]¢ com z €
vi-1([G, H]), v, t € T(G, H) e g € (|G, H]).
Uma vez que v;11(7(G, H)) < n(G, H), entdo

[x_lxv)\7 (t/J)gD]g = [ZE, (W)wa t]g

pertence a v41(7(G, H)), Vr € v,1([G, H]), v, t € (G, H), g € %(|G, H])
Portanto
Yi+1(7(G, H)) = n([G, H]), [H, G]7]

(#7) para ¢ = 1 temos
7(G, H)1 = 7(7(G, H)) = [[G, H]|, [H, G]”]

Por inducao sobre ¢ > 1, suponhamos que

(G, H); = [[G, H];—1, [H, G]4]
Entao
(G, H)ip1 = [7(G, H)i, 7(G, H)i] = [[[G, H]i—1, [H, GI{ | G, H]ioa, [H, GIE ]

Pela Proposicao 1.1.3 (v)
(G, H)por = [X, X]7CHir(GH);

emque X = {[g,h?] | g € |G,H];_1, h € [H,G|;_1}. Pela Proposigao 3.1.5 (7i7) segue
que
G, H]i, [H,G7] = [(7(G, H))A, ((7(G, H)i)p)¥]

Logo,
(G, H);,[H,G]?] = [V, Y;]"(GDNE(G H)u)?
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onde

Y ={[t,ulA|t,ue (G, H)_1}
Yi = {<[tﬂu]U)/ ¥ ‘ t,, ue T(G’H)Fl}

Agora sejam g, g1 € [G,H];—1 e h, hy € [H,G];_1. Pela Proposigao 3.1.5 (iii)
existem y, t1, u, u; € 7(G, H);_; tais que

g=OA g =) h=(p, "= (u)p
Mas temos que

g ", (hi—g1h1)?] pela Proposigao 3.1.3 (i4)
((ONTHON ™, () )™ (ur) ) 7]

(ON) O DA (((ug) )~ (g ) %] Prop. 3.1.5 (iv)
([t ul)pe, (([Er, wa])p) %)

[[g, 27], [g1, ]l = [
[ A
[ A
[

E portanto
[X> X] = [Y7 Yl]

Agora como [[G, H|;, [H,G]7] < n(G, H) (pelas proposicoes 3.1.5 e 3.1.1).
(G, H) = [X, X]7 Mm@l = [y v @@ C [[G, H];, [H,G]7]

Da mesma forma

HGv H]ia [H> G]ZD] - T(G> H)

Portanto,
HGv H]ia [Ha G]f] = T(G7 H)

O

Colorario 3.1.7. i) Se [G, H] ¢ nilpotente de classe ¢ entao G ® H ¢é nilpotente de

classe ¢ ou c+ 1;

ii) Se [G, H| € solivel de série derivada com comprimento [, entdo G ® H € solivel

de série derivada com comprimento | ou [ + 1.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que [G, H| é nilpotente de classe c. Pelo Teorema (3.1.6)

anterior
76+2(T(G7 H) = h/c—ﬁ-l([G? H])a [Hv G]¢] = {6}
Portanto, 7(G, H) é niltotente de classe no méximo ¢ + 1. Vamos mostrar que sua

classe nao pode ser inferior a c. Seja M = [v.-1([G, H]), [H,G]?]. A restrigao de X &
M possui imagem [, (|G, H]), [H, G]]. Mas

[761([G7 H])?[]_LGH = h | g € Ve 1([G H]) h € [H7G]>
- (t“|9€% 1[G, H]), t € 7(G, H))
9" g € 7e((G H)), t € 7(G, H))

pela Proposigao 3.1.5)

A
(g
= {9
(
= (G, H])

Logo como a classe de nilpoténcia de [G, H| é ¢ temos que 7.(|G, H]) # {e}, e
portanto, devemos ter M # {e}. Pelo Teorema (3.1.6) anterior

Ve(T(G, H) = [y (7(G, H), [H, G?] = M # {e}

Assim cl(7(G, H)) > ¢. Agora como 7(G, H) = G ® H , o resultado estd provado.
(71) é provado de modo analogo. O

3.2 O Quadrado Tensorial nao-abelianos de Grupos
Soltveis Finitos

Vamos novamente nos restringir ao quadrado tensorial. Observamos que se G é um
grupo, entao a conjugacao em G induz agOes compativeis entre os termos da série
derivada de G, i.é., de G; sobre G; e de G, sobre G; para todo i, j > 0. Assim o
produto tensorial nao abeliano G; ® G esté definido para todo 7, j > 0.

Lema 3.2.1. Sejam G um grupo finito e i, 7 >0, com i > j.Entdo
i) existe uma sequéncia exata
1 — (G, Gi]|Giy1, G?) — 7(Gy, Gy) —=7(G;*, G /G;) —= 1

onde [G;,Gi?] e [Git1, G;7] s@o subgrupos de 7(G;, Gj);
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ZZ) ’GZ & G]’ S |Gl & GiHGZ‘ab ®ZG]-/G1- I(GJ/GZ)HGH-I ® G]|

Demonstragao. A conjugacdo em G induz a uma agao de G;/G; sobre G;/G;;1. Sejam
7, 7 > 0 com 7 > j e definamos

QGYJ/GZ — Aut(Gz/GHl)
Gzh — Qh

onde 0, é o automorfismo de G;/G;;1 tal que
(Gi+19)9h = Gi+1gh-

Se h, hy € G sao tais que G;h = G;hy entao h; = ch para algum c € G;. Dai, para
todo g € G,

(Git19)0h, = Ginag"
= Gi+19hC
= Ging'g"g"
= Gngh[g’c]h
= Gi+1gh
= (Giy19)0h

Logo 6 esta bem definida. E claro que # é homomorfismo de grupos. Assim, temos
uma agao de G,;/G; sobre G;/G,41 dada por

(Gi19)%" = Gy (g")

para todo g € G; e h € G,
A conjugacdo em G também induz a uma acao trivial de G;/G;1, sobre G;/G; uma
vez que

Gih? = Gihh ™' h9 = G,h[h, g] = Gsh

para todo g € G; e h € G,

Como G;/G;41 é um grupo abeliano agindo trivialmente sobre G;/G;, essas agdes
sao compativeis. Consideremos os epimorfismos canoénicos « : G; — G;/Giq, B -
G; — G;/G,.

Notemos que para todo g € G; e h € G; temos

(g")a = Gi1g" = (Git19)%" = (ga)"”

Universidade de Brasilia 65 Departamento de Matemdtica-1E



Capitulo 3 O Quadrado Tensorial nao-abelianos de Grupos Soliveis Finitos

(h9)B = G;h9 = Gih = (G;h)%+19 = (hB)9

Logo « e [ preservam as ac¢oes. Assim, pela Proposi¢ao 3.1.4 (i) existe um epimor-
fismo

v (G, G5) — n(Gi/Giy1, G5/ Gy)

tal que gy = ga e (h?)y = (hB)¥, g € Gi, h € G;. Além disso, se 7/ é a restrigdo de
v a 7(G;, G;) entdao Nuc(y') = [Gi, Gi¥][Giz1,G%] e Im(v') = 7(G,G;/G;). Logo a

sequéncia seguinte é exata
1— (G, Gi7)[Ginr, G#)—7(Gi, Gy) —> (G, G, /G;) — 1

(ii) E facil ver que [G;, G;¥] e [Gi11,G,#] sdao imagens epimorficas de G; ® G; e
Git1 ® Gy, respectivamente. Assim, de (i) e da Proposigao 3.1.2 segue que

G ® G| < |G ® Gil|Gi* @ G} /Gyl |Gip1 @ G|

Agora, como G% ¢é abeliano e age trivialmente sobre G,/G;, pela proposigao 2.1.6
temos que G, ® G;/G; = G;* ®za, /6, 1(G;/G;), provando (i)
O

Lema 3.2.2. Sejam G um grupo e 1 > 0. Entao
i) Fziste uma sequéncia exata
1—[Giy1,G¥] —=7(G;, G;) —=7(G;*, G;*") —= 1
onde [Git1,GY] < 7(Gi, Gy);
i) |G ® Gi| < |Gf* ®z GP*||Gi1 ® G

Demonstragdo. Consideremos o epimorfismo canonico 7 : G; — G°. Pela Proposigao

3.1.4 7 induz um epimorfismo

v n(Gi’ G,) - U(G?b7 G?b)

tal que

Nuc(y) N 7(Gy, Gy) = [Giy1, Gi¥)[Gi, Gf+1] e (17(Gi,Gy))y = T<G?ba G?b)~
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Logo a sequéncia seguinte é exata

1 —[Gis1, G¥)[Gi, G —7(Gy, Gi) — (G, Gy*) —= 1

Vamos mostrar que

[Gi, GEl < [Giga, GY] eentido  [Gir, Gi¥)[Gy, GE] = G, G

Como G; age sobre si mesmo por conjugacao, as seguintes relacoes acontecem em
n(G;, G;) pelo Lema 2.3.1

[z, y?, 2] = [z, y, 2%] = [x,y?, 2¥] = (3.2.1)
= l:xsoﬁ y7 Z] = I:""UL)O7 y? ZQP] - [l’¢7y¢’ Z] Y
Pela Proposicao 1.1.3 [G;, GL 1] = ([, [y, 2]?]° | 2, y, 2 € Gi, ¢ € Giy1). Mas
[‘7;7 [y7 Z]@]C = [y@7 2%, x]_c

= [y,z,2%]°¢ por (3.2.2)

o qual é um elemento de [G;;1,G7]. Assim [G;, G7, ] = [Gi1, G
(1) Como [Gi1,Gf] é uma imagem epimorfica de Giy ® G; e G @ G¥ =~
G ®7 G| pela Proposigao 2.1.6, obtemos

|Gi ® Gi| < |G ®2 G||Gi1 @ Gi
U

Teorema 3.2.3. Se G é um grupo finito solivel de série derivada com comprimento

[, entao

IG® G| < |G® @7 G T2 (|G @ G212 |G @266, I(G/Gy))

2i—1

I3 1L 1GY ®Rza,/cp 1(Gi/Gr)

Demonstrag¢ao. Por uma repetitiva aplicacdo do Lema 3.2.1 (77), nds vemos que se i > j

entao
-1

G @ G| < [ 1Gr ® GillGY? @26, /6, 1(G5/Gh) (3.2.2)

k=1
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Seja ¢ um inteiro positivo tal que 0 < i <[ —1. Pelo Lema 3.2.2 (i7)

G @ Gy| < |G® @7 GG @ Gy
e por (3.2.2)

|G ® G| < |G @7 GP||Gis1 @ Giga| ... |Gro1 @ Gy (3.2.3)

-1

H ’sz QzGi/Gy, 1(G;/Gr)|

k=i+1
Agora, para i =0

-1

G ®G| <G @, G"||G1®Gy|... |G @ G| [[ G @z¢/c, I(G/Gr)| (3.24)
k=1

Novamente usando (3.2.3) para i = 1, e substituindo em (3.2.4), nos temos que

G @ G| < |G @z GP||GY ®7 G| ... |Ga ® Gol*|Gi-1 ® Gi_a

-1 -1
111G ®zc/6, 1(G/GO) T IGY @z6./6, 1(G1/Gr)

k=1 k=2
Aplicando (3.2.3) repetidas vezes obtemos o limite desejado. [

O limite dado no teorema acima pode ser melhorado para o caso em que G €
metabeliano finito.

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo metabeliano finito. Entao

|G ® G| divide |G™ ®7 G®||G' A G'||G" @zga I(G™)],

onde G' NG’ € o quadrado exterior de Z-mddulo G'. Quando [G',G| = {1}, nds
temos que

G ® G| < |G® 2z G?||G' @z G™|.
Demonstracao. Usando o Lema 3.2.2 com 72 = 0, nés obtemos uma sequencia exata

| — [(,G¥]| —7(G, @) —> (G, Go¥) — 1
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onde [G',G¥] < 7(G, G). Logo

(G, G)| = [r(G*, G)||[G", G¥]] (3.2.5)

E claro que a correspondéncia [x, g#] — [z, ¢¥] induz um epimorfismo a de 7(G’, G)

para [G',G¥](< 7(G, G@)). Notemos que o subgrupo S = ([z,z¢] | x € G') de 7(G', G)

estd contido em Nuc(«) ja que em 7(G, G), [z, 2¥] = e para todo x € G’ (pela Propo-
si¢cdo 3.1.3). Além disso S < 7(G', G). Assim, a induz um homomorfismo

5. GG e g
S
e consequentemente
[, G¥]| divide|7 (G, @)/ S|. (3.2.6)

Agora pelo Lema 3.2.1, (com ¢ = 1 e j = 0), existe um sequéncia exata

| — (G, G| — = 7(Q",G) - 7(G, G —> 1
onde [G',G'?] < 7(G',G) e v/ ¢ um homomorfismo tal que ([z, g%])y = [z, (G'g)¥] para
todo z € G', g € G. Podemos observar que
S <Nuc(y) e S<[G,G7]

Logo, a sequéncia seguinte é exata:

[Gl’gl(’p] T(G{;,G) T(G/, Gab) 1

e, portanto
—T(G ’G)‘ divide ‘T(G,, G“b){

&', G
S .

< (3.2.7)

G'.G'?] _ 7(G',G
s S5

onde ), Seja X = {r®y |z, y € G'}. E facil vermos que a aplicacio

0: X — T(GS/’G)

r®y — Sr,y*]

¢ consistente com as rela¢oes definidoras de G'®@G’. Além disso, z®@x € Nuc(#,), Vo €
G'. Assim, #; induz um homomorfismo
7(G',G)

0:G'NG — 5
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[¢".G"7]

tal que Im(¢) = ==g—. Logo

e
‘M divide |G' A ¢ (3.2.8)

Como G” = {1} segue que G’ é abeliano e entao pela Proposi¢ao 2.1.6

G/®G/2G,®ZG/

Logo, o grupo G’ A G' é o quadrado exterior (usual) do Z-mo6dulo G'. Agora de,
(3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) e (3.2.8)

(G, G)| < [7(G, GG NG |7(G, G

Portanto pelas proposicoes 2.1.7 e 3.1.2

|G ® G| divide |G* @z G?||G' A G'||G' @zca I(G?)].

Agora se [G', G] = {e} entao pela Proposigao 2.1.6 nos temos que G'QG = G'@7G.
Logo pelo Lema 3.2.2 (ii).

‘G®G| S |Gab ®Z GabHGI®G| S ‘Gab ®Z Gab||G/ ®Z Gab‘.

3.3 Alguns Produtos Semi-diretos relacionados com
o Produto Tensorial nao-abeliano de Grupos

Nessa secao estabelecemos a ordem de um quadrado tensorial nao abeliano de um
grupo G metabeliano em que G’ ¢ G* possuem ordem coprima. Os resultados sio de
Nakaoka e Rocco [13]

Vamos escrever n*(A, H) o grupo n(A, H) no caso em que A é um H-grupo abeliano
agindo trivialmente sobre H.

Se B é um H-subgrupo de A, entao B - H é o produto semi direto de B por H.

Com a notacao acima temos que

Proposicao 3.3.1. Se (|A|,|H|) = 1 entao [A, H| - H estd imerso em n*(A, H). Se,
além disso, A =[A,H] e A # 1, entao n*(A, H) é ndo nilpotente.
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Demonstracao. Como A é abeliano e age trivialmente sobre H pela Proposicao 2.1.7
[A, H¥] = A®zy I(H), onde I(H) denota o ideal de aumento de ZH, tal que [a, h¥] —
a® (h —1). Por outro lado conforme 3.1.3 (i) existe um H-epimorfismo \ : [A, H¥] —
[A, H] tal que [a, h¥] — [a, h] = ata". Segue de [16] (11.4.2) que Nuc()) é isomorfo ao
primeiro grupo de homologia H,(H, A). Como (|A|, |H]|) = 1 temos que H,(H, A) =0,
logo A é isomorfismo. Portanto [A, H?] = [A, H] e consequentemente o subgrupo
[A, H¥] - H? de n*(A, H) & isomorfo ao produto semi direto [A, H] - H. Se além disso
[A, H] = A, entao certamente todos os termos 7;(n*(A, H)) da série central inferior de
n*(A, H) contera o subgrupo [A, H¥] = A. O

Teorema 3.3.2. Seja G um grupo metabeliano finito tal que |G'| e |G| sio coprimos.
Entao

1) |G® G| =n|G]- |G @z G|;
i) |J(G)| = n|G® @5 G™|.

onde n € a ordem do subgrupo G®-estdvel de M(G') e J(G)(= Jo(GQ)) < v(G).

Demonstragdo. Primeiramente, como (|G’|,|G®|) = 1, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus
[19], existe um subgrupo H de G, com H = G, tal que G = G'- H ¢ o produto semi-
direto de G’ e H. Pela Proposi¢ao 2.1.6 G @ G =~ G ®7; G®. Usando o Lema 3.2.2

temos a seguinte sequencia exata
1] ——> [G/, GSO] - [G’ G“P] — (jab ® G ——1

onde [G',G¥] < v(G).
Dessa sequéncia segue que

|G @ G divide |[G,G¥]| (3.3.1)
Da sequéncia exata
1 —=J(G)—[G,G¥]| > —1 (3.3.2)
segue que
|G| divide |[G,G¥]| (3.3.3)
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Logo, como (|G'[,|G®|) = 1, segue de (3.3.1) e (3.3.3) que

|G'||G™ @ G*| divide |[G, G?]| (3.3.4)
Assim de (3.3.4), temos que
|G ® G| =|[G,G?]| =n|G'| - |G® @, G™|. (3.3.5)
Da sequéncia (3.3.2) obtemos que |J(G)| = ”(T’GC/TH' Logo por (3.3.5)

[ J(G)| = n|G™ @z G|

Resta-nos mostrar que n = |M(G")?|, onde M(G')" é o subgupo H-estavel de
M(G"). Observamos na segio 2.2 que M(G) = Jo(G)/A(G). Agora pelo Lema 2.3.3
(i1), A(G) = ([h,h*] | h € H) C [H,H?]. Considerando que [H,H¥] = H ® H =
G ®; G e H & abeliano, temos que

[H, H?]

[M(G)] = ([, h?] | h € H)

=n|HANH|=nM(H). (3.3.6)

Por outro lado, como as ordens de G’ ¢ H sao coprimas, segue da Proposicao 1.6.4, que
M(G) = M(H) x M(G"". (3.3.7)
Logo de (3.3.6) e (3.3.7) temos que |M(G')"|=n. O

Exemplo 3.3.3. Seja G = (x, y | 2° = ¢, y' = ¢, 2¥ = 2?).

. 2 3 4
Vejamos que ¥ = 2t 2¥" = 23, ¥ =z, [z,y] = x e portano G’ = (x).

Assim G = N-T tal que N = (z) e T' = (y). Agora, como G’ ¢ ciclico, M (G") = {e}.
Logo |M (G| = 1.
Pelo Teorema 3.3.2

GR G| = n|d||G® @z G
- 1-5-4
= 20

Conforme Rocco [18], um conjunto de geradores de [G,G¥](Z G ® G) ¢

{lz, 2%], [y, v7), [z, 9%, [y, 2%}
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Capitulo 3 Produto Tensorial nao-abeliano de Produtos Semi-diretos de Grupos

mas pelo Lema 2.3.1, (v) e (vi) [z,2%] = e e [z,y%][y,xz¥] = e, entdo
G = (ly,v"], [z, 9%])

Notemos que [y*, y¥] = ([y, y?])* = e. Além disso usando as relagoes definidoras de

v(G) temos
[2%,9¢] = [z,y?)" [z, y%] = [z, 9P = [z, 9]V [z, yf] = [z, y9)?
[2%,9%] = [2%9¢] [z, 9%] = ([v,y%)?)% [z, y¢] = [z, y*]°
(2% y9] = [2°, 9?2, y9] = ([z,9%]%)" [z, y%] = [2, y*]*
(2%, 9% = [2% 97 [z, y7] = ([2,97]")* [z, 9%] = [2,97]° = e

Por outro lado

[z, (1*)?] = [z,97])[2¥,y%] = [z, y?][2*, y*]* = [z, y%]®
[z, (1*)?] = [z, 9?)" [z, W°)7) = [z, y#][2¥, y°]° = [z, 9%][2°, y#]° = [z, y#]
[z, (¥")?] = [z,v7] =e

Pelo Lema 2.3.1, (iii) [y, y¥] é central em v(G). Portanto pelas relagoes acima vemos
que [G, G¥] é gerado pelos comutadores [x, y?] e [y, y¥], os quais satisfazem as relagoes:
[z, 97" = e, [y,y?]* = e, [[x,¥%],[y,9¥%]] = e, ou seja G @ G = [G,G¥] é a imagem
homomoérfa de do grupo ciclico de ordem 20.

Além disso,

[x’ycp]zw — [%yw]r — [I’ycp][x,y] — [x,y“"][w’yw] — [%yw]’

[z, 97" = [z,y7) = [2¥,y*] = [2%,y°] = [z, v*)" [z, y*] = [2,9°]",
enquanto [y, y?] é centralizado por G e G%.
Assim, tomando (Zgyy 2)V = (a, b | a®, b*, [a,b]) podemos considerar uma agio
de G sobre V analogas as obtidas acima e, com um procedimento semelhante ao do

exemplo 2.3.9, podemos construir o grupo (V - G) - G¥, que consequentemente nos da
(G, G¥] 2 T,
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