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RESUMO

Neste trabalho estudamos o quadrado tensorial não-abeliano, G⊗G, de um grupoG,

bem como algumas construções relacionadas. Abordamos resultados que estabelecem

cotas superiores para a ordem de G⊗G, para certas classes especiais de grupos �nitos,
particularmente para p-grupos, p um primo, e para grupos metabelianos.

Palavras-chave: quadrado tensorial não-abeliano, quadrado exterior, p-grupos �ni-

tos, grupos metabelianos �nitos.
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ABSTRACT

In this work we study the non-abelian tensor square, G ⊗ G, of a group G , as well

as some related group constructions. We treat of results concerning upper bounds for

the order of G⊗G, for G in certain special classes of �nite group such as p-groups, p

a prime number, and metabelian groups.

Key words: non-abelian tensor square, exterior square, �nite p-groups, metabelian

groups.
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INTRODUÇÃO

O produto tensorial não-abeiano, G⊗H, de grupos G eH, foi introduzido por R. Brown

e J.L. Loday [4] e provém de aplicações em um teorema de Van Kampen generalizado

em teoria de homotopia. Da maneira como foi introduzido, ele generaliza o produto

tensorial "usual", G/G′⊗ZH/H
′, dos grupos abelianizados, uma vez que leva em conta

ações de G sobre H e de H sobre G.

Especi�camente, sejam G e H grupos munidos com uma ação (à direita) de G

sobre H, (h, g) 7→ hg, e uma ação de H sobre G, (g, h) 7→ gh. Suponhamos, ainda,

que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugação, i.e., para g, x, ∈
G, h, y ∈ H, gx = x−1gx e hy = y−1hy. As dadas ações são compatíveis se, para todos

g, g1, ∈ G h, h1 ∈ H,

g(hg1 ) = gg1
−1hg1 := ((gg1

−1

)h)g1

h(gh1 ) = hh1
−1gh1 := ((hh1

−1

)g)h1

Se G e H agem um sobre o outro compativelmente, então o produto tensorial

não-abeliano de G e H é de�nido como sendo o grupo gerado por todos os símbolos

g ⊗ h, g ∈ G, h ∈ H, satisfazendo as relações

gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h) (0.0.1)

g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(gh1 ⊗ hh1) (0.0.2)

para todos g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Tal grupo é denotado por G⊗H.

Como a ação por conjugação de um grupo G sobre si mesmo satisfaz 0.0.1 e 0.0.2,

o quadrado tensorial não abeliano G⊗G, de um grupo G, está sempre de�nido.
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O objetivo deste trabalho é estudar cotas para a ordem do quadrado tensorial em

certas classes de grupos �nitos.

O Capítulo I é dedicado à recapitulação de conceitos e resultados preliminares que

serão utilizados no desenvolvimento subsequente do trabalho, de modo a facilitar as

referências. Neste mesmo capítulo fazemos um estudo detalhado do quadrado exterior

G∧G de um grupo G, na abordagem original de C. Miller [10], uma vez que este está

relacionado com todo o assunto do presente trabalho.

No Capítulo II abordamos alguns resultados gerais sobre o produto tensorial não-

abeliano de grupos, com ênfase no estudo de grupos nilpotentes �nitos. Tratamos

também do grupo ν(G), uma construção relacionada ao quadrado tensorial não abe-

liano, introduzido por Rocco [17], (veja também [5]) de�nido como segue: Sejam G e

Gϕ grupos isomorfos por ϕ : G 7→ Gϕ, ∀g ∈ G. O grupo ν(G) é de�nido por

ν(G) = 〈G,Gϕ | [g1, g2
ϕ]g3 = [gg31 , (g2

g3)ϕ] = [g1, g2
ϕ]g3

ϕ

, ∀ g1, g2, g3 ∈ G〉.

A relação entre ν(G) e G ⊗ G está no fato de que o subgrupo comutador [G,Gϕ]

de ν(G) é isomorfo a G⊗G.
Rocco [17] encontrou uma limitação para |G ⊗ G|, em que G é um p-grupo �nito.

Posteriormente, G. Ellis e A. McDermott melhoraram a cota de Rocco e estenderam

para o produto tensorial não abeliano de um p-grupo �nito e um q-grupo �nito, onde

p e q são primos (não necessariamente iguais). Exibimos essa cota em uma abordagem

dada por R. D. Blyth, F. Fumagalli e M. Morigi [2], para o quadrado tensorial não

abeliano de um p-grupo, como segue o teorema.

Teorema: Sejam G um p-grupo �nito de ordem pn e d = d(G) o número minimo de

geradores de G. Então pd
2 ≤ |[G,Gϕ]| ≤ pnd.

Veri�camos que essa cota é a melhor possível; estudamos em detalhes o grupo ν(Q8)

para o grupo dos quatérnios Q8 e com isso veri�camos que Q8 ⊗ Q8
∼= (Z2)2 × (Z4)2,

de modo que este limite é atingido para G = Q8.

No Capítulo III consideramos o produto tensorial não abeliano de grupo solúveis,

e em especial estudamos limitações para a ordem de G ⊗ G. Para isso apresentamos

também uma generalização do grupo ν(G), de�nida em [14] como segue: Sejam G, H

grupos agindo compativelmente um sobre o outro e Hϕ uma cópia de H, isomorfa por
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ϕ : H 7→ Hϕ, h 7→ hϕ, ∀h ∈ H. Então

η(G,H) := 〈G, Hϕ | [g, hϕ]g1 = [gg1 , (hg1)ϕ], [g, hϕ]h1
ϕ

= [gh1 , (hh1)ϕ],

∀ g, g1,∈ G h, h1, ∈ H〉.

Quando H = G e as ações são por conjugação, então η(G,G) torna-se ν(G).

Determinamos uma cota para a ordem do quadrado tensorial não abeliano de grupos

solúveis dada por Nakaoka [11]:

Teorema: Se G é um grupo �nito solúvel de série derivada com comprimento l, então

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab|
∏l−1

i=1(|Gab
i ⊗Gab

i |2
i−1||Gab

i ⊗ZG/Gi I(G/Gi))∏l−2
i=1

∏l−1
k=i−1 |Gab

k ⊗ZGi/Gk I(Gi/Gk)|2
i−1
.

Em particular, no caso de um grupo metabeliano �nito, a cota acima pode ser

melhorada:

Teorema: Seja G um grupo metabeliano �nito. Então

|G⊗G| divide |Gab ⊗Z G
ab||G′ ∧G′||G′ ⊗ZGab I(Gab)|,

onde G′∧G′ é o quadrado exterior de Z-módulo G′. Quando [G′, G] = {1}, obtemos

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab||G′ ⊗Z G

ab|.

Concluímos o trabalho calculando a ordem do quadrado tensorial não-abeliano de

um grupo metabeliano �nito G, em que G′ e Gab possuem ordens coprimas.

Teorema: Se G é um grupo metabeliano �nito tal que |G′| e |Gab| são coprimos, então

|G⊗G| = n|G′|·|Gab⊗ZG
ab|, onde n é a ordem do subgrupo Gab-estável do Multiplicador

de Schur de G′.
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CAPÍTULO 1

CONCEITOS E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capítulo, no intuito de facilitar a leitura do trabalho, fazemos uma breve revisão

de alguns tópicos da Teoria de Grupos, como Subgrupos Comutadores, Subgrupo de

Frattini, Grupos Nilpotentes, Séries p-Centrais, Sequências Exatas, Multilicador de

Schur, Relações entre Comutadores e o Multiplicador de Shur.

1.1 Subgrupos Comutadores e Subgrupo de Frattini

Sejam G um grupo e x1, x2, . . . elementos de G. O conjugado de x1 por x2 é

xx2
1 := x−1

2 x1x2, e o comutador de x1 e x2 nesta ordem é

[x1, x2] := x−1
1 x−1

2 x1x2(= x−1
1 xx2

1 ).

O comutador simples de peso n é de�nido indutivamente por [x1] := x1 e para

n ≥ 2,

[x1, . . . , xn] := [[x1, · · ·xn−1], xn].

Proposição 1.1.1. Sejam x e y elementos de um grupo. Então

i) [x, y] = [y, x]−1 = [x, y−1]−y = [x−1, y]−x;

ii) [xy, z] = [x, z]y[y, z] ; [x, yz] = [x, z][x, y]z;

iii) [x, y]z = [x, y][x, y, z] = [xz, yz];
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Capítulo 1 Subgrupos Comutadores e Subgrupo de Fratttini

iv) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1 (identidade de Hall-Witt).

Proposição 1.1.2. Sejam x e y elementos de um grupo G e suponhamos que [x, y]

comuta com x e y. Então, para todo n ∈ Z,

i) [x, yn] = [xn, y] = [x, y]n;

ii) (xy)n = xnyn[y, x](
n
2).

Sejam X e Y subconjuntos não vazios de um grupo G. O subgrupo comutador de

X e Y , indicado por [X, Y ] é, por de�nição o subgrupo de G gerado por todos os

comutadores [x, y], com x em X e y em Y .

Em símbolos,

[X, Y ] := 〈[x, y] | x ∈ X, y ∈ Y 〉.

Notemos que [X, Y ] = [Y,X].

De�nição 1.1.1. Se G é um grupo e H um subgrupo de G, então dizemos que H é

característico em G se (H)α = H para todo automor�smo α : G→ G.

Proposição 1.1.3. Sejam M e N subgrupos de um grupo G.

i) Se M e N são subgrupos normais (respectivamente característicos) em G, então

[M,N ] é subgrupo normal (respectivamente característico) de G;

ii) [M,N ] E 〈M,N〉;

iii) Se α : G→ G1 é homomor�smo então ([M,N ])α = [(M)α, (N)α];

iv) Se N = 〈Y 〉 então [M,N ] = [M,Y ]N ;

v) Se M = 〈X〉 e N = 〈Y 〉 então [M,N ] = [X, Y ]MN .

Lema 1.1.4. Sejam G um grupo, H e K subgrupos de G.

i) Se H é característico em K e K é característico em G, então H é característico

em G;

ii) Se H é característico em K e K é normal em G, então H é normal em G.

Universidade de Brasília 5 Departamento de Matemática-IE



Capítulo 1 Grupos Nilpotentes

O subgrupo [G,G] de um grupo G é chamado o grupo derivado de G, e é denotado

por G′. Tal grupo tem a seguinte propriedade:

Proposição 1.1.5. O grupo quociente G/G′ é abeliano. Além disso, se N é um sub-

grupo normal de G tal que G/N é abeliano, então G′ ⊆ N .

Seja G um grupo.

De�nição 1.1.2. Um subgrupo M de G é subgrupo maximal de G se M < G e não

existe H ≤ G com M < H < G.

De�nição 1.1.3. O subgrupo de Frattini Φ(G) é de�nido como a interseção de todos

os subgrupos maximais de G. Se o grupo (in�nito) G não possui subgrupos maximais,

de�nimos Φ(G) = G.

De�nição 1.1.4. Um elemento x de um grupo G é um não-gerador de G se, sempre

que um subconjunto T de G satisfaz G = 〈T, x〉, então G = 〈T 〉.

Teorema 1.1.6. Se G é um grupo não trivial e S é o conjunto de todos os não-

geradores de G, então S = Φ(G).

Proposição 1.1.7. Se G é um p-grupo �nito então Φ(G) = G′Gp, em que Gp =

〈xp;x ∈ G〉. Além disso, G/Φ(G) é um espaço vetorial sobre Z/pZ, cuja dimensão

d(G), é o número mínimo de geradores de G.

Teorema 1.1.8 (Teorema da Base de Burnside). Se G é um p-grupo �nito, então

quaisquer dois conjuntos mínimos de geradores de G têm o mesmo número de elemen-

tos. Além disso, se x /∈ Φ(G) então {x} pode ser estendido a um conjunto mínimo de

geradores de G.

1.2 Grupos Nilpotentes

De�nição 1.2.1. Um grupo G é dito nilpotente se existe uma cadeia �nita

1 = G0 < G1 < G2 < . . . < Gn = G

tal que

i) Gi E G;

Universidade de Brasília 6 Departamento de Matemática-IE



Capítulo 1 Grupos Nilpotentes

ii) Gi+1/Gi ≤ Z(G/Gi), i = 0, . . . , n− 1.

Uma tal cadeia é chamada série central de G. A classe de nilpotência de um grupo

nilpotente G, cl(G), é o comprimento da menor série central de G.

De�nição 1.2.2. Seja G um grupo. De�nimos os seguintes subgrupos de G indutiva-

mente.
γ1(G) = G,

γ2(G) = [γ1(G), G] = [G,G] = G′,

γ3(G) = [γ2(G), G],
...

γi(G) = [γi−1(G), G].

Lema 1.2.1. Seja G um grupo, então γi(G) é característico em G para todo inteiro

positivo i.

Assim segue que a cadeia

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ . . . ≥ γi(G) ≥ . . .

é uma série central e é dita série central inferior do grupo G.

De�nição 1.2.3. Seja G um grupo. De�nimos indutivamte

ζ0(G) = 1

ζ1(G) = Z(G) e, para i ≥ 1,

ζi(G) é de�nido como sendo o único subgrupo deG tal que ζi(G)/ζi−1(G) = Z(G/ζi−1(G))

A cadeia

1 = ζ0(G) ≤ ζ1(G) ≤ . . . ≤ ζi(G) ≤ . . . (1.2.1)

é chamada série central superior de G.

A proposição a seguir justi�ca os adjetivos inferior e superior das séries acima.

Proposição 1.2.2. Seja G = A1 ≥ A2 ≥ . . . ≥ An+1 = 1 uma série central de G.

Então

i) γi(G) ≤ Ai , i = 1, . . . , n+ 1

ii) An+1−i ≤ ζi(G) , i = 0, 1, . . . , n

Universidade de Brasília 7 Departamento de Matemática-IE



Capítulo 1 Série P - Central Inferior

Colorário 1.2.3. Em um grupo nilpotente G as séries centrais inferior e superior têm

comprimento �nito. Além disso, ambas as séries têm o mesmo comprimento e este

número é a classe de nilpotência de G.

Proposição 1.2.4. Sejam G um grupo nilpotente de classe c e H ≤ G. Então

i) H é nilpotente de classe menor ou igual a c.

ii) Se H E G então G/H é nilpotente de classe menor ou igual a c.

Proposição 1.2.5. Valem as seguinte a�rmações:

i) Um produto direto de um número �nito de grupos nilpotentes é nilpotente;

ii) Todo p-grupo �nito é nilpotente;

iii) Sejam G um grupo nilpotente e H um subgrupo próprio. Então H 6= NG(H);

iv) Um grupo �nito G é nilpotente se, e somente se, é o produto direto de seus

subgrupos de Sylow.

1.3 Série p-Central Inferior

De�nição 1.3.1. Sejam G um grupo, p um número primo e Gp = 〈gp | g ∈ G〉.
De�nimos indutivamente a seguinte cadeia de subgrupos de G

λ1(G) = G

λ2(G) = [λ1(G), G]λ1(G)p

λ3(G) = [λ2(G), G]λ2(G)p

...

λi(G) = [λi−1(G), G]λi−1(G)p

A cadeia G = λ1(G) ≥ λ2(G) ≥ . . . ≥ λi(G) ≥ . . . é denominada série p-central

inferior de G.

Note que γ2(G) = G′ ≤ λ2(G) e, indutivamente, γi(G) = [γi−1(G), G] ≤ [λi−1(G), G] ≤
λi(G).

Proposição 1.3.1. Se G = λ1(G) ≥ λ2(G) ≥ . . . ≥ λi(G) ≥ . . . é a série p- central

inferior de G, para cada i = 1, 2, . . . temos:

Universidade de Brasília 8 Departamento de Matemática-IE



Capítulo 1 Grupos Livres e Produtos Livres

i) λi(G) E G

ii) λi(G)/λi+1(G) ≤ Z(G/λi+1(G))

iii) λi(G)/λi+1(G) tem expoente p.

.

Demonstração. i) Para i = 1 temos que λ1(G) = G E G. Por indução, suponhamos

que λi(G) E G então λi+i(G) E G, já que λi+1(G) = [λi(G), G]λi(G)p.

ii) Por de�nição λi+1(G) = [λi(G), G]λi(G)p ⇒ [λi(G), G] ≤ λi+1(G).

Logo λi(G)/λi+1(G) ≤ Z(G/λi+1(G)).

iii) Se a ∈ λi(G)/λi+1(G), então a = gλi+1(G) para algum g ∈ λi(G), logo ap =

gpλi+1(G) = λi+1(G) pela de�nição de λi+1(G).

A proposição acima justi�ca o termo p-central utilizado na de�nição anterior.

Proposição 1.3.2. Se G é �nitamente gerado, então G/λi(G) é um p-grupo �nito,

para todo i

Demonstração. Para i = 1, nada temos a demonstrar. Por indução, suponhamos que

G/λi(G) é p-grupo �nito. Como G é �nitamente gerado, λi(G) também é. Portanto

segue de 1.3.1 iii) que λi(G)/λi+1(G) é um p-grupo abeliano elementar �nito. Isso

mostra que G/λi+1(G) é p-grupo �nito.

1.4 Grupos Livres e Produtos Livres

1.4.1 Grupos Livres

De�nição 1.4.1. Um grupo F é dito livre sobre um conjunto X ⊆ F se, para qualquer

grupo G e qualquer função θ : X → G, existe um único homomor�smo θ′ : F → G tal

que

xθ′ = xθ (1.4.1)

para todo x ∈ X. O cardinal |X| é chamado o posto de F .

Universidade de Brasília 9 Departamento de Matemática-IE



Capítulo 1 Grupos Livres e Produtos Livres

Em outras palavras, podemos dizer que θ′ estende θ ou, denotando por i : X → F

a inclusão de X em F que o diagrama

X

θ
��

i // F

θ′~~~~~~~~~

G

é comutativo, i.é. iθ′ = θ. Observe que estamos aplicando a função à direita.

Substituindo a palavra "grupo"por "grupo abeliano"nos dois lugares em que ela

aparece, obtemos o conceito de grupo abeliano livre. A construção de um grupo livre

pode ser veri�cada em Johnson, [7].

Proposição 1.4.1. i) Se F é livre sobre X, então X gera F ;

ii) Grupos livres de mesmo posto são isomorfos;

iii) Grupos livres de postos diferentes não são isomorfos.

Denotaremos por e o elemento neutro de um grupo e por F (X) o grupo livre sobre

X.

Teorema 1.4.2. Um grupo F é livre sobre X se, e somente se,

i) X gera F , e

ii) não existe relação não trivial entre os elementos de X, i.e., se n ∈ N, x =

x1 . . . xn onde para todo i, xi ∈ X ou xi
−1 ∈ X, e xixi+1 6= e para todo i com

1 ≤ i ≤ n− 1, então x 6= e.

Teorema 1.4.3 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de um grupo livre é livre. Além

disso, se F é grupo livre de posto r (�nito) e H é subgrupo de F tal que [F : H] = g

(�nito), então o posto de H é igual a (r − 1)g + 1.

Proposição 1.4.4. Todo grupo é imagem homomór�ca de algum grupo livre.

Seja G um grupo e φ : F (X)→ G um epimor�smo do grupo livre F = F (X) sobre

G. Temos então que F/N ∼= G, em que N é o núcleo de φ. Agora seja R ⊆ F um

conjunto que gera N como subgrupo normal de F , i.e., 〈R〉F = N . Observamos que

X e R determinam G (a menos de isomor�smos). Assim, escrevemos G = 〈X|R〉 e
chamamos este par uma apresentação livre, ou simplesmente apresentação de G. Os

elementos de X são os geradores e os de R, os relatores. Dizemos que G é �nitamente

apresentado se existe uma apresentção G = 〈X|R〉 em que X e R são �nitos.
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Capítulo 1 Grupos Livres e Produtos Livres

Proposição 1.4.5. Se G, H, K são grupos e α : G→ H, β : G→ K são homomor-

�smos com α sobrejetora e tais que Nuc(α) ⊆ Nuc(β), então existe um homomor�smo

γ : H → K tal que αγ = β.

Nuc(β)
%%

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK H

γ

��

G

α

:: ::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

β

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Nuc(α)
OO

OO

99

99ssssssssssssssssssssss

K

Teorema 1.4.6 (Teste de Substituição). Sejam G um grupo com apresentação 〈X|R〉, H
um grupo arbitrário e θ : X → H uma função. Então θ se estende a um homomor�smo

θ′ : G→ H se, e somente se, θ é consistente com os relatores de G, i.é., se para todo

x ∈ X e todo r ∈ R, o resultado da substituição de x por xθ em r dá a identidade de

H.

Proposição 1.4.7. Se G e H são grupos com apresentações 〈X|R〉 e 〈Y |S〉 respecti-
vamente, então o produto direto G×H tem apresentação

〈X, Y | R, S [X, Y ]〉

1.4.2 Produtos Livres

Agora generalizamos a noção de grupos livres para produtos livres.

De�nição 1.4.2. Sejam {Ai}i∈I uma família de grupos. Um produto livre dos Ai é um

grupo P e uma família de homomor�smos ji : Ai → P tal que, para todo grupo G e

toda família de homomor�smos fi : Ai → G, existe um único homomor�smo ϕ : P → G

com ϕji = fi, para todo i ∈ I.
Ai

ji //

fi   @@@@@@@ P

ϕ

���
�
�

G
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Capítulo 1 Sequências Extas

Proposição 1.4.8. Sejam {Ai}i∈I uma família de grupos. Se P e Q são ambos produto

livre dos Ai, então P ∼= Q.

Por causa da proposição acima, vamos denotar o produto livre P de {Ai} por

P = ∗i∈IAi;

No caso de uma família �nita de grupos {A1, A2, . . . , An}, é comum escrever-se

A1 ∗ A2 ∗ . . . An para inicar o produto livre.

Proposição 1.4.9. Dada uma famila {Ai}i∈I de grupos, um produto livre sempre

existe.

Proposição 1.4.10. Seja G ∗H o produto livre de dois grupos não triviais. Então o

subgrupo comutador [G,H] de G ∗ H é normal. Além disso, [G,H] é um grupo livre

sobre o conjunto

{[g, h] | g ∈ G\{e}, h ∈ H\{e}, }

1.5 Sequências Exatas

Uma sequência de homomor�smos de grupos

. . . Gi−1
fi−1 // Gi

fi // Gi+1
// . . .

é exata em Gi se Im(fi−1) = Nuc(fi). A sequência é dita exata quando for exata em

cada Gi. Em Particular

i) 1 // B
α // C é exata se, e somente se, α é injetora.

ii) B
β // C // 1 é exata se, e somente se, β é sobrejetora.

iii) 1 // A
α // B

β // C // 1 é exata se, e somente se, α é injetora, β é sobre-

jetora e β induz um isomor�smo de B/ Im(α) sobre C.

Dados grupos A e C, então um grupo G é uma extensão de A por C se G contém

um subgrupo normal N ∼=ϕ A tal que G/N ∼= C. Indicando por i a imersão de A em G

induzido pelo isomor�smo ϕ : N → A e por π o epimor�smo canônico G→ G/N(∼= C),

podemos representar a extensão pela sequência exata

1 // A
i // G

π // C // 1
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Capítulo 1 O Multiplicador de Shur

De�nição 1.5.1. Uma extensão 1 // A
α // B

β // C // 1 cinde-se ("splits"),

se existe um homomor�smo γ : C → B tal que γβ = IdC .

De�nição 1.5.2. Uma extensão 1 // A
α // B

β // C // 1 é central, se Im(α) é

um subgrupo central de B.

De�nição 1.5.3. Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H de G tem comple-

mento K em G se H ∩K = {e} e HK = G onde HK = {hk| h ∈ H, k ∈ K}

Proposição 1.5.1. Seja 1 // A
α // B

β // C // 1 uma extensão. Então

i) esta sequência "splits"se, e somente se, Nuc(β) têm complemento em B;

ii) existe um homomor�smo ρ : B → A tal que αρ = IdA se, e somente se, Nuc(β)

têm um complemento normal em B. Neste caso, B é isomorfo ao produto direto

de C e A.

1.6 O Multiplicador de Schur

Nesta seção vemos alguns conceitos básicos de cohomologia de grupos, necessários para

de�nirmos o Multiplicador de Schur.

De�nição 1.6.1. Sejam G e A grupos. Uma ação de G sobre A é um homomor�smo

θ : G→ Aut(A).

Fixado θ, escrevemos (a)gθ como ag, para indicar a ação à direita de g em a. Se

θ é o homomor�smo trivial então dizemos que G age trivialmente sobre A ou que A é

G-trivial.

Vamos considerar nesta seção uma ação �xada do grupo G, multiplicativo com

identidade e, sobre o grupo A abeliano multiplicativo com identidade e.

De�nição 1.6.2. Uma função f : Gn → A do produto direto de n ≥ 1 cópias de

G sobre A é chamada de n-cocadeia de G em A. Dizemos que uma n-cocadeia f é

normalizada se (g1, . . . , gn)f = 1, sempre que algum gi = e, i = 1, . . . , n.

Seja Cn(G,A) o conjunto de todas as n-cocadeias de G em A. Se de�nirmos uma

multiplicação ponto-a-ponto em Cn(G,A), isto é, para todos f1, f2 ∈ Cn(G,A),

(g1, . . . , gn)f1f2 = (g1, . . . , gn)f1(g1, . . . , gn)f2, �ca claro que Cn(G,A) é um grupo abe-

liano. Estendemos a de�nição de Cn(G,A) para o caso n = 0 fazendo C0(G,A) = A.
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Capítulo 1 O Multiplicador de Shur

Agora, para n ≥ 0, a fórmula

(g1, . . . , gn+1)fdn+1 = (g2, . . . , gn+1)f

×[
n∏
i=1

(g1, . . . , gi−1, gigi+1, gi+2, . . . , gn+1)f (−1)i ][(g1, . . . , gn)f (−1)n+1

]gn+1 . (1.6.1)

determina um homomor�smo dn+1 : Cn(G,A) → Cn+1(G,A). Sejam Zn(G,A) =

Nuc(dn+1) eBn(G,A) = Im(dn), n ≥ 1.

Os elementos de Zn(G,A) são chamados de n-cociclos e os elementos de Bn(G,A) de

n-cobordos. Conforme pode ser encontrado em Johnson [7], veri�ca-se que dndn+1 = 1n,

em que 1n é a função 1n : Cn−1(G,A) → Cn+1(G,A) tal que f 7→ In+1, onde In+1 é

a função identidade em Cn+1(G,A). Então, para todo f ∈ Cn−1(G,A) temos que

(f)dndn+1 = 1n, de modo que Im(dn) ≤ Nuc(dn+1). Como Zn(G,A) é um grupo

abeliano, temos que Bn(G,A) E Zn(G,A), para todo n ≥ 1. O n-ésimo grupo de

cohomologia de G com coe�ientes em A, é de�nido por

Hn(G,A) := Zn(G,A)/Bn(G,A) (n ≥ 1).

Como Cn(G,A) é abeliano, temos que Hn(G,A) é grupo abeliano, para todo n ≥ 1.

Podemos veri�car que para todo n-cociclo f1 ∈ Zn(G,A), existe um n-cociclo nor-

malizado tal que f1 ≡ f2(modBn(G,A)), de modo que Hn(G,A) não é afetado se nos

restringirmos a n-cocadeias normalizadas.

Asumindo que n = 1, temos que f ∈ Z1(G,A) se, e somente se, (xy)f = (x)f y(y)f

para todo x, y ∈ G. Além disso B1(G,A) consiste de todas funções f : G→ A em que

existe a ∈ A tal que (g)f = a(a−1)
g para todo g ∈ G. Logo, se a ação de G sobre A é

trivial, então H1(G,A) coincide com o grupo Hom(G,A) de todos os homomor�smos

de G em A.

Para o caso n = 2, temos que f ∈ Z2(G,A) se, e somente se,

(x, y)f z(xy, z) = f(y, z)f(x, yz)f x, y, z ∈ G,

e f ∈ B2(G,A) se, e somente se, existe t : G→ A tal que

(x, y)f = (y)t(xy)t−1(x)ty x, y ∈ G.

De�nição 1.6.3. Sejam G um grupo �nito, K um corpo algebricamente fechado de

característica zero e K∗ é o grupo multiplicativo dos elementos não nulos de K. Então

o segundo grupo de cohomologia H2(G,K∗), onde G age trivialmente sobre K∗, é

chamado multiplicador de Schur de G, indicado por M(G).
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Teorema 1.6.1 (Schur 1907). Sejam G um grupo �nito, F um grupo livre de posto n

com F/R ∼= G e τ = R/[R,F ]. Então

i) T = R ∩ F ′/[R,F ] é o subgrupo de torção de τ e o fator livre de torção é o

grupo R/(F ′∩R) abeliano livre de posto n. Em particular, τ é subgrupo abeliano

�nitamente gerado de F/[R,F ].

ii) SeK é um corpo algebricamente fechado de característica zero, então H2(G,K∗) ∼=
T .

A demontração deste teorema pode ser encontrado em Karpilovsky, [8] ou disserta-

ção de Elisa [15].

1.6.1 Algumas Propriedades de Cohomologia de Grupos

Dado um cociclo f : G × G → A, sua restrição a H × H, onde H é subgrupo de G,

determina um cociclo f ′ : H×H → A. Pode-se veri�car que a atribuição f 7→ f ′ induz

um homomor�smo H2(G,A) → H2(H,A). Este homomor�smo é chamado função

restrição e denotaremos por Res ou ResGH .

Sejam H um subgrupo de G, g ∈ G e Hg = g−1Hg. Dado f ∈ Z2(H,A), seja

f g ∈ Z2(Hg, A) de�nido por

(x, y)f g = (gxg−1, gyg−1)f para todo x, y ∈ Hg

Temos então que a função{
Z2(H,A) → Z2(Hg, A)

f 7→ f g

é um homomor�smo que leva cobordos em cobordos, induzindo uma função

CongH : H2(H,A)→ H2(Hg, A)

chamada de conjugação por g.

Proposição 1.6.2. Com a notação acima, seguem as propriedades:

i) Se g ∈ H, então CongH é a função identidade.

ii) Se x, y ∈ G, então ConxHCon
y
Hx = ConxyH .

Universidade de Brasília 15 Departamento de Matemática-IE
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iii) Se H ⊆ K ⊆ G, então para todo g ∈ G, Cong
−1

Kg Res
K
H = ResK

g

HgCon
g−1

Hg .

Agora sejam H um subgrupo de G de índice �nito m e {e = s1, s2, . . . , sm} um
transversal à direita de H em G. Dado x ∈ G, denotemos por x̄ o si tal que x ∈ Hsi,
e dado f ∈ Z2(H,A), seja Tf : G×G→ A de�nido por

(x, y)(Tf) =
m∏
i=1

((six)(six)−1, sixysixy
−1)f.

Pode-se veri�car em Babakhanian [1] que Tf ∈ Z2(G,A) e que a função{
Z2(H,A) → Z2(G,A)

f 7→ Tf

é um homomor�smo que leva cobordo em cobordo, induzindo assim, uma função

H2(H,A) → H2(G,A) chamada de correstrição ou transfer e denotada por CorHG
ou Cor. Essa função é tansitiva, i.e. para toda cadeia de subgrupos S ⊆ H ⊆ G de G

temos CorSG = CorSHCor
H
G .

Dados um subgrupo H de G e g ∈ G, denotamos H(g) por H ∩Hg. Um elemento

f ∈ H2(H,A) é dito G-estável se, para todo g ∈ G,

(f)ResHH(g) = (f)CongHRes
Hg

H(g)

Os elementos G-estáveis de H2(H,A) formam um grupo chamado o subgrupo G-

estável de H2(H,A).

Proposição 1.6.3. Seja H um subgrupo de G de índice �nito m.

i) Para todo f ∈ H2(G,A), ((f)ResGH)CorHG = fm.

ii) Para todo elemento G-estável f ∈ H2(H,A), ((f)CorHG )ResGH = fm.

iii) Se f = (α)ResGH para algum α ∈ H2(G,A), então f é G-estável.

Agora se G denota o produto semi-direto de um subgrupo normal N por um sub-

grupo T , i.e. G = NT e N ∩ T = {e}, então vamos denotar por M(N)T , o subgrupo

T -estável de M(N).

Proposição 1.6.4 (Tahara 1972). Se N é um subgrupo de Hall normal de G e T é

um complemento de N em G. Então M(G) ∼= M(T )×M(N)T .
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1.7 Relações entre Comutadores e o Multiplicador

de Schur

Nesta seção reproduzimos o trabalho de C. Miller [10]. Dado um grupo G, seja Ĝ, o

grupo livre sobre todos os pares 〈x, y〉, com x, y ∈ G. Considere φ : Ĝ → [G,G] o

epimor�smo natural que manda 〈x, y〉 em [x, y], ∀x, y ∈ G.
Denote por [w] ∈ [G,G] a imagem de w ∈ Ĝ e seja Z(G) = Nuc(φ) = {w ∈

Ĝ | [w] = 1}.
Seja B(G) o fecho normal em Ĝ gerado pelos relatores

〈x, x〉
〈x, y〉〈y, x〉
〈xy, z〉〈y, z〉−1〈x, z〉−y

〈y, z〉x〈[y, z], x〉−1〈y, z〉−1.

onde 〈y, z〉x = 〈yx, zx〉 ∀ x, y, z ∈ G
De�nimos o quadrado exterior de G por G∧G = Ĝ/B(G) e denotamos cada classe

B(G)〈x, y〉 ∈ Ĝ/B(G) por x∧y. Assim, G∧G é o grupo gerado por todos os elementos

x ∧ y, x, y ∈ G, satisfazendo as relações

x ∧ x = 1 (1.7.1)

x ∧ y = (y ∧ x)−1 (1.7.2)

(xy ∧ z) = (x ∧ z)y(y ∧ z) (1.7.3)

(y ∧ z)x = (y ∧ z)([y, z] ∧ x) (1.7.4)

em que x, y, e z pertencem a G e, por de�nição,

(y ∧ z)x = yx ∧ zx = x−1yx ∧ x−1zx (1.7.5)

É claro que B(G) E Z(G), pois as imagens dos relatores de B(G) por φ, são relações

de comutadores dadas na Proposição 1.1.1. Assim, de�nimos o grupo associado de G

(cf. Miller) por

H(G) = Z(G)/B(G).

Se h : G→ P é um homomor�smo de grupos, de�nimos

h] : Ĝ→ P̂
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por 〈x, y〉h] = 〈(x)h, (y)h〉. Então h] leva Z(G) em Z(P ) e B(G) em B(P ), induzindo

um homomor�smo

h∗ : H(G)→ H(P ).

que satisfaz

(hg)∗ = h∗g∗, 0∗ = 0, 1̃∗ = 1̃

onde 0 é o homomor�smo nulo, tal que (x)0 = 1, e 1̃ é o homomor�smo identidade.

Invertendo ambos os lados de (1.7.2) e usando (1.7.3) obtemos que

x ∧ yz = (x ∧ z)(x ∧ y)z (1.7.6)

Algumas das consequências das relações de�nidoras de B(G) são as seguintes:

(x ∧ y)a∧b = (x ∧ y)[a,b] (1.7.7)

onde (x ∧ y)a∧b é por de�nição (a ∧ b)−1(x ∧ y)(a ∧ b)

[(x ∧ y), (a ∧ b)] = [x, y] ∧ [a, b] (1.7.8)

(b ∧ b′)(a0 ∧ b0) = ([b′, b] ∧ a0)(a0 ∧ bo[b′, b])(b ∧ b′) (1.7.9)

(b ∧ b′)(b0 ∧ a0) = (b0[b′, b] ∧ a0)(a0 ∧ [b′, b])(b ∧ b′) (1.7.10)

(b ∧ b′)(a ∧ a′) = ([b, b′] ∧ [a, a′])(a ∧ a′)(b ∧ b′) (1.7.11)

xn ∧ xs = e n = 0,±1, . . . ; s = 0,±1, . . . (1.7.12)

Mostramos (1.7.7) expandindo xb ∧ ya usando (1.7.3) e (1.7.6).

xb ∧ ya = (xb ∧ a)(xb ∧ y)a

= (x ∧ a)b(b ∧ a)(x ∧ y)ba(b ∧ y)a

Por outro lado

xb ∧ ya = (x ∧ ya)b(b ∧ ya)

= (x ∧ a)b(x ∧ y)ab(b ∧ a)(b ∧ y)a

Comparando as duas equações
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(b ∧ a)(x ∧ y)ab = (x ∧ y)ba(b ∧ a)

ou

(a ∧ b)−1(x ∧ y)ab(a ∧ b) = (x ∧ y)ba

Trocando x e y por x(ba)−1
e y(ba)−1

, respectivamente, obtemos

(a ∧ b)−1(x ∧ y)(a ∧ b) = (x ∧ y)a
−1b−1ba = (x ∧ y)[a,b]

Observe que (1.7.8) é uma consequência de (1.7.7), pois

[x ∧ y, a ∧ b] = (x ∧ y)−1(x ∧ y)(a∧b)

= (x ∧ y)−1(x ∧ y)[a,b]

= (x ∧ y)−1(x ∧ y)([x, y] ∧ [a, b]) por (1.7.4)

= ([x, y] ∧ [a, b])

(1.7.9) é veri�cada expandindo (a0 ∧ b0[b′, b]) usando (1.7.6)

(a0 ∧ b0[b′, b]) = (a0 ∧ [b′, b])(a0 ∧ b0)[b′,b]

= (a0 ∧ [b′, b])(a0 ∧ b0)b
′∧b por (1.7.7).

A prova de (1.7.10) é similar e (1.7.11) é uma reescrita de (1.7.9). A equação (1.7.12)

é provada para inteiros não negativos n e s por indução sobre n+ s. Por (1.7.3), temos

xe ∧ x = (x ∧ x)1(x ∧ e) por (1.7.3).

Logo (x ∧ e) = e e o resultado vale para n+ s = 1.

Suponha que xn ∧ xs = e para n+ s ≤ k. Então

xn+1 ∧ xs = (xn ∧ xs)x(x ∧ xs) por (1.7.3)

= e (por hipotese de indução)

O caso geral segue trivialmente do caso para não negativos usando novamente

(1.7.3).

Lema 1.7.1. Se G = A ∗B é o produto livre de A e B, então H(G) ∼= H(A)×H(B).
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Demonstração. Sejam i : A → G e j : B → G injeções naturais, e p : G → A e

q : G→ B projeções naturais. Observando o diagrama

H(A)
i∗

''PPPPPPPPPPPP H(B)

j∗wwnnnnnnnnnnnn

H(G)

p∗wwnnnnnnnnnnnn

q∗ ''PPPPPPPPPPPP

H(A) H(B)

temos que i∗ e j∗ são isomor�smos sobre suas imagens, já que H(A)i∗p∗i∗ = H(A)

e H(B)j∗q∗j∗ = H(B). Além disso H(A)i∗ e H(B)j∗ são disjuntos. Assim, se caso

H(G) = H(A)i∗H(B)j∗ então temos que H(G) = H(A)i∗ × H(B)j∗. O problema,

então, é mostrar que H(G) = H(A)i∗H(B)j∗.

Para isso considere os três subgrupos de G ∧ G : A ∧ A, B ∧ B eM, o subgrupo

de G ∧G gerado por todos os elementos da forma a ∧ b, com a 6= 1 ∈ A, e b 6= 1 ∈ B.
Seja 〈x, y〉 um gerador de Ĝ, com x = a1b1a2b2 . . . asbs, y = ā1b̄1ā2 . . . ārb̄r, em que

ai, āj ∈ A, bi, b̄j ∈ B. Aplicando as igualdades (1.7.3) e (1.7.6) repetitivamente

vemos que x∧y é um produto de elementos na forma (a∧a′)z, (b∧b′)z, (a∧b)z e (b∧a)z

com a, a′, ∈ A b, b′ ∈ B, e z ∈ G. Aplicando as relações

(a ∧ a0)a0 = aa0 ∧ a′a0

(a ∧ a′)b0 = (a ∧ a′)([a, a′] ∧ bo)
(a ∧ b)ao = (aa0 ∧ b)(b ∧ a0)

(a ∧ b)b0 = (b0 ∧ a)(a ∧ bb0)

e mais quatro outras similares a essas, obtidas trocando a por b e a0 por b0, juntamente

com c∧d = (d∧c)−1, cada um dos elementos (a∧a′)z, (b∧b′)z, (a∧b)z, e (b∧a)z pode

ser reescrito como produto de elementos na forma (a∧a′), (b∧b′), (a∧b), e (b∧a). Logo

x∧y ∈ G∧G é igual ao produto π de elementos da forma (a∧a′), (b∧b′), (a∧b), e (b∧a).

Agora tome cada b∧b′ em π e "colete-o"à direita (começando com o que esta mais a

direita em π) via relações (1.7.9), (1.7.10) e (1.7.11). Logo obtemos para um elemento

arbitrário t ∈ G ∧ G t = π = π′β, em que β é um produto de termos b ∧ b′ e π′ um
produto de termos a ∧ a′, b ∧ b′ e b ∧ a. Agora tome cada termo na forma a ∧ a′ e
"colete-o"à esquerda via relações semelhantes a (1.7.9) e (1.7.10), obtidas trocando a
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por b e a′ por b′; e obtemos então que

t = π′β = απ′′β

onde π′′ é o produto de elementos da forma a∧b, b∧a e α um produto de termos a∧a′.
Reescrevendo cada b ∧ a em π′′ por (a ∧ b)−1 temos que π′′ = µ ∈M e, portanto,

t = αµβ

com α ∈ A ∧ A, µ ∈M e β ∈ B ∧B.
Seja φ̃ : G∧G→ G o homomor�smo induzido por φ : Ĝ→ G, tal que t = x∧ y 7→

[t] = [x, y]

Assim, se t ∈ H(G) então [α][µ][β] = [t] = e e, projetando t em A ∧ A vemos

que [α] = e; similarmente [β] = e, logo [µ] = e. Mas se [µ] = e, então µ = e, pois

µ = (a1 ∧ b1)ε1 . . . (ap ∧ bp)εp com εi = ±1 ai 6= e 6= bi. Então por indução sobre

p podemos ver que [µ] pode ser escrito como uma palavra reduzida no produto livre

G = A ∗ B em que os últimos dois termos são bp
−1ap

−1 se εp = −1, ou ap
−1bp

−1 se

εp = 1. Em particular [µ] 6= e se µ não é a palavra vazia.

Portanto µ = e e t = αµβ = αβ, mostrando que H(G) = H(A)i∗H(B)j∗.

Proposição 1.7.2. O Grupo Associado de um grupo livre é trivial.

Demonstração. O caso em que F é grupo livre com apenas um gerador decorre do fato

que xn ∧ xs = e. Se F é grupo livre com um numero �nito de geradores, a prova é por

indução utilizando o lema anterior.

Agora, o caso em que F é um grupo livre de posto in�nito segue do caso que F

é grupo livre com um número �nito de geradores, pois se F têm in�nitos geradores e

u ∈ H(F ), então u ∈ H(L)i∗, onde L é um subgrupo de F com um numero �nito de

geradores, e i é a inclusão.

Teorema 1.7.3. Existe um isomor�smo canônico entre H(G) e M(G) preservando o

homomor�smo induzido, isto é, se h : G→ P é um homomor�smo, então o diagrama

a seguir comuta

H(P ) ≈ M(P )

H(G)

h∗

OO

≈ M(G)

h∗

OO
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Demonstração. Suponha queG é um grupo tal queG ∼= E/N , em queN é um subgrupo

central de E. Considere η : E → G o homomor�smo sobrejetivo cujo núcleo é N .

De�na então um homomor�smo Ĝ→ E tomando um gerador 〈x, y〉 de Ĝ e levando-o

em [x̄, ȳ], onde (x̄)η = x e (ȳ)η = y. Este homomor�smo independe da escolha de x̄ e ȳ

pois N esta no centro de E. Além disso ele leva Z(Ĝ) sobre N ∩ [E,E], pois se x = Nx̄

e y = Nȳ tal que 〈x, y〉 ∈ Z(G), temos que [x, y] = N [x̄, ȳ] = eG. E também leva B(G)

sobre e, pois a imagem de um elemento em B(G) é uma relação de comutadores em E.

Logo pela Proposição 1.4.5 este homomor�smo induz um homomor�smo φ : H(G)→
N ∩ [E,E], e ainda Nuc(φ) = Im(η∗), pois se (ḡ1∧ h̄1)ε1 . . . (ḡr∧ h̄r)εr ∈ H(E), εi = ±1,

então ((ḡ1∧h̄1)ε1 . . . (ḡr∧h̄r)εr)η∗φ = [ḡ1, h̄1]ε1 . . . [ḡrh̄r]
εr = e já que 〈ḡ1, h̄1〉

ε1 . . . 〈ḡr, h̄r〉
εr ∈

Z(E), assim temos que Im(η∗) ⊆ Nuc(φ).

Por outro lado se (g1 ∧ h1)ε1 . . . (gr ∧ hr)εr ∈ Nuc(φ), ε = ±1, então ((g1 ∧
h1)ε1 . . . (gr ∧ hr)εr)φ = [ḡ1, h̄1]ε1 . . . [ḡr, h̄r]

εr = eN , tal que gi = (ḡi)η e hi = (h̄i)η,

logo 〈ḡ1, h̄1〉
ε1 . . . 〈ḡr, h̄r〉

εr ∈ Z(E) e (g1 ∧ h1)ε1 . . . (gr ∧ hr)εr ∈ Im(η∗)
Portanto a sequência

H(E)
η∗ // H(G)

φ // N ∩ [E,E]

é exata em H(G).

Se G é um grupo arbitrário, podemos representar G como o fator de um grupo

livre F por um subgrupo R, G = F/R. Considerando F 0 = F/[F,R] e R0 = R/[F,R]

teremos que

F
λ // F 0

η // G

onde λ e η são projeções. Vejamos que R0 está no centro de F 0, logo pelo argu-

mento acima φ é um homomor�smo de H(G) em R0 ∩ [F 0, F 0], tal que a sequência

H(F 0)
η∗ // H(G)

φ // R0 ∩ [F 0, F 0] é exata em H(G).

Vamos mostrar que η∗ = 0. Seja w = 〈x1, y1〉 . . . 〈xp, yp〉 ∈ Z(F 0). Então [w] =

[x1, y1] . . . [xp, yp] = e ∈ F 0, e, escolhendo x̄i, ȳi ∈ F tal que (x̄i)λ = xi e (ȳi)λ = yi,

temos que w̄ = 〈x̄1, ȳ1〉 . . . 〈x̄p, ȳp〉, com w̄λ] = w, [w̄]λ = [w] = e, logo [w̄] ∈ [F,R].

Portanto [w̄] = [f1, r1] . . . [fq, rq], para fi ∈ F e ri ∈ R. Agora como F é livre,

H(F ) = e, e B(F ) = Z(F ). Então w̄ ≡ 〈f1, r1〉 . . . 〈fq, rq〉 modB(G). Assim

wη] = w̄λ]η] ≡ 〈f1, r1〉 . . . 〈fq, rq〉λ]η]
≡ 〈f1λη, 1〉 . . . 〈fqλη, 1〉 ≡ e modB(G)

e η∗ = 0.
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Portanto H(G) ∼= R0 ∩ [F 0, F 0]. E como R0 ∩ [F 0, F 0] = R ∩ [F, F ]/[F,G] é

a construção por Hopf de M(G), como no Teorema 1.6.1, temos o isomor�smo que

queríamos.

1.8 Produtos Tensoriais de Módulos

De�nição 1.8.1. Seja R um anel com identidade e não necessáriamente comutativo.

Um grupo abeliano M (aditivo) é um R-módulo à esquerda se existe uma função

R×M →M, (r,m) 7→ r ·m satisfazendo

i) r · (m+m′) = r ·m+ r ·m′

ii) (r + r′) ·m = r ·m+ r′ ·m

iii) (rr′) ·m = r(r′ ·m)

iv) e ·m = m

para todo m, m′ ∈M e r, r′ ∈ R

De�nição 1.8.2. Uma função f : M → N entre R-módulos à esquerda M e N é um

R-homomor�smo se

(m+m′)f = (m)f + (m′)f e (r ·m)f = r · (m)f

para todo m, m′ ∈M e r ∈ R.

Exemplo: Se R = Z então os conceitos de R-módulo e de grupo abeliano são

equivalentes, e Z-homomor�smo é equivalente a homomor�smo de grupos.

Analogamente, de�nimos um R-módulo à direita e um R-homomor�smo entre R-

módulos à direita. Se R é comutativo, todo R-módulo à esquerda também pode se

considerado um R-módulo à direita de�nindo r ·m = m · r para todo m ∈M e r ∈ R.
Neste caso, dizemos simplesmente que M é um R-módulo.

De�nição 1.8.3. SeM é um R-módulo à direita, N um R-módulo à esquerda e G um

grupo abeliano aditivo, então uma função R-biaditiva é uma aplicação f : M ×N → G

satisfazendo

i) (m+m′, n)f = (m,n)f + (m′, n)f
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ii) (m,n+ n′)f = (m,n)f + (m,n′)f

iii) (m · r, n)f = (m, r · n)f

para todo m, m′ ∈M n, n′ ∈ N .

De�nição 1.8.4. Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à esquerda.

Então um produto tensorial de M e N é um grupo abeliano T junto com uma função

R-biaditiva ϕ tais que, para todo grupo abeliano G e toda função R-biaditiva f :

M ×N → G, existe um único homomor�smo f̃ : T → G tal que o diagrama

M ×N ϕ //

f

��

T

f̃{{vvvvvvvvvv

G

comuta.

Teorema 1.8.1. Se (T1, ϕ1) e (T2, ϕ2) representam o produto tensorial deM e N então

T1 e T2 são isomorfos.

Demonstração. Sejam ϕ̃1 : T2 → T1, ϕ̃2 : T1 → T2 os homomor�smos tais que os

diagramas

M ×N ϕ2 //

ϕ1

��

T

ϕ̃1{{wwwwwwwwww M ×N ϕ1 //

ϕ2

��

T

ϕ̃2{{wwwwwwwwww

T1 T2

comutam. Mas notemos que ϕ1ϕ̃2ϕ̃1 = ϕ2ϕ̃1 = ϕ1, i.é, ϕ̃2ϕ̃1 é um homomor�smo que

faz o diagrama

M ×N ϕ1 //

ϕ1

��

T

ϕ̃2ϕ̃1{{vvvvvvvvvv

G

comutar. Mas a aplicação identidade IdT1 : T1 → T1 também têm essa propriedade.

Pela unicidade devemos ter ϕ̃2ϕ̃1 = IdT1 . De modo análogo provamos que ϕ̃1ϕ̃2 = IdT2

e portanto ϕ1 é um isomor�smo.

Teorema 1.8.2. O produto tensorial de um R-módulo à direita M e um R-módulo à

esquerda N existe.
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Demonstração. Seja F o grupo abeliano livre sobreM×N e seja S o subgrupo normal

de F gerado pelas relações

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n)

(m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′)

(m · r, n)− (m, r · n)

De�nimos M ⊗R N = F/S e denotamos cada elemento (m,n) + S ∈ F/S por

m⊗ n. Seja ϕ : M ×N →M ⊗R N uma aplicação dada por (m,n)ϕ = m⊗ n. É facil

veri�car que ϕ é uma função R-biaditiva.

Agora sejam G um grupo abeliano e f : M ×N → G uma função R-biaditiva.

Como F é livre existe um único homomor�smo f ′ : F → G estendendo f . Sendo

f R-biaditiva temos S ⊂ Nuc(f ′). Seque então da Proposição 1.4.5 que existe um

homomor�smo f̃ : F/S → G tal que πf̃ = f ′ onde π : F → F/S é a projeção natural.

Nuc(f ′)
%%

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK
F/S

f̃

��

F

π

:: ::ttttttttttttttttttttt

f ′

%%JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

S
OO

OO

99

99rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
G

Notemos que (m⊗ n)f̃ = (m,n)f para todo m ∈ M n ∈ N . Assim ϕf̃ = f . Além

disso, f̃ está unicamente determinada por f já que o conjunto de todos os elementos

da forma m⊗ n gera M ⊗R N .

Desse teorma concluimos que M ⊗R N é o grupo abeliano gerado por todos os

símbolos m⊗ n com m ∈M e n ∈ N satisfazendo

(m+m′, n) = (m,n) + (m′, n)

(m,n+ n′) = (m,n) + (m,n′)

(m · r, n) = (m, r · n)
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para todo m, m′ ∈ M, n, n′ ∈ N e r ∈ R. Daí concluimos que se 0M , 0N são

identidades de M e N respectivamente então 0M ⊗ n = m ⊗ 0N . é a identidade de

M ⊗R N .

Proposição 1.8.3. Se R é comutativo e M e N são R-módulos, então M ⊗RN é um

R-módulo com (m⊗ n) · r = m⊗ n · r.

Demonstração. Fixemos ∈ R. A aplicação fr : M × N → M ⊗R N em que (m,n) 7→
m⊗ n · r é claramente R-biaditiva. Segue da de�nição do produto tensorial que existe

um único homomor�smo f̃r : M ⊗R N → M ⊗R N tal que ϕf̃r = fr onde ϕ é a

função de�nida no Teorema 1.8.2 . Observemos que (m⊗ n)f̃r = m⊗ n · r para todo

m ∈M, n ∈ N . É facil ver que a aplicação

M ⊗R N → M ⊗R N
(m⊗ n) 7→ (m⊗ n) · r = (m⊗ n)f̃r

satisfaz os axiomas de módulo à direita. Além disso, em M ⊗R N vale

(m⊗ n) · r = m⊗ n · r = m⊗ r · n = m · r ⊗ n

para todo m ∈M, n ∈ N e r ∈ R

Segue deste resultado que se M e N são grupos abelianos �nitamente gerados com

M ou N �nito, então M ⊗Z N é �nito.

Proposição 1.8.4. Se p e q são primos entre si então Zp ⊗Z Zq é trivial.

Demonstração. De fato

p(a⊗ b) = pa⊗ b = 0⊗ b e
q(a⊗ b) = a⊗ qb = a⊗ 0

para todo a ∈ Zp e b ∈ Zq.

1.9 O Funtor Quadrático de Whitehead

De�nição 1.9.1. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, seja ΓA o grupo gerado por

todos os elementos γa, com a ∈ A, satisfazendo

γ(−a) = γa; (1.9.1)

γ(a+ b+ c) + γa+ γb+ γc = γ(a+ b) + γ(b+ c) + γ(c+ a). (1.9.2)
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para todos os elementos a, b, c ∈ A

Segue de (1.9.2) com a = b = c = 0 que γ0 é o elemento neutro de ΓA. Assim

fazendo c = 0 em (1.9.2) obtemos

γa+ γb = γb+ γa

e portanto ΓA é um grupo abeliano.

Proposição 1.9.1. Se A é um grupo abeliano livre de posto n e {a1, . . . , an} é um

conjunto de geradores livres para A então ΓA é abeliano livre sobre o conjunto

{γai, W (aj, ak) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < k ≤ n}

em que W (a, b) = γ(a+ b)− γa− γb , para todos a, b ∈ A.

A demosntração desta proposição pode ser encontrada na dissertação de Nakaoka

[12].
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CAPÍTULO 2

O QUADRADO TENSORIAL NÃO-ABELIANO DE

P -GRUPOS E O GRUPO ν(G)

2.1 O Produto Tensorial não-abeliano de Grupos

SejamG eH grupos munidos com uma ação deG sobreH e deH sobreG. Suponhamos

que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugação, i.e., para g, x, ∈
G, h, y ∈ H, gx = x−1gx e hy = y−1hy. Dessa forma temos uma ação do produto

livre G ∗H sobre G e H. Vamos dizer que as ações de G sobre H e de H sobre G são

compatíveis se, para todo g, g1, ∈ G h, h1 ∈ H,

g(hg1 ) = gg1
−1hg1 := ((gg1

−1

)h)g1 (2.1.1)

h(gh1 ) = hh1
−1gh1 := ((hh1

−1

)g)h1 (2.1.2)

Se G e H agem um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial (não abeli-

ano) deG eH é de�nido como o grupo gerado por todos os símbolos g⊗h, g ∈ G, h ∈ H
satisfazendo as relações

gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h) (2.1.3)

g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(gh1 ⊗ hh1) (2.1.4)

para todo g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Tal grupos é denotado por G⊗H.

Notemos que as relações (2.1.3) e (2.1.4) têm as forma das identidades de comuta-

dores quando g ⊗ h é substituído por [g, h] e as ações por conjugação.
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Como a ação por conjugação de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (2.1.1) e

(2.1.2), o quadrado tensorial não abeliano G⊗G de um grupo G está de�nido.

Obs: Fazendo g1 = e em (2.1.3) e h1 = e em (2.1.4) temos que g ⊗ e = e ⊗ h é o

elemento neutro de G⊗H para todo g ∈ G, h ∈ H.

De�nição 2.1.1. Sejam L, G, H grupos. Uma função φ : G × H → L é chamada

biderivação se, para todo g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H,

(gg1, h)φ = (gg1 , hg1)φ.(g1, h)φ

(g, hh1)φ = (g, h1)φ.(gh1 , hh1)φ

Pela Proposição 1.4.5 uma biderivação φ : G×H → L determina um único homo-

mor�smo φ∗ : G⊗H → L tal que (g ⊗ h)φ∗ = (g, h)φ.

Proposição 2.1.1. Os grupos G e H atuam sobre G⊗H de modo que

(g1 ⊗ h)g = g1
g ⊗ hg, (g ⊗ h1)h = gh ⊗ h1

h

para todo g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Consequentemente, temos uma ação de G ∗H sobre

G⊗H dada por

(g ⊗ h)p = gp ⊗ hp,

onde g,∈ G h,∈ H e p ∈ G ∗H

Demonstração. Para cada g ∈ G consideremos a função φg : G×H → G⊗H tal que

(g1, h)φg = gg1 ⊗ hg com g, g1 ∈ G, h ∈ H. Notemos que

(g1, hh1)φg = g1
g ⊗ (hh1)g

= g1
g ⊗ hgh1

g

= (g1
g ⊗ h1

g)[(g1
g)h1

g ⊗ (hg)h1
g
] por (2.1.4)

= (g1
g ⊗ h1

g)[(g1
g)g
−1h1g ⊗ h1

−ghgh1
g] por (2.1.1)

= (g1
g ⊗ h1

g)(g1
h1g ⊗ hh1g)

= (g1, h1)φg · (g1
h1 , hh1)φg

e similarmente

(g1g2, h)φg = (g1
g2 , hg2)φg.(g2, h)φg

Logo φg é uma biderivação e temos um único homomor�smo de grupos αg : G⊗H →
G ⊗ H tal que (g1 ⊗ h)αg = (g1

g ⊗ hg) para todo g1 ∈ G, h ∈ H. Alem disso αg
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é um automor�smo de G ⊗ H uma vez que αgαg−1 = αg−1αg = IdG⊗H . E como

α : G→ Aut (G⊗H) em que g 7→ αg é um homomor�smo de grupos, temos uma ação

de G sobre G⊗H tal que

(g1 ⊗ h)g = g1
g ⊗ hg

O outro caso é provado de forma análoga.

Proposição 2.1.2. Suponhamos que α : G → A, β : H → B sejam homomor�smos

de grupos, A, B agem compativelmente um sobre o outro e que α e β preservam as

ações, no seguinte sentido:

(hg)β = (hβ)gα, (gh)α = (gα)hβ

para todo g ∈ G, h ∈ H. Então existe um único homomor�smo

α⊗ β : G⊗H → A⊗B

tal que (g ⊗ h)(α ⊗ β) = gα ⊗ hβ para todo g ∈ G, h ∈ H. Além disso, se α e β são

sobrejetoras então α⊗ β também é.

Demonstração. Consideremos a função φ : G×H → A⊗B dada por (g, h)φ = gα⊗hβ.
Para todo g1, g2 ∈ G e h ∈ H temos

(g1g2, h)φ = (g1g2)α⊗ hβ
= (g1)α(g2)α⊗ hβ
= (g1α

g2α ⊗ hβg2α)(g2α⊗ hβ) por (2.1.3)

= [(g1
g2)α⊗ (hg2)β](g2α⊗ hβ)

= (g1
g2 , hg2)φ(g2, h)φ

e, similarmente, (g, h1h2)φ = (g, h2)φ(gh2 , h1
h2)φ para todo g ∈ G, h1, h2 ∈ H. Logo φ

é uma biderivação e assim determina um único homomor�smo α⊗β : G⊗H → A⊗B
tal que (g⊗h)(α⊗β) = gα⊗hβ, ∀ g ∈ G, h ∈ H. Além disso, se α e β são sobrejetoras

então dadas a ∈ A e b ∈ B existem g ∈ G e h ∈ H tais que gα = a e hβ = b . Logo

(g ⊗ h)(α⊗ β) = a⊗ b mostrando que α⊗ β também é sobrejetota.

Proposição 2.1.3. Existe um único isomor�smo

ν : G⊗H → H ⊗G

tal que (g ⊗ h)ν = (h⊗ g)−1 para todos g ∈ G, h ∈ H.
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Demonstração. Seja a função φ : G × H → H ⊗ G dada por (g, h)φ = (h ⊗ g)−1.

Notemos que

(g1g2, h)φ = (h⊗ g1g2)−1

= [(h⊗ g2)(hg2 ⊗ g1
g2)]−1 por (2.1.4)

= (hg2 ⊗ g1
g2)−1(h⊗ g2)−1

= (g1
g2 , hg2)φ(g2, h)φ

similarmente (g, hh1)φ = (g, h1)φ(gh1 , hh1)φ. Logo φ é uma biderivação e assim existe

um únco homomor�smo ν : G ⊗H → H ⊗ G tal que (g ⊗ h)ν = (h ⊗ g)−1 para todo

g ∈ G, h ∈ H. Da mesma forma existe um homomor�smo µ : H ⊗G→ G⊗H tal que

(h⊗g)µ = (g⊗h)−1 para todo h ∈ H, g ∈ G. Obviamente µν = IdG⊗H e νµ = IdG⊗H

e portanto ν é um isomor�smo.

Proposição 2.1.4. Para todo g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H temos

i) (g−1 ⊗ h)g = (g ⊗ h)−1 = (g ⊗ h−1)h;

ii) (g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)[g,h] = (g1 ⊗ h1)g
−1gh = (g1 ⊗ h1)h

−gh;

iii) (g−1gh)⊗ h1 = (g ⊗ h)−1(g ⊗ h)h1;

iv) g1 ⊗ h−gh = (g ⊗ h)−g1(g ⊗ h);

v) [g ⊗ h, g1 ⊗ h1] = g−1gh ⊗ h1
−g1h1.

Demonstração. i) segue do fato que

e⊗ h = g−1g ⊗ h = (g−1 ⊗ h)g(g ⊗ h)

e

g ⊗ e = g ⊗ h−1h = (g ⊗ h)(g ⊗ h−1)h

para todo g ∈ G e h ∈ H.

ii) Sejam u, v ∈ G, x, y ∈ H. Expandindo uv ⊗ xy primeiro por (2.1.3) e depois

por (2.1.4) temos

uv ⊗ xy = (u⊗ xy)v(v ⊗ xy)

= (u⊗ y)v(u⊗ x)yv(v ⊗ y)(v ⊗ x)y
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Agora, expandindo uv ⊗ xy primeiro por (2.1.4) e depois por (2.1.3) obtemos

uv ⊗ xy = (uv ⊗ y)(uv ⊗ x)y

= (u⊗ y)v(v ⊗ y)(u⊗ x)vy(v ⊗ x)y

Comparando as últimas igualdades, segue que

(u⊗ x)yv(v ⊗ y) = (v ⊗ y)(u⊗ x)vy (2.1.5)

Fazendo então u = g1
g−1h−1

, v = g, x = hg
−1h−1

1 e y = h em (2.1.5) obtemos

(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g ⊗ h)(g1
g−1h−1 ⊗ h1

g−1h−1

)gh

i.e.,

(g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh

Agora segue da Proposição 2.1.1 e do fato que as ações são compatíveis que

(g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh = (g1

g−1h−1gh ⊗ h1
g−1h−1gh) = (g1

g−1gh ⊗ h1
g−1gh)

e similarmente

(g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh = (g1

h−gh ⊗ h1
h−gh)

Logo

(g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = (g1 ⊗ h1)g
−1h−1gh = (g1

g−1gh ⊗ h1
g−1gh) = (g1

h−gh ⊗ h1
h−gh)

iii) Temos que

(g−1gh)⊗ h1 = [(g−h
−1
g)⊗ h1

h−1

]h

= (g−h
−1 ⊗ h1

h−1

)gh(g ⊗ h1
h−1

)h por (2.1.3)

= (g−1 ⊗ h1)h
−1gh(g ⊗ h−1)h(g ⊗ hh1)h

−1h por (2.1.4)

= (g−1 ⊗ h1)h
−1gh(g ⊗ h−1)h(g ⊗ h1)(g ⊗ h)h1 novamente por (2.1.4)

= (g ⊗ h1)−[g,h](g ⊗ h)−1(g ⊗ h1)(g ⊗ h)h1 por i)

= (g ⊗ h)−1(g ⊗ h)h1 por ii)

iv) é provado de maneira análoga a iii)

v) Temos

[g ⊗ h, g1 ⊗ h1] = (g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)−1(g ⊗ h)(g1 ⊗ h1)

= (g ⊗ h)−1(g ⊗ h)h1
−g1h1 por (ii)

= (g−1gh)⊗ h1
−g1h1 por (iii)
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De�nição 2.1.2. Um N -módulo cruzado é um grupoM junto com um homomor�smo

de grupos λ : M → N e uma ação de N sobre M tal que

(mn)λ = n−1(m)λn n ∈ N, m ∈M (2.1.6)

(m′)(m)λ = m−1m′m m, m′ ∈M (2.1.7)

Proposição 2.1.5. Sejam G e H grupos com ações compatíveis.

i) Existem homomor�smos de grupos λ : G ⊗H → G, λ′ : G ⊗H → H tais que

(g ⊗ h)λ = g−1hg, (g ⊗ h)λ′ = h−gh;

ii) Os homomor�smos λ e λ′ com as ações dadas em 2.1.1 são G-módulo cruzado e

H-módulo cruzado respectivamente.

iii) Se t ∈ G⊗H, g ∈ G, h ∈ H então

tλ⊗ h = t−1th

g ⊗ tλ′ = t−gt

iv) tλ⊗ t1λ′ = [t, t1]

v) G e H agem trivialmente sobre Nuc(λ′) e Nuc(λ) respectivamente.

Demonstração. i) Considere a função α : G × H → G dada por (g, h) 7→ g−1gh.

Notemos que para todo g, g1 ∈ G, h ∈ H

(gg1, h)α = g1
−1g−1ghg1

h

= (g1
−1g−1g1)(g1

−1ghg1)(g1
−1g1

h)

= (gg1)−1(gh)g1g1
−1g1

h

= (gg1 , hg1)α (g1, h)α

Analogamente

(g, hh1)α = (g, h1)α (gh1 , hh1)α ∀ g ∈ G, h, h1 ∈ H

Logo α é uma biderivação e temos um homomor�smo λ : G⊗H → G tal que (g⊗h)λ =

g−1gh, g ∈ G, h ∈ H. O outro caso é provado de forma análoga
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ii) Sejam t = g1 ⊗ h ∈ G⊗H e g ∈ G. Daí temos que

(tg)λ = (g1
g ⊗ hg)λ pela Proposição 2.1.1

= (g1
g)−1(g1

g)h
g

= g1
−gg1

hg por (2.1.1)

= (g1
−1g1

h)g

= g−1(t)λg

Logo λ satisfaz (2.1.6). Agora se t1 = g1⊗h1, t = g⊗h ∈ G⊗H, então pela Proposição

(2.1.4) ii) temos

(t1)(t)λ = (g1 ⊗ h1)(g−1gh) = (g ⊗ h)−1(g1 ⊗ h1)(g ⊗ h) = t−1t1t

satisfazendo (2.1.7). Logo λ é um G-módulo cruzado. Analogamente λ′ é umH-módulo

cruzado.

iii) Sejam g ∈ G, h ∈ H e t = g1 ⊗ h1, então por 2.1.4 iii)

tλ⊗ h = g1
−1g1

h1 ⊗ h = (g1 ⊗ h1)−1(g1 ⊗ h1)h = t−1th

De modo análogo, usando iv) da Proposição 2.1.4 g ⊗ tλ′ = t−gt, para todo g ∈
G, t ∈ G⊗H.

iv) Sejam t = g ⊗ h, t1 = g1 ⊗ h1 ∈ G, então pela Proposição 2.1.4 v) temos que

tλ⊗ t1λ′ = g−1gh ⊗ g−1
1 g1

h1 = [(g ⊗ h), (g1 ⊗ h1)].

v) Se t ∈ Nuc(λ′) e g ∈ G então por iii) segue que eG⊗H = g ⊗ tλ′ = t−gt, isto é,

tg = t. Logo Nuc(λ′) é G-trivial. Analogamente Nuc(λ) é H-trivial.

Proposição 2.1.6. Se G e H agem trivialmente um sobre o outro então

G⊗H ∼= Gab ⊗Z H
ab

Demonstração. Observe que G⊗H é abeliano, pois pela Proposição 2.1.4 (v)

[g ⊗ h, g1 ⊗ h1]g−1gh ⊗ h1
−g1h1 = e⊗ e

Além disso como H é G-trivial

(g ⊗ h)λ′ = h−gh = e g ⊗ h ∈ G⊗H
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e sendo λ′ homomor�smo, então Nuc(λ′) = G⊗H.

Pela Proposição 2.1.5 (v) G age trivialmente sobreG⊗H. AnalogamenteH também

age trivialmente sobre G⊗H.

Agora de�na
θ : Gab ×Hab → G⊗H

(ḡ, h̄) 7→ g ⊗ h

de modo que ḡ = G′g e h̄ = H ′h

Veja que θ está bem de�nida, pois se x̄ = ḡ e ȳ = h̄ então existem c ∈ G′ e d ∈ H ′

tais que g = cx e h = dy.

Assim

g ⊗ h = cx⊗ dy = (c⊗ d)(x⊗ d)(c⊗ y)(x⊗ y).

Mas note que

[g1, g2]⊗ h1 = (g1
−1 ⊗ h1)(g2

−1 ⊗ h1)(g1 ⊗ h1)(g2 ⊗ h1) = e

já que G e H agem trivialmente sobre G ⊗ H e G ⊗ H é abeliano. Analogamente

g1 ⊗ [h1, h2] = e para todo g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H. Logo (c ⊗ d) = (x ⊗ d)(c ⊗ y) =

e. Assim g ⊗ h = x ⊗ y e θ está bem de�nida, e como as ações de G e H sobre

G ⊗ H são triviais então θ é uma função Z-bilinear. Agora se A é um Z-módulo e

f : Gab × Hab → A é uma função Z-bilinear é fácil ver que a função f̃ : G ⊗ H → A

de�nida por (g ⊗ h)f̃ = (ḡ, h̄)f é um Z-homomor�smo estendendo f .

Gab ×Hab θ //

f

��

G⊗H

f̃

~~}}}}}}}}}}}}}}}}

A

Portanto pela unicidade do produto tensorial de módulos temos que G ⊗ H ∼=
Gab ⊗Z H

ab

Agora sejam G um grupo e ZG o anel de grupo de G sobre Z. Um elemento de

ZG tem a forma
∑

g∈G xgg onde xg ∈ Z e apenas um número �nito deles é diferente de

zero.
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Consideremos o seguinte homomor�smo de anéis, chamado de aplicação de au-

mento:
ε : ZG → Z∑
g∈G xgg 7→

∑
g∈G xg

O núcleo desse homomor�smo é dito ideal de aumento de G, e é denotado por I(G).

Notemos que I(G) é gerado como Z-módulo pelo conjunto {g − e | g ∈ G \ {e}} já
que ∑

g∈G

xgg =
∑
g∈G

xgg − xg + xg =
∑
g∈G

xg(g − e) +
∑
g∈G

xg =
∑
g∈G

xg(g − e)

para todo
∑

g∈G xgg ∈ I(G). Também I(G) é um ZG-módulo.

Se A é um grupo abeliano com uma ação de G, façamos r =
∑

g∈G xgg ∈ ZG operar

sobre um elemento de a ∈ A da seguinte forma

a.
∑
g∈G

xgg =
∑
g∈G

xga
g

Facilmente veri�ca-se que

(a+ b) · r = a · r + b · r
a · (r + s) = a · r + a · r
a · (rs) = (a · r) · s
a · e = a

de modo que A é um ZG-módulo à direita.

Proposição 2.1.7. Sejam A e G dois grupos com A abeliano e G A-trivial. Então

A⊗G ∼= A⊗ZG I(G).

A demontração dessa proposição pode vista em Guin [6].

2.2 O Quadrado Tensorial não-abeliano

O quadrado tensorial G ⊗ G de um grupo G é um caso especial do produto tensorial

G⊗H de dois grupos G e H. Como vimos na seção 2.3, a ação por conjugação de um

grupo G sobre si mesmo satisfazem (2.1.1) e (2.1.2).
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É claro que a função comutador G×G→ G′ é uma biderivação, e portanto induz

um homomor�smo k : G ⊗ G → G′ dado por (g ⊗ h)k = [g, h] para todo g, h ∈ G.
Sejam J2(G) o núcleo desse homomor�smo e ∆(G) o subgrupo normal de G⊗G gerado

por todos os elementos g ⊗ g tal que g ∈ G. Obviamente o grupo G ⊗ G/∆(G) é o

quadrado exterior não abeliano de G, de�nido na seção 1.7, ja que possui os mesmos

conjuntos de geradores e relações de�nidoras.

Proposição 2.2.1. i) J2(G) é um subgrupo central de G⊗G

ii) G age trivialmente sobre J2(G)

Demonstração. i) Pela Proposição 2.1.5 (iv) para todo t ∈ J2(G), t1 ∈ G⊗ G temos

[t, t1] = (t)k ⊗ (t1)k = eG⊗G

ii) Segue direto de (v) da Proposição 2.1.5

Lema 2.2.2. Para todo g ∈ G, c ∈ G′

cg ⊗ cg = g ⊗ g, gc⊗ gc = g ⊗ g

Demonstração. Se g ∈ G e c ∈ G′ é um comutador simples da forma c = [x, y], então

cg ⊗ cg = [x, y]g ⊗ [x, y]g

= ([x, y]⊗ g)g([x, y]⊗ [x, y])g
2
(g ⊗ g)(g ⊗ [x, y])g por (2.1.4) e (2.1.5)

= ([x, y]⊗ g)g([x⊗ y, x⊗ y])g
2
(g ⊗ g)(g ⊗ [x, y])g Prop. 2.1.4 (v)

= (g ⊗ g)[([x, y]⊗ g)(g ⊗ [x, y])]g Já que J2(G) é central

= (g ⊗ g)[(x⊗ y)−1(x⊗ y)g(x⊗ y)−g(x⊗ y)]g Prop. 2.1.4 (iii) e (iv)

= g ⊗ g

Se c ∈ G′ é um produto de comutadores da forma [x1, y1] . . . [xn, yn] a prova segue

por indução.

Segue do lema, que para todo a, b ∈ G

(a⊗ a)b
2

= (a[a, b2]⊗ a[a, b2]) = a⊗ a (2.2.1)

Proposição 2.2.3. Com a mesma notação de 1.9, existe um homomor�smo

ψ : Γ(Gab)→ G⊗G

dado por γ(ḡ) 7→ g ⊗ g onde ḡ = G′g para algum g ∈ G.
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Demonstração. Seja X = {γ(ḡ) | g ∈ G} e consirede a função θ : X → G⊗G dada por

(γ(ḡ))θ = g ⊗ g.
Notemos que se g1 g2 ∈ G tais que ḡ1 = ḡ2 então g1 = cg2 para algum c ∈ G′. Pelo

lema anterior

(γḡ1)θ = g1 ⊗ g1 = cg2 ⊗ cg2 = g2 ⊗ g2 = (γḡ2)θ.

Logo θ está bem de�nida.

Agora vejamos que pelas proposições 2.1.4 (i) e 2.2.1 (ii)

(γ(g−1))θ = g−1 ⊗ g−1 = (g−1 ⊗ g−1)g = (g ⊗ g−1)−1 = (g ⊗ g)g
−1

= g ⊗ g = (γḡ)θ

logo θ é consistente com a relação (1.9.1). Além disso, para todo a, b, c ∈ G.

(γ(abc))θ(γa)θ(γb)θ(γc)θ = (abc⊗ abc)(a⊗ a)(b⊗ b)(c⊗ c)
= (ab⊗ c)c(ab⊗ ab)c2(c⊗ bc)(c⊗ a)bc

(a⊗ a)(b⊗ b)(c⊗ c) por (2.1.3) e (2.1.4)

= (a⊗ c)bc(b⊗ c)c(ab⊗ ab)(c⊗ c)(c⊗ b)c(c⊗ a)bc

(a⊗ a)(b⊗ b)(c⊗ c) por (2.1.3), (2.1.4) e (2.2.1)

= (ab⊗ ab)(a⊗ c)bc(b⊗ c)c(b⊗ b)c2(c⊗ c)
(c⊗ b)c(c⊗ a)bc(a⊗ a)(c⊗ c) pela Proposição 2.2.1

= (ab⊗ ab)(a⊗ c)bc(bc⊗ bc)(c⊗ a)bc(a⊗ a)

(c⊗ c) por (2.1.3) e (2.1.4)

= (ab⊗ ab)(bc⊗ bc)[(a⊗ c)c(a⊗ a)c
2

(c⊗ c)(c⊗ a)c]b
c

= (ab⊗ ab)(bc⊗ bc)(ac⊗ ac)
= (γab)θ(γbc)θ(γac)θ

Logo θ é consistente também com a relação (1.9.2) e portanto existe um homomor-

�smo ψ : Γ(Gab)→ G⊗G estendendo θ.

Utilizando o Lema 2.2.2 é facil ver que Im(ψ) = ∆(G). Além disso Im(ψ) ≤ J2(G)

então pela proposiçao 1.4.5, k induz um homomor�smo k′ : G⊗G/ Im(ψ) (∼= G ∧G)→
G′ tal que ρk′ = k onde ρ : G ⊗ G → G ⊗ G/ Im(ψ) (∼= G ∧G) é a projeção natural.

Pelos resulados obtidos em 1.7 temos que M(G) ∼= H(G). Portanto podemos ver que

M(G) ∼= Nuc(k′).
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Sejam i : J2(G)→ G⊗G a inculsão e β = iρα−1 onde α é o isomor�smo de M(G)

sobre o Nuc(k′). Então temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas e

extensões centrais como colunas.

1

��

1

��
Γ(Gab)

ψ //

∼=
��

J2(G)
β //

i

��

M(G) //

α

��

1

∆(G)
ψ // G⊗G ρ //

k

��

G ∧G //

k′

��

1

G′

��

∼=
// G′

��
1 1

Segue deste diagrama o seguinte resultado:

Proposição 2.2.4. Se G é um grupo �nito (p-grupo �nito, p primo) então G ⊗ G

também é �nito (p-grupo �nito).

Demonstração. Se G é um grupo �nito então M(G) e Γ(Gab) também são. Segue

da primeira linha do diagrama acima que J2(G) é �nito e como G′ também é �nito,

concluímos da penultima coluna que G⊗G também é um grupo �nito. Similarmente,

se G é um p-grupo �nito então G⊗G também é.

2.3 O Quadrado Tensorial não-abelianos de p-Grupos

Nesta seção investigamos a ordem do quadrado tensorial de um p-grupo. Rocco [17]

encontrou uma limitação para |G⊗G|, em que G é um p-grupo �nito. Posteriormente,

G. Ellis e A. McDermott melhoraram a cota de Rocco e estenderam para o produto

tensorial não abeliano de um p-grupo �nito e um q-grupo �nito, onde p e q são primos

(não necessariamente iguais). Exibimos essa cota em uma abordagem dada por R. D.

Blyth, F. Fumagalli e M. Morigi [2], para o quadrado tensorial não abeliano de um

p-grupo.

Sejam G um grupo e Gϕ um grupo isomorfo a G via isomor�smo ϕ : G → Gϕ tal

que g 7→ gϕ. Consideremos grupo

ν(G) = 〈G,Gϕ | [g1, g2
ϕ]g3 = [gg31 , (g2

g3)ϕ] = [g1, g2
ϕ]g3

ϕ

, ∀ g1, g2, g3 ∈ G〉.
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Lema 2.3.1. São satisfeitas as seguinte relações em ν(G)

i) [g1, g2
ϕ][g3,g4

ϕ] = [g1, g2
ϕ][g3,g4], g1, g2, g3, g4 ∈ G

ii) [g1, g2
ϕ, g3] = [g1, g2, g3

ϕ] = [g1, g2
ϕ, g3

ϕ] =

= [g1
ϕ, g2, g3] = [g1

ϕ, g2, g3
ϕ] = [g1

ϕ, g2
ϕ, g3], g1, g2, g3,∈ G

iii) [g, gϕ] é central em ν(G) ∀g ∈ G.

iv) [g1, g2
ϕ][g2, g1

ϕ] é central em ν(G) g1, g2,∈ G

v) Se g ∈ G′ então [g, hϕ][h, gϕ] = e, para todo h ∈ G;

vi) [g, gϕ] = e, ∀g ∈ G′

vii) [g1, [g2, g3]ϕ] = [g2, g3, g1
ϕ]−1 g1, g2, g3,∈ G

Demonstração. (i) pelas relações de�nidoras de ν(G) temos:

[g1, g2
ϕ][g3,g4

ϕ] = [g1, g2
ϕ]g3

−1g4−ϕg3g4ϕ

= [g1
g3−1

, (g2
g3−1

)ϕ]g4
−ϕg3g4ϕ

= . . . . . . . . .

= [g1
g3−1g4−1g3g4 , (g2

g3−1g4−1g3g4)ϕ]

= [g1, g2
ϕ][g3,g4];

(ii) De [x, y] = x−1xy e das relações de comutadores dadas em 1.1.1 temos

[g1, g2, g3
ϕ] = [g1

−1g1
g2 , g3

ϕ]

= [g1
−1, g3

ϕ]g1
g2 .[g1

g2 , g3
ϕ]

= [g1
−1, g3

ϕ]g2
−1g1g2 [g1, (g3

g2−1

)ϕ]g2

pelas relações de�nidoras de ν(G)

= [g1, g3
ϕ]−g1

−1g2−1g1g2 [g1, (g2g3g2
−1)ϕ]g2

= [g1, g3
ϕ]−[g1,g2][g1, (g2

−1)ϕ]g2 [g1, (g2g3)ϕ]

= [g1, g3
ϕ]−[g1,g2][g1, g2

ϕ]−1[g1, g3
ϕ][g1, g2

ϕ]g3

= [g1, g3
ϕ]−[g1,g2ϕ][g1, g2

ϕ]−1[g1, g3
ϕ][g1, g2

ϕ]g3 por (i)

= [g1, g2
ϕ]−1[g1, g3

ϕ]−1[g1, g3
ϕ][g1, g2

ϕ]g3

= [g1, g2
ϕ]−1[g1, g2

ϕ]g3

= [g1, g2
ϕ, g3];
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Podemos observar que

[g1, g2
ϕ, gϕ3 ] = [g1, g2

ϕ]−1[g1, g2
ϕ]g3

ϕ

= [g1, g2
ϕ]−1[g1, g2

ϕ]g3 pelas relações de�nidoras de ν(G)

= [g1, g2
ϕ, g3];

A igualdade [g1
ϕ, g2, g3] = [g1

ϕ, g2, g3
ϕ] = [g1

ϕ, g2
ϕ, g3] segue por um argumento

simétrico ao anterior.

Agora

[g1
ϕ, g2, g3] = [[g2, g1

ϕ]−1, g3]

= [g2, g1
ϕ, g3]−[g2,g1ϕ]−1

pela Proposição 1.1.1 (i)

= [g2, g1
ϕ, g3]−[g2,g1]−1

por (i)

= [g2, g1, g3
ϕ]−[g1,g2]

= [g1, g2, g3
ϕ][g1,g2]−1[g1,g2] por 1.1.1 (i) novamente

= [g1, g2, g3
ϕ].

E portanto [g1, g2
ϕ, g3] = [g1, g2, g3

ϕ] = [g1, g2
ϕ, g3

ϕ] = [g1
ϕ, g2, g3] = [g1

ϕ, g2, g3
ϕ] =

[g1
ϕ, g2

ϕ, g3]

(iii) Segue de (ii), pois para todo g, h ∈ G

[g, gϕ, h] = [g, gϕ, hϕ] = [g, g, hϕ] = e

(iv) Para todo g1, g2 ∈ G temos

[g1g2, (g1g2)ϕ] = [g1, (g1g2)ϕ]g2 [g2, (g1g2)ϕ]

= [g1, g2
ϕ]g2 [g1, g1

ϕ]g2
ϕg2 [g2, g2

ϕ][g2, g1
ϕ]g2

ϕ

= [g1, g2
ϕ]g2 [g1, g1

ϕ][g2, g2
ϕ][g2, g1

ϕ]g2
ϕ

por (iii)

Usando (iii) novamente

[g1g2, (g1g2)ϕ][g1, g1
ϕ]−1[g2, g2

ϕ]−1 = [g1, g2
ϕ]g2 [g2, g1

ϕ]g2
ϕ

Como o primeiro membro da igualdade é central em ν(G), conjugando ambos os

lados por g2
−ϕ e usando as relações de�nidoras de ν(G) obtemos

[g1, g2
ϕ][g2, g1

ϕ] = [g1g2, (g1g2)ϕ][g1, g1
ϕ]−1[g2, g2

ϕ]−1
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o que implica que [g1, g2
ϕ][g2, g1

ϕ] está no centro de ν(G).

(v) Se g ∈ G′ é um comutador simples, i.é., g = [x, y] então por (i) e (ii) temos

[[x, y], hϕ] = [x, y, hϕ]

= [x, yϕ, hϕ]

= [[x, yϕ], hϕ]

Agora se g ∈ G′ é um comutador da forma [x1, y1] . . . [xr, yr] então por indução

sobre r e por (i) e (ii),

[g, hϕ] = [[x1, y1] . . . [xr, yr], h
ϕ]

= [[x1, y1] . . . [xr−1, yr−1], hϕ][xr,yr][[xr, yr], h
ϕ]

= [[x1, y1
ϕ] . . . [xr−1, yr−1

ϕ], hϕ][xr,yr][[xr, yr], h
ϕ] por indução

= [[x1, y1
ϕ] . . . [xr−1, yr−1

ϕ], hϕ][xr,yr
ϕ][[xr, yr

ϕ], hϕ] por (i) e (ii)

= [[x1, y1
ϕ] . . . [xr, yr

ϕ], hϕ]

Analogamente se g ∈ G′ é um comutador da forma [x1, y1] . . . [xr, yr], então [h, gϕ] =

[hϕ, [x1, y1
ϕ] . . . [xr−1, yr−1

ϕ]], seguindo imediatamente que [g, hϕ][h, gϕ] = e.

(vi) é consequência de (v), pois se g ∈ G′ é um comutador na forma [x1, y1] . . . [xr, yr],

então

[g, gϕ] = [[x1, y1] . . . [xr, yr], [x1, y1] . . . [xr, yr]
ϕ]

= [[x1, y1
ϕ] . . . [xr, yr

ϕ], [x1, y1] . . . [xr, yr]
ϕ]

= [[x1, y1
ϕ] . . . [xr, yr

ϕ], [x1, y1
ϕ] . . . [xr, yr

ϕ]]

= 1

(vii) é uma consequencia de (ii), já que

[g1, [g2, g3]ϕ] = [g2
ϕ, g3

ϕ, g1]−1 = [g2, g3, g1
ϕ]−1

Lema 2.3.2. Sejam a, b, x ∈ G tal que [x, a] = e = [x, b]. Então

[a, b, xϕ] = e = [[a, b]ϕ, x].
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Demonstração. Pelo Lema 2.3.1 (ii), temos

[a, b, xϕ] = [a, bϕ, x]

= [a, bϕ]−1.[a, bϕ]x

= [a, bϕ]−1.[ax, (bx)ϕ]

= [a, bϕ]−1.[a, bϕ]

= 1

A outra identidade segue pela parte simetrica de (ii) do Lema 2.3.1

Lema 2.3.3. Seja G = G′ ·H um produto semi-direto de seus subgrupos G′ e H. Então

em ν(G)

i) [H,G′ϕ] = [G′, Hϕ];

ii) 〈[g, gϕ] | g ∈ G〉 = 〈[h, hϕ] | h ∈ H〉.

Demonstração. (i) é uma consequência de (v) do Lema 2.3.1. Quanto a parte (ii), seja

g ∈ G. Então g = ch para algum c ∈ G′ e h ∈ H. Logo temos que:

[g, gϕ] = [ch, (ch)ϕ]

= [c, hϕ]h[c, cϕ]h
2

[h, hϕ][h, cϕ]h
ϕ

pelas identidades de comutadores

= [c, hϕ]h[h, hϕ][h, cϕ]h
ϕ

pelo Lema 2.3.1 (vi)

= ([c, hϕ][h, cϕ])h
ϕ

[h, hϕ] pelo Lema 2.3.1 (iii)

= [h, hϕ] pelo Lema 2.3.1 (vii)

Portanto 〈[g, gϕ] | g ∈ G〉 = 〈[h, hϕ] | h ∈ H〉.

Sejam N um subgrupo normal de G, e G o grupo quociente G/N . Note que o

epimor�smo canônico π : G → G estende-se a um epimor�smo π̃ : ν(G) → ν(G) tal

que g 7→ g e gϕ 7→ gϕ onde Gϕ = Gϕ/Nϕ é identi�cado com G
ϕ
.

Proposição 2.3.4. Com a mesma notação acima, temos

i) [N,Gϕ] E ν(G), [G,Nϕ] E ν(G);

ii) Nuc(π̃) =< N,Nϕ > [N,Gϕ].[G,Nϕ].
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Demonstração. (i) Para todo x ∈ N e g, h ∈ G

[x, gϕ]h = [x, gϕ][x, gϕ, h]

= [x, gϕ][x, g, hϕ] pelo Lema 2.3.1 (ii)

Isso mostra que G normaliza [N,Gϕ], e simlarmente Gϕ normaliza [N,Gϕ], de forma

que [N,Gϕ] E ν(G). Analogamente [G,Nϕ] E ν(G).

Para provar (ii) seja M =< N,Nϕ > [N,Gϕ].[G,Nϕ]. É claro que M ≤ Nuc(π̃),

pois N, Nϕ ⊆ Nuc(π̃). Assim M é um subgrupo normal de ν(G) e portanto podemos

de�nir a função θ : G∪Gϕ → ν(G)/M fazendo (g)θ = Mg e (gϕ)θ = Mgϕ. θ está bem

de�nida já que N, Nϕ ⊆ M . A restrição de θ a G e G
ϕ
, são ambos homomor�smos,

logo existe um único homomor�smo θ∗ que estende θ ao produto livre G ∗Gϕ
.

Podemos ver que as relações

[ḡ1ḡ2, ḡ3
ϕ] = [(g1

g2), (g3
g2)

ϕ
][ḡ2, ḡ3

ϕ]

[ḡ1, (ḡ2ḡ3)ϕ] = [ḡ1, ḡ3
ϕ][(g1

g3), (g2
g3)

ϕ
]

são preservadas por θ∗. Consequentemente, θ induz um homomor�smo θ̃ : ν(G) →
ν(G)/M .

Por outro lado, como M ≤ Nuc(π̃) então temos um homomor�smo π̄ : ν(G)/M →
ν(Ḡ) tal que (Mg)π̄ = ḡ e (Mgϕ)π̄ = ḡϕ ∀ g ∈ G.

Nuc(π̃)

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL
ν(G)/M

π̄

��

ν(G)

q

88 88rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

π̃

&&LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

M

OO

99rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
ν(Ḡ)

A composição de θ̃ e π̄ nos dá que (ḡ)θ̃ḡ e (ḡϕ)θ̃π̄ = ḡϕ, ∀g ∈ G. Logo θ̃π̄ = 1ν(Ḡ),

e isso mostra que θ̃ é isomor�smo.

Agora vamos considerar o subgrupo normal de ν(G)

Υ(G) = [G,Gϕ]
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Se G ⊗ G é o quadrado tensorial não-abeliano, então a função τ : G ⊗ G → Υ(G)

de�nida nos geradores de G⊗G por (g1⊗ g2)τ = [g1, g2
ϕ] estende-se a um epimor�smo

de G⊗G para Υ(G), já que τ preserva as relações de�nidoras de G⊗G.

Proposição 2.3.5. τ é isomor�smo.

Demonstração. Primeiro vamos olhar para [G,Gϕ] no produto livre G ∗ Gϕ. Pela

Proposição 1.4.10 [G,Gϕ] é livremente gerado pelos comutadores [g1, g2
ϕ] onde 1 6=

g1 ∈ G e 1 6= g2 ∈ G. Como um subgrupo normal de G ∗ Gϕ admite as ações de G e

Gϕ por conjugação segue as identidades

(I)


[g1, g2

ϕ]g = [g1g, g2
ϕ][g, g2

ϕ]−1

[g1, g2
ϕ]g

ϕ
= [g1, g

ϕ]−1[g1, g2g
ϕ],

para todo g1, g2, g ∈ G.
Agora a função µ : [G,Gϕ]→ G⊗G de�nida nos geradores [g1, g2

ϕ] por ([g1, g2
ϕ])µ =

g1 ⊗ g2 estende-se a um epimor�smo do grupo (livre) [G,Gϕ] (E G ∗Gϕ) sobre G⊗G.
Consequentemente, ao adicionarmos em G ∗Gϕ as relações de�nidoras de ν(G) temos

o grupo Υ(G) como o quociente de [G,Gϕ] pelas relações

(II)


[g1g2, g3

ϕ] = [g1
g2 , g3

g2ϕ][g2, g3
ϕ]

[g1, (g2g3)ϕ] = [g1, g3
ϕ][g1

g3 , (g2
g3)ϕ],

para todo g1, g2, g3 ∈ G. Mas as relações (II) são mandadas por µ nas relações

de�nidoras de G ⊗ G, de forma que µ induz um epimor�smo de Υ(G) sobre G ⊗ G.
Daí temos que µτ = 1Υ(G) e τµ = 1G⊗G, provando nossa proposição.

Obs 1): Com um argumento similar ao usado na Proposição 2.3.4 (ii) podemos

mostrar que se N é subgrupo normal de G e π̃ : ν(G) → ν(G/N) é o epimor�smo

induzido pela projeção π : G→ G/N , então Nuc(π̃) ∩Υ(G) = [N,Gϕ].[G,Nϕ].

Proposição 2.3.6. Seja G = N ·H um produto semi-direto de seus subgrupos N E G

e H ≤ G. Então

i) ν(G) = 〈N,Nϕ〉[N,Hϕ][H,Nϕ] · 〈H,Hϕ〉;

ii) 〈H,Hϕ〉 ∼= ν(H).
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Demonstração. (i), (ii). Pela Proposição 2.3.4 temos que [N,Hϕ] e [H,Nϕ] são ambos

subgrupos normais de ν(G) e também 〈N,Nϕ〉[N,Hϕ][H,Nϕ] é o núcleo de π̃ : ν(G)→
ν(G/N)(∼= ν(H)). Se reescremos ν(G) = ν(NH) = [NH,NϕHϕ] ·NH ·NϕHϕ, e como,

[NH,NϕHϕ] ≤ [N,Nϕ][N,Hϕ][H,Nϕ][H,Hϕ]

então, ν(G) tem a expressão desejada. Quanto a (ii), 〈H,Hϕ〉π̃ = ν(G/N)(∼= ν(H)),

enquanto por outro lado ν(H) é levado sobrejetivamente em 〈H,Hϕ〉. Logo Nuc(π̃) ∩
〈H,Hϕ〉 = {1} e 〈H,Hϕ〉 ∼= ν(H).

Vamos agora restringirmo-nos ao quadrado tensorial não-abeliano de p-grupos �ni-

tos e investigar a sua ordem. Relembremos que λk(G) é um termo da série p-central

inferior de G.

Lema 2.3.7. Seja G um p-grupo �nito. Então para todo k ≥ 1, [λk(G), Gϕ] =

[G, (λk(G))ϕ].

Demonstração. Vamos provar este resultado por indução sobre k.

Para k = 1 o resultado é trivial.

Assuma então que [λk(G), Gϕ] = [G, (λk(G))ϕ]. Agora como [λk(G), G,Gϕ] e

[λk(G)p, Gϕ] são ambos normais em ν(G), temos que

[λk+1(G), Gϕ] = [[λk(G), G]λk(G)p, Gϕ] = [λk(G), G,Gϕ][λk(G)p, Gϕ]

Pelo Lema 2.3.1 (ii) temos que

[λk(G), G,Gϕ] = [λk(G)ϕ, Gϕ, G] = [[λk(G), G]ϕ, G] ≤ [λk+1(G)ϕ, G].

Logo nossa demontração estará completa se demonstramos que

[λk(G)p, Gϕ] ≤ [G, λk+1(G)ϕ].

Para isso considere R = [λk(G), G,Gϕ](= [[λk(G), G]ϕ, G]).

Podemos observar que R contém o subgrupo derivado de [λk(G), Gϕ]. Para ver isso

note que [λk(G), Gϕ]′ é gerado pelos elementos da forma

[[x, aϕ], [y, bϕ]], ondex, y ∈ λk(G) e aϕ, bϕ ∈ Gϕ,

e conforme visto na demontração de 2.3.1 (v) [[x, aϕ], [y, bϕ]] = [[x, a], [y, b]ϕ] ∈ R.
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Vamos mostrar as seguintes a�rmações:

[xm, aϕ] ∈ [x, aϕ]mR para todo x ∈ λk(G), aϕ ∈ Gϕ, m ∈ N (2.3.1)

[y, (bm)ϕ] ∈ [y, bϕ]mR para todo y ∈ G, bϕ ∈ (λk(G))ϕ, m ∈ N (2.3.2)

A demontração de (2.3.1) é por indução sobre m, e (2.3.2) é similar.

Se m = 1 então (2.3.1) é trivialmente verdadeira. Suponhamos que a a�rmação

seja verdadeira para m− 1 ∈ N. Então

[xm, aϕ] = [xm−1.x, aϕ]

= [xm−1, aϕ]x[x, aϕ]

= [xm−1, (ax)ϕ][x, aϕ],

Por hipótese de indução, [xm−1, (ax)ϕ] está na classe

[x, (ax)ϕ]m−1R = [x, aϕ[a, x]ϕ]m−1R

= ([x, [a, x]ϕ][x, aϕ][a,x]ϕ)m−1R

= ([a, x, xϕ]−1[x, aϕ][a
ϕ,x])m−1R por 2.3.1 (vi) e (i),

= ([a, x, xϕ]−1[x, aϕ])m−1R

= ([x, aϕ])m−1R,

já que [a, x, xϕ]−1 ∈ R. Portanto [xm, aϕ]R = [x, aϕ]mR, provando nossa a�rmação.

Completando a demontração do lema, temos que [λk(G)p, Gϕ] é gerado pelos ele-

mentos da forma [xp, aϕ] com x ∈ λk(G) e aϕ ∈ Gϕ. Por (2.3.1) [xp, aϕ] ∈ ([x, aϕ])pR.

Mas por hipotese de indução [x, aϕ] ∈ [λk(G), Gϕ] = [G, (λk(G))ϕ]. Então podemos

escrever

[x, aϕ] = w1 . . . wl,

onde wi = [yi, bi
ϕ], yi ∈ G, bi

ϕ ∈ λk(G)ϕ para i = 1, . . . , l. Agora como R contém

o subgrupo derivado de [λk(G), Gϕ], então [λk(G), Gϕ]/R é abeliano, seguindo que

[x, aϕ]pR = w1
p . . . wl

pR. Finalmente por (2.3.2) wipR = [yi, (bi
p)ϕ]R para todo i =

1, . . . , l forçando [xp, aϕ] ∈ R[G, (λk(G)p)ϕ] = [G, (λk+1(G))ϕ].

O teorema ([2] (3.2)) a seguir melhora a cota superior da ordem do produto tensorial

não-abeliano de um p-grupo �nito dada por Rocco em [17] (3.12).

Teorema 2.3.8. Sejam G um p-grupo �nito de ordem pn e d = d(G) o número minimo

de geradores de G. Então pd
2 ≤ |[G,Gϕ]| ≤ pnd.
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Demonstração. Observe que se N = Φ(G) e

π̃ : ν(G)→ ν(G/Φ(G))

como na Proposição 2.3.4, então pela observação (1) temos que

Nuc(π̃) ∩Υ(G) = [Φ(G), Gϕ][G,Φ(G)ϕ],

logo a restrição de π̃ a Υ(G) nos dá

|Υ(G)| ≥ |Υ(G/Φ(G))| = |[G/Φ(G), (G/Φ(G))ϕ]|.

Mas G/Φ(G) é abeliano elementar de ordem pd e então

[G/Φ(G), (G/Φ(G))ϕ]

é precisamente o produto tensorial usual

G/Φ(G)⊗Z G/Φ(G),

de ordem pd
2
.

Por por outro lado se N = λk(G) é o último termo não trival da série {λi(G)}, e
π̃ : ν(G) → ν(G) = ν(G/λk(G)), então pelo mesmo argumento anterior e usando o

Lema 2.3.7

Nuc(π̃) ∩Υ(G) = [λk(G), Gϕ][G, λk(G)ϕ] = [λk(G), Gϕ].

Pela Proposição 1.3.1 (ii) λk(G)(∼= λk(G)/λk+1(G)) é um subgrupo central e abeliano

elementar de G, logo Nuc(π̃)∩Υ(G) é um p-subgrupo abeliano elementar de ν(G), pois

veja que pelo Lema 2.3.1 (ii)

[x, aϕ, b] = [x, aϕ, bϕ] = [x, a, bϕ] = e ∀x ∈ λk(G), a, b ∈ G (2.3.3)

Portanto a função
θ : λk(G)×G → [λk(G), Gϕ]

(a, g) 7→ [a, gϕ]

é bilinear. Agora se λk(G) é gerado pelo conjunto {ai | i = 1, . . . , dk} e G é gerado por

{gi | i = 1, . . . , d}, então Nuc(π̃) ∩Υ(G) é gerado pelos elementos do conjunto

{[ai, gjϕ] | i = 1, . . . , dk , j = 1, . . . , d},
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consequentemente |Nuc(π̃) ∩ Υ(G)| ≤ pd.dk , e |[G,Gϕ]| ≤ pd.dk |[G,Gϕ
]|. Por indução

sobre k obtemos que

|[G,Gϕ]| ≤ pd.dk . . . . .pd
2

= pd
∑k
i=1 di = pnd.

Exemplo 2.3.9. Seja G = Q8 = 〈a, b, |a4, a2 = b2, [a, b] = a2〉. Temos d(G) = 2 e

n = 3. Logo, pelo Teorema 2.3.8,

|Q8 ⊗Q8| ≤ 22.3 = 26 = 64.

Conforme vemos pelos cálculos a seguir, Q8 ⊗ Q8
∼= (Z2)2 × (Z4)2, de modo que o

limite é atingido. Por Rocco [18], [Q8, Q8
ϕ](∼= Q8 ⊗Q8) é gerado por

{[a, aϕ], [a, bϕ], [b, aϕ], [b, bϕ]}.

Pelo Lema 2.3.1 (iii) e (iv), [a, aϕ], [b, bϕ] e [a, bϕ][b, aϕ] são centrais em [Q8, Q8
ϕ].

Assim,

[a, bϕ][b, aϕ][a, bϕ] = [a, bϕ][a, bϕ][b, aϕ]⇒ [b, aϕ][a, bϕ] = [a, bϕ][a, bϕ].

E, portanto, [Q8, Q8
ϕ] é abeliano.

Agora, pelas relações de�nidoras de ν(Q8), vemos que

[a2, aϕ] = [a, aϕ]2

[a3, aϕ] = [a, aϕ]3

e = [a4, aϕ] = [a, aϕ]4.

Logo [a, aϕ]4 = e. Analogamente [b, bϕ]4 = e.

Além disso, novamente pelas relações de�nidoras de ν(Q8)

[b, bϕ]2 = [b2, bϕ]

= [a2, bϕ]

= [a, bϕ]a[a, bϕ]

= [a, (ba)ϕ][a, bϕ]

= [a, (b3)ϕ][a, bϕ]

= [a, (b2)ϕ][a, bϕ](a
2)[a, bϕ]

= [a, (a2)ϕ][a(a2), (b(a2))ϕ][a, bϕ]

= [a, aϕ]2[a, bϕ]2, já que a2 é central em Q8.

(2.3.4)
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Analogamente, obtemos

[a, aϕ]2 = [b, bϕ]2[b, aϕ] (2.3.5)

De (2.3.5) e (2.3.4) e do fato que [a, aϕ]2 = [a, aϕ]−2 temos que [a, bϕ]2 = [b, aϕ]2.

Agora como

[a3, bϕ] = [a, bϕ]a
2

[a2, bϕ]

= [a, bϕ][a, aϕ]2[a, bϕ]2

= [a, aϕ]2[a, bϕ]3,

e, da mesma forma,

e = [a4, bϕ] = [a, aϕ]4[a, bϕ]4

obtemos que [a, bϕ]4 = e. Analogamente [b, aϕ]4 = e.

Portanto, fazendo x = [a, aϕ], y = [b, bϕ][b, aϕ], z = [a, bϕ], w = [b, aϕ], temos que

[Q8, Q8
ϕ] = 〈x, y, z, w | x2 = y2, z2 = w2, x4 = z4 = e,

[x, y] = [x, z] = [x,w] = [y, z] = [y, w] = [z, w] = e〉.

Com a mudança de variáveis y′ = yx−1 e z′ = zw−1, temos que y′2 = y2x−2 =

x2x−2 = e e também w′2 = z2w−2 = z2z−2 = e. Logo [Q8, Q8
ϕ] é uma imagem

homomór�ca do grupo

(Z2)2 × (Z4)2 ∼= 〈x, y′, z′, w | y′2 = z′2 = x4 = w4 = e,

[x, y′] = [x, z′] = [x,w] = [y′, z′] = [y′, w] = [z′, w] = e〉.

Para verifcar que [Q8, Q8
ϕ] é de fato isomorfo a (Z2)2 × (Z4)2, vamos construir um

grupo de ordem 212 satisfazendo as relações de�nidoras de ν(Q8). Com isso provaremos

que que o grupo [Q8, Q8
ϕ] têm ordem maior que 64.

Segue então que

xa = [a, aϕ]a = [a, aϕ] = x
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y′a = [b, bϕ]a[b, aϕ]a[a, aϕ]−a

= [ba, (ba)ϕ][ba, (aa)ϕ][aa, (aa)ϕ]−1

= [ba2, (ba2)ϕ][ba2, aϕ][a, aϕ]−1

= [b, bϕ][b, aϕ][a, aϕ]2[a, aϕ]−1 por (2.1.3) e (2.1.4)

= [b, bϕ][b, aϕ][a, aϕ]−1[a, aϕ]2

= y′x2

z′
a

= [a, bϕ]a[b, aϕ]−a

= [a, (ba2)ϕ][ba2, aϕ]−1

= [a, aϕ]2[a, bϕ][b, aϕ]−1[a, aϕ]−2

= [a, bϕ][b, aϕ]−1 já que [Q8, Q8
ϕ] é abeliano

= z′

wa = [b, aϕ]a

= [ba2, aϕ]

= [b, aϕ][a, aϕ]2

= wx2

xb = [a, aϕ]b

= [ab, (ab)ϕ]

= [b2a, (b2a)ϕ]

= [a, aϕ]

= x

y′b = [b, bϕ]b[b, aϕ]b[a, aϕ]−b

= [b, bϕ][b, (ab)ϕ][ab, (ab)ϕ]−1

= [b, bϕ][b, (b2a)ϕ][b2a, (b2a)ϕ]−1

= [b, bϕ][b, aϕ][b, bϕ]2[a, aϕ]−1

= y′[b, bϕ]

= y′[a, aϕ]2[b, aϕ]

= y′x2w

z′
b

= [a, bϕ]b[b, aϕ]−b

= [ab2, bϕ][b, (ab2)ϕ]−1

= [a, bϕ][b, bϕ]2[b, bϕ]−2[b, aϕ]−1

= [a, bϕ][b, aϕ]−1

= z′

wb = [b, aϕ]b

= [b, (ab)ϕ]

= [b, aϕ][b, bϕ]2

= w2x2. (2.3.6)
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É claro, que pelas relações de�nidoras de ν(Q8)

xa = xa
ϕ

, xb = xb
ϕ

, y′a = y′a
ϕ

, y′b = y′b
ϕ, z′a = z′a

ϕ

, z′b = z′b
ϕ

, wa = wa
ϕ

, wb = wb
ϕ

.

Assim, seja

V = (Z2)2 × (Z4)2 = 〈g, h, u, v, | g2 = h2 = u4 = v4 = e,

[g, h] = [g, u] = [g, v] = [h, u] = [h, v] = [u, v] = e 〉

e consideremos o produto semi-direto

V ·Q8 = 〈g, h, u, v, a, b | g2 = h2 = u4 = v4 = e,

[g, h] = [g, u] = [g, v] = [h, u] = [h, v] = [u, v] = [h, a] = [h, b] = e,

[u, b] = [u, a] = e, [g, a] = [v, a] = u2, [g, b] = u2v, [v, b] = v2u2〉.

Novamente, consideremos

(V ·Q8) ·Q8
ϕ = 〈g, h, u, v, a, b, aϕ, bϕ | g2 = h2 = u4 = v4 = e,

[g, h] = [g, u] = [g, v] = [h, u] = [h, v] = [u, v] =

= [h, a] = [h, b] = [u, b] = [u, a] = [h, aϕ] = [h, bϕ] = [u, bϕ] = [u, aϕ] = e,

[g, a] = [v, a] = [g, aϕ] = [v, aϕ] = u2, [g, b] = [g, bϕ] = u2v, [v, b] = [v, bϕ] = v2u2,

[a, aϕ] = u, [b, aϕ] = v, [b, bϕ] = hgv−1, [a, bϕ] = hv〉.

Conforme construimos (V ·Q8) ·Q8
ϕ, podemos veri�car que a aplicação

θ : ν(Q8) → (V ·Q8) ·Q8
ϕ

a 7→ a

b 7→ b

aϕ 7→ aϕ

bϕ 7→ bϕ

preserva as relações de�nidoras de ν(Q8), estendendo-se a um homomor�smo θ∗ sobre-

jetor. Logo |ν(Q8)| ≥ |(V ·Q8) ·Q8
ϕ| = 4096.
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Além disso, o epimor�smo θ∗ é tal que x = [a, aϕ] 7→ u, y′ = [b, bϕ][b, aϕ][a, aϕ]−1 7→
g, z′ = [a, bϕ][a, aϕ]−1 7→ h e w = [b, aϕ] 7→ v, de modo que o subgrupo [Q8, Q8

ϕ]

projeta-se sobre V . Consequentemente |[Q8, Q8
ϕ]| ≥ 64. Por outro lado vimos que

|[Q8, Q8
ϕ]| ≤ 64, e então |ν(Q8)| = |([Q8, Q8

ϕ] · Q8) · Q8
ϕ| ≤ 4096. Portanto, ν(Q8) ∼=

(V ·Q8) ·Q8
ϕ, provando que V = (Z2)2 × (Z4)2 ∼= [Q8, Q8

ϕ].
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CAPÍTULO 3

O PRODUTO TENSORIAL NÃO-ABELIANO DE

GRUPOS SOLÚVEIS E O GRUPO η(G,H)

3.1 O Produto Tensorial não-abeliano de Grupos So-

lúveis

Nesta seção abordamos os resultados de Nakaoka [11] sobre uma descrição da série

central inferior de um produto tensorial não abeliano de grupos, G ⊗ H e para um

grupo G solúvel, a obtenção de um limite superior para a ordem de G⊗G.
Generalizamos aqui a construção de ν(G) feita na última seção do capítulo anterior

conforme [14].

Sejam G e H, grupos agindo compativelmente um sobre o outro à direita e ϕ : H →
Hϕ um isomor�smo de H e uma cópia Hϕ de H. De�na

η(G,H) := 〈G, Hϕ | [g, hϕ]g1 = [gg1 , (hg1)ϕ], [g, hϕ]h1
ϕ

= [gh1 , (hh1)ϕ],

para todo g, g1,∈ G h, h1, ∈ H〉 .

Vamos denotar o subgrupo [G,Hϕ] de η(G,H) por τ(G,H).

Quando G = H e as ações são conjugações, η(G,G) é o grupo ν(G), de�nido no

capítulo anterior.

Vamos dizer que um subgrupo M de G é um H-subgrupo se mh ∈ M , para todo

m ∈M e h ∈ H e vamos indicar por [G,H], o subgrupo 〈g−1gh | g ∈ G, h ∈ H〉 de G,
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com G e H agindo um sobre o outro à direita compativelmente. Este grupo é chamado

derivado de G relativo á H.

Proposição 3.1.1. Sjam M, N subgrupos normais de G e H respectivamente. Se M

é um H-subgrupo de G e N é um G-subgrupo de H, então

i) [M,Nϕ] E η(G,H);

ii) [γi(M), (γj(N))ϕ] E η(G,H) para todo i, j ≥ 1;

iii) [Mi, (Nj)
ϕ] E η(G,H) para todo i, j ≥ 1;

Demonstração. Pelas relações de�nidoras de η(G,H) temos que [m,nϕ]g = [mg, (ng)ϕ]

para todo m ∈ M, n ∈ N, g ∈ G. Como M E G e N é G-subgrupo de H segue

que G normaliza [M,Nϕ]. De forma similar Hϕ normaliza [M,Nϕ], consequentemente

[M,Nϕ] E η(G,H) provando (i).

(ii) e (iii), são consequencias de (i), pois por indução sobre i e j, vemos que

γi(M) e (γj(N))ϕ são subgrupos normais de G e Hϕ respectivamente. E γi(M) e

(γj(N))ϕ são H-grupo de G e G-subgrupo de H respectivamente. Portanto por (i)

[γi(M), (γi(N))ϕ] E η(G,H). Provando (ii).

(iii) é analogo.

Proposição 3.1.2. Existe um isomor�smo do subgrupo [G,Hϕ] de η(G,H) para G⊗H
tal que [g, hϕ] 7→ g ⊗ h, g ∈ G e h ∈ H.

Demonstração. Consideremos o produto livre G ∗ Hϕ. Pela Proposição 1.4.10 o sub-

grupo [G,Hϕ] de G ∗Hϕ é livre, livremente gerado pelos comutadores [g, hϕ], em que

e 6= g, e 6= hϕ ∈ Hϕ.

Sejam

R = {[g, hϕ]−x · [gx, (hx)ϕ], [g, hϕ]y
ϕ · [gy, (hy)ϕ]},

S = {[gg1, h
ϕ]−1.[gg1 , (hg1)ϕ].[g1, h

ϕ], [g, (hh1)ϕ]−1.[g, h1
ϕ].[gh1 , (hh1)ϕ]}.

para todo g, g1, x ∈ G \ {e} e h, h1, y ∈ H \ {e}. Agora como [G,Hϕ] é subgrupo

normal de G ∗Hϕ, R, S são subconjuntos de [G,Hϕ]. Por de�nição

η(G,H) =
G ∗Hϕ

〈R〉G∗Hϕ .
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Mostraremos que

〈S〉[G,H
ϕ] E G ∗Hϕ (3.1.1)

e

〈R〉G∗H
ϕ

= 〈S〉[G,H
ϕ] (3.1.2)

Para (3.1.1), seja s = [gg1, h
ϕ]−1.[gg1 , (hg1)ϕ].[g1, h

ϕ] um elemento de S ex ∈ G.

Pelas identidades de comutadores

sx = [gg1, h
ϕ]−x.[gg1 , (hg1)ϕ]x.[g1, h

ϕ]x

= ([(gg1)x, hϕ][x, hϕ]−1)−1([gg1x, (hg1)ϕ][x, (hg1)ϕ])([g1x, h
ϕ][x, hϕ]−1)

= ([(gg1)x, hϕ][x, hϕ]−1)−1([gg1x, (hg1)ϕ][x, (hg1)ϕ])[gg1x, (hg1x)ϕ]−1

[gg1x, (hg1)ϕ][gg1x, (hg1)ϕ]−1[gg1x, h
ϕ][gg1x, h

ϕ]−1[gg1x, (hg1x)ϕ]([g1x, h
ϕ][x, hϕ]−1)

= ((s1)−[gg1x,(hg1 )ϕ]−1[gg1x,hϕ]s2)[x,hϕ],

onde

s1 = [gg1x, (hg1)ϕ]−1.[gg1x, (hg1x)ϕ].[x, (hg1)ϕ]

s2 = [gg1x, h
ϕ]−1[gg1x, (hg1x)ϕ][g1x, h

ϕ]

Isto implica que sx ∈ 〈S〉[G,H
ϕ]. Agora, para y ∈ H, observamos que

(gy)(g1)y = gg1y, (hy)(g1)y = hg1y (3.1.3)

Novamente pelas identidades de comutadores, obtemos

sy
ϕ

= [gg1, h
ϕ]−y

ϕ

[gg1 , (hg1)ϕ]y
ϕ

[g1, h
ϕ]y

ϕ

= ([gg1, (hy)ϕ]−1[gg1, y
ϕ])([gg1 , yϕ]−1[gg1 , (hg1y)ϕ])([g1, y

ϕ]−1[g1, (hy)ϕ])

= ([gg1, (hy)ϕ]−1[gg1, y
ϕ])[gyg1

y, (hy)ϕ][gyg1
y, (hy)ϕ]−1[(gy)(g1)y , ((hy)(g1)y)ϕ]

[g1
y, (hy)ϕ][g1

y, (hy)ϕ]−1[gg1y, (h
g1y)ϕ]−1([gg1 , yϕ]−1[gg1 , (hg1y)ϕ])

[g1
y, (hy)ϕ][g1

y, (hy)ϕ]−1([g1, y
ϕ]−1[g1, (hy)ϕ] por(3.1.3)

= s3s4[g1
y, (hy)ϕ]−1s5

−1[g1
y, (hy)ϕ]s6

−1

em que

s3 = [gg1, (hy)ϕ]−1[gg1, y
ϕ][gyg1

y, (hy)ϕ];

s4 = [gy, g1
y, (hy)ϕ]−1[(gy)(g1)y , ((hy)(g1)y)ϕ][g1

y, (hy)ϕ];

s5 = [gg1 , (hg1y)ϕ]−1[gg1 , yϕ][gg1y, (hg1y)ϕ];

s6 = [g1, (hy)ϕ]−1[g1, y
ϕ][g1

y, (hy)ϕ].
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Assim sy
ϕ ∈ 〈S〉[G,H

ϕ]. De modo análogo podemos veri�car que o conjugado de um

elemento em S do tipo [g, (hh1)ϕ]−1[g, h1
ϕ][gh1 , (hh1)ϕ] por um elemento em G ∗ Hϕ

está em 〈S〉[G,H
ϕ]. Portanto, 〈S〉[G,H

ϕ] E G ∗Hϕ. Agora sejam

r = [g, hϕ]−x[gx, (hx)ϕ] e r′ = [g, hϕ]−y
ϕ

[gy, (hy)ϕ]

elementos de R. Logo

r = [g, hϕ]−x[gx, (hx)ϕ]

= [x, hϕ][gx, hϕ]−1[gx, (hx)ϕ]

= [x, hϕ]s[x, hϕ]−1

em que s = [gx, hϕ]−1[gx, (hx)ϕ][x, hϕ] (∈ S). Analogamente

r′ = [g, (hy)ϕ]−1[g, yϕ][gy, (hy)ϕ] (∈ S).

Logo R ⊆ 〈S〉[G,H
ϕ] e 〈S〉[G,H

ϕ] ⊆ 〈R〉[G∗H
ϕ]. Como 〈S〉[G,H

ϕ] E G ∗ Hϕ temos que

〈R〉[G∗H
ϕ] ⊆ 〈S〉[G,H

ϕ] e portanto 〈R〉[G∗H
ϕ] = 〈S〉[G,H

ϕ] e (3.1.2) está provado.

De (3.1.1) e (3.1.2) segue que η(G,H) = G∗Hϕ

〈S〉[G,Hϕ] e, consequentemente,

τ(G,H) =
[G,Hϕ]

〈S〉[G,Hϕ]

Portanto, o homomor�smo γ do grupo livre [G,Hϕ] sobre G ⊗H tal que ([g, hϕ])γ =

g ⊗ h induz um homomor�smo α : τ(G,H) → G ⊗ H. Por outro lado, a função

β : G⊗H → τ(G,H) de�nida sobre os geradores por (g⊗h)β = [g, hϕ] estende-se a um

epimor�smo de G⊗H sobre τ(G,H) (as relações de�nidoras de G⊗H são preservadas,

já que são relações de comutadores). Assim αβ = 1τ(G,H) e βα = 1G⊗H .

Segue direto da proposição acima e da Proposição 2.1.5 que

Proposição 3.1.3. i) Existe um homomor�smo

λ : τ(G,H)→ G, µ : τ(G,H)→ H

tal que ([g, hϕ])λ = g−1gh e ([g, hϕ])µ = h−gh.

ii) Para todo t, t1 ∈ τ(G,H) temos que [(t)λ, ((t1)µ)ϕ] = [t, t1].

Agora sejam A eB grupos com uma ação compatível de um sobre o outro. Considere

ψ : B → Bψ um isomor�smo de B para uma cópia Bψ, e o grupo η(A,B).
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Proposição 3.1.4. Suponha que α : G → A, β : H → B são homomor�smos que

preservam as ações. Então seguem as a�rmações:

i) Existe um homomor�smo γ : η(G,H) → η(A,B) , tal que g 7→ gα, hϕ 7→
(hβ)ψ;

ii) Se α e β são sobrejetoras, então γ também é, e

(a) Nuc(γ) = 〈Nuc(α), (Nuc(β)ϕ〉[Nuc(α), Hϕ][G, (Nuc(β))ϕ];

(b) Nuc(γ) ∩ τ(G,H) = [Nuc(α), Hϕ][G, (Nuc(β))ϕ];

Demonstração. (i) Podemos ver que os homomor�smos α e β extendem-se a um ho-

momor�smo γ′ : G ∗Hϕ :→ η(A,B) tal que g 7→ gα e hϕ 7→ (hβ)ψ. Agora como α e β

preservam as ações, temos que

([g, hϕ]g1)γ′ = [gα, (hβ)ψ]g1α = [(gg1)α, (hβg1α)ψ] = [(gg1)α, (hg1β)ψ] = ([gg1 , (hg1)ϕ])γ′

([g, hϕ]h1
ϕ
)γ′ = [gα, (hβ)ψ]h1β

ψ
= [(gαh1β), (hh1β)ψ] = [(gh1)α, (hh1β)ψ] = ([gh1 , (hh1)ϕ])γ′

logo as relações de�nidoras de η(G,H) são preservadas. Consequentemente γ′ induz

um homomor�smo γ : η(G,H)→ η(A,B) tal que g 7→ gα e hϕ 7→ (hβ)ψ.

(ii) Suponhamos que os homomor�smos α e β são sobrejetores. É claro que γ

também é.

(a) Vamos escrever M = Nuc(α) e N = Nuc(β). È facil ver que

K = 〈M,Nϕ〉[M,Hϕ][G,Nϕ] está no núcleo de γ. Além disso K E η(G,H), pois

M é um H-subgrupo normal de G e N é um G-subgrupo normal de H. Logo γ induz

um epimomor�smo

γ̃ :
η(G,H)

K
→ η(A,B).

tal que Kg 7→ gα e Khϕ 7→ (hβ)ψ. Vamos mostrar que γ̃ admite homomor�smo

inverso.

Sendo α e β sobrejetoras, para cada a ∈ A e b ∈ B, existem ga ∈ G e hb ∈ B tais

que

(ga)α = a e (hb)β = b

Universidade de Brasília 58 Departamento de Matemática-IE



Capítulo 3 O Produto Tensorial não-abeliano de Grupos Solúveis

Assim de�nimos

θ : A ∪Bψ → η(G,H)/K

a 7→ Kga

bψ 7→ Khϕb

θ está bem de�nida, uma vez queM e N estão contidos em K. Além disso as restrições

de θ a A e Bψ são ambos homomor�smos, de modo que existe um único homomor�smo

θ∗ do produto livre A ∗Bψ a η(G,H)/K estendendo θ. Como

((ga)
ga1 )α = aa1 e ((hb)

ga1 )β = (hbβ)(ga1 )α = ba1

(α e β preservam as ações) temos,

([a, bψ]a1 [aa1 , (ba1)ψ])θ∗ = [Kga, Khb
ϕ]Kga1 [K(ga)

ga1 , K(h
ga1
b )ϕ]−1 = e

Analogamente

([a, bψ]b1
ψ

[ab1 , (bb1)ψ])θ∗ = e

Assim θ∗ preserva as relações de�nidoras de η(A,B)e portanto induz um homomor�smo

θ̃ : η(A,B)→ η(G,H

K

tal que a 7→ Kga, b
ψ 7→ Khϕb . È claro que θ̃γ̃ = 1η(G,H) e γ̃θ̃ = 1η(G,H)/K

(b) Seja γ′ a restrição de γ a τ(G,H). Sendo α e β sobrejetivas, γ′ é um epimor�smo

de τ(G,H) em τ(A,B), tal que [g, hϕ] 7→ [gα, (hβ)ψ], ∀ g ∈ G, h ∈ H. Uma vez que

L = [M,Hϕ][G,Nϕ] ⊆ Nuc(γ′) e é normal em [G,Hϕ], γ′ induz um homomor�smo γ̃′

de [G,Hϕ]/L sobre τ(A,B). Como em (a), mostramos que existe um homomor�smo

v : τ(A,B)→ τ(A,B)/L

tal que [a, bψ] 7→ L[ga, h
ϕ
b ] onde ga ∈ G e hb ∈ H são tais que (ga)α =, (hb)β = b,

assim temos que γ̃′v = 1τ(G,H)/L e vγ̃′ = 1τ(A,B). Portanto γ̃′ é um isomor�smo e,

consequentemente

Nuc(γ) ∩ τ(G,H) = Nuc(γ′) = [M,Hϕ][G,Nϕ] = [Nuc(α), Hϕ][G,Nuc(β)ϕ]
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Notemos que se G e H são grupos agindo compativelmente um sobre o outro então

[G,H] = Im(λ) enquanto que [H,G] = Im(µ), onde λ e µ são os homomor�smos da

Proposição 3.1.3.

Proposição 3.1.5. i) [G,H] é um H-subgrupo normal de G e [H,G] é um G-

subgrupo normal de H;

ii) Para todo i ≥ 1 e j ≥ 0, γi([G,H]) e [G,H]j, são H-subgrupos normais de G e

γi([H,G]) e [H,G]j são G-subgrupos normais de H.

iii) [G,H]i = (τ(G,H)i)λ e [H,G]i = (τ(H,G)i)µ;

iv) g(t)λ = g(t)µ e h(t)λ = h(t)µ para todo g ∈ G, h ∈ H e t ∈ τ(G,H).

Demonstração. (i) Para todo g, x ∈ G e h ∈ H, temos

(g−1gh)x = (g−1)xghx = (gx)−1gxx
−1(hx) = (gx)−1(gx)x

−1hx = (gx)−1(gx)h
x

pela compatibilade das ações. Logo, [G,H] é normal em G. Além disso, para todo

g ∈ G, h, y ∈ H

(g−1gh)y = (gy)−1gyy
−1(hy) = (gy)−1(gy)y

−1hy = (gy)−1(gy)h
y

e, portanto, [G,H] é um H-subgrupo de G. De modo análogo [H,G] é um G-subgrupo

normal de H.

(ii) Como γi([G,H]) é subgrupo característico de [G,H] e por (i) [G,H] é H-

subgrupo normal de G entaõ pelo Lema 1.1.4, γi([G,H]) é H-subgrupo normal de G.

Os outros casos são analogos.

(iii) Vejamos que pela Proposição 3.1.2, [G,H] = (τ(G,H))λ para i = 1 , logo por

indução sobre i

[G,H]i+1 = [[G,H]i, [G,H]i] = [(τ(G,H))iλ, (τ(G,H))iλ] =

= [(τ(G,H))i, (τ(G,H))i]λ = (τ(G,H))i+1λ

similarmente [H,G]i = (τ(G,H)i)µ para todo inteiro positivo i.

(iv) Observe que pela compatibilidade das ações temos:

gx
−1y−1xy = (gx

−1y−1x)y = gy
−xy,
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além disso

gx
−1xy = (xgx−1)y

−1xy

= (xy
−1

gy
−1

x−y
−1

)xy

= (x−1xy
−1

gy
−1

x−y
−1

x)y

= x−yxgx−1xy

= gx
−1xy

para todo g, x ∈ G e h, y ∈ H,. Logo, g([x,yϕ])λ = g([x,yϕ])µ. Como τ(G,H) é gerado

por todos os comutadores [x, yϕ] com x ∈ G, y ∈ H e λ, µ são homomor�smo temos

g(t)λ = g(t)µ, ∀ ∈ G, t ∈ τ(G,H).

O outro caso é analogo.

Teorema 3.1.6. i) Para todo i ≥ 2 o subgrupo γi(G⊗H) é isomorfo ao subgrupo

[γi−1([G,H]), [H,G]ϕ] de η(G,H).

ii) Para todo i ≥ 1 o subgrupo (G⊗H)i é isomorfo ao subgrupo [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1]

de η(G,H).

Demonstração. (i) Primeiro observemos que pela Proposição 3.1.3 (ii), se [G,H] = {1}
então τ(G,H) é abeliano. Vamos assumir então que [G,H] 6= {e}

Pela parte (ii) da Proposição 3.1.3 temos que [u, v] = [uλ, (vµ)ϕ] para todo u, v ∈
τ(G,H). Isto mostra que

γ2(τ(G,H)) = [γ1([G,H]), [H,G]ϕ].

Por indução sobre i ≥ 2 suponha que

γi(τ(G,H)) = [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ]

Então

γi+1(τ(G,H)) = [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ, τ(G,H)]

e este grupo é gerado pelos elementos [x, (vµ)ϕ, t]z, com x ∈ γi−1([G,H]), (v)µ ∈
[H,G], t ∈ τ(G,H), z ∈ [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ]. Mas pelas proposições 3.1.3 (ii) e

3.1.5 (ii)

[x, (vµ)ϕ, t] = [([x, (vµ)ϕ])λ, (tµ)ϕ] = [x−1xvµ, (tµ)ϕ] = [x−1xvλ, (tµ)ϕ].
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Como [γi([G,H]), [H,G]ϕ] é subgrupo normal de η(G,H) (pela Proposição 3.1.1),

temos

[x, (vµ)ϕ, t]z ∈ [γi([G,H]), [H,G]ϕ]

para todo x ∈ γi−1([G,H]), v, t ∈ τ(G,H), z ∈ [γi−1([G,H]), [H,G]ϕ]. Portanto,

γi+1(τ(G,H)) ⊆ [γi([G,H]), [H,G]ϕ]

Por outro lado, γi(τ(G,H)) é gerado pelos elementos [x−1xvλ, (tµ)ϕ]g com x ∈
γi−1([G,H]), v, t ∈ τ(G,H) e g ∈ γi([G,H]).

Uma vez que γi+1(τ(G,H)) E η(G,H), então

[x−1xvλ, (tµ)ϕ]g = [x, (vµ)ϕ, t]g

pertence a γi+1(τ(G,H)), ∀x ∈ γi−1([G,H]), v, t ∈ τ(G,H), g ∈ γi([G,H])

Portanto

γi+1(τ(G,H)) = [γi([G,H]), [H,G]ϕ]

(ii) para i = 1 temos

τ(G,H)1 = γ2(τ(G,H)) = [[G,H], [H,G]ϕ]

Por indução sobre i ≥ 1, suponhamos que

τ(G,H)i = [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1]

Então

τ(G,H)i+1 = [τ(G,H)i, τ(G,H)i] = [[[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1], [[G,H]i−1, [H,G]ϕi−1]]

Pela Proposição 1.1.3 (v)

τ(G,H)i+1 = [X,X]τ(G,H)iτ(G,H)i

em que X = {[g, hϕ] | g ∈ [G,H]i−1, h ∈ [H,G]i−1}. Pela Proposição 3.1.5 (iii) segue

que

[[G,H]i, [H,G]ϕi ] = [(τ(G,H)i)λ, ((τ(G,H)i)µ)ϕ]

Logo,

[[G,H]i, [H,G]ϕi ] = [Y, Y1](τ(G,H)i)λ,((τ(G,H)i)µ)ϕ
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onde

Y = {[t, u]λ | t, u ∈ τ(G,H)i−1}
Y1 = {([t, u]µ)/ ϕ | t, , u ∈ τ(G,H)i−1}

Agora sejam g, g1 ∈ [G,H]i−1 e h, h1 ∈ [H,G]i−1. Pela Proposição 3.1.5 (iii)

existem y, t1, u, u1 ∈ τ(G,H)i−1 tais que

g = (t)λ, g1 = (t1)λ, h = (u)µ, h1 = (u1)µ.

Mas temos que

[[g, hϕ], [g1, h1
ϕ]] = [g−1gh, (h1−g1h1)ϕ] pela Proposição 3.1.3 (ii)

= [((t)λ)−1((t)λ)(u)µ, (((u1)µ)−(t1)µ(u1)µ)ϕ]

= [((t)λ)−1((t)λ)(u)λ, (((u1)µ)−(t1)λ(u1)µ)ϕ] Prop. 3.1.5 (iv)

= [([t, u])µ, (([t1, u1])µ)ϕ]

E portanto

[X,X] = [Y, Y1]

Agora como [[G,H]i, [H,G]ϕi ] E η(G,H) (pelas proposições 3.1.5 e 3.1.1).

τ(G,H) = [X,X]τ(G,H)iτ(G,H)i = [Y, Y1]τ(G,H)iτ(G,H)i ⊆ [[G,H]i, [H,G]ϕi ]

Da mesma forma

[[G,H]i, [H,G]ϕi ] ⊆ τ(G,H)

Portanto,

[[G,H]i, [H,G]ϕi ] = τ(G,H)

Colorário 3.1.7. i) Se [G,H] é nilpotente de classe c então G⊗H é nilpotente de

classe c ou c+ 1;

ii) Se [G,H] é solúvel de série derivada com comprimento l, então G⊗H é solúvel

de série derivada com comprimento l ou l + 1.
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Demonstração. Suponhamos que [G,H] é nilpotente de classe c. Pelo Teorema (3.1.6)

anterior

γc+2(τ(G,H) = [γc+1([G,H]), [H,G]ϕ] = {e}

Portanto, τ(G,H) é niltotente de classe no máximo c + 1. Vamos mostrar que sua

classe não pode ser inferior a c. Seja M = [γc−1([G,H]), [H,G]ϕ]. A restrição de λ á

M possui imagem [γc1([G,H]), [H,G]]. Mas

[γc1([G,H]), [H,G]] = 〈g−1gh | g ∈ γc−1([G,H]), h ∈ [H,G]〉
= 〈g−1g(t)µ | g ∈ γc−1([G,H]), t ∈ τ(G,H)〉
= 〈g−1g(t)λ | g ∈ γc−1([G,H]), t ∈ τ(G,H)〉

(pela Proposição 3.1.5)

= γc([G,H])

Logo como a classe de nilpotência de [G,H] é c temos que γc([G,H]) 6= {e}, e
portanto, devemos ter M 6= {e}. Pelo Teorema (3.1.6) anterior

γc(τ(G,H) = [γc−1(τ(G,H), [H,G]ϕ] = M 6= {e}

.

Assim cl(τ(G,H)) ≥ c. Agora como τ(G,H) ∼= G⊗H , o resultado está provado.

(ii) é provado de modo análogo.

3.2 O Quadrado Tensorial não-abelianos de Grupos

Solúveis Finitos

Vamos novamente nos restringir ao quadrado tensorial. Observamos que se G é um

grupo, então a conjugação em G induz ações compatíveis entre os termos da série

derivada de G, i.é., de Gi sobre Gj e de Gj sobre Gi para todo i, j ≥ 0. Assim o

produto tensorial não abeliano Gi ⊗Gj está de�nido para todo i, j ≥ 0.

Lema 3.2.1. Sejam G um grupo �nito e i, j ≥ 0, com i > j.Então

i) existe uma sequência exata

1 // [Gi, Gi
ϕ][Gi+1, Gj

ϕ] // τ(Gi, Gj) // τ(Gi
ab, Gj/Gi) // 1

onde [Gi, Gi
ϕ] e [Gi+1, Gj

ϕ] são subgrupos de τ(Gi, Gj);
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ii) |Gi ⊗Gj| ≤ |Gi ⊗Gi||Gi
ab ⊗ZGj/Gi I(Gj/Gi)||Gi+1 ⊗Gj|.

Demonstração. A conjugação em G induz à uma ação de Gj/Gi sobre Gi/Gi+1. Sejam

i, j ≥ 0 com i > j e de�namos

θ : Gj/Gi → Aut(Gi/Gi+1)

Gih 7→ θh

onde θh é o automor�smo de Gi/Gi+1 tal que

(Gi+1g)θh = Gi+1g
h.

Se h, h1 ∈ Gj são tais que Gih = Gih1 então h1 = ch para algum c ∈ Gi. Daí, para

todo g ∈ Gi,

(Gi+1g)θh1 = Gi+1g
h1

= Gi+1g
hc

= Gi+1g
hg−hgch

= Gi+1g
h[g, c]h

= Gi+1g
h

= (Gi+1g)θh

Logo θ está bem de�nida. É claro que θ é homomor�smo de grupos. Assim, temos

uma ação de Gj/Gi sobre Gi/Gi+1 dada por

(Gi+1g)Gih = Gi+1(gh)

para todo g ∈ Gi e h ∈ Gj

A conjugação em G também induz à uma ação trivial de Gi/Gi+1 sobre Gj/Gi uma

vez que

Gih
g = Gihh

−1hg = Gih[h, g] = Gih

para todo g ∈ Gi e h ∈ Gj

Como Gi/Gi+1 é um grupo abeliano agindo trivialmente sobre Gj/Gi, essas ações

são compativeis. Consideremos os epimor�smos canônicos α : Gi → Gi/Gi+1, β :

Gj → Gj/Gi.

Notemos que para todo g ∈ Gi e h ∈ Gj temos

(gh)α = Gi+1g
h = (Gi+1g)Gih = (gα)hβ
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e

(hg)β = Gih
g = Gih = (Gih)Gi+1g = (hβ)gα

Logo α e β preservam as ações. Assim, pela Proposição 3.1.4 (i) existe um epimor-

�smo

γ : η(Gi, Gj)→ η(Gi/Gi+1, Gj/Gi)

tal que gγ = gα e (hϕ)γ = (hβ)ψ, g ∈ Gi, h ∈ Gj. Além disso, se γ′ é a restrição de

γ a τ(Gi, Gj) então Nuc(γ′) = [Gi, Gi
ϕ][Gi+1, Gj

ϕ] e Im(γ′) = τ(Gab
i , Gj/Gi). Logo a

sequência seguinte é exata

1 // [Gi, Gi
ϕ][Gi+1, Gj

ϕ]i // τ(Gi, Gj)
γ′ // τ(Gab

i , Gj/Gi) // 1

(ii) É facil ver que [Gi, Gi
ϕ] e [Gi+1, Gj

ϕ] são imagens epimór�cas de Gi ⊗ Gi e

Gi+1 ⊗Gj, respectivamente. Assim, de (i) e da Proposição 3.1.2 segue que

|Gi ⊗Gj| ≤ |Gi ⊗Gi||Gi
ab ⊗Gj/Gi||Gi+1 ⊗Gj|

Agora, como Gab
i é abeliano e age trivialmente sobre Gj/Gi, pela proposiçao 2.1.6

temos que Gi
ab ⊗Gj/Gi

∼= Gi
ab ⊗ZGj/Gi I(Gj/Gi), provando (ii)

Lema 3.2.2. Sejam G um grupo e i ≥ 0. Então

i) Existe uma sequência exata

1 // [Gi+1, Gi
ϕ] // τ(Gi, Gi) // τ(Gi

ab, Gi
ab) // 1

onde [Gi+1, G
ϕ
i ] ≤ τ(Gi, Gi);

ii) |Gi ⊗Gi| ≤ |Gab
i ⊗Z G

ab
i ||Gi+1 ⊗Gi|

Demonstração. Consideremos o epimor�smo canônico π : Gi → Gab
i . Pela Proposição

3.1.4 π induz um epimor�smo

γ : η(Gi, Gi)→ η(Gab
i , G

ab
i )

tal que

Nuc(γ) ∩ τ(Gi, Gi) = [Gi+1, Gi
ϕ][Gi, G

ϕ
i+1] e (τ(Gi, Gi))γ = τ(Gab

i , G
ab
i ).
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Logo a sequência seguinte é exata

1 // [Gi+1, Gi
ϕ][Gi, G

ϕ
i+1] // τ(Gi, Gi) // τ(Gi

ab, Gi
ab) // 1

.

Vamos mostrar que

[Gi, G
ϕ
i+1] ≤ [Gi+1, G

ϕ
i ] e então [Gi+1, Gi

ϕ][Gi, G
ϕ
i+1] = [Gi+1, Gi

ϕ]

Como Gi age sobre si mesmo por conjugação, as seguintes relações acontecem em

η(Gi, Gi) pelo Lema 2.3.1

[x, yϕ, z] = [x, y, zϕ] = [x, yϕ, zϕ] = (3.2.1)

= [xϕ, y, z] = [xϕ, y, zϕ] = [xϕ, yϕ, z] ,

Pela Proposição 1.1.3 [Gi, G
ϕ
i+1] = 〈[x, [y, z]ϕ]c | x, y, z ∈ Gi, c ∈ Gi+1〉. Mas

[x, [y, z]ϕ]c = [yϕ, zϕ, x]−c

= [y, z, xϕ]−c por (3.2.2)

o qual é um elemento de [Gi+1, G
ϕ
i ]. Assim [Gi, G

ϕ
i+1] = [Gi+1, G

ϕ
i ].

(ii) Como [Gi+1, G
ϕ
i ] é uma imagem epimór�ca de Gi+1 ⊗ Gi e Gab

i ⊗ Gab
i
∼=

Gab
i ⊗Z G

ab
i , pela Proposição 2.1.6, obtemos

|Gi ⊗Gi| ≤ |Gab
i ⊗Z G

ab
i ||Gi+1 ⊗Gi|

Teorema 3.2.3. Se G é um grupo �nito solúvel de série derivada com comprimento

l, então

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab|
∏l−1

i=1(|Gab
i ⊗Gab

i |2
i−1||Gab

i ⊗ZG/Gi I(G/Gi))∏l−2
i=1

∏l−1
k=i−1 |Gab

k ⊗ZGi/Gk I(Gi/Gk)|2
i−1

Demonstração. Por uma repetitiva aplicação do Lema 3.2.1 (ii), nós vemos que se i > j

então

|Gi ⊗Gj| ≤
l−1∏
k=1

|Gk ⊗Gk||Gab
k ⊗ZGj/Gk I(Gj/Gk)| (3.2.2)
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Seja i um inteiro positivo tal que 0 ≤ i ≤ l − 1. Pelo Lema 3.2.2 (ii)

|Gi ⊗Gi| ≤ |Gab
i ⊗Z G

ab
i ||Gi+1 ⊗Gi|

e por (3.2.2)

|Gi ⊗Gi| ≤ |Gab
i ⊗Z G

ab
i ||Gi+1 ⊗Gi+1| . . . |Gl−1 ⊗Gl−1| (3.2.3)

l−1∏
k=i+1

|Gab
k ⊗ZGi/Gk I(Gi/Gk)|

Agora, para i = 0

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab||G1 ⊗G1| . . . |Gl−1 ⊗Gl−1|

l−1∏
k=1

|Gab
k ⊗ZG/Gk I(G/Gk)| (3.2.4)

Novamente usando (3.2.3) para i = 1, e substituindo em (3.2.4), nos temos que

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab||Gab

1 ⊗Z G
ab
1 | . . . |G2 ⊗G2|2|Gl−1 ⊗Gl−1|2

l−1∏
k=1

|Gab
k ⊗ZG/Gk I(G/Gk)|

l−1∏
k=2

|Gab
k ⊗ZG1/Gk I(G1/Gk)|

Aplicando (3.2.3) repetidas vezes obtemos o limite desejado.

O limite dado no teorema acima pode ser melhorado para o caso em que G é

metabeliano �nito.

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo metabeliano �nito. Então

|G⊗G| divide |Gab ⊗Z G
ab||G′ ∧G′||G′ ⊗ZGab I(Gab)|,

onde G′ ∧ G′ é o quadrado exterior de Z-módulo G′. Quando [G′, G] = {1}, nós
temos que

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab||G′ ⊗Z G

ab|.

Demonstração. Usando o Lema 3.2.2 com i = 0, nós obtemos uma sequencia exata

1 // [G′, Gϕ] // τ(G,G) // τ(Gab, Gab) // 1
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onde [G′, Gϕ] ≤ τ(G,G). Logo

|τ(G,G)| = |τ(Gab, Gab)||[G′, Gϕ]| (3.2.5)

È claro que a correspondência [x, gϕ] 7→ [x, gϕ] induz um epimor�smo α de τ(G′, G)

para [G′, Gϕ](≤ τ(G,G)). Notemos que o subgrupo S = 〈[x, xϕ] | x ∈ G′〉 de τ(G′, G)

está contido em Nuc(α) já que em τ(G,G), [x, xϕ] = e para todo x ∈ G′ (pela Propo-

sição 3.1.3). Além disso S E τ(G′, G). Assim, α induz um homomor�smo

β :
τ(G′, G)

S
→ [G′, Gϕ]

.

e consequentemente

|[G′, Gϕ]| divide|τ(G′, G)/S|. (3.2.6)

Agora pelo Lema 3.2.1, (com i = 1 e j = 0), existe um sequência exata

1 // [G′, G′ϕ]
i // τ(G′, G)

γ′ // τ(G′, Gab) // 1

onde [G′, G′ϕ] ≤ τ(G′, G) e γ′ é um homomor�smo tal que ([x, gϕ])γ′ = [x, (G′g)ψ] para

todo x ∈ G′, g ∈ G. Podemos observar que

S ≤ Nuc(γ′) e S ≤ [G′, G′
ϕ
]

Logo, a sequência seguinte é exata:

[G′,G′ϕ]
S

// τ(G′,G)
S

// τ(G′, Gab) // 1

e, portanto ∣∣∣∣τ(G′, G)

S

∣∣∣∣ divide ∣∣τ(G′, Gab)
∣∣ ∣∣∣∣ [G′, G′ϕ]

S

∣∣∣∣ . (3.2.7)

onde [G′,G′ϕ]
S
≤ τ(G′,G)

S
. Seja X = {x⊗y | x, y ∈ G′}. È facil vermos que a aplicação

θ1 : X → τ(G′,G)
S

x⊗ y 7→ S[x, yϕ]

é consistente com as relações de�nidoras deG′⊗G′. Além disso, x⊗x ∈ Nuc(θ1), ∀x ∈
G′. Assim, θ1 induz um homomor�smo

θ : G′ ∧G′ → τ(G′, G)

S
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tal que Im(θ) = [G′,G′ϕ]
S

. Logo ∣∣∣∣ [G′, G′ϕ]

S

∣∣∣∣ divide |G′ ∧G′| (3.2.8)

Como G′′ = {1} segue que G′ é abeliano e então pela Proposição 2.1.6

G′ ⊗G′ ∼= G′ ⊗Z G
′

Logo, o grupo G′ ∧ G′ é o quadrado exterior (usual) do Z-módulo G′. Agora de,

(3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) e (3.2.8)

|τ(G,G)| ≤ |τ(Gab, Gab)||G′ ∧G′||τ(G′, Gab|

Portanto pelas proposições 2.1.7 e 3.1.2

|G⊗G| divide |Gab ⊗Z G
ab||G′ ∧G′||G′ ⊗ZGab I(Gab)|.

Agora se [G′, G] = {e} então pela Proposição 2.1.6 nós temos queG′⊗G ∼= G′⊗ZG
ab.

Logo pelo Lema 3.2.2 (ii).

|G⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G
ab||G′ ⊗G| ≤ |Gab ⊗Z G

ab||G′ ⊗Z G
ab|.

3.3 Alguns Produtos Semi-diretos relacionados com

o Produto Tensorial não-abeliano de Grupos

Nessa seção estabelecemos a ordem de um quadrado tensorial não abeliano de um

grupo G metabeliano em que G′ e Gab possuem ordem coprima. Os resultados são de

Nakaoka e Rocco [13]

Vamos escrever η∗(A,H) o grupo η(A,H) no caso em que A é um H-grupo abeliano

agindo trivialmente sobre H.

Se B é um H-subgrupo de A, então B ·H é o produto semi direto de B por H.

Com a notação acima temos que

Proposição 3.3.1. Se (|A|, |H|) = 1 então [A,H] · H está imerso em η∗(A,H). Se,

além disso, A = [A,H] e A 6= 1, então η∗(A,H) é não nilpotente.
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Demonstração. Como A é abeliano e age trivialmente sobre H pela Proposição 2.1.7

[A,Hϕ] ∼= A⊗ZH I(H), onde I(H) denota o ideal de aumento de ZH, tal que [a, hϕ] 7→
a⊗ (h− 1). Por outro lado conforme 3.1.3 (i) existe um H-epimor�smo λ : [A,Hϕ]→
[A,H] tal que [a, hϕ] 7→ [a, h] = a−1ah. Segue de [16] (11.4.2) que Nuc(λ) é isomorfo ao

primeiro grupo de homologia H1(H,A). Como (|A|, |H|) = 1 temos que H1(H,A) = 0,

logo λ é isomor�smo. Portanto [A,Hϕ] ∼= [A,H] e consequentemente o subgrupo

[A,Hϕ] ·Hϕ de η∗(A,H) é isomorfo ao produto semi direto [A,H] ·H. Se além disso

[A,H] = A, então certamente todos os termos γi(η∗(A,H)) da série central inferior de

η∗(A,H) conterá o subgrupo [A,Hϕ] ∼= A.

Teorema 3.3.2. Seja G um grupo metabeliano �nito tal que |G′| e |Gab| são coprimos.

Então

i) |G⊗G| = n|G′| · |Gab ⊗Z G
ab|;

ii) |J(G)| = n|Gab ⊗Z G
ab|.

onde n é a ordem do subgrupo Gab-estável de M(G′) e J(G)(∼= J2(G)) ≤ ν(G).

.

Demonstração. Primeiramente, como (|G′|, |Gab|) = 1, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus

[19], existe um subgrupo H de G, com H ∼= Gab, tal que G = G′ ·H é o produto semi-

direto de G′ e H. Pela Proposição 2.1.6 Gab⊗Gab ∼= Gab⊗ZG
ab. Usando o Lema 3.2.2

temos a seguinte sequencia exata

1 // [G′, Gϕ] // [G,Gϕ] // Gab ⊗Gab // 1

onde [G′, Gϕ] ≤ ν(G).

Dessa sequência segue que

|Gab ⊗Gab| divide |[G,Gϕ]| (3.3.1)

Da sequência exata

1 // J(G) // [G,Gϕ] k // G′ // 1 (3.3.2)

segue que

|G′| divide |[G,Gϕ]| (3.3.3)
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Logo, como (|G′|, |Gab|) = 1, segue de (3.3.1) e (3.3.3) que

|G′||Gab ⊗Gab| divide |[G,Gϕ]| (3.3.4)

Assim de (3.3.4), temos que

|G⊗G| = |[G,Gϕ]| = n|G′| · |Gab ⊗Z G
ab|. (3.3.5)

Da sequência (3.3.2) obtemos que |J(G)| = |[G,Gϕ]|
|G′| . Logo por (3.3.5)

|J(G)| = n|Gab ⊗Z G
ab|

.

Resta-nos mostrar que n = |M(G′)H |, onde M(G′)H é o subgupo H-estável de

M(G′). Observamos na seção 2.2 que M(G) ∼= J2(G)/∆(G). Agora pelo Lema 2.3.3

(ii), ∆(G) ∼= 〈[h, hϕ] | h ∈ H〉 ⊆ [H,Hϕ]. Considerando que [H,Hϕ] ∼= H ⊗ H ∼=
Gab ⊗Z G

ab e H é abeliano, temos que

|M(G)| = n

∣∣∣∣ [H,Hϕ]

〈[h, hϕ] | h ∈ H〉

∣∣∣∣ = n|H ∧H| = nM(H). (3.3.6)

Por outro lado, como as ordens de G′ e H são coprimas, segue da Proposição 1.6.4, que

M(G) ∼= M(H)×M(G′)H . (3.3.7)

Logo de (3.3.6) e (3.3.7) temos que |M(G′)H | = n.

Exemplo 3.3.3. Seja G = 〈x, y | x5 = e, y4 = e, xy = x2〉.
Vejamos que xy

2
= x4, xy

3
= x3, xy

4
= x, [x, y] = x e portano G′ = 〈x〉.

Assim G = N ·T tal que N = 〈x〉 e T = 〈y〉. Agora, como G′ é cíclico,M(G′) = {e}.
Logo |M(G′)T | = 1.

Pelo Teorema 3.3.2

|G⊗G| = n.|G′||Gab ⊗Z G
ab|

= 1 · 5 · 4
= 20

Conforme Rocco [18], um conjunto de geradores de [G,Gϕ](∼= G⊗G) é

{[x, xϕ], [y, yϕ], [x, yϕ], [y, xϕ]}
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mas pelo Lema 2.3.1, (v) e (vi) [x, xϕ] = e e [x, yϕ][y, xϕ] = e, então

G = 〈[y, yϕ], [x, yϕ]〉

.

Notemos que [y4, yϕ] = ([y, yϕ])4 = e. Além disso usando as relações de�nidoras de

ν(G) temos

[x2, yϕ] = [x, yϕ]x[x, yϕ] = [x, yϕ][x,y] = [x, yϕ][x,y
ϕ][x, yϕ] = [x, yϕ]2

[x3, yϕ] = [x2, yϕ]
x
[x, yϕ] = ([x, yϕ]2)x[x, yϕ] = [x, yϕ]3

[x4, yϕ] = [x3, yϕ]x[x, yϕ] = ([x, yϕ]3)x[x, yϕ] = [x, yϕ]4

[x5, yϕ] = [x4, yϕ]x[x, yϕ] = ([x, yϕ]4)x[x, yϕ] = [x, yϕ]5 = e

Por outro lado
[x, (y2)ϕ] = [x, yϕ][xy, yϕ] = [x, yϕ][x2, yϕ]2 = [x, yϕ]3

[x, (y3)ϕ] = [x, yϕ]x[x, (y2)ϕ]y = [x, yϕ][xy, yϕ]3 = [x, yϕ][x2, yϕ]3 = [x, yϕ]2

[x, (y4)ϕ] = [x, yϕ]5 = e.

Pelo Lema 2.3.1, (iii) [y, yϕ] é central em ν(G). Portanto pelas relações acima vemos

que [G,Gϕ] é gerado pelos comutadores [x, yϕ] e [y, yϕ], os quais satisfazem as relações:

[x, yϕ]5 = e, [y, yϕ]4 = e, [[x, yϕ], [y, yϕ]] = e, ou seja G ⊗ G ∼= [G,Gϕ] é a imagem

homomórfa de do grupo cíclico de ordem 20.

Além disso,

[x, yϕ]x
ϕ

= [x, yϕ]x = [x, yϕ][x,y] = [x, yϕ][x,y
ϕ] = [x, yϕ],

e

[x, yϕ]y
ϕ

= [x, yϕ]y = [xy, yϕ] = [x2, yϕ] = [x, yϕ]x[x, yϕ] = [x, yϕ]2,

enquanto [y, yϕ] é centralizado por G e Gϕ.

Assim, tomando (Z20
∼=)V = 〈a, b | a5, b4, [a, b]〉 podemos considerar uma ação

de G sobre V análogas às obtidas acima e, com um procedimento semelhante ao do

exemplo 2.3.9, podemos construir o grupo (V · G) · Gϕ, que consequentemente nos dá

[G,Gϕ] ∼= Z20.
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