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Resumo

Um problema com muitas aplicacoes fisicas é estimar os autovalores do operador
de Laplace e suas generalizacoes. Neste trabalho, apresentamos algumas cotas universais
para os autovalores dos operadores Laplaciano e Bi-harmonico em dominios limitados
de Variedades Riemannianas Completas. Para o Laplaciano, temos uma estimativa para
a soma de quaisquer n autovalores consecutivos e, para o Bi-harmonico, uma desigual-
dade tipo-Yang foi provada. Finalmente, estudamos autovalores do Poli-Harmoénico em

dominios limitados de R™ e S”(1) e encontramos cotas para autovalores de ordem inferior.

Palavras-chave: autovalores, cotas universais, operador Laplaciano, operador Bi-harmonico,
operador Poli-harmonico, operador de Schrodinger, Variedades Riemannianas, esfera, De-

sigualdade tipo-Yang.
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Abstract

A problem with many applications in physics is to estimate the eigenvalues of
the Laplacian operator and its generalizations. In this work, we present some universal
bounds for the eigenvalues of Laplacian and Biharmonic operators in bounded domains of
Complete Riemannian Manifolds. For the Laplacian, we have an estimate for the sum of
any n consecutive eigenvalues and, for the Biharmonic, a Yang-type inequality has been
proved. Finally, we study Polyharmonic eigenvalues in bounded domains of R” and S"(1)

and we found bounds for lower order eigenvalues.

Keywords: eigenvalues, universal bounds, Laplacian operator, Biharmonic operator,
Polyharmonic operator, Schrodinger operator, Riemannian Manifolds, sphere, Yang-type

Inequality.
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Introducao

O estudo de autovalores tem suas raizes no método de separacao de variaveis. Muitos
problemas sao simplificados ou até mesmo possibilitados com consideragoes a respeito
de autovalores e autofuncoes. O problema ganha muita importancia quando comeca a
solucionar questoes fisicas. Considere {2 um dominio, ou seja, aberto e conexo, limitado
em M™, variedade riemanniana completa n(> 2)-dimensional, com fronteira 0S) suave ou,
possivelmente, vazia. Seja L algum operador do tipo L = (—A)' +V (z), em que [ é algum
inteiro positivo e V(z), x € €2, é uma funcdo potencial, possivelmente nula. Gostariamos
de encontrar informagdes sobre niimeros A tais que existam fungoes diferencidveis ¢ :

) — R que satisfacam:

L(¢) = M,

com alguma(s) condigao(des) inicial(is) de fronteira. O espectro dos operadores aqui
analisados é puramente real e discreto, seus autovalores formam uma sequéncia nao-

decrescente

0< A <A< <A <o/ o0,

em que sempre consideramos que cada autovalor esta repetido de acordo com sua multipli-
cidade. Quando, nesta sequéncia, uma desigualdade estrita acontece (hd uma infinidade
delas, j& que a sequéncia nao é limitada) dizemos que ocorreu uma lacuna, um salto ou

um gap.



Estamos focados em estudar cotas universais de autovalores dos operadores desejados.
Sao chamadas assim por que, apesar de dependerem da geometria de M™, nao dependem
da escolha particular do dominio €2, a menos de sua dimensao, que é a mesma dimensao
de M™. Em sua grande maioria, elas possuem o os formatos que veremos a seguir, em
que F' representa alguma expressao que depende das variaveis apresentadas. Podemos

estimar uma possivel lacuna entre o k-ésimo e o (k + 1)-ésimo autovalores:

)\k+1_>\k SF(n7k7l7)‘17"'7)\k)' (1)

Outra estimativa muito estudada é aquela que permite, para alguma poténcia p,

avaliar, para qualquer inteiro positivo k, a soma

k
D (k1 = NP < F(nyk LA, M), (2)

i=1
Uma cota do tipo (2) serd chamada cota para soma arbitraria, cota para autovalores

de ordem arbitréria, etc. Para p = 2 ela é dita desigualdade tipo-Yang (cf. Capitulo 2).

Finalmente, nossos métodos permitem encontrar boas estimativas do tipo

n

D> g1 = M) < F(n, LNy, (3)

=1

e expressoes assim serao referidas como cotas para somas pequenas, cotas para autovalores

de ordem inferior, etc. Mais comumente, sao encontradas na literatura cotas para somas

1
5

pequenas com p =1 ou p =
Paine, Pélya e Weinberger [40, 33, 31, 41] propuseram estudos sobre autovalores desde
a década de 1950, e seus resultados vém sendo aprimorados por muitos matematicos desde
entao.
Se [ = 1 o problema se refere, como uma das possiveis interpretagoes, a Teoria do Som

(cf. [34]) e os autovalores sao proporcionais aos quadrados das frequéncias fundamentais

de vibragao de uma membrana eldstica homogénea. Este caso foi bem estudado desde os



trabalhos de Weyl e Courant-Hilbert (cf. [43, 15]). Em alguns estudos, a bola se mostra

um dominio para extremos. Por exemplo, para o problema

—Au = \u em QC M",
(4)
u=20 sobre 0f).

em que M" = R? temos um tambor vibrando. Para dominios com determinada &rea
fixada, o menor autovalor é obtido quando €2 é uma bola. Isso quer dizer que membranas
esféricas produzem sons mais graves do que qualquer outro formato, dai que nao ha bate-
rias com bumbos quadrados. Para dimensao unitaria, poderiamos modelar as frequéncias
das cordas de um violao. Um exemplo de cota arbitraria bastante famosa para o problema
acima, adotando M™ = R", é a Desigualdade de Yang:

k L

Z(/\k+1 — ) < - Z()\k+1 — A (5)

=1 i=1
Vale verificar a ultima se¢ao do capitulo 2 para ler mais sobre ela.

Para [ = 2, temos a equagao de vibragao de uma placa metalica com bordos fixos,
possivelmente com alguma carga distribuida sobre ela. A medicao de autovalores do

problema

Au =) u, em Q
(6)
u Joo= 2% |so=0,
¢é util para estimativas de resisténcia de suportes e elevadores utilizados em grandes car-
regamentos. Dela se derivam informagoes sobre que tipo de material e dimensoes apro-
priadas para construgao conveniente de tais equipamentos. O exemplo mais conhecido de

uma cota para somas pequenas para o problema, quando M™ = R" é
p peq p p » 4
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n

D (i1 — M) < 24

=1

Recomendamos a leitura dos capitulos 3 e 4 para mais informacoes.

O caso geral, para [ arbitrario, € muito mais recente, pois é estudado apenas hé cerca
de 4 anos. Entretanto, ja é possivel obter desigualdades e generalizacoes de resultados
classicos dos problemas anteriores para [ qualquer. Faz parte do anseio de matematicos
generalizar problemas conhecidos, mesmo que nao haja interpretacoes fisicas famosas para
cada problema com diferentes valores de [ e, de certa forma, nos lancamos com entusiasmo
para tal estudo.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira. No primeiro capitulo, indicamos al-
guns resultados que serao de valia para o decorrer dos principais teoremas. No Capitulo 2,
estudamos somas pequenas para o operador de Laplace e para o operador de Schrodinger.
No Capitulo 3, mostramos uma cota arbitraria para o problema generalizado do Bi-
harmonico. Nos dois tltimos capitulos, encontramos estimativas de autovalores de ordem

inferior para o Poli-harmonico em dominios limitados de R™ e da esfera unitaria.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos algumas observagoes necessarias para os proximos, e re-
sultados basicos serao estabelecidos. No que se segue ao longo deste texto, €2 denotara
um dominio limitado em uma Variedade Riemanniana Completa n-dimensional imersa
isometricamente em RY, (N > n). Sempre suporemos que sua fronteira 99 é de classe
C* e sera dita simplesmente suave. Denotamos por v o campo vetorial normal, unitario,
exterior a 0€), divX o divergente de um campo vetorial X e a integral fQ f(z)dz, em que

dx serd sempre a medida usual de Lebesgue, sera escrita da maneira mais singela fQ f.

1.1 Teoremas Gerais

Comecamos com um teorema conhecido.

Teorema 1.1.1 (do Divergente) Sejam X um campo de vetores suave em um aberto
que contém algum compacto contendo €2 e v o campo unitdrio normal e exterior a OS).

Entao,

/Q (divX)dz = / (X - v)dA. (1.1)

o0
O Teorema do Divergente nos leva a boas conclusoes. Por exemplo, para h, f : 2 — R

suaves, podemos definir X = hV f e teremos a Identidade de Green:



/Q(Vth nafydz = [ w2aa (1.2)

80 aV

Se 2L =0 ou h =0 em 99, entdo teremos

ov
/QVth:—/QhAf, (1.3)

que é conhecida como Férmula de Integragao por Partes. Para u,v € L?(2), tais que

ou ov

= — = = —_— :O
U|aQ o |aQ U|aQ o |8Q )

vale, aplicando o Teorema do Divergente duas vezes, fQ ulAv = fQ vAu, ou seja, o operador
Laplaciano é auto-adjunto para tais fungoes, considerando o produto interno em L?((2).

Mais geralmente, note que se uma funcao f : {2 — R satisfaz

o al—l
[ loa= a—i 0= ... = ay—l{ laa= 0,
entao, para [ = 2q vale
floo= V[ loa= Af loa= V(AS) loa= ... = AT f |so= V(AT f) [9a= 0,
esel=2q+ 1 temos
floa= V[ loa= Af loa= V(Af) loa= ... = V(AT f) so= Af |so= 0.

Observando as igualdades acima, concluimos que para cada par de fungoes u, v € L*(Q)

tais que
ou o'l
U=—=..= =0,
81/ al/l—l
ov o'l
V=—=..= =0,
aV ayl—l



em 09, teremos [, u(—A)'v = [, v(—A) u.
Utilizaremos nas demonstracoes uma desigualdade bastante elementar. E obvio que para

a,b € R e para todo € > 0

assim,

62
+2ab < ea® + —.
€

Para um produto interno em algum espaco de Hilbert a desigualdade também vale,

particularmente em L*(§2) temos

2
+2 (u,v) = :I:2/uv < 6Hu||2—|—M,
QO €

com |[u]]* = [, u?.

Recordemos um resultado classico em Geometria Riemanniana.

Teorema 1.1.2 (de Nash) Se M"™ é uma variedade riemanniana completa, entdo ela

pode ser imersa isometricamente em RY, para algum N > n.

Para mais detalhes, recomendamos [30].
Seja H o campo vetorial curvatura média de M™, normal a M", tal que |H| é o trago
da segunda forma fundamental da imersao, gostarfamos de definir a grandeza HZ como

segue.

Definicao 1.1.3 Seja x o conjunto de todas as imersoes isométricas & : M™ —s R,

entao definimos

Hy = infEEX(squeQ|H|2)-



Por simplicidade, vamos nos referir nos enunciados dos teoremas como Hy := sup,cq|H|?,

mas esta implicito que tomamos a melhor imersao possivel para minimiza-la.

Definicao 1.1.4 Dados dois operadores A e B em um espago vetorial, definimos o Colchete

de Lie como o operador

[A, B] = AB — BA.

E 6bvio que o Colchete de Lie é bilinear e anti-simétrico, ou seja, [A, B] = —[B, AJ.

1.2 Teoremas Especificos

Retomamos o tema discutido na Introducao. Para x € 2, os operadores do tipo
L = (=A)'+V(x) (as vezes teremos V = 0), os autovalores satisfazem certas propriedades
importantes. Se um determinado nimero A é tal que L(¢)) = A\ para alguma fungao
suave (no minimo, de classe C?(Q)) 0 # v € L*(Q), dizemos que 1) é um autovetor, ou
autofuncao, correspondente ao autovalor X. O subespaco de L?(£2) das solugdes da equacio
¢é dito autoespaco de A e a multiplicidade deste autovalor é definida como dimensao de

seu autoespaco. Reunimos alguns fatos importantes a seguir.

Teorema 1.2.1 Com respeito aos autovalores dos operadores aqui considerados, assequra-

se que
1. cada autovalor de L € real,
2. cada autoespaco de cada autovalor tem dimensao finita,
3. autoespacos de autovalores diferentes sao ortogonais,

4. L*(Q) € a soma direta de todos os autoespagos.

O item 2 do teorema acima ¢é equivalente a dizer que a multiplicidade de cada autovalor

é finita. Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada em [16].
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Teorema 1.2.2 (Espectral) Considerando o problema de autovalores de L, as sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:

1. se repetirmos cada autovalor levando em conta sua multiplicidade, podemos escrever
0< A< A<,
em que N\, — 00 quando k — oo.

2. existe uma base ortonormal {u;};, de L*(Q), tal que cada uy, é uma autofungdo

correspondente a Aj.

Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [16] e [5]. Por fim, temos uma

excelente caracterizacao variacional de autovalores.

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Rayleigh) Cada autovalor A\, satisfaz
 [o #L(9)

AL = min=————,
Jolloll?

em que o minimo é tomado sobre todas as fung¢oes ¢ € L*(Q), ¢ # 0, tais que, se {u;},

(1.4)

¢ uma base ortonormal correspondente a cada autovalor, temos

<uj) ¢>L2 = 07

para j =1,2,..k — 1, e a condi¢ao de fronteira € satisfeita como seque

B al—l(b

As fungoes ¢, que satisfazem as hipdteses do teorema acima (chamadas condigoes
de ortogonalidade e de fronteira), sdo chamadas fungoes-teste, ou fungoes experimentais.
Determinar boas fungoes-teste que possam ser colocadas em (1.4) é, por si s6, um trabalho
importante. Da Desigualdade de Rayleigh encontramos estimativas para autovalores, visto

que, as fungoes ¢ desejaveis sempre estao relacionadas com autofuncgoes do problema

10



considerado. Ela serda usada em todas as provas dos teoremas dos proximos capitulos,
exceto um. Vale ressaltar que uma autofuncao de Aj realiza a igualdade em (1.4). O
leitor interessado pode encontrar uma demonstracao e versoes mais gerais deste teorema
em [6] e [41].

Para terminar nossas preliminares, enunciamos um lema.

Lema 1.2.4 Sejam x;, i =1,2,..., N, as coordenadas do vetor posicao de uma variedade
riemanniana completa M™ isometricamente imersa em RY e sejam A e V os operadores
Laplaciano e Gradiente, respectivamente, em M"™, com a métrica induzida. Entdo, para

cada funcgao real e suave u : 2 C M"™ — R valem:

N
Z Vi, Vu)® = [Vul?
=1

N
> |Vaif* =
=1

N
> (Ax)? =n?|H|* < n’H]

i=1
N
i=1

Uma prova do Lema 1.2.4 pode ser lida em [8, 12]. Particularmente, para a esfera

unitaria,

S™(1) = {(wl, ey Tpy1) € R”H,Z(@f = 1}

i=1
teremos as seguintes conclusoes:

n+1

> (Vay, Vu)? = |Vuf
=1
n+1

=1

11



n+1

Z(Ami)Q =n’

i=1
n+1

=1

12



Capitulo 2

Autovalores do Laplaciano em

Variedades Riemannianas

Neste capitulo trataremos de desigualdades sobre autovalores do Laplaciano em um
dominio limitado de uma variedade riemanniana, M"™, n-dimensional, completa e com
fronteira 0f2, suposta suave. Encontramos cotas para autovalores de ordem inferior e

fornecemos uma demonstracao da Desigualdade de Yang.

2.1 Introducao

Comecamos considerando o problema de Dirichlet:
—Au = \u em QC M",

u=0 sobre Of).

O problema descreve vibracoes de uma membrana com bordo fixo. Os autovalores
estao relacionados com as frequéncias harmonicas de vibragao de uma membrana, sendo

relacionados com teorias acusticas.

13



Para os autovalores do Problema (2.1) hé diversas desigualdades derivadas por muitos

matematicos. Citamos algumas.

Se M™ = R™, Payne, Pélya e Weinberger [31] provaram, para qualquer k inteiro posi-

tivo:

k
4
i = Ak < 5 ; A, (2.2)

que foi melhorada por Hile e Protter em [19],

_— > 2.
DI e 2

Claro que podemos obter (2.2) substituindo cada A; do denominador de (2.3) por A,
portanto vemos que (2.2) foi realmente melhorada. Entretanto, a melhor estimativa para

cotas de autovalores de ordem arbitraria de (2.1) é devida a Yang [44]:

k k

S (e — M) < %Z(Akﬂ Y (2.4)

i=1 i=1

Esta desigualdade data de 1991 e jamais conseguiu ser superada. Tornou-se, assim, um
marco, uma referéncia para muitos pesquisadores. Desigualdades tipo-Yang para outros
problemas foram motivadas por esta, e obteve-se sucesso na maioria dos casos. Ao final

deste capitulo, damos uma demonstragao para (2.4).

Para estimativas de ordem inferior também h& resultados interessantes para o Problema

(2.1) quando M™ = R™. Payne, Pdlya e Weinberger [31] encontraram para n = 2

Mt g (2.5)
A1

Depois esta estimativa foi melhorada por Brands [4]

Mt s s
N ’

14



Hile e Protter [19]

A2 + A3

1

< 5,622
e em [29] Marcellini encontrou

Ao+ Az
A

< (15 + V/345) /6 = 5, 5957.

Uma generalizagao para (2.5) para outras dimensoes n > 2 foi dada por Ashbaugh e

Benguria em [3], a saber,

i Ai1 < (n+4)A;. (2.6)

i=1
Nosso proximo passo é generalizar (2.6) para Variedades Riemannianas.
2.2 Sobre somas pequenas de autovalores

O seguinte resultado foi obtido, simultaneamente, em 2008 pelo autor desta tese e
por Guangyue Huang, Xingxiao Li e Ruiwei Xu em [25]. Como foi feito de maneira
absolutamente independente, ele faz parte do presente texto e estd demonstrado a seguir.

O leitor interessado pode ler mais em [26].

Teorema 2.2.1 Seja M™ C RY wuma variedade riemanniana n-dimensional completa,
imersa isometricamente em RY . Seja Q um dominio limitado em M™, com fronteira O

suave. Entao, os autovalores do problema de Dirichlet

—Au=Mu em

u |ag=0,

15



satisfazem

Z)\H_l S (7’L —I— 4))\1 —|— 7’L2Hg,

=1

em que HZ := supyeq|H|* e |H| € a norma do vetor curvatura média de M™.

Demonstracao
Seja y = (y!,...,y") o vetor posicao da imersao de M™. Observe, inicialmente, que

podemos escrever, para cada funcao coordenada v;,

Vyi = Vi + VVy,
em que V é o gradiente de R™, V¥ sua parte normal a M™ e V o gradiente de M™. Note
que |[Vy;[>=1e
Vyil? = [Vyil* + [Vl

Portanto,

[Vl < 1. (2.8)

Sejam {u;}°; as autofungoes ortonormais do problema de Dirichlet correspondentes

aos autovalores {\;}5°,, ou seja, satisfazem

(

u; |a= 0, (2.9)

| Jo uitj = 6.

16



Seja A = (a;;) a matriz N x N dada por

Q5 = / Y141,
Q
decorre do Teorema de Eliminacao de Gauss que existem B = (b;;) triangular superior

e T' = (t;;) ortogonal, tais que

ou seja,

N N
bij = tirar; = Z/ tikgpurujpm =0, 1 <7<
k=1 k=17

Adotando z; = Zgzl tiryr sabemos que x; sao novas coordenadas dadas pela rotacao
(possivelmente com reflexdo), dada pela matriz T, das antigas coordenadas y;.

Portanto, com as novas coordenadas, temos que

Q

Considere as fungoes-teste dadas por

¢i = T;Up — aiul (211)

com a' = [, z;uj. Claramente,

®i lan= 0,

e observe que (2.10) implica

Q

17



sempre que 1 < j <icom i =1,...,N. Para j = 1 temos que

/qbiul:/xiu%—a’/ufz/xiu%—alzo
9) Q Q Q

pela definicao de a’.

Juntando (2.12) e (2.13) concluimos, para 1 < j <7

/Q@-uj = 0.

A desigualdade de Rayleigh-Ritz fornece

Ja®?

Aig1 <

E facil ver que (2.14) implica

/ch? = /Q@‘(%'Ul—aiul)
= /Q@wiul.

Estimamos:

18
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Lol = = [ s

= —/ PN (wuy — a'uy)
Q
_ /Q $i(Alwiun) — aiAuy)
- /Q bi (xz-Aul + u Az + 2V2;Vuy, + ai)\lul)
- _ /Q b (2;Auy + uy Ax; + 2V, V) — a')y /Q Giuy
- /Q oi (i Auy + uy Az + 2V, V)
- — /Q o (—Miwuy + uiAx; + 2Va;Vuy)
= )\1/9@351’“1 — /Q(/bi (u1Az; + 2V V)
= X\ /Q o /Q oi{ (Az;)us + 2V, Vuy }. (2.16)

Introduzindo (2.16) em (2.15) ficamos com

A desigualdade de Cauchy-Schwarz permite concluir que

hi < N0'|PIl(Azi)ur + 2V V|,

donde, multiplicando por (A1 — A1) resulta

Aiv1 = AR < o = MO I[(Azi)ur + 2V V||

IA

assim,

19



Agora computamos,

he = — /Q o (Azs)ur + 2V, Vur}
_ /Q (o1 — aiun) {(As)us + 2V Vg }
= ai/gl{(Axi)u%—i-QuleiVul} —/Q(;l:iul){(A:Ei)ul +2Vz;Vu, }
g /Q (A + Ve, V) — /Q {(Aerad + 5VaIVi3)
_ g /Q (Aw)d? + Va, Vi)
_% /Q V(2:)2Vu? — /Q Wi A (2.19)

Pelo Teorema do Divergente, vemos que

—/u%xiAa:i = /V(u%azl)Vxl
Q Q

= /|u1Vmi|2+/xiinVu§
Q Q

1
Q Q

/U%AZL‘Z': —/VmiVu%. (2.21)
Q Q

Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19) vemos, facilmente, que

hz‘ :/ |U1V!Ei|2 = ||U1VIZ‘||2,
Q

que juntando com (2.18) nos da

20



Somando em ¢ de 1 até N e usando o Lema 1.2.4, obtemos

N N N
S |l Azi + 2V VP = / 2 (M) +4 / S (Vi Vi)?
i—1 & = =1
N
0

i=1
< n2H§/u%+4/|Vu1|2
Q Q

= n’H{ + 4\ (2.23)

N
i=1 7§

Veja que (2.22), (2.23) e (2.24) mostram

N
D Nl Va| | < nHg + (n+ 4) Ay (2.25)

i=1

Ja que (2.8) pode ser vista com as coordenadas x;, temos

Assim,
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N
Z/\i+1‘vxi|2 = Z)\ZH]VIJ + Z Ai| Va2
i=1

i=n+1

\Y]

Zmyvm + Anir Z |V,

i=n+1

= Z >\i+1|v1'i|2 + )\n_l,_l (n — Z |V$7,|2)

i=1 =1
n

= > NalVal + A Y (1= V)

i=1 =1

Z )\Z‘+1|VIZ'|2 + Z /\i+1 (1 - |VIZ|2)
=1 i=1

v

= > i (2.26)
=1

e o resultado segue de (2.25) e (2.26), concluindo a demonstragao.

Obtivemos mais um resultado semelhante que generaliza ainda mais a desigualdade an-
terior. Antes de mais consideracoes, precisamos do seguinte lema algébrico. Os primeiros a

se utilizarem do lema a seguir para estimativas com autovalores foram Levitin e Parnovski

[27].

Lema 2.2.2 Seja (F,(,)) um espago de Hilbert real, considere H e G operadores auto-
adjuntos com dominios Dy e Dg, respectivamente, e suponha que G(Dy) € Dy C Dg.
Se {u;}2, € uma base de autofuncgoes ortonormais em E correspondentes aos autovalores
{N\i}$2, do operador H, entdo,

1 = ([H,d] uj,uk>
_5 <HH7 G] UJ,U] Z )\k Y. : (227)

k=1

Demonstragao
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Claramente, [H, G| é um operador anti-simétrico, portanto

(GIH,Glu;,u;) = —([[H,G],Glu;,u;) + ([H, G)Guj, u;)
= — <HH, G],G]Uj,Uj> — <GUj, [Ha G]“J)
= —([[H,G],Gluj, uj) — (u;, GIH, Glu;) .

Logo,

(GIH, Gluy, u5) = 5 ([H, G, Glus, ). (229)

Note que

(H, Gl u) = (HGus, ug) — (GHuy, )
= (Gu;, Hup) — \j (Gu;, ug)
M (Guyyug) — N (G, )
= (A = N) (Guy,u) (2.29)

assim, sempre que A\, — \; = 0 teremos ([H, Glu;, ux) = 0 e podemos escrever

<[H7 G]uj? uk>
M= A

mesmo quando A\, — A; = 0, convencionando % = 0. Na soma em (2.27) as parcelas

= (Gu;, up,) (2.30)

inconvenientes serao simplesmente anuladas.

Observe que

[H,Glu; = (HG - GH)u
= HGU] — )\jGUj
= (H — )\j)GUj
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e, como G é auto-adjunto, ficamos com

(GIH, Gluj,u;) = (G(H — \;)Guy, uy)

{
{

—~

H — )\j)GUj, GU]>

[
Mg

((H — Aj)Guy, ug) (Guy, up,)

T

—_

I
NE

(Guy, (H — Aj)ug) (Guy, up,)

Bl

1

Ae = A) (G, ug)® . (2.31)

I
NE

=

1

Agora junte (2.28), (2.30) e (2.31) para ver

> H)\Gu],uw = (G[H,Gluy, u;)
Y
k=1

= 5 ([, 6], Glus ;)

o que finaliza a demonstracgao.

Vamos mostrar, em seguida, mais um teorema. Ele apresenta uma generalizagao
nunca vista para variedades riemannianas. Agora, estimamos a soma de quaisquer n
autovalores consecutivos, sem precisarmos comecar por \;. Até onde o autor conhece, esta
¢é a cota mais geral para somas pequenas de autovalores do Laplaciano em variedades. Sua
demonstracao é a mais supreendente deste trabalho, ja que é a tnica que nao faz uso da
Desigualdade de Rayleigh. Ela vale tanto para o operador —A bem como para o operador
de Schrodinger —A + V(z), sendo V' > 0 uma fungao potencial. Apresentamos, entao,

uma demonstracao com a segunda opgao.
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Teorema 2.2.3 Seja M™ C RY wuma variedade riemanniana n-dimensional completa,

imersa isometricamente em RY . Seja Q um dominio limitado em M™ com fronteira OSQ.

Suponha que \; seja o i-ésimo autovalor do problema

—Au+Vu=Mu em §Q,
(2.32)

u o= 0, em 0.

em que a fungdo potencial € continua no fecho de ), nao-negativa, V(x) > Vo > 0. Entdo

vale, para cada [ inteiro positivo,

> (i = N) AN = Vo) +n*HY (2.33)

i=1
em que HE := supyeq|H|* e |H| €é a norma do vetor curvatura média de M.

Demonstragao
Vamos utilizar o Lema 2.2.2, adotando £ = L*(Q2) com (u,v) = [,uv. Adotamos

H = -A+VeG = z; é o operador de multiplicacao pela coordenada z; de RY. O

conjunto de autofungoes {u;}:2,, correspondentes aos autovalores {\;}5°,, satisfaz

4

u; |on= 0, (2.34)

| Jouiv; = dij.
Vamos calcular o termo

— 2 (1H,G), Glu, ).
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Primeiramente, computamos

_HHv G]v G]uj =

que nos permite escrever

—[H, G|Gu; + G[H, Glu;

—HGGu; + 2GHGu; — GGHu,

(A = V)(z7y;) — 22(A — V) (2uy) + 27(A — V),
A(z7uy) — 20 A(zuy) + 27 A,

wiA(x7) + 2V (21)*Vu, + 227 Auy

—2x{u;Ax; + 2V, Vu,; + x;Au;}

2u;(1 Az + |V |?) + 20,V Vu, + 227 Au,
—2x{ujAz; + 2V, Vu; + Au;}

2u;| V|2, (2.35)

1 1
_§<HH’G]7G]UJ7UJ> = §<2|V£L'l|2u]‘,uj‘>

Resta estimar

€ comegamos com o numerador:

[H7 G]U]

= |V (2.36)
i ([H, Gu],uk
k=1
= HGU] - GHUJ

= (“A+V) () —x(—A+ V)u;
= (=A)(zu;) — m(—A)u;
= uj(—A)x; — 2V, Vu,,
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assim, com o Lema 1.2.4, temos

N N
SONH, Gl = Y |lujAz; + 2V V|
=1 =1

N N

= /u?Z(Axl)z+4/ujZA:ElV:leuj
=1 I=1
N
+4/Z(V:cquj)2
1=1

< n2H§/u§+4/yvuj|2
= n2H§+4/u(—Au+Vu—Vu)
< n*HG+4(\ — Vo). (2.37)

Considere, para cada j fixado, a matriz N x N dada por A = (a;,,) em que

Am = <[HJ xl]“’j? u]+m>

e podemos escolher coordenadas x; convenientes para que A seja uma matriz triangular
superior. De fato, pelo Teorema de Eliminacdo de Gauss existem B = (b;;) triangular

superior e T'(¢;;) ortogonal tais que

ou seja,

N N
bim - Z tipapm = <[H7 Z tipxp]uﬁ uj+m>
p=1 p=1

N

e escolherfamos novas coordenadas y; = >,

tipzp. Por simplicidade, manteremos a
notacao com z;. Entao, nessas coordenadas, A serd uma matriz triangular superior, ou

seja, a;,, = 0 sempre que m < [. Analisamos, agora, o termo
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<[H7 G]uj7uk>2 _ <[H7 xl]uj>uk>2
M= N M= N

Primeiro, se Ay — A; < 0, entéo (2.38) é nao-positivo. Como A ¢ triangular superior,

(2.38)

sabemos que (2.38) é zero para k = j+1,---,j+I—1. Se A\, —\; = 0 entao (2.38) também
é zero (veja (2.29)) e esses termos sdo desprezados no somatério. Portanto, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que o primeiro termo do tipo (2.38) positivo ocorre

quando k = j + [, e assim teremos para todo k inteiro positivo

([H, xi]uy, up,)? S (A, mlu, u)’
N =X T =

Ja que o denominador do lado esquerdo de (2.39) nao depende de k é facil ver que

(2.39)

o0

Sore ([H, ] uj,uk ([H, ] uj,uk
2.40
)\JH - Zl )\k - ( )
Como as fungoes uy, sao uma base de L?(£2) temos
> H, wug, uk)® = ||[H, | .
k=1
Voltamos a igualdade (2.27) no Lema 2.2.2, segue de (2.36) e (2.40)
9 1
V| = 5 ([[H, G, Gluj, uy)
_ Z <[H7 G]Uj, uk>2
— Ak — Aj
~ X (H, wuy, )
- Ajtt = A
gl
A=Ay
portanto,
Nt = M)V < [, ug] . (2.41)
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Somando (2.41) paral=1,--- , N, teremos, com (2.37)

2

> N = AV < 40\ — Vo) + n2HL. (2.42)

=1

Note que [Vz;|? < 1 e assim

N
> NV =
=1

v

v

E facil ver que (2.42) e

n

> N = X))V + Z (N = 2|V [?

=1 l=n+1

> Nt = A)IVE + (Njan — A Z |V [*

=1 l=n+1
D st = ANVEL + N — Ag) (n > |V$l|2)
=) =

> Vi = IVl + N = 2) D (1= [Vaul)
=1 =1

Z( J+H T |V:L’l|2 + Z (A — 1 — [V )

=1
n

D Oy =) (2.43)

=1

(2.43) mostram o pedido.

Temos os seguintes 6bvios coroldrios.

Corolario 2.2.4 Sob as mesmas hipoteses do Teorema 2.2.3, pondo V = 0, concluimos

que vale para cada | inteiro positivo,

Z Aai < (n+ D)\ 4+ nH2, (2.44)

para autovalores do Problema de Dirichlet.

Coroldrio 2.2.5 Sob as mesmas hipdteses do Coroldrio 2.2.4, se M™ = S™(1), entdo vale

para cada | inteiro positivo,
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> N < (4N + 0. (2.45)
=1

Corolario 2.2.6 Sob as mesmas hipoteses do Coroldrio 2.2.4, se M"™ estd minimamente

mersa em R™, entao vale para cada | inteiro positivo,

> N < (N (2.46)

E evidente que o coroldrio acima generaliza ainda mais (2.6). Nao sao conhecidas
pelo autor outras cotas para somas pequenas de problemas de autovalor em variedades

riemannianas que possam comecar de um autovalor diferente de A;.

2.3 A desigualdade de Yang

Na segao anterior exploramos estimativas sobre somas de autovalores com apenas n
parcelas. Para um ntmero arbitrario de parcelas, o grande resultado é de Yang, como foi
observado na introducao deste capitulo. Daremos uma demonstracao elegante a fim de

guiar o leitor para o préoximo capitulo.

Teorema 2.3.1 (Desigualdade de Yang) Seja Q@ um dominio limitado em R™ com

fronteira 0 suave. Entdo, os autovalores do problema de Dirichlet

—Au= u em
(2.47)

(¢ |(9Q: 07

satisfazem, para qualquer k inteiro positivo,

k k

D ke = 2 <= (A = M)A (2.48)

i=1 i=1



Demonstracao Sejam {u;}5°, as autofungoes do problema de Dirichlet correspondentes

aos autovalores {\;}52,, ou seja, satisfazem

P

A\

u; [oo= 0, (2.49)

| Jo ui; = di;.
Considere g = x, alguma coordenada do R™ (isto evitard mais indices no que segue)

e defina

k
¢ = gu; — E QijUj
j=1

com

CLij = / gUin = aji-
Q

E evidente que ¢; |an= 0 e para qualquer m =1,.... k

k
/¢ium = /guium_ g aij/umuj
Q Q = Q

k

guiUm — E ijOmy

J=1

I
S~

= JUUpy, — Qim

Q
= 0. (2.50)
Isso implica que ¢; pode ser utilizada na Desigualdade de Rayleigh e
V|
A1 < fQH‘(?—‘T;’ (2.51)

31



Segue de (2.50) que

k
H@HQ = /Q¢i(gui _Zaijuj) = /Q@‘guz‘,
j=1

logo,

[iwor = = [ o

= —/(bi(uiAg%—QVgVui—l—gAui)
0
= _/¢i(2ngui_g>\iUi)
Q
_ )\i|]¢i\|2—2/¢ngVui. (2.52)
Q

Portanto, adotando

bij = / uJVgVuZ
Q

= — / u; VgV,
Q

e observando (2.51) e (2.52) ficamos com

Gt — M6l = —2 / 5V gV,

k
Q

=1

E simples notar que
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)\jaij = guz)\juj
gu;(—Au,)
u;(—Agu;)

I
S——S— 5

= _le] =+ )\iaij

implica

Qbij = ()\z — )\j)CLi]’.

Além disso, o Teorema do Divergente e

Ax? =2
mostram que
1
—Q/gungVui = ——/VgZV%2
Q 2 Jao
1
= —/U?Ag2
2 Jo
Q
= 1,

ou seja, (2.54) se torna

Mo = A)l[oal]* = 1+ (N — Nj)a?

g

Como o termo
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Z /\k+1 (Ak—&—l —Aj )()‘l - >‘J)

¢ anti-simétrico em rela(;ao a1 e j, temos que o somatério nulo:

0 = Z a3 (A1 — M) Ak — Aj) (N — )

7,]1

= Z &l] >\k+1 ()\kJrl )\z + )\z - >\j)<)\l — )\j)

3,7=1
k k
= > af (e = A= A) + D al (e — A\ — )
i,j=1 tj=1
implica
k k
D a e = AP = A) = = D ad (e — M) (i = A%
i,j=1 4,j=1

Multiplique (2.58) por (A+1 — A¢)? e temos, somando parai=1,....k

k k k

D kst = ANl =D (Aker = A2+ D> (i = M) Ner — Ai)%al; =

i=1 i=1 i=1

Ademais, elevamos ao quadrado a seguinte expressao
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k
—2) (k1 — N)? / ¢ VgVu;
i=1 &

k k
= D) (M1 = A2 +2> (Ao — M) aiby;
i=1 ij=1
k k
= ) s =07+ D @ (e — M)A = Ay)
i=1 ij=1
k
= D s =)= D af (e — M)A = Ay)?
i=1 ij=1
k
= Z()‘kJrl —4 Z bz] A1 —
=1 i,7=1
= (2.61)

e obtemos, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e (2.60),

o= -2 i()\kﬂ—)\i)Q /Q (bngVui)z

_ _22 / B = M) [VgVuAr - A)%]>2
= —22/@ Mert — A)? | VgV (Agss — %+Zdwuj]>2
42(% —Ai)gl\@II?Z / VgVui(Ai1 — Ai)? + Z
4h2/

+4h Z dz. (2.62)

1,j=1

2

IN

1

(VgVu;)2(Nps1 — +22dw Ais1 — N)2u,; VgV,

IN

Fazendo
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dij = —(App1 — \i)2by;

e simplificando, (2.62) se torna

k
h<4) (et — A) /(VgVuZ —4 Z b2 (N1 — Ni)- (2.63)

1,5=1

Segue de (2.63), (2.60) e (2.61) que

k

> M = A <4) (e — A) /Q (VgVu;)?, (2.64)

=1

e podemos somar (2.64) para « = 1, ...,n, lembrando que g = z, e

azi:l/fl(vng)2 = :z::l/Q(anVuif :/Q‘vuip _

para ver que

k k

S Okr = A2 € S (et = M)A (2.65)

i=1 i=1

que ¢é a Desigualdade de Yang.

O grande passo para conseguir esta estimativa tao famosa estda em somar o termo

k
> diju;
j=1
m (2.62). J& que fQ ¢iu; = 0 para j = 1, ..., k estamos somando zero! Entretanto, isso
nos permite lidar com outros termos, cancelando alguns deles que sao indesejaveis. Este
truque ficou conhecido depois que Yang apresentou sua demonstracao, e serd usado no
proximo capitulo, na demonstracao do Teorema 3.2.1. Esta foi a inestimavel contribuicao

de Yang para que varias outras estimativas fossem determinadas.
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Capitulo 3

Autovalores do Bi-harmonico em

Variedades Riemannianas

Neste capitulo, apresentamos algumas consideragoes sobre o problema do bi-harmonico
e citamos alguns resultados conhecidos. Depois, provamos uma desigualdade tipo-Yang,
ou seja, uma cota para autovalores de ordem arbitraria para o problema generalizado em

dominios limitados de variedades riemannianas completas.

3.1 Introducao

Seja 2 um dominio limitado com fronteira suave em R". Considere o problema

A?u =M u, em Q
(3.1)

u o= %% |so= 0,

que descreve vibragoes caracteristicas de uma placa fixada em equilibrio. Ele é chamado

de Problema do Bi-harmonico de Dirichlet, ou clamped plate problem. Conhecer seus
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autovalores significa obter informacoes sobre a resisténcia de flexibilidade de uma placa

metalica sob certas condigoes experimentais.

Em 1956, Payne, Pdlya e Weiberger [31] provaram que autovalores do problema (3.1)

satisfazem

8(n+2) i
A1 — A < ———— i
Ry ;

Como uma generalizagao, Hile e Yeh [20] obtiveram

(NI
[N

=1

k i k -
A2 n’k
T > Al
izl )‘k-f—l — >‘z - 8(n + 2) (Z )

Hook [21], Chen e Qian [9] provaram, independentemente, a seguinte desigualdade

e (29 (E)

Mais recentemente, em 2006, Cheng e Yang [13] obtiveram o seguinte formidavel re-

sultado

N[

AM——ZA <( an))Q%Z (s — A))E (3.2)

i=1

Como consequéncia de (3.2), podemos obter uma cota superior para o (k + 1)-ésimo

autovalor em termos dos autovalores anteriores do problema (3.1):
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Logo depois, em 2007, Wang e Xia [36] demonstraram que vale, em dominios de uma

variedade minimamente imersa em R”,

D=

k % k ) % k N
D Mk — ) < <w> (Z()‘k—l-l - Ai)QAf) (Z()‘k—l-l - Az‘)/\¢2> , (34)

i=1

que implica

(1) - () 5 (g3 e

i=1

E trivial perceber que (3.5) é mais forte que (3.3). Para dominios limitados em R"

Wang e Xia provaram, no mesmo artigo,

SO - AP < (Z(Am — AN ) 2 (Zwﬂ — ] ) ;

i=1 =1 i=1

Estes sao alguns resultados conhecidos em termos de estimativas para autovalores de
ordem arbitraria do problema (3.1). Para desigualdades de autovalores de ordem inferior,

podemos citar dois resultados anunciados por Ashbaugh [1] e provados posteriormente em

[11]

D (i — M) < 24

=1
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3.2 Desigualdade tipo-Yang para o Bi-harmonico em
Variedades Riemannianas

Como foi afirmado, o problema (3.1) descreve vibragoes em equilibrio de uma placa
fixada. Podemos adicionar ao operador bi-harmonico uma fungao potencial V(x) e con-
siderar que a densidade da placa é dada pela lei p : 0 — R, nao-uniforme. O seguinte

problema de autovalores é dito generalizado

A%u+V(z)u = Ap(x)u, em Q
(3.6)
u [oa= 8% |so= 0.

As fungoes V' e p sao continuas no fecho de €2 e portanto assumem maximo e minimo.
Consideramos que Vj seja o valor minimo de V' (z) e, ainda, que m e M sejam o minimo
e méaximo de p(z), respectivamente. Nosso proximo resultado fornece uma cota similar a
Desigualdade de Yang para os autovalores do problema generalizado acima, considerando
que €2 é algum dominio limitado de uma variedade riemanniana isometricamente imersa
em RY. Para este problema, sejam u,v vetores arbitrarios em L?(2) e consideramos o

seguinte produto interno:

{{u, o)) = / puw

P = | o
Q

Conseguimos um resultado que é similar a Desigualdade de Yang.

que nos da a norma

Teorema 3.2.1 Seja M™ C RY wuma variedade riemanniana n-dimensional completa,
imersa isometricamente em RY . Seja Q um dominio limitado em M™, com fronteira O

suave. Entao, os autovalores do problema

40



A?u+V(z)u = Ap(x)u, em
(3.7)
u o= %% |s0= 0,
em que a fun¢ao potencial € continua no fecho de §, nao-negativa, V(x) > Vo >0, e a
fungao densidade é continua no fecho de Q, positiva com 0 < m < p(x) < M, para todo

x € Q, satisfazem, para qualquer k inteiro positivo,

4M> n*Hg n?H?

2 0 0
;1 (A1 — i)™ < o ;1 (Ak+1 — Ai) < — t (2n + 4)Mz‘> < T Ni) . (3.8)
em que p; = (2 — 8% ¢ HZ = sup,eq|H|* e |H| é a norma do vetor curvatura

média de M™.

Demonstracao
Para nao carregar a notacao com muitos indices vamos adotar g = x, alguma coorde-
nada da imersao de M™ em RY, o = 1,...; N. Sejam {u;}3, as autofungoes ortonormais

do problema (3.7) correspondentes aos autovalores {\;}22,, ou seja, satisfazem

;

Au; + V(x)u; = \ipug em

u |a=u |an= 0, (3.9)

| Jq puiv; = dij.

Para utilizar a Desigualdade de Rayleigh vamos definir

Kk
i = gu; — E Qi5Uj,
Jj=1
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em que a;; = fQ PYUU;. E facil ver que ¢; é ortogonal a u; sempre que [ < k. De fato,

k
/P@W = /pguiul_zaij/puluj
Q Q s Q

k
pgu;u — Z ;01

j=1

I
S~

= PIU U — Q4

I
o
T o

Seja S = A? + V, temos que

(3.10)

Estimamos o numerador de (3.10), sabendo que [, p¢? = [, pdigus,
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A@ww=éwmw—§%4@%

= [ 6:S(gui) — Y ai) / poi;
Q 0
= / ¢S (gui)
0
= / Gi N (qu;) + / Véigu;
Q 0
= /qbz-A(uiAg—l—2VgVui + gAu;) + / Vaoigu;
Q Q
= / ¢i[uiAg + 2Vu;VAg + 2Au;Ag
0
Q
0

a(A? A
+L@a V)

= /@PH‘/@QW%W
Q Q

/\i/PQﬁ?‘*‘/Qﬁz‘pn
Q Q

em que

pi = u;A%g + 2V, VAG + 2Au;Ag + 2A(VgVu,) + 2V gV Au,.

Portanto, adotando w; = [, guip; € s;5 = [, u;p;, vale,

/Q Pip;
k

= W; — Zaijsij. (311)
j=1

IN

Akt — Ai)/ﬁﬂﬁ?

E simples notar que o Teorema do Divergente implica
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) / GuVuT(Ag) — / V2V (Ag)
= — [ @hdiv(e¥(20)
- /Q uW2VgV(Ag) — /Q u; gA*g
_ /Q (Ag)div(u2Vg) — /Q uigA*g

= / ui(Ag)? + / AgVuiVg — / ufgA’g
Q Q Q

= /u?(Ag)2+2/uiVungAg—/u?gA2g, (3.12)
Q Q Q

2/gungVAui = —2/(Aui)div(gung)
Q Q
= —2/ |Vg|2uiAui—2/gAuiVung
Q Q

—2/ quiAgAu;, (3.13)
Q

Q/guiA(VgVu,-) = 2/A(gui)VgVui
Q Q
= 2/uiAngVui+2/gAungVui
Q Q
+4/(vgvu,-)2. (3.14)
Q

Somando os termos de (3.12), (3.13) e (3.14) com

/gu?A2g+2/guiAuiAg
Q Q

vemos que alguns termos se cancelam e w; pode ser escrita da seguinte maneira:
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w; = /gu?A29+2/guiVuiVAg+2/guiAuiAg
Q Q Q
+/guiA(VgVui)—|—2/gungVAui
Q Q
— / (v (Ag)? + 4u;AgV gVu; — 2|V glPu;Au; + 4(VgVu,)?) . (3.15)
Q

Agora, calculamos

Ajaij = /uigp/\juj
uig(Az—i—V)uj
UigAQUj‘i_/g;ngin
AQ(uig)uj—l—/QVguiuj

— / (w;A?g + 2V, VAg + 2Au;Ag + 2A(Vw; V) + 2VgV Au,) u;
Q

I
S~—S—5—35

/ gu](A w; + V)

= /U]pz /guJ 2u; + Vo)

= Sz’j—i‘)\i/ggujpui

Sij + )\iaij,

assim,

()‘j — )\i)aij = Sij- (316)

Logo, podemos escrever (3.11) da seguinte forma:

(Aks1 = )/p¢2 <wz+z PG (3.17)

Considere
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A
Q 2

A
= —/div(ung)ui—k/ Yty
Q o 2
uju; Ag
= — [ u,(Vu;Vg+u;Ag) + | ———
0 o 2

A
= — / u;(VgVu, + e g)
Q
= —by
e
A
ci = —2/ gu;(VgVu; + 4 g).
Q 2
Segue diretamente que
k u; A
j=1 @

Multiplicando (3.18) por (Ay1 — A;)? e adotando €; = §;(Agy1 — A;) > 0 para algum

d; > 0 a ser determinado, obtemos de (3.17)
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k
(M1 — )% (e +2 Z a;;bij)

= Oun =20 [ (250 (=99 + 120 )

= (M = A)? /( 2)V/poi <%(V£/VU¢+UZA9 sz]\/_u3>

< 6(Mpr — N)? /p¢2
2
et — \)? 1
+’*?+16—/Q <ﬁ(VgVuz me\/—u])
< 80w =2 | pot
(M1 — Ao ( )
e ||_V9vuz -2 b + bi;b; pU;U
51‘ \/— Z ]lzl l/ l
k
< 8N — X)* (ws + Z(/\’ - )\j)a?j)
(A Ai) A
+k+l5—i (II\TWWZ 2 g||2 ;b ) (3.19)

Lembre que g = z, e podemos somar a expressao em (3.19) para o = 1,..., N, uti-

lizando o Lema 1.2.4. Note que

u; Ag

gu;(VgVu,; + )
Q

_2/
2
= —/ngV(U?)—/QU?Ag
Q Q

- / uidiv(gVg) — / guiAg
Q Q

_ /ugyvg|2 (3.20)
Q

e portanto,
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//)U?
=n
Q P

(3.21)

Observe ainda que (3.15) e

Q Q

IN

IN

IA
2 |~
[NIES
/N N
>
|
S
HD\ .
S
T
SO
N———
N

implicam

N N
Z w; = Z/ (uf(Axa)2 + 4u; Az oV Vu; — 2|V |*u; Au; + 4(anVui)2)
a=1 a=1 Q2

2772 PU? 2

< n°Hj —2n | wAu;+4 | |Vu
Q P Q Q

2H2
< n 0+(2n+4)/\wi\2

m Q

212 N Vo \?

n i 0 \?
< 0 2 41— — . 3.22
= — + (2n + )(m mM) (3.22)
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Por 1ultimo, somamos em « o termo

1 u;Ag
—VgVu;
[y .

CcOomo segue:

N
1 UiAiL‘a 2 (AZL‘Q)
_— . < -
;H\/ﬁanVuZ—i- 5 ° < Z/(V%Vuz 7 >
w; Vu; Vr,Ax,
oy
> [

1 1
- vi2 - 22H2
m/Q\u|+4/Quln h

1 /N Vo \? n2H?
—(—"— 0) + L0 (3.23)

m\m mM 4dm

Observando (3.21), (3.22) e (3.23) vemos que (3.19), apds somada em « se torna

n
(Akg1 — )\i)zﬂ 2(M g1 — Zaw ij

+(2n +4)(22 mM>l+2;A—A )

Nt —=AN) (1 (N Vo \?  nPH?
+W%+) (E(E_m;\}) —Zb) (3.24)

Somamos em i = 1,2, ..., k e temos

27172

Hg
§i( M1 — )2 (n
m

IN
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k

n

M E :()‘kJrl - "‘ 2 E )\k+1 az]sz
=1

i,0=1
k 2772 3
n“H, Ai Vo \?2
< Si(Mes1 — Ni)? O (2n+4)( = -
< Yl ><m +<n+>(m mM))
A,m - L /N Vo \? n2H?
+Z (m (m mM * dm
U\
+ Z 8;(Mes1 — M)A (N — Z ’““ (3.25)
ij=1 =1
Vamos simplificar a expressao acima. Inicialmente, como a;; = a;; e b;; = —bj;, note

que o termo

ijbij(Arr1 — Ai) (A1 — Aj)

¢é anti-simétrico. Assim, seu somatério é nulo:

k
0 = Y aibii(Mer1 — M) (Akpr — )

ij=1

k
= Z @ijbij Ak — Ai) Aep1 — i + X — )

ij=1
k k
i,j=1 43=1

Portanto,

Z az] ij )\k:-i-l - Z Cll] ij )‘k—f—l — )()\ — )\ ) (326)

7,7=1 3,7=1

Agora defina, para ¢ > 0

=

) (3 - o)

m
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e temos

(A = A1)(6: = 6;) < 0.

Inferimos que

0 < —5 Z A (Akr1 = Ai) Aes1 — Aj) (i = Aj) (05 — §5)

1]1

k
= = 6ia (M — M) (r — AN = Ap)

ij=1

k
= =) 6iag ke = M) = A) = D e (Mkr — M)\ — X))

i,j=1 i,j=1

implica

k
D 6l (ke — AN — A) Zaam Aert — M) (A — A%

4,j=1 3,j=1
Considerando (3.26) e (3.27) a expressao (3.25) pode ser reescrita como

k
n
Mz)\k—kl_ _226%1 ij )\k+1_ )()‘_/\)
i=1 4,j=1
’“5A e (mPHS N Ve \?
< ; -\ 2n+4) [ = —
< Db A (e (- )

1
N1 — )\z) 1 [\ Vo \2  nPH?
+Z <m (m - mM * dm
a0\
B Z 5@13 Aesy — Z k+1

J& que

2
A -\
_ Z ( i(Aerr — i) (N — Aj)aij + by Hl(;—) <0

7,7=1

o1

(3.27)

(3.28)



vemos que vale

k
—2 ) aibij ey — M) (i — )

1,j=1
k

2 i )\k+1
=G5 (A — i) Z (3.29)

,j=1

Vv

Assim, estes trés termos podem ser retirados de (3.28). Entao,

k
Z Akl —
a , [(n2H? N Vo2

=1

Vit = N) (1 (N Vo \?  n2H?
Wkt 7 A (2 (2 . 3.30
* Z 0; m\m mM + 4m ( )

i=1

IA

Lembre que, para algum ¢ > 0,

0; = 0
2+ (on+4) (3 — )
donde segue que
n & k
i g A1 — 5;(>\k+1 - \i)?
1 2 2 VE) 3
+SZZI()\1€+1 /\z)< - + (2n 1 4) (m mM) )
1 [\ Vo \2 1
— | — = 1
X(m(m mM) 4m> (3:31)

Para minimizar o lado direito de (3.31), escolhemos
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=

SO =00 (S + 20+ (3 = ) (3 (= )P+ 520) |

5 . am
Z§:1()‘k+1 - )\i>2

e pondo p; = (ﬁ — &)%

IN
[\
1
-
—~
>
o
+
=
|
>
N
|
(NI

-

k 27172 2772\ |2
n“H, 1 n“H,
X [E (>\k+1_)\i)( m0+(2n—|—4),ui> (E,ui—i— 4m0)] .
i=1

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

Zo\k—i-l —\)?

i=1

AM? & n2H?2 n2H?
< Aor1 — N\ O 1+ (2n+ 4)u; 0 ,
=~ Z( k+1 z) < m + ( n+ ),uz) < + ,uz) )

n2m — 4
que mostra o pedido.
A demonstragao segue passos semelhantes aquela de Yang, apresentada no capitulo ante-
rior. Note que na terceira linha de (3.19) somamos uma parcela nula, que nos ajudou a can-
celar alguns termos, ou seja, foi usado o mesmo truque de Yang. Temos alguns corolarios,

dentre os quais o primeiro é um teorema mostrado por Cheng, Ichikawa e Mametsuka em

[12]. Como nosso teorema é mais geral, aqui ele aparece como consequéncia.

Corolario 3.2.2 Com a mesma notagao do Teorema 3.2.1 obtemos que vale, considerando
o problema (3.1), considerando Q2 C M™, variedade completa
k k
4 1 22 1
DOkt = A < 25 3w =30 (2 + 20+ ) (2 40F). 3

: : 4
=1 =1
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1
2
)

Demonstragao Basta por V(z) =0, p(z) =1 e ver que p; = \2.

Corolario 3.2.3 Com a mesma notagao do Coroldario 3.2.2 temos que vale, supondo um
dominio @ C S"(1),

k

k
4 1 n2 1
=1

i=1
Corolario 3.2.4 Com a mesma notagao do Coroldrio 3.2.2 temos que vale, para M"

minimamente imersa em R™,

k k

S O — A2 < B2 Z Mot — (3.34)

i=1
Este utimo corolario mostra que o Teorema 3.2.1 é, de fato, uma generalizacao de

(3.4), em que M" = R".

Poderiamos pensar no problema ganeralizado com o Laplaciano ao invés do Bi-harmonico,

a saber,

—Au+V(x)u = Ap(z)u, em Q
(3.35)

u loo= 2% |so=0,
e combinar os passos da demonstracao da Desigualdade de Yang e do Teorema 3.2.1. Com

a mesma notagao, encontrariamos, analogamente, a seguinte generalizacao,

k
4 M Vi a2
E M1 — X)? < —— E (Mer1 — ) (/\i - MO + 2 0) : (3.36)

, , 4dm
i=1 i=1

Em [37], Wang e Xia apresentaram muitas consideragoes ao Problema (3.35), inclusive
casos particulares de (3.36).

Apenas para deixar registrado, recentemente se encontrou uma estimativa de auto-
valores de ordem inferior para o Problema (3.1) em variedades riemannianas. Em [10],

seguindo as mesmas notacoes aqui apresentadas, Cheng, Huang e Wei mostraram

o4



n 1 i 1
S (it = M) < (4)\12 n n2H§) : ((2n TN+ n2H3>

i=1

1
2
9

que ¢ a melhor estimativa de autovalores de ordem inferior conhecida para o problema e

admite corolarios semelhantes aos citados acima.
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Capitulo 4

Autovalores do Poli-Harmonico em

dominios limitados de R"

Passamos para o estudo de operadores mais gerais, tais como (—=A) e J = (—=A)! +
V(x), com [ > 3. Seus autovalores satisfazem algumas desigualdades e aproveitamos para

mostrar uma cota para somas de autovalores de ordem inferior.

4.1 Introducao

O estudo do Poli-Harmonico é bastante recente, recordemos alguns resultados para

somas arbitrarias de seus autovalores. Considere o problema

AV = em QCR"
(=4) ’

(4.1)
u:%:...:g;‘%:o em OS2,

em que {2 é um dominio limitado com fronteira suave em R"™. A desigualdade de Payne-

Pélya-Weingerger é dada por (cf. [9])
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k
4 20 —2) 1 =1
Mt = he < ln—l—l ( Al)(ZMl).
i=1

H&a duas generalizagoes para a Desigualdade de Yang. Jost, Li-Jost, Wang e Xia

provaram em [39]

D=

(i(m ST ) 5 (i(m —MA! ) B

=1

i(km — )" < (4l("+—§l_2)>

=1

(4.2)
enquanto Cheng, Ichikawa e Mametsuka, [11] obtiveram
b Aln+21—2) &
D (ke = M) < — > (k1 = M)A (4.3)

i=1 i=1

Note que para [ = 1 (4.2) e (4.3) se reduzem a Desigualdade de Yang, sendo que a
segunda possui visualizacao mais amigavel. Para cotas de autovalores de ordem arbitraria,
o Problema parece fechado. Para ordem pequena, Cheng, Ichikawa e Mametsuka, [11]

mostraram, ainda,

n

1 1 -1
ST =A< @)

i=1

n

st — M) < 4020 — DA, (4.4)
>

i=1

Para o problema em R” esta tltima estimativa generaliza claramente outras dos capitulos
anteriores. Apresentamos, na proxima secao, um resultado mais geral e mais forte do que

ela.
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4.2 Uma estimativa para autovalores de ordem infe-
rior
Antes do principal teorema, precisamos de dois lemas.

Lema 4.2.1 Sejam {Ai}._, e {Bix},_, duas sequéncias ndao-decrescentes. Entdo, para
cada permutacao {iy, ...,i,} de {1,...,n} vale
l

Z ApB;, > AiBi+ AyBiy + -+ - + AiBy.

k=1
O lema admite uma interpretacao probabilistica. De fato, se considerarmos uma dis-
tribuicao de probabilidades A;, com Zé’:l A; = 1 com pesos B;, entao o lema afirma
que a menor soma ocorre se atribuimos os maiores pesos para as menores probabilidades.
Para uma demonstracao, veja [17].

Precisamos agora de uma estimativa para algumas integrais, que aparecerao neste
e no préximo capitulo, em termos de poténcias dos autovalores. Isto sera dado pelo
préximo lema. Para este resultado, devemos supor, ainda, que 1 < m < p(x) < M,
para qualquer x € § pois isso nos dard [,u* < 1. Esta hipétese adicional néo é tao
restritiva, ja que podemos tomar a densidade da placa metalicada como tendo densidade
minima normalizada. De fato, normalmente ocorre de a placa ser homogénea (densidade
constante, podendo ser p = 1) e estar suportando alguma carga, regides em que terfamos

p > 1. A hipétese 0 < Vj < V() permanece inalterada.

Lema 4.2.2 Seja M™ C RN uma variedade riemanniana n-dimensional completa, imersa
isometricamente em RY. Seja Q um dominio limitado em M, com fronteira O suave.

Suponha que {u;}2, seja uma base ortonormal de autofuncoes do problema
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(=A)'u+ V(z)u = \pu em QC M",
(4.5)

o @ o o alflu
1

U=gp=..= 51

0 em 0,

correspondentes aos autovalores {\;}:2,, considerando suas multiplicidades, ou seja,

satisfazem

;

(=A)'u; + V(z)u = \;pu; em QC M",
u=2 = =0 em 0Q, (4.6)

| Jo puin; = 0y,

em que a fun¢ao potencial € continua no fecho de §, nao-negativa, V(x) > Vo >0, e a
fungao densidade € continua no fecho de Q, positiva com 1 < m < p(x) < M, para todo

x € Q. Entao, para cada k =1,2,...,1 — 1, vale

0< /Qui(—A)kui < (/\Z- — %)7 (4.7)

Demonstracao Vamos comegar mostrando que a integral em (4.7) é ndo-negativa.

Se k € {1,2,...,1 — 1} é par, utilizando o Teorema do Divergente, temos

Q Q

= / AuiAk_lui
Q

= @by

0.

v
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Para k € {1,2,...,1 — 1} impar, calculamos analogamente,

Q Q

= —/AuiAk_lui
Q

- /Q(Azui)A(Azui)

=t/HNA%W0F
Q
0.

v

Portanto, a desigualdade do lado esquerdo de (4.7) é verdadeira. Passamos a nos

preocupar com a desigualdade do lado direito. Queremos, a principio, mostrar que vale

( /Q ui(—A)’“ui)‘““ . ( /Q i A)mui)k (48)

e procederemos com inducgao sobre k. Inicialmente, usando a Desigualdade de Cauchy-

Schwarz, é simples notar que, para k = 1

(foan) - (fosr)
< /QUZZ/Q(AW)Q
< - [ dup

< / wi A%,
Q

Agora, suponha que (4.8) vale para k — 1, ou seja,

(Kf“_AVIW>k§(lf“‘AVW>F3 (49)

Quando k é par, temos
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Assim, concluimos que, para todo k € {1,2,...,1 — 1}, vale

/Q (=AY < ( /Q ui(—A)k_luZ)é ( /Q ui(—A)k“ui)Q. (4.10)

Elevando (4.10) a poténcia 2k, ficamos com

(/Q ui(_A)k“")% = (/Q “i(‘A>k_1“i)k (/Q ui(_A)k—Hui)k, (4.11)

e podemos usar nossa hipdtese de indugao (4.9) em (4.11) para ver que
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(oo « (faesra ([
< ( /Q ui(—A)kui)k_l ( /Q ui(—A)kHui)k. (4.12)

Simplificando (4.12) vemos que (4.8) é verdade e pode ser escrita como

k

/Q wi(—A)ru; < ( /Q ui(—A)“lui)Hl. (4.13)

Utilizando (4.13) sucessivamente, obtemos

/Qui(—A)kui <

IN

IN

IN

IN

IN

IA
TN TN TN N D TN TN /N

que é o afirmado.
Consideramos, finalmente, um problema de J = (—A)! + V(z) generalizado com as
mesmas notagoes do Teorema 3.2.1, e as fungoes V() e p(x) satisfazendo as mesmas

hipdteses do Lema 4.2.2. Temos o seguite teorema.
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Teorema 4.2.3 Seja Q0 um dominio limitado com fronteira suave em R"™. Entdo, os

autovalores do problema

(=A)u+ V(z)u = \pu em Q CR"
(4.14)
u:%:...:%:o em Of,

em que a fun¢ao potencial € continua no fecho de §, nao-negativa, V(x) > Vo >0, e a
fung¢do densidade é continua no fecho de ), positiva com 1 < m < p(x) < M, para todo

x € (), satisfazem

i =M+ 2(21(;_1)1()14:161) (Anepsz — A1) < %41(21 —1) <)\1 - %) . (4.15)
i=1 k=2

Demonstracao Seja {u;}$2, uma base de autofungoes ortonormais do problema (4.14)

correspondentes aos autovalores {\; }$2,, ou seja, satisfazem

(

(=A)u; + V(z)u = Nipug, em QC R,

uy = i = = 0w em 082, (4.16)

| Jo puin; = ;.

Gostariamos que algum sistema de coordenadas z; para i = 1,...,n fosse tal que as

condicoes de ortogonalidade

/pxiuluj =0, 1<j<i<n (4.17)
Q

valessem em 2. Sejam {y;}!, as coordenadas em R™. Primeiramente, escolhendo

convenientemente a origem do sistema, obtemos
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/pyiui =0, i=1,..n. (4.18)
Q

Para tanto, basta por a origem no centro de massa generalizado, considerando a den-
sidade de € distribuida conforme a lei p(z)u?(z). J4 temos (4.17) para j = 1. Agora,

considere a matriz A = (a;;), n X n, dada por

Qij :/pyiuluj-‘rl-
Q

O Teorema de Eliminacao de Gauss nos fornece matrizes T' e B, ortogonal e triangular

superior, respectivamente, tais que

ou seja,

bij = Ztikakj = Z /Q ptiyruituj = 0,
=1 =1

sempre que 1 < j < i. Adotamos novas coordenadas x;, ¢ = 1, ...,n, dadas por

x; = Z LikYk
k=1

e vemos que (4.17) sao satisfeitas.
Por conveniéncia, vamos adotar u = wu; daqui por diante. Havera um argumento com
permutacoes de indices e esta medida deixard a notacao mais leve.

A fungao experimental a ser utilizada na desigualdade de Rayleigh é

¢ = ziu
ja que valem
5! 0[—1
gb:a—f:...:ayl_?zo, em Of)
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/pcbujzo, 1<j<i<n.
Q

E facil ver, que Az; = 0 fornece

(A (zu) = 2i(=A)u + 20(=1)'Vz; V(A ). (4.19)

A expressao acima também pode ser verificada por inducao.

Assim, temos para o operador J = (=A) +V

Jo 9J(0)
Jells
Jo ziu((—A) + V) (zu)
Jo priu?
Jo ziu(=A) (zu) + [, Vau
Taseiu?

Jo miu (@ [(=A)u + Vu] 4 21(—=1)'Vz; V(A1)
Tt

Jo Mpzu® +20(=1)" [ 2;uVz; V(A )

o
20(—1)" [ xuVz, V(A )

fQ pru?

IN

/\i+1

- M+

Portanto,

20(—1)" [ z;uVa; V(A )
T

A fracdo em (4.20) pode ser modificada em seu numerador e denominador. Vamos ao

Ais1 — A\ < (4.20)

primeiro, observe que estamos trabalhando em R"™ e podemos comutar as derivadas. E

claro que

8512'1'
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pode ser encarada como uma derivada, logo AY(Va;Vu) = Vz;V(Alu). Utilizamos o

Teorema do Divergente para estimar [, z;uVa; V(A= u):

/xiquiV(Al_lu) = —/(Al_lu)div(xiqui)
0 0
_ —/ A" [ul V| + 2,V e, Vu + zul]
Q
= —/ Ay [u 4 2,V V) . (4.21)
Q

Por outro lado,

/:UiquiV(Allu) = /xiuAll(VxZ-Vu)
0 0
= /(inVu)Al_l(xiu)
Q

= / Va;Vu (2,A u+2(1 — 1)V V(A2)) . (4.22)
Q
Somando (4.21) e (4.22), o termo
/ ;AT NV 2, Vu
Q

se cancela e obtemos

/Q ruVr; V(AT ) = /Q <(l—1)(V:ciVu)(inV(AlQu))—%uAl1u). (4.23)

Agora podemos nos preocupar com o denominador de (4.20). Observe que

/xiquZ-Vu = /usz )
Q
= / U — / r;uVa;Vu
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implica

/u2 = —Q/IiuVa:iVu.
Q Q

Estimamos, ainda,

> Jo pu?
- M
1
= i
Portanto, temos
1< —2M/ ziuVa;Vu. (4.24)
Q

Elevando (4.24) ao quadrado e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz infere-se

1 < 4M2/(Vqui)2/a:?u2
Q

Q

2,,2
- 4M2/(Vqui)2/M
Q Q P

2.2
< e / (Vavae,)? Jo 7
Q m

2
= 4%/(Vqui)2/px?u2.
Q Q

m

E o denominador pode ser estimado como

2
LM / (Vuvz)?. (4.25)
Q

Jopriuz = m

Segue de (4.23) e (4.25) que podemos escrever (4.20) como
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20(—=1)" [, xiuVa:iV(Alflu)
Jq priu?

IN

« (4%2 /Q (VuVz,
< (2 f (-
x (4%2/9(vuw )

)

(
)
(
)
Defina

¢ = /Q(—l)l(inVu)(inV(Al2u))

- /Q w(—A) 1y,

Observe que {Vz;}" , é a base canonica e segue que

Zci = Z /Q (—D)N(Vz;Vu)(Va; V(A 2u))

=1 =1

= [ Cvevaty)

= /VUV

Tome alguma permutacao {iy,...,4,} de {1,...,n} de tal modo que
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<2z(_1)l/9(( 1)(Va: Vo) (Vi V(A2 ))—%uAllu)>

Va;Vu)(Va; V(A ™2u)) + %u(—A)llu

)

(4.26)

(4.27)

(4.28)



Ci, S Cip_y S S Ciq-

Isto e (4.28) implicam que

1
i, < EC’ k=1,...n

e segue de (4.26) que

2 /7
k 2 )/,

- 45%2 (W) C’/Q(inVu)z.

E trivial ver que

L2 -DE=1) 2=+ k20 -1k 1)
T 20—1)+k
21— Dk + k

21— 1)+ k

(20 — 1)k

20—1)+k’

e multiplicamos ambos os lados de (4.29) por

21— 1)(k — 1)

1
HCT T

21— 1)(k —1) (21 — 1)k
(1 + 20— 1)+ k > (N1 — M) = (m) (Nipr1 — 1)

2

< 4l%(2l— 1)0/(inkVu)2.
m Q

Somando (4.30) para k = 1,...,n e lembrando que
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Z/(VmiVu)2:/|Vu|2,
i=1 79 Q

ficamos com

;ml ~ )+ ,; 2<2z(l— —1>1()k+_k:1) et — 2]
_ N 21— 1)(k — 1)
- ;(H 20—-1)+k )(AiHl—M)

IA
™
=
o
|
=
5
<
8
<
&

2
_ 4z%(2z—1)0/ V2. (4.31)
m Q

Passamos a investigar o termo

" 20— 1)(k—1)
]; 2(1— 1)+ k i1 = A

Lembre que {1, ...,i,} é uma permutacao de {1,...,n}. Afirmamos que existe uma

permutacao {js, J3, ..., jnt de {1,...,mn — 1} tal que

" 20l —1)(k 1
; (<l_)1()+k) et )\1 >Z l—l +k)()\jk+1_)\1)' (432)

De fato, se i; = n, entao nada temos a demonstrar. Do contrério, se i1 = p # n, entao

{ig, eryin} =4{1,2,...p—1L,p+1,....,n}

e seja ¢ € {2,...,n} tal que i, = n. Entao, temos

{’ig, -~-7iq717iq+17 7Zn} = {1,2, ey P — 1,p+ 1, ey — 1}

Calculamos, pois
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20l - 1)(k—1) 200 —-1)(k—1)

e o(I-1)+k N1 — M) = 2 A M1 — M)
T Pt
*2(;(;_1 )1(>q v ql) Ppi =) (4.33)

E 6bvio que

{i27 "'7iq717p7 iq+17 7Zn} = {1727 D= 17p7p + 17 sy T 1}

e basta por

12 = 725y 0g—1 = Jqg—1,P = Jq> Lg+1 = Jg+1y -5 tn = Jn

para ver que

{j?ajSv 7]n} = {17 sy = 1}

é a permutacao desejada que permite reescrever (4.33) como (4.32). A afirmacao estéd
provada.

Ja que

S

= Atz

sao sequéncias nao-decrescentes, concluimos a partir do Lema 4.2.1 que
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~2(-1)(k—1) "o~ 1)(k — 1)
2 2([ — 1) +k ()‘jk—H - >\1) > 2 2(l — 1) Tk <)\n—lﬁ-2 — /\1). (4.34)

Finalizamos observando que (4.34), (4.32), (4.31), (4.27) ¢ o Lema 4.2.2 implicam

1
Z Aiv1 — A1) +Z l—l +k)(>‘n—k+2_)\1)

< Z +1 )\1 + Z l _ 1 + kl) ()\jk‘f'l - )‘1)
< 2(&‘“ — A1) + Z: Q(Z(l__l)f)k;kl) (Aig+1 — A1)
<

—4z 2l — 1) /]Vu]Q

. %zu(zl—1)/Qu(—A)l‘1u/QU(—AU)

]\42 LO [/0
< - J— —_ P
—4l(20 - 1) <>\1 ) (Al ”)

M? 7
= (2 - 1) ()\1 - M)

que é a desigualdade (4.15). A prova estd completa.
Podemos voltar ao problema inicial deste capitulo, considerar V=0 e p = 1 e obter

o seguinte coroldrio. Vale ressaltar que ele é um teorema em [39].

Corolario 4.2.4 Sob as mesmas hipoteses do Teorema 4.2.3, vale para o problema

(—A)lu = \u em Q CR",
(4.35)

a sequinte desigualdade
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Claramente, (4.36) é mais forte que (4.4) e nosso teorema a generaliza como haviamos

afirmado.
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Capitulo 5

Autovalores do Poli-Harmonico em

dominios de S™(1)

Procedemos como no capitulo anterior, mas consideramos dominios em S"(1). Mostramos
uma cota para autovalores de ordem inferior para o operador (—A)! similar aquela do

Coroldrio 4.2.4.

5.1 Introducao

Considere o seguinte problema de autovalor

(—A)u = Mu em Q CS"(1),
(5.1)
u:%:...:g;—iﬁ‘zo em Of).

O caso [ = 1 se enquadra em nosso Capitulo sobre Autovalores do Laplaciano. Para

[ = 2, nossos resultados anteriores mostram

n 1

S i — M) < (4A% +n2)’ ((2n+4)A§ +n?)’, (5.2)

=1

[un
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que foi demonstrada pela primeira vez em [10]. E sabido, para [ = 2, que se tomamos

) = S" temos

)\1:(), )\2:)\3:---:)\”+1:n2.

Isto mostra que (5.2) se torna igualdade. Por conta disso, seus autores a chamaram
de desigualdade 6tima.

Para o caso geral [ > 2, fazendo €2 = S™ vale

)\1 == O, /\2 = )\3 = = )\n—f—l = (—Tb)l (53)

Pouco foi estudado sobre o problema quando [ > 3, mas Jost, Li-Jost, Wang e Xia (cf.

[39]) encontraram uma desigualdade tipo-Yang, a saber,

k

D Mg — X))’

=1

WA -1 ) 3
- (Z()\Im - \)? (Z |aj|Af + nl>)
j=1

i=1

x <i(m1 —\) <n2 n 4@) 5 , (5.4)

i=1

IN

em que os coeficientes a; serdao definidos a seguir (veja (5.9)). Para somas pequenas,

recentemente foi mostrada (cf. Huang e Ma [22]) a seguinte desigualdade:

1
2

S (v - M)F < ((A} +n>l S AR - (DN (Af +n)p_2)
x (4)\1% —i—n2>%. (5.5)

Para [ = 2, (5.5) é simplesmente (5.2). Observemos, ainda, que se = S™, temos

(5.3) e a desigualdade (5.5) se torna igualdade. Novamente, (5.5) foi chamada étima por
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seus autores. Temos uma cota semelhante a (5.5), que também se torna (5.2) paral =2e
que, no sentido apresentado, também é 6tima, com A\; = 0. Entretando, se A\; # 0 (o que
acontece geralmente) podemos comparar os resultados. Daremos exemplos em que nossa

desigualdade ¢ mais forte do que (5.5).

5.2 Uma estimativa para autovalores de ordem infe-
rior

Queremos introduzir um polinémio til para mostrarmos a préoxima desigualdade sobre
autovalores em dominios esféricos. Seja [ algum inteiro positivo e defina, indutivamente,

para p = 0,1,2, ..., os polinomios F,(t) da seguinte forma:

F(t)=1, F(t)=t—n, (5.6)
E,(t) = (2t —2)F, 1(t) — (t* + 2t —n(n — 2))F,_»(t), p>2.

E simples notar que F}, ¢ um polinomio de grau p e podemos escrever:

E(t) = altl + al,ltl_l + ...+ Glt + ag- (57)

Vamos verificar, por inducao, que a; = 1 e ag = (—n)! para cada [ inteiro positivo. De
fato, se | = 1, entao (5.6) mostra o pedido.
Veremos que a; = 1. Desde que estamos interessados apenas no coeficiente lider, escreve-

1mos

Fo(t) = amt™ + Ryn1(1),

Em que R,,_1(t) é algum polinémio de grau nao maior que m — 1, representando
apenas algum ”resto”depois do termo a,,t™. Suponha que a; = 1 vale paral =p—1e

mostraremos que vale para [ = p. Calculamos
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() = (2t =2)F,(t) — (" +2t = n(n — 2)) F,»(t)
= (2t=2)(" '+ Ry a(t)) — (P +2t —n(n —2)) (% + R,_3(1))
= (2t =)t — (P + 2t —n(n -2+ Q,1(t)
207 — 2P — 7 — 277 fn(n — 2)tP7% 4 Qp (t)

— tp + Rp,1<t>,

em que (), é um polinomio de grau nao maior que p.

Agora, suponha que ag = (—n)! vale para [ < p—1 e mostraremos que vale para [ = p

Escrevemos

Fn(t) = [Qm-1(t)]t + ao,

e calculamos

E,(t) = (2t—2)F, 1(t) — (t* + 2t —n(n — 2))F,_»(t)
= (2t - 2)([Qp- 2( )t 4 (—n)P~1) — (£ 4 2t — n(n — 2))([Qp—s(t)]t 4 (—n)"?)
= (2t —=2)(—n)P = + 2t —n(n—2))(—n)P + [A,_1(t)]t

= =2(=n)""" +n(n = 2)(-n)" + [Qpa (D]
= [Qpa ()]t = 2(=n)"" +n*(—n)"7* = 2n(—n)""?
= [Qpa®)]t+ (=n)",

em que A, é algum polinomio de grau nao maior que p. Portanto, a; =1 e ay =

para todo [ = 1,2, 3..., e retificamos

E(t) = tl -+ al,ltlfl + ...+ alt -+ (—n)p

7

(_n)l7

(5.9)



Lema 5.2.1 Com a notacao acima, vale

n+1 -1 )
> / viy ((—A) (@) — zi(=A) ) < lag| A + 0, (5.10)
i=1 Y j=1

em que aj, j =1,...,1 — 1, sao dados por (5.9).

Demonstracao

Para quaisquer fungoes reais f, g, definidas em 2, a férmula de Bochner fornece

SAIVSE = VA + (Vf,V(A) + Rie(V1,95) (5.11)
= VIR (VAN + (- D) {VF V)

em que Ric(-,-) é o tensor de Ricci na esfera S™, (que tem curvatura de Ricci constante e

igual a n — 1),

SAIVg” = [Vl + (Y9, V(Ag)) + (n — 1) (Vg, Vi) (5.12)
e7
AV 0P = [VAF 40P + (V(F +0), VA +0))
+(n—1)(V(f+9),V(f+9). (5.13)
Lembre que
V(f+g)f =2(Vf.Vg) + VP + Vol
e
IV2(f +9)> =2(V°F,V?q) + [V’ f]* + |[V?¢g|?,
em que
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<V2f, v2g> - i v2f(657 et)v2g(657 61&)7

s,t=1

sendo eq, ..., e, um referencial mével ortonormal localmente definido em (2.

Subtraimos (5.11) e (5.12) de (5.13), que resulta em

AV, Vg) =2(V*f,V?g) +(V[,V(Ag)) +(Vg. V(Af)) +2(n —1)(V[,Vg). (5.14)
Ja sabemos que, para um dominio na esfera unitaria, vale

Vo =—z; (, ),

Az, = —nx;, 1=1,...n+1. (5.15)

Assim, (5.14) pode ser particularizada tomando f = z;:

A(Vz;,Vg) = 2(V’z;,V?g) + (Va;, V(Ag)) + (Vg, V(Az;)) + 2(n — 1) (Vz;, Vg)
= 2 Vemi(es,er)Vig(es, &) + (Vai, V(Ag)) — n (Vyg, Vi)

+2(n —1)(Vz;, Vg)

= -2 Z zi {eg, e) V2g(es, e) + (Vai, V(Ag)) + (n — 2) (Vay, Vg)

s,t=1

= 2 Z 5 V2g(es, e) + (Va;, V(Ag)) + (n —2) (Vay, Vg)

= =22, Vgler,e) + (Vay, V(Ag)) + (n — 2) (Vay, Vg)
= —inA;] +(Vz;, V(Ag)) + (n —2) (Vz;,Vg)
= 23,0+ (Va;, V(A + (n—2))g)). (5.16)

79



Podemos calcular, por exemplo,

A(zig) = gAz;+ x;Ag+2(Vz;, Vg)
= z;(A—n)g+2(Vz;,Vyg), (5.17)

ou entao, com auxilio de (5.16),

A*(zi9) = A(gAr;+ x;Ag +2(Vr;, Vg))

= A(z;(A—=n)g+2(Vz;,Vyg))

= A(2;(A —n)g) +2A (Vz;, Vg)

= Az;(A —n)g+2;(A% — nA)g + 2 (Va;, V(A — n)g))
+2A (V;, V)

= (=nzy)(A = n)g+ 2;(A? = nA)g + 2 (Va;, V(A — n)g))
+2(—22;Ag + (Vz;, V(A + (n —2))g)))

= zi(—nA +n?)g + 2;(A* — nA)g + x;(—4A)g
+2(Va;, V(A =n)g) + (A + (n —2))g)))

= 2; (A% = 2(n+2)A +n%) g+ 2(Va;, V((2A + 2)g)), (5.18)

e poderiamos continuar com

A3(z59)...

Entretanto, ja basta para perceber que vale a seguinte sentenca:
para cada ¢ =0,1,2,3,. .., infere-se de (5.15) e (5.16) que existem polindémios B, e C; de

graus nao maiores que ¢ tais que

AYz;9) = 2;By(A)g + 2 (Va,;, V(Cy(A)g)) . (5.19)
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Para descobrirmos mais sobre os polinémios B, e C, devemos investigar alguma relacao

recursiva em relagao a seus graus e coeficientes. Inicialmente, é claro que

BO = ]_, Bl =1— n, O() = O, Cl =1. (520)

Segue de (5.15), (5.16) e (5.19) que

Aq(xig)

A(A (zig))

A(z;By—1(A)g) +2A (Vx;, V(Cy1(A)g)) (5.21)
By-1(A)g(Az;) + 2, A(By-1(A)g) + 2(Va;, V(Bs-1(A)g))
+2(22:A(C4-1(A)g) + (Vai, V (A + (n — 2))(Ca-1(A)9))))
zi(—nBe-1(A))g + xiA(Bg-1(A)g) + i(—4A(Cy-1(A))g

+2(Va;, V ((Bg-1(A)g) + (A + (n — 2))(C4-1(A)g)))

z;((A —n)By_1(A) —4AC,—1(A))g

+2(Vz;, V ((By—1(A) + (A4 (n —2))(Cy=1(A)))g)) - (5.22)

Observe que (5.22) nos mostra

B,(A) = (A —n)B,_1(A) — 4AC,_1(A) (5.23)

Col(A) = Byor(&) + (A + (n - 2))Cy i (A). (5.24)

Consequentemente, somos capazes de calcular, para qualquer g > 2,
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By(A) = (2A —2)B,_1(A) — (A +n—2)B,_1(A) — 4AC,_1(A)

= (2A = 2)B,1(A) — (A +n = 2)((A — n)By_s(A) — 4AC,_5(A))
—4AAC,_(A)

= (2A —2)B,_1(A) — (A2 + 2A — n(n — 2)) B,_a(A))
+(A% +2A —n(n — 2))(4AC,_5(A)) — 4AC,_1(A)

= (2A = 2)B,_1(A) — (A2 + 2A — n(n — 2))B,_2(A)
FAA[Byo(A) + (A 41— 2)Cy_z(A) — Cyyi(A)]

= (2A —2)B, 1(A) — (A* + 2A — n(n — 2)) B, 2(A). (5.25)

Note que a tltima igualdade em (5.25) foi obtida observando que (5.24) implica

Byo(A) + (A +n — 2)Cya(A) — Cyi(A) = 0.

Claramente, (5.20) e (5.25) nos mostram que B, = F, para todo ¢ = 0,1,2,.... Ja

que (5.19) vale, com o polinomio F, definido em (5.6), computamos, para g = uy,
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;U ((—A)Z<I1U1) — xl(—A)lul)

wr (1) (2 Bi(A)ur + 2(Va;, V(Ci(A)ur))) — Az )

8

(1) (2((A) + a1 (D)7 + 4 an(A) + ag)ur) — Miayun)

S — S — S — S — S — S —

2

U7 ((—1)l2 <V(L’“ V(Ol(A)Ul»)

2

U1 ((—1)l ([L’i(al_l(A)l_l + ...+ al(A) + (Io)ul)>

8

(=1)'2(Vz;, V(Cl(A)us)))

Z;

<
o

—~

—1)l/ﬂx?u1(al_1(A)l_1 + ..+ a1 (A) + ag)ug
+H=1) /Q wy (Va2, V(Ci(A)u)) (5.26)

Para completar a demonstragao basta somar (5.26) parai = 1,2,...,n+1, usar o Lema

4.2.2 e observar que

n+1
\Y (Z x?) =0
=1
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Ccomo segue

n+1
Z /Q Tiuy ((—A)l(xiul) - xi(—A)lul)
n+1

= Z(—l)l /Q I?Ul(al_l(A)l_l + ...+ al(A) + aO)ul

+Z(—1)l/u1 (Va2 V(Ci(A)ur))

_ (—1)l/u1(al (A 4 4 ar(A) + ao)us
Z|a]\/u1 I (uy +\a0]/u1

< Z laj| AL+ nl. (5.27)

IN

O resultado esta provado.

Estamos prontos para o ultimo, e nao menos importante, resultado desta tese.

Teorema 5.2.2 Seja 2 um dominio com fronteira suave em S™(1). Entao, os autovalores

do problema

(—A)u = lu em Q CS"(1),
(5.28)
u:%:...: g;iﬁ‘ = em 0,

satisfazem

=

n

| 1 -1 ;
Z()\iﬂ —A)E < (4)\17 +”2> 2 (Z |a;|Af "‘nl) ; (5.29)
i=1 j=1
em que aj, j =1,2,....,1 =1, sao dados por 5.9.

Demonstragao
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Sejam {u;}°, as autofungoes ortonormais do problema (5.28) correspondentes aos

autovalores {\;}32,, ou seja, satisfazem

(

(—A)u; = Ny em Q CS"(1),
u; = % =..= % = em 02, (5.30)
L fuiuj = 5@)

Seja y = (y',...,y™ ™) o vetor posicao da esfera unitaria, considere a matriz (n + 1) x

(n+1), A= (a;;) dada por

Q5 = /yiuluj+1-

O Teorema de Eliminacao de Gauss nos fornece matrizes T' e B, ortogonal e triangular

superior, respectivamente, tais que

ou seja,

n+1

n+1
bij = Ztikakj = Z/tikykulujﬂ =0,
k=1 k=1
sempre que 1 < j <. Adotamos novas coordenadas z;, ¢ = 1,...,n + 1, dadas por

n+1

x; = § ik Yk
k=1
e podemos considerar

¢; = (z; — a')uy,
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como funcgoes-teste apropriadas, definindo

a' = /arluf

Note que as condicoes de ortogonalidade

/¢in =0,

para 1 < j < sao satisfeitas. De fato, o caso 1 < 7 < ¢ é confirmado facilmente:

_ i
/sz‘uj = /ximuj—a /U1Uj

g 07

e para j = 1 temos

/qb,-ul = /xzu% —a’/u%
= /xzuf —a'
0.

As condigoes de fronteira

_ 0 _ 07 _
=y T g =0, em 09,

i

também sao satisfeitas. Portanto, a desigualdade de Rayleigh-Ritz nos da

[ i(—A)'¢;
loal>

Ait1 <

Calculamos,
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Aalldl? < / bi(—A)o,

= /¢z ([(_A)l(xzul) - $i(—A)ZU1] + )\11‘Z‘U1> . (534)

Ja que

lop = [ ¢

temos de (5.34)

Aiilloil]? < /@ (zur) — 2i(—A) ] + Mzug)
= /¢z iEUl zi(— A)lul] +)\1/¢$iul
= /¢1 LIZ‘ u1 — xz(—A)lul] + )\1H¢||2

E facil integrar por partes e concluir
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/’LL1 ((—A)l(xzul) — mz(—A)lul) = Ul(—A)l(ZEiul) — Ull'i(—A)lU,l

uy (—A) (zuy) — [ (—A) (urz;)u

——
——

I
o

(5.35)

portanto,

Ousr = 2l6P < [ o (=) (i) = () )
_ / (i1 — a*ur) ((—A) (i) — z(—A) )
_ / ziun (= A) (i) = zi(=A)'w)
i / un ((—A) (wir) — a:(—A)w)
_ / riun (—A) () — 2(—A) ) (5.36)

Com o Teorema do Divergente, vemos que

1
—/ulmi <VIZ,VU1> = ——/ <VZ‘?,VU%>
Q 4 Q

1
= Z/u%Amf
Q
1 1
Q Q

Também é simples observar

1
Uy <v371, VU1> + / §U%Al’l
Q

S~

1
/ Ui (<VIZ, VU1> + —UlALEi) =
Q 2
1
= U1 <V.CEZ, VU1> — / 5 <V.’L‘Z, VU%>
Q

Q

Il
=

8

0]



Note, entao, que

1 - 1
—/ sz((VfL‘Z, VU1> + §U1A1’Z) = —/(CL’Z — az)ul((in, VU1> + §u1Am,)
Q Q

1

Q Q

. 1

‘l‘al (ul /(<VZL‘1, VU1> + §U1Al‘z))
Q
1
= — / wz; (V;, Vug) — 3 / utz; Ax;
Q Q

1
= Sl Vil (5.38)

Gragas a (5.38) e (5.36) podemos tomar

€ = 5<>\i+1 — /\1>%

para algum ¢ > 0, e obtemos

N

N1 — A)E [ Va2 = (A — M)

/Q(—2)q§i(<in, Vuy) + %ulAa:i)

IN

1 1 1
()‘i-i-l — )\1)§ <€H¢ZH2 + H(V.’EZ, VU,1> + §’LL1A$z

€

/)

1 1
= 60 = Al + 3 | (7 V) + Juid

IN

(5/Q:L’Z-u1 (=) (ziu) — zi(—A) uy)

1 1

2

Com o que foi exposto nos Lemas 1.2.4 e 4.2.2 fica claro que
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n+1

2.

i=1
n+1

1 1
-y / (Zug@xi)u<V:ci,w1>2+5<Afciwwv<m>2>>
i=1 /9
2

n
= — Vu, |?
4+/ﬂ| u

n2

1
< AL

1 2
(Va;, Vup) + éulei

Logo, somamos (5.39) para i =1,...,n+ 1 e temos, com o Lema 5.2.1

n+1 -1 . 2
Z 1 i 1/n 1

i=1 j=1

Para obter o melhor resultado, escolha

N

n? | 1
— J
>l +nd
e (5.41) se torna
n+1 ) 1 % -1 ; %
> it = M)l Va2 < (02 +40])7 (D lagA] +
i=1 j=1

Ja esta claro que

¢é verdade para qualquer ponto da esfera unitaria.

Claramente, (5.42) e
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(5.42)



n+1
1
> (i1 = M) 2|V
i—1
= Z(Ai+1 — >\1)%|Vﬂl7z"2 + (Ang1 — Al)%wl‘nﬂﬁ

=1

= Y i = MWV + (s — M) (n -2 |wz-|2)
i=1 =1

= Z()\H_l — /\1)%|VZL‘1|2 + (>‘n+1 — /\1)% Z (1 — |V$z|2>
=1 =1

Z()\m — A2 [V + Z(Am —Ai)? (1—|Vz?)
P i=1

= > (N1 — Ap)2 (5.43)

i=1

v

finalizam a demonstragao.

E fécil ver que se | = 2, temos Fy(t) = (t —n)? — 4t = 2 — (2n+4)t +n? e entdo (5.29)
se torna (5.2). Se 2 = S", vale (5.3), donde (5.29) se torna igualdade e pode ser dita,
nesse contexto, 6tima. Para a classe de dominios em que A\; # 0 vamos explicitar os casos
Il =3 el =4. Veremos que para estas particularizagoes, nosso teorema fornece cotas mais
fortes do que (5.5). Conjecturamos que isso deve acontecer para todo [ = 3,4, ...

Caso [ = 3.

(5.5) nos da

3
=

2

1 2 1
3 e = A)E < ((3n F16)AF + (3n2 + 16n)A] + n3>

2

x <4A§ +n?)’, (5.44)

enquanto noés temos

Fy(t) =3 — (3n + 12)t* + (3n® + 4n + 8)t — n?
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com que (5.29) se torna

3
—

2 1 2
Z()‘Hl —A)E < ((3n +12)A + (3n® +4n + 8)AF + n3>

x (4A§ +n?)". (5.45)
Caso | = 4.
(5.5) nos da
i . 3 2 1 3
S i —M)E < ((4n +ADAT + (612 + 88n)AF + (4n® + 44n?)A3 + n4>
=1
, :
X <4>\f + n2> : (5.46)

enquanto nos temos

Fy(t) = t* — (4n + 24)t3 + (6n% 4 16n + 48)t* — (4n® + 8n? + 16)t — n?

com que (5.29) se torna

2 1 %
Y i - M) < <(4n 4 20AT 4 (602 + 160 + 48)A + (4n° + 8n? + 16)AT + n4>
1 1
x (4)\f n n2) 2 (5.47)

E muito simples perceber que (5.45) e (5.47) sdo mais fortes que (5.44) e (5.46),

respectivamente.
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