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Resumo

Nesta tese estudamos certas propriedades do quadrado g-tensorial, G ®7 G, de um grupo G,
sendo ¢ um inteiro nao negativo. Restringimos nossas consideracdes a grupos nilpotentes de
classe menor ou igual a trés. Estendendo resultados de M. Bacon e usando propriedades do
grupo v4(G), introduzido por Bueno e Rocco, estabelecemos uma cota superior para d(G ®7G)
em termos de d(G), onde d(G) indica o nimero minimo de geradores de um grupo G, para G
nilpotente de classe no maximo dois. Estudamos casos de grupos G em que o quadrado tensorial
nao abeliano, G ® G, estd imerso em G ®7 G. Estendendo resultados de P. Moravec, provamos
também que o quadrado g-tensorial de um grupo localmente finito é localmente finito. Além
disso, estabelecemos cotas superiores para o expoente de G ®7 G em termos de g e do expoente
de G.

Palavras chaves: quadrado g-tensorial de grupos, quadrado g-exterior de um grupo, grupos

localmente finitos, grupos nilpotentes.



Abstract

In this thesis we study certain properties of the g-tensor square of a group G, G ®7 G, where
g 1s a non-negative integer. We restrict our considerations to nilpotent groups of class at most
three. Extending results of M. Bacon, we make use of properties of the group v¥(G), introduced
by Bueno and Rocco, to establish an upper bound d(G ®4 G) in terms of d(G), where d(G)
indicates the minimal number of generators of G, for G nilpotent of class at most two. We
study cases of groups G where the nonabelian tensor square, G ® G, is embedded into the group
G ®1G. Extending results of P. Moravec, we prove that the g-tensor square of a locally finite
group is also locally finite. Finally, we establish upper bounds for the exponent of G ®? G, in

terms of g and the exponent of G.

Key words: g-tensor square of groups, g-exterior square of groups, locally finite groups,

nilpotent groups.
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Lista de Simbolos

XY ylxy

ey xlyhay

HJG H é um subgrupo normal de G

G n-ésima derivada de G

1:(G) n-ésimo termo da série central inferior de G

G1 subgrupo gerado pelo conjunto das g-ésimas poténcias dos elementos de G
Z conjunto dos nimeros inteiros

mdc{ay,...,a,} maximo divisor comum de ay,...,a,

alb a divide b

G| ordem de G

|G : H| indice de H em G

(K) subgrupo gerado pelos elementos de K
1y funcao identidade sobre o conjunto X

(x\6 fecho normal de X em G
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isomorfismo

imagem de g por &

nucleo de um homomorfismo

imagem de uma fun¢do, homomorfismo de G
grupo abelianizado, G/G’

numero minimo de geradores de G

produto direto, produto cartesiano de conjuntos
produto semidireto de grupos

produto livre dos grupos G e H

grupo ciclico de ordem n

grupo diedral de ordem 2m, m > 2

grupo dos quatérnios generalizado, de ordem 2", n > 3
produto tensorial de R-mddulos

produto tensorial ndo abelianos de grupos
expoente do grupo G

Multiplicador de Schur de G
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G®1H

GNH

funtor quadrético de Whitehead

subgrupo diagonal do quadrado tensorial de G
produto exterior de G e H

produto g-tensorial de G e H

produto g-exterior de G e H
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Introducao

O nosso trabalho estd focado em questdes na area de produtos g-tensoriais de grupos (¢ um

inteiro ndo negativo), envolvendo construg¢des relacionadas.

O produto tensorial ndo abeliano de grupos G e H, denotado por G ® H, introduzido por
Brown e Loday [7], generaliza o produto tensorial usual g ®7, %, dos grupos abelianizados,
uma vez que leva em conta as acdes de G sobre H e de H sobre G, sob a hipotese de que essas

acoOes sao compativeis.

Especificamente, dados dois grupos G e H munidos de uma acdo, a direita, (g,h) — gtde H

sobre G e uma acao (h,g) — h® de G sobre H, de tal forma que para todo g,g1 € G, h,h; € H,

o= () e = ()

onde G e H atuam sobre si mesmo por conjugacdo, o produto tensorial ndo abeliano G ® H
dos grupos G e H é o grupo gerado por todos os simbolos g ® h, g € G, h € H satisfazendo as
relagdes gg1 @ h = (g8 @h8') (g1 ®h) e g hh; = (gQ hy) (gh1 ®hh1) , para todos g,g1 € G e
h,hy € H.

Em particular, como a a¢do por conjugagcdo de um grupo G sobre si mesmo satisfaz as
equacdes (1), o quadrado tensorial ndo abeliano de um grupo G, G ® G, pode sempre ser
definido.

A introducdo deste conceito deve-se originalmente a razdes topoldgicas, ja que o pro-
duto tensorial ndo abeliano aparece no estudo das aplicacdes de um Teorema de Van Kampen
Generalizado na Teoria de Homotopia [7]. Além disso, invariantes importantes do grupo G, tais
como o Multiplicador de Schur, M(G), e o quadrado exterior ndo abeliano, G A G, aparecem

como se¢Oes de G® G.
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Logo apds a publicacdo dos trabalhos de Brown e Loday ([6], [7]) que mostraram a im-
portancia topoldgica do produto tensorial ndo abeliano de grupos, varios artigos surgiram sobre
este assunto. Alguns investigaram propriedades gerais do produto tensorial ndo abeliano, en-
quanto outros (por exemplo, [1], [8]) concentraram-se na descri¢do do quadrado tensorial ndo
abeliano de certas classes de grupos, tais como diedral, p-grupo 2-gerado de classe 2, grupos

livres e grupos perfeitos.

Buscando dar um tratamento grupo-teorético ao estudo do quadrado tensorial ndo abeliano
de grupos e valendo-se do cdlculo de comutadores, Rocco [34] introduziu um operador v na

classe dos grupos, definido a seguir.

Sejam G e G? isomorfos por meio do isomorfismo ¢ : g — g%, Vg € G. Define-se o grupo
v(G), em [34],

v(G):= <G7G"’| 81.87]% = (2193, (82%)%] = (81,22%]% ,Vg1,82,83 € G>.

A relagdo entre v (G) e G® G foi estabelecida por meio de um isomorfismo do subgrupo
comutador [G,G?] de v (G), denotado por Y(G), com G ® G. Este isomorfismo foi usado para
obter uma prova alternativa da finitude de G ® G, através de uma uma conexao entre o grupo

v (G) e o grupo x (G) introduzido por Sidki [39] e definido por:
x(G) =(G,G?[g,8°] =1,vg € G).

Rocco [34] mostrou que v (G) preserva propriedades do argumento G tais como finitude,
conjunto de divisores primos, nilpoténcia e solubilidade. Além disso, para G um p-grupo finito,
encontrou uma limitagdo para |G ® G|. Esta cota foi melhorada por G. Ellis ¢ A. McDermott
[17] no seguinte sentido: eles a estenderam para o produto tensorial ndo abeliano de um p-grupo

finito e um g-grupo finito, onde p e g sdo primos (ndo necessariamente iguais).

Seja L um grupo e g um inteiro ndo negativo. O produto g-tensorial de L-mddulos cruzados
Uw:G—Lev:G— L foi definido em [12]. Em particular, quando G € H sdo subgrupos
normais de L, entdo as inclusdes de G e H em L sdo L-mo6dulos cruzados com acdes tomadas
por conjugacdo em L. Neste caso, de acordo com [15], definimos o produto g-tensorial G @7 H,
de G e H, para g > 1, como o grupo gerado pelos simbolos g®@ h e k, paratodos g € G,hc€ H,
k € GNH, sujeito as relagdes:
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(g hhn) = (gh) (g i) @

g81®h= (g8 @h%") (g1 ®h) (3)
(goh) = (¢ @ n) @
] a1\~
=[] (ko ()" )) 5)
i=1
[%1?1] — 19k, (6)
(8.7 = (g®h)* (7)

para todos g,g1,h,hy € Ge k|, ko € GNH.

Ressaltamos que se ¢ = 0, entdo o produto O-tensorial, G ®° H, é o grupo gerado pelos
simbolos g ® h, para g € G, h € H sujeito as relagdes (2) e (3) apenas, ou seja, G ®° H coincide
com G®H. Além disso, (2) e (3) sdo relagdes de comutadores em grupos e que (4) a (7)
podem ser vistas como abstra¢des das identidades que aparecem nas relagcdes entre poténcias e

comutadores.

Concentramos nosso estudo em um caso particular de G ®7 H, ou seja, estudamos o quadrado
g-tensorial de grupos, G ®7 G, via constru¢do relacionada, v¥(G) (generalizagdo do grupo
v(G)). Restringimos nossas consideragdes a grupos nilpotentes de classe < 3. Em particu-
lar, estabelecemos uma cota superior para d(G ®? G) em termos de d(G) e encontramos cotas
superiores para exp(G ®7 G) em termos de exp(G) e g. Além disso, levantamos a seguinte

questao:

Para que classes de grupos G e para quais valores de g temos G ® G imerso em G ®7 G?



Neste sentido, estudamos alguns casos de grupos onde a citada imersao ocorre.

Para cumprir com esses objetivos, estudamos o grupo v¥(G), definido por T. Bueno [10]
da seguinte maneira: sejam G e G? grupos isomorfos por meio do isomorfismo ¢ : g — g%,
Vg € G. Consideramos K = {Hk € G} um conjunto de simbolos, um para cada elemento de G.
Quando g = 0 considera-se K o conjunto vazio. Seja F (K) o grupo livre sobre K e v (G) x F (K)
o produto livre do grupo v (G) com F (K).

De acordo com a estrutura de v (G) temos que G e G? estdo imersos no produto livre
v(G) * F (K). Sendo assim, identificamos os elementos de G e de G? com suas imagens em

v (G) % F (K). Estabecelemos J como fecho normal em v (G) * F (K) dos elementos:

(1) kg1 (ks1) ™! ®)
(89) " kgd (ke2) ! )
. N
(&) [s1,88) k[gh (67| (10)

g—1 kqflfi

(k) ker () ([T [ (ki 5)0]" )7 (11)
i=1
~ o~ ~1

[61,82) [57, (8] (12)
[g1.82] [g1.85] 7, (13)

para todos g1,82 € Ge k1,ky € K.

Definimos o grupo v?(G) por
v(G)*F (K) /J. (14)
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A relagdo entre v?¢(G) e G®?G é dada por um isomorfismo do subgrupo [G,G?] (K) de
v4(G) com G ®7G. Denotamos os subgrupos [G,G?]| (K), [G,G?]| de v¢(G) por Y4(G) e T,

respectivamente.
A seguir faremos um resumo dos capitulos que compdem esta tese.

No Capitulo 1, introduzimos conceitos e resultados que fazem parte da literatura usual da

area e que foram necessarios para o desenvolvimento de nosso trabalho.

No Capitulo 2, descrevemos alguns resultados obtidos por M. Bacon [2]. Além disso, damos
uma prova alternativa ao resultado apresentado por M.Bacon [2] sobre o numero
minimo de geradores do quadrado tensorial ndo abeliano de grupos, d(G ® G), em termos de

d(G), quando G é um grupo n-gerado e nilpotente de classe 2.

O Capitulo 3 de nosso trabalho divide-se em duas se¢des. Na primeira se¢do, apresentamos
o conceito do produto g-tensorial de grupos, G ®7 H, e algumas propriedades do grupo v4(G)
[11]. Na segunda sec@o, obtivemos, via construgdo relacionada, v?(G), alguns resultados para

o quadrado g-tensorial, dentre os quais destacamos:
Proposicao 3.2.6: Seja G = D,,. Entdo temos:
(i) Se m é um inteiro impar e g € par (g = 2t), entao:
D,, ®1D,, = C4 x Cy, (t impar);
Dy, @7 D,y, = Cy? x C,, (t par);
(ii) Se m é par e g é impar ou mdc(q, |G|) = 1, entdo D,, ®9 D,, = D,y;
Seja G = Q,. Entdo:
(iii) Se mdc(q,|G|) =1, entdo Q, ®71 0, = Qp;
Considere G = Do, temos:
(iv) Para ¢ = 2 (mod 4), temos Do, @7 Do =2 Coo? X Cy;
(v) Quando 4|q, segue que Do ®7 Do, = Co.% x C3;

(vi) Se g € impar, Do @9 Deo = Do
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O préximo teorema estende uma estimativa dada por Bacon [2] do caso g = 0 para todo

inteiro g > 0.

Teorema 3.2.7: Seja G um grupo nilpotente de classe 2 tal que d(G) = n. Entdo
n+3n2+2n . , . B
d(G®1G) < — Em particular, se G é finito tal mdc(q,|G|) = 1, entdo

d(G®1G) <n?

A seguir, obtivemos um resultado semelhante ao dado pelo Teorema 3.2.7, no caso em que

G é um grupo abeliano finitamente gerado.

Teorema 3.2.8 : Se G é um grupo abeliano gerado por gy, ..., g, entdo G ®? G é produto
direto de, no maximo, n% +n grupos ciclicos. Além disso, se G € finito, digamos G = Cy, X ... X
Ca,, di = (gi); di|da,....dj|diy1, 1 <i<n—1, tal que mdc(d,,q) = 1, entdo G ®? G é produto

direto de, no méximo, n grupos ciclicos finitos.

Encerramos esse capitulo, focando nossas discussdes sobre a possibilidade de imersdo de
G®Gem G®?G. Em geral, a citada imersao nao ocorre. Um exemplo € quando consideramos
G um grupo finito tal que mdc(g, |G|) = 1, pois os geradores de Y7 (G) da forma [g,g?] tem
ordem dividindo ¢ e portanto sdo triviais em Y9 (G). Particularmente, se G = Q4 tem-se que
Y3 (Q4) = Q4 com |T| = 2. No entanto, Y (Q4) = C4 x C4 x C3 x C,. Por outro lado, se ¢ divide
a ordem de G, ndo podemos garantir que tal imersao ocorra. Considere G = D4 e ¢ = 2, entao,
Y (D4) =2 Cy x C4 x Cy x C; porém, Y2 (Dy) = C4 x C4 x C4 com |T| = 8. Este exemplo nos

permitiu mostrar que se ¢ = 2mod(4), entdo Dy ® D4 ndo estd imerso em Dy @9 Dy.

A partir destas consideracOes surge a seguinte questdo: para que classes de grupos G e para

quais valores de g temos G ® G imerso em G ®7 G?

Damos nossa contribuicio a este problema calculando alguns exemplos de grupos onde a

citada imersao ocorre.
Teorema 3.2.14: Se G ¢ um dos grupos abaixo, entdo G ® G estd imerso em G ®4 G.
(i) G = D,,, onde m impar e g par;
(ii) G = D, com 4|g;
(iii) G = C,, para n|q com n impar ou 4|n;

(iv) G é nilpotente finito de classe 2, 2-gerado com exp(G) dividindo g.
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No Capitulo 4, estudamos limitacdes para o expoente do quadrado g-tensorial de um grupo

G nilpotente finito de classe < 3 em termos de exp(G). Provamos aqui os seguintes resultados:
Teorema 4.0.19: Seja G um grupo nilpotente finito de classe < 2 . Entdo
(i) exp(G ®1G) < exp(G), se q é impar ou g é par e 4 divide g;
(ii) exp(G®1G) < 2exp(G), se g =2(mod4).
Finalizamos o nosso trabalho considerando grupos de classe 3:
Teorema 4.0.20: Se G é nilpotente finito de classe 3, com exp(G) = n , entdo
(i) exp(G®1G) < exp(G), se n é impar;

(ii) exp(G @1 G) < 2exp(G), se n par.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo mencionamos alguns conceitos e propriedades da teoria de grupos impor-
tantes para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Os resultados apresentados aqui ja
fazem parte da literatura usual da drea, por isso as demonstragdes serdo omitidas. Em razdo
disso, durante as abordagens preliminares, indicamos algumas referéncias nas quais esses re-

sultados podem ser encontrados.

1.1 Calculo de Comutadores

Sejam x1,x3, ... elementos de um grupo G.

O conjugado de x| por x, € dado por:
12 = Ly,
O comutador ! de x; e x; (nesta ordem) é

-1, —1 -1
[Xl,)Cz]:xl X2 x1xp = X1 x172.

Para n > 2 o comutador simples de peso n € definido indutivamente pelas regras

"Este conceito apareceu pela primeira vez em 1860 na Tese de C. Jordan(1838-1922).



CAPITULO 1. PRELIMINARES

[X1eeeXn] = [[X1 e Xn—1] , Xn] € [x1] = x71.

A seguir apresentamos algumas propriedades elementares de comutadores.  Uma
demonstracdo pode ser encontrada em [33].
Lema 1.1.1. Se G é um grupo e x1,x2,x3 € G, entdo:
(i) [x1,x0] = [x1,0 7] 72 =[x
(ii) [x1x2,x3] = [x1, 23] [x2,x3] = [x1, 3] [x1,%3,%2] [x2, %3],
(iii) [x1,x0x3] = [x1,x3] [x1,%0] = [x1,x3] |1, x2] [x1, %0, %3],
(iv) [xl,xz’l,xﬂxz [xz,xfl,xl]xS [xg,,xfl,xz]xl =1 (Identidade de Hall-Witt).

Sejam G um grupo e X um subconjunto ndo vazio de G. Denotamos por (X) o subgrupo de
G gerado por X. Se X = {aj,ay,...,a, } entdo escrevemos simplesmente G = (aj,ay, ..., ay).

Sejam H e K subgrupos do grupo G. Denotamos por [H, K] o subgrupo de G gerado pelo

conjunto de todos os comutadores [, k], comh € Hek € K.

Se Hy,H>,...,H,, n > 2, s@o subgrupos de G, entdo definimos, recursivamente,

[H1,Hy,...,Hy 1] = [[Hi,Hy, ..., Hy] ,Hy 1] (1.1

1.2 Grupos Soluveis

Definicao 1.2.1. Uma série subnormal de um grupo G € uma sequéncia finita de subgrupos de
G:
G=Gy>G>2Gy--->2G, =1, (1.2)

na qual G;<G;_1, Vi = 1,...,n. Os grupos quocientes G;_1/G;, 1 <i < n, sdo denominados

fatores da série.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicao 1.2.2. Um grupo G € soluvel se ele tem uma série subnormal cujos fatores sdo

abelianos.

1.3 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.3.1. Um grupo G € dito nilpotente se existe uma cadeia finita

1=G6Gy<G1 <G <+ <G, =G (1.3)

tal que
1) G; 4G
(i) Gi11/Gi < Z(G/G;), i=0,...,n—1.

Uma tal cadeia é chamada série central de G. A classe de nilpoténcia de um grupo nilpotente
G, cl(G), é o comprimento da menor série central de G.

A seguir relacionamos alguns resultados bdsicos sobre grupos nilpotentes, cujas

demonstracdes podem ser encontradas em [33].

Proposicao 1.3.2. A classe dos grupos nilpotentes é fechada a subgrupos, quocientes e produtos

diretos de um niimero finito de grupos.

Teorema 1.3.3. (Fitting) Sejam G um grupo e M e N subgrupos normais nilpotentes de G. Se
as classes de nilpoténcia de M e N sdo m e n respectivamente entdo, MN ¢ nilpotente de classe

no mdximo m—+ n.

Teorema 1.3.4. Seja G um grupo finito. G ¢ nilpotente se, e somente se, G é o produto direto

de seus subgrupos de Sylow.

Lema 1.3.5. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo para quaisquer a,b € G e todo
ne,

la,b"] = [a",b] = [a,b]", (ab)" = d"b" [b,d] <§> : (1.4)



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Consequentemente, se G é um grupo nilpotente de classe 2, n-gerado pelo conjunto {xj,x2,...,x, },

entdo qualquer elemento g € G pode ser escrito na forma:

e=TIx" I bou]™ (15)

sendo m;, £ i € Z.

1.4 Grupos Policiclicos

O estudo sistemdtico de grupos policiclicos foi iniciado por Hirsh em duas
publicagdes [18, 19] e continuada em trés outros artigos [20, 21, 22]. Recentemente grupos
policiclicos tem atraido aten¢do porque eles formam uma classe dos grupos para os quais muitos
problemas podem ser resolvidos algoritmicamente [38]. Essa classe de grupos inclui a classe
de grupos soluveis finitos e a classe dos grupos nilpotentes finitamente gerados. Nesta se¢dao
sumarizamos a teoria bésica para grupos policiclicos. Material sobre grupos policiclicos pode

ser encontrado nos trabalhos citados acima, assim como em [13] e [40].

Definicao 1.4.1. Um grupo G é chamado policiclico se ele possui uma série subnormal
G=G12G,>2-2G,2Gp1=1

tal que G;/Gjy1, é ciclico para todo 1 < i < n. Tal série é chamada uma série policiclica de G

de comprimento 7.

A proposi¢do a seguir estabelece algumas propriedades de grupos policiclicos que podem
ser encontradas em [38] e [40].
Proposicao 1.4.2. (i) Subgrupos e grupos quocientes de grupos policiclicos sdo policiclicos.
(ii) Grupos policiclicos sdo finitamente gerados.

(iii) Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se N e G/N sdo policiclicos entdo G é

policiclico.

(iv) Todo grupo abeliano finitamente gerado é policiclico.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

(v) Todo grupo nilpotente finitamente gerado é policiclico.
(vi) Grupos policiclicos sdo soliiveis.
Pelas partes (i) e (vi) da Proposic¢do 1.4.2, apenas grupos soliveis finitamente gerados po-

dem ser policiclicos, mas existem grupos soldveis finitamente gerados que nao sao policiclicos
conforme [38] e [40].

O seguinte teorema mostra que um grupo soldvel tal que todo subgupo € finitamente gerado

€ policiclico.

Teorema 1.4.3. Um grupo G ¢ policiclico se, e somente se, G ¢é soliivel e todo subgrupo de G é

finitamente gerado.

Proposicao 1.4.4. Se G é um grupo policiclico com uma série policiclica de comprimento n,

entdo G pode ser gerado por n elementos.

Proposicao 1.4.5. Se G tem uma série policiclica de comprimento n, entdo todo subgrupo de

G pode ser gerado por n ou menos elementos.
Proposicao 1.4.6. Suponha que H e K sdao subgrupos de um grupo policiclico G. Se H C K e

H = K&, para algum g € G, entdo H =K.

Seja G um grupo policiclico. Nem todas as séries policiclicas de G t€m o mesmo compri-
mento. Entretanto, o nimero de quocientes infinitos em uma série policiclica € 0 mesmo para

toda série. Esse nimero € chamado niimero de Hirsch de G.

1.4.1 Apresentacoes Policiclicas

Seja G um grupo policiclico com uma série policiclica G =Gy 2 --- 2 G471 = 1. Como
G;/Giy é ciclico, existem elementos x; € G, tal que G;/G;;1 = (x;G;11) para todo indice i.
Definicdo 1.4.7. A sequéncia dos elementos X = {xi,...,x, } tal que G;/G;1| = (x;G;11) para

1 <i <né chamada uma sequéncia policiclica para G.

Para grupos soluveis finitos, o termo AG-sistema foi introduzido por Jurgensen em 1970,

veja [24]. Note que na defini¢do acima a ordem é importante e cada subsequéncia X; = {x;, ..., x, }

5
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€ uma sequéncia policiclica para o subgrupo G;. Este recurso € usado frequentemente para ar-

gumentos de indu¢ao e métodos algoritmicos.

Definicao 1.4.8. Seja X uma sequéncia policiclica para um grupo policiclico G. A sequéncia
R(X) = {ri,...,rn} definida por r; = [G; : Giy1], o indice de G;| em Gj, r; € A U {oo}, é
chamada sequéncia de ordens relativas para X. Denotamos por I(X) = {i € {1,...,n} |r; finito },

o conjunto de indices tal que r; € finito.

Observe que em R(X) a ordem também é importante.

Podemos provar que dado um grupo policiclico com uma sequéncia policiclica X = {xy, ..., x, }
e ordens relativas R(X) = {ry,...,r, }, todo elemento g € G pode ser escrito unicamente na forma

g= xf' ..xor para 0 < e; < r;. Esta expressdo é chamada forma normal de g com respeito a X.

Observe que x;' € G| e xij € Gjyparatodos 0 <i<ne0< j<k<n. Assim, podemos

escrever G como um grupo gerado pelos elementos xy, ..., X, sujeito as seguintes relagdes:
S . .
x;' =x; Xy para 1 <i<n,s; < oo,
xj  Bijivt Bijn .
Xt =X X paral <i< j<n,
_XT] /J/ 1 ,}/
o 1ji+ ijn . . .
X' =Xy e Xn paral <i<j<mn,s;<oo.

As relagdes acima sdo chamadas de relacoes policiclicas e a apresentacdo acima € denomi-

nada apresentagdo policiclica para G.

1.5 Grupos Livres e Apresentacoes de Grupos

Grupos livres constituem no¢des fundamentais da teoria de apresentagdes de grupos. As

demonstracoes sobre a existéncia e construgdo de grupos livres podem ser encontradas em [23]
e [28].

Definicao 1.5.1. Um grupo F ¢€ dito livre sobre um subconjunto X C F se, para qualquer grupo
G e qualquer fungdo 6 : X — G, existir um tnico homomorfismo 6’ : F — G tal que (x)6' =

(x)0, para todo x € X. A cardinalidade de X é chamada de posto de F.
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A definic¢do anterior refere-se a comutatividade do seguinte diagrama:

onde i € ainclusdo de X em F.

Ressaltamos ainda que, se escrevermos "grupo abeliano" no lugar da palavra "grupo" ex-

plicitada anteriormente, obteremos a defini¢do de grupo abeliano livre.

Teorema 1.5.2. [33] Seja G um grupo e X um subconjunto de G. Assumimos que cada elemento
g de G pode ser univocamente escrito da forma g = x1"...xs%, onde x; € X; s >0, 1; #0 e

X; # xi11. Entdo G é livre sobre X.

Teorema 1.5.3. Um grupo abeliano livre de posto r é a soma direta de r grupos ciclicos infini-

tos.

Sejam X um conjunto, F = F(X) o grupo livre sobre X, R um subconjunto de F, N o fecho

normal de R em F que denotamos por (R)" = N e G o grupo quociente F/N.

Definicdo 1.5.4. Com a citada notacdo, escrevemos G = (X|R) e dizemos que esta é uma
apresentacdo para G. Os elementos de X sdo chamados de geradores, € os elementos de R
sdo relatores. Um grupo G € dito finitamente apresentado se possui uma apresentacao com X e
R finitos.

Observacoes 1.5.5. Para cada r € R, a equacdo r = 1 é chamada relagdo definidora de G.

Teorema 1.5.6. Todo grupo tem uma apresentagcdo. Todo grupo finito tem uma apresentacdo

finita.

Teorema 1.5.7. (Teste da Substituicdo) Suponha que sdo dados uma apresentagdo G = (X|R),
um grupo H e uma fungdo 6 : X — H. Entdo, 0 se estende a um homomorfismo ' : X — H
se, e somente se, para todos x € X e r € R, o resultado da substituicdo de x por (x)0 em r é a
identidade de H.

Teorema 1.5.8. Sejam G = (X|R) e H = (Y|S) duas apresenta¢ées. Entdo, o produto direto,
G x H, tem a apresenta¢do G x H = (X,Y|R,S,[X,Y]), onde [X,Y] indica o conjunto de todos

os comutadores [x,y| comx€X ey €Y.
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Definicdo 1.5.9. Se G = (X|R) e H = (Y|S), entdo (X,Y|R,S) é chamado de produto livre de G
e H, e denotado por G H.

Proposicio 1.5.10. Seja G*H o produto livre dos grupos G e H. O subgrupo comutador [G,H |
de GxH énormal. Além disso, [G,H| é um grupo livre sobre o conjunto {[g,h],g € G,h € H,g,h # 1}.

Teorema 1.5.11. (Von Dicky) Seja F um grupo livre e R C S subconjunto de F. Entdo existe
um epimorfismo 0 (X|R) — (X|S) o qual fixa cada elemento de X e cujo niicleo é a imagem em
(X|R) do fecho normal de SR.

Proposicao 1.5.12. Se G, H e K sdo grupos e & : G — H e B : G — K sdo homomorfismos com

o sobrejetora e tais que Nuc (o) C Nuc (), entdo existe um homomorfismo A : H — K tal que

ai = p.

Nuc(p

~.
L

Definicao 1.5.13. (Transformacao de Tietze) Consideremos o grupo G com a apresentacao

N

G ={(a,b,c,...|P,O,R). (1.6)

As seguintes operacdes com os geradores e relatores de G sdo chamadas de transformagoes

de Tietze:

(T1) Se as palavras S, T, ..., sdo derivaveis de P,Q,R, ..., entdo adicionamos S, 7, ... nas re-

lacdes definidoras de 1.6;

(T») Caso alguns dos relatores, digamos S, 7 ,..., listados nas relagdes definidoras P, Q, R,...,

sejam derivaveis de outros, entdo deletamos S, 7,..., das relagdes definidoras de 1.6;

(T3) Quando K, M,... sdo quaisquer palavras em a,b,c, ..., entdo adjuntamos os simbolos

X,Y,..., aos geradores em 1.6 e as relagdes x = K, y = M,... as relagcdes definidores;
(Ty) Se alguma das relagdes em 1.6 é da forma p =V, g =W,..., onde p, g,..., geradores e

8
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V.,W.... palavras nos geradores fora de p, g,..., entdo deletamos p =V, g = W..., das relacdes

definidoras.

H. Tietze mostrou que, dada uma apresentagdo G = (a,b,c,...|P,Q,R) para um grupo G,

qualquer outra apresentacdo de G pode ser obtida por repetidas aplicacdes de 71, 1>, T3, Tj.

1.6 Sequéncias Exatas

Definicao 1.6.1. Uma sequéncia de homomorfismos de grupos
..Gi_1 %Gi J>Gi+1... é exata em G; se Im(fi—1) = Nuc(f;). A sequéncia é dita

exata quando for exata em cada G;. Em particular,
(i) 1—B —%- C éexata se, e somente se, ¢ ¢ injetora.

(ii) B LN C — 1 é exata se, e somente se, 3 é sobrejetora.

(iii) 1 A—2-B A C 1 € exata se, e somente se, & é injetora, 3 sobrejetora e 3

induz um isomorfismo de B/Im(a) sobre C.

1.7 Multiplicador de Schur

O Multiplicador de Schur foi introduzido inicialmente por I. Schur no inicio do século
passado, com o propdsito de estudar representacdes projetivas de grupos. A partir dai, in-
umeras aplicacdes do Multiplicador de Schur surgiram em diversas dreas, tais como em teoria

de numeros algébricos e classificacdo de grupos finitos.

Definicdo 1.7.1. [37] O Multiplicador de Schur , M(G), de um grupo G é definido como sendo
o segundo grupo de cohomologia de H?(Q, C*), onde C* denota o grupo multiplicativo dos

complexos ndo nulos com G-acdo trivial.

Mencionamos que se G é um grupo finito, G = F /R , onde F é um grupo livre , entdo o

Multiplicador de Schur pode ser expresso pela "Férmula de Hopf™:
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F'NR
[F.R]"
Proposicao 1.7.2. [37] Considerando G um grupo qualquer, temos:

M(G)=

(i) M (G) depende apenas de G e ndo da apresentagcdo (X |R) para G;

(ii) Quando G é um grupo finito, M (G) é um grupo abeliano finito e o expoente de M (G) divide
Gl

Proposicao 1.7.3. [37] Seja G um grupo finito e G um grupo que possui um subgrupo central
A tal que G/A >~ G. Entdo ANG' é uma imagem homomérfica de M (G).

Definicéio 1.7.4. Se, na proposicio anterior, A C G'NZ(G) e |A| = |[M(G)|, entdo dizemos que

G éum grupo de recobrimento (de Schur) de G.

1.8 O Produto Tensorial Usual de Modulos

Para o que segue, R € um anel com unidade e.

Definicao 1.8.1. Um grupo abeliano (aditivo) M € um R-médulo a esquerda se existe uma

funcdo R x M — M, sendo (r,m) — rm, tal que:
(i) r(m+m') =rm+rm',

(ii) (r+r)Ym=rm+r'm;

(iii) (rr'Ym = r(r'm);

(iv) em = m,

para todos m,m’ € M,r,r' € M.

Da mesma maneira, definimos um R-moddulo a direita. Se R é também comutativo, todo
R-moédulo a direita M pode ser considerado um R-mdédulo a esquerda definindo rm = mr,
VYme M,r €R.

Definicao 1.8.2. Se M é um R-mdédulo a direita, N um R-mdédulo a esquerda e G um grupo

abeliano aditivo, entdo uma funcdo R-biaditiva € uma aplicacio M x N — G tal que:
(@) f(m+m',n) = f(m,n)+ f (m',n);

10
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(ii) f (m,n+n') = f (m,n)+ f (m,n);
(iii) f (mr,n) = f (m,rn);

para todos m,m’' € M,n,n’ € Ner €R.

Admitamos que M é um R-mddulo a direita e N um R-mddulo a esquerda. Neste caso,

temos:

Definicao 1.8.3. Um produto tensorial de M e N, denotado por M ® gN, é um grupo abeliano
T junto com uma funcdo R-biaditiva ¢ tal que, para todo grupo abeliano G e toda funcdo R-
biaditiva f : M x N — G, existe um tinico homomorfismo f : T — G cujo diagrama, apresentado

a seguir, é comutativo.

MxN ¢

T

f
v
G

Proposicao 1.8.4. Se M e N sdo grupos abelianos finitamente gerados com M ou N finito, entdo
M ® 7N ¢ finito.

Proposicao 1.8.5. Se p e g sdo niimeros primos entre si, entdo Z, @ 7Z, € o grupo trivial, com
Z,=7Z/pZ.

1.9 O Funtor Quadratico de Whitehead

Nesta se¢do, definimos o funtor quadritico de Whitehead > I" e vimos algumas de suas

propriedades. As demonstragcdes dos resultados podem ser encontradas em [41].

Defini¢do 1.9.1. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, T'A é o grupo gerado por todos os sim-

bolos y(a) com a € A satisfazendo as relagdes

Y(—a) = y(a) (1.7)

ZEste conceito foi introduzido por J.H.C. Whitehead no estudo de certas sequéncias exatas [41].

11
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y(a+b+c)+v(a)+yD)+y(c)=y(a+b)+y(b+c)+v(c+a), (1.8)
para todos os elementos a, b, c € A.

Proposicao 1.9.2. Existem os isomorfismos:

Ly, senéimpar
7, = ’
Zon, Senépar

Proposicao 1.9.3. Sejam A e B grupos abelianos. Entdo temos:

I'A®B)=TA®IB® (A®zB).

Proposicao 1.9.4. Se A é um grupo abeliano finito, entdo I'A também ¢é finito.

1.10 O Produto Tensorial Nao Abeliano de Grupos

O produto tensorial ndo abeliano de grupos G e H, da maneira como foi introduzido por
Brown-Loday [7], generaliza o produto tensorial usual % ®7, %, dos grupos abelianizados,
uma vez que leva em conta as acdes de G sobre H e de H sobre G, sob a hipétese de que essas

acoes sdo compativeis.

Especificamente, uma acdo de um grupo G sobre um grupo H € um homomorfismo 0 :
G — Aut (H), sendo Aut (H) o grupo de automorfismos de H. Escrevemos ()6, como h$,
representando, assim, uma acdo a direita de H. Se 6 é o homomorfismo trivial, entdo dizemos

que G age trivialmente sobre H ou que H é G-trivial.

Sejam G e H dois grupos munidos de uma a¢@o de G sobre H e de uma agdo de H sobre G.
Suponhamos também que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por conjugac¢ao, isto &,
g, x€Geh,ycH,g"=x"'gxeh” =y 'hy. Podemos afirmar que as acdes de G sobre H ¢ de

H sobre G sao agdes compativeis quando para todos g,g1 € G, h,h| € H tivermos:

Q1) _ (<gg11>h)gl (1.9)

12
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ple) — ((hhll)g)hl (1.10)

para todos g,g1 € Ge h,h; € H.

Se G e H atuam um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial nao abeliano, GQ H,
¢ definido como o grupo gerado por todos os simbolos g ® h, g € G, h € H satisfazendo as

relacdes:

g81@h= (g5 ®@h%') (g1 ®@h) (1.11)

g@hhy = (gh) (" @ ") (1.12)
para todos g,g1 € G e h,h; € H. Tal grupo é denotado por GQ H.

Notamos que as relagdes (1.11) e (1.12) tém a forma das identidades de comutadores quando

g ® h é substituido por [g, A].

Observamos também que, se g = 1 em (1.11) e Ay = 1 em (1.12), temos entdo que g®
I =1®h é o elemento neutro de GR H, com g € G e h € H. Além disso, se G e H sdo
subgrupos normais de um grupo E, podemos considerar a acdo de um grupo sobre o outro dada

por conjugacdo em E.

Ressaltamos ainda que, se considerarmos G ¢ H grupos agindo um sobre o outro, com G

abeliano e H é G-trivial, verifica-se facilmente que tais a¢des sao compativeis.

Exemplo 1.10.1. Considere G = (ala*) e H = (b|b?).
Suponhamos que a acdo de H sobre G é trivial e que G age sobre H por b* = b~ !,
Utilizando as relagdes (1.11) e (1.12), obtemos C, @ C3 = <a®b| (a®b)3> = ;.

Agora, se G e H agem um sobre o outro trivialmente, tem-se que C; ® C3 = 1.

A nog¢ao de emparelhamento permite-nos determinar imagens homomoérficas de G® H.

Definicao 1.10.2. Seja L um grupo. Uma fun¢do ¢ : G x H — L é chamada biderivagao se para
todos g,¢g' € G, h,h' € H,

13
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(8,19 = (.1 ) 9 (¢', 1)

(. )0 = (. )0 (g0 )o.

Proposicao 1.10.3. [7] Um emparelhamento ¢ : G x H — L determina um vinico homomorfismo

de grupos " : G H — L tal que (g®h) ¢* = (g,h)@, para todos g,h € G.

Esta proposi¢ao é frequentemente usada, por exemplo, na prova das duas proximas proposicoes,

cujas demonstracdes podem ser encontradas em [8].

Proposicao 1.10.4. Os grupos G e H atuam sobre G @ H de modo que

(g1@h)* = (gf @hs);
(g@m)" = (g"®m"),
para todos g,g1 € G,h,h; € H. Consequentemente, temos uma a¢do de GxH sobre o GQ H
dada por
(g@h)P =(gP@hP),comge G, heHepeG*H.

Proposicao 1.10.5. Existe um vinico isomorfismo
V:GRH —-H®G (1.13)

tal que (g@h)v = (h®g)~" para todos g € G, h € H.
Proposicao 1.10.6. [8] Para todos g,g1 € G, h,h| € H, temos
(i) (g7 @h)* = (goh) " = (goh™)";

. -1 _ (8] _ (=1 o p—1\& ' oh _ hsh,
(ii) (§@h)” (g1@h)(g@h) = (g1®@h)*" = (g @ ')* ¢ =(gem)
(iii) (g'¢" @) = (s@h) ™" (g h)";

(iv) (198 'h) = (g@h) " (g@h);

(v) [g@h,g1@m] =g 'g"®h * hy.

14
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Definicao 1.10.7. Um médulo cruzado é um homomorfismo de grupos f : M — P junto com

uma agdo de P sobre M satisfazendo as seguintes condigdes:

(mP)u = p~! (m) up, para todos p € P, m € M;

(m1)"™H = m~'mym, para todos m,m; € M.

Proposicao 1.10.8. [8] Existem homomorfismos de grupos A :GRH — G, 0 : G H — H,

tais que
(i) (g@mMA=g""¢",  (g@h)A=h"2h
(ii) Os homomorfismos A, L com as agoes dadas na proposicdo (1.10.4) sdo médulos cruzados;

(iii) Seg € G,he H,t €« G H, entdo
AQh=t""" gxtu=1t"8;

(iv) tA @t L = [t,11] para todos t,t; € GR H;

(v) As agdes de G sobre Nuc ([) e de H sobre Nuc (A) sdo triviais.

Proposicao 1.10.9. [29] Se G atua trivialmente sobre H e H atua trivialmente sobre G, entdo
G®H=G? ®,H™.

Uma vez que a acao por conjugacdo de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (1.9) e (1.10),

o quadrado tensorial ndo abeliano G ® G de um grupo G pode sempre ser definido.

1.11 O Quadrado Tensorial nao Abeliano de um Grupo

Logo ap6s a publicagdo dos trabalhos de Brown e Loday [7], no qual mostraram a importan-
cia do produto tensorial ndo abeliano de grupos, vdrios artigos surgiram sobre este assunto.
Alguns investigaram propriedades gerais do produto tensorial ndo abeliano, enquanto outros

concentraram-se na descri¢cao do quadrado tensorial ndo abeliano de certas classes de grupos.

Mencionamos, dentre alguns resultados estabelecidos para o quadrado tensorial em [8], as

seguintes proposi¢coes:
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Proposicao 1.11.1. Se G é um grupo livre, entdo
GGG xT(G®),

sendo que 1" é o Funtor de Whitehead descrito na secdo (1.9).

Proposicao 1.11.2. Seja G é um grupo perfeito. Entdo G ® G é o grupo de recobrimento de G,

a menos de isomorfismo.

Proposicao 1.11.3. Existem os isomorfismos:

Zig X Loy se n é impar,

On®@0n =
e {szZzan2+k><Z2, sen=4r+kondek=0ouk="2.

Proposicao 1.11.4. Seguem os isomorfismos:

- Loy X Ly, se n é impar,
Dn ®Dn f—
Loy X Ly X Xy X L, Se n € par.

Na sequéncia abordamos alguns resultados de N. Rocco ( [34] e [35]), sobre uma construcao
relacionada ao quadrado tensorial ndo abeliano de grupos. Especificamente, sejam G ¢ G? dois
grupos isomorfos por meio do isomorfismo ¢ : g — g%, Vg € G. O referido grupo é definido

por

v(G) = <G7G“’| 81.87]% = (2193, (82%)%] = [gugz"’]g;p Vg1,82,83 € G>.

O exemplos a seguir foram obtidos através de uma técnica encontrada em [35] para calcular

v(G), quando G ¢é abeliano finitamente gerado.

Exemplo 1.11.5. (i) v(C2) = Dua;

(ii) v(C3) = B(2,3) (grupo de Burnside 2-gerado de expoente 3, com ordem 27).

Consideremos o subgrupo Y (G) = [G,G?] de v(G).

A relagdo entre v (G) e G ® G foi dada pelo resultado:
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Proposicdo 1.11.6. [34] G® G =Y (G), através do isomorfismo g @ h+— [g,h?].

Proposicao 1.11.7. [34] Vale o isomorfismo:
v(G) = ((G®G)xG)xG.

Rocco [34] dd uma prova alternativa da finitude de v (G) quando G é finito usando uma

conexdo entre v (G) e um grupo ¥ (G), introduzido por S. Sidki [39] e definido por:
x(G) =(G,G?|[g,8°] =1,V € G).

A seguir citamos um resultado de [39] sobre x (G).

Teorema 1.11.8. Seja G um m-grupo ( T um conjunto de niimeros primos), nilpotente finito ou

soliivel finito. Entdo x (G) é também um Tt-grupo finito, nilpotente finito ou soliivel finito.

¢
O grupo x (G) tem um subgrupo R (G) tal que as rela¢des [gl,g;p]g3 = [g1g3, (g?)ﬂ sdo

x(G)

satisfeitas em R(G) para todos g1,82,¢3 € G. Aqui R(G) = [G,L(G),G?] com L(G) :=
(87'¢%18€G).
Seja A(G) o subgrupo de v (G) gerado por todos os comutadores [g,g?], com g € G.

Deste modo, temos:

Teorema 1.11.9. [35] Para todo grupo G,

Além disso, A (G) < v (G) NZ(v(G)).

O teorema anterior e Proposi¢do 1.7.3 implicam que A (G) é imagem homomorfica do Mul-
x(G)
R(G)

tiplicador de Schur de . Isto, juntamente com o Teorema 1.11.8 e a Proposi¢ao 1.7.2-(i1),

fornece

Teorema 1.11.10. [34] Seja G um ®-grupo finito, nilpotente finito ou soliivel de comprimento
derivado finito. Entdo v(G) é também um m-grupo finito, nilpotente finito ou soliivel de grau

finito.
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Observe que o resultado acima d4 uma prova alternativa da finitude de G ® G quando G é

finito. A seguir citamos algumas propriedades do grupo v(G).
Lema 1.11.11. [34] Em v (G) seguem as seguintes relacdes:
(i) [g1,87] leaed] (61,8814 Vg1, 82, 83,24 € G;
(ii) (1,85, 83] = [g1,82,83] = [¢1.8383) ;
87.82.83) = [87.82.85] = [¢7.85.83] . V51.82.83.84 € G;
(iii) [g,8%] é central em v (G) ; Vg € G;
(iv) [gl,g;p} [gl,g;p} é central em v (G) ,Vg1,8 € G;
(v) [g,8%] = 1, para todo Vg € G'.
Lema 1.11.12. [35] Sejam G um grupo e g,h elementos de G. Entdo
(i) [8,h%] = [gh, (gh)?] [, h?) " [5.8%] ™" (€ A(G));
(ii) [, h®] [, 8%] = [h, 7] 8, h?];
(iii) Se g € G/, entao [g,h®][h,g%] = 1;
(iv) Se gG' = hG', entdo [h,h?] = [g,g%];

(v) Denote por o' (x) a ordem da classe xG'. Se o' (g) ou o' (h) ¢é finita, entdo [g,h?][h,g?] tem
ordem dividindo o mdc (0'(g),0'(h));

(por um abuso de notacdo consideramos mdc(n, o) := n para um niimero natural n);

(vi) Se o' (h) é finito, entdo [h,h?] tem ordem dividindo o mdc(o'(h)?,20'(h)).

Ainda no estudo do quadrado tensorial, Russel D. Blyth e Robert Fitzgerald Morse [4]
provaram que se G € policiclico entio G® G e v (G) sdo também policiclicos. Além disso, es-
tendem o resultado de Rocco [35], exibindo um conjunto de geradores para o subgrupo [G, G?|

de v(G) obtido por meio da seguinte proposicao:

Proposicao 1.11.13. Seja G um grupo policiclico com geradores policiclicos g1, ...,gx. Entdo

o subgrupo |G,G®) de v (G) ¢ gerado por { (gi8]] [gf, (g;’?)ﬂ : [gi,gﬂ [2):87 ] } ,para 1 <
i,j <k,i+# j; sendo
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17 se |gi|<°°

E =

{ +1, se|gi| =00

5 1, se ‘gj} < oo
+1, se !gj‘ = oo

Exemplo 1.11.14. Com o auxilio da Proposi¢do 1.11.13 e de algumas propriedades de v(G),

explicitadas sob a forma dos Lemas 1.11.11 e 1.11.12, obtemos:
(i) [Dp,Dp?] = Cy x Cp, se p & impar;
(ii) [Dy,D,?) = C, x C3, se p é par;
(iii) [Des,DE] = C3 x C.s.
Encerramos esta sec¢do apresentando alguns resultados do trabalho de Irene Nakaoka.

Nakaoka ([27]) introduziu o operador 1 que generaliza o operador v para o caso de dois

grupos G e H que agem um sobre o outro de maneira compativel.
Considerando H? uma c6pia de H, com @ : h — h?,Vh € H, temos:
N (G,H):= (G, H?|[g, 9 = g4, (h1)?] [, (1)) """ = [gh, (W1)®] V.01 € G, Wh, i € H)
Observamos que se G = H e a agdo é por conjugacgdo, entdo 1 (G,G) = v (G).

Nesta situacdo mais geral valem resultados semelhantes aos das Proposi¢oes 1.11.6e 1.11.7,

quais sejam:
Proposicao 1.11.15. Em [27], temos:
(i) [G,H?] 2GR H;

(ii)N(G,H) = ((GRH) xG) xH.
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De acordo com o isomorfismo dado por meio da Proposicao 1.11.15, podemos reformular o

resultado de Brown, Johnson e Robertson, expresso na Proposicao 1.10.6, da seguinte maneira:

Proposicao 1.11.16. [8] Para todos g,g1 € G e h,hy € H temos:

(i) [¢71 1] = [g,h®) " = [g,(h")?];

(i) [g.19) " [g1,19] [g.0%) = [g1,19] " = [g1.08)° %" = [gr.0¢]" ™"
(iii) [g'g" ?] = [, 1] g, h?)";

(iv) (g1, (h~8h)?] = [g,h?] %" [g,h?];

) g 1%, [g1,h{]] = [g7 g, “11)? |
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Capitulo 2

O Quadrado Tensorial nao Abeliano de

um Grupo Nilpotente de Classe 2

Nesta segunda parte, expomos alguns resultados sobre o quadrado tensorial de um grupo

nilpotente de classe 2, e damos uma prova alternativa para o resultado:

Teorema 2.0.17. (M. Bacon) [2]: Se G é um grupo nilpotente de classe 2 com d(G) = n, entdo
n(n®>+3n—1)
d(G©G) < T

Em [8], Brown, Johnson e Robertson levantaram a questdo sobre a possibilidade de se
obter alguma estimativa geral para d(G ® G) em termos de d(G), quando G é um grupo finito.
Michael R. Bacon [2] contribuiu com este problema apresentando uma estimativa para

d(G® G) em termos de d(G) no caso em que G é nilpotente de classe 2, finitamente gerado.

Neste momento faremos a exposi¢ao dos resultados obtidos por M. Bacon [2] e usados na

demonstracdo do citado teorema.

Lema 2.0.18. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo para qualquer a,b € G e qualquer
nez,

la,b"] = [a",b] = [a,b]" e (ab)" = a"b" [b,q] (§> :

Proposicao 2.0.19. Se G é um grupo nilpotente de classe 2, entdo G Q G é abeliano e 15 =
[g,h] @ g, 1] para todos g,h,g' i € G.
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Proposicao 2.0.20. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo as relacoes definidoras para

G reduzem-se a
g @h=(goh) (g ®h)([g,¢] ©h)(g® [h¢]); 2.1)

gl = (g@h)(g@h)(g® [hN])([g, 1] @h). (2.2)

Corolario 2.0.21. Se G ¢ um grupo nilpotente de classe 2, entdo as seguintes relacoes aconte-

cem para todos g,h,t € G :

([g,h@1)(h@|g,t])(g@]t,h]) = 1g; (2.3)
(@ [h,t])([g ] @h)([h,g] ®1) = 1g; (2.4)
([gh@1) = (r®[g,h]) " (2.5)

Lema 2.0.22. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo

n n n i—l1
[[si@h=]](gi®h) HH ® [h,g)]) (2.6)
i=1 i=1 i=2 j=
para todos g1, ...,&n,h € G;
n n n i—1
g@[Tsi=T1c®e) [TT]([s 8] @& 2.7)
i= i=1 i=2 j=1
para todos g,81,...,&n € G;
n m
Hg,®Hh =[1[1Gier)m (2.8)
i=1j=1
para todos g1,...,8n,h1,...,hnm € G, sendo
n m j—1 n i—1 m
M: H ([hﬁgl ®hk HH gk® gl7
i=1 j=1k=1 i=2 k=1 j=1

Como consequéncia temos

Lema 2.0.23. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo para todos g,h € G e para

quaisquer m,n € 7.,
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g wh = (g hy™(heo I g])"C) (g )" C).

O préximo resultado nos fornece um conjunto de geradores para G ® G, bem como uma
expressdo explicita para cada g ® h em termos desses geradores. Desse resultado seguird uma

estimativa para d(G ® G).

Proposicao 2.0.24. Seja G um grupo nilpotente de classe 2 ¢ G = (g1, ...,gn). Entdo GR G é
gerado por todos os elementos da forma gi®gj, 1 <i,j<n, g® [gj,gk}, 1<j<k<n.

Demonstracao. Considere g,# € G. Entdo g e h podem ser representados por g =UV e h=

U'V’, sendo
a m; - 4 Lix r_ - m; r_ o U
v=[ls". v= 11 lgped™ U=[le"s V= I lsse]™
i=1 1<j<k<n i=1 1<j<k<n

com m;,m’, [ i, ", ndmeros inteiros. Assim, qualquer gerador de g ® h de G ® G pode ser escrito
s s ks Jjk q q g 8 p

como UV @U'V’. Como V e V' estdo no centro de G, entdo
uveU'V =UU) UV VU ) (VeV).

Agora, pelo Lema 2.0.22 e Proposi¢do 2.0.19, V ® V' = 1. Expandindo U @ V' e U @ V' pelos
Lemas 2.0.22 € 2.0.23 , obtemos:

n

vaV =] ] (@®[ga])™* e

i=11<j<k<n
n /l/
veau =TT JI (se]®e)"*,
i=11<j<k<n
de modo que
. V—
UeVH)(VelU')= (gi® [gj,c])™ "~
i=11<j<k<n

Novamente, pelo Lema 2.0.22 segue que
n m
voU =T][1E" g™

i=1j=1
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CAPITULO 2. O QUADRADO TENSORIAL NAO ABELIANO DE UM GRUPO

NILPOTENTE DE CLASSE 2
n n j—I1 L n n i—1 ,
onde M = HH H([gj,g,-] ® gi )" HHH(gk ® [gi,g;])™™™i. Combinando os ter-
i=1 j=1ik=1 J=1i=2k=1

mos, aplicando o Lema 2.0.23 e reindexando-os, mostra-se:

3
3
3

U®U'=ﬁﬁ(gi®gj)m"m3 (8i® [gi.85]) ]( l)_mj(z’)-

i=1j=1 1j=1

~.

g

Demonstracao do Teorema 2.0.17. A proposi¢do acima nos diz que G® G € gerado por g; @ g,
1<i,j<n,g® [g s gk}, 1 < j <k <n. A estimativa segue da contagem desses geradores, que
se deu da seguinte maneira: existem n” geradores da forma g; ® g jen(n—1) geradores do tipo
8i® [gj.&i], i # j. Inicialmente hd n(n — 1)(n — 2) geradores da forma g; ® [g;,g] com i, j, k
distintos. Mas, pele Corolario 2.0.21,

gi® (8.8 = (g;®[gi,8k]) (8 ® [8):8&i])-

n

Assim ha apenas 2 (3) = 3n(n— 1)(n—2) geradores da forma g; @ [g;,8] e entdo d(G®

1
7 1

3

G)§n2—|—n(n—1)—|—%n(n—l)(n—2):%n(n2+3n—1). d

Passamos a demonstra¢do da prova alternativa da estimativa obtida para d(G ® G) (Teorema
2.0.17), via isomorfismo G ® G = Y (G). Nesta prova utilizamos um conjunto de geradores
policiclicos para [G, G?]( Proposicdo 20, [4]), 0 que nos permite fazer uma demonstra¢do bas-

tante simplificada.

Demonstracao. Seja G um grupo nilpotente de classe 2 gerado por gy, ...,g,. Qualquer ele-

mento de G pode ser escrito na forma

n
e=TTe T1 lepal™

i=1  1<j<k<n

sendo m; € [ inteiros.

Assim, em G temos o seguinte conjunto de geradores policiclicos:

{1 <i<niU{[gj&]:1 <j<k<n}. (2.9)
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Dessa forma, da expressdo 2.9 e Proposi¢ao 1.11.13, temos que [G, G?] é gerado por:
{|s:eD)8]:1<ij<n}

U{[gf»([gj’gk](p)a] l<i<n,l §j<k§n}U{[[gj,gk]a,(g,fp)s] 1<i<n,l §j<k§n}
U{ |:[gr7gs]5 ([gt,gu]q))e} s 1<r<s<n1<t<u< n} ,sendoged e {—1,1}.

Utilizando algumas propriedades de v(G), apresentadas sob a forma dos Lemas 1.11.11 e

1.11.12, vimos que o conjunto de geradores acima torna-se:

{[sosf]i1<ij<nfof[enlsred?|s1<i<mi<j<k<a}. @10

Em (2.10) existem n? elementos da forma [gi, gﬂ en(n—1) geradores do tipo [g,-, [g s gi] (p} .

Resta contarmos os geradores [g,-, [g i» gk] (p}, quando i, j, k sdo distintos com j < k. Usando a
identidade de Hall-Witt e ainda o fato de c¢/(v(G)) < 3 (Teorema B, [34]) e o Lema 1.11.11,

temos
[(8/)%,(26)? 8] [(80)?, (8)?, 8] [gi-8), (gk)?] = 1.
Logo,
[gi, (8 8] (p] = (8,81, 81]%] [gk, [gj,gi]ﬂ :

n(n*+3n—1)
3

n(n*+3n—1)

0
3

Portanto, d(|G,G?]) < e, consequentemente, d(G® G) <
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Capitulo 3

O Quadrado g-Tensorial em Certas

Classes de Grupos

Nesta terceira etapa de nosso trabalho apresentamos alguns resultados relativos ao produto
g-tensorial de grupos, por meio de construcdes relacionadas. Particularmente, estendemos a
estimativa dada por Bacon [2] do caso g = 0 para todo inteiro ¢ > 0. Descrevemos alguns

exemplos de grupos G para os quais G ® G estd imerso em G @7 G.

3.1 O Produto g-Tensorial de Grupos

Nesta se¢@o intoduzimos o conceito do produto g-tensorial de grupos.

Seja L um grupo e g um inteiro ndo negativo. O produto g-tensorial de L-médulos cruzados
Uu:G—Lev:G— L foi definido em [12]. Em particular, quando G e H sdo subgrupos
normais de L, entdo as inclusdes de G e H em L sdo L-mo6dulos cruzados com acdes tomadas
por conjugagdo em L. Neste caso, de acordo com [15], definimos o produto g-tensorial, G R H,
de G e H, para g > 1, como o grupo gerado pelos simbolos g®@ h e k, paratodos g € G,h € H,
k € GNH, sujeitos as relagdes:

(g®@hhi) = (g2 h) (g’“ ®hh‘> 3.1
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gg1®@h= (g8 @) (g1®h) (3.2)

(s@h) = <g"" ®h""> (3.3)

iy =& <k® (ki) )) ki (3.4)
i=1

[il?l] = K@k (3.5)

g.h] = (s@h)?, (3.6)

para todos g,g1,h,h € Ge k|, ko € GNH.

Quando ¢ = 0 seguimos [7] e definimos o produto 0O-tensorial G ®° H como o grupo gerado
pelos simbolos g ® h, para g € G, h € H sujeitos as relacdes (3.1) e (3.2), isto €, como produto

tensorial ndo-abeliano G R H.

Ressaltamos, ainda, que (3.1) e (3.2) sdo relacdes de comutadores em grupos e que (3.3)
a (3.6) podem ser vistas como abstracdes das identidades que aparecem em apresentacdes por

poténcias e comutadores.

Concentramos nosso estudo em um caso particular de G ®? H, com G = H = L, via

construgdo relacionada, conforme exposto na secio a seguir.

3.2 O Grupo v/(G)

O grupo v?(G) foi introduzido em [10] da seguinte maneira: sejam G e G? grupos isomor-
fos por meio do isomorfismo ¢ : g — g%, Vg € G. Consideramos K = {Hk € G} um conjunto
de simbolos, um para cada elemento de G. Quando g = O considera-se K o conjunto vazio. Seja

F (K) o grupo livre sobre K e v (G) * F (K) o produto livre do grupo v (G) com F (K), sendo
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v (G) o grupo definido no Capitulo 1 ([34]).

De acordo com a estrutura de v (G) temos que G e G? estdo imersos no produto livre
v(G) * F (K). Sendo assim, identificamos os elementos de G e de G? com suas imagens em
v (G) *F (K). Estabecelemos J como fecho normal em v (G) * F (K) dos elementos:

Ry : (g1) kg (ke1)™! (3.7)
12 @,
Ry: (g7)  kgf(ke2)™! (3.8)
~ ~ ~1
Rs: (B) [g1, 8] %[, (61")°] (3.9)
qil 1—i
Ry : (&)~ Vicky (i o] ) (3.10)
1:1
PN -1
Rs: (21,8 ¢, (g2)?] (3.11)
Re:[g1.8) [81.87] 7 (3.12)
para todos g1,82 € Ge k1,ky € K.
Definimos o grupo v¢(G) por
v(G)*F (K) /J. (3.13)

E importante lembrar que quando ¢g=0 os conjuntos das relacdes (3.7) a (3.12) sdo vazios
e consequentemente v (G)* F (K)/J = v(G). Além disso, o simbolo "chapéu"que aparece
nas relagdes (3.9), (3.11) e (3.12) externaliza g-ésimas poténcias. Vamos entender a citada

externalizag@o na relag@o Ry.
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Considere x e y € G. Usando indugdo sobre g, obtemos:

(xy)? =% [x,y 1] ¥?
()} =2 [,y [x,y72] )

—1-i

(xy)d = x4 H?;ll [x,y7] xq ¥
Devido a relagdo R3, temos que o subgrupo de v4 (G) gerado por K normaliza o comutador
[G,G?] em v¥(G) e portanto o subgrupo Y7 (G) = [G,G?] (K) é normal em v?(G).
A relagdo entre G ®7 G com V¥ (G) foi estabelecida através do seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. [10] Vale o isomorfismo:

T (G)=G®IG. (3.14)

Teorema 3.2.2. [10] Existe um isomorfismo:

vi(G) = ((G1G)xG)«G. (3.15)

O Teorema 3.2.2 generaliza o resultado obtido por Rocco (veja Proposi¢ao 1.11.7).

Observacoes 3.2.3. Mencionamos que o quadrado g-exterior do grupo G, G N1 G, é definido
por: GA1G = G®1G/A(G).

A seguir apresentamos algumas propriedades do grupo v¢(G).
Lema 3.2.4. [11] Seja G um grupo arbitrdrio e g um inteiro ndo-negativo. As seguintes relagcoes
valem em v (G).

] [e3.85] _

_ [gl ,g;p} £3,84]

(i) [ghg;p , V81,82,83,84 € G
(i) [g1.83.83] = [81.82.83 = [81.83.85] =
= [g7.82.87] = [g¥.27.83] [¢7.8. 23], Vg1,82.83.84 € G;
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—1
(iii) [g1,[22,83)%] = [[g2.83),87] . Vg1.82.83 € G;
(lV) [/]Ev [g17g2¢]i| = |:7<\7 [glagZ]]’ vg17g27k € G;

(v) (k)8 =k[ki,g%], Vg € G;

(vi) Se [g1,82) = 1, entdo (g, ,gﬂ e [gz,g(lp] sdo elementos centrais de v?(G), de ordem finita
dividindo q. Se além disso gi,g> sdo elementos de tor¢do de ordem o(g1), 0(g2), respectiva-

mente, entdo a ordem de [gl,g;q divide o mmc (q,0(g1),0(g2));
(vii) [g1,81%)] € central em V1 (G), Vg, € G;

(viii) [g1 ,gﬂ [gz,g(lp] é central em v4(G), Vg1,82 € G;

(ix) [g1,81%] = 1, para todo Vg, € G';

(x) Se g1,82,8> sdo elementos de G tal que [g1,82] = 1 = [g1,g3], entdo [gg,g3,g(1p] =1=
[[g27g3](paglj|~

Observacdes 3.2.5. Para simplificar a notagdo, denotaremos os subgrupos [G,G?®] e (K) de

v4(G) por T e A, respectivamente.
Em nosso primeiro resultado calculamos alguns exemplos para G ®? G, via isomorfismo
G®1G=Y?(G), conforme segue:
Proposicao 3.2.6. Seja G = D,,. Entdo temos:
(i) Se m é um inteiro impar e q é par (q = 2t), entdo:
D, 41 D, = C4 x Cy, (t impar);
Dy @9 Dy = Cy* X Cy (t par);
(ii) Se m € par e q é impar ou mdc(q,|G|) = 1, entdo Dy, @1 D,, = D,y;
Seja G = Q,. Entdo:
(iii) Se mdc(q,|G|) = 1, entdo Q, 1 Q, = Qy;
Considere G = D, temos:
(iv) Para g = 2 (mod 4), temos Ds @9 Do, =2 Co? X Cy;
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(v) Quando 4

q, segue que Do @9 Doy =2 Coi? x Cy?
(vi) Se q é impar, Do @9 Doo = D..

Antes de demonstrarmos a Proposi¢do 3.2.6 faremos algumas consideragdes, que serdo uti-
lizadas nas demonstracdes dos trés primeiros itens da citada proposi¢ao.

Seja Dy = (x,y | 22"y =y7").

Da Proposigao 1.11.13, segue que T é gerado pelos elementos [x,x?], [x,y?], [x,y?] [y,x?], [v,»?].
Deste modo, Y (D) = ([x, x?], [x, y?], [y, x%], [v,y%] .8, Vg € D)

Utilizando a propriedade R4, as relacdes de D4 € o Lema 3.2.4, obtemos:

Y4 (D) = ([x,x%], [, 571, [, 3?1 [y, 2%, [y, y#1, % 9) (3.16)

O elemento [y, y?] tem ordem < 2.

De fato:
=[] = [e,y?)" [x,»?]

= [x,y?] [[x,y?] ] [x,y?]

= [x,y?] [x,y,x?] [x,y?] (Lema 3.2.4 - i)
= [6,y?] [ [6,0]°) ! [y (Lema 1.11.12- iii)
= [x,y?] [x,)?] - [x,¥?] (Lema 3.2.4- i)

= [ y?) 7 b)) )]

=[r,y?) ' [%59) " 5y

=[2?) !

O elemento [x,y?] [y,x?] também tem ordem < 2:
1= [.(2)9] = [,x] [p20]"

= [ xP] ] [, 2] 2]
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= [y, x?] [y, x?] [[y,x] , x?] (Lema 3.2.4-)

= [y, x9] [y, x®] [x, [y,x®]] ! (Lema 1.11.12-iii)
= 1,2 [v.x?] [x, (-2)¢] ! (relagdes de D)
= [y, x?] [y, x?] [x, y?] [x,¥?] (Lema 3.2.4-iv)

= ([x,y?] [y,x])?
Vé-se facilmente que [x,x?] tem < 2. Além disso, [x,y?] tem ordem m (Proposicdo 1.11.4).

Demonstracao. Caso (i): Seja m = 2k + 1. Relembremos a expressao (3.16):

Y (DyG) = ([x,x?], [x, 1, [x,y?] [y, %], [y, ?] X, 3)
Como y = [x,y*x] , temos que [y,y?] = 1 (Lema 3.2.4-ix) e que [y, x?] [x,y?] € trivial (Lema
1.11.12-ii1).
Portanto, a expressao (3.16) torna-se: Y9 (D,,) = ([x,x?], [x,y?],X) .
: 2 Yl aa-1) t
Mas, pela propriedade R4, temos que (X)= = [x,x?|==1" = [x,x?] 7 = [x,x?] .
Desta forma, se ¢ é par entio (x)? = 1, caso contrario, (¥)* = 1.
Logo, se t  impar, Y4 (D) = ([x,y?],x | [x,y?]",%%).
E para  par, T4 (D) = { [ex?]. [039].% | [rx92. [r.3#]" (32).

Caso (ii): Os geradores [x,x?], [x,y?],[y,x?] e [y,y?] sdo triviais , uma vez que possuem

ordens dividindo g. Além disso, tem-se que [x,y?] = [x, (1*9)?] = [x,y?]*? = ([x,y?]?)* = (5)*".

Por outro lado, [%,5] = [x7, (y%)7] = [x, (y%)?] = [x,y*]? = (7).

Assim, Y7 (Dy,) = <)?, y|x, 9", ??:5?‘1>.

Analogamente, mostra-se que Dy, ®7 D,, = D,,, quando mdc(q, |G|) = 1.
Caso (ii1): Segue andlogo ao item anterior.

Passamos as demonstragdes dos trés ultimos itens. Novamente iniciamos com alguns co-

mentarios que serdo relevantes no decorrer destas demonstragdes.
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ConsidereG:Dm:<X,y ’ x27yx:y—1>_

Pelo Corolario 3.6 ([11]), temos:

Y4 (Do) = ([x,x%], [x,5%], [, %] [y, 7], [, 7], 5. 3) (3.17)
Os elementos [x,x?], [y,y?] e [x,y?] [y,x?] possuem ordens < 2 e suas demonstragdes seguem

andlogo ao caso anterior.

Além disso, [x,y?] e y tém ordens infinita, devido a0 homomorfismo Y (D) — G, definido
por [x,y?] = [x,y], y = y7.

Caso (iv): Mostramos que alguns geradores de Y? (Do) podem ser eliminados de (3.17).

De fato,

[y,v?] = ()72 [x,y?] (propriedades R, e Rg). Além disso, [x,x?] = (X)?
Utilizando a propriedade R4 e a igualdade xy = y/*l\x, obtemos [x,y?] = [y,x?]’, para s € Z.
Portanto, Y7 (Do) = ([x,y?], %,y | ()*)

Caso(v): Segue de forma semelhante ao caso anterior.

Caso (vi): Os elementos [x,x?] e [x,y?][y,x?], [v,¥?] t€ém ordens dividindo g e portanto sdo

triviais. Além disso, [x,y?] = ()2 ou [x,y?] = X() 2

Com efeito,
Utilizando a propriedade Ry, as igualdades y* = ()71, v = y~lx e ainda o fato do elemento

[x,y?] [v,x?] ser trivial, chegamos em:

gq—1
2

((3)7[xy?) 7 =1 (3.18)

Se ()2 [x,y?] tem ordem finita, entdo (¥)? [x,y?] = X. Caso contrrio, (3)?[x,y?] = 1.

Portanto, Y7 (D.,) = (%, ¥ | ()%, ¥ =()").
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CAPITULO 3. O QUADRADO Q-TENSORIAL EM CERTAS CLASSES DE GRUPOS

Teorema 3.2.7. Seja G um grupo nilpotente de classe 2 tal que d(G) = n. Entdo
3430242
d(G®1G) < n—i—;z#
2

n-.

. Em particular, se G ¢é finito tal mdc(q,|G|) =1, entdo d(G®1G) <

Demonstracao. No capitulo anterior vimos que se G € nilpotente de classe 2 gerado por g1, ..., gn,

entdo [G,G?| é gerado por

{|aus?]s1<ii<nfu{lenlered®s1<isni<j<k<n}.

Logo,
Y7 (G) = < [gi,gﬂ : [gi, (8. 8x] (p} ,8:8€G,1<i<n1<j<k< ”> :
n 0.
Por outro 1ado,§=Hgl’.”"M, onde M = H [g.8] .

i=1 1<j<k<n

Assim, usando a propriedade R4, temos:

n

1 1 F20

T\q—l n J
§=Hg§-’”(]_[[ g 11 ([gj,gk]dgj")"’] = ) T1 lgj.e] (319
1 d i=1

i= =1 1<j<k<n 1<j<k<n

Mostraremos que T (G) = <|:glv(gjp):| ’ |:gi; [glagk] (P:| 7§i;1 <i< I’l,l < .] <k < l’l> .

Notamos que [Tg;" pode ser escrito como produto dos geradores g;, [g i (g;”)} , [g,-, [g 3 gk] (P}
deY?(G)com 1 <i<nl1<j<k<n.
De fato,

Usando indugdo sobre m; e a propriedade R4 de v¥(G), obtemos:

m;

= (&) (31,87 (2) (3) :
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Além disso, pela propriedade R4 e ainda pelo fato de %~ agir trivialmente sobre [G,G?]
temos:

—_—

q—1

. ; e~ —d . —dm; Ng—1—
gt =g"g" 1 [g, ' (g; m’)"’} [g’”’ (g; "%, (g d]-

i
d=1

—d m; —_1— —dr i —1—
Mas |g]", (g, "")?. (g/")11~] = [&". (g "), ((6]")71~4)]| (tema 3.2.4)
E do Lema 2.0.23 segue,

dm 3

& ’(g'dmj)(p} = [81.87] o 8+ [31-81°) mi< 2> 2. [0 (2))] | _dmj<ng>.

n—1

Agora, suponhamos que H g;" seja produto dos elementos g;, [gi,gﬂ [gz, [g jagkj| ] sendo
i=1
1<j<k<n-—1.

—

n —1 |n—1 Hgm’ q e
Entio, Hgl Hg 8n = Hg H [Hgl ’ gn ]
i=1

—1 [n—1
Hglml H [Hgl ’gl’l ] [Hgl agn Hgml q 1= d] &n-

Mas, pelos Lemas 2.0.22 e 2.0.23, temos

[Hg,,gn ] ﬁ[g,,gn }

i=1

~

)&n

n—1 —d

iy | —a(?
186,821 (g, 181,821 ) (g, [0, €2)]] (>
i=1

(¢

n—1 n—1
[Hg, (8¢ Hg'"’ )t "] [H[gl (8¢ Hg’"’ )t d] =] [[gi"",(g;d)“’}a( i

j=1

n—1 n—1 . q-1-d

[g, (8! },ng’
i=1 j=1
n—1n—1 (—2d) d(ﬂ2li) m g—1—d

mi m; — j
{gl,gn o 228D (g1 (g1, (2) ) ,<gjf>}

i=1 j=1
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n—1n—1

_HH ¢i g mimjd(q—l—d)
= ir&n

i=1 j=1

|
—

|
—

n

= [[gngn] y &8

i

3 ] —mim;jd(qg—1—d)

I
—_
~.
I
—_

Por outro lado, dos lemas 2.0.23 e 3.2.4(i), obtemos:

» (H?:l g;"i)q—l—d
g g8k ”‘)"’]
H 1<E¢<n ! k]
L —midly | T —de, e m
=H H g [gj.86]] [Hg H (8. 8] ’k)(p,(HgT’)qflfd
i 1<j<k<n i 1<j<k<n i=1

—mdl;
=117 [I [&n]8)-8]] e,

1<j<k<n
Das propriedades R4, Rg e da nulidade de [G', (G')?], segue que

[gjugk} 2 [gp (gk)‘P] 2q7 0 que permite, por inducdo sobre n, concluir que:

IT lesad= T1 ([g):a])
1<j<k<n 1<j<k<n

Assim, Y?(G) é gerado pelos elementos [gi, (gjo)} ) [81’; [g j,gk] (p} e gi- Destes geradores,
n(n®>+3n—1)

3
geradores do tipo g;.

existem geradores da forma [gi,(gf)} ) [gi» [g j,gk}w] (Teorema 2.0.17) e n

n3 +3n%+2n
3
os geradores da forma [gi,g?)} e [gi, [gj,gk} (p} sdo triviais e, portanto, d(G ®7G) < n?.

Logo, d(Y1(G)) < . Além disso, se G é um grupo finito com mde(q, |G|) =

g

Observamos que se G € abeliano, entdo G ®? G € abeliano. Este fato foi importante para
obtermos um resultado semelhante ao dado pelo Teorema 3.2.7, no caso em que G € um grupo

abeliano finitamente gerado.

Teorema 3.2.8. Se G é um grupo abeliano gerado por g1, -, gn, entdo G @4 G é produto direto
de, no mdximo, n* + n, grupos ciclicos. Além disso, se G é finito, digamos G = Cy, X --- x Cy,

di = (gi); di|da,...,dildiy1, 1 <i<n—1tal que mdc(d,,q) =1, entdo G®9G é produto direto
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de, no mdximo, n grupos ciclicos finitos.

Demonstracdo. O grupo Y7(G) é gerado por [g,-, (gjp)] e g. Logo, Y?(G) é produto direto,
de no maximo, n> +n grupos ciclicos. Agora, se mdc(d,,q) = 1, entdo os geradores de T sio

triviais. Desta maneira, Y7 (G) é gerado por n elementos.

Exemplo 3.2.9. (i) (C2 x C3) @2 (C3 x C3) = Cyp X Ca;
(i) Coo 7 Con 2 Cu X C

(iii) C, ®7 Cy = Cyp, mdc(n,q) = 1.

Passamos agora a exposi¢ao de alguns resultados envolvendo o quadrado g-tensorial de um

grupo nilpotente de classe 3.
Proposicao 3.2.10. Seja G um grupo nilpotente de classe 3. Entdo:
(i)[72(G),G?] é abeliano;

(ii) [p(G), (15(G))?] é trivial.

Demonstracao. Caso (i): Segue diretamente do Lema 3.2.4.

Caso (ii): Novamente pelo Lema 3.2.4, temos que [[g1,£3 | . [¢3,84.82]] = 1. V81,82,83,84.85 €
G. E, pela Proposicdo 1.11.16, obtemos 1 = [[g1,87] . [¢3,84.87]]= [[g1,82], (83,84, 85]7] -

g

Proposicao 3.2.11. Seja G um grupo nilpotente de classe 3. Entdo K age trivialmente sobre
[(G),G?].

Demonstragdo. : Usando algumas propriedades de vI(G) (Lema 3.2.4), as relacdes R3, Rg e
indugdo sobre g, obtemos [[g,h] ,1?]* = [[g,h],1®][[g, h] ,t?,k1] = [[g,h] ,t?], para todos g,h €
G. O

Como consequéncia das Proposi¢oes 3.2.10 € 3.2.11, temos:

Proposicio 3.2.12. Se G ¢é nilpotente de classe 3, entdo [y3(G),G?] é central em vi(G).
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O resultado abaixo estende a cota dada por Rocco [34] do caso g=0 para todo inteiro g > 0.
Proposic¢io 3.2.13. Seja G um grupo p-grupo finito com |G| = p", |G'| = p™. Entdo |G @G| <
plrt)(n—m)

Demonstracao. Segue do Corolério 3.12 ([34]) e da sequéncia

Y(G) —=Y4(G) G/G 1. (3.20)

g

A sequéncia (3.20) ndo € exata a esquerda. Dito de outro modo, G ® G, em geral, ndo
estd imerso em G ®7 G. Um exemplo de que tal exatitude ndo ocorre pode ser visto quando
consideramos um grupo G finito tal que mdc(g, |G|) = 1, isto porque os geradores de Y?(G) da
forma [g, ¢g?] tem ordem dividindo ¢ e, portanto, sdo triviais. Particularmente, se G = Qg tem-se
que Y3 (Q4) =2 Q4 com |T| =2¢ |#| = 8. No entanto, Y (Q4) = C4 x C4 x C; x C,. Por outro
lado, se ¢ divide a ordem de G, ndo podemos garantir que tal imersdo ocorra. Por exemplo, se
G=Dseq=2,Y(Dy) = CyxCyxCyxCyporém, Y2 (Dy) = Cy xC4 xCq com |T| =16 e
| # |=64. Este exemplo nos permite mostrar que se g = 2(mod4), entdo Y (D4) ndo estd imerso

em Y7 (Dy4). Os exemplos acima foram obtidos por meio do GAP [42].

A seguir, construimos um exemplo que nos mostra a ndo imersao de D,, ® D,, em D,, R4 D,

sendo m € um inteiro par.
Seja D,, = <x,y | X2,y " :y*1>.
Logo T é gerado pelos elementos [x,x?], [y,y?], [x,y?], [x,y?] [y,x?].
Agora, da relagdo 3.12 temos que [x,x?], [y,y?] e [x,y?] [y,x?] tem ordem dividindo q.
Por outro lado, vimos que estes geradores tém ordens dividindo 2 (Proposi¢do 3.2.6).

Portanto os geradores [x,x?], [y, y?], [x,y?][y,x?], sob a condi¢do que mdc (¢, |G|) = 1, sdo

triviais.

Como y age trivialmente em [x,y?], segue que [x,y?] = [x, (y*9)?] = [x,y?]*? = (7)?. Assim,

se m € par, temos que T = C,, 5.
Mas, Y (D) = Cy x Cy X Cyy X Ca, para m par.
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Diante do exposto, surge a seguinte questdo: para que classes de grupos G e para quais

valores de g temos G ® G imerso em G ®7 G?

Damos nosso contribui¢do a este problema calculando alguns exemplos de grupos onde a

citada imersio ocorre.

Teorema 3.2.14. Seja G um grupo. Entdo G ® G estd imerso em G ®4 G, quando:
(i) G = D,,, para m impar e q par;
(ii) G = Cy, n|q com n impar ou 4|n;

(iii) G = Do com 4

g
(iv) Se G é nilpotente finito de classe 2, 2-gerado com exp(G) dividindo q.
Demonstracao.

Caso (i): Segue diretamente da proposi¢do 3.2.6 - (i)

Caso (ii): Advém do Teorema 3.1 ([11])

Caso (111): Segue de 3.2.6 - (i1)

Caso (iv): Em [11] foi definido o seguinte homomorfismo:
0:Y1(G)—G (3.21)

dado por [g,h?] — [g,h] ek k9.
Seja G = (x,). Entio Y4(G) = ([x,x?], [x,y9], [£,y] [5,x%], [5,y9] .%,5) .
Suponhamos que [x,y?] seja trivial. Logo, pelo homomorfismo 3.21, G seria abeliano.

Além disso, se [y,x?] = [x,y?], entdo G’ = C,. Mas, se G = B(2,3), o grupo 2-gerado de

expoente 3, temos que G’ = Cs.

Por fim, suponhamos que [x,y?][y,x?] seja trivial. Entdo A?(G) seria gerado por [x,x?] e
[y,¥?], para todo G nilpotente de classe 2. Mas A*(D4) =2 Cy x Cy x Cy e A*(Q4) = C4 x Co X Cs.

De modo anédlogo, mostra-se que [x,x?] e [y,y?]| ndo podem ser triviais.
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Capitulo 4

Expoentes do Quadrado g-Tensorial de

Grupos Nilpotentes

Em 2008, Moravec [31] fez um estudo sobre expoentes do produto tensorial ndo abeliano

de grupos, obtendo resultados que respondem positivamente as questdes por ele apresentadas:
(I) Podemos limitar o exp(G ® H) em termos de exp(G) e exp(H) somente?
(IT) Existem grupos tais que exp(G ® G) divide exp(G)?

Exibimos abaixo os resultados apresentados por Moravec [31] sobre as citadas questdes. O

primeiro deles, relacionado com a questdo (I), é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 4.0.15. (Moravec) Sejam G e H grupos localmente finitos, agindo um no outro. Entdo
o grupo G® H é localmente finito. Se além disso, G e H tem expoente finito que sdo TT-niimeros,
entdo exp(G @ H) é também um m-niimero e pode ser limitado por uma func¢do dependendo de

exp(G) e exp(H).

Moravec [31] obteve uma estimativa para exp(G ® G) em termos de exp(G) e exp(G A
G) e observou que para grupos metabelianos finitos, exp(G A G) divide (exp(G))%exp([G, G)).
Consequentemente exp(G ® G) divide (exp(G))? exp([G,G]). Este limite foi melhorado para

grupos nilpotentes finitos de classe < 3.

Teorema 4.0.16. (Moravec) Seja G um grupo nilpotente finito de classe < 3. Entdo exp(GRG)
divide exp(G).
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O Teorema 4.0.16 ndo pode ser estendido para grupos com classe de nilpoténcia > 4. Um
exemplo € obtido quando consideramos G um grupo de ordem 64, com expoente 4 e classe de
nilpoténcia 4, que pode ser obtido por uma involu¢@o e um elemento de ordem 4. O citado grupo
¢ verificado na biblioteca do GAP para grupos pequenos como SmallGroups(64,34). Usando
o pacote do GAP para grupos policiclicos, calculamos exp(GAG) e G® G. Em particular,
(G AG) é um grupo de ordem 64 e expoente 8.

Neste capitulo estendemos resultados apresentados por Moravec sob a forma do Teorema

4.0.16 e do Teorema 4.0.15 para o quadrado g-tensorial de grupos.

Em [11] foi mostrado, via construgdo relacionada v¥(G), que G ®4 G preserva proriedades
do argumento G, tais como: finitude, nilpoténcia e solubilidade. Se G € localmente finito,

mostramos que o grupo G ®7 G também preserva esta estrutura.
Proposicao 4.0.17. Se G é um grupo localmente finito, entdo G @41 G é localmente finito.

Para demonstrarmos a proposicao supracitada, se fez necessario agregarmos, nesta parte de
nosso trabalho, o seguinte resultado:

Teorema 4.0.18. (Schmidt) [33] Se N<G e ambos N e G/N sdo localmente finitos , entdo G é

localmente finito.

Demonstracao da Proposicao 4.0.17. Temos que T‘f;G) = g (Proposicao 2.5, [11]). Por

outro lado, T é localmente finito (Teorema 4.0.15). Assim, pelo Teorema 4.0.18, Y?(G) é

localmente finito. 0
GRIG

Relembremos que o produto g-exterior € definido por G A1 G = Logo,

AG)
exp(GN1G) < exp(GN1G)exp(G). Mostramos que este limite pode ser melhorado para grupos

nilpotentes de classes < 3, por meio dos seguintes resultados:

Teorema 4.0.19. Seja G um grupo nilpotente finito de classe < 2. Entdo
(i) exp(G®1G) < exp(G), q é impar ou q é par e 4 divide q;
(ii) exp(G ®1G) < 2exp(G), se g = 2(mod4).

Teorema 4.0.20. Se G ¢ nilpotente finito de classe 3 com exp(G) = n, entdo
(i) exp(G @1G) < exp(G), se n é impar;
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(ii) exp(G ®1G) < 2exp(G), com n é par.

Antes de demonstrarmos os citados teoremas, mencionamos algumas identidades que sdao

vélidas para grupos metabelianos.
Lema 4.0.21. [31] Seja G um grupo metabeliano e sejam a,b,x1,....x, € G.
n—1

(i) [a,0") = [ [bs b b, [ ) .. ] (<) para todo n € 7.

k=0
k—vezes

(ii) [x1, [x2, ..., [xn, [a,D]] ...]] = [xg(l), [xc(z), vy [xo(n), [a,b]] H , para qualquer permuta¢do G

do conjunto {1,2,....n}.

Demonstracido do Teorema 4.0.19. Considere exp(G) = n. Como T é abeliano e .# age
trivialmente sobre T (propriedades R; e R, de vi(G)), é suficiente provarmos que se ® =
)

[x,y‘/’]z, entio " = 1 ou ®*" = 1, para todo @ € Y (G).
De fato,

Caso (i): O grupo v?(G) é nilpotente de classe < 3 (Teorema 2.8, [11]). Logo v?(G) é
metabeliano. Por outro lado, para todo x,y € G temos [y?,x"] = 1. Assim, usando o lema
4.0.21, obtemos:

1= [y i, ey #) ). @.1)

Agora, por meio de algumas propriedades de v¥(G) (Lema 3.2.4) e substituindo x por xy,

obtemos |y, [x,y?]] <3

) =1 e consequentemente [x, [x, y?]]| <2> =1.

Assim,

o, y?])" = 1. (4.2)

Por outro lado, utilizando a propriedade R4 de v?(G), a equagdo (4.2) e indugéo sobre n,

segue
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NILPOTENTES
(k)" = [k, k?] (3) () . (4.3)
Assim, na equacao (4.3), se g € impar ou g € par tal que 4 divide g, temos
&) =1. (4.4)
Agora, se g = 2(mod4), entdao
® =1. 4.5)

~

Da equacéo (4.2) e equagdo (4.4), obtemos: ([x,y?]k)" = 1.
Caso (i1): Segue diretamente da equacdo (4.2) e equacdo (4.5).

A seguir veremos alguns exemplos de G ®7 G onde exp(G ®7 G) atinge os limites estabele-

cidos por meio do Teorema 4.0.19.

Exemplo 4.0.22. (i) D4 ®7 D4 = Dy para g impar (veja Capitulo 3, Proposicdo 3.2.6-(ii));
(ii) C, ®1C,, = Cypy X Cy, sendo g = 2(mod4) e d = mdc(q,n);
(iii) Dy @* Dy = C2° x Cy;
(iv) Qs ®* Qs 2 Cr* x C4™.
(]

Observacoes 4.0.23. No exemplo acima, os itens (ii) encontra-se em [11] (Teorema 3.1). Agora,

os itens (iii) e (iv) foram obtidos com o auxilio do GAP.
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Demonstracao do Teorema 4.0.20. Como G ¢ nilpotente finito, entdo G € produto direto de
seus subgrupos de Sylow, digamos G = P x --- X P, entdo Y7 (G) = Y9 (P;) x --- x Y4 (P,)
(Corolario 2.16, [11]). Desta forma, podemos assumir que G € um p-grupo finito. Além disso,
o grupo v?(G) é nilpotente de classe < 4 (Teorema 2.8, [11]), entdo qualquer subgrupo 2-gerado

de v¥(G) é metabeliano. Logo, do Teorema 4.0.16, segue que

[, y?])" = 1. (4.6)

~

Considere ¥ € Y?(G) tal que ¥ = [x,y?]k.

Utilizando indugdo sobre i e o fato de v4(G) ter classe de nilpoténcia < 4, obtemos:

n—1

(b 310" =[x,y [[x,y"’]f"}?”:[x,y"’]”[[x,y"’],kq](%” (47

N
I
—_

Portanto, da equagdes (4.4) e (4.6), obtemos para n € impar ou n par, respectivamente:

([x,y"’]an =1, (4.8)
(be.*1%) g 4.9)

Agora, considere ¥ = a)?, weTekeK.

Novamente usando a propriedade R4, a equagdo (4.6) e inducdo sobre i, temos:

(o o [0 oo

1=

Assim, se n € impar ou n € par, obtemos, respectivamente:
\ N \ 2n
(wk) =1 ou (wk) =1.

Suponhamos que

44



CAPITULO 4. EXPOENTES DO QUADRADO Q-TENSORIAL DE GRUPOS

NILPOTENTES
O =[x, y?] k[[u,v?) h (4.10)

Assim,
& = [x,y?] k[, v? = [x,y®] [, v®] [[u,v]?, (k9) 1] k. “4.11)

Por outro lado, usando a propriedade R4 de v¥(G) e equagio (4.6), obtemos kh = kh. Desta

maneira, se n ¢ impar ¥" = 1. Caso contrério, B =1,

Assim, considerando ¥ um elemento qualquer de Y7 (G) e usando indugdo sobre o seu

comprimento, temos, para n é impar:

¥ =1 (4.12)
Caso contrario,
v =1 (4.13)
Caso (1): Segue de 4.12;
Caso (ii): Advém de 4.13.
Il

Exemplo 4.0.24. (i) Dg ®>Dg = Cg x C3 x C x C,

Encerramos este mencionando que € de nosso conhecimento apenas um trabalho relacionado
com o limite de exp(G ®?G) de Aindan Mcdermont [29], que estabeleceu o seguinte resultado:

exp(G ®P G) < p; sendo G um p-grupo com classe de nilpoténcia c.
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