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RESUMO

Nesta dissertagdo, com base em [1], construimos uma quantidade infinita de grupos Gy =
M x A metabelianos finitamente apresentados nao-isomorfos com os mesmos quocientes
finitos, para tal utilizamos ferramentas da Teoria de Moédulos. Outrossim, discutimos com
base em [3] que, grupos metabelianos finitamente gerados satisfazem a condi¢ao maximal
para subgrupos normais, denotada por max—n. Também apresentamos um exemplo dado
por Baumslag, em [2], de um grupo finitamente apresentado que é metabeliano, e portanto
satisfaz max—n. Tal grupo sera util na demonstragao de que os grupos Gy = M x A sao

finitamente apresentados.



ABSTRACT

In this work, based on [1], we construct infinitely many nonisomorphic finitely presented
metabelian groups Gy = M x A with the same finite quotients, for this goal we use Module
Theory’s tools. Futhermore, we discuss based on [3], that finitely generated metabelian
groups satisfy the maximal condition on normal subgroups, denoted by max—n. Besides we
present an example given by Baumslag in [2] of a finitely presented group which is metabelian,
hence holds max—n, this group will be useful when we prove that the groups Gy = M x A

are finitely presented.
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INTRODUCAO

O objetivo central deste trabalho é mostrar que é possivel obter uma quantidade infinita
de grupos metabelianos nao-isomorfos, mas que tém os mesmos quocientes finitos. Muitos
exemplos de grupos nao-isomorfos com os mesmos quocientes finitos ja foram dados, como
em [8], [9], [11], [12]. No entanto, em tais exemplos, hd apenas uma quantidade finita de
grupos nao-isomorfos com os mesmos quocientes finitos, e além disso todos grupos nesses
exemplos sao policiclicos.

Encontramos certas condigoes que possibilitam fornecer uma quantidade infinita de gru-
pos nao-isomorfos com os mesmos quocientes finitos, para tal nos direcionamos aos grupos
metabelianos, e escolhemos um anel noetheriano comutativo conveniente, o qual possibilitara
definir grupos nas condigoes desejadas.

Este trabalho é dividido em trés capitulos, no primeiro, sao apresentados resultados
preliminares, os quais sao utilizados nos capitulos posteriores. No Capitulo 2, apresenta-
mos definicoes e resultados acerca de Modulos, e mostramos que o conjunto formado pelas
classes de isomorfismos de R-mddulos projetivos de posto 1, munido com uma operacao
induzida pelo produto tensorial, forma um grupo abeliano, chamado Grupo de Picard de
R. No Capitulo 3, primeiramente mostramos com base no artigo de Hall [3] que, grupos
metabelianos finitamente gerados satisfazem a condigao maximal sobre subgrupos normais,

mais geralmente mostramos o teorema:

Teorema 3.2.10. Um grupo finitamente gerado G que é uma extensao de um grupo abeliano

por um grupo policiclico satisfaz a condi¢cao maximal sobre subgrupos normais.
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Posteriormente, com base no artigo de Pickel [1], mostramos o seguinte teorema principal:

Teorema 3.4.14. FExiste uma quantidade infinita de grupos metabelianos finitamente apre-
sentados nao-isomorfos com 0s mesmos quocientes finitos.

Denotamos por F(G), o conjunto das classes de isomorfismos de quocientes finitos do
grupo G. Estendemos essa definicao para médulos sobre um anel R comutativo com 1,
isto é, denotamos por Fr(M), como o conjunto das classes de R-isomorfismos de quocientes
finitos de M. No Teorema 3.4.2 damos um critério que estabelece quando dois R-mdédulos

M e N tém os mesmos quocientes finitos isomorfos como R-médulos, QF Ig:

Teorema 3.4.2. Sejam R um anel noetheriano comutativo com 1, M e N, R-mddulos
finitamente gerados . Entio M e N tém QFIgp se, e somente se, M/p*M ¢é isomorfo a
N/pEN para todo k € N e para todos ideais mazimais p de indice finito em R.

Depois mostramos que se A é um subgrupo das unidades do anel R que o gera como anel,

entao temos o seguinte resultado:

Lema 3.4.3. Sejam A um subgrupo do grupo das unidades U(R) de R que gera R como
um anel, considere que M e N sejam R-moddulos finitamente gerados com QQFIi. Entao, os
grupos Gy =M xAe Gy = N x A tém os mesmos quocientes finitos.

Em particular, vamos nos restringir ao anel R = ZG[z,z™', (x + 1)7!], em que G é um
grupo abeliano finito, cuja ordem nao ¢ livre de quadrados, esta condicao sobre a ordem de
G é necesséria para garantir que o Grupo de Picard de R, Pic(R), é infinito. Na Proposigao
3.4.4, mostramos que quaisquer R-mddulos projetivos de posto 1 tem QF'[r, de modo que se
M e N sao R-moédulos projetivos de posto 1, entao Gy = Gy, pelo Lema 3.4.3. Outrossim,
mostramos na Proposicao 3.4.8 que existem infinitos grupos G, nao isomorfos com os mes-
mos quocientes finitos e, por fim, na Proposi¢cao 3.4.13, mostramos que tais grupos G, sao

finitamente apresentados, obtendo assim o teorema principal.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados utilizados com frequéncia nos
capitulos posteriores. Alguns resultados sao classicos, mas a fim de esclarecer notagoes e

deixar as referéncias a esses claras, optamos por nao omiti-los.

1.1 Anéis e Ideais

Por conveniéncia, apresentaremos a definicao de anel.

Definicao 1.1.1. Um conjunto ndao-vazio R, com duas operacoes bindrias adi¢cao “+7 e

W

multiplicacao “.”, € um anel quando sao satisfeitas as sequintes propriedades:
Ry. (R,+) é um grupo abeliano;
Ry. se a,b,c € R, entdo a(bc) = (ab)c; e
Rs. sea,b,c € R, entio a(b+ ¢) = ab+ ac e (b+ ¢)a = ba + ca.

Se além disso, R tem a propriedade

Ry. sea,b e R, entao ab = ba;

entao R € chamado um anel comutativo, e se existe um elemento 1 € R tal que a.1 = 1.a =

a,Ya € R, dizemos que R € um anel comutativo com elemento identidade.
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Observacao: Nesta dissertacao, todos os anéis serao comutativos com 1, exceto quando
expresso o contrario. Embora, repetimos as condigoes de o anel ser comutativo ou de possuir
1, quando tais informacgoes sao essenciais na demonstracao de um resultado. Deste modo,

ao se dizer anel, anel comutativo ou anel com 1, subtende-se anel comutativo com 1.

Definicao 1.1.2. Um elemento x de um anel R é chamado um divisor de zero em R, quando

existe y # 0 € R, tal que vy = 0.

Observacao 1.1.3. Pela Definicio 1.1.2, seque que, se R # {0}, entao 0 sempre é um

divisor de zero. No caso de R = {0}, convencionemos que 0 seja ainda um divisor de zero.

Definicao 1.1.4. Um subconjunto nao-vazio I de um anel R é um ideal de R, quando I é

um subgrupo de (R,+), e RI C 1.
Exemplo 1.1.5. Os ideais de 7 sao da forma nZ, em que n € 7Z.

Proposicao 1.1.6. Sejam R um anel comutativo nao necessariamente com 1, ea € R, entao
o menor ideal contendo a, denotado por (a), € formado pelo conjunto de todos elementos de
R da forma ra+na, em quer € R, en € Z. No caso de 1 € R, temos que (a) coincide com

o ideal principal gerado por a, ou seja, (a) = Ra.

Demonstracao: Defina I = {ra+na | r € R,n € Z}, temos que I é um ideal de R, uma
vez que se r = rija+nia e y = rsa+nsa pertencem a I, entao xr —y = (7’1 —7"2)&+ (nl — ng)a
pertence a [, outrossim se r € R, entdao rz = r(ria + nja) = r(ra) + r(nia) = (rriy)a +
(rni)a = (rry +rny)a = (rry +1n1)a + 0.a € I. Agora, seja J um ideal de R contendo a,
entao na € J, para todo n € Z, mas como J é um ideal, ra € J para todo r € R, logo
ra +na € J para todo r € R e para todo n € Z, dai I C J. Portanto, I o qual denotamos
por (a), é o menor ideal de R contendo a. No caso de 1 € R, segue que Ra é o menor ideal
de R contendo a, pois a = la € Ra, e se J é um ideal de R contendo a, segue pela defini¢ao

de ideal que, ra € J para todo r € R, logo Ra = (a).
|

Definicao 1.1.7. Seja R um anel com 1, dizemos que x € R € uma unidade em R, quando

existe y € R tal que vy = 1.

Proposicao 1.1.8. Um elemento x de um anel R com 1 é uma unidade se, e somente se,

o ideal principal gerado por x coincide com R.
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Demonstracao: Se r € R é uma unidade, entao existe y € R tal que yx = 1, de modo que,
ser € R, entdao r =rl = (ry)x € Rz, dai Rx = R. Reciprocamente, se Rz = R, entdo como
1 € R, segue que 1 € Rx, logo existe y € R, tal que yx = 1, portanto x é uma unidade em
R.

Definicao 1.1.9. Um elemento x € R ¢ chamado nilpotente, quando x™ = 0 para algum

n > 0.

Proposicao 1.1.10. Se R é um anel nao-nulo, entao cada elemento nilpotente é um divisor

de zero.

Demonstracao: Seja z um elemento nilpotente de R, entao existe um inteiro n > 0 tal
que z" = 0, se x = 0, entdao x é um divisor de zero, suponha portanto = # 0, dai n > 1,
e xa" ! = 0, se 2"~ for nao-nulo, entdao segue que x é um divisor de zero, caso contrario,

n—2

temos que 2" ! = 0 com n > 2, pois x # 0. Logo zx = (0, assim se 2""2 # 0, segue que x

n—2

¢ um divisor de zero, caso contrario temos "% = 0 e n > 3, continuando com esse processo,

segue que deve existir um inteiro positivo k < n, tal que 22" ¥ = 0 com "% # 0, pois caso

—(n-1)

contrario, terfamos no decorrer deste processo r = z" = 0, que é uma contradicao,

logo existe "% # 0 tal que za2" % = 0, portanto x é um divisor de zero.
|

Definicao 1.1.11. Um ideal m de um anel R é chamado ideal maximal, quando m # R, e

sempre que I é um ideal de R tal que m C I C R, tem-se [ =m ou [ = R.

Exemplo 1.1.12. Os ideais mazximais de Z sao o0s ideais principais gerados por um niumero

PTIMO.

Definicao 1.1.13. Um subconjunto C' de um conjunto parcialmente ordenado S € uma

cadeia, quando x <y ouy < x para cada par de elementos x,y € C.

Lema 1.1.14 (Zorn). Se cada cadeia C de um conjunto parcialmente ordenado S tem uma

cota superior em S, entao S tem ao menos um elemento mazximal.

Proposigao 1.1.15. Cada anel comutativo com 1, R # (0) tem ao menos um ideal mawi-

mal.(No caso de 1 =0, temos que R € o anel nulo)
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Demonstragao: Seja X o conjunto de todos ideais diferentes de R em R. Temos que X # (),
pois o ideal (0) pertence a ¥. Ordene X pela inclusdo. Seja C' = (a,) uma cadeia em >,

assim podemos afirmar que J a, é um limitante superior de C' em ¥. Com efeito, temos que
Uas # R, pois 1 ¢ a,, paraofcodo a, daf a, # R,Va, além disso |Ja, é um ideal de R, uma
\(/Xez que, se x,y € |Ja,, entdo existem indices 3 e v, tais que a;ﬁ a, € Ja, com z € ag, e
Yy € a,, mas como 8’ ¢ uma cadeia, segue que ag C a, ou a, C ag, de mgdo que T £y € ag
ourtyca,daiz—yc Uaa Outrossim, se r € R, e x € Uaa, entao x € a, para algum
indice o, mas como a, é um 1deal segue que rx € d,, dai rz E U a,. Logo U a, € um ideal,
e é diferente de R. Portanto, Uaa € X, e como temos que para todo ag G C, ag = U Ao,
pois ag C U 0., segue que toda cadeia em Y tem um limitante superior em . Logo pelo

Lema de Zorn, Y} tem um elemento maximal em R, dai R tem um ideal maximal.
|

Corolario 1.1.16. Se [ # (1) é um ideal de R, entdo existe um ideal maximal de R contendo
I.

Demonstragao: Considere o anel quociente R/I, o qual é comutativo com 1, logo pela
Proposigao 1.1.15, segue que R/I possui um ideal maximal m/I. Considere o homomorfismo

canonico

¢: R— R/I,

temos pelo Teorema da Correspondéncia que, m é o tnico ideal de R contendo I, tal que
p(m) = m/I. Mostremos que m é um ideal maximal em R. De fato, suponha quem < J < R,
entaom/I < J/I < R/I, mas como m/I é maximal, segue que J/I = R/I, logo pelo Teorema

da Correspondéncia, temos que J = R, portanto m é maximal em R.
|

Corolario 1.1.17. Cada elemento de R que nao é uma unidade estd contido em um ideal

maximal de R.

Demonstragao: Seja x € R uma nao-unidade de R, entao pela Proposicao 1.1.8, () # R,
logo pelo Corolario 1.1.16, R tem um ideal maximal a contendo (z), logo = é um elemento

do ideal maximal a de R.
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Proposicao 1.1.18. Seja R um anel comutativo com 1. Entdo m € um ideal mazimal de R

se, e somente se, o anel quociente R/m é um corpo.

Demonstracgao:

(=) Seja r +m um elemento ndo-nulo em R/m, dai r ¢ m. Considere o ideal I = (r) + m,
note que I contém m propriamente, mas como m ¢ um ideal maximal em R, segue que [ = R,
no entanto 1 € R, logo existem rx € (r), e y € m, tais que rz+y = 1. Portanto re+y+m =
I+m masy+m=m, poisyem. Logorr+m=1+m,dai (r+m)(z+m)=1+m=1,
deste modo r +m é uma unidade em R/m, logo R/m é um corpo.

(<) Suponha que R/m seja um corpo. Considere que I seja um ideal de R, tal que m < I <
R. Deste modo existe x € I, tal que x ¢ m, entdo x +m néo ¢ nulo no corpo R/m, portanto
¢ uma unidade. Logo existe y +m € R/m, tal que zy +m = 14+ m, de modo que zy — 1 € m.
Assim existe z € m, tal que zy — 1 = z, dai xy — 2 = 1, mas como xy € I, j4 que = pertence
ao ideal I, e z € I, poism C I. Segue que xy —z=1¢€ I, logo I = R, e dai m é um ideal

maximal em R.
[ |

Definicao 1.1.19. Um anel R com exatamente um ideal mazimal m € chamado um anel

local. E o corpo R/m é chamado de corpo residuo de R.

Proposicao 1.1.20. i) Sejam R um anel comutativo com 1, e m # R um ideal de R tal
que cada r € R —m seja uma unidade em R. Entao R é um anel local e m é seu ideal

maximal.

ii) Sejam R um anel comutativo com 1, e m um ideal mazimal de R tal que cada elemento

de 1+ m seja uma unidade em R. Entao, R é um anel local.
Demonstracgao:

(i) Por hipdtese, temos que cada elemento de R — m é uma unidade em R. Equivalen-
temente, se x € R nao ¢ uma unidade, entao x € m. Deste modo se q é um ideal
maximal em R, entao ¢ C m, uma vez que pela Proposicao 1.1.8, ¢ # R nao contém
unidades, mas como m # R, e q é maximal, segue que ¢ = m. Portanto m é um ideal

maximal e é o tnico. Logo R é um anel local.

(ii) Seja x € R — m, assim o ideal q gerado por x e m, coincide com R, pois o ideal q

contém propriamente o ideal maximal m. Agora, como 1 € g, segue que existem y € R
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ezem, taisque xy +2=1. Dal zy =1 — 2z € 1 +m, logo por hipdtese segue que zy

¢ uma unidade, dai x é uma unidade. Entao por (i), segue que R é um anel local.
|

Definicao 1.1.21. Um dominio de integridade no qual cada ideal é principal é chamado de

dominio de ideais principais.

Definicao 1.1.22. Um ideal p de um anel R é chamado primo, quando p # R, e sempre
que Ty € p, tem sex € P ouy € P.

Proposigao 1.1.23. Seja R um anel comutativo com 1. Entao p é um ideal primo de R se,

e somente se, R/p é um dominio de integridade.

Demonstragao:

(=) Suponha que (z+p)(y+p) =p = 0 em R/p, daf zy € p, deste modo se p é primo, segue
que € pouy € p, de modo que z +p ou y+p é nulo em R/p. Logo R/p é um dominio de
integridade.

(<) Seja zy € p, entao (x +p)(y+p) = p = 0, mas como R/p é um dominio de integridade,
segue que r +p=pouy+p=p,daiz €pouyecp. Logop éum ideal primo.

Proposicao 1.1.24. Cada ideal maximal de um anel R comutativo com 1 é também um

tdeal primo.

Demonstragao: De fato, se m é um ideal maximal em R, entdo R/m é um corpo, com
mais razao ¢ um dominio de integridade, dai pela Proposi¢ao 1.1.23, segue que m é um ideal

primo.
|

Proposicao 1.1.25. Em um dominio de ideais principais, cada ideal primo nao-nulo é

maximal.

Demonstracao: Seja p um ideal primo nao-nulo em um dominio de ideais principais R,
logo existe z € R, tal que p = (x). Seja (y) um ideal de R, tal que (z) € (y) C R, deste
modo z € (y), dai existe z € R, tal que x = yz, logo yz € (z). No entanto p = (z) é um
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ideal primo, e y ¢ (), pois () € (y), logo z € (x), portanto existe t € R, tal que z = tu.
Dai z = yz = y(tz) = (yt)z, logo x = (yt)x, mas como R é um dominio e x # 0, segue que
yt = 1, assim y é uma unidade. Consequentemente (y) = R. Portanto, p = (z) é um ideal

maximal.
[ |

Proposicao 1.1.26. O conjunto N de todos elementos nilpotentes em um anel R € um ideal,

chamado nilradical de R. E o anel R/M nao tem elementos nilpotentes nao-nulos.

Demonstracao: Sejam z,y € N, entao existem m,n > 0, tais que 2™ = y" = 0, mas
como R é comutativo, vale o Teorema Binomial, daf (z + y)™"™~! é uma soma de multiplos
de produtos da forma z"y®, em que r +s = m +n — 1. No entanto nao pode ocorrer,
simultaneamente, r < m e s < n, pois caso contréario, teriamos que r+s < (m—1)+(n—1) =
m+n—2<m-+m—1=r+4s, que é uma contradi¢ao. Portanto » > m ou s > n, decorre
do primeiro caso que z" = 0, que implica que z"y® = 0; do segundo, y* = 0, e dai 2"y® = 0,
deste modo (x + )™ 1 = 0, logo z +y € M. Agora, note que —z € N, uma vez que
(—x)™ = (=1)"a™ = 0. Logo resta mostramos que Rt C N, com efeito, se r € Re x € N,
entao existe n > 0, tal que 2" = 0. Dai como R é comutativo (rz)" = r"z™ = "0 = 0,
portanto rz € M. Logo I é um ideal de R. Mostremos agora que o anel quociente R/t nao
tem elemento nilpotente nao-nulo. De fato se * € R/ ¢é nilpotente, entdo existe n > 0, tal
que " = 0, daf 2 = 0. Logo z" € N, portanto existe m > 0, tal que (z")™ = 0, mas como

mn > 0, segue que z € N, dai = 0. Portanto, 0 é o tinico elemento nilpotente de .
|

Proposicao 1.1.27. O nilradical N de um anel R coincide com a intersecao de todos ideais

primos de R.

Demonstracao: Denote por 9, a intersecao de todos ideais primos de R. Seja x um
elemento do nilradical 9t de R, entao x ¢ um elemento nilpotente. Logo existe n > 0, tal que
2™ = 0. Seja p um ideal primo de R (recorde que sempre existe um ideal maximal no anel
R comutativo com 1), entao 0 = 2™ € p, dai como p é primo, segue que x € p ou 2"~ € p.
Se z € p, entao temos o que queremos. Suponha por absurdo que z ¢ p, entdao z" ! € p.
Aplicando o mesmo raciocinio, obteremos que 2”2 € p. Procedendo deste modo, obtemos

n—1

que z = 2" 1 € p, que é uma contradicdo. Deste modo, x € p para cada ideal primo
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p, dai 9 C N,. Reciprocamente, suponha que = ¢ N. Defina ¥ como sendo o conjunto de
ideais I de R que tém a propriedade de que se n > 0, entao 2" ¢ I. Temos que X # (),
pois (0) € 3, uma vez que " ¢ (0) para todo n > 0, haja vista que x ndo é um elemento
nilpotente. Agora, ordene ¥ pela inclusdo, assim cada cadeia C' = (1) de ¥ tem uma cota
superior, (Jyc, I, logo pelo Lema de Zorn, ¥ tem um elemento maximal p. Mostremos que
p é um ideal primo e que = ¢ p. De fato, sejam y,z ¢ p em R, entao os ideais (y) +p e
(2) + p contém p propriamente, logo existem inteiros m,n > 0, tais que =™ € (y) +p, e
z" € (z) +p. Deste modo ™" € (yz)+p, pois se 2™ = ry +t e 2™ = sz + u, em que
r,s € Ret,u € p, entdo 2" = rysz + ryu + t(sz + u) € (yz) + p, logo existe n +m > 0,
tal que 2" € (yz) + p, e daf (yz) +p ¢ 3, e consequentemente yz & p, pois caso contrario,
terfamos (yz)+p = p € X, que é uma contradi¢do. Em suma, temos que y, z ¢ p implica que
yz ¢ p, logo p é um ideal primo de R. Agora, como p € ¥ (elemento maximal em 3 para C'),
segue que = ¢ p, logo = ¢ N, assim temos que = ¢ N implica que x ¢ MN,, equivalentemente,

N, C M. Portanto, N, = M.
|

Proposicao 1.1.28. Considere que ¢ : R — S seja um homomorfismo de anéis. FEntao,
se q € um ideal primo de S, entdo a imagem inversa p = p~1(q) de q por ¢ é um ideal primo
de R.

Demonstracao: Seja xzy € p, entdo p(zy) € q, dai p(x)p(y) € q, mas como ¢ ¢ um ideal
primo, segue que p(x) € q ou p(y) € q, de modo que x € p ou y € p. Portanto, p é um ideal
primo de R.

Definicao 1.1.29. O radical de Jacobson R de um anel R € definido como sendo a intersecao

de todos ideais mazximais de R.

Proposicao 1.1.30. Seja R um anel comutativo com 1. Entdo x € R se, e somente se,

1 — 2y é uma unidade em R para todo y € R.

Demonstracao:
(=) Considere que = € R, e suponha, por absurdo, que 1 — zy nao seja uma unidade em
R, entao pelo Corolario 1.1.17, existe um ideal maximal m de R, tal que 1 — xy € m. No

entanto x € m, pois R é a intersecao de todos ideais maximais de R, logo xy € m, mas como
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1 —xy € m, segue que 1 € m. Portanto m = R, que ¢ uma contradi¢cao. Logo 1 — zy é uma
unidade em R.

(<) Suponha que x ¢ R, daf existe um ideal maximal m de R, tal que z ¢ m, deste modo
o ideal I gerado por m e x contém o ideal maximal m propriamente, portanto I = R. Mas
como 1 € R, segue que existem z € m, ey € R, taisque zy + 2z =1,dai 1 — 2y = 2 € m,

logo 1 — xy nao é uma unidade em R.

1.1.1 Operacgoes entre ideais

Nesta se¢ao, discutiremos com mais detalhe as operacoes: soma, intersecao e produto,

que podem ser realizadas entre ideais em um anel R.

Proposicao 1.1.31. Se I e J sao ideais em um anel R, entio [+J ={z+y|x € I,y € J}

é o menor ideal de R contendo I e J.

Demonstracao: Sejam a =z1 +y; € [ +J,eb=23+y, € [ + J, em que x1,29 € I, €
y1,y2 € J,entdoa — b= (ry —x2) + (y1 —y2) € [+ J. Agoraser € R,z € [,y € J, entao
r(x+y)=re+ryel+J, poisrx €I, ery € J,jiquel e Jsdo ideais. Portanto, [ + J é
um ideal que contém I e J, notequex =z 4+0€l+J,ey=0+y €I+ J. Agora, seja L
um ideal de R contendo [ e J, entao como L ¢ ideal , segue que = +y € L para todo x € [

e para todo y € J, logo I + J C L.

Defini¢ao 1.1.32. Definimos a soma de uma familia (ay)aep de ideais de R como sendo

o conjunto formado pelos elementos da forma > xy, em que cada T € ay, e todos, exceto
AEA

uma quantidade finita de elementos ay, sao nulos. Denotemos por > ay tal soma.
AEA
Proposicao 1.1.33. > ay € um ideal de R.
AEA
Demonstragao: Sejam Y xy, > yx elementosde > ay, noteque > zx+ Y.y = > (xx+
AEA €A AEA AEA AEA AEA
yn) € Y. ay, por outro lado, para cada r € R, temos que r > xy = >, rxy € Y. a,.
AEA AEA AEA AEA
Portanto, ) ay, é um ideal de R.

A€A
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Definicao 1.1.34. O produto de dois ideais I e J € definido como sendo o ideal I.J gerado
por todos produtos xy, em que x € I ey € J. Assim I.J consiste de todas somas finitas

doxwy, em quex; €1, ey; € J.

Observacgao 1.1.35. De modo andlogo, definimos o produto de qualquer familia finita de

tdeais de R. Em particular, denotemos por I™, em que n > 0, como sendo o ideal gerado

pelos produtos xixs ..., em que cada fator x; € I. Convencionamos que I° = R. O
n

produto de n ideais I, ..., I, serd denotado por [] I;.
j=i

Proposicao 1.1.36. Se I, J, e L sao ideais de R, entdo I[(J+ L) =1J+ IL.

Demonstragao: Note que z(y + 2) = zy + z2,Vo € [,Vy € J,Vz € L, dai I(J + L) C
IJ + IL. Por outro lado, se u = xy + 292 € [J + I L, com x5 € I, entao como y,z € J + L,
segue que xy, 2z € I(J + L), consequentemente, u € I(J + L). Logo, I(J+ L) =1J+ IL.

Proposicao 1.1.37 (Lei Modular). Se I, J, e L sao ideais de R, tais que I O J ou I DO L.
Entao, IN(J+L)=(INJ)+(INL).

Demonstragao: Suponhaque I O J. Sejax = y+2z € IN(J+L),emquex € [,y € J,z € L,
mas como [ contém J, segue quey € I,edaiz=x—y e l. LogoyeINJ=J,ezelINL,
de modo que x € (INJ)+(INL). Portanto IN(J+L) C (INJ)+(INL). Reciprocamente,
sejay+ze(INJ)+(INL)comyelIn, ezelINL,entdao y,z € I que implica que
y+z € 1. Por outro lado, y+z € J+ L, portanto y+z € IN(J+ L). O casoem que [ DO L

¢é analogo.

Lema 1.1.38. Sejam I e J ideais de R, entao (I + J)(INJ) CIJ.

Demonstragao: Seja u € (I + J)(I NJ), entdo existem x; € I,y; € J,z € INJ,n €N, tais
que u = > (x; + y;)z;, agora note que u = »_ x;z; + »_ z;y;, mas como cada z;y; € IJ, e

i=1 i=1 i=1
cada zy; € 1.J, segue que u € I.J. Portanto, (I +J)(INJ)C IJ.

Definigao 1.1.39. Dois ideais I e J de R sdo chamados comazimais(ou coprimos), quando
I+ J=R.
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Proposicao 1.1.40. Se [ e J sao ideais comaximais, entao IJ = 1N J.

Demonstracao: A inclusao IJ C I N J é uma tautologia. Pelo Lema 1.1.38, temos que
(I +J)(InJ)CIJ. No entanto, por hipétese, I + J = R, logo R(I N J) C IJ, dai como
le RelINJ éum ideal, segue que I NJ C IJ. Portanto IJ =1NJ.

Proposicao 1.1.41. [ e J sao ideais comazrimais em R se, e somente se, existem x € I e

y e J, tais que v +y = 1.

Demonstracao: Se [ e J sao comaximais, entao [ +J = R, dai 1 € I 4+ J, logo existem
x e I,y e J, tais que x +y = 1. Reciprocamente, se existem x € I, e y € J, tais que

r+y=1,entao 1 € I + J. Logo pela Proposicao 1.1.8, I + J = R.

Proposicao 1.1.42. Sejam R um anel, e Iy, ..., I, ideais de R. Considere que

(2 ZZ%———?]%[]%/[k,

k=1

seja um homomorfismo definido por p(x) = (x + I1,...,x, + 1,). Entdo,
(i) se I; e I; sio comazimais sempre que i # j, entao [[ Iy = () Ik;
k=1 k=1

(ii) (Teorema Chinés dos Restos) O homomorfismo ¢ € sobrejetivo se, e somente se,

I; e I; sao comazimais sempre que i # j;

n
(1i1) ¢ € injetivo se, e somente se, (| Ix = (0).
k=1

Demonstracao:

(i) Fagamos indugao sobre n > 2. Se n = 2, e I + I, = R, entao pela Proposicao 1.1.40,
2 2
L, = 1N, dal [ Iy = () Ix- Suponha que n > 2, e que (i) seja vélida para todo
k=1 k=1
n—1 n—1
m < n, assim [[ Iy = () Ix. Segue pela hipdtese em (i) que, I, e I,,, 1 < m < n—1,
k=1 k=1
sao comaximais, pois m # n, portanto I, + I, = R, logo pela Proposicao 1.1.41, obtemos
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para cada m € {1,...,n — 1}, elementos z,, € I, ym € I,, tais que x,, + y,, = 1, portanto
n—1 n—1
[T 2= TT(1 =)
k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
Agora note que [[(1 —yx) = 1(mod I,,). De fato, temos [[(1 —wyx) = [] (1 — yx) —
k=1 k=1 fe=2
n—1 n—1
y1 [T(1 — yg). Observe que y;’ el yi [1(1 —yx) € I, uma vez que y; € I,. Deste
k=2 k=2
n—1 n—1 n—1
modo, [[(1 —yx) = [ (1 —yx) —y1’. Usando o mesmo raciocinio, obtemos [[ (1 — yx) =
k=1 k=2 k=1
n—1 n—1

I[T(1—wyk) — v’ —yi’ em que yo' def y2 [] (1 — yx) pertence a I, pois yo € I,,. Procedendo
k=3 k=3

n—1 n—1 n—1
desta maneira, obtemos [[(1 —wyx) =1— >  w/, em que i’ =y, [] (1 —v;) € I,,. Logo
k=1 k=1 i=k+1
n—1 n—1 n—1 n—1
(II zx) =1 = — > wi' € I, e portanto [] xx = 1(mod I,,). Mas ja que (][] xzx) — 1 € I,
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
existe z € I, tal que (] zx) + 2z = 1. Note que [[ = € ][] Ix, portanto pela Proposi¢ao
k=1 k=1 k=1

n—1 n—1
1.1.41, segue que [] Iy e I, sao comaximais. Logo pela Proposicao 1.1.40, ([ Ix)l, =
k=1 k=1

n—1 n n—1 n—1 n—1 n
(IT Ix) N I, consequentemente, [[ Iy = ([ Ix)ln = (I Ix) N L, = (N Ix) N L, = ) Ik
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Portanto, pelo principio de indugao, segue o resultado.

(i)

(=) Suponha que 1 < i < j < n, e que ¢ seja sobrejetivo. Entao dado (43, ...,%;,...,%,) €
ﬁ R/I}, definido por z; = 1+1;, ©; = I}, se j # i, existe v € R tal que ¢(z) = (I1, l5,..., 1+
]}Zl...,lj,...,fn). No entanto, ¢(z) = (v + L1, o+ Is,...,x+ L;,...,oc+ 1;,...,x + I,), de
modo que z = 1(mod I;), e x = 0(mod [;), portanto existem 1 —z € I;, e x € I;, tais que

(1—xz)+x=1¢€ I+ 1}, logo pela Proposicao 1.1.41, segue que I; e I; sdo comaximais.

(<) Seja z = (1 + I1,...,xy + I,) € ][] R/Ix, mostremos que existe r € R, tal que
k=1
o(r) = z. Fixe i € {1,...,n}. Por hipétese, I, + I; = R, sempre que i # j, dai pela

Proposigao 1.1.41, existem w;; € I;, v;; € I;, tais que u;; +v;; = 1. Defina r, = [ vy,

1<j<n
i
entdao 7; = 0(mod 1;), e ; = 1(mod I;) (note que r; = [] (1 — w;;) e use o mesmo
1<j<n
i
raciocinio em (i)), daf r;z; = 0(mod I;), e riz; = x;(mod I;), de modo que p(r;x;) =

(I, Is, ..., x4+ I;, Liq, ..., Iy), defina r = > rx;, dal temos que o(r) = > p(rx;) = z, logo
i=1 i=1
© € sobrejetivo.



Capitulo 1 e Preliminares 15

(iii) Note que
Ker(¢) = {x€R|(z+6L,...,x+1,)=(L,...,1,)}
= {zeR|xel,k=1,...,n}
= {zeR|xe ) I}
k=1
k=1

n
Logo ¢ ¢ injetivo se, e somente se, () Ix = (0).
k=1

Observacao 1.1.43. Note, entao que se I; e I; sao comaximais sempre que i # j, entdo

seque pelo primeiro Teorema do isomorfismo que,

[I2/5=Rr/( 1k =R/ I
k=1 k=1 k=1

Exemplo 1.1.44. Note que a Proposi¢ao 1.1.42 fornece um algoritmo para solucionar con-
gruéncias multiplas no caso em que hd comazximalidade. Por exemplo, considere o sequinte

sistema

r=3 (mod 5Z)
r=4 (mod 3Z)
6 (mod 7Z)

r

Considere as notagoes de acordo com a Proposicao 1.1.42, ou seja,
R = Z,Il = 5Z,IQ = 3Z,[3 = 7Z,$1 = 3,1’2 = 4,1‘3 =6

3
e defina ¢ : Z — [] Z/I;, note que existir solugdo para o sistema acima € equivalente a:
i=1

dado z = (34 52,4+ 3Z,6+TZ) € ﬁ Z]1;, ezistir v € Z tal que p(r) = z. Como os ideais
37,57, T7 sao dois a dois comam’mlcczi;, seque pela Proposicao 1.1.42 que, ¢ é sobrejetivo,
logo o sistema em questao tem solug¢do. Usemos o procedimento na Proposicdo 1.1.42(ii):
Temos 5Z+37 = 7, logo existem w15 = 10,v10 = —9, tais que uo+vis = 1, também temos
S5Z+TZ = 7, consideremos uyz = 15, v13 = —14. Para 3Z+57Z = 7, e 3Z+TZ = Z, tomemos,
respectivamente, ug; = —9,v91 = 10, € ugg = 15,v93 = —14, por fim, para TZ + 57 = 7, e

77+ 37 = 7., tomemos, respectivamente, uz; = —14,v31 = 15, e uzgg = —14,v30 = 15. Assim,
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com as mesmas notagoes anteriores, obtemos 1 = vigv13 = —9(—14) = 126, 19 = v9 V93 =
3

10(—14) = —140, e r3 = v31v3y = 15% = 225. Logo, r = > ryw; = 126.3+ (—140).4+225.6 =
i=1

1168, logo v(1168) = z. De fato,

1168 =3 (mod 57Z)
1168 =4 (mod 3Z)
1168 =6 (mod 7Z)

Observe que qualquer nimero da forma 1168+ 3.5.7k = 1168 + 105k, k € Z, é solucdao do

sistema acima, em particular, a menor solu¢ao positiva é dada por 1168 + 105(—11) = 13,

note que:
13=3 (mod 57Z)
13=4 (mod 37Z)
13=6 (mod 7Z)
Proposi§50n1.1.45. Considere que py,...,p, sejam ideais primos, e que a seja um ideal

contido em |J pi. Entao, a C p; para algum i.
i=1

Demonstragao: Mostremos o resultado equivalente: se a g pi, paratodoi = 1,...,n, entao

n

a ¢ J pi. Fagamos indugao sobre n > 1. Se n = 1, temos trivialmente que a ¢ p; implica
i=1

que a ¢ p; . Suponha que o resultado seja verdadeiro para todo k < n, entdo se a € p;,

para todo ¢, segue pela hipétese de inducao que, para cada j € {1,...,n},a € J p;, logo
1<i<n
i#j
existe z; € a, tal que x; ¢ p;, para todo i # j, ou seja, z; ¢ |J p;. Consideremos dois
casos:

Caso I- Se z; ¢ p;. Entéo, z; ¢ | pi, dai a € | pi, logo pelo principio de indugao, segue
i=1 i=1

o resultado;

Caso II- Se x; € p;, para cada j = 1,...,n dado. Defina z = Y y;, em que y; = [[ =,
i=1

i= 1<5<n
it
note que = € a, e que y; € p;, para todo j # i, dai y; € |J p;. Observe que y; ¢ p;,
1<j<n

i

de fato, suponha por absurdo que, y; = [][ x; € p;, entdo como p; é um ideal primo,
1<5<n
i

segue que x; € p;, para algum j # 4, mas isso é uma contradi¢ao, pois z; ¢ |J pi.
1<i<n
i
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n n
Afirmamos que = ¢ |J p;, com efeito, se x € |J p;, entdo = € p; para algum j, dai
i=1 =1
y; =T — ) y; €Pj, umavez que z e y_ y; pertencem a p;, mas entdo y; € p;, que é uma
1#] ]
n n
contradigao. Logo, = ¢ J p;, consequentemente a ¢ |J p;. Portanto, pelo principio

=1 =1
de inducao, temos o resultado.

Proposicao 1.1.46. Considere que aq,...a, sejam ideais, e que p seja um ideal primo
contendo () a;. Entdo, p 2 a; para algum i. Se p = () a;, entdo p = a; para algum i.
i=1 =1

Demonstragao: Mostremos, equivalentemente que, se p 2 a;, para todo ¢ = 1,...,n, entao
n

p 2 () a;. De fato, se p 2 a;, para todo i = 1,...,n, entdao para cada i, existe z; € a;,
i=1

n
tal que x; ¢ p, portanto como p é um ideal primo, segue que [[z; ¢ p. No entanto,
n n =1
H x; € H a; C
i=1

i=1

n n n n
a;, deste modo [] z; € () &y, logo p 2 () a;. Agora, se p = () a;, entao
i=1 i=1 i=1 i=1

1D-

2

n
ja que p D a;, para algum i, segue que a; C p = () a; C a;, portanto p = a;.
i=1
|

Definicao 1.1.47. Se I e J sao ideais em um anel R, definimos o quociente entre ideais |
e J por
([:J)={zeR|xJ CI}

Observacao 1.1.48. Em particular, quando I = (0), chamamos (0 : J) de anulador de J,
o qual denotamos por Ann(J). Por abuso de notagdo, denotemos (I : (x)) por (I : x), para

qualquer x € R.
Proposicao 1.1.49. (I : J)={x € R|xJ C I} € um ideal de R.

Demonstracao: Com efeito, se z,y € (I : J), entao zJ C I, e yJ C I, mas como [ é
um ideal, segue que zJ —yJ C I, mas zJ — yJ = (v — y)J, entao (z — y)J C I. Logo
x—y € (I:J). Agora, considere r € R, e x € (I : J), temos que xJ C I, mas como [ é um
ideal, segue que r(xzJ) C I, logo rz € (I : J). Portanto, (I : J) é um ideal de R.
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Definicao 1.1.50. Se I € um ideal de R, definimos o radical de I por
r(I)={x € R| 2" €I, para algum inteiro n > 0}.
Proposicao 1.1.51. O radical de um ideal I de R é um ideal.

Demonstracao: Considere que

¢:R— R/I

seja 0 homomorfismo canénico. Mostremos que r(1) = ¢~ (Mg ), em que Ng/; é o nilradical

de R/I. De fato,
o M) = {v€R|p() e Nyt = {w € R 7€ Ny
{zr € R| 7" =0, para algum n > 0}
{r € R| 2" € I, para algum n > 0}
= r(l).
Note que trivialmente I C r(I), deste modo, segue pelo Teorema da Correspondéncia

que, 7(I) é o tnico ideal de R contendo ker(p) = I, tal que r(I) = o (Ng/r).
|

Proposicao 1.1.52. O radical de um ideal I € a intersecao dos ideais primos de R que

contém 1.

Demonstracgao: Considere que
0:R— R/I

seja 0 homomorfismo canonico. Segue pela Proposi¢ao 1.1.27 que, o nilradical de R/ coin-
cide com a intersegao dos ideais primos de R/I, logo temos que

r(I) = o Mpyr) = 0 ﬂ q) = ﬂ v (q)

qdR/1 qdR/1
primo primo

No entanto, pelo Teorema da Correspondéncia, segue que para cada ideal primo q de R/T esta
associado univocamente um ideal ¢~1(q) = p de R contendo I, que é primo pela Proposigao

1.1.28. Portanto, r(I) é igual a interse¢ao dos ideias primos de R que contém I.

Proposicao 1.1.53. Sejam I e J ideais de uma anel R comutativo com 1. Entdao:
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(i) r(I) 2 I;
(i) r(r(I)) = r(I)
(1)) r(IJ)=r(INJ)=rI)Nr(J);
(iv) r(I) = R se, e somente se, I = R;
(v) r(I)+r(J) Cr(I+J);
(vi) r(I+J)=r(r(l)+r(J)); e
(vii) se p é um ideal primo de R, entdo r(p") = p, para todo n > 0.
Demonstracgao:
(i) Se = € I, entao x' € I, logo = € r(I). Portanto, r(I) 2 I;

(ii) Por (i), temos que r(r(I)) D r(I). Seja € r(r(I)), entdo existe n > 0 tal que
" € r(I), dai existe m > 0, tal que (z")™ = 2™ € I, logo x € r(I). Portanto,
r(r(I)) C r(I).

(i) Como IJ C INJ, segue que r(IJ) Cr(INJ). Sejax € r(INJ), entdo existe n > 0,
tal que 2" € I'NJ, dai 2™ € I e 2™ € J, de modo que = € r(I), e x € r(J), logo
zer(l)Nnr(J). Em suma, r(IJ) Cr(INJ) C r(I)Nr(J). Basta mostrarmos que
r(I)Nr(J) C r(IJ), de fato, seja y € r(I) Nr(J), entdo existem m,n > 0, tais que
y™ €I, ey™ € J, mas entao y"y" = y™*t" € I.J, logo y € r(I.J).

(iv) Como 1 € R, e R = r(I), segue que 1 € r(I), logo existe n > 0 tal que 1" =1 € [,
logo R = I. Reciprocamente, se [ = R, entao r(I) =r(R) = R.

(v) Seja x € r(I)+r(J), entdo existem y € r(I) e z € r(J), tais que z = y + z, e existem
inteiros positivos m e n, tais que y"™ € I, e 2" € J. Mas, como R é comutativo, vale o

m+n=1 & yma soma de produtos, os quais possuem fatores da

Teorema Binomial, logo x
forma 3’2/, em que i +j = m + n — 1, deste modo devemos ter pelo menos umas das
desigualdades i > m ou j > n, pois caso contrario teriamos, i+j < (m—1)+(n—1) <

mtn=1 pertence a I ou

m+m — 1 =1+ j. Portanto, cada parcela na expansao de =
J, dependendo, respectivamente se i > m ou j > n, logo 2™ ! € I + J. Portanto,

zer(l+J).
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(vi) Como I + J C r(I) + r(J), segue que r(I + J) C r(r(I)) +r(J)). Agora, por (v),
temos que r(I) +r(J) Cr(I + J), logo r(r(I)+r(J)) C r(r(I + J)), no entanto por
(ii), temos que r(I + J) = r(r(I + J)), portanto, r(r(I) +r(J)) C r(I + J).

(vii) Mostremos inicialmente que r(p) = p. De fato, se = € r(p), entdo existe n > 0, tal que

™ € p, mas como p é primo, devemos ter x € p, portanto r(p) C p. Logo r(p) = p.

Agora, se n > 0, entdo por (iii), segue que r(p™) = r([) r(p)), dai r(p™) = r(r(p)) = p.

i=1

Proposicao 1.1.54. Considere que I e J sejam ideais de R, tais que v(I), r(J) sao comaz-

imais. Entao I e J sao comaximais.

Demonstragao: Como r(I) e r(J) sdo comaximais, segue que R = r(I)+r(J). No entanto
pelo item (v) da Proposi¢ao 1.1.53, R =r(I)+r(J) Cr(I+.J), logo R = r(I+J). Portanto

por (iv), temos que [ +J = R, i.e. I e J sdo comaximais.

1.1.2 Anéis de fracoes

Faremos uma construcao do anel de fracoes de um anel R com respeito a um subconjunto
multiplicativamente fechado S. Depois apresentaremos um caso particular, o processo de

localizagao de um anel R em um ideal primo p.

Definicao 1.1.55. Considere que R seja um anel. Dizemos que S € um subconjunto multi-

plicativamente fechado de R quando 1 € S, e S € fechado sob multiplicacao.

Proposigao 1.1.56. A relagao = definida sobre R x S por (z,s) = (y,t) < (xt —ys)u =0

para algum u € S, é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracao:

(Reflexiva) Seja (z,s) € R x S, como R é comutativo, temos que para todo u € S,

(xs — sx)u = 0.u = 0, logo (z,s) = (x, s).

(Simétrica) Suponha que (z,s) = (y,t), entado existe u € 5, tal que (xt — ys)u = 0, mas
dai (ys — xt)(—u) = 0, logo (ys — xt)u = 0. Portanto (y,t) = (x, s).
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(Transitiva) Suponha que, (z,s) = (y,t) e (y,t) = (z,v), entao existem uy, uy € S, tais que
(xt —ys)u; =0, e (yv — zt)ug = 0, mas entdo (xt — ys)ujusv = 0, e (yv — zt)uguys = 0,
logo zv(tujus) — ysujugv = 0, e ysujuy — zs(tujug) = 0. Somando-se estas duas
equagoes, obtemos (zv — zs)tujus = 0. Mas como ¢, uy,us € S, segue que tujus € S,

portanto (z,s) = (z,v).
|

Proposicao 1.1.57. O conjunto de todas classes de equivaléncias de =, denotado por S™'R,
€ um anel comutativo com unidade, se sao definidas operacoes de adicao e multiplicagao em

STLR, respectivamente, por
(x/s) + (y/t) = (xt + ys)/st,

(z/s)(y/t) = zy/st

Demonstragao: Mostremos que as operagoes de adicao e multiplicacao acima, estao bem
definidas. Suponha que, (z,s) = (z1,51) € (y,t) = (y1,t1), entdo existem u,v € S, tais que
(xsy—z18)u = 0, e (yt; —y1t)v = 0. Queremos mostrar que, (rt+ys, st) = (z1t1 +y151, s1t1)
e (xy, st) = (x1y1, s1t1). De fato, existe uv € S, tal que [(xt + ys)sity — (z1t1 + y151)st|uv =
[(zs1 — zys)ulttiv + [(yt1 — pit)v]ssiu = 0+ 0 = 0, dal (2t + ys, st) = (1t + v151, S1t1)-
Outrossim, existe uv € S, tal que (zysit; — zyist)uv = (zsiu)(ytiv) — (xisu)(yitv) =
(x1su)(y1tv) — (z1su)(yrtv) = 0, dai (zy, st) = (x1y1, $1t1). Agora, note que x/s + 0/u =
ru/su = x/s para todo x/s € ST'R, logo 0/u,Vu € S é elemento neutro com respeito a
adigao, também temos que x/s + (—x)/s = 0/s, de modo que cada elemento de S™' R tem
elemento simétrico, por fim 1/1 funciona como elemento neutro da multiplicacao. Assim ja
que as operagoes acima sao ambas associativas e comutativas, e a operacao de multiplicacao
¢ distributiva em relacao & adicao, concluimos que S™!R é um anel comutativo com elemento

identidade.

Definicao 1.1.58. O anel S™'R ¢é chamado de anel de fracoes de R com respeito a S

(subtende-se S multiplicativamente fechado).

Observacao 1.1.59. Em particular, quando R € um dominio de integridade, temos que o
anel de fragoes ST'R, é um corpo, quando S = R — {0}, tal corpo é chamado de corpo de

fragoes de R .
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Proposicao 1.1.60. (Propriedade universal). Considere que g : R — T seja um
homomorfismo de anéis, tal que g(s) é uma unidade em T para todo s pertencente a um
subconjunto multiplicativamente fechado S de R. Entao, existe um unico homomorfismo de
anéis h : ST'R — T tal que g = ho f, em que f : R — S™'R € um homomorfismo de
anéis definido por f(x) = z/1.

Demonstracgao:
(Existéncia)

Defina h : ST'R — T por h(z/s) = g(x)g(s)~!. Mostremos que h estd bem
definido. De fato, se x/s = y/t, entdo existe u € 5, tal que (xt — ys)u = 0.
Dai g(zt — ys)g(u) = 0, mas como g(u) é uma unidade em 7', segue que g(xt —

ys)g(u)g(u)~! = 0. Logo g(xt —ys) = 0, daf g(xt) = g(ys) que implica que g(x)g(t) =
g(y)g(s). Mas como ¢(t) é uma unidade em T', temos que g(z)(g(t)g(t)™')g(s)™! =

9(w)(g(s)g(s)~)g(t)~", donde g(x)g(s)~" = g(y)g(t)~". Portanto h(z/s) = h(y/t).
Note que h é um homomorfismo de anéis, com efeito h(z/s+y/t) = h((zt +ys)/st) =
t)”

g(at +ys)g(st)™" = (g(xt) + g(ys))g(st) ™" = g(at)g(st) ™" + g(ys)g(st) ™" = h(xt/st) +
h(ys/ts) = h(z/s) + h(y/t), também h((z/s)(y/t)) = h(zy/st) = g(xy)g(st)™" =
(9(x)g(s) ") (9(y)g(t)~") = h(x/s)h(y/t), por fim h(1/1) = g(1)g(1)~" = 1. Portanto,

h é um homomorfismo de anéis, e é tal que h o f = g, uma vez que para cada x € R,

(ho f)(x) = h(f(x)) = h(z/1) = g(x)g(1)~" = g(x).
(Unicidade)

Seja ' : ST'R — T um homomorfismo de anéis, tal que ' o f = g, entdo para
cada z/s € ST'R, temos que R'(z/s) = K'(x/1)h'(1/s) = K'(f(x))(h'(s/1))7" =
g(x)('(f(s))™" = g(x)g(s)™" = h(z/s), entdo h =K',

Proposicao 1.1.61. Considere que f : R — S™'R seja um homomorfismo de anéis
definido por f(x) = x/1. Entao:

(i) Se s € S, entao f(s) ¢ uma unidade em S™'R;
(i1) f(z) =0 implica que xs =0 para algum s € S; e

(11i) Cada elemento de ST*R € da forma f(z)f(s)™! para algum x € R e para algum s € S.
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Demonstracao:
(i) Temos que f(s) = s/1, note que existe 1/s € S7'R, tal que (s/1)(1/s) = 1/1, logo

f(s) é uma unidade em S™'R;
(ii) Se f(xz) = 0, entdo z/1 = 0/1, logo existe s € S, tal que (z.1 — 0.1)s = 0, ou seja,
xs = 0;
(iii) Seja /s € ST'R, entao f(x)f(s)™' = (z/1)(1/s) = x/s.
|

A préxima proposicao fornece condicoes que determinam S~'R a menos de isomorfismos.
Proposicao 1.1.62. Se g: R — T € um homomorfismo de anéis tal que
(i) s € S implica que g(s) € uma unidade em T';

(ii) g(r) =0 implica que rs = 0 para algum s € S; e

(iii) Cada elemento de T € da forma g(r)g(s)™".

Entao existe um tnico isomorfismo h: ST'R — T tal que g = ho f.

Demonstragao: Se (i) ocorre, entdo pela Proposigao 1.1.60, segue que existe um homomor-
fismo h: ST'R — T, tal que g = ho f. Assim, basta mostrarmos que h é bijetor. Por (iii),
b= g(zsT),
logo existe r = xs™! € R, tal que g(r) = y. Por fim, h ¢ injetor, pois se x/s € Ker(h),
entdo h(z/s) =0, dal g(z) = h(f(x)) = h(z/1) = h(zs/1.s) = h(x/s)h(s/1) = 0.h(s/1) =0,
logo g(z) = 0. Portanto por (ii), segue que existe ¢ € S, tal que xt = 0. Deste modo,
(x.1 —0.s)t = 0, de modo que (z,s) = (0,1), ou seja, z/s =0 em S7'R.

temos que h é sobrejetor, uma vez que cada y € T é da forma y = g(z)g(s)~

Proposicao 1.1.63. Seja p um ideal de R. Entao, S = R—p é multiplicativamente fechado

se, e somente se, p € um ideal primo.

Demonstragao: Seja zy € p, entdo zy ¢ S, mas como S é multiplicativamente fechado,
segue que © ¢ Souy ¢ S, dai z € pouy € p. Portanto p é um ideal primo de R.
Reciprocamente, suponha que p seja um ideal primo, entdo 1 ¢ p, dai 1 € S. Suponha que
x,y € S, entdo ¢ p e y ¢ p, mas como p é primo, segue que xy ¢ p, consequentemente

xy € S. Portanto S é multiplicativamente fechado.
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Observagao 1.1.64. No caso de S = R —p, em que p é um ideal primo de R, denotamos
S™'R por R,,.

Proposicao 1.1.65. O anel R, € local, cujo ideal mazimal é m = pR,,.

Demonstracao: Temos que m = pR, = {z/s | x € p;s € S = R —p}. Temos que se
x/s,y/t € m, entdo x/s — y/t = (zt — ys)/st € m, uma vez que xt — ys € p, pois p ¢ ideal,
e st € S, pois S é multiplicativamente fechado. Note que 0/1 € p é elemento neutro em m
com respeito a adicao, e que —z/s é o simétrico de x/s. Agora, se x/s € Ry, e y/t € m,
entao (x/s)(y/t) = xy/st pertence a m, uma vez que zy € p, e st € S, portanto m é um
ideal. Mostremos que m ¢ o unico ideal maximal de R,, mostrando que, se a é um ideal de
R, tal que a € m, entdo a = R. De fato, existe r/s € a, tal que /s ¢ m, logo r ¢ p, dai
r € S, deste modo r/s é uma unidade em Ry, portanto a contém uma unidade, daf a = R.

Portanto, m é maximal (inico) em R.
|

Definicao 1.1.66. O processo de passar de R a R, é chamado de localizacdo de R em p.

1.2 Grupos

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados classicos que sao utilizados nos proximos
capitulos, como por exemplo o Teorema de von Dyck, propriedades de comutadores de um

grupo G, e de apresentagao de grupos.

Definigao 1.2.1. Considere que G seja um grupo. O grupo derivado de G' de G € definido

como o subgrupo gerado por todos comutadores [g,h] = g~ th~tgh = g~'g".

Proposicao 1.2.2. Sao vdlidas as sequintes propriedades de comutadores em um grupo G:
(i) lg.h]" = [g", h'];
(ii) (gh)" = g'h’";

(iii) Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entao, se g,t € G, entio p(g") =
w(9)7;
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(iv) Se ¢ : G — K € um homomorfismo de grupos, entao ¢([g,h]) = [¢(g9),¢(h)], dai
p(G") € p(K).

Demonstragao:
(i) De fato, [g,h]" = t7'g,h]t = t7'g7'h7lght = (t'g )t A1) (t 1 gt) (¢ ht) =
(g7) (B gt = (¢") 7 (W) g'ht = [g", 1');
(ii) (gh)t =t"tght = (t7'gt)(t " ht) = g'ht.
(iii) ¢(g') = @t gt) = ot )p(g)p(t) = ()" p(g)p(t) = p(g)*".

(iv) Com efeito, ¢([g, h]) = w9~ h~"gh) = p(g~")e(h™)p(g)e(h) = ¢(g9)~ e(h)~"p(g)p(h) =
[0(9),¢(h)] € K'. Logo como os geradores de G’ sao levados K', segue que p(G’) C
p(K7).

Proposicao 1.2.3. O grupo derivado é o menor subgrupo normal de G tal que G/G' é

abeliano.

Demonstragao: Seja h = [] h; € G', em que h; = [h;1, his], entao para cada g € G, temos
=1

que h? = [[ h? = [] [hi?, hi2?] € G', logo G' G. Agora, suponha que N <G, tal que G/N
i=1 i=1

seja abeliano, entao para cada g, h € G, temos que gNhN = hNgN, dai ghN = hgN, logo

lg, h| N = N, portanto [g, h] € N, para cada g,h em G, logo G' C N.

Definicao 1.2.4. Seja X um subconjunto de um grupo F. Dizemos que F é um grupo livre
com base X, quando dados qualquer grupo G e qualquer funcao f : X — G, existe um unico
homomorfismo ¢ : F' — G estendendo f, isto €, f(x) = p(x) para todo x € X, conforme
diagrama comutativo abaizo:

F

N
NEL
N
\

X?G

Proposicao 1.2.5. Dado um conjunto X, existe um grupo livre com base X.
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Demonstracao: Vide [15], p.344.

Definicao 1.2.6. Uma palavra sobre um conjunto X é uma sequéncia w = (x1,23,...), em
que x; € X U X YU {1} para todo i, e tal que existe um inteiro n > 0 de modo que a; = 1

para todo i > n.

Definigao 1.2.7. A sequéncia constante sobre X, (1,1,...) é chamada de palavra vazia e é

denotada por 1.

Observagao 1.2.8. Uma vez que dada uma palavra nao vazia w = (x1,2s,...), nos temos
uma quantidade finita de termos, n, antes de a sequéncia estagnar em 1. Podemos denotar
a palavra w com outra notacao:

€1 €2

— &
w=x'ry ... x)

n

emquex; € X,e;,=1,—1 ou 0 com e, = +1.

Definicao 1.2.9. Sejam X um conjunto e A uma familia de palavras sobre X. Dizemos
que um grupo G tem geradores X e relagoes A, quando G = F/R, em que F é um grupo
livre com base X, e R € o subgrupo normal de F gerado por A. Dizemos que o par (X | A)

€ uma apresentacao para o grupo G.

Observacao 1.2.10. Note que podemos dizer que um grupo G tem apresentacio (X | A),
quando existe um epimorfismo ¢ : F — G, em que F € o grupo livre com base X, e
Ker(p) = (A). Deste modo, dizemos indistintamente que ¢ : F — G ou (X | A) € uma

apresentacao para G.

Definicao 1.2.11. Um grupo G é chamado finitamente apresentado, quando possui uma

apresentacao com uma quantidade finita de geradores e relagoes.

Proposicao 1.2.12. Seja G um grupo finitamente gerado com apresentagao ¢ : F — G.

Entao, se Ker(yp) ¢é finitamente gerado, entio G é finitamente apresentado.

Demonstragao: Suponha que G tenha apresentacao (X | A), entdo Ker(y) = (A). Mas
como Ker(p) é finitamente gerado, segue que o conjunto de relagoes A é finito, logo o grupo

finitamente gerado G é finitamente apresentado.
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Proposicao 1.2.13 (von Dyck). Sejam G e G grupos com apresentacoes 0 : F — G e
¢ F — G tais que toda relacdo de 6 € uma relacdo de ¢. Entdo, a funcdo ¢ : G — G,

dada por ¥(0(z)) = ¢(x), é um epimorfismo.

Demonstragao: Temos que G e G tém, respectivamente, apresentacoes (G | Ay) e (G | Ay),
em que Ker(0) = (A1), e Ker(¢) = (As). Mas como toda relacao de 6 é uma relagao de ¢,
segue que Ker(f) C Ker(¢). Logo, podemos definir um aplicagao

Vv:G— G
por 8(z) — ¢(x), a qual é um epimorfismo. Mostremos que ¥ estd bem definida. De fato,
se O(z) = 0(y), entdao O(zy™') = 1, daf zy~' € Ker(), logo zy~' € Ker(¢), portanto
o(z) = ¢(y), dai (0(x)) = ¥(0(y)). Agora, note que 1» é homomorfismo, pois ¢ e  também
sao homomorfismos, e é epimorfismo, uma vez que G = ¢(F), logo dado ¢(z) € G, existe

0(z) € G, tal que ¥(0(z)) = ¢(z).



CAPITULO 2

MODULOS

Neste capitulo, apresentaremos a definicao de médulos livres, modulos projetivos, médulos
noetherianos, médulos finitamente gerados sobre um anel comutativo R com 1. Também con-
sideraremos o Grupo de Picard, i.e. o grupo (abeliano) formado pelas classes de isomorfismos

de R-moédulos projetivos de posto 1.

Definicao 2.0.14. Considere que R seja um anel comutativo com 1. Um R-mddulo é um
par (M, p), em que M é um grupo aditivo abeliano, e p € uma agao linear de R em M, dada

por u(r,m) =rm, tal que Vr,s € R, e Vm,n € M:
r(m+mn)=rm+rn
(r+s)m=rm+ sm
(rs)m = r(sm)
Im=m

Proposicao 2.0.15. M ¢ um R-mddulo se, e somente se, M ¢ um grupo aditivo abeliano,

e existe um homomorfismo de anéis ¢ : R — End(M).

Demonstragao: Suponha que (M, u) seja um R-mdédulo. Defina ¢ : R — End(M) por
o(r)(m) = p(r,m) = rm, note que p(r) wf ©r € End(M), e ¢ ¢ um homomorfismo de anéis,

pois

28
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® Pris = Pr + Ps:
QprJrS(m) = (7“ + S)(m) =rm-+sm = @r(m) + QOS(m)

® Prs = Pr O Ps!
Ors(m) = (rs)m = r(sm) = rps(m) = . (ps(m)) = (@r 0 ps)(m)

e 1 = lpnamy:

p1(m)=1m=m= lEnd(m)(m).

Reciprocamente, suponha que exista um homomorfismo de anéis ¢ : R — End(M),
entao basta definir p : R x M — M por u(r,m) = ¢,(m), assim ja que ¢, € End(M),

Oras = Pr + Psy Prs = Pr 0 Ps, € 1 = Lpnau), segue que p é uma agao linear de R em M.
[ |

Definicao 2.0.16. Dizemos que N é um submddulo de M, quando N é um subgrupo de M

e € fechado sob multiplicacao de elementos de R.

Exemplo 2.0.17. (i) Um anel R é um R-mddulo, quando se considera a a¢ao como sendo

a operacao de multiplicacdo do anel;
(i1) Os ideais de um anel R, sao os submddulos de R, quando R é visto como mddulo;
(i1i) Os Z-mddulos sao precisamente os grupos abelianos;

(iv) Mddulos sobre um corpo R, sdo espagos vetoriais. Note que p, neste caso, € uma

transformacao linear.

(v)

Definicao 2.0.18. Sejam R um anel com 1 nao necessariamente comutativo, e G um
grupo multiplicativo, definimos RG como o conjunto de todas as combinagoes lineares

formais ) ryg, em que g € R, com ry =0 quase sempre.
geG

Podemos tornar RG num anel, o qual chamamos de anel de grupo de G sobre R,
definindo operacoes de soma e multiplicacao por:

(1) Y reg+ > 8,9 =2 (14+54)g; €

geG geG geG

(1) > 1gg. > sph= > > respgh = > cux, em que ¢, = Y, T4Sh.

geG heG 9€G heG el gh=x
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Podemos fornecer a RG uma estrutura de R-mddulo (a esquerda), definindo uma mul-
tiplicagao escalar para cada N € R por
A rag) €Y7 (g,
geG geG
Assim, RG ¢ um R-mddulo. Em particular, quando R € um anel comutativo, RG €
uma dlgebra sobre R, chamamos assim RG de dlgebra de grupo de G sobre R. Como

exemplo, temos o anel de grupo integral ZG, que é uma dlgebra de grupo.

Definicao 2.0.19. Considere que M e N sejam R-mddulos. Uma aplicagao f : M — N é

um homomorfismo de R-mddulos quando,

fm+mn) = f(m)+ f(n),

frm) = rf(m),vr € R,¥m,n € M

Definicao 2.0.20. Seja f : M — N um homomorfismo de R-mddulos, definimos por
ker(f) ={m e M | f(m) =0}, e Im(f) = {f(m) | m € M}, o nicleo e a imagem de f,

respectivamente.

Proposicao 2.0.21. Se f : M — N é um homomorfismo de R-mddulos, entao Ker(f) é

um submddulo de M, e Im(f) é um submddulo de N .

Demonstragao: Sejam m,n € Ker(f), entdao f(m —n) = f(m) — f(n) =0—0 = 0, dai
m—mn € Ker(f), eser € R, entdao f(rm) =rf(m) =r.0=0, dai rm € Ker(f), portanto
Ker(f) é um R-submdédulo de M. Como M é um R-médulo, temos que m — n,rm € M,
dai f(m)— f(n) = f(m—n) € Im(f), erf(m)= f(rm) € Im(f), deste modo Im(f) é um
R-submoddulo de N.

s,

Proposicao 2.0.22. Se M’ é um R-submddulo de M, entao o grupo quociente M /M’ é um

def

R-mddulo com multiplicagao escalar(agao) dada por r(m + M') = rm + M.

Demonstragao: Como M é um R-mddulo, existe uma aplicagao p dada por pu(r,m) = rm,
a qual fornece uma agao linear de R em M, deste modo a aplicagao induzida i : R — M /M’
definida por p(r,m + M') = rm + M’ descreve uma agao linear de R em M /M’ logo M /M’

¢ um R-modulo.
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Definigao 2.0.23. O R-mddulo M/M' é chamado de mddulo quociente sobre R, ou R-

modulo quociente.

Teorema 2.0.24 (1° Teorema do Isomorfismo). Seja f : M — N um homomorfismo de
R-maodulos, entao

M/Ker(f) = Im(f).
Demonstragao: Defina f : M/ker(f) — Im(f) por f(m + Ker(f)) = f(m), temos que:

e f estd bem definido e é injetivo:
Temos que m+ Ker(f) =n+ Ker(f) em M/Ker(f) se, e somente se, m—n € Ker(f)

se, e somente se, f(m —n) = 0 se, e somente se, f(m) = f(n) se, e somente se,

fm+ Ker(f)) = f(n+ Ker(f));

e f é um R-homomorfismo de médulos:
De fato, f((m + Ker(f)) + (n + Ker(f))) = f(m +n + Ker(f)) = f(m +n) =

fm)+f(n) = f(m+Ker(f))+[f(n+Ker(f)), e f(r(m+ker(f))) = f(rm+Ker(f)) =
firm) =rf(m) =rf(m+ Ker(f)); e

e f é sobrejetor:
Com efeito, se y € Im(f), entao existe m € M, tal que f(m) = y, logo existe m +
Ker(f) € M/ker(f), tal que f(m + ker(f)) = f(m) =y.

Portanto f é um R-isomorfismo de médulos, dai M/Ker(f) = Im(f).

Teorema 2.0.25 (2° Teorema do Isomorfismo). Se L O M O N sao R-mddulos, entdo
(L/N)/(M/N) = L/M.

Demonstracao: Defina f : L/N — L/M por f(x + N) = x + M, temos que f estd bem
definido, pois se © + N = y + N, segue que x — y € N, entao ja que N C M, segue que
x—y € M,dai flx + N) = f(y + N). Agora note que Ker(f) = M/N, e Im(f) = L/M,
portanto pelo Teorema 2.0.24, obtemos que (L/N)/(M/N) = L/M.
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Teorema 2.0.26 (3° Teorema do Isomorfismo). Sejam K e L submddulos de M, entao
(K+L)/K=L/(KNL).

Demonstracao: Defina f : L — (K + L)/K por f(x) = x + K, temos que f é um

[a¥)

epimorfismo, cujo nicleo é K N L, logo pelo Teorema 2.0.24, segue que (K + L)/K =
L/(KNL).

Definicao 2.0.27. Sejam [ um ideal de R, e M um R-mddulo, definimos IM como sendo

o conjunto formado por todas somas finitas da forma »_ r;m;, em quer; € I, e m; € M.

Proposicao 2.0.28. IM ¢é um R-submoddulo de M.

/4
J

!/

€ IM, definindo s; = —ryyj, € m]

t U
Demonstracao: Sejam = = Y rm;, y = y, s;m
i=1 j=1
t+u t
—Mmyj, segue que x —y = > r;m; € IM. Temos para cada r € R que, rz = > r(rm;) =
i=1 =1

t
(rri)m;, como I é um ideal de R, segue que cada rr; € I, logo ro € I M.
i=1

|
Observacgao 2.0.29. A definicio de IN pode ser estendida para quaisquer subconjuntos

nao-vazios I de R, e N de M, no entanto, podemos ter que IN nao é submodulo de M.

Agora, note que IN é um submddulo de M para o caso em que I € fechado sob subtragao, e

N € um submddulo de M.

Defini¢ao 2.0.30. Se N, P sao submddulos de M, definimos (N : P), como sendo o conjunto
de todos elementos, r € R, tais que rP C N.

Proposicao 2.0.31. (N : P) ¢ um ideal de R.

Demonstragao: Sejam s,t € (N : P), e r € R, entdo sP,tP C N, mas como N é um
R-submédulo, segue que (s —t)P C N, e rsP C N, logo s — t,rs € (N : P), portanto
(N : P) é um ideal de R.

Definicao 2.0.32. (0: M) = Ann(M) é chamado de anulador de M.
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Proposicao 2.0.33. Se I é um ideal de R contido em Ann(M), entao M tem uma estrutura
de R/I-mddulo.

Demonstracao: Defina p: R/I x M — M por u(r + I,m) = rm, temos que p é uma
aplicacao bem definida, pois se r —s € I, entao ja que I C Ann(M), segue que (r —s)m = 0,
para todo m € M. Dai rm = sm, para todo m € M. Agora note, que R/l age linearmente

em M, pois R também o age. Portanto, M é um R/I-mdédulo.

Definicao 2.0.34. Um R-mddulo M é chamado fiel, quando Ann(M) = 0.

Observagao 2.0.35. Se Ann(M) = I, entao M ¢€ fiel como um R/I-mddulo. De fato,

Definicao 2.0.36. Um R-mddulo M é chamado livre, quando é isomorfo a um R-mddulo

da forma @, .\ M, em que cada My € isomorfo a R, como R-mddulos.

Definicao 2.0.37. Seja X um subconjunto de um R-mddulo M. Definimos o submddulo de

M gerado por X, denotado por (X), como sendo (| My, em que {My | A € A} € a familia
AEA

de todos submaodulos de M que contém X.

Teorema 2.0.38. Seja X um subconjunto de um mddulo M. Se X = (), entao (X) = 0,

caso contrdrio, (X) ={> rx; | r; € R,x; € X}.

Demonstracao: Se X = (), entao ja que (0) contém X, segue que (X) = (| M, C (0), logo
(X) = (0). Suponha (X) # 0, e defina S = {>_ rz; | ri € R,z; € X}. ;\Feellnos que 1 € R,
logo 1.x = x € S, para todo z € X, logo X C S, além disso, note que S é um submodulo de
M, dai (X) C S. Por outro lado, mostremos que se M’ é um submédulo de M contendo X,
entdo S C M’', de fato, como M’ é um R-médulo, cada elemento da forma ) r;z; pertence

a M’', logo S esté contido em todo submddulo de M que contém X, dai S C (X).

Definicao 2.0.39. Um R-mddulo M é chamado finitamente gerado, quando é gerado por
um subconjunto X finito de M. Em particular, quando existe x € M, tal que M = Rx,

chamamos M de R-mddulo ciclico.
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Observagao 2.0.40. Se um R-modulo M € finitamente gerado, entdo pelo Teorema 2.0.38,
seque que existe uma quantidade finita de elementos x1,...,x, em M, tais que M = Rxy +

Proposicao 2.0.41. Um mddulo M € ciclico se, e somente se, M = R/I para algum ideal
I de R. Caso M = (z), entdo I ={r € R | rz = 0}.

Demonstragao: Suponha que M seja ciclico, entao existe z € M, tal que M = (z), dai
M = Rz, logo o R-homomorfismo f : R — M dado por f(r) = rz é um epimorfismo, e
cujo nucleo é I = Ker(f) = {r € R| ro = 0} = Ann(M), portanto pelo 1° Teorema do
Isomorfismo 2.0.24, segue que M = R/I. Reciprocamente, se M = R/I, entao existe um
isomorfismo f : R/I — M, ja que R/I é ciclico gerado por 1 + I, segue que M é ciclico
gerado por f(1+1I).

Notacao: Denotamos por R, a soma direta de k cépias de R.

Proposicao 2.0.42. M ¢é um R-mddulo finitamente gerado se, e somente se, M € isomorfo

a um quociente de R* para algum k € N.

Demonstracao: Suponha que M seja um R-moddulo finitamente gerado, entao existe uma

k
quantidade finita de elementos x,...,z; de M, tais que M = >  Rz;, considere o R-
i=1
k
homomorfismo f : R* — M, dado por f(ry,...,7%) = > riz;, note que f é epimorfismo,
i=1
dai M = R*/Ker(f). Reciprocamente, se M = R¥ /I, entdo existe um epimorfismo f de R*
sobre M, com ntcleo I, note que os vetores e; = (0,...,0,1,0,...,0) com unica coordenada
nao nula igual 1 na i-ésima coordenada, geram R*, daf {f(e;) | i = 1,...,k} gera M, logo

M ¢é finitamente gerado.
|

Teorema 2.0.43 (Teorema Chinés dos Restos para Médulos.). Sejam M um R-
modulo, e Iy,..., I, ideais de R dois a dois comazrimais. FEntao a aplicagao ¢ : M —
é M/I;M definida por

- om)={m-+LM,... m+I1,M}

n
¢ um epimorfismo, cujo nicleo é (| I; M.
i=1



Capitulo 2 e Moddulos 35

Demonstracao: Se n = 1, entao temos o epimorfismo canénico M — M /I; M. Suponha
n>1 Sejay = (x1+ LM, . ...z, + ,M) e @ M/I;M, mostremos que existe m € M,
i=1
tal que p(m) = y. Para cadai = 1,...,n fixo, defina I/ = [[ I;, note que I; e I/ sdo
1<j<n
i
comaximais, logo existem u; € I;, e v; € I}, tais que u; +v; = 1, deste modo para cada j # 1,
temos que:
v; =1 (mod I[;)
v; =0 (mod ;)
uma vez que, pela Proposi¢ao 1.1.42 (i), temos que I/ = [[ I; = () 1, e dai v; pertence
a todo [;, portanto
vir; = x;  (mod I;)
viz; =0 (mod 1)

n
de modo que ¢(> v;z;) = y. Portanto, ¢ é um epimorfismo, cujo nicleo é
i=1

Ker(f)y={meM|(m+ LM, .. m+I,M)=(LM,.. . IL,M)}=()LM.
i=1

2.1 Categorias e Funtores

Embora consideramos o anel R comutativo com 1, vamos fazer referéncias a modulos a
direita e a esquerda, com intuito de apresentar as condigoes dos resultados em modo mais

forte.

Definicao 2.1.1. Uma categoria € consiste de uma classe de objetos, denotada por obj€&;
conjuntos dois a dois disjuntos, Homg(A, B), de morfismos para cada par ordenado de
objetos (A, B) ; e composi¢coes Home(A, B) x Home(B,C), definidas por (f,g9) — gf,

tais que:

(i) para cada objeto A, existe um morfismo identidade 14 € Home(A, A), tal que fla = f
para todo f € Home(A, B), e 1ag = g, para todo g € Homg(C, A); e

(ii) a associatividade de composi¢oes € satisfeita sempre que possivel, ou seja, se f €
Home(A,B), g € Home(B,C), e h € Home(C, D), entdo h(gf) = (hg)f.
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Exemplo 2.1.2. (i) € = Conjuntos, em que obj&€, sio conjuntos; os morfismos, sao

funcoes; e as composicoes, sdo composicoes usuais de funcoes;

(ii)) € = g, em que R € um anel com 1, os objetos sao os R-mddulos a esquerda; os
morfismos sao R-homomorfismos; e as composi¢oes, sao composicoes usuais de R-

homomorfismos. Analogamente, definimos € = Mg, categoria dos R-maodulos a direita.

(11i) A categoria dos grupos abelianos, Ab, coincide com a categoria M, a qual coincide

com My, uma vez que Z € um anel comutativo.

Definicao 2.1.3. Sejam € e ® categorias. Definimos um functor ou um funtor covari-
ante como uma fun¢ao
F:¢—9,

tal que:
(i) se A € obj€, entio FA € obj®;
(ii) se f: A— B éum morfismo em €, entio Ff : FA — FB é um morfismo em 9;
(i1i) se A L. B 5 C sio morfismos em €, entao
F(gf) = FgFf;
(iv) para cada A € obj€, F(1,) = 1pa.

Exemplo 2.1.4. (i) O funtor F : € — € definido por FA= A, e Ff = f, é chamado

de funtor identidade;

(ii) Os funtores F' = Hompg(A,e) : € — Conguntos, dados para cada A € € fizo,
por FC = Hom(A,C), e F'f : Hom(A,C) — Hom(A,C") por g — fg sempre que
f:C — C" € um morfismo em &, é chamado de funtor Hom. Denotamé-lo por f,.
Note que, em particular, se € = g, entdo f, tem imagem na categoria Ab, o mesmo

ocorre se €= Mg,
(i1i) Se A € Mg, a fungio F : g9t — Ab, definida por
FB=A®pB,

tal que Ff =1, ® f, sempre que f : B — B’ é um R-homomorfismo de R-mddulos
a esquerda, é um funtor. Denotamo-lo por AQgr. Analogamente para cada B € gIN,

definimos o funtor @gB : Mr — Ab. (Vide a se¢io Produto Tensorial)
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Observacgao 2.1.5. Denotamos por f ® g a aplicagio A Qr B — A’ ®r B’, definida
por a @b— fa® gb.

(iv) Seja D € 0bj® um objeto fixo. O funtor || : € — D dado por |C| = D para cada

C eC, epor|f|=1p para cada morfismo f € €, é chamado de funtor constante.

Definicao 2.1.6. Sejam € e ® categorias. Definimos um funtor contravariante como
uma fun¢ao

F.¢—2,

tal que:
(1) se A € obj€, entao FA € objD;
(ii) se f: A — B € um morfismo em €, entio Ff : FB — FA é um morfismo em ®;

(i1i) se A L. B 5 C sdo morfismos em €, entao
Flgf) = FfFy;
(iv) para cada A € obj€, F(1,) = 1pa.
Exemplo 2.1.7. Fizado um objeto B € &€, podemos definir um funtor
F = Hom(e, B) : € — Conjuntos,

por FA = Hom(A,B), e Ff : Hom(A',B) — Hom(A,B) por g — gf, sempre que

f:A— A" é um morfismo em €. Denotamé-lo por f*.

Definicao 2.1.8. Duas aplicacgoes
M L L M

sao exatas em M, quando Im(f) = Ker(g). Analogamente, dizemos que uma sequéncia de

aplicacoes

f’n

frt1
— My = M, S My — .

¢ exata, quando cada par adjacente de aplicagoes é exato.
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Proposicao 2.1.9. Se
0— M LM

€ exata, entao f € uma aplicacao injetora.

Demonstragao: Temos que Im(0 — M’) = 0, mas como a sequéncia é exata, segue que

Im(0 — M') = Ker(f), portanto Ker(f) =0, dai f é uma aplicagao injetora.

Proposicao 2.1.10. Se
ML M —0

€ exata, entao g € sobrejetora.

Demonstragao: Temos que Ker(M” — 0) = M”, mas como a sequéncia é exata, temos

que Im(g) = Ker(M"” — 0), logo Im(g) = M", portanto g é uma aplicagao sobrejetora.
|

Corolario 2.1.11. Se
0— ML M —0
¢ exata, entao f € bijetora.

Demonstracao: Pelas proposicoes 2.1.9, e 2.1.10, segue que f ¢ injetora e sobrejetora,

respectivamente, logo f € bijetora.

Proposicao 2.1.12. Se
0— M - M- M —0
¢ exata, entao M' = iM', e M/iM' = M".
Demonstragao: Pela Proposigao 2.1.9, Ker(i) = 0, mas pelo 1° Teorema de Isomorfismos
2.0.24, i(M') = M'/Ker(i) = M'/(0) = M’, logo i(M') = M'. Agora, pela Proposicao

2.1.10, Im(p) = M", e como a sequéncia é exata, Ker(p) = Im(i) = iM’, mas pelo Teorema
2.0.24, Im(p) = M/Ker(p), portanto M" = M /iM'.
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Definicao 2.1.13. Sequéncias exatas da forma

0— ML M —0
sao chamadas sequéncias exatas curtas.
Definicao 2.1.14. Uma sequéncia exata curta

0—>AL>BL>C'—>O

€ chamada cindivel, quando existe uma aplicacao h : C' — B, tal que gh = 1¢.
Definicao 2.1.15. Um funtor F' é dito exato a esquerda, quando sempre que
/ g
0—A—B—C

€ exata, tem-se que
Ff Fyg
00— FA— FB— FC

€ exata. Analogamente, um funtor F ¢ exato a direita, quando sempre que
/ g
A—B—C—0

€ exata, tem-se que
Ff Fg
FA—FB—(C—0

€ exata.
Definicao 2.1.16. Um funtor € dito exato, quando € exato a direita e a esquerda.

Proposicao 2.1.17. Funtores exatos a esquerda preservam monomorfismos, e funtores ex-

atos a direita; epimorfismos.

Demonstracao: De fato, se F' é um funtor exato a esquerda, entao se A J. B¢ injetiva,
entdo FA 2L FB ¢ injetiva, analogamente se F' é exato & direita e B —2» C' é sobrejetor,

entdo FB 2% FC 6 sobrejetor.

Proposicao 2.1.18. O funtor Hom(M, e) € ezato a esquerda para cada R-mddulo M.
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Demonstracao: Seja
0—A--p-c

uma sequencia exata a esquerda, mostremos que a sequéncia
0 — Hom(M, A) £% Hom(M, B) 22 Hom(M, C)
é exata a esquerda. Basta mostrarmos que Fa é injetiva, e que Im(Fa) = Ker(F[3).
e ['a ¢ injetivo:
Seja f € Ker(Fa), entao Fa(f) = 0, dai pela definigdo de F', segue que o f = 0,

logo a(f(m)) = 0, para todo m € M, mas como « é injetor, temos que f(m) = 0, para

todo m € M, portanto f = 0.
o Im(Fa)= Ker(Fp):

Seja g € Im(Fa), entao existe f € Hom(M, A), tal que Fa(f) = g, dal af = g. Mas
Im(a) = Ker(3), de modo que fa = 0, assim F[(3(g) = Bg = Blaf) = (Ba)f = 0,
portanto F3(g) = 0, logo g € Ker(3). Reciprocamente, suponha que g € Ker(f3),
entdo Bg = 0, logo B(g(m)) = 0, para todo m € M, de modo que g(m) € Ker(5)
para todo m € M, mas como Ker(f) = Im(a), segue que g(m) € Im(a), logo
existe a € A, tal que a(a) = g(m), note que tal a é tnico, pois « é injetivo, assim
podemos definir uma aplicagao constante f € Hom(M, A) por f(m) = a, deste modo,
af(m) = ala) = g(m), para todo m € M, logo af = g, ou seja, (Fa)f = g,

consequentemente g € Im(Fa).
|

Definicao 2.1.19. Definimos o modulo dual de um R-mddulo M como sendo o R-mddulo

Hom(M, R), o qual indicaremos por M*.
Proposicao 2.1.20. Se R € um anel comutativo com 1, entao R* = Hompg(R, R) = R.
Demonstracao: De fato, a aplicagao
Vv: R — R,
definida por f — f(1) é um R-isomorfismo, cujo inverso é o homomorfismo
¢:R— R,

definido por ¢(r) : t +— rt.
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Teorema 2.1.21. Considere que M e {M; : j € J} sejam mddulos dados. Entao M =
@jej M; se, e somente se, existem aplicacoes \; : M; — M, tais que, dado qualquer
mddulo X e quaisquer aplicacoes f; : M; — X, existe uma tunica aplicagao ¢ : M — X
com @ o \; = fj, para todo j € J.
Demonstracgao: [14], p.29.

|

Teorema 2.1.22. Se A\ € a j-ésima injecao M; — @jeJ M;, e N é um mddulo, entao a
aplicacgao

0 : Hom(EP M;, N) — [ [ Hom(M;, N)
jeJ jeJ
dada por ¢ — (@A;) € um isomorfismo.

Demonstracgao: [14], p.30.
[

Observagao 2.1.23. Em particular, obtemos da Proposi¢ao 2.1.22 que, Homg(M &N, R) =
Hompg (M, R) ® Hompg(N, R).

Proposicao 2.1.24. Sejam M uwm R-mddulo a direita e {N; : j € J} uma familia de R-
mddulos a esquerda. Entao, a aplicacao 6 : M ®p Hjej N; — @jGJ(M ®r N;), definida

por m ® (n;) — (m®n;) € um isomorfismo. (Vide a se¢do Produto Tensorial)

Demonstracao: [14], p.33.

Observacgao 2.1.25. Em particular, temos que M @ (N & P) = (M @ N)® (M ® P).

2.2 Produto tensorial

Definicao 2.2.1. Considere que R seja um anel com 1. Se A é um R-mddulo a direita, B
um R-mddulo a esquerda, e G um grupo abeliano aditivo, entdo uma funcao R-biaditiva é
uma fungao

f:AxB— G,

tal que para todos a,a’ € A, para todos b, € B, r € R.
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(7;) f(a’ + alv b) = f(av b) + f(a’lv b),
(i) fla,b+b") = f(a,b)+ f(a,l); e
(i1i) f(ar,b) = f(a,rd).

Observagao 2.2.2. Para R comutativo (nosso caso), chamamos f de fun¢ao R-bilinear,

quando f € R-biaditiva e rf(a,b) = f(ra,b) = f(a,rb).

Definigao 2.2.3. O produto tensorial entre A € Mg, e B € gIN € um grupo abeliano AQB
e uma funcao R-biaditiva h, tal que para cada grupo abeliano G e cada fun¢ao R-biaditiva

f, existe um unico homomorfismo f' com f = f'oh, isto é, o diagrama abaizo comuta:

Ax B~ AoB

ooz
-
G

Teorema 2.2.4. O produto tensorial tensorial de um R-mddulo a direita A e um R-mddulo

a esquerda B existe.

Demonstragao: Considere que F' seja o grupo abeliano livre com base Ax B. Defina S como
sendo o subgrupo de F' gerado pelos elementos das seguintes formas: (a+a’,b)—(a,b)—(a’,b),
(a,b+ V) — (a,b) — (a,b), e (ar,b) — (a,rb). Denote o grupo quociente F'/S por A Qg B, e
cada elemento (a,b) + S € F'/S por a ® b. Defina uma aplicagdo h: A x B — A®pg B por
h((a,b)) = a ® b, deste modo h é R-biaditiva, pois

(a+d)@b—a®b—d ®@b=5=0
a@b+b)—a®b—ab =5=0
ar®@b—a®rb=5=0
Logo,
(a+d)@b=a®b+d @b
a®@b+b)=axb+axl
ar@b=a®rb
Dai,

h(a+a',b) = h(a,b) + h(ad',b)
h(a,b+ V') = h(a,b) + h(a,b")
h(ar,b) = h(a,rb)
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Agora seja G um grupo abeliano, e f : A x B — G uma func¢ao R-biaditiva. Ja que F'
é livre com base A x B, existe um unico homomorfismo ¢ : F' — G estendendo f, isto é,

(a,b) = f(a,b), de acordo com o diagrama comutativo abaixo:

F
\\ Il
N
AXB?G

Note que cada gerador de S se anula por ¢, pois f é R-biaditiva, assim S C Ker(y), dai
segue que ¢ induz um homomorfismo f : A ®p B — G dado por f(a ® b) = f(a,b), deste
modo f(h(a,b)) = f(a,b) para todo (a,b) € Ax B, logo foh = f. Temos que f ¢é tinico com
essa propriedade, de fato se g : A®gr B — G é um homomorfismo, tal que go h = f, entao

para cada (a,b) € Ax B, temos que (goh)(a,b) = f(a,b), logo g(a®b) = f(a,b) = f(a®D),
portanto g(a ® b) = f(a ® b), como os elementos a ® b geram A @ B, segue que f = g.

Proposicao 2.2.5. Quaisquer dois produtos tensoriais entre A e B sdo isomorfos.

Demonstracao: Considere que A ®z B e T sejam produtos tensoriais entre A e B, cujas
fungoes R-biaditivas sao h : A X B — A®r B, e k : A x B — T, respectivamente.
Pela definicao de produto tensorial, segue que existem homomorfismos k&’ e ', tais que os

diagramas abaixo comutam:

Ax B—">A®rB Ax B+—~T
J{k -7 J{h -
i// k,/ }/ h/
T A®RrB

Logo, k = k’h, e h = W'k, por outro lado, temos que existem ¢ e v, tais que os diagramas

abaixo comutam:

Ax B—"> A®zB Ax BA—T
ihi//w ik;//d}
A®g B T

Assim h = ph, e k = ¢k, agora note que h = h'k = ('k')h, e k = K'h = (K'I)k, logo pela
unicidade de ¢ e 1, segue que W'k' = ¢, e K'h' = ), mas como h = 1ag,ph, e k = 1pk, temos
novamente pela unicidade que, M'k" = 1ag,5, € K'h' = 1p, portanto k' é um isomorfismo,
logo AQr B=T.
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Teorema 2.2.6. Se A é um R-mddulo a direita, e B é um (RS)-bimddulo, entio A ®g Bé
um S-modulo a direita, em que

(a®b)s=a® (bs).

Analogamente, se A € um (SR)-bimédulo, e B € um R-mddulo a esquerda, entao A @r Bé

um S-modulo a esquerda, em que
s(a®b) = (sa) ®b.

Demonstracao: Mostremos a primeira afirmacao, a segunda é andloga. Para cada s € S
fixado, temos que a funcao pus : B — B definida por b — bs é um R-homomorfismo de
modulos, uma vez que B é um RS-bimdédulo. Agora, considere o funtor F' = A®p, note que
F(us) : A®r B — A ®gr B é um homomorfismo de grupos, em que F(us) = 14 ® ps :
a®b— a® (bs). Logo das propriedades de homomorfismo, seguem os axiomas de S-médulo

a direita para A ® g B. Portanto, A ®g B é um S-modulo a direita.
|

Teorema 2.2.7. Se R ¢ um anel com 1, e B € um R-mddulo a esquerda, entdo existe um

R-isomorfismo R ®r B — B com r ® b — rb.

Demonstragao: Como R é um (R — R)-bimédulo, e B é um R-médulo a esquerda, segue
pelo Teorema 2.2.6 que R®g B é um R-mdédulo a esquerda. Como B é um R-modulo, existe
uma agao f : R x B — B, dada por f(r,b) = rb, temos que f é R-biaditiva, logo pela
definicao de R ®p B, existe um tinico homomorfismo ¢ : R ®r B — B, tal que f = gh, ou

seja, o diagrama abaixo comuta:

Rx B—"~R®rB

e
f -7
l .73
A

Deste modo, gh(r,b) = f(r,b), dai g(r ® b) = rb. Mostremos que g é um isomorfismo, de
fato a aplicagdo ¢’ : B — R ®g B definida por ¢’'(b) = 1 ® b é um R-isomorfismo, cujo
inverso é g. Portanto, R ®r B = B como R-mdédulos a esquerda, analogamente temos que

A®pr R= A como R-mdédulos a direita.
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Teorema 2.2.8. Se R € um anel comutativo com 1, e A e B sao R-mddulos, entdo existe

um R-isomorfismo ¢ : AQr B — B ®g A, definido por p(a @ b) = b ® a.

Demonstragao: Defina f : A x B — B ®r A, por f(a,b) = b ® a, deste modo f é R-
biaditiva. Pela definicdo de A® g B, existe um tnico Z-homomorfismo f' : AQrB — B®RrA,
tal que f = f'h,
Ax B—">A®rB
Vs
B®gA
Analogamente, para g : B x A — A®pg B definida por ¢g(b,a) = a ® b, temos que existe um

unico Z-homomorfismo ¢’, tal que g = ¢’k

BxA—rsBapA

ig e /5”9/
A®g B

Mostremos que f~! = ¢/, primeiramente note que g(b,a) = ¢'k(b,a) = ¢'(b® a), e f(a,b) =

f'h(a,b) = f'(a®b),logo ¢'f'(a®@b) = ¢'(f(a,b)) = g'(b®a) = g(b,a) = a®b, e f'g(b®a) =
f'(g(b,a)) = f'la®b) = f(a,b) = b® a, portanto f'~' = g, logo f’ é um isomorfismo, daf
A®p B>~ B®pA.

Corolario 2.2.9. Se R é um anel comutativo com 1, entao A g R = A como R-mddulos,

para cada R-mddulo A.

Demonstracao: Temos que A®r R = A como R-mddulos a direita, e RRQr A = A como R-
modulos a esquerda, mas como pelo Teorema 2.2.8, AQr A = R®rA, segue que AQrR = A

como R-médulos.
[ |

Proposicao 2.2.10. Considere que A, B, C sejam R-mddulos. Entio (A ®r B) ®r C =
ARrB®RrC = ARr (B®g(C).
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Demonstracao: Construiremos homomorfismos f: (A®r B) R C — AQrB®rCeg:
ARrB@rC — (A®rB)®rC dados por f((zQy)®2) = 2QyRze g(zQyR2) = (zQy)®z2,
para todos x € A, y € B, z € C. Inicialmente vamos construir f. Fixe um elemento z € C.
Deste modo, a aplicacao (z,y) — * ® y ® z é bilinear em =z € A e y € B, e induz um
homomorfismo f, : AQg B — AQrB®grC, tal que f,(z®vy) = x®y®z. Agora, considere a
aplicagao (t,z) — f.(t) de (A®rB)xC em A®rB®rC. Note que tal aplicagao é bilinear em
t e z, logo pela propriedade universal na Definicao 2.2.3, segue que existe um homomorfismo
f:(A®rB)®@rC — A®rB®rC, tal que f((z ®@y) ® z) = x ® y ® z. Analogamente,
construimos ¢ considerando a aplicagao bilinear (z,y,2) — (2 ®y) ® 2 de A x B x C em
(A®g B) ®g C. Logo, existe um homomorfismo g : A ®r B®r C — (A®gr B) ®g C, tal
que g(z @y ®z2) = (xr®@y) ® 2. Como fogego fsao identidades, segue que f e g sao
isomorfismos. Portanto, (A ®@r B) @p C 2 ARr BrC =2 ARk (B®gC).

2.3 Mobdulos projetivos

Definicao 2.3.1. Um R-mddulo P é chamado projetivo, quando dados qualquer R-epimorfismo
de modulos B : B — C, e qualquer R-homomorfismo de modulos o : P — C', existe um

R-homomorfismo v : P — B com a = [37.

Teorema 2.3.2. Se F' é um mddulo livre, entao F é um maodulo projetivo.

Demonstragao: Seja F' um mddulo livre com base X = {z; | ¢ € I'}. Considere o diagrama

em que « é um homomorfismo, e § é um epimorfismo de médulos. Como (3 é sobrejetor,

dado a(z;) € C, existe b; € B, tal que 3(b;) = a(z;). Agora, pelo axioma da escolha, existe
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uma funcao ¥ : X — B, tal que 9(z;) = b;, para todo i € I. No entanto, ja que F' é livre
com base X, existe um unico homomorfismo v : F' — B, tal que v(z;) = ¥ (x;), para todo

1 € I, ou seja o diagrama abaixo é comutativo:
s
Ve
ool
B 5 C—=0

Note que o = (7, pois para cada x; € X, temos que 5y(z;) = Y(x;) = B(b;) = alz;).
Portanto, ja que existe um homomorfismo « tal que Gy = «, segue que F' é um moddulo

projetivo.
|

Teorema 2.3.3. Um mddulo P ¢é projetivo se, e somente se, o funtor F' = Hom(P,e) ¢

exato.

Demonstracao:
(=) Seja P um mdédulo projetivo. Pela Proposigao 2.1.18, temos que o funtor Hom/(P,e) é
exato a esquerda, deste modo basta mostrarmos que Hom(P, e) é exato a direita, isto é, que

preserva epimorfismos. Suponha que
B c—0
seja uma sequéncia exata, queremos mostrar que
Bx=Fp
Hom(P,B) — Hom(P,C) — 0

é exata, i.e, o homomorfismo (3, : Hom(P, B) — Hom(P,C) definido por 5.(f) = Bf é
sobrejetor. Com efeito, seja g € Hom(P,C), como (3 é um epimorfismo, e P é projetivo,

segue que existe f € Hom(P, B) tal que g = Sf = B.(f), logo B, é sobrejetor.

B?CHO

(<) Suponha que Hom(P, e) seja exato. Considere que (3 : B — C' seja um epimorfismo,

e que a« € Hom(P, (). Por hipétese, temos que a sequéncia

Hom(P, B) L, Hom(P,C) — 0
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é exata, logo (. : v — (v é epimorfismo, logo dado o« € Hom(P, C), existe v € Hom(P, B),
tal que f.(y) = «a, dai §y = a. Portanto, P é projetivo.

Lema 2.3.4. Dados dois mddulos A e B e um monomorfismo i : A — B. Entdo, A € um
somando de B (ou seja, B =1A® C para algum submddulo C de B) se, e somente se, existe

um homomorfismo de mddulos p: B — A com pi = 14.

Demonstracao: Suponha que A seja um somando de B, entao existe C' submdédulo de B,
tal que B = iA & C', note que como i é injetor, podemos identificar A com ¢A. Defina
p: B — Apor: plb) =0b seb e A epl) =0, caso contréario, i.e quando b € C.
Logo p o i(a) = p(i(a)) = i(a) = 1la(a) € A, portanto identificando A com A, segue
que pi = 14. Reciprocamente, suponha que exista um homomorfismo p : B — A, tal
que pi = 1y, seja C' = Ker(p), mostremos que B = iA & C. De fato, se b € B, entao
b=1i(p(b)) + [b—i(p(b)], note que i(p(b)) € i(A), e b—i(p(b)) € C = Ker(p), uma vez que
p(b — ip(b)) = p(b) — pi(p(b)) = p(b) — 1a(p(b)) = 0, logo B = iA + C. Por outro lado,
iANC =0, pois se z € iANC, entao p(r) = 0, mas como x € tA, x = i(a) para algum
a € A, deste modo p(i(a)) = 0, dai 14(a) = 0, logo a = 0, consequentemente i(a) = z = 0.
Portanto, B=1A & C.

|
Teorema 2.3.5. Se P € projetivo, e 3 : B — P € um epimorfismo, entao B = Ker(3)® P,
em que P' = P.

Demonstragao: Como P é projetivo, existe um homomorfismo v € Hom(P, B), tal que
lp = B
P
/
2 e
s
B—>=C—=0

note que v é injetivo, pois se y(x) = v(y), entdao Bvy(x) = (y(y), dai 1p(z) = 1p(y), logo
x = y. Portanto, como = é injetivo, segue pelo Lema 2.3.4, que B = v(P) & Ker(f3), dai
B =P & Ker(3), em que y(P) = P' = P.
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Corolario 2.3.6. Se A é um submddulo de B com B/A projetivo, entio A é um somando

direto de B. E cada sequéncia exata
0—A—B—P—0

com P projetivo, cinde.

Demonstracao: Considere o epimorfismo canoénico § : B — B/A, como P = BJ/A é
projetivo, segue pelo Teorema 2.3.5 que, B = Ker() @ P’, em que P’ = P, no entanto
Ker() = A, deste modo B = A& P’, logo A é um somando direto de B. Agora, se

0—A-B P p_9

é exata com P projetivo, entao ja que [ é epimorfismo, segue que B = Ker(3) @ P’, em
que P = P' mas A = Im(a) = Ker((3), logo B=A® P, mas jd que « : A — B é
um monomorfismo, segue pelo Lema 2.3.4, que existe um homomorfismo p : B — A, tal
que pi = 1,4, portanto a sequéncia dada cinde. Note também que existe um homomorfismo

v: P — B, tal que 3y = 1p, pois P ¢é projetivo:

Teorema 2.3.7. Um modulo P € projetivo se, e somente se, € um somando direto de um

modulo livre. Além disso, qualquer somando de um projetivo € projetivo.

Demonstracgao: Suponha que P seja projetivo, temos que cada modulo é um quociente de
um modulo livre , deste modo existe um epimorfismo 3 : FF — P, em que F' é livre, mas
pelo Teorema 2.3.5, temos que P é um somando de F'. Reciprocamente, mostremos que
somandos de médulos projetivos sao projetivos, deste modo se P é um somando de um livre,
o qual é projetivo pelo Teorema 2.3.2, segue que P ¢é projetivo. De fato, suponha que P seja

somando de um médulo projetivo F', entao pelo Lema 2.3.4, existe um morfismop : F — P,
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tal que pi = 1p, em que ¢ é a inclusao. Como F' é projetivo, existe um homomorfismo de

modulos v : F — B, tal que 8y = fp, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

i

v !

p
F—P

!

\

¥
BT>04>0

Defina g : P — B por g = v o1, deste modo g = Bvi = fpi = f, portanto f = Bg. Logo

P é projetivo.

Exemplo 2.3.8. Existem mddulos projetivos que nao sao livres. Considere R = 7/6Z,
entao R = 7./27 & 7./]3Z, logo 7/27 é somando de um livre, dai € projetivo, no entanto,
Z./27 nao € livre, pois cada R-mddulo livre nao-nulo tem pelo menos 6 elementos. Mas, isso
nao ocorre com modulos projetivos finitamente gerados sobre um anel local, como no lema a
Sequar.

Proposicao 2.3.9. Sejam Pi,..., P, mddulos sobre R. Entdo, a soma direta épi é um
R-modulo projetivo se, e somente se, cada P; é um R-modulo projetivo. -
Demonstracao:

(<) Inicialemente consideremos n = 2. Suponha que P, = P e P, = () sejam R-mdédulos
projetivos, sejam 3 : B — (' um R-epimorfismo, e a : P & () — C' um R-homomorfismo.
Mostremos que existe um homomorfismo v tal que o = 3. Considere os homomorfismos
ap=aoi,:P—C,eqy=a0i,: Q) — C,emquei,: P—PPQ,ei,:Q — PBQ
sao inclusoes. Como P ¢ um mdédulo projetivo, existe um homomorfismo v, : P — B, tal
que oy, = (37,, analogamente, como () é projetivo, existe um homomorfismo v, : Q — B,

tal que oy = B4, como nos diagramas comutativos abaixo:

P /Q
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Agora, pela propriedade universal de P®Q), existe um unico homomorfismo v : P&Q — B,

tal que v, = vip, € Y4 = Vig:

P—2PaQ Q—%PaQ
"/pl // ’qu //
e e
+ +
B B

Mas, (87)i, = B(7vip)) = By = o = «iy, analogamente ()i, = ai,. Por outro lado, temos

que o = iy, € Qg = Qlg:

P—2Pa®Q Q—2PaQ
l/’/ @ l/’/ a
C C
Logo pela unicidade de «, segue que By = a, logo P & @ é projetivo:
PoQ
’Y/// \LO‘
/’/
B C 0

Agora, suponha que para algum n € N, @ P; seja projetivo, entdo se Py é um R-médulo
=1
' n n+1
projetivo, segue pelo argumento acima que @ P; & P;,; é projetivo, logo € P; é projetivo,
i=1 1=1

portanto pelo principio de indugao, segue que é P; é projetivo para todo n € N.

(=) Suponha que P@Q seja um R-mddulo projzgtlivo. Sejam ( : B — C um R-epimorfismo,
e a1 P — C um R-homomorfismo. Considere o homomorfismo trivial o, : ¢ — C, dai
ay(z) =0, para todo x € (). Pela propriedade universal para soma direta, P & @, temos que

existe um tnico homomorfismo o : P @& Q — C, tal que ai, = oy, € iy = oy = 0:

P2 PaQ Q—LPaQ

l/’/ a l}/ «

C C
Mas, por hipétese, P & () é projetivo, logo existe um homomorfismo v : P & () — B, tal
que By = a:

PoQ
7/// la
/’/
B C 0
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Deste modo, (vi,) = (87)i, = ai, = . Portanto, i, : P — B é solucdo para o diagrama

comutativo abaixo:

. Y
’sz/ , lap
¥

B 5 C—0
Logo, P é projetivo. Analogamente, mostramos que @) é projetivo. O caso geral segue por

indugao.
]

Proposicao 2.3.10. Se P e () sao R-maodulos projetivos, entao P Qg Q@ € um R-mddulo

projetivo.

Demonstracao: Sejam (§ : B — C um R-epimorfismo, e a : P ®z Q — C seja um
R-homomorfismo, pela Proposicao 2.3.9, temos que P & () é projetivo, logo existe um ho-
momorfismo f: P& Q — B, tal que ah = (f,em que h: P® Q — P ®g Q é definida
por h(p,q) =p®q.
PEBQ%’PX Q#/P@RQ
fi -7 J{a

=T
C 0

r -

BA

B
Agora, pela definicao de P ®p (), existe um tnico Z-homomorfismo v : P ®p Q — B, tal
que f = ~h:
PxQ—"~PorQ

-

Portanto, ah = Sf = B(vh) = (87)h, mas h é sobrejetora, logo possui inversa a direita, h™!,
daf ahh™ = (Byh)h™!, logo o = B, deste modo P ®@g Q é projetivo:

P®rQ
'Y// \LO‘
L/
B 3 C 0
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2.4 Modbdulos noetherianos

Proposicao 2.4.1. Considere que X seja um conjunto parcialmente ordenado de submddulos

de um modulo M pela relagao C. Entao, sao equivalentes:

(i) (condicdo de cadeia ascendente) Cada sequéncia crescente My C My C ... em %

€ estacionaria, i.e, existe n € N tal que M; = M,, para todo © > n;
(i) (condi¢cdo maximal) Cada subconjunto ndo-vazio de ¥ tem um elemento mazimal.

Demonstracao: Veja num contexto mais geral a Proposicao 3.1.12.
|

Definicao 2.4.2. Um R-mddulo M ¢é chamado moetheriano, quando M tem uma das

condigoes equivalentes em 2.4.1.

Proposicao 2.4.3. M é um R-mddulo noetheriano se, e somente se, cada submddulo de M

€ finitamente gerado.

Demonstracao: Suponha que M seja noetheriano, e que N seja um submoédulo de M.
Defina ¥ como sendo o conjunto de todos submaddulos finitamente gerados de N. Portanto,
ja que (0) € X, segue que X nao é vazio. Logo como M é noetheriano, temos que 3 possui
um elemento maximal, digamos Ny. Mostremos que Ny = N, suponha por absurdo que
Ny # N, entao existe z € N\Ny. Deste modo o submédulo Ny + Rz é finitamente gerado
e contém N, propriamente, o que contradiz a maximalidade de Ny. Portanto N = N,
e dai N é finitamente gerado. Reciprocamente, suponha que cada submédulo de M seja
finitamente gerado Seja M; C M, C ... uma cadeia ascendente de submodulos de M,

deste modo N = U M; é um submédulo de M e, por hipdtese, é finitamente gerado, logo
=1

existem x1,...,x, € N, tais que N = ZRxl Agora, suponha que x; € M, , e defina

n = mazxi<;<kN;, entao cada x; pertence a Mn, dai N = M,,, logo M; = N para todo ¢ > n.

Portanto a cadeia dada é estacionéria, logo M é noetheriano.

Definicao 2.4.4. Um anel R é noetheriano, quando € noetheriano como um R-maodulo.
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Proposicao 2.4.5. Seja M um mddulo noetheriano, entao cada submaodulo de M é noethe-

7.aN0.

Demonstracao: Seja N um submédulo de M. Considere que N; < Ny < ... seja um
cadeia ascendente de submodulos de N, dai é um cadeia de submédulos de M, mas como M

¢é noetheriano, tal cadeia é estacionaria, portanto N é noetheriano.
|

Proposicao 2.4.6. Seja M um maodulo noetheriano, entao cada modulo quociente de M ¢é

noetheriano.

Demonstracao: Sejam M /N um mdédulo quociente de M e M'/N um submddulo de M/N.
Como M é noetheriano, segue que M’ é finitamente gerado, digamos por x1, ..., z), mas dai
1+ M,. .. xp+ M geram M'/M como mdédulo, portanto M’/M é finitamente gerado, logo
M/N é noetheriano.

Proposicao 2.4.7. Sejam M um mddulo e N um submodulo de M. Entao M € noetheriano

se, e somente se, N e M/N sao noetherianos.

Demonstragao: Se M é noetheriano, temos pelas Proposicoes 2.4.5 e 2.4.6, que N e M /N
s@o noetherianos. Reciprocamente, suponha que N e M/N sejam mddulos noetherianos.
Seja M; < M, < ... uma cadeia ascendente de submodulos de M, deste modo M; N N <
MyNN < ...e(M;+N)/N < (My+N)/N < ...sao cadeias ascendentes em N e M /N, logo
sao estaciondrias, pois M e M /N sao noetherianos, portanto existem indices i e j, tais que
M,NN =M,NN e (M;+N)/N = (M,,+ N)/N para todo n > i, e para todo m > j. Seja
k = maz{i,j}, entao MyNN = M, NN e (M+N)/N = (M, +N)/N para todo n > k, mas
pelo Teorema da Correspondéncia, segue que M, + N = M,, + M. Mostremos que M, = M,
para n > k fixado, a inclusao M, C M, é trivial, seja x € M, entao x € M, + N, logo
x € M+ N, portanto existem y € My ez € N, taisquexz =y+2z,logo z =z —y € M, NN,
consequentemente z € M, N N, dai z € M. Portanto, v+ = y + z € M. Deste modo,
M, = M, para todo n > k, logo M ¢é noetheriano.
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Corolario 2.4.8. Considere que 0 — M' =+ M LM —0 seja uma sequéncia exata

de R-mddulos. Entao, M ¢é noetheriano se, e somente se, M' e M" sdo noetherianos.

Demonstracao: Como a sequéncia dada é exata, segue que « € injetor e 3 é sobrejetor,
logo M’ pode ser visto como um submédulo de M, e M"”, como um quociente de M. Segue

pela Proposicao 2.4.7, que M é noetheriano se, e somente se, M’ e M" sdao noetherianos.
|

Corolario 2.4.9. Se M;, i = 1,...,n sdo R-mddulos noetherianos, entao @;_, M; é um

R-mddulo noetheriano.

Demonstracgao: Considere a sequéncia exata
0—>MQL>M1€BM2LM1—>O7

em que « € a inclusao, e 3 a projecao. Logo pelo Corolario 2.4.8, segue que M; & M, é noethe-
k—1

riano. Agora, suponha que para algum k > 2, My, ..., My e €@ M, sejam noetherianos, entao
i=1

considerando a sequéncia exata

k k-1
O%Mkﬁ@Mii@Mi%O,
=1 =1

k

segue pelo Coroldrio 2.4.8, que @@ M; é noetheriano, logo pelo Principio de Indugao segue o
i=1

resultado.

Proposicao 2.4.10. Considere que R seja um anel noetheriano, e que M seja um R-mddulo

finitamente gerado. Entao M ¢é noetheriano.

Demonstracao: Como M é um R-moédulo finitamente gerado, segue que M é isomorfo a um
quociente de um R-modulo livre, logo existe n € N, e um R-homomorfismo ¢ : R" — M.
Deste modo M = (@ M;)/Ker(p), em que M; é isomorfo a R como R-mdédulos para cada 1.
i=1
Agora, pelo Corolario 2.4.9, @ M, é noetheriano, logo também é o quociente @ M,/ Ker(yp).
; i=1

=1 =
Portanto M é noetheriano.
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Nas préxima secao, veremos a definicao de modulo de fracoes, mas por comodidade

apresentaremos aqui a seguinte proposicao:

Proposicao 2.4.11. Se M é um mddulo noetheriano sobre um anel R, entao S™1M ¢é um

maodulo noetheriano.

2.5 Mobdulos de fracoes

Nestao se¢ao, denotaremos a inje¢ao canénica x +— z/1 do anel R no anel de fragoes

S™IR por i%. Note que, se M é um S~'R-médulo, podemos considerd-lo um R-médulo via

7S
ZR.

Agora apresentaremos uma proposicao, a qual nos possibilita definir médulo de fragoes.
Proposigcao 2.5.1. Sejam R um anel, S um subconjunto de R, M um R-mddulo, M’ =
M ®r ST'R mddulo sobre R, e f o R-homomorfismo canénico x — @1 de M a M'.

Entao:
(i) Para todo s € S, a homotetia z — sz de M’ € bijetiva;

(ii) Para cada R-mddulo N, tal que para todo s € S, a homotetia y — sy de N € bijetiva,
e para cada homomorfismo u de M em N, existe um unico homomorfismo u' de M’

em N, tal que u=1u'o f.

o

M
ui k/ w
N

Demonstracao: [7], p.60
|

Definicao 2.5.2. Sejam R um anel, S um subconjunto de R, S o subconjunto multiplicati-
vamente fechado de R gerado por S, e M um R-mddulo. Dizemos que o modulo de fragoes
de M definido por S e denotado por M[S™'] ou S'M ¢ qualquer R[S™'-mddulo isomorfo
a M ®g R[S™'].
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Observagao 2.5.3. Coincidimos as notagoes R[S™'] e ST'R quando S é um subconjunto

multiplicativamente fechado de R.

Notagao Indicaremos o homomorfismo canénico m — m ® 1 de M em M[S™1] por i3,.

Observagao 2.5.4. 1. M[S | = M[S™;
2. Para cada m € M e s € S, denotamos o elemento m @ (1/s) de M[S™!] por m/s.

3. Cada elemento de M[S™'] é da forma > m; ® (a;/s), em que m; € M, a; € R, s€ S.
Note que Z
m; ® (ai/s) = (amm;) ® (1/s).

Logo
Zmi ® (a;/s) =m® (1/s), em que m = Zaimi.

(2

4. Com a notagao em (2), temos que
(m/s)+ (m'/s) = (s'm + sm')/ss'
(a/s)(m/s") = (am)/(ss"),
em quem,m' € M,ae€ R, es,seS.

5. SeS=R-—p, em quep é um ideal primo de R, denotamos o midulo de fracoes de M
definido por S por M, em vez de S™*M.

Proposicao 2.5.5. Sejam S um subconjunto multiplicativamente fechado do anel R e M
um R-mddulo. Para m/s =0, em que m € M, s € S, € necessdrio e suficiente que exista

s' e S, tal que s'm = 0.
Demonstragao: [7], p.62.
[

Corolério 2.5.6. Para m/s = m//s em S™'M, é necessdrio e suficiente que exista t € S,

tal que t(s'm — sm’) = 0.

Demonstracao: De fato, m/s = m//s, se e somente se, (m/s)—(m’/s") = (1/ss")(s'm—sm’).

Note que 1/ss’ € S.
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Observacao 2.5.7. O mddulo de fragoes poderia ser, equivalentemente, definido por meio
de relacoes de equivaléncias definidas sequndo o Coroldrio 2.5.6. Deste modo, obteriamos o
isomorfismo STIM = ST'R ®p M, observando que a aplicagio h : ST'R x M — S™'M

definida por (a/s,m) — am/s € R-bilinear, e induz um unico homomorfismo
0:ST'TRpM — S™'M,
tal que p((a/s) @ m) = am/s. Verica-se facilmente que ¢ € bijetor.

Proposigao 2.5.8. Se M e N sio R-mddulos, entdo existe um tinico isomorfismo de S™'R-

modulos
0:S'M ®g-15 STIN — S™HM ®g N),
tal que p((m/s) ® (n/t)) = (m ® n)/st. Em particular, se p € um ideal primo de R, entdo

vale o isomorfismo de R,-mddulos
My ®p, Ny = (M @g N),.

Demonstracao: Considere h : ST'M x STIN — S™'M ®¢-15 S7'N a aplicacao que
define o produto tensorial S™'M ®@g-1zr STIN. Defina f : ST'M x STIN — S~ M @ N)
por f((m/s,n/t)) = (m ® n)/st, deste modo f é uma aplicagdo R-biaditiva. Logo, pela

propriedade universal que define S™'M ®g-15 St N, existe um tnico homomorfismo
0: S M ®g-15 STIN — S™HM ®g N),

tal que f = @ o h, ou seja, o diagrama abaixo comuta:

STIM x STIN  —%  STIM ®¢-15 SN

S (M ®N)

Portanto, (m ® n)/st = f((m/s,n/t)) = p(h(m/s,n/t)) = p((m/s) @ (n/t)). Note que ¢ é
um isomorfismo, dai o resultado. Apresentaremos uma outra demonstracao, que apenas usa

a associatividade do produto tensorial e os isomorfismos
SilM = SilR ®R M; M ®S—1R SilR = M

Demonstragao: Temos que ST!M®g-1S7 !N 2 STIM®@g-15(ST'RON) = STIM@pN =
(SilR Xr M) Rr N = (SilR) QR (M QR N) = Sil(M QR N)
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Proposigao 2.5.9. Sejam M e N R-submddulos, entao S"'(M&N)=S"'M&S'N. Em
particular, para cada ideal primo p de R, temos que (M & N), = M, & N,,.

Demonstragao: Seja (m + n)/s € S~H(M @ N), note que (m + n)/s = m/s +n/s €
S™'M & S7!N. Reciprocamente, se m/s + n/t € ST'M & S™'N, entao m/s + n/t =
(tm + sn)/st € STY(M @ N), pois st € S, tm € M, e sn € N.

|
Observagao 2.5.10 ( [4], p.39). A operagdo S~ € exata. Mais precisamente, se
00— N-—M-— M/N—0
€ exata, entdo
0— S'N—S'M— S M/N)—0
€ exala.
Proposigao 2.5.11. S7'(M/N) = S~'M/S™IN.
Demonstracao: Considere a sequéncia exata
00— N— M — M/N — 0,
agora aplique S™!, obtendo-se a sequéncia exata
0— S'N—S'M— S YM/N)— 0.
Portanto S~'(M/N) = S~ 'M/S™IN.
|

Proposicao 2.5.12. Seja ¢ : M — N um R-homomorfismo. Sao equivalentes:
(i) @ € injetivo (sobrejetivo);
(it) @p: My, — N, € injetivo (sobrejetivo) para cada ideal primo p de R;

(111) om : My — Ny € injetivo (sobrejetivo) para cada ideal mazimal m de R.
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Demonstracao:
(i) = (i1) Se 0 — M — N é exata, entdo 0 — M, — N, é exata.
(17) = (i17) De fato, cada ideal maximal é primo.

(1i1) = (i) Seja M’ = Ker(y), entao a sequéncia
00— M — M-— N
¢é exata. Localizando obtemos a sequéncia exata
0— (M")y — My — Ny

Portanto, (M), = Ker(¢n,), mas ¢ € injetor, logo (M'), = 0, dai M’ = 0. Portanto, ¢ é
injetor.

Para o outro caso, é suficiente reverter as flechas.
|

Proposicao 2.5.13. Sejam R um anel, m um ideal mazimal de R e M um R-mddulo. Se
existe um ideal a de R tal que aM =0, e m € o unico ideal maximal de R contendo a, entdao
0 homomorfismo canonico M — M, € bijetivo. Em particular, se existe um inteiro k > 0,

tal que m*M = 0, temos que M — My, € bijetivo.

Demonstragao: Como m é o tnico ideal maximal que contém a, segue que o anel R/a é
local, cujo ideal maximal é m/a. Agora note que, como aM = 0, segue que a C Ann(M), logo
M pode ser considerado como um R/a-mdédulo. Deste modo, temos que para todo s € R—m,
a imagem canonica de s em R/m é invertivel. Logo, a homotetia x +— sz em M, dada como
na Proposicao 2.5.1 como solucao do problema universal, é bijetiva. Consequentemente o

homomorfismo canoénico x — x ® 1 de M em M, é bijetivo.
|

Proposicao 2.5.14. Sejam R um anel, m um ideal maximal de R, M um R-modulo e k > 0
um inteiro. Entdo o homomorfismo canénico M — My /m* M, € sobrejetor e tem niicleo

mFM | dai define um isomorfismo de M /m*M sobre My, /m" M.

Demonstracao: Basta tomar, com as notacoes da Proposicio 2.5.13, a = m”

, e notar que m
é o tinico ideal maximal que contém a, e que m* C Ann(M /mFM), daf a(M/m*FM) = 0. Logo
pela Proposigao 2.5.13, M/m*M = (M /m*M),,, mas pela Proposicao 2.5.11, (M /m*M),, =

My, /m* M., dai segue a proposicao.
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O resultado abaixo ja foi demonstrado anteriormente, mas sera reapresentado, pois é uma

consequeéncia do corolario acima.

Corolario 2.5.15. Sejam R um anel, mq,...,m, distintos ideais mazimais de R, M um
R-modulo, e ky, ..., k, inteiros nao-negativos. Entao o homomorfismo canonico de M em

m n
IT ]\4“1/1'(12”]\4m ¢ sobrejetivo, cujo nicleo é ( mf“)M
=1

i=1 %

2.6 Anéis noetherianos

Mostramos algumas propriedades acerca de moddulos noetherianos. Nesta secao, ap-
resentaremos resultados sobre anéis noetherianos R, os quais podem ser vistos como R-
modulos, de modo que os resultados validos para R-mddulos noetherianos, valem também
para o anel R visto como R-médulo. Note também que os submédulos de R sao precisamente
seus ideais.

Uma caracteristica notavel dos anéis noetherianos é que estes sempre possuem uma de-

composi¢ao primaria, a qual sera definida nesta secao.

Proposicao 2.6.1. Considere que 3 seja um conjunto de ideais de R parcialmente ordenado

por uma relacao C. Entao, sao equivalentes:

(i) (condig¢do de cadeia ascendente) Cada sequéncia crescente [y C I, C ... em 3 é

estacionaria, i.e, existe n € N tal que I; = I,, para todo © > n;
(ii) (condi¢cago maximal) Cada subconjunto nao-vazio de ¥ tem um elemento maximal.
Demonstracao: Vide 3.1.12.

Definicao 2.6.2. Se um anel R satisfaz uma das condigoes equivalentes acima, chamamos

R de anel noetheriano.

Observacao 2.6.3. Note que essa definicao é equivalente a fornecida em 2.4.4.
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Proposicao 2.6.4. Sejam R um anel e I um ideal de R. FEntao, R € noetheriano se, e

somente se, I e o anel quociente R/1 sao noetherianos.

Demonstracao: R ¢ um R-modulo, e seus submoédulos sao precisamente os seus ideais, logo

pela Proposicao 2.4.7, segue o resultado.
|

Proposicao 2.6.5. Se R é um anel noetheriano, e p € um epimorfismo de anéis de R em

S, entdo S € uma anel noetheriano.

Demonstragao: De fato, temos pelo 1° Teorema do isomorfismo que, S = R/Ker(p), logo

S é um quociente de um anel noetheriano, logo é também noetheriano.
|

Proposicao 2.6.6. Considere que S seja um subanel de R. Se S € noetheriano, e R é

finitamente gerado como um S-modulo, entao R é um anel noetheriano.

Demonstracao: Temos que R ¢ um mdédulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano .S,
logo pela Proposigao 2.4.10, R é um S-médulo noetheriano, logo ¢ um R-mdédulo noetheriano.

Portanto, R é um anel noetheriano.

Proposicao 2.6.7. Se R ¢ um anel noetheriano, e S € um subconjunto multiplicativamente

fechado de R, entdo o anel de fracoes ST R é noetheriano.

Demonstracao: Temos que os ideais de R estao em correspondéncia 1 — 1 com os ideias de
STIR. Seja S~'a um ideal de ST'R, o qual corresponde ao ideal a de R. Por hipdtese, R
¢ noetheriano, logo a é finitamentente gerado, digamos por z1,...,z,. Logo S~ta é gerado

por z1/1,...,z,/1. Portanto, S~'a é finitamente gerado. Logo S™'R ¢ noetheriano.
|

Corolario 2.6.8. Se R ¢ noetheriano, e p € um ideal primo de R, entao a localizacio R,

de R em p é um anel noetheriano.

Demonstracao: Basta notar que S = R — p é multiplicativamente fechado, uma vez que p

é primo. Logo S™'R = R, é noetheriano.
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Proposigao 2.6.9 (Teorema da Base de Hilbert). Se R ¢ um anel noetheriano, entao o anel

de polinomios R|x] é noetheriano.

Demonstracao: Seja a um ideal de R. Mostremos que a é finitamente gerado. Considere
que I seja o ideal de R formado por 0 e pelos coeficientes lideres dos polindmios pertencentes
a a. Por hipdtese, R é noetheriano, logo I pode ser gerado por uma quantidade finita de
elementos, a,...,a,. Para cada i = 1,...,n, considere o polindmio f; € R[z] da forma
fi = a;x" 4 g;, em que g; é um polinémio em R[x] com termos de grau menor que 7;. Agora,
defina r = max}_,r;, e considere o ideal @’ de R[z]| gerado pelos f/s. Seja f = ax™ + f' € a,
em que f’ é um polindmio de grau menor que m, note que a € I, pois é um coeficiente lider
de um polinémio em a.

Suponha m > r, e escreva a = » . w;aq;, em que u; € R. Entao f — Y w;fiz™ "
pertence a a e tem grau menor que m. Usando este método, podemos continuar subtraindo
elementos de a’ de f até obtermos um polinémio g, cujo grau é menor que r, dai temos
f =g+ h para algum h € a'. Logo se M é o R-médulo gerado por 1,z,...,2" "1, segue que
a=(anM)+da'. Temos que M é um mdédulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano
R, logo pela Proposi¢ao 2.4.10, segue que M ¢é noetheriano. Logo o submoédulo a N M é
finitamente gerado como um R-mddulo. Suponha que g1, ..., g, gerem aN M. Deste modo,
os fisegis,i=1,...,n, j=1,...,m geram a. Portanto a ¢ finitamente gerado. Logo R[z]

¢ noetheriano.

Proposigao 2.6.10. Se R € noetheriano, entao R[xy,...,x,] € noetheriano.

Demonstragao: Pelo Teorema da Base de Hilbert, temos que R[z;]| é noetheriano. Suponha
que S = R[xy,...,x,] seja noetheriano para algum n > 1, entdo pelo Teorema 2.6.9, temos
que o anel S[z,41] é noetheriano. Logo, R[zi,...,%Z,+1] é noetheriano. Portanto, pelo

Principio de indugdo, segue que Rxy,...,z,]| é noetheriano para todo nimero natural n.
[ |

Definicao 2.6.11. Um ideal q de um anel R € chamado primdrio, quando q # R, e sempre

que xy € q, tem-se que x € q ou y" € q para algum inteiro n > 0.
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Proposicao 2.6.12. Um ideal q de R € primdrio se, somente se, R/q # 0, e cada divisor

de zero em R/q € nilpotente.

Demonstracao: Suponha que q seja primério, entdao q # R, dai R/q # 0 = g, agora
considere que y+q seja um divisor de zero em R/q, logo existe z+q # q, tal que (z+q)(y+q) =
q, logo xy € g, mas como q é primario e = ¢ q, segue que existe n > 0, tal que y" € q, logo
(y + q)" = q, portanto y + q ¢ nilpotente em R/q. Reciprocamente, suponha que zy € q,
x ¢ q, note que (z + q)(y + q) = q, logo como = ¢ q, segue que y + q é um divisor de zero

em R/q, assim é nilpotente, por hipétese. Portanto, 4™ € q. Logo, q é primério.
|

Proposicao 2.6.13. Considere que q seja um ideal primdrio em R. Entao o radical r(q) =

{z € R| 2" € q para algum n > 0} de q € o menor ideal primo de R contendo q.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.1.51, temos que r(q) é um ideal, e claramente r(q)
contém ¢. Mostremos que r(q) é primo. Seja xy € r(q), entdo existe um inteiro n > 0,
tal que (zy)™ € ¢, portanto como q é primario, segue que " € q ou existe m > 0, tal que
y"™ € q, deste modo x € r(q) ou y € r(q). Logo r(q) é primo. Agora, considere que p seja
um ideal primo contendo ¢. Seja x € r(q), entao existe n > 0, tal que z" € ¢, logo z" € p,

dai z € r(p). Mas p = r(p), pois p é primo. Portanto, x € p, logo r(q) C p.

[
Definicao 2.6.14. Quando p = r(q), dizemos que q € chamado de p-primdrio.
Proposicao 2.6.15. Se q;, i = 1,...,n sdo ideais p-primdrios, entao o ideal q = ﬁ q; €
p-primario. -
Demonstracgao: De fato, r(q) = T(ﬁl qi)) = '(n]lr(qi) =p

|

Definicao 2.6.16. Uma decomposicao primdaria de um ideal a de um anel R é uma in-

tersecao finita de ideais primdrios q; de R, isto é,

a= ﬂqi
i=1
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Definicao 2.6.17. Um ideal que possui uma decomposicao primdria € chamado de um ideal

decomponivel.

n

Definigao 2.6.18. Seja a um ideal decomponivel. Uma decomposi¢ao primdria a = () q; de
i=1
a em R é chamada minimal(ou reduzida, ou irredundante, ou normal), quando

(i) Para todoi € {1,...,n}, q; 2 () 4q;;
J#
(ii) Os radicais r(q;) sdo todos distintos.

Os ideais primos p; = r(q;) sdo chamados ideais pertencentes a a (ou associados a a).

Proposicao 2.6.19. Se a é um ideal decomponivel, entao a possui uma decomposi¢ao
primdria minimal.

Demonstracao: Suponha que a = (n] q; seja uma decomposicao priméria do ideal a. Con-
sidere que r(q;) = p;. Se existem idelizals primarios q; e q; com mesmo ideal primo associado,
entdao pela Proposicao 2.6.15, o ideal g; N q; é p;-primdrio(ou p,-primario), logo podemos
substituir a intersecao de todos ideais com mesmo ideal primo p associado por um ideal
p-primadrio, deste modo conseguimos obter a condicao (ii) da definicao acima. Agora, con-
siderando o ideal a j& com a condi¢ao (ii), mostremos que se verifica a condi¢ao (i). Suponha
por absurdo que, exista um indice 7, tal que q; 2 () q;, entao r(q;) 2 () 7(q;), daip; D () p;,
mas pela Proposigao 1.1.46, segue que p; 2 p;, ]p;Zra algum j # 1, qjlfé é um absurdo.#l:)or—

tanto, o ideal decomponivel a possui uma decomposicao primdaria minimal.
|

Definicao 2.6.20. Um ideal q de um anel R é chamado irredutivel, quando q = aNb implica

que g =a ou q = b.

Proposigao 2.6.21. Seja q um ideal de R. Entao q € irredutivel se, e somente se, q nao é

uma intersecao finita de ideais que contém q propriamente.

Demonstracao: Considere que q seja irredutivel. Suponha, por absurdo, que q = anb
seja uma intersecao de ideais de R, coma 2 ¢, e b D ¢, entao q # a e q # b, contradizendo
a hipdtese de q ser irredutivel. Reciprocamente, se q é uma intersecao finita de ideais
que contém g propriamente, entao segue imediatamente da Definicao 2.6.20, que q nao é

irredutivel.



Capitulo 2 e Moddulos 66

Definicao 2.6.22. Um ideal a é chamado redutivel, quando ndao € irredutivel.

Lema 2.6.23. Em um anel noetheriano R, cada ideal é uma intersecao finita de ideais

rredutivess.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista um ideal de R que nao seja uma in-

tersecao finita de ideais irredutiveis, deste modo o conjunto
S ={a < R | anao é intersecao finita de ideais irredutiveis}

nao é vazio, logo como R é noetheriano, segue que S possui um elemento maximal, digamos
a, o qual nao pode ser irredutivel, pois caso contrario teriamos trivialmente que a seria
intersecao finita de ideais irredutiveis, ou seja, @ = a M a, o que contradiz a definicao de um
elemento de S. Logo, sendo a redutivel, segue pela Proposicao 2.6.21, que existem ideais b,
cem R, taisquea =bNccom b 2D a, e c D a, logo pela maximalidade de a, segue que
b,c ¢ S, deste modo b e ¢ sao intersegoes finitas de ideais irredutiveis, mas ji que a = b N,
segue que a também o é, o que implica a ¢ S, que é uma contradi¢ao. Portanto, S = 0,

consequentemente cada ideal de R é uma intersecao finita de ideais irredutiveis.

Lema 2.6.24. Em um anel noetheriano R, cada ideal irredutivel € primdrio.

Demonstracao: Seja q um ideal irredutivel em R, entao 0 é um ideal irredutivel em R/q.
Note que q ser um ideal primério em R é equivalente a 0 ser um ideal primério em R/q.
Considere que zy = (0) com y # 0. Mostremos que existe n > 0 tal que 2™ = 0. Considere
a cadeia ascendente de ideais Ann(x) C Ann(x®) C .... Por hipdtese, R é noetheriano,
logo a cadeia dada é estaciondria. Portanto, existe um inteiro n > 0, tal que Ann(z") =
Ann(x™tt) = ... Agora, mostremos que (z") N (y) = (0). De fato, se a € (y), entao existe
r € R, tal que a = ry, logo ax = rxy = 0. Por outro lado, se a € ("), entao existe s € R, tal
que a = sx™. Logo 0 = ax = sz™"! portanto s € Ann(z"™). Mas Ann(z"™!) = Ann(z"),
daf sz™ = 0, ou seja a = 0. Portanto (z") N (y) = (0), mas como (0) é um ideal irredutivel,
e y # 0, segue pela defini¢ao de ideal irredutivel que (z™) = (0). Logo z™ = 0, portanto (0)

¢ um ideal primario.
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Teorema 2.6.25. Em um anel noetheriano R, cada ideal tem uma decomposicao primdria.

Demonstracao: Cada ideal é uma intersecao finita de ideias irredutiveis, os quais sao
primarios. Logo, cada ideal de R é uma intersecao finita de ideais primarios, possuindo

assim um decomposi¢ao primaria.
|

Proposicao 2.6.26. Em um anel noetheriano R, cada ideal contém uma poténcia de seu

radical.

Demonstragao: Seja a um ideal de R, logo como R é noetheriano, segue que o ideal r(a)
é finitamente gerado. Logo existe uma quantidade finita de elementos x4, ...,z que gera

r(a), como tais geradores pertencem ao radical de a, temos que existem inteiros positivos

ni,..., Ny, tais que 2" € a. Definam =1+ > (n; — 1). Deste modo, r(a)™ é gerado pelos

i=1
k k

produtos [] z;", em que > r; = m. Agora note que existe um indice i, tal que r; > n;, pois
i=1 =1

k k
caso contrério, terfamos que r; < n; — 1, daim = > r; < > (n; —1) < m. Logo, como
i=1 i=1
_ k
x;" € a, segue que [ z* € a, logo como os geradores de r(a)™ pertence a a, concluimos que

i=1
r(a)™ C a.

2.7 Grupo de Picard

Nesta secao, mostraremos que o conjunto formado pelas classes de isomorfismos de
modulos projetivos de posto 1 sobre um anel R comutativo com 1, munido de uma operacao

induzida pelo produto tensorial ®, é um grupo abeliano.

Proposigao 2.7.1. Se R ¢ um anel local, entao cada R-mdédulo projetivo finitamente gerado

P € livre com P = R", em que n = dimp/m(P/mP), e m € o ideal mazimal de R.

Demonstragao: [16], p.8.
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Definigao 2.7.2 (Posto de um médulo projetivo finitamente gerado). O posto n =
postop(M) de um R-modulo projetivo finitamente gerado M em um ideal primo p de R €

definido como sendo o posto do R,-mddulo livre M,. Ou seja, n € tal que M, = (R,)".

Observacao 2.7.3. Note que pela Proposicao 2.7.1, M, € livre, pois € um mddulo projetivo

sobre o anel local R,,.

Proposicao 2.7.4. O poston de um R-modulo projetivo finitamente gerado M em um ideal

primo p de R € dado por n = posto,(M) = dimy) (M ®r k(p)), em que k(p) = Ry/pR,.
Demonstracao: Por definicao de posto, M, = (R,)", mas pela Proposigao 2.7.1, temos que
n= dime/F‘Rp (Mp/pRpMP)7

note que RpM, = M,, portanto n = dimg, /pr, (M,/pM,). Logo,
n = dimg,pr,(Mp/pM,)
dimp, jpr, (Mp @R, Ry/pRy)
dimpg, jpr, (M @R Ry @R, Rp/pRy)
dimg, jpr, (M ®@g Rp/pR))
= dimgp) (M ®r k(p))

Observagao 2.7.5. A funcdo posto de um R-mddulo finitamente gerado P € definida por
p — posto,(P) para cada ideal primo p. Tal fungao € localmente constante, quando P € pro-
jetivo finitamente gerado. Dizemos que um modulo finitamente gerado tem posto constante,

quando a fung¢do posto € constante.

Proposicao 2.7.6. Sejam P,Q) mddulos projetivos de postos constantes sobre R, entao
posto(P ®g Q) = posto(P). posto(Q).

Demonstragao: Temos pela Proposicao 2.3.10 que P ®g @ é um R-médulo projetivo (fini-
tamente gerado). Suponha que m = posto(P) e n = posto(Q), entdo para cada ideal primo
p de R, temos que B, = R, ), = Ry. Portanto,
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(PRrQ)y = P®r, Qp
ng AR, Rg

@(R,T ®r, Rp)
&

g Rmn
p
Logo, posto(P ®g Q) = mn = posto(P). posto(Q).

2

I

2

Proposicao 2.7.7. Sejam M e N dois R-mddulos.
(i) Se M ¢€ finitamente gerado, entdo o homomorfismo canonico
¢ : S"'Homp(M, N) — Homg-15(S™*M,S™'N)
€ injetivo.
(i) Se M € finitamente apresentado, entao ¢ € bijetivo. Em particular, Homg (M, N), =
Hompg, (My, N,).
Demonstracgao: [7], p.76.
|

Na proposi¢ao abaixo, veremos que o moédulo dual de um R-médulo projetivo de posto

1 é também projetivo de posto 1.

Proposicao 2.7.8. (Bourbaki) Sejam R um anel comutativo com 1 e M um R-mddulo

finitamente gerado.

(i) Se existe um R-mddulo N tal que M @gr N € isomorfo R, entao o médulo M € projetivo
de posto 1.

(ii) Reciprocamente, se M é projetivo de posto 1, e M* € seu dual, entdo o homomorfismo

canonico

u: M*®r M — R
correspondente a forma bilinear canonica
(f,2) = f(x)
definida de M* x M sobre R € bijetor.
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Demonstracao:

(i) Basta mostrarmos que My, = R,, para cada ideal maximal m de R. Como M ®p N &
Mu®g,, Nm, podemos substituir R por R, e dai supor que R é um anel local. Considere

o corpo k = R/m e um isomorfismo
v:M®zprN — R.
Agora note que R®r k =k, e
(M ®@r N)Qprk=(M®grk)®,(N®gk)=(M/mM)Q; (N/mN),
logo obtemos o isomorfismo
v 1y (M/mM) @, (N/mN) — k.

Portanto, o posto de (M/mM) ®; (N/mN) sobre k é 1, consequentemente, pela
Proposigao 2.7.6, segue que M/mM e N/mN tém posto 1. Logo, o médulo M /mM é
ciclico, mas como m coincide com o radical de Jacobson do anel local R, segue que que
M ¢ ciclico, o que implica que M = R/Ann(M). Mas Ann(M) C Ann(M ®p N) =
Ann(R), mas Ann(R) = 0, pois se x € Ann(R), entdo x.1 = 0. Portanto, M = R.

(ii) Pela Proposicao 2.5.12, segue que basta mostramos que u, é um isomorfismo. Temos

que My e (My)* sdo Ry-livres de posto 1, dai o homomorfismo candénico
U My ®g,, (Mn)* — Ry
é bijetivo.
|

Proposicao 2.7.9. Sejam P e Q mddulos projetivos finitamente gerados sobre um anel
R noetheriano comutativo com 1, entao posto(Hompg(P,Q)) = posto(P).posto(Q). Em
particular, posto(P*) = posto(P).

Demonstragao: Suponha que m = posto(P) e n = posto(R). Seja p um ideal primo de R,

entao P, = R e (Qy = Ry. Portanto,
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(Homg(P,Q)), = Hompg, (R}, R})

Homp, (D;Z, Ry, Ry)

@Zl Home (RP’ RQ)

DL @?:1 Hompg, (Ry, Ry)

DL @?:1 R,

Rpmn

Portanto, posto(Hompg (P, Q)) = posto(P). posto(Q). Note que, em particular, posto(P*) =
posto(P). posto(R) = posto(P).

2

Il

111

12

Defini¢ao 2.7.10. Definimos Pic(R) como sendo o conjunto de todas as classes de iso-

morfismos [P] dos mddulos projetivos P de posto 1 sobre um anel comutativo com unidade

R.

Proposicao 2.7.11. A operacio [®] dada por [P]|Q] = [P ®g Q] estd bem definida sobre
Pic(R).

Demonstragao: Com efeito, se [P] = [P'], e [Q] = [@'], entao P = P’ e Q = Q'. Logo,
P®rQ =P ®r Q. Dai [P®grQ] =[P ®rQ']. Note que pela Proposigao 2.7.6, P ®r Q é

de fato um R-moédulo projetivo de posto 1.
|

Proposicao 2.7.12. Pic(R) munido da operagao induzida pelo produto tensorial ®, definida

acima, € um grupo abeliano.

Demonstragao: Pela Proposigao 2.7.11, temos que a operagao [®] estd bem definida sobre

Pic(R). Sejam A, B e C' médulos projetivos de posto 1 sobre R. Temos:
Associatividade: Temos pela Proposigao 2.2.10, que (A ®r B) @ C = AQpr (B®r C).

Comutatividade: Temos pela Proposicao 2.2.8, que A®r B~ B ®p A.
Elemento neutro: Temos pela Proposicao 2.2.9, que A ®p R & A.

Elemento inverso: Temos pela Proposigao 2.7.8 item (ii), que A ®p A* = R.

Portanto, Pic(R) é um grupo abeliano.

Definicao 2.7.13. O grupo Pic(R) € chamado de grupo de Picard do anel R.



CAPITULO 3

RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo, mostraremos com base em [3]|, que extensoes finitamente geradas de
grupos abelianos por grupos policiclicos satisfazem a condi¢cao maximal sobre subgrupos
normais, max-n. Deste modo, em particular, grupos metabelianos finitamente gerados
satisfazem max-n. Apresentaremos também um exemplo, com base em [2], de um grupo
metabeliano finitamente apresentado, o qual portanto tem max-n. Além disso, com base em
[1], construiremos grupos metabelianos nao-isomorfos que tém os mesmos quocientes finitos.

Por conveniéncia, usaremos a notacao H < G para indicar que H é subgrupo préprio de G.

3.1 Condicao maximal

Definigao 3.1.1. Um grupo com conjunto de operadores Q2 a direita é uma tripla (G, 2, «)
consistindo de um grupo G, de um conjunto ), chamado dominio de operadores, e de uma
fungio a: G x Q — G, tal que para cada w € ) fixado, g — (g,w)a € um endomorfismo de

G . Analogamente, definimos grupo com operadores a esquerda. Chamamos G de Q2— grupo.

Notagao: Denotemos (g, w)a por ¢g*.
Deste modo, um 2—grupo G é um grupo com um conjunto de operadores que agem sobre

G como endomorfismos, i.e, (gh)* = g“h* para cada w € Q) e para todos g,h € G

Definicao 3.1.2. Se G € um Q—grupo, definimos um Q—subgrupo H de G como um subgrupo
de G que é Q—admissivel, i.e, h* € H sempre que h € H e w € ().

72
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Observacgao 3.1.3. Note que cada Q)—subgrupo H de um Q—grupo G € também um 21— grupo.
Proposicao 3.1.4. A intersecdo de um conjunto de Q—subgrupos é um 1—subgrupo.

Demonstragao: Seja § = {H,} uma familia de 2—subgrupos de um Q-grupo G. Tome
h € (N, Hy, entdo como cada H, é Q—admissivel, segue que para cada o, h¥ € H,, Yw €
Q,Vh e H,dal h* € (), H,, Yw € Q,Vh € H.

Definicao 3.1.5. O Q—subgrupo gerado por um subconjunto nao-vazio X € definido como

sendo a intersecao de todos os §2—subgrupos contendo X .
Notacao: X

Observagao 3.1.6. Temos que X? = {(a§")* ... (28)*r

(wi) € uma sequéncia de Q aplicada sucessivamente.

x; € X, & =+x1,r >0}, em que

Observagao 3.1.7. Se N € um Q—subgrupo normal de um Q—grupo G, entao podemos

tornar G/N em um Q—grupo quociente, definindo (Ng)* = Ng*.

Definicao 3.1.8. Um Q2—homomorfismo o : G — H é um homomorfismo entre os 2— grupos
G e H, tal que (¢*)* = (¢*)“, para todo g € G e para todo w € Q. Denotamos o conjunto
de todos QQ—homomorfismos de G em H por Homg (G, H).

Exemplo 3.1.9. (i) Se Q= R € um anel, e M é um R-médulo a direita, entao M é um
R—grupo com dominio de operadores a direita R. Deste modo, modulos sao exemplos
de grupos com operadores:

Como M é um R—mddulo a direita, existe uma acao linear o : M x R — M, denote
por g* a imagem (g,w)a, deste modo, temos que (gh)® = ¢g“h*, uma vez que Q = R

age linearmente em M ;

(i1) Sejam G um grupo, e Q = End(G). Entdo, G € um Q—grupo se os endomorfismos de G
operarem sobre G de forma natural, i.e, g¢¥ = (g)w, imagem de g € G por w € End(G).

Note que, deste modo, um Q—subgrupo de G € um subgrupo completamente invariante.

(11i) Um grupo G é um grupo com operadores Q@ = Aut(G), grupo dos automorfismos de G.

Dai, os Q2—subgrupos de G sao os subgrupos caracteristicos de G.
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(iv) Um grupo G é um grupo com operadores com respeito a 2 = Inn(G), grupo dos auto-
morfismos internos de G, deste modo, os Q0—subgrupos de G sdo os subgrupos normais
de GG. Note que, os Q0—endomorfismos de G sao precisamente estes endormorfismos
(chamados de normais) que comutam com cada automorfismo interno de G, ou seja,

«

se o : G — G € um Q—endomorfismo, entio (¢*)* = (¢*)*, para todo g € G, e para
todo w € Q = Inn(G). Note também que, X% coincide com o fecho normal X<, uma
vez que, X' € a intersecio de todos Inn(G)—subgrupos de G que contém X, mas os
Inn(G)—subgrupos de G sao precisamente os subgrupos normais de G que contém X,

portanto X@ = X©.

Definigao 3.1.10. Considere que A seja um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que
A satisfaz a condi¢cao maximal, quando cada subconjunto ndo-vazio Ng de A contém pelo

menos um elemento maximal.

Definicao 3.1.11. Um conjunto parcialmente ordenado A satisfaz a condicao de cadeia
ascendente, quando nao existe uma cadeia ascendente propriamente infinita Ay < Ay < ...

em A.

Proposicao 3.1.12. Um conjunto parcialmente ordenado A satisfaz a condi¢cao mazximal se,

e somente se, satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente.

Demonstracao: Suponha que A nao satisfaca a condigao maximal, entao existe um sub-
conjunto nao-vazio Ay de A que nao possui elemento maximal, logo dado qualquer elemento
A € A, temos que este nao é maximal, portanto existe A\;y1 € A tal que \; < \;11, de modo
que obtemos uma cadeia ascendente infinita A\; < Ay < ... em A, portanto A nao satisfaz
a condicao ascendente. Reciprocamente, suponha que exista uma cadeia ascendente infinita
A1 < Ay < ...em A, entdo o subconjunto Ag = {\; | ¢ € N} de A nao tem elemento maximal,

logo A nao satisfaz a condicao maximal.
|

Notagao: Denotemos por F(G), o conjunto de todos Q2—subgrupos do Q2—grupo G. Note

que F(G) é parcialmente ordenado pela inclusao.

Definigao 3.1.13. Um Q—grupo satisfaz a condi¢do mazimal, quando F(G) satisfaz a condigdo
mazximal. Denotemos tal condicdo por maz—S), em outros termos, a condi¢cao maximal sobre

Q—subgrupos de G.
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Observagao 3.1.14. Se Q = Inn(G), entao maz—S) serd denotado por max—n, a condi¢do
mazimal sobre subgrupos normais. FEquivalentemente, temos que maz—G representa a mesma

condicao.
Observagao 3.1.15. Se Q = (), indiquemos por mazx, a condi¢io mazimal sobre subgrupos.

Proposicao 3.1.16. Um Q—grupo G satisfaz maz—S) se, e somente se, cada 2—subgrupo

de G é finitamente gerado como um 21— grupo.

Demonstracao:

(<) Considere que G seja um 2—grupo que tem max—2, e que H seja um {2—subgrupo
de GG. Suponha, por absurdo, que H nao seja finitamente gerado como {2—grupo, i.e, nao
existe um conjunto finito {h;...h,} de elementos de H, tal que H = (hy,..., h,):. Deste
modo, dado h; € H, segue que H, = (h)® # H, logo existe hy € H\H;, de modo que
H, < Hy = (hy,ho)® # H, analogamente, existe hs € H\Ho, tal que H; < Hy < Hy =
(hy, ho, h3)? # H, como H nao é finitamente gerado como {2—grupo, segue que esse processo
¢ infinito, de modo que H, < H,Vn € N, assim H; < H; < ... é uma cadeia infinita de
Q—subgrupos de G, o que contradiz a condi¢ao max—<).

(=) Considere que cada €2-subgrupo de G seja finitamente gerado como €-grupo. Suponha,
por absurdo, que G nao tenha max—{, logo existe uma cadeia ascendente propriamente
infinita H; < Hy < ... de Q—subgrupos de G. Defina H = (J;°, H;, deste modo, como
temos H; < H;yq, segue que H é um Q—subgrupo, portanto por hipdtese, segue que H é
finitamente gerado como Q—grupo, dai existe um conjunto finito {hy,...,h,} de elementos
de H tal que H = (hy,...,h,)"". Agora, para n suficientemente grande, segue que cada
h; € H,, deste modo, H, = H, que é uma contradicao, pois a cadeia H; < Hy < ... é

propriamente infinita.

Lema 3.1.17. Se H < K < G, e NJG. Entao, as equagoes HN = KN e HONN = KNN
implicam que H = K.

Demonstracao: Por hipétese, H < K. Mostremos que K C H. Seja k € K, entao
k=kl1le KN =HN (note que KN e HN sao grupos, pois N <G ), logo existem h € H,
en € N, tais que k = hn. Logo kh™' =n € KNN, mas KNN = HN N, portanto
kh=' € HN N. Dai, kh™' € H, consequentemente k € H.
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Proposicao 3.1.18. A propriedade maz—S2 € fechada com respeito a formagdo de extensoes.

Mais precisamente, se N IG, e N e G/N tém maz—2, entio o Q—grupo G tem maz—S).

Demonstragao: Considere que N e G/N tenham max—. Suponha, por absurdo, que G
nao tenha max—{2, logo existe uma cadeia ascendente propriamente infinita H; < Hy < ...

de 2—subgrupos de GG, da qual obtemos as cadeias ascendentes

HNN<HNN<...

HN  HyN
< <....
N — N —

Agora, ja que exitem infinitos indices i, tais que H; < H;y1, usando a contrapositiva do

Lema 3.1.17, segue que H;,N < H; ;1N ou H; "N < H;;; N N, de modo que pelo menos
uma dentre estas duas tltimas cadeias é propriamente infinita, portanto, N ou G/N nao

tem max—¢2, que é uma contradicao.
|

Corolario 3.1.19. A propriedade maz-n, condi¢cao maximal para subgrupos normais, € uma

propriedade fechada para extensoes

Demonstragao: Basta toma 2 = Inn(G) na Proposigao 3.1.18.
[

Proposicao 3.1.20. Sejam G um grupo, e H < G. Entao, se H e G/H sao finitamente

apresentados, entao G € finitamente apresentado.

Demonstracao: Suponha que H = (ai,...,a, | h(a) = ... = hy(a) = 1), G/H =
(hH,...,bsH | ky(bH) = ... = ko(bH) = H) sejam apresentacoes de H e G/H. Escolha
para cada classe b;H o representante b;. Entdo, podemos encontrar relagoes k,(b) = fu(a),
a=1,...,0,ecomo H <G, temos as relagdes b; 'a;b; = gi;(a),i=1,...,8;5=1,...7, em
que f, e g;; sao funcoes-palavra escolhidas convenientemente. Portanto, temos que G tem
apresentacio G = (ai,...,a,,by,...bs | ka(b) = fa(a),hi(a) = ... = h,(a) = 1,b;'a;b; =
gij(a),a = 1,...,0,0 = 1,...,s;7 = 1,...7). Logo, G ¢ finitamente gerado com r + s

geradores e o + p + rs relagoes.
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3.2 Grupos abelianos finitamente gerados por

policiclicos

Defini¢ao 3.2.1. Um grupo G ¢é chamado solivel, quando possui uma série (ou cadeia)

subnormal de subgrupos de G
1=Go4G,1 4G, 1...4G; 4G 9. 4G, =G,
tal que cada fator G;11/G; € abeliano. Tal série é chamada série soluvel.

Definicao 3.2.2. Um grupo G € chamado policiclico, quando possui uma cadeia de subgrupos
de G
1=GodG1 4G, 4...9G; 4G 1...4G, =G,

tal que cada fator Gy 1/G; € ciclico. Tal série é chamada série ciclica.
Observacao 3.2.3. Note que grupos policiclicos sao soliveis.

Proposicao 3.2.4. Um grupo € policiclico se, e somente se, é soluvel e satisfaz a condi¢ao

mazximal, mazx.

Demonstracao:

(=) Suponha que G seja um grupo policiclico, logo existe uma série subnormal
1=GodG1 4G, 1...9G; 4G 4. 4G, =G,

tal que cada fator G,;y1/G; é ciclico, logo G é soluvel. Temos que Gy = 1 e G1/Gy s@o
ciclicos, logo tém max, dai como a propriedade max é fechada para extensoes, segue que
G tem maz, com o mesmo argumento segue que G5 também tem max, procedendo assim,
obtemos que G,, = G tem max.

(«=) Seja G um grupo soliivel que tenha maz, entdo existe n € N tal que G™ = 1, ou seja,
temos uma série derivada de comprimento finito, digamos G > G’ > G” > ... > GV >
G™ = 1, temos que cada fator G/GU+Y & abeliano, assim como G tem maz, segue
que os grupos G sdo finitamente gerados, logo os fatores G /G(+Y) sdao grupos abelianos
finitamente gerados, deste modo, podemos refinar a série derivada de G, obtendo todos

fatores desta nova série ciclicos, portanto GG é policiclico.

Proposicao 3.2.5. Se G € um grupo policiclico, entao G ¢é finitamente apresentado.
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Demonstracgao: Seja G um grupo policiclico, entao G possui uma série ciclica
GozlﬁG1§]G2§]-~§]Gn:Ga

temos que Gy e G1/Gy sao ciclicos, portanto sao finitamente apresentados, logo G ¢ fini-
tamente apresentado, pois tal propriedade é fechada para extensoes (Proposi¢ao 3.1.20).

Prosseguindo desta mesma forma, concluimos que G,, = GG é finitamente apresentado.
|

Proposicao 3.2.6. (Mal’cev) Considere que H seja um subgrupo de um grupo policiclico G.
Entao, H € igual a intersecdao de todos subgrupos normais de indice finito em G que contém
H.

Corolario 3.2.7. Grupos policiclicos sao residualmente finitos. Mais precisamente, se G €
um grupo policiclico, entdo a intersecdo de todos subgrupos normais de G de indice finito

em G € trivial.
Demonstragao: Basta tomar H = 1 na Proposicao 3.2.6.

Proposicao 3.2.8. Sejam G um grupo com subgrupo mnormal H, e R um anel comuta-
tiwo com 1. Considere que G/H seja finito ou ciclico infinito. Suponha que M seja um
RG—mddulo, e que N seja um RH—submaodulo. Se N gera M como um RG—mddulo, e N

¢ RH—noetheriano, entio M é RG—noetheriano.
Demonstracao:

(i) Considere que G/H seja finito, e que T' = {t1, ..., t;} seja um transversal de H em G.
Por hipétese, temos que N gera M como RG—moédulo, logo M = (N)RG. No entanto,
G= Ule Ht;, e como N é um RH—moddulo, segue que M = Nty + ...+ Nty. Agora
note que cada Nt; é um RH—submoddulo de N, uma vez que, se nit;, not; € Nt;, entao
nit; + not; = (nq £ no)t; € Ntj, esen € N, x = 22:1

l l l l l —
nti 3y rihy = Yoy ntirshy = 35 (nrj)tihy = 30 ngtihy = 35 nytihyty =

! t ,
Zj:l nih; ti, em que n; = nr; é um elemento de N. Mas como H < G, segue que

rjh; € RH, temos que nt;x =

—1 —1
h; € H, dai njh;i € N, pois N é RH-mo6dulo, e 1 € R. Deste modo, para cada
l t

-1 —1
J temos que njhj-i t; € Nt;, logo nt;x = ijl n;h; ¢ € Nt;. Portanto N¢; é um
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(i)

RH—submoédulo de N para cada ¢ = 1,..., k. Mostremos agora que, se Ny é um
RH—submoédulo de N, entao a aplica¢ao 1; : Ng — Not;, definida por i;(n) = nt; é
um R—isomorfismo para cada i entre RH-submodulos de N e de Nt;. Com efeito, para
ni,ng € No, er € R, temos que ¢;(n1+ns) = (nyE£no)t; = nit;£not; = ¥;(ny) £1i(ne),
e Y;(nr) = (nr)t; = nty;r = ¥;(n)r. Por hipétese, N é RH—noetheriano, dai os
RH—submoédulos de N téem max—RH, logo via v; segue que os RH—submodulos de
Nt; tém max—RH, mas como pela Proposi¢ao 3.1.18 a condi¢ao max—RH ¢é fechada
para extensoes, segue que M tem max—RH, i.e, M é RH—noetheriano. No entanto,
RG = Zle RHt;, logo o RG—submoédulo M é RG—noetheriano.

Considere que G/H seja ciclico infinito, e suponhamos que G/H seja gerado por Ht,
deste modo, cada elemento a € M pode ser escrito, nao necessariamente de forma
unica, como a = » .. bit;, em que b; € N, r < s, note que r pode ser negativo;
no caso de b, # 0, denominemos bst® e by, por termo lider e coeficiente lider de a,
respectivamente. Seja My um RG-—submoédulo de M nao-nulo, mostremos que M,
¢ finitamente gerado, e dai M é RG—noetheriano. Com efeito, definamos Ny, como
sendo o conjunto consistindo de 0 e de todos coeficientes lideres dos elementos do
RG—modulo M, temos que Ny é um RH—submoddulo de N. De fato, suponha que b,
e b, sejam elementos de Ny com respectivos termos lideres b;t" e bst® provenientes dos
elementos a e a’ de My. Suponha sem perda de generalidade que r < s, assim temos que
a =+ a't"* é um elemento de My, cujo coeficiente lider é b, + b, exceto se este for nulo,
mas em todo caso, temos que b, £bs € Ny. Agora, tome z € RH, entao a(t—*zt*) € M,
e possui termo lider (bsz)t®, exceto se este for nulo, entdo em todo caso, temos que o
coeficiente bsx € Ny, portanto Ny é um RH —moddulo. Temos, por hipdtese, que N tem
max—RH, logo como Ny é um RH—submoddulo de N, segue que existe um conjunto
finito {b1,...,b;} de elementos nao-nulos que geram Ny como RH—mébdulo. Deste
modo, como cada b; € Ny, segue que existem elementos a; € My, cujos coeficientes
lideres sao b;, alteremos se necessario os termos lideres de a; multiplicando-os por
poténcias de ¢ com o intuito de obter termos lideres com o mesmo grau positivo m, em
suma, b;t™. Suponhamos sem perda de generalidade que, aq, ..., a; sejam os elementos
de My apds essa alteracao. Definamos M; como sendo o RG—submodulo de M, gerado
por ay,...,ay, e definamos N; por Ny = My N (N + Nt + ... Nt™ 1), assim como
no caso (i), segue que N + Nt + ...+ Nt™ ! tem max—RH. Logo como N; é um
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RH—submdédulo deste, segue que Ny tem max—RH, logo o RG—méddulo My = My +
(N1)RG é finitamente gerado como RG—moédulo. Mostremos que My = My, concluindo
assim a prova. Temos que My < My, suponha por absurdo que, exista a € My\Ms, e
suponha sem perda de generalidade que a nao possua poténcias negativas de t e que
dentre todos elementos de M, nessas condigoes a seja escolhido de tal modo que ct? seja
o seu termo lider, cuja poténcia de ¢ é a menor possivel, isto é, p é a menor poténcia de ¢
dentre todos elementos de My < M;. Se p < m, entdao a € MoN(N+Nt+.. .—i—Ntm_l) =
Ny < M,, dai a € M,, que é uma contradicao. Entao, p > m, como ¢ é coeficiente

. k
lider de a, segue que ¢ € Ny, logo podemos escrever ¢ como ¢ = » ., bix;, em que

x; € RH, assim o elemento a’ = Zle a;(t~"x;t?) pertence a Ms, ndo possui poténcias
negativas de t e possui termo lider (Zf:l bix;)t? = ct?, de modo que a—a’ tem o mesmo
termo lider, dai a — a’ € My\ Ms e nao envolve poténcias de ¢ maiores que p — 1, o que
contradiz a minimalidade de p na escolha de a € My\Ms. Logo My = M, e portanto

My é finitamente gerado como RG'—moddulo.
|

Proposicao 3.2.9. Sejam G uma extensdo finita de um grupo policiclico, e R um anel

noetheriano a direita com 1. Entao, o anel de grupo RG € noetheriano a direita.

Demonstracao: Temos que G ¢é policiclico-por-finito, logo G possui umas série subnormal
1=Gy <G, <Gy, 4... <G, =G, cujos fatores sao finitos ou ciclicos infinitos. Mostremos
que RG ¢ noetheriano a direita, fazendo indugao sobre n > 0. Se n = 0, entao Gy = G = 1,
dai RG = R. Portanto RG é noetheriano a direita, pois R o é. Suponha que para todo
k < n o resultado seja valido, isto é, qualquer grupo nas condicoes acima tem seu anel de
grupo sobre R noeheriano a direita. Deste modo, para H = G,,_1, segue pela hipdtese de
indugao que RH ¢é um anel noetheriano a direita, dai como RH-médulo tem max—RH.
Assim considerando M = RG, N = RH, e notando que H < G, G/H ¢é finito ou ciclico
infinito, e que M e N sao trivialmente RG e RH —moddulos, respectivamente, M = RG gera
N = RH como RG—modulo, e N = RH é RH—noetheriano a direita, temos portanto as
hipdteses da Proposicao 3.2.8. Portanto M = RG é noetheriano a direita, logo pelo Principio
de Inducao segue que o resultado é valido para todo n > 0. Em suma, RG é noetheriano a

direita para qualquer G policiclico-por-finito.
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Teorema 3.2.10. Um grupo finitamente gerado G que € uma extensdao de um grupo abeliano

por um grupo policiclico satisfaz a condi¢cdao maximal sobre subgrupos normais.

Demonstragao: Temos que G possui um subgrupo normal abeliano A, tal que H = G/A
é policiclico. Podemos considerar A como um ZH—moddulo via conjugacgao. Por hipdtese,
G ¢é finitamente gerado, e temos que H ¢ finitamente apresentado, pois é policilico, logo
A ¢ finitamente gerado como ZH—méddulo. Assim considerando A em notacao aditiva,
segue que A é uma soma de uma quantidade finita de ZH —mddulos ciclicos. No entanto um
Z.H—moédulo ciclico tem max—ZH , ja que é uma imagem do anel ZH, o qual é noetheriano a
direita pela Proposicao 3.2.9. Portanto A tem max—ZH, dai tem max—G, que é equivalente

a max—n.
|

Definicao 3.2.11. Um grupo G € metabeliano quando possui um subgrupo normal abeliano
A, tal que G/A € abeliano.

Agora note que se G é um grupo metabeliano finitamente gerado, entao G é uma extensao
de um grupo abeliano A por um grupo abeliano finitamente gerado G/A, o qual é soluvel e
tem max, sendo portanto policiclico. Deste modo, um grupo metabeliano finitamente gerado
é uma extensao finitamente gerada de um grupo abeliano por um grupo policiclico. Obtemos

deste modo o seguinte resultado:

Corolario 3.2.12. Grupos metabelianos finitamente gerados tem maz—n.
|

Corolario 3.2.13. Se GG € um grupo metabeliano finitamente apresentado, entdo todo quo-

ciente de G € finitamente apresentado.
Demonstracgao: Considere que ¢ : ' — G seja uma apresentagao para GG, e que
7m:G— G/N

seja o epimorfismo canoénico. Entdo 7 o ¢ é uma apresentacao para G/N, cujo nicleo é
¢ '(N), mas como G tem maz-n , segue que N é finitamente gerado, logo Ker(r o ¢) é

finitamente gerado, portanto G/N é finitamente apresentado.
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3.3 Exemplo de Baumslag

Daremos agora um exemplo, que serd utilizado no capitulo posterior, de um grupo

metabeliano finitamente apresentado, construido por Baumslag em [2].

Exemplo 3.3.1. O grupo com apresenta¢ao dada por

K = <t78ay17"'7ym | [t,S] = 17?/5 = yzyfa [yzvyj] = [?Juyﬂ = 171 S Za] S m>
¢ metabeliano.

Consideremos o caso com 3 geradores e 3 relagoes, ou seja,

Ko=(t,s,y|[t.s]=10°=wy'.[y.y'] = 1).

Mostremos que K, é abeliano, deste modo como K,/K|, é abeliano, segue que Ky é
metabeliano.
Afirmacgao 1: O grupo derivado K, é gerado pelos conjugados y's i j e .
Demonstragio: Seja K; o grupo gerado pelos conjugados y*'*’, i, j € Z. Note que K; < Ky,

uma vez que (y"'¥)"

€ Kj para u € {t,s,y}. Além disso, Ky/K; ¢ abeliano, pois dois
elementos xK,yK; pertencentes ao grupo Ky/K; comutam se, e somente se, tK1yK; =
yKizKy & xyK, = yzK; & [z,y] € K, e temos que os comutadores aplicados nos ger-
adores [t,s] = 1, [t,y] = (¥') 'y, [y, s] = vy 'v* = ylyy' = y' pertencem a K, logo K} < Kj.
Por outro lado, temos que cada conjugado 4"’ = (y')* = ([y, s )¥ = [y ¥, s'"'¥] €

K{, logo K; < K|. Portanto, K, = K;.
|

Queremos mostrar que K| é abeliano, deste modo, como K/Kj é abeliano, segue por-
tanto que Ky é metabeliano.
Afirmacao 2: Os conjugados yti, 1 € Z comutam.
Demonstragao: Temos que [y, y'] = 1, dai (y,y') é abeliano. Suponha que (y,',...,y"")
seja abeliano para algum n € N, deste modo, (y',4"",...,y""") é abeliano, pois para cada
i = 1,....n+ 1, temos que y'y!"" = tiytig- (v F Dyt = iy (e (bt
Ty T = iy gt = (Dt (i) = "yt Agora, mostremos que y
comuta com 3", e daf (y,y',y",...,y"") é abeliano, e pelo principio de indugdo, segue

que (y,y', 4", ..., y""") é abeliano ¥Yn € N. Com efeito,
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L=1[y,y" = [y, 9" 1 =", " )] =", v = [v", v ] = [v*, ()" ] = [yy", (yy")"] =
oty " = () Ty ) T ) Tty =

W)y ) Tyt () )y = ) Ty ) Tty =

y )T W)y =y ") Ty = [y, ™). Como querfamos.

Note que usamos que (y', 4%, ..., y""') e (y,y,...,y") sdo abelianos.

[
Afirmacdo 3: Se j > 0, entdo y* é um produto dos elementos y, v, . .., y* .
Demonstracao: Basta usar as relacoes y° = yy' e ts = st e inserir termos da forma ss~!
afim de obter conjugados. Por exemplo, y52 =s2ys? = s s = s lyyls = sTly(ssTHyls =

S S S S 2 2

v (y) =y (") = yy'(wy') = yy'y'y" = y(y)?y

[
Lema 3.3.2. [y, = 1,Vi,j € Z
Demonstracio: Deste modo, usando as Afirmacoes 2 e 3, segue que [y, y"'*'] = [y, y*']"' =

1" = 1,¥i e N,Vj > 0. E para j < 0, temos que 1 = [y° 7, ¢"'] = [v* ", 4"']¥ = [y, 4"'¥'].
Portanto, [y,ytisj] =1,Vi,j € Z.

Lema 3.3.3. O grupo derivado de

Ko=(t,s,y|lt,s]=19"=yy' [y.¥] =1)
¢ abeliano.

Demonstracao: Basta mostrarmos que os comutadores entre geradores sao triviais, de fato
thst tisj]

"y = vy
Portanto, K|, é abeliano.

£t — 1 uma vez que pelo Lema 3.3.2 [y, ¢ ¥ ] =1, e [s,t] = 1.

Teorema 3.3.4. O grupo

Ky = <t757y ’ [ta 8] =1,y = yytv [y’yt] = 1>

é metabeliano.
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Demonstracao: K|, e Ky/ K} sao abelianos, logo K é metabeliano.

Corolario 3.3.5. O grupo
Ko=(t.s,yl|lt.s]=19"=uyy' [y.y'] =1)
tem max—n.

Demonstracao: Ky é um grupo abeliano finitamente gerado, logo pelo Corolério 3.2.12, K|

tem a propriedade maximal sobre subgrupos normais.
|

Para o caso com mais de 3 geradores, usando o mesmo procedimento, obtemos que o

grupo derivado é abeliano, deste modo temos o
Teorema 3.3.6. O grupo com apresenta¢ao dada por
K = <t78ay17 o Ym | [t,S] = 17?/5 - yzyfa [yzvyj] - [?Juyﬂ = 171 S Za] S m>

é metabeliano.

3.4 Grupos metabelianos com os mesmos quocientes

finitos

Nesta segao, construiremos com base no artigo [1], uma quantidade infinita de grupos
metabelianos finitamente apresentados nao-isomorfos, mas com os mesmos quocientes finitos.
Para tal escolheremos um anel R convenientemente, para este teremos que o grupo de Picard
¢ infinito, de modo que podemos obter uma quantidade infinita de modulos projetivos M
de posto 1 sobre R. Daremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que dois médulos
finitamente gerados M e N tenham quocientes finitos isomorfos como R-moddulos, QFIg.
Em particular, quando M e N sao projetivos de posto 1, veremos que M e N tém os
mesmos quocientes finitos. A partir desses construiremos uma quantidade infinita de grupos

Gy = M x A, que sao nao-isomorfos, mas tém os mesmos quocientes finitos.
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Lema 3.4.1. Se R € um anel noetheriano comutativo com 1, e M é um R-mddulo finito,
entao existem inteiros positivos k; e ideais maximais p; de indice finito em R, tal que o

anulador de M, Ann(M), contém o produto de ideais T[]}, pi*.

Demonstracao: Pela definicao de médulos, segue que existe um homomorfismo de anéis
¢: R— End(M),

note que Kerp = {r € R ; ¢(r) = Ognaqony}={ 7 € R ; p(r)(m) =0, Ym € M} =
{reR;rm=0, Vm € M}=Ann(M). Pelo 1° Teorema de homomorfismos, temos
que R/Ann(M) = Imyp < End(M) , mas como M ¢ finito, segue que o anel End(M) é
finito, dai Ann(M) é um ideal de indice finito em R. Agora, como R é noetheriano, cada
ideal de R possui uma decomposicao primaria, a qual podemos supor minimal, deste modo,
podemos decompor Ann(M) = ()., a;, em que cada a; é um ideal primério pertencente
a um unico ideal primo p;, i.e. r(a;) = p;. Como p; é um ideal primo, temos que R/p; é
um dominio de integridade, além disso, de p;= r(ai) 2 a; O Ann(M), segue que [R : pj
< [R : Ann(M)] < oo, portanto R/p; é um dominio de integridade finito, dai R/p; é
um corpo (finito), consequentemente p; é um ideal maximal de indice finito em R. Por
outro lado, como R é um anel noetheriano, segue que cada ideal contém uma poténcia

ki

de seu radical, logo para cada a; existe k; € N tal que a; 2 r(a;)* = pi*, de modo que

Ann(M) = ﬂ?:l ai 2 ﬂ?:l pii 2 HZL=1 piti.
[ ]

Denotaremos por Fr(M), o conjunto das classes de R-isomorfismos dos médulos quo-
cientes finitos de M. Diremos que dois R-moédulos M e N tém quocientes finitos isomorfos
como R-médulos (QFIr) quando Fr(M) = Fg(N).

Teorema 3.4.2. Sejam R um anel noetheriano comutativo com 1, M e N, R-mddulos
finitamente gerados . Entio M e N tém QFIgp se, e somente se, M/p*M ¢é isomorfo a

N/pEN para todo k € N e para todos ideais mazimais p de indice finito em R.

Demonstracao:

(<) Seja M um R-moddulo finitamente gerado, considere que M /M’ seja um quociente finito
de M, dai pelo Lema 3.4.1, temos que existem inteiros positivos k; e ideais maximais p;
de indice finito em R, tais que Ann(M/M') D ], pi**. Por hipdtese, M/p*M = N/p*N
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para todo k € N e para todos ideais maximais p de indice finito em R, logo M/p*i M =
N/p*iN, Vi, dai @), M/p*M = @} | N/p* N, mas como os ideais p;’s sao maximais,
segue que para ¢ # j, pi + p; contém o ideal maximal p; propriamente, logo p; +p; = R, i.e,

ki’s logo pelo Teorema Chinés

pi e pj sao comaximais se ¢ # j, dai também sao os ideais p;
dos Restos para Mddulos 2.0.43, temos que

n

M/([ [ pdoM = N/([]pi)N.
i=1 i=1
Agora note que ([]I_; pi*)M C M’, com efeito, se = € ([];_, pi*) M, entdo podemos escrever
T como Zle r;m; para algum natural ¢, com r; € [, pi* e m; € M, no entanto, temos
que [T, pi* C Ann(M/M’), deste modo, r; € Ann(M/M’), logo r;(M/M’) = 0, ou seja,
rym € M',¥Ym € M, portanto r;m; € M’, Vi, consequentemente 22:1 rym; € M'. Em suma,

temos que ([];_, pi¥)M C M’ C M, logo pelo 3° Teorema de homomorfismos, segue que

()
VSR LR
()

isto é, M /M’ é um quociente de M/(TT}, pi*) M, mas como M/, pi*)M = N/(TT, pi*)N,
segue que M /M’ é isomorfo a um quociente de N/([];_, pi*) N, digamos

M/M' = (W> ~ N/N',
()

logo M/M' =2 N/N', portanto M e N tém QFIg.

(=) Sejam k € N e p um ideal maximal de indice finito em R, mostremos que M /p*M ¢é o

maior quociente finito de M anulado por p*. De fato,
Ann(M/p*M) = {r € R; r(m+p"M) =0,Yme M} = {r € R; rm € p*M,Vm € M},

daf p* C Ann(M/p*M). Agora, suponha que M /M’ seja um quociente finito de M anulado
por p*, daf p¥(m + M') = 0,Vm € M, logo p*m C M’ ,Ym € M, portanto p*M C M’
deste modo, [M : p*M] > [M : M'], logo M/p*M é um quociente de M maior que M/M'.
Analogamente, temos que N/p* N é o maior quociente finito de N anulado por p*, mas como,

por hipétese, M e N tém QFIg, segue que M/p*M e N/p*N sdo isomorfos.
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Indicaremos por F(G), a classe de isomorfismos de quocientes finitos do grupo G, e
diremos que dois grupos G' e H tém os mesmos quocientes finitos quando F(G) = F(H).
Vamos construir grupos nao-isomorfos que tém quocientes finitos isomorfos. Posteriormente,
mostraremos que existe uma quantidade infinita desses grupos, os quais determinam uma
quantidade infinita de classes de isomorfismos distintas.

Agora, considere que A seja um subgrupo das unidades U(R) de R que gera R como um
anel, assim se M é um R-modulo finitamente gerado, podemos formar o produto semidireto
de M por A, Gy = M x A com acao de A em M induzida pela agdo de médulo de R sobre

M, isto é, temos um homomorfismo:

0 : A —  Aut(M)

a — 0(a):m—m*

Note que f(a) é de fato um automorfismo de M, uma vez que os elementos de A sdo
unidades em R. Observe também que a acao m® de mddulo de a sobre m coincide com a

conjugacao usual. Por fim, veja que G); é metabeliano, pois M e A = G /M sao abelianos.

Lema 3.4.3. Sejam A um subgrupo do grupo das unidades U(R) de R que gera R como
um anel, considere que M e N sejam R-mddulos finitamente gerados com QF Ig. Entao, os

grupos Gpy = M x A e Gy = N x A tém os mesmos quocientes finitos.

Demonstragao: Suponha que M’ seja um subgrupo normal de G, = M x A de indice
finito, dai (M x A)/M’ é um quociente finito de M x A. Defina M" := M N M’, mostremos
que M" é um R-submddulo de M de indice finito. Com efeito, se z,y € M", entao x,y € M
ex,y € M', como M e M’ sdo grupos (abelianos), segue que t —y € M e x —y € M’, logo
x—y € M", portanto M"” é um subgrupo de M. Agora, verifiquemos que M" é fechado sob
multiplicacao por elementos de R, de fato, se r € R e m € M"”, entao como M" C M, e M
é um R-médulo, temos que rm € M, por outro lado, como A gera R como anel, segue que
cada elemento de R pode ser escrito como uma soma finita de produtos com elementos de
A, no entanto, A age em M pela acao do médulo, que coincide com a agao por conjugacao,
em particular, quando age em M’ N M, segue que o resultado da acdo permanece em M’,
por exemplo, se ajas...ar € uma das parcelas que compoe r, entao quando esta age em
m € M", segue que (ajay...ax)m = ajay...m), em que agm = m) € M’  pois a age

em m € M’ por conjugacao, uma vez que M’ < G, agora recursivamente, temos que aj_;



Capitulo 3 e Resultados Principais 88

age em my, resultando novamente num elemento mj_, de M’, deste modo, ao fim deste
processo, obtemos um elemento de M’, aplicando o mesmo procedimento a todas parcelas
que compoem 7, segue que rm € M’ logo rm € M". Falta mostrarmos que M/M” é um

quociente finito de M, de fato,
Gy : M' =[Gy : M+ M'|[M + M'": M'],

(note que M’ + M < Gy, pois M' <G yy), mas como |Gy : M'] < oo, segue que [M + M’ :
M'] < o0, no entanto, M/M" = (M + M')/M’, portanto [M/M"] < co. J& que M e N
téem QF IR, existe um R-submédulo N” de N tal que M/M" = N/N" como R-mdédulos, dai
(M/M")x A= (N/N") x A como grupos. Agora, note que (M/M")x A= (M x A)/M",
uma vez que as agoes de A em M/M" e de A em M (médulo M") se relacionam por:
r(m—+M") =rm+M". Agora, mostremos que (M x A)/M’ é um quociente de (M /M")x A,

de fato, como M" C M' C M x A, segue pelo 3° Teorema de homomorfismos que

M x A M
Mx A M A
MM T (M
) ()
M
MxA (M . A)
Mo MY
(ar)
mas como (M/M") x A= (N/N") x A, segue que (M x A)/M’ é isomorfo a um quociente

de (N/N") x A= (N x A)/N", logo existe X/N" < (N x A)/N" tal que

N xA
MNAQ N lJN>4A

MI - X - X )
NG

portanto (M x A)/M’ é isomorfo a um quociente finito de N x A, analogamente, podemos

Em suma,

tomar um quociente finito de N x A e mostrarmos que este é isomorfo a um quociente finito

de M x A. Portanto, M x A e N x A tém os mesmos quocientes finitos.
[

Proposicao 3.4.4. Todos R-mddulos projetivos de posto 1 tém QFIr. Além disso, tais

R-maodulos sao fiéis.
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Demonstracao: Sejam M e N moédulos projetivos de posto 1 sobre R, logo M, & Ry = Npy
para cada ideal maximal m de R. Agora, pela Proposicao 2.5.14, temos que

M ~ My
mEM mFM,,

para cada k € N. Logo,
M . My _ Rn R

Y

mkM T mEM, mFR, mER

Analogamente,
N _ R

mEN — mFR’

Portanto, M /m*M =2 N/m*N para todo ideal maximal m de R (em particular, para os ideais
maximais m de indice finito em R), e para todo k € N, logo pelo Teorema 3.4.2, segue que
M e N tém QFIgr. Mostremos agora que M é fiel, isto é, Ann(M) = 0. Com efeito, seja
r € R tal que rM = 0, dai para todo s € R —m = S, e para todo m € M, temos que
rm/s = 0/s, logo (r/1)My = 0/s para todo s € S, mas como My = Ry, segue que (r/1) Ry,
é nulo em Ry, em particular, (r/1).(1/1) = 0/1, equivalentemente, r/1 = 0/1, mas como 0
é uma propriedade local(vide Afirmagao), segue que r = 0, portanto Ann(M) = 0.

Afirmacgao Considere que R seja um anel comutativo com 1. Entao, x é nulo em R se,
e somente se, /1 é nulo em R,,, para cada ideal maximal m de R.
Demonstragao: Se x = 0 em R, entdao z/1 = 0/1, que é nulo em R,. Reciprocamente,
considere que x/1 seja nulo em Ry, para cada ideal maximal m de R. Suponha, por absurdo,
que x # 0 em R. Defina I como sendo o ideal anulador de z, ouseja, I = (0:z) = {r € R |
rez =0}, como l.x =z # 0, segue que 1 ¢ I, logo I é um ideal préprio de R, portanto existe
um ideal maximal m que contém I. Mas pela hipétese, temos que /1 é nulo em Ry, logo
existe u € R — m, tal que ux = 0, mas entao u € I, o que implica que u € m, que é uma

contradicao. Portanto, x = 0 em R.
|

Doravante, consideremos que R seja o anel ZG[x,z7 !, (x + 1)7!], em que G é um grupo
abeliano finito, cuja ordem nao € livre de quadrados; A o subgrupo das unidades de R gerado
por G, x e x + 1. Temos que, se M é um R-mddulo projetivo, entao o grupo Gy = M x A
pode ser formado, em que a acdo de A em M ¢é induzida pela acao de médulo de R sobre M

como descrita anteriormente.
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Teorema 3.4.5. Se M e N sao R-mddulos projetivos de posto 1, entdo os grupos Gy =
M x A eGy =N x A tém os mesmos quocientes finitos, i.e, F(Gy) = F(Gy).

Demonstracao: Como A é um subgrupo das unidades de R que o gera como anel; e M
e N sao R-médulos projetivos e finitamente gerados (haja vista que M e N tém posto 1),
e pela Proposicao 3.4.4, M e N tem QFIg. Pelo Lema 3.4.3, segue que Gy = M x A e

Gy = N x A tém os mesmos quocientes finitos.
|

Proposicgao 3.4.6. Considerando A e Gy como descritos acima. O grupo derivado Gy, de
Gy = M xg A, coincide com M.

Demonstragao: Por conveniéncia, adotaremos notacao multiplicativa para o R-moédulo M.
Temos que Gy /M = A é abeliano, logo G,/ € M, por outro lado, como M = M?*
pois §(z~1) é automorfismo de M, segue que cada elemento de M pode ser escrito por
@) — it = [m,x + 1], dai M C Gy, Portanto, G/ = M. Note que

mx

=m
a acao de x + 1 em m, induzida pela acao de modulo, coincide com a conjugacao usual, de
modo que —1 age invertendo m em Gy, além disso observe que m**! = m.m?®, pois estamos

usando notagao multiplicativa para o médulo M.

Proposigao 3.4.7. O grupo Pic(ZG[z,x7 ', (x + 1)71]) € infinito.

Demonstragao: Bass e Murthy, em [6], mostram que quando o grupo abeliano G é finito
de ordem nao livre de quadrados, entao o grupo Pic(ZG|x]) é infinito, no entanto, Murthy e
Pedrini, em [10], mostram que existe uma aplicacio injetiva de Pic(ZG[x]) em Pic(ZG[z, 271, (v+

-1 , . . s . . ’ ’
1)7']), dai como o primeiro grupo é infinito, segue que o segundo também o é.
|

Mostremos que os grupos metabelianos Gy = M x A determinam uma quantidade
infinita de classes de isomorfismos distintas. Novamente usaremos notacao multiplicativa

para os modulos.

Proposicao 3.4.8. Os grupos Gy determinam uma quantidade infinita de classes de iso-

morfismos distintas.
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Demonstracgao: Seja ) um automorfismo de R, e N um R-médulo, deste modo podemos
formar o médulo torcido ¥y, ou seja, a multiplicacao escalar em ¢y é dada por r+n = ¥ (r)n
para cada r € R e para cada n € N. Note que dois R-médulos M e N sao isomorfos se,
e somente se, os mddulos torcidos ¥y, e ¥y sao isomorfos. Seja ¢ : Gy — Gy um
isomorfismo, temos pela Proposiciao 3.4.6, que Gy’ = M, e Gy’ = N, dai p(M) = N, agora
ja que Gy /M = A = Gn/N, segue que existe um automorfismo g em A (subgrupo das
unidades de R que o gera como anel) induzido pelas abelianiza¢oes de Gp; e G. Agora,

note que para cada n = ¢(m) € p(M) = N, temos que
@(m)w(xﬂ) =px+1)To(m)e(z+1) = o(m* ™) = p(m*m) = gp(m)w(x)gg(m) — @(m)w(af)ﬂ

Mas como N é um R-mdédulo fiel, e p(x+1) e p(z)+1 agem sobre N da mesma forma, segue
que p(z + 1) = ¢(x) + 1, dai (z + 1) = P(z) + 1. No entanto, temos que o gerador x de
A= (z,z+1,G) élevado em z ou ! por P, note que x nao pode ser levado em z+ 1, pois j
que p(x+1) = p(x)+1, tertamos p(z+1) = £+2.1, que ndo é uma unidade. Agora note que
os elementos de ordem finita de A, que sao os elementos do grupo finito G, sao invariantes em
G, assim existe uma quantidade finita de automorfismos . Mas como @(z + 1) = P(x) + 1
e A gera R como anel, podemos estender p a um automorfismo de R. Restringindo ¢ a M,
temos um isomorfismo de grupos entre M e N, obtendo-se um R-isomorfismo entre M e um
moédulo torcido P de N. Em suma, sempre que Gy = Gy, temos que M é isomorfo a algum
modulo torcido @ de N, em que @ € Aut(R) é algum dos finitos automorfismos induzidos.
Agora mostremos que existem infinitas classes de isomorfismos determinadas pelos grupos
G- Fixe um modulo projetivo de posto 1, M;. Como pela Proposi¢ao 3.4.7, o grupo de
Picard de R = ZG|x,z~ !, (z+1)7!] ¢ infinito, podemos escolher um médulo projetivo My de
posto 1 que nao seja isomorfo a nenhum dos médulos torcidos de M;. Dai Gy, e Gy, nao sao
isomorfos. Usando este mesmo procedimento, podemos escolher um moédulo projetivo M;
de posto 1 que nao seja isomorfo a nenhum dos médulos torcidos de M; e de My, Logo Gy,
nao ¢ isomorfo nem a Gy, nem a Gy, , obtendo-se outra classe de isomorfismo nao-isomorfa
as anteriores. Procedendo deste modo, concluimos que existe uma quantidade infinita de

classes de isomorfismos distintas nas quais jazem os grupos G ;.

Lema 3.4.9 (Bass). Seja S = Z[z, 27, (x+1)7'], que é um subanel de R = ZGlx,x7 ', (v +

1)71]. Entdo todos S-mddulos projetivos sao livres.
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Demonstracgao: [5], p.210.
[

Proposigao 3.4.10. Se M ¢ um mddulo projetivo de posto 1 sobre R = ZG[z,z ™1, (x+1)71],

entao M € isomorfo a R, como mddulo sobre S = Z[z,z™1, (x + 1)71].

Demonstragao: Como G é finito, podemos supor que G = {z1,...,z,}. Seja M um R-
moédulo projetivo, assim M é um somando direto de um R-moddulo livre, mas R é livre
com base G quando considerado como um S—moédulo, dai R = S" = R, & S, logo M
considerado como um S-médulo é um somando direto de um S-médulo livre, portanto M
¢ um S-modulo projetivo, mas pelo Lema 3.4.9, todos S-moédulos projetivos sao livres, logo
M = §M) - M, = SS(M), no entanto como M é um R—méddulo projetivo de posto 1, segue
que M, = R, logo SS(M) = Sy, daf k(M) = n, portanto R = S" = SkM) = VM segue que o

R-médulo M é isomorfo a R como S-mddulo.
[ |

Observacao 3.4.11. Considere que C seja o subgrupo das unidades de S gerado por x e
x + 1, podemos assim formar o grupo Hyy = M x C. Pela Proposicao anterior, temos que
M € isomorfo a R como S-mddulo, dai Hy; € isomorfo a B := R x C. Deste modo, para
cada modulo M, temos que Gy = M x A= Hy xG = B x G, em que hd uma acdo de G

sobre B escolhida convenientemente via o isomorfismo entre B e Hyy.

Proposicao 3.4.12. Existe uma quantidade infinita de extensoes de decomposi¢cao metabelianas
nao-isomorfas do grupo metabeliano B= R x C pelo grupo abeliano finito G com os mesmos

quocientes finitos.

Demonstracao: Pela Observacao 3.4.11, temos que Gy = Bx (G, dai Gy é uma extensao do
grupo(metabeliano) B pelo grupo G, mas pela Proposi¢ao 3.4.8, mostramos que existe uma
quantidade infinita de grupos (metabelianos) G, nao-isomorfos com os mesmos quocientes

finitos, dai segue o resultado.

Proposicao 3.4.13. Os grupos Gy sao finitamente apresentados.
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Demonstracao: Temos que G ¢ finito, suponha que seus elementos sejam x1, ..., x,, deste
modo, j& que R = ZG[z,z7 ', (x + 1) e S = Z[x, 27!, (x + 1)7!], segue que zy,...,x, é

uma base de R sobre S. Defina o grupo K pela apresentacao

<t7 S, Yty -+ Yn - [ta S] = 17yf - ylyfv [y'my]} = [ylayj] = ]-a]- S Z).] S n)a

K é deste modo finitamente apresentado, além disso, K é metabeliano, pelo Teorema 3.3.6.
Consideremos a aplicagao t +— x,s +— (z + 1), = z;, a qual pelo Teorema de von Dyck
1.2.13, induz um epimorfismo de K sobre B = R x (', no entanto, como K é metabeliano,
e grupos metabelianos satisfazem a condigao maximal sobre subgrupos normais, temos pelo
Corolério 3.2.13 que B deve ser finitamente apresentado, mas como cada G, é uma extensao

finita de B, segue que cada grupo G, ¢é finitamente apresentado.

Podemos agora demonstrar o resultado principal:

Teorema 3.4.14. Fxiste uma quantidade infinita de grupos metabelianos finitamente apre-

sentados nao-isomorfos com 0s mesmos quocientes finitos.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.4.8, temos que existe uma quantidade infinita de grupos
metabelianos nao-isomorfos Gy, os quais pela Proposicao 3.4.13 sao finitamente apresenta-

dos, e por fim pelo Teorema 3.4.5 tém os mesmos quocientes finitos.
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