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Resumo

Vamos fazer um estudo sobre somas exponenciais e vamos obter uma generalizacao do
problema de Waring, tentando achar condi¢oes para que um determinado tipo de equagao
tenha solucao em corpos finitos de tamanho ¢ = p/. Para isso, vamos expor primeiramente
uma série de resultados basicos sobre corpos finitos e nimeros p—adicos, a fim de acharmos
a solubilidade de nossas equacoes por meio do estudo de somas exponenciais.

Palavras-chave: somas exponenciais; corpos finitos; numeros p—adicos; represen-
tantes de Teichmiiller; peso em relagao a p de um inteiro; problema de Waring .
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Abstract

We are going to make a brief study on exponencial sums and we are also going to
obtain a general case of Waring’s problem, trying to find conditions so a special kind of
equation has solution in a finite field of ¢ = p/ elements. For that, we will expose a series
of basic results involving finite fields and p—adic numbers, intending to find the solvability
of our equations using several results involving exponential sums.

Key Words: exponential sums; finite fields; p—adic numbers; Teichmiiller represen-
tatives; p—weight degree; Waring’s problem.
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Introducao

Achar solugoes para equagoes polinomiais € um problema que tem atraido a atengao
de varios matematicos ha muitas décadas. Diversos resultados importantes nesse sentido
ja foram obtidos, mas, em geral, é extremamente dificil achar condi¢oes que garantem a
solubilidade de uma equacao polinomial. Algumas boas estimativas sobre o nimero de
solugoes de equagoes polinomiais, sao dadas no caso de equagoes polinomiais diagonais.

Em 1935, C. Chevalley provou uma conjectura enunciada por E. Artin: se F/(Xq, ..., X,,)
¢ um polinémio homogéneo de grau d < m sobre um corpo finito F, com ¢ = p/ elemen-
tos, entao F' = 0 tem uma solucao nao-trivial. Chevalley mostrou ainda que a conjectura
também ¢é valida quando substituimos a hipotese de homogeneidade de F' pela hipotese
mais fraca de que F' apenas nao tenha termo constante. Logo apds, E. Warning, com as
mesmas hipoteses, mostrou que a caracteristica do corpo divide o ntimero de zeros de F.
Varios resultados mais precisos foram obtidos fazendo uma boa estimativa da valorizacao
p—adica da soma exponencial associada ao polinomio. Em 1964 (|2]), Ax desenvolveu uma
técnica p—adica que obteve resultados inéditos. Ele provou que se b ¢ igual a (%w -1,
onde [a] é o menor inteiro maior ou igual a a, entdo o ntimero de solugdes nao-singulares
de F = 0 & divisivel por ¢°. Esse resultado também foi obtido com uma boa estimativa

da valorizacao p—adica da soma exponencial associada a F'.

O resultado de Ax foi posteriormente estendido, por ele mesmo, para um sistema de
polinémios. Sejam

E(Xh s aXm)7
para ¢ = 1,...,r, uma colecao de polinomios sobre I, de grau d; respectivamente e scja

22:1 d;

Assim o ntimero de zeros do sistema de polindomios ¢ divisivel por ¢*. Em 1971 ([16]),
N. Katz melhorou os resultados de Ax, mostrando que, sob as mesmas hipoteses, o namero
de zeros do sistema de polinémios é divisivel por ¢, onde

maxi<;<r {dl }

Ambos os resultados de Ax e Katz foram obtidos por meio de uma estimativa da
valorizagao p—adica da soma exponencial associada aos polindmios.



Em 1946, Laszlo Rédei formulou a seguinte conjectura:

Conjectura de Rédei 1. Sejap um primo, F,, o corpo com p elementose F € F, [Xq,..., X,)]
um polindmio ndao constante com gr(F) < rank(F'), onde rank(F) = dimy e V' € o sube-
spago gerado pelas derivadas parciais de F'. Entao F' = 0 tem solugao.

De fato, essa conjectura é falsa, mas existem infinitas familias de polinémios que
satisfazem tal conjectura, como foi mostrado em 1956 por Carlitz([3]):

Teorema de Carlitz 1. Seja d um divisor de p — 1 e a; € Fy, para v = 1,...,d. Se
G(X1,...,X4) € um polinémio sobre F, com 9(G) < d, entio a equagdo a; X{ + -+ +
ag X4+ G(X1,...,Xq) =0 tem solugio sobre F,,.

Recentemente, em 2006([8]), Felszeghy estendeu esse resultado mostrando que a; X{ +

st ap, X34+ G(X, ..., X,) = 0 tem solugdo em F, para n > L%J , quando J(G) < d.
T
Nesse resultado, a condicao de d ser um divisor de p — 1 nao é necessaria.

Aqui, vamos também calcular a valorizagao p—adica da soma exponencial associada
ao polinémio como forma de obter uma estimativa do niimero solucoes de F' = 0, mas,
em nossos estudos, o objetivo serd melhorar o resultado de Carlitz acima, para entao,
acharmos as condigoes necessérias para estudarmos o problema de Waring.

O problema de Waring consiste em achar, para d fixo, o niimero minimo de variaveis
tal que a equagao X{ + --- + X¢ = 8 tem solucdo para todo nimero natural 3. Esse
nimero minimo de varidveis é chamado de Numero de Waring associado a d. O problema
de Waring ja foi considerado para equagoes sobre corpos finitos e ha varias estimativas
para o numero de Waring nesses casos, como as obtidas por S.V. Konyagin, I. Shporlinski
e A. Winterhof([18, 19, 26]), muitas vezes obtidas como consequéncia de boas estimativas
de valor absoluto das somas de Gauss([19, 13]).

Em nossos estudos vamos considerar a seguinte generalizacao do problema de Waring;:
Dado um polinémio F(X) sobre F,, queremos achar o nimero minimo de variaveis tal
que

F(Xy)+ -+ F(X,) =0

tenha solucao sobre F, para todo 8 € F,. O problema também pode ser considerado da
seguinte forma: Dados polinomios Fy(X3),. .., F,,(X,,) sobre F,, queremos achar condigoes
tais que todo 3 € F, possa ser escrito como

onde zy,...,z, € F,.

Esse problema ja foi estudado por Carlitz([4]) e por Cochrane([6]) para um corpo finito
de tamanho primo. Carlitz provou que, dados polinémios Fi(Xy), ..., F,(X,) sobre F,
de grau, respectivamente, di, ..., d,, todo elemento 3 € IF,, forneceu

S|P e

=1




onde t é o nimero de polindémios que nao sdo de grau p — 1 nem da forma a(X; —
312D 4 )\,

Cochrane usou estimativas de somas exponenciais para mostrar que F'(X;) + -+ +
F(X,) = [ tem solugao para todo € F,, sempre que O(F(X1))+---+0(F(X,)) > log(p),
onde o valor absoluto da soma exponencial correspondente a cada O(F(X;)) é menor ou
igual a p(1 — O(F(X,))).

Nossos resultados vao se estender para F,, quando os dois resultados acima apenas se
aplicam para [F,. Nosso objetivo sera achar condicoes para que 3 € IF, possam ser escritos
como

B =Fi(r))+ -+ Fu(zy),

assim provaremos o seguinte teorema, o qual fornecera tais condigoes:

Teorema 1 (Castro,Rubio,Vega). Seja d; > 1 um divisor de p — 1, a; € F; e Fj(X) =
a; X% + Gi(X;) polinomios sobre F, para i = 1,...,n. Suponha que Y . 1/d; seja um
inteiro. Se w,(G;) < d;, entao todo B € F, pode ser escrito como

B=Fi(x1)+ -+ Fu(zy,),

para Ty, ..., T, € F,.



Capitulo 1

Corpos Finitos

Num primeiro momento, focaremos nossos estudos nos conceitos bésicos sobre cor-
pos finitos. Também daremos defini¢oes importantes para nosso estudo posterior, como
conjugado e trago, por exemplo.

Nessa se¢ao, iremos estudar também teoremas importantes e motivadores envolvendo
corpos finitos e polinémios sobre corpos finitos, como o Teorema de Chevalley, por exem-
plo. Mas antes vamos comegar relembrando a definigao de uma extencao de um corpo.

1.1 Conceitos e Definicoes Basicas

Definicao 1. Seja K um corpo e F um subcorpo de K | diremos que K é uma extensao de
F . Denotaremos o grau desta extensao como sendo [K : F], onde o grau desta extensdo
serd 1qual a dimensao de K sobre F como espacgo vetorial.

Seja p um primo inteiro e seja I o ideal gerado por p. Temos que Z/I é um corpo e
ZJ1={0,1,...,p— 1% . Temos que F, ={0,1,2,...,p — 1} com as operagdes de adigao e
multiplica¢gdo modulo p é um corpo isomorfo a Z/1.

Definicao 2. Seja D um dominio de integridade. Chamaremos de caracteristica de D o
menor n € N tal que nd = 0, Yd € D. Se tal n nao existe diremos que a caracteristica €
zero. Denotaremos a caracteristica de D como char(D).

Observe que, n nao pertence a D necessariamente, pois definimosnd = d +d +d + .. + d.

D'
n vezes

Defini¢ao 3. Seja f(x) = ap + ayx + azx® + ... + a,z™ um polinémio. Chamaremos de
f'(x) a derivada formal de f(z), que serd definida por:

f'(z) = a1 + 2apz + ... + na,z" "



Lema 1.1. Seja f(z) um polinémio. Temos que f(x) tem raizes miltiplas se, e somente
se, f(x) e f'(x) tem fator comum de grau maior ou igual a 1.

Demonstrag¢ao. Por um lado, se f(x) tem raizes multiplas, entdo, f(x) pode ser escrito
da forma f(z) = (r —a)™g(z) , onde « é uma raiz de f(z) e m > 1. Portanto, temos que
f(z) = m(z — )™ g(z) + (x — a)™¢'(z). Reciprocamente, suponha, por contradigao,
que f(x) ndo tenha nenhuma raiz miltipla, ou seja, f(z) = (x — aq)(x — ag)...(x — ay,)
com a; # ajsei #je fllag) #0,Vi,j € {0,1,2,...,n } , considerando que estamos
fatorando f(z) em seu corpo de decomposi¢ao. Logo

fl(@)=(r—a)(z—az)..(x —ap) + ... + (x — 1) (x — ag)...(x — 1),

o que é uma contradigao, pois f(z) e f'(x) tem fator comum de grau maior ou igual a
1. [

1.2 Corpo Finito com ¢ = p" elementos

Seja IF, o corpo finito com ¢ elementos. Entao existe p primo tal que F, C F, e [F, :
F,1=m, meN.

Lema 1.2. Dadas as condi¢coes acima, temos que ¢ = p™

Demonstracao. Temos aqui um problema simples de analise combinatoria. Basta observar
que como o grau da extencao ¢ igual a m, entao a dimensao de [F, sobre I, como espago
vetorial é igual a m por defini¢ao, logo uma base de F, sobre F, terd m elementos. Seja
{a1, a9, ..., ap, } tal base. Portanto os elementos de I, sao da forma

a1 + AoQg + ... + Ay Oy,

onde a; € F,,Vi = 1,2,...,m. Portanto ¢ possivel gerar p™ elementos distintos, logo
Pt =q. o

Lema 1.3. F, € o corpo de decomposi¢io de f(x) = x? — z sobre F, .

Demonstragao. Temos que para todo elemento a € F, nao-nulo, a? = a, logo a?! = 1.
Além disso, temos que f'(z) = qz9 ' —1 = —1, pois ¢ = 0 (mod p). Com isso, temos que
as raizes de f(x) sdo todas distintas, e existem no méaximo gr(f(x)) = ¢ raizes, pois f(x)
e f'(z) nao tem fator em comum de grau maior ou igual a 1. Portanto F, contem todas
as raizes de f(x). O

1.3 Conjugados

Agora vamos encaminhar nossos estudos no propésito de definir os conjugados de um
elemento em [F,m em relagao a IF,. Os conjugados terao sua importancia para o estudo do
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Trago de uma extensao , conceito que sera utilizado em nossos estudos posteriormente.
Mas primeiramente, analisaremos alguns teoremas e lemas que nos darao uma fundamen-
tacao suficiente para que o estudo sobre conjugados apareca naturalmente.

Teorema 1.4. Sejam Fym e Fyn dois corpos finitos de tamanho, p™ e p", respectivamente.
Temos que Fym € subcorpo de Fyn se, e somente se, m|n.

Demonstragao. Por uma lado, suponha que F,m é subcorpo de Fyn e que [Fyn :Fpm] = 7.
Portanto, temos que:
pn = |Fpn| = ‘Fpm

T — me — (pm)r7

logo m|n. Reciprocamente, temos que, se n = mr , entao
pn —1= (pm)r — 1= (pm . 1)(pm(r—1) 4. _|_pm+ 1)

=Pt -1) =" -1t
=" 1= gD = (P 1)(x(pm—1)(t—1) 44 1)
= 2" — 2= (" —2)g(a)

. m ~ A . n A
portanto, todas as raizes de 27 — z sao também raizes de ¥ — x, logo I, & subcorpo
de Fpn O

Lema 1.5. Seja f(x) um polindémio sobre Fy, irredutivel de grau m. Entdo f(x) divide
17" —x se, e somente se, m|n.

Demonstragdo. Por um lado, se f(z) divide 29" —z, entdo, temos que f(z)g(z) = 27" —x,
portanto se o ¢ uma raiz de f(r) entdo a também sera raiz de 29" — z. Entdo temos
que, a?" — a = 0. Todas as raizes de f(z) sao raizes de 29" — z, portanto, o corpo de
decomposigao de f(x) é um subcorpo do corpo de decomposigao de 29" — z, logo, pelo
Teorema 1.4, temos que m|n. Reciprocamente, temos que se m|n, entdao, pelo Teorema
1.4, F,m é subcorpo de Fyn. Agora, seja o uma raiz de f(x), logo, como f(x) tem grau m,
entdo [F,(«):F,] =m. Portanto, temos que, F (o) = Fm. Com isso, temos que F,(«a) é
subcorpo de F ., logo todas as raizes de f(z) sdo raizes de 27" —z, logo 24" —x = f(z)g(x).
Portanto, f(x)|z?" — . O

Nesse proximo teorema, veremos pela primeira vez os conjugados de a, o que sig-
nifica que estamos completando praticamente toda a base necessaria para a introdugao
da definicao do que serao os conjugados.

Teorema 1.6. Seja f(x) um polinémio irredutivel de grau m com coeficientes em F, e
a € Fym uma raiz de f(z). Entao todas as raizes de f(x) sao dadas por:

m—1

2
a,al, ..., af

e tais raizes sao duas a duas distintas.



Demonstra¢ao. Vamos escrever f(x) da seguinte forma:
flz) =ap+ a1z + - + apa™
com isso temos que para x = o, f(x) sera igual a:
fa?) = ap(a®)™ + -+ 4+ a1 + ay,
mas como a; € Fy, para todo ¢ €{0,1,...,m} , entao temos que a9 = a;, logo:
F(0) = an?(@®)" + - + ay’

= (amam“‘ +Cl10(+(1,0>q

= (f(a))*
=0,

m—1

pois « é raiz de f(z). Repetindo o mesmo processo feito para a? para A A
verificamos que todos sdo raizes de f(r), como a” = «, entdao temos m raizes. Basta,
agora, mostrar que sao distintas. Suponhamos, por contradi¢cao, que nao sao distintas,
logo para algum j e r, tais que 0 < j,r < m — 1, temos que:

J T
a? =1

- (Oéqj)qm” _ (aqT)q

qm—r-&-]’

m
= =o! =q

em—r+j<m-—1<m, o queéum absurdo, pois, pelo lema anterior, m|m — r + j.
—1 ~ . . .
Portanto, o, a?,...,a?"  sado m raizes distintas duas a duas. O

Corolario 1.7. Sejam f(x) e g(z) dois polindmios irredutiveis de grau m com coeficientes
em F,[z], entdo f(x) e g(x) possuem o mesmo corpo de decomposi¢ao.

Agora, ja temos um embasamento suficiente para definirmos o que vem a ser um
conjugado.

Definicao 4. Seja o € Fyn. Os conjugados de o em relagao a F, sao :
a,al 0. ol

Exemplo 1. Seja f(z) =2 + 2+ 1 € Fy[2] e a € Fig raiz de f(x)

e 0s conjugados de o em relacao a Fy sdo: o, a?, a*, ab.

e 0s conjugados de o em relacio a Fy sao: o, o



Observe que, uma vez que os automorfismos de F,» que fixam F, sao 01,09, ...,0m,-1
onde oj(a) = a? ,Va € Fym,j = 1,2,...,m—1, entdo podemos definir os conjugados de
em relacao a [F;, como os automorfismos de F,m que fixam [F,. De forma anéloga, podemos
efetuar isso para qualquer extensao finita de corpos. Ou seja, dada uma extensao finita
K C K(«), temos que os conjugados de o em relacao a K serdo os automorfismos de K(«)
que fixam K. Esta definicao serd muito importante no futuro, quando iremos tratar de
extensoes finitas do corpo dos ntimero racionais p—adicos Q,.

Seja f(z) € F,[z] o polinémio minimal de o € Fym e d = gr(f(z)). Se d = m, entao
os conjugados de av em relacao a [y sdo distintos. Se d < m entdo d|m e a € F . Neste
caso, ' = «, e assim a lista de conjugados tem a seguinte forma:

24
24
24

ou seja, existem t blocos iguais, onde m = dt.

Defini¢ao 5. Seja f(z) € K[zl o polindmio minimal de o € F , onde gr(f(z)) = d.
Entao dm , onde m =[K : F]. Chamaremos de polinémio caracteristico de o o polinémio
g(x) = f(x)d.Temos que g(x) € K[z].

Logo, as raizes de g(z) sao todos os conjugados de a em relagdo a F,. Entao:
g(@) = (z—a)@—a’) - (z—a’")
= 2"+ ™ -+ ag,
como g(z) € K[z] , entdo
o1 = (=) (a+af+ - +a?"),

também estda em K. Considerando, K como sendo Fym, entao podemos afirmar que a
soma dos conjugados de o em relacao a F, esta em F,.

1.4 Traco e Norma e suas propriedades

Nessa se¢ao, usaremos o conceito da se¢ao anterior, onde foram definidos os conjugados
de um elemento o € [Fym, para definirmos o que vem a ser trago e norma trago desse mesmo
elemento. Racapitulando, temos que, se p(x) € F,[z] ¢ o polindmio minimal de «, entdo
nos definimos g(z) = p(x)'d como sendo o polinémio caracteristico de o, e também vimos
que g(z) € F,[x] e que as raizes de g(x) s@o os conjugados de a em relagao a F,. Agora,
iremos definir formalmente o que é o traco de a.

Definicao 6. Seja oo € Fym e o = oij,j =0,1,...,m —1, os conjugados de a sobre I,
entao definimos o traco de o a ser a soma desses cojugados, ou seja,
m—1
TT]qu‘]Fq (Oé) = Z a;
j=0



Lema 1.8. Seja o € Fym, o = a?.j=0,1,...,m—1, os conjugados de o sobre F, e
g(x) o polinémio caracteristico de . Logo temos que:

Tryg m|Fq ZO@EF

Demonstragao. Ja vimos, na segao anterior que g(z) € F,[x], ou seja, g(z) tem coefi-
cientes em [F;. Sabemos também que

H

m—

~Tl-e

J=0

e que, portanto:
g(r) =™ + am 2™+ +ag

m—1

= (—1)am,1 = Z o; € Fq = TTquﬂFq(Oé)
=0

, COMO a,,—1 € coeficiente de g(z), entdo a,,_; € F,. Portanto,

TT]qu |IFq (Oé) € Fq

Vamos estudar agora algumas propriedades importantes do trago:

Teorema 1.9. Sejam o, € Fym, c € Fy, o = o, j=0,1,....m—1ce B; = B7 =
0,1,...,m —1, os conjugados de o e (3, respectivamente. Entdo temos que:

1 Trg mp, (o + B) = Trp mp, (@) + T78 mr, ()

(
2. Trg mpp,(ca) = Ty, ()
8. Trgmp,(c) =

(

4. T’/’qu‘yq Oéq) TTF |[Fq(Oé)

Demonstracao. 1.



m—1
Trg e, (cQ) = E ca
=0
m—1
=c aj = cT'ry,, 7, ()
=0
3.
m—1
Trg mr,(C) = c
J=0
m—1
=c l=cm
J=0
. . ~ -1
4. Aqui, basta obser}/ar que os conjugados de af sdo (af?),(a9)?, ..., (a?)?" " mas
m— m . ~
temos que (a?)? = a? = a, portanto os conjugados de a? e a sa0 0s mesmos,
donde

TTqu\Fq(Oﬂ) = TT]qu |1Fq(04)
]

Teorema 1.10. Seja o € Fym. Entio Try . r,() = 0 se, e somente se, existe 3 € Fym
tal que o = (31— (3

Demonstracao. Por um lado, temos que se a = ¢ — 3, entao
Trgmpp, (@) = TTpm, (B — B)

= T15mpy (B7) = TT8m |7, (B) = T 5, (B) — T75 o r, (B) = 0

Portanto T . r,(e) = 0 Reciprocamente, considere o polindomio f(r) = 27 — 1 — a €
F,m [x] e B uma raiz de f(x). Portanto:

0="Trg mpr,(@) =TrsmF, (37 — )

= (8" =B+ (B =)+ (B = )T
=0 =B+ BT = T = T
= 8" —p=0
= B €Fm

Agora, vamos definir o que vem a ser a norma de o € Fym.
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Definicao 7. Sejam a € Fym, os conjugados de o em relagio a Fy e o; = al' i =

0,1,...,m —1. Assim, temos que a norma de o € Fym serd definida por:
m—1
N(a) = H Q.
i=0

Lema 1.11. N(a) € F,

Demonstragao. Seja g(x) o polindomio caracteristico de «, portanto, temos que:

gz)=(x—a)-(z—a")

= 2" 4 2™+ ag

. Como )
N(a) =[] e = (=1)™aq
=0
, entao
N(a) € F,

Agora, vamos estudar algumas propriedades da norma de «:

Teorema 1.12. Sejam «, 3 € Fym. Temos que:

1. N(af) = N(a)N(p)
2. N(c)=c"VeeF,
3. N(a?) = N(«)

m—1 ) m—1 o m—1 ) m—1 .
Demonstragio. 1. N(aB) = [] (aB)? = [] a7 B = {H O/f} {H 6(12} —
i=0 i=0 i=0 i=0
m—1 m—1
2 N =Tl e =T e=en
i=0 i=0
m—1 i m—1 i1 m i m—1 i m
3. N(@) = [[(a)? = [T a®" =][a? = [] a?, pois a? = a?".
i=0 i=0 i=1 i=0
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1.5 Aplicagcoes em Corpos Finitos

Agora, vamos direcionar nossos estudos para aplicagoes importantes envolvendo corpos
finitos e resolugao de polindmios sobre tais corpos. Vamos enumerar resultados histori-
camente importantes( como os Teoremas de Chevalley, por exemplo) e que vao ajudar
no direcionamento dos nossos estudos para o objetivo principal desta dissertacao. A par-
tir deste momento, ja podemos notar um relagao direta com os teoremas presentes nas
conclusoes posteriores. Num primeiro momento, vamos estabelecer alguns embasamentos

para as demonstragoes dos teoremas.

Lema 1.13. Seja k € N e c € F,. Entao,

0 c.c

Z o { —1 se k=0(mod(q—1))

ceFy

Demonstragao. Seja 3 € Fy, tal que F; =< 3 > entao:

q—2 q—2
Yo F =D (B*)
c€ly 7=0 7=0

_ -
= W

se B8 £ 1.

e Caso 1: Se k = 0(mod(q — 1)) entao f¥ =1 e

q—2 q—2
=Y 1=g-1=-1
j=0 Jj=0
e Caso 2: )
q— q—lk:_l
Zﬁk (8 )1 _0

Lema 1.14. Seja f(x1,xa, ..., x,) € Fyloy, 2o, ..., 2,1 com gr(f(zy, xa, ...

1). Entao

Z fler,...yen) =0

€1,€2,...,cn€Fy

Demonstracgao.

Z c’fl Csy° Z Z Co Z chn

€1,€2,...,cn€Fq c1€Fy c2€ly cn€lFy

12
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, portanto, existe um k; < ¢—1, onde j €{1,2,...,n}, tal que ¢ — 1 nao divide k;, logo,
pelo lema 1.13,
> -

cj E]Fq

= Z flei,e9,..0,0,) =0

€1,c2,...,cn€Fy

O
Teorema 1.15 (Warning). Seja f(z1,22,...,2,) € Fylzq,...,2,] de grau menor que n.
Entao o nimero de solugoes de f(xy,...,x,) =0 em F, € divisivel pela caracteristica de
F,.
Demonstragdo. Seja o seguinte polindmio F(xy,...,z,) = 1 — f(z1,...,2,)% !, 0 qual
tem grau menor que n(qg — 1).
Fley, ... c0) = { 0 se fler, o en) #0
1 c.c
= Z F(ei,...,cp) =N
c1,...,cn€Fq
, onde N é o nimero de solugoes de f(cy,...,¢,) =0 em F,. Mas, pelo lema 1.14, temos
que
> Fler,...00) =0
c1,...,cn€Fq
YN =0
em I,
= N = 0(mod(char(F,)))
m

Agora, temos o seguinte Teorema, também muito importante e que é uma consequéncia
do anterior:

Teorema 1.16 (Chevalley). Seja f(z1,...,2,) € F [z, ..., 2,] de grau menor que n e

f(0,...,0) =0, entao existe (cq,...,c,) € FZ\{@} tal que f(cq1,...,cn) = 0.

Os dois proximos teoremas sao generalizagoes dos dois teoremas anteriores para o caso
de R € N polinomios.

Teorema 1.17 (Warning). Sejam fi, fa, ..., fr € F lz1,...,2,] com Zf:o gr(f;) <mn,
entao o niumero de solugoes do sistema f1 = fo = --- = fr = 0 em [F, € divisivel pela
caracteristica de .
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Demonstragio. Considere F = (1 — f#)---(1 — f&), temos que:

1 se Cly...,cp) =0V 35j=1,2,....R
F(Cla'-->cn):{0 f(l ) c.c /

O resto da demonstracao é completamente anéaloga a versao com R = 1. [

Teorema 1.18 (Chevalley). Sejam fi, fo,..., fr € Fylzq, ..., 2,] com Zf:o gr(f;) <n.
Se £;(0,0,...,0) =0,Vj =1,..., R, entao existe uma solu¢io nao-trivial para o sistema.
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Capitulo 2

Ntimeros P-adicos

Nessa secao vamos expor alguns fatos importantes para o desenvolvimento de nossos
estudos sobre ntimeros p-adicos, como as extensoes de Q, e o grau da classe residual, a
valorizagao de um ntumero racional e o valor absoluto p—adico. Também estudaremos
varias consequéncias importantes, como o peso de um nimero inteiro e os representantes
de Teichmiiller.

2.1 Valor Absoluto e Valorizacao

Nessa secao, iremos comecar a direcionar os nossos estudos para a formalizacao de
varios aspectos vistos de forma informal na se¢ao anterior com a finalidade de darmos
uma definicao formal de @Q,, o corpo dos ntimeros racionais p—adicos. Para atingirmos
nosso objetivo principal iremos primeiramente estudar os conceitos de valor absoluto e
valorizagao, ambos em um corpo arbitrario qualquer.

Definicao 8. Seja K um corpo. Um valor absoluto em K € uma func¢ao
|| K— R-‘ra

que satisfaz as sequintes condigoes :

1. |z| =0 se, e somente se x =0
2 Jeyl = |zl lyl, Ve, y e K

3. v +yl <lz[+]y|,Vo,y €K

Também diremos que um valor absoluto em K é nao-arquimediano se tal satisfaz:

4. |z +yl < maz{|z|, |y}, Yo,y € K

Caso contrdrio, diremos que o valor absoluto € arquimediano.
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Proposicao 2.1. Se uma func¢ao |-| satisfaz as condigoes (1),(2) e (4) da defini¢ao 8,
entdo |-| € um valor absoluto em K.

Demonstragao. Basta mostrar que (4) = (3). De fato, temos que max{|z||y|}, < |z| +
ly|,Vx,y € K, portanto (3) é valida. O

Exemplo 2. Seja K = Q e seja o valor absoluto definido por:

—r se <0
]:1:\: r se x>0

Seque-se que isso €, de fato, um valor absoluto em Q e € arquimediano.

Temos que o valor absoluto possui as seguintes propriedades:

Proposigao 2.2. Para um valor absoluto |-| qualquer em um corpo arbitrdario K, temos
que:

1)1 =1
2. Sex e K el|z"| =1, entao |z| = 1.
3. -1 =1

4. Para todo v € K, |—z| = |z|.

Demonstracgao. 1. Temos que
2
1] =[1%| = 11f°,
logo |1] = 1.
2. Temos que
1= |a" = [a",

logo |z| = 1.
3. -1 = [(=1)?] = [1] = 1, logo 1] = 1.
4 J=o] = [(~1)(@)| = |-1| 2] = |a].
[l

Proposigao 2.3. Seja K = F, um corpo finito com q = p’ elementos. O inico valor
absoluto em K =T, € o valor absoluto trivial:

| = 0 se z=0
11 se z#0
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Demonstragao. Seja K =F, e seja também
g - Fg — Ry
um valor absoluto. Temos que , para todo a € [F, nao-nulo, temos que:
' =1=|a""| =1
=la|" ' =1=]a| =1
m
Seja K = Q e p € Z primo. Todo inteiro n € Z pode ser escrito como n = p*»™Mn’,
onde p nao divide n’ e tal representacdo é unica. Assim podemos definir:
Definicao 9. Seja um primo p € Z. A wvaloriza¢ao p—ddica em Z. € a fun¢ao
vy " — R,

definida da seguinte forma: para cada n € Z nao-nulo, seja v,(n) o unico inteiro positivo
que satisfaz

n = pVP(n)n/ ,

/ ~ . .
onde p en sao primos entre si.

Vamos extender v, para os racionais da sequinte forma: se v = a/b € Q, entdo,
vp(z) = vp(a) — (D).

Por coveniéncia, a partir deste momento, vamos definir que v,(0) = +oo. Vamos
também observar que a valorizacao p—édica de x € Q também é determinada pela féormula

onde p nao divide ab.

Temos as seguintes propriedades da valorizagao p—adica:

Lema 2.4. Para todo x,y € Q, temos que

1. vp(xy) = vp(z) + 14(y)
2. vp(x +y) = min{vy(x), v,(y)}-

Demonstragio. 1. Temos que z = p»@a/b, y = p»We/d e xy = p»@e/f, onde p
nao divide ab, cd e ef. Portanto,

2y = @ %pupw)g — @) 2C ety

bd 7

como a valorizacao é tnica, entao

vp(ry) = vp(x) + 1(y).
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2. Temos que

z+y = prty

SHRS

|

S
B
&
B

_|._

S
B
S

Seja v =min{v,(x), v,(y)}, logo:

— ot _ @ ) C
rT+y=p P b
— ¥ Vp(ﬂﬁ)_Vg Vp(y)—l’g
p’(p T d),

como vy(z) —v >0 e vy(y) —v > 0, entdo
vp(a +y) = min{vy(x), vp(y)} -
O
Definicao 10. Para todo x € Q, definimos o valor absoluto p—ddico de x como sendo
x|, = p~,
para x # 0. Para x =0, vamos definir |z|, = 0.

Proposigao 2.5. A funcao |-|p € um valor absoluto nao-arquimediano em Q.

Demonstracao. Vamos mostrar que a funcgao ||p satisfaz as propriedades 1,2 e 4 da
definicao 8. Logo, temos que:

L. |z|, =0 se, e somente se, p~@ =0 se , e somente se, v,(7) = +00 se, e somente
se, r = 0.

2. ‘xy’p — p—l’p(xy) — p—l’p(fﬂ)_l’p(y) = p‘”p(ﬂc)p—l’p(y) — |gj|p |y’p

3. Segue diretamente do lema 2.4 (2).

2.2 Algumas Propriedades Importantes de Q,

Aqui, vamos falar brevemente de algumas propriedades de @, e iremos estabelecer
uma visao da forma dos elementos desse corpo.

Antes, relembraremos a seguinte definigao:
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Definicao 11. Seja K um corpo e |-| um valor absoluto néao-arquimediano em K. O
subanel

O=B(0,1)={recK:|z| <1}

¢ chamado de anel de valorizagao de |-|. O ideal

p=DB(0,1)={rcK: |z <1}

¢ chamado de ideal de valorizagao de |-|. O quociente
O
K= —
p

¢ chamado de corpo residual de |-|.

Proposicao 2.6. Seja K = Q e seja Hp o valor absoluto p—ddico. Entao:

1. O anel de valorizagao associado é O = Zyy = {a/be Q: (p,b) =1}
2. 0 ideal de valorizag¢io € p = pZyy = {a/b € Q: (p,b) = 1,pla}

3. o corpo residual € k =),

Também vamos lembrar algumas propriedades ja conhecidas de Q,:
e existe um valor absoluto |-|p em Q,, e Q, ¢ completo com relacao a esse valor
absoluto;

e cxiste um inclusao Q — @, cuja imagem ¢ densa em Q,, e a restricao do valor
absoluto || & Q coincide com o valor absoluto p—édico.

e 0s conjuntos

{x€R+:a¢:|)\|p,/\EQ}

{xER+:x:])\|p,)\€Qp}

sdo ambos iguais ao conjunto {p" :n € Z} U{0}.

Observe que a terceira propriedade pode ser reformulada como o seguinte lema:

Lema 2.7. Para cada x € Q,, x # 0, existe um inteiro v,(x) tal que |z|, = p~ @) oy
seja, a valorizagao p—ddica v, se extende a Q.

Definicao 12. Vamos definir o anel de inteiros p—ddicos como o anel de valorizacao

z,={r€Q: o, <1}.
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Proposicao 2.8. O anel Z, é um anel local (anel que contém um unico ideal mazimal
cujo complemento consiste de elementos invertiveis) cujo ideal mazimal € o ideal principal

PZ, = {x €Qy:zl, < 1}. Além disso:

1. QﬂZp :Z(p)

2. A inclusao Z — Z, tem tmagem densa, ou seja, dado v € Z, e n > 1, existe
a€Z,0<a<p*—1, tais que |x — a|p < p". Além disso, tal inteiro o € 1inico.

3. Para todo x € Z,, existe uma sequéncia (o) convergindo a x da sequinte forma:

e para todo n, o, € Z satisfaz 0 < a,, < p™ — 1;

e para todo n, temos que o, = a1 (mod p"~ 1)

A sequéncia (a,) € unica.

Demonstragao. O fato de Z, ser um anel local decorre do fato de ser um anel de valoriza-
¢ao. Para mostrar que o ideal principal é pZ,, basta observar que, pelo lema 2.7:

1 x
2|, <1=|z|, < - = |-
p P

<1=zx€pZ,
p

1. Decorre diretamente da proposicao 2.6

2. Sejam = € Z, e n > 1. Como Q é denso em Q,, temos que existe um a/b € Q na
bola B(x,¢), de tal forma que:

a _
’x——‘ <p "<l
blp

Basta mostrar entao que existe um inteiro, mas para a/b da forma acima, temos que

d }Sl,
P

€x — —

b

a
’5‘ < maxq |z,

assim a/b € Z,), ou seja, (p, b) = 1. Com isso, existe b' € Z tal que bb = 1(modp™),
portanto, temos que

<p"

‘ a
p

E—Gb/

Finalmente, basta mostrar que podemos achar um inteiro entre 0 e p™ — 1, mas
isso decorre diretamente da relacao entre congruéncia modulo poténcias de p e a
valorizagao p—adica. Escolhendo o como o tinico inteiro tal que

0<a<p'—l,a=ab (mod p")

que fornece |x — | » S p7" logo temos o resultado.
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3. Decorre diretamente do item anterior (basta aplicar para a sequéncia de inteiros
n=12...)

[]

Agora temos uma visao bastante concreta dos elementos de Q, e que forma eles tem. Ja
temos uma visao extremamente informal de como sao esses elementos, entao, ja sabemos
ao menos como direcionar nossos estudos. Queremos escrever um numero racional como
uma série de poténcias em torno de um primo p € Z.

De fato, seja © € Z,, pela proposicao 2.8 temos que existe uma sequéncia (o) de
inteiros convergindo para x tal que:

®

Il
8

(mod p");

¢ G = oy (mod p);

e 0<a,<p"—1

Vamos agora entao tentar o que queriamos, vamos escrever tentar x na base p. Para
isso, vamos escrever «,, na base p, assim para reduzirmos esse ntiimero modulo p™ vamos
"“tirar"’ os n dltimos digitos de «,, na base p. Dessa forma, temos que a segunda condi¢ao
enunciada acima nos diz que os ultimos n digitos de o, e v, 11 sd@o os mesmos. O que nos

fornece a sequéncia:
ag = b()

ay =by+bip
ag = by + bip + bap®

:L‘:bg—i----—i-bnpn—l—---,

onde 0 < b; < p—1, para todo i = 0,1,.... Como cada uma das somas parciais dessa
soma infinita ¢ igual a «,, e a,, converge para x, entao essa soma converge para x, o que
nos fornece o seguinte lema;

Lema 2.9. Seja v € Z, e (o) uma sequéncia como a obtida acima. A série infinita
bo + bip+ bop® + -+ byp" + -
onde o, = by + byp+ -+ b,p", converge para x.

Corolario 2.10. Todo x € 7Z, pode ser escrito na forma
T="by+bip+bop’ +--+bp" + -+

com 0<b;<p—1, para todo i =0,1,.... Além disso, tal representac¢do € unica.
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Demonstracao. Nos resta provar a unicidade da representacao, mas como a sequéncia
(cv,) € tnica pela proposicao 2.8, entdo os b, também o serdo, assim a representacao ¢ de
fato tnica. m

Corolario 2.11. Todo x € Q, pode ser escrito na forma

T =bopgp " 4+ b+ bip +bop® -+ bp” -

= Z bmpmv

m>—ng

com 0 < by, <p—1e —ng=uv,(x). Tal representacao € unica.

Demonstragio. Para todo z € Q,, podemos escrever x da forma z = y/p* onde y € Z,,
com isso, basta dividirmos a série de y em torno de p por p* e obtemos o resultado. [

2.3 Lema de Hensel e os Representantes de Teichmuller

Aqui, vamos estudar uma das propriedades mais importantes dos nimeros p—adicos,
o Lema de Hensel, o qual terd a demonstracao apenas de sua primeira forma. Vamos,
entao, definir o conceito dos representantes de Teichmiiller a partir desse Lema de Hensel,
os quais serao de grande importancia em nossos estudos futuros.

Lema 2.12 (Lema de Hensel(Primeira Forma)). Seja F(x) = ¢y + c1o + - -+ + ¢,2™ um
polindmio cujos coeficientes sio inteiros p—ddicos. Seja F' () = c1 + 20w+ - +nc,a™
a derivada formal de F(x). Seja ag € Z,, tal que F(ag) =0 (mod p) e F'(ag) Z (mod p).
Entao existe um winico inteiro p—ddico a tal que

F(a)=0
a=ay (mod p).

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que existe uma sequéncia de inteiros racionais
ai,as, as, ... tais que, para todo n > 1, temos que :

e F(a,) =0 (mod p"*)
e a, =a, 1 (mod p")

e 0<a, <p't!

Vamos mostrar que tais a,, sao Gnicos e existem por indugao sobre n.
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Para n = 1, seja dy o tnico inteiro em {0,1,...,p — 1} congruente a ag modulo p.
Assim, se um certo a; satisfaz as duas ultimas condig¢oes entao a; = dy + byp, onde
0 < b; <p— 1. Vamos agora extender F'(dy + byp). Assim, temos que:

F(ay) = F(do + bip) = Z ¢i(do + bip)’

= (ad) +icidy 'bip+ G)

= ady+ (D icdy  bip(modp®) = F(do) + F' (do)bap,

pois G = 0 (mod p?). Como F(ap) =0 (mod p), podemos escrever F(dy) = ap (mod p?),
para a € {0,1,...,p — 1}. Assim para termos

F(a1) =0 (mod p?)
devemos ter
ap+ F (dog)bip =0 (mod p*) = a+ F'(dy)by =0 (mod p).

Mas tal equacdo sempre tem solucdo para by, pois, por hipotese, F' (ag) ndo é congruente
a zero modulo p.Mas pela proposigao 2.8 , podemos ecolher b; € {0,1,...,p — 1} tal que
by = —a/F'(dy) (mod p).Assim b; ¢ unicamente determinada.

Vamos supor agora que as tres condigoes sao validas para todo aq,as, ..., a,_1. Quer-
emos mostrar que essas tres condigoes sao validas para a, e cocluir a nossa inducao.
Precisamos de a,, = a,—1 + bp,p™ com b, € {0,1,...,p — 1}. Dessa forma teremos

F(ay) = F(ap_1 + byp") = F(an-1) + F (ay1)bap™  (mod p™*).

Como F'(a,—1) =0 (mod p") por hipotese de indugao, entdo podemos escrever F'(a,,_1)
o'p" (mod p™*!) e assim temos que:

o p" + F (ap_1)bpp” =0 (mod p"*') = a + F'(ap_1)by =0 (mod p).

Como a,_1; = ag (mod p), temos que F(a,—1) = F(ap) e F(ag) ndo é congruente a
zero modulo p. Com isso, podemos achar b,, da mesma forma que fizemos no caso n = 1,
ou seja, resolvendo —a' /F'(a,_1) (mod p). Com isso concluimos a inducéo.

Agora, seja a = dy+ byp + bap*+ -+ -. Como F(a) = F(a,) =0 (mod p™*?') para todo
n, que implica que o numero p—adico F'(a) é nulo. Por outro lado, temos que qualquer
a = dy + bip + byp® + - - - fornece uma sequéncia tinica que satisfaz as tres condicoes do
inicio da demonstragao, e a unicidade da sequéncia implica na unicidade desse a, assim
temos o resultado. O]

Corolario 2.13. Q, sempre contém as p solugoes ag, a1, ..., a,—1 da equacao 27 —x =0,
onde a; =1 (mod p).
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Demonstrag¢ao. Basta usar o Lema de Hensel para cada ag = 0,1,...,p — 1 com F(z) =
P —w. o

Definigao 13. As p solugdes definidas no coroldrio 2.13 serao chamadas como 0s Repre-
sentantes de Teichmiiller de {0,1,...,p—1}.

Com isso, denotando por T o conjunto dos representantes de Teichmiiller, podemos
concluir que esses representantes (excluindo o zero) satisfazem a seguinte relagao:

~ —1 se 7=0(mod(qg—1
th:{q j = 0(mod(q — 1))

0 se c.c.

Agora se incluirmos o zero nessa soma e convencionarmos 0° = 1, entdo, temos que:

‘ q se 7=0
Ztﬂ =< q—1 se j#0,j=0(mod(qg—1))
teT 0 se c.c.

Assim podemos tirar como consequéncia o caso de varias varidveis, o qual aqui sera
explicitado na forma do seguinte lema:

Lema 2.14. Suponha que eq,..., e, sejam inteiros nao negativos e que s desses sejam
nao-nulos e sejam t = (t1,...,t,) € T"™ e e= (ey...,ey), entdo
Sty = (g—1)°¢"* se (¢g—1)le
! mn 0 se c.c.
teTm

2.4 Funcao Peso e Propriedades

Agora, que temos uma definicao formal do corpo dos ntimeros p—adicos Q,, podemos
concluir que Q ¢é, de fato, estritamente incluso em Q,, portanto, podemos afirmar que
dado n € Z, n sempre pode ser escrito na sua forma p—adica, ou seja

l
n=ay+ap+ap® +---+ap = Zajpj,
5=0
onde a; € {0,1,...,p— 1} para todo j =0,...,1L
Assim definimos o peso de n € Z em rela¢ao a p como sendo

op(n) = Z aj.

!
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Seja um monoémio Xi'--- X, vamos definir o peso desse monomio em relagao a p
como

wy(XT' - X3") = opler) + -+ 4 op(en) = Z op(€i),
i=1

assim, podemos denotar o peso em relacao a p com respeito a variavel X; do monoémio
)(161 e in por
el e _
wp,x; (X7 X)) = oyp(es).

N
Seja, agora, um polindémio sobre [F, definido por FI(Xy,...,X,) = > a; X" - X,
=1

1=
a; # 0 para todo 7. O peso em relagao a p desse polindmio é definido por
_ €14 €ni
wy(F) = mzauxwp(X1 P X,
Agora, da mesma forma que fizemos para um monoémio, podemos denotar o peso em
relacao a p com respeito a uma variavel X; do polinémio F' por

_ e1; €ni
o, = max iy x (X5 Xem),

Proposicao 2.15. Seja ¢ = p/ uma poténcia inteira de p, onde p € primo. Assim, temos
que o,(q — 1) = f(p—1).

Demonstracao. Temos que:
g—1=p/=1=(p-Dp" "+ 7+ +p+1)
=(p-p" "+ -+ (- Lp+ (- 1)1

Portanto

O

Agora, vamos demonstrar algumas propriedades da funcao peso essenciais para nossos
estudos futuros.

Proposigcao 2.16. Sejam a,b inteiros nao negativos p um maltiplo positivo de ¢ — 1 e
q = pf, entdo:

1. op(ap®) = o,(a), para k >0

2. op(a) + 0p(b) = op(a+b)

3. 0,(a)a,(b) > o,(ab)
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4. op(p) = op(g—1)

Demonstra¢ao. Os 3 primeiros itens da proposi¢ao tém demonstracao bastante trivial,
logo sera apenas apresentada a demonstracao do quarto item, de fato, serd o item mais
importante em nossos estudos posteriores. Temos que, para provarmos o quarto item,
¢ suficiente mostrarmos que se a > 1, entdo existe um @ com a > a > 1 e op(alq —
1)) > o,(a’(g — 1)). Mas podemos escrever a(q — 1) = bg+c,onde 0 <c<g—1e
0,(bg + ¢) = 0,(b) + 0,(c), usando a primeira propriedade e o fato de que 0 < e <g—1.
Mas usando isso e a segunda propriedade, temos que

ap(alg = 1)) = 0p(b) + 9p(c) 2 ap(b +¢) = gp((a = b)(g = 1)),

coma>a—>b>1. O

2.5 Ramificacao e o Grau da Classe Residual

E facil observar que Q, ndo ¢ um corpo algebricamente fechado (basta ver, por exem-
plo, que v/2 ¢ Q5). Por isso, ¢ de nosso interesse estudar as extensoes algébricas de Q,.
Num primeiro momento, vamos verificar que a valorizagao p—adica se extende para uma
extensao K finita e normal de Q, de grau n.

Seja K uma extensao finita de @Q, e, como vimos anteriormente, K pode ser visto
como um espago vetorial sobre QQ,. Assim, vamos nos referir a uma norma em um espago
vetorial de forma anélogo a que fizemos com corpos, ou seja, um mapa ||| de K para os
numeros reais nao-negativos tal que:

L. ||z|lg =0« z=0;
2. |laz|lg = llall |z]lg , Vo € K, a € Q,, onde ||a]| denota a norma em Q,;

3. [lz + yllx < llzllx + llyllk-

Dessa forma, temos que qualquer norma em K como corpo cuja restri¢ao a QQ, é uma
norma em Q,, serd uma norma em K como espago vetorial. Como no caso de corpos,
temos que duas normas |||, e |||, em K como espago vetorial serdo equivalentes se, e
somente se, existem constantes positivas c; e cg, tais que, para todo x € K, temos que:
lelly < evllelly e llzlly < ezl

Teorema 2.17. Seja K uma extensao de Q, (ou seja, um espago vetorial sobre Q, ), entao
todas as normas em K como espaco vetorial sao equivalentes.

Demonstragao. Sejam {ky, ..., k,} uma base de K e |||, ~anorma do sup em K, ou seja,

sup

Halkl‘i""‘i‘ankn” = maX<||a1H)

SUP - 1<i<n
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Seja agora |||l uma outra norma qualquer em K.Portanto, para qualquer x = a1k; +- - -+
a,k,, temos que:
[zl < laall [[Bxllg + - -+ llanll [l

< n(max [|a;||) max [|k;[ ,

tomando ¢; = nmax ||k, temos a inequagdo ||[|x < c1 [|ll,,,-

Vamos considerar agora o conjunto
U={veK:all,,=1}.

Suponhamos agora, por contradi¢do, que nao exista nenhum e positivo tal que ||z, > €
para x € U. Assim, temos uma sequencia (z;) em U tal que |z;||z — 0. Como U é
compacto em relagao a norma do sup([17]), entao ha uma subsequencia () que converge
na norma do sup para algum x € U. Mas, para todo j :

“IHK < ||x - xi]’HK + ”xinK sa Hx - xij“sup + H%]-”K,
pela inequacao ja provada anteriormente. Mas os dois termos na tltima equacao tendem
a 0 quando j — o0, logo ||z|[x = 0, de forma que z = 0 ¢ U, o que é uma contradicao.
Portanto, temos que existe um e positivo, tal que ||z|; > € para z € U. Com essa
afirmacao, temos que na bola de raio 1 da norma do sup U, a norma |||y permanece
maior que um namero positivo €, donde ||||,,, < ¢ |||lg, em U, onde ¢; = 1/e. Assim,

sup
sejam x = arky + -+ - ayk, € Ke j tal que |la;]| = maz ||ai]| = [|z],,-Assim (z/a;) € U,
logo
a] K (&)
portanto
]| g = llasll < 2 [l -
Dessa forma, temos que, qualquer norma em K é equivalente & norma do sup. [

Corolario 2.18. Seja K uma extensao de Q,. Entdo hd no mdximo uma norma ||| de
K como um corpo que extende ||| de Q,.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, temos que duas normas ||||; e |||/, sdo equivalentes
em K.Logo |||, < c1lll;- Seja x € K, tal que ||z||, # ||z||,, sem perda de generalidade,

suponha ||z|; < |lz||,- Mas para um N suficientemente grande, temos que ¢ HxNHl <
Y]

Hx ,» que é uma contradigao. O]

Observe que o teorema e o corolério acima podem ser generalizados para extensao de
dois corpos quaisquer, mas como aqui vamos apenas nos interessar por extensoes de Q,,
restringimos o teorema e o corolario.

Seja o um automorfismo de K que fixa Q, e seja || um valor absoluto em K. Temos
que a fungdo x — |o(z)| também é um valor absoluto em K e que fornece o valor absoluto
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p—adico sobre QQ,, uma vez que o fixa Q,. Mas, como vimos acima, temos que esse valor
absoluto é tnico, logo |o(z)| = |z| para qualquer x € K. Como vimos anteriormente, a
norma ¢ a multiplicagdo dos automorfismos de K que fixam Q,(que sdo os conjugados),

portanto, temos que:
[[o()

onde n ¢ o grau da extensao K sobre QQ,. Portanto

|z = /N ()]

Dessa forma, podemos calcular o valor absoluto em K de forma mais fécil, pois ja con-
hecemos o valor absoluto p—adico e temos que a norma pertence a Q,.

= [a|" = [N(z)[,

Lema 2.19. Sejam L e K extensoes finitas de Q, da forma Q, C L. C K. suponha que
relL esegamm=[L:Q,] en=[K:Q,|. Entdo

n\I/|NIL/Qp(x)’ = V‘NK/Qp(l’)’.

Demonstragao. Temos que (|21]),

Nx/(z) = Nijg,(Nk/jg, (7)),
e Ngp = 2. Lembrando que [K:Q,] = [K:L][L:Q,)(Teorema de Lagrange) o
resultado se segue. [
Dessa forma provamos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.20. Se existe um valor absoluto em K que extende o valor absoluto p— ddico,
entao tal valor € dado por:

2] = {/|Nicsg, (2)

p7

onde n € o grau da extensao.

Agora é de nosso interesse saber se a formula dada pela norma de z nos fornece um
valor absoluto, de fato temos que:

Teorema 2.21. (/7])

Seja K/Q, uma extensao finita de grau n. A funcao || : K — Ry dada por
2| = {/| Nk, (2)],
¢ um valor absoluto nao-arquimediano em K que extende o valor absoluto p—ddico em Q,.

Agora que sabemos que K tem um valor absoluto que extende o valor absoluto p—adico,
podemos finalmente expor a seguinte definicao:
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Definicao 14. Seja K uma extensdio finita de Q,, e seja || o valor absoluto p—ddico em
K. Para qualquer x € K, x # 0, vamos definir a valorizagao p—ddica v,(x) como sendo o
unico numero racional satisfazendo

’1:‘ — piup(x).

Completamos a defini¢ao de maneira formal estabelecendo v,(0) = +o0.

Assim, vamos computar essa valorizacao definida acima, computando normas, pois:

() = 1y (g, (7).

Proposicao 2.22. A valorizag¢ao p—ddica v, é um homomorfismo do grupo multiplicativo
K para o grupo aditivo Q. A imagem desse homomorfismo é da forma %Z, onde e € um

dwisor de n = [K: Q,].

Demonstracao. Ja sabemos que tal valorizagdo é um homomorfismo usando a férmula

acima(pois de fato é uma valorizagdo!) e também sabemos que a imagem esta contida

em 17, também pela expressido acima. Seja agora d/e(com (d,e) = 1) na imagem, de tal
n

forma que o denominador e é o maior possivel. Como d e e sao co-primos, entao existem

r e s tais que rd = 1 + se, entao

d 14se 1
re— = =—-——+s
e e e

estd na imagem, uma vez que s € Z esta na imagem, dai 1/e também estd na imagem.
Pela escolha de e como o maior possivel, entao a imagem é de fato %Z. O

Agora podemos definir o seguinte:

Definicao 15. Seja K/Q, uma extensao finita, e seja e = e(K/Q,) o unico inteiro positivo
como definido na demonstracao da proposicdao anterior. Vamos chamar tal inteiro e de
indice de ramifica¢io de K sobre Q,. Vamos dizer que a extensao K/Q, € nao-ramificada
se e = 1. Vamos chamad-la de ramificada se e > 1 e totalmente ramificada se e = n, onde
n € o grau da extensao. Finalmente, vamos escrever f = f(K/Q,) = n/e e vamos chamar
tal f = f(K/Q,) como grau da classe residual.

Definicao 16. Seja K/Q, uma extensdo finita e seja e seu indice de ramificagio. Vamos
definir um elemento ™ € K como um uniformizador se v,(mw) = 1/e.

O seguinte lema serd importante para a demonstracao do proximo teorema:

Lema 2.23. ([11/)Uma sequéncia (a,) em Q, € uma sequéncia de Cauchy se, e somente
se, satisfaz

lim |ap41 — an| =0.
n——-~o0
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Sejam agora Ok e px o anel de valorizagao de K e seu ideal maximal, respectivamente,
e seja

K= OK/]J]K

o anel residual. Dessa forma temos que:

Proposigao 2.24. Seja m € K um uniformizador, entao:

1. m € K € o gerador do ideal px C Ok, que € principal.

2. Qualquer elemento x € K pode ser escrito na forma v = un®*®, onde u € Ok ¢é
uma unidade e tem valorizacdao em relacao a p nula.

3. O corpo residual k € uma extensao finita de IF, com grau menor ou igual ao grau da
extensao K/Q,.Mais especificamente, sendo f o grau da classe residual, temos que
[k :Fp] = f, ou seja, o corpo residual k € isomorfo ao corpo finito com p! elementos.

Demonstracao. Para provar a primeira propriedade, basta observar que:
x € pg = vp(x) > 0= vp(z) > 1/e,

pois pela proposicao 2.22, temos que a imagem da valorizacao p—éadica é da forma %Z.
Assim, temos que
-1 -1
repg=>v(rx)>0=>1 xe O

=z € 10k.

Assim, temos que 7 gera pi.

A prova do segundo item é andloga. Vamos observar que, também pela proposicao
2.22, temos que a imagem da valorizacao p—adica de z € K, é da forma v,(z) = és, onde
s € Z. Assim, temos que:

= sup(m) = vp(m
= vp(u) +1p(7°) = ’/p(uweyp(x))a
onde u é tal que v,(u) = 0. Para a prova do terceiro item, vamos recordar que os elementos
de k = Og/pk s@o classes laterais a + pg. Vamos observar que, se a e b estdo em Z,,
entao as classes laterais a + px e b + px sdo a mesma classe lateral se, e somente se,
a—b e pg NZ, = pZ,. Dessa forma temos a inclusao
Ly, Ok
— é —
pr P

a(pr) — apK

para a € Z,. Como Z,/pZ, ¢ isomorfo ao corpo finito com p elementos, entdo x ¢ uma
extensao de IF,. Agora resta-nos mostrar que tal extensao ¢ finita e tem grau menor que

n=[K:Q,.
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De fato, seja, parai=1,2,...,n+ 1, um mapa
OK — K
a; —>CL_Z

Como o grau de K sobre @, como espago vetorial ¢ igual a n, entao ai, aq, ..., ay4+1 devem
ser linearmente dependentes sobre @, ou seja:

CL1b1 + -+ an+1bn+1 = 0; bz € @p-

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que todos b; € Z,, mas que pelo menos um
deles nao esta em pZ,. Com isso temos que:

@iby + - + Ty1bny1 = 0.

Mas como pelo menos um dos b; nao esta em pZ,, entao ha um b; diferente de zero, assim
temos que @y, ..., G,;1 sao linearmente dependentes sobre IF),.

Sejam agora os elementos

al,ag,...,af,
Tay, Tag, ..., Tay,
2 2 2
Ty, T A, ..., T Ay,
e—1 e—1 e—1
™ ay, T ag, ..., ar,

onde e e f sao, respectivamente, o indice de ramificacao e o grau da classe residual. Vamos
agora provar que isso ¢ uma base de K sobre Q,. Seja, entao = € Ok, de forma anéloga
ao que fizemos acima, temos que, T pode ser escrito como uma combinacao dos @;, assim

T = T 101 + To 202 + - -+ + To pay + 7y,
onde xg; € Zy e l; € Ok.
Agora, aplicando o mesmo processo a 7, obtemos:
T = To1a1 + Tooaz + - -+ + xo par+

+$1717TCL1 + T1,2TaA2 + -+ l’ljfﬂ'af‘i‘
+l27’(’2,
onde lQ S OK

Repetindo o mesmo processo e vezes e lembrando que 7€ e p tem a mesma valorizagao,
temos que
T = To101 + To202 + -+ + Tosapt

+ZE1’17TCL1 + X1,2TA + -+ JILfﬂ'CLf‘i‘

31



-1 -1 -1
FLeo11 T a1 + Tem1 2T Ag + - Ty p T Ayt
!

+pr,
onde z;; € Z, e ' € Ok.

Vamos aplicar o mesmo processo para z , mas reduzindo modulo p em vez de 7.
Isolando cada um dos novos coeficientes e tomando o limite, podemos usar o lema 2.23.
Dessa forma, teremos x escrito como combinacgao linear da base dos elementos de nossa
base. Para mostrar a independéncia, basta aplicar um processo andlogo ao usado acima
ainda nessa mesma demonstragao do terceiro item desse teorema.

[]

Agora, vamos fornecer a primeira forma do Lema de Hensel para o anel de inteiros

Ok.

Lema 2.25. Seja K/Q, uma extensdo finita de grau n e seja m um uniformizador. Seja
F(X)=ap+ a1 X +ayX?+ -+ a, X" € Og [X]. Suponha que exista um o, € Ok tal
que

F(a1) =0 (mod 7)

F'(aq)#0 (mod 7).

Assim, existe a € Ok tal que

Demonstragao. Aqui, vamos observar que como visto na definicao 12, temos que Z, ¢ o
anel de valorizacao de Q,. Mas também temos que Ok ¢ o anel de valorizacao de K.
Vamos observar também que, pela proposicao 2.8, temos que o ideal principal de Z, ¢
o ideal gerado pelo seu elemento primo p, pZ,, assim como o ideal principal de Ok ¢ o
ideal gerado pelo seu elemento primo( o uniformizador) 7, px. Assim, podemos fazer essa
demonstracao de forma idéntica & demostragao da primeira forma do Lema de Hensel
dada anteriormente, mas agora fezendo redugoes modulo 7, ao inves de p. [

Agora, de forma andloga ao que fizemos para concluir o corolario 2.13, temos que
podemos inferir o seguinte corolério:

Corolario 2.26. Sejam K/Q, uma extensao finita de graun e f o grau da classe residual.
Entao o grupo multiplicativo O contém o grupo ciclico das (p’ — 1)—ésimas raizes da
unidade.

Assim, temos que K contém todas as (p/ — 1)—ésimas raizes da unidade, ou seja, K
contém as solucoes de 2?" — 2 = 0. Mais uma vez de forma anédloga ao que fizemos antes,
podemos agora definir quais sao os representantes de Teichmiiller em K, pois para a no
corpo residual de K, temos um o’ € K tal que (¢')?’ =d’ e d' = a (mod 7). Assim:
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Defini¢ao 17. Sejam o' € K tal que (a')?’ =a' ed =a (mod 7) e f o grau da classe
residual, onde a € K, o corpo residual de K. Vamos definir tal a' como o representante
de Teichmiiller de a. E vamos denotar por

T = {a/ eK:(d) = a/}
o conjunto dos representantes de Teichmiiller.

Com isso, denotando por T o conjunto dos representantes de Teichmiiller de F,, pode-
mos concluir que esses representantes (excluindo o zero) satisfazem a seguinte relagao:

0 se c.c.

~ —1 se 7=0(mod(q—1
Zt]:{q j = 0(mod(q — 1))

teT*

Agora se incluirmos o zero nessa soma e convencionarmos 0° = 1, entdo, temos que:

. q se =0
D=2 g—1 se j#0,j=0(mod(qg—1))
teT 0 se c.c.

Assim podemos tirar como consequéncia o caso de vérias variaveis, o qual aqui seréd
explicitado na forma do seguinte lema:

Lema 2.27. Suponha que eq,..., e, sejam inteiros nao negativos e que s desses sejam
nao-nulos e sejam t= (t1,...,t,) € T" ee=(e1...,en), entdo
Z t€1 .. tem — (q - ]')Sqm_s Se (q - ].)le
! m 0 se  c.c.
teTm

Teorema 2.28. Para cada f, existe uma unica extensao nao-ramificada de grau f, a qual
pode ser obtida pela adjuncao de uma (p/ — 1)—ésima raiz primitiva da unidade.

Demonstracao. Existéncia: Temos que IF;f =< @ > & ciclico, logo F,(@) ¢ uma extensao
de I, de grau f, ou seja, tem um polinémio minimal de @ sobre [F,. Seja
g(X)=X"+a;  XT 4+ a.

Para cada j = 0,1,...,f — 1, f, seja a; € Z, que se reduz a a@; moédulo p. Assim,
temos o seguinte polinémio

90X) = X7 4 ay X 4t ap,

que ¢é irredutivel em @, (caso contrario, g(X) ndo seria irredutivel, pois poderiamos
fatorizar g(X) como o produto de polinémios em Z, que daria uma fatorizagao de g(X)
quando reduzissimos g(X) modulo p). Seja, entdo « € @p uma raiz de g(X), assim, temos
que Q,(cr) é uma extensdo de grau f de Q. Mas a classe lateral o + pg, () ¢ uma raiz
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do polinoémio irredutivel g(X), ou seja, kg, () ¢ uma extensao de I, de grau f. Portanto,
Q,(a) ¢ uma extensao nao-ramificada de Q,, e a existéncia esta provada.

Unicidade: Seja K uma extensao nao-ramificada de Q,, assim [K: Q,] = f, onde f é
o grau da classe residual. Sabemos que x = Ok /px = F,r, e seja @ € F,r o gerador do
grupo multiplicativo F;f tal que oy € Ok é um elemento que se reduz a @ modulo 7, onde
7 é um uniformizador (e, portanto, gerador de p).

Pela versao dada acima do Lema de Hensel, temos que existe a € Ok, a = ap(modr)
tal que o?’ ~1—1 = 0. Mas, sejam @, @2, ..., a” ~! as redugdes moédulo px de o, a2, . .., o’ 1,
respectivamente. Como @, @2, ...,a ~! sao distintos, entdo a,a?,...,a? =1 também o
sao. Portanto a ¢ uma (p/ — 1)—ésima raiz da unidade, assim [Q,(a) : Q,] > f.

Mas, pelo corolario 2.26, K contém «, assim Q,(a) C K. Logo, f = [K:Q,] >
Qp(a) : Q] > f, ou seja, K= Q,(«). A unicidade se segue.

]
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Capitulo 3

Somas Exponenciais e Aplicacoes

3.1 Soma Exponencial

Como ja mencionamos anteriormente, as Somas Exponenciais sao uma ferramenta
extremamente 1til na hora de calcularmos o ntimero de solugoes de um dado polindémio
sobre F, , onde ¢ = p/ e f ¢ inteiro. Mas antes de darmos uma defini¢ao formal de Soma
Exponencial, devemos definir o que vem a ser um carater aditivo.

Definicao 18. Seja F, o corpo finito com q elementos. Diremos que W € um cardter
2i7rTr(:1:))

aditivo sobre Fy se W € um homomorfismo de Fy para C , tal que ¥(z) = exp(=;

Vo € F,. Assim, temos que ¥(x +y) = ¥(2)V(y) Yo,y € F,.

Definicao 19. Seja, agora, um polinomio F(xy,xa, ..., xm) em F [ X1, Xo, ..., X;,]. Temos
que a Soma Ezxponencial de V associada a F (X1, X, ..., X,,) serd definida aqui por:

SF)= > U(F(1,32,....7m)),
T1,T2,...,2m EFq
onde ¥ € um carater aditivo nao-trivial sobre F, .
Observagao:A partir deste ponto, quando nos referirmos a divisibilidade de uma

soma exponencial estaremos nos referindo & valorizagao p—adica (ou m—adica, conforme
mengao) de tal soma exponencial.

Observe que, como ¥ é um carater aditivo, se F(x1,xa, ..., Ty) = G(21, Tay ..y Tp) +
onde G(0,0,...,0) = 0, entao

= Y U(G(r1, 7 wn) +B) =T(B) D U(G(21, 72, ),

T1,22,...,TmEFq T1,22,...,2m EFq
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portanto o termo constante nao afetara a divisibilidade da soma exponencial, com isso,
de agora em diante, consideraremos que F'(z1,xa, ..., 2,,) contém todas as variaveis e nao
possui termo constante.

Assim, temos entao K como sendo a extensao tnica e nao-ramificada de @QQ, de grau
f. Sejam q = p/, Ok e px, respectivamente, o anel de valorizacdo e seu ideal maximal.
K pode ser obtido pela adjungao de uma (¢ — 1)-ésima raiz primitiva da unidade em Q,.
Denotemos T como o conjunto dos representantes de Teichmiiller de F, em K. Seja £ uma

p-ésima raiz primitiva da unidade e seja K(§) a extensao de grau p — 1 sobre K.
Temos que o polinémio
r+1)P -1
O
x

¢ um polinémio minimal para { — 1. Assim, teremos que Ng(¢)/q,(§ — 1) = p, portanto
|€ — 1| = p~ /@D Com isso,

(€ —1)= b1

Assim, temos que 7 = {—1 é um uniformizador. Sejam também Ok o anel de inteiros
de K(£) e pg(e) o ideal maximal correspondente gerado por 7. Temos que [K(&) : Q,] =

(p—1fe

F o~ 9% o Ok
q — _ = .
PK PK(e)

3.2 Limitacao da Divisibilidade de uma Soma Expo-
nencial

No préximo momento vamos direcionar nossos estudos em busca de uma limitagao da
divisibilidade em 7 da soma exponencial de um polinémio. Antes disso, vamos achar um
modo de calcular a valorizacao com respeito a 7, para isso precisaremos do Teorema de
Stickelberger e do seguinte lema:

Lema 3.1. (/2]) Eziste um polinémio unico

—_

q—

C(X)=)Y ()X eK(€)I[X]

N
I
o

de grau q — 1 tal que:
C(t) =™ vt € T

Onde Trx(t) € o trago de K sobre Q,. Além disso, os coeficientes de C(X) satisfazem:



(q—1)c(j) =9(j),V0<j<qg—1

onde g(j) € a soma de Gauss:

g(5) =y e,

teT
Também precisaremos do Teorema de Stickelberger:
Teorema 3.2 (Stickelberger). (/22, 20]) Para 0 < j < q—1:

@ep(d) _
% =—1 (mod ),

n—1 n—1
onde p,(j) = Hojm! ej= Zojmpm.

Agora podemos usar o Teorema de Stickelberger para calcularmos a valoriza¢ao dos
coeficientes de C'(X), portanto podemos tirar do Lema 3.1 ¢ do Teorema 3.2 anteriores a
seguinte consequéncia:

Lema 3.3. Para o € K(§), seja vr(a) a valoriza¢iao com respeito a w. Entao

vr(c(4)) = 0p(5)-

Demonstragao. Se j = 0, entdo c(j) = 1, portanto v,(c(0)) = vx(1) = 0 = 0,(0), e o
lema esté provado. Agora para 0 < j < ¢—1 temos que, (¢—1)c(j) = g(j). Pelo Teorema
de Stickelberger, temos que:

o — 9Wo0)
71'010(])

= kO = g(j)py(j) + 770
= Lo+ _ pon(i) — 9(3)pp(4)
N 7Tcrp(j)(]m = 1) =g()rp(4),

entao temos que:

]

Agora ja podemos achar uma limitacao para a divisibilidade em 7 da soma exponencial
de um polinomio usando o seguinte teorema:

Teorema 3.4. Seja F, o corpo finito com q = p’ elementos e seja o polinomio sobre F,
com N termos e m varidveis dado por:

N
P(Xy,... . Xp) =) @GX{" - X @ € F;.

j=1
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Para um vetor U, seja supp(v) o nimero de entradas nao-nulas em . Se S(F') é a soma
exponencial:

SF(Xy, -+, X)) = > U(F(z1,....2m)),
(ml,...,mm)GF{l”
entao:
v(S(F)) = L,
onde
N
L= min, ..y (D op(ly) + f(p = 1)(m = supp(liéi + -+~ + Inei)) },
j=1
onde o minimo € tomado sobre todos (Iy,...,Iy) € {0,1,...,q— 1} tais que ¢ — 1 divide

liée1+ -+ lyeny. Ou seja:

N
L= minzl,...,lN{Z op(lj)}
j=1

e (ly,...,ly) € uma solugao para o sistema de equagoes modulares:

enly + el + - - -+ ernly = 0(mod(q — 1))

emili + -+ emnly = 0(mod(q — 1)),
onde Zjvzl eijl; #0, parai=0,...,m.

Demonstragao. Vamos denotar por a; € T, o representante de Teichmiiller do coeficiente
a; € F,. Com isso, temos que a soma exponencial S(F) é elevada para:

S(F) = Z U(F(21,...,2m))

- Y v X)

(rl,‘..,mm)GIF'g” j=1

N

- Y IIvExe e xg

(@1, yzm)EFP j=1

€14 € y
N 2inTr@z X, 7 - X)

NN G

(@1, yzm ) EFP j=1
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N N
_ Z H( e%)Tr(lTijU“.X;mj ) — Z H fTr(Tijl'7~--X;mj )
erp j=1

(xla"'zxm) (m177xm)€]FzT1n -]:1

N N
_ Z HéTT(aj(gj;j) _ Z Hc(ajij

teTm j=1 teTm j=1

pelo Lema 3.1 . Substituindo os coeficientes de C'(X), temos que:

) = XTI ettt
= - ce - [H C(l])] [H ajlj] (t‘}l1€1+--~+lNé‘N
= Y - [H c(lj)] Z (F)hért-+inen [H ajzj] '

teTm

Vamos chamar o termo [vazl c(lj)] [Zfe’ﬂ‘m (5[1€1+-..+lN€Nj| [Hj\’:l aj“] de T. Agora us-
ando o Lema 2.27 temos que nos podemos restringir o somatério em T para os (Iy,...,1y)
tais que ¢ — 1 divide o vetor ), €}, uma vez que Z{(f)llgl+"'+lN€N ¢ nulo caso contrario.
Dessa forma, seja:

N
s = supp(lef?j),
j=1
o numero de entradas que sao multiplos positivos de ¢ — 1. Temos que 0 < s < m e
Z (.E>l1€1+-~~+lN€N — (q - 1)Sqm—57
teTm
também pelo lema 2.27. Também temos que a valorizagao com respeito a 7 é:
ve(Y (O NY) = (g = 1)°¢" ) = fp = 1)(m — ).
teT
Por outro lado, pelo Lema 3.3, temos que a valorizacao de c¢(l;) é o,(l;), portanto:
N N

ve([ [ et) =D valelly)) = Z%(lj)

Jj=1 Jj=1

N . L
a; em T tém valorizacao:

Com isso, temos que os coeficientes de || =1

N

ve([ L ett) TT @5 4%) = 37 00(15) + £l = Dm = 5)

7=1 teTm
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O wvalor de L definido no enunciado do teorema é a divisibilidade minima em 7 dos
. L In 4 - . N ;-
coeficientes de aj' - - - ay tais que ¢ — 1 divide };_, [;€].

Como a; # 0, ent@o v,(a;) = 0. Logo, temos que:

ve(S(F)) = mini,,. yval(e(l) -~ ely) Y _((1OHHNN) = L,

teT

3.3 Resultados de Carlitz e o Problema de Waring

Seja a seguinte equagao X+ X¢+ ...+ X9 = 3, onde # € N. Como ja mencionamos
anteriormente, o Problema de Waring consiste em achar o nimero minimo de varidveis
para que tal equacao tenha solucao para todo [, esse niimero minimo de variaveis sera
chamado de Numero de Waring associado a d. Em nossos estudos, vamos considerar
uma generalizagao para o Problema de Waring em corpos finitos, de fato, seja F/(X) um
polinémio sobre F,, queremos achar o nimero minimo de varidveis tal que:

F(Xi)+--+F(X,) =0

tenha solucao em F, para todo § € F,. De forma analoga, podemos considerar o prob-
lemna da seguinte forma: Dados polinémios Fy(X1), ..., F,(X,) sobre F,, queremos achar
condicoes tais que todo 3 € F, pode ser escrito na forma:

onde z1,...,z, € F,. Vamos denotar o nimero que queremos achar por v(F, q).

O caminho para estudarmos tal generalizagao do Problema de Waring, sera construido
por meio de uma outra generalizagao. Na verdade, iremos, num primeiro momento,
generalizar trés resultados de Carlitz de 1956(|3]) sobre o niimero de solugoes de sistemas
de polinémios sobre corpos finitos. Eis o primeiro resultado:

Teorema 3.5. Se F/(X,...,X,) € um polinémio homogéneo de graun enquanto G(X1, ...
€ um polindomio de grau menor que n, e

Z Fr Yy, z,) #0,

T1,...,2n€Fg
entdo a equacdo F(X,...,X,) = G(Xy,...,X,) tem solugdo sobre F, .

O resultado do Teorema é bastante forte, mas uma das hipoteses nao é tao simples de

ser verificada, de fato nem sempre seré facil verificar que Y. p, F7' # 0. Temos dois
q

resultados que nao precisam de tal hipotese.
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Teorema 3.6. Seja d um divisor dep —1 e a; € F; parai=1,...,d. Se G(Xy,...,Xy)
¢ um polinémio sobre F, tal que grau(G) < d, entio a equag¢io a; X{ + -+ + a, X2 +
G(Xi,...,X,) =0 tem solugao em FF,,.

Corolario 3.7. Seja d um divisor de p — 1 e F1(Xy), ..., Fa(Xq) polinémios sobre F, de
grau d. Entao a equagao Fy(X1) 4 - -+ F4(Xq) = 0 tem solugiao em F,.

De fato, no corolario acima ja podemos inserir um 8 € F, no lugar do 0 e o corolario
continua valido, o que ja nos direciona para o caminho da generalizacao que queremos.
Na verdade, vamos melhorar a condicao do grau dos polinémios e vamos substituir essa
hipotese pelo peso desses mesmos polindémios.

3.4 Divisibilidade Exata de uma Soma Exponencial e
Solucao de Equacoes

Nessa segao iremos provar teoremas que resultam em uma divisibilidade exata de
uma soma exponencial, dessa forma vamos generalizar o corolario de Carlitz e , como
consequéncia teremos a generealizacao do problema de Waring que queremos. Na verdade,
vamos utilizar um lema que relaciona o niimero de zeros de um sistema de polinémios

Pi(Xy,..., X)), ., P(X1,..., X,,) e a soma exponencial U(F(zq1,...,2y,))-

7---7$nqu

Lema 3.8. ([1]) Sejam q = p/, P/(X1,...,X,),..., P(X1,...,X,) polinémios sobre T,
e seja N o nimero de zeros comuns de Py(Xy,...,X,),..., P(X1,...,X,). Entao,

N=p* Z Uy Py, .. @) + -+ P, .o 20)).

L1y Ylyeeey thFq

Agora, podemos computar a exata divisibilidade de certas somas exponenciais e o
nimero de solugoes das equacgoes relacionadas, dessa forma, podemos garantir que tais
equagoes sao soluveis e entao podemos obter a generalizacao do Problema de Waring.

Teorema 3.9. Seja d; um diwisor de p —1 e a; € F, para i = 1,...,t. Considere os
monoémios
(Xl e Xivzl)dl7 (Xin1+1 e Xing)dQ’ ttty (Xint_lel e X7» )dt
todos com o mesmo grau d > 1, suporte disjunto e 1 <i; <n=mn;. Se G(Xy,...,X,) €
um polindmio sobre F, com w,(G) < d, e
F(X1,.. Xn) = a1( X, - Xi, )"+ aa( Xy oy Xay )2 4

+at(Xi”z—1+1 te Xin)dt + G(Xl, R 7Xn)7

entao
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que os mondémios do enunci-
ado do teorema podem ser escritos da forma:

(Xl . _an)dl (an+1 . 'an)d2 .. (Xnt_1+1 . Xn)dt’

e também podemos supor que F(0,...,0) = 0, pois, como vimos na primeira segao
deste capitulo, termo constante nao afetard a divisibilidade da soma exponencial de
F(Xy,...,X,). Seja G(X1,..., X,) =N b X ... Xenr,

No teorema que nos forneceu uma limitagao para a soma exponencial de F'(X1, ..., X,)
da segunda segao deste capitulo, nés associamos um sistema de equagoes modulo (¢ — 1)
ao polinomio F(Xy,...,X,). Aqui também faremos isso, entao temos o seguinte sistema
associado a F'(Xy,...,X,):

1)

dlhl + €1,151 + €1,252 + -+ €1,NSN = O(mod(q — 1))

dihy + en 181+ -+ + ey, vSn = 0(mod(qg — 1))

d2h2 + €ni1+1,151 + -+ €ni+1,NSN = O(mOd(q - 1))

dohy + €ny151 + -+ + €ny vSn = 0(mod(q — 1))

dihy + €n, 41151+ -+ en,_ 11,858 = 0(mod(q — 1))

dihy + en151 + - + e, nvsny = 0(mod(qg — 1))

Seja (hi,...,h, 81,...,8y) uma solu¢do qualquer e nao-trivial para o sistema. Como
fizemos no teorema da limitacao da divisibilidade da soma exponencial, onde associamos
um termo T a solucao do sistema, faremos exatamente o mesmo aqui. E da mesma forma,
vamos calcular a valorizacao deste termo. Para isso, sejam a;» e b;, respectivamente, os
representantes de Teichmiiller de a;, b, € F, e T o grupo dos representantes de Teichmiiller
e vamos lembrar que ¢ é uma raiz primitiva da unidade e que C(X) é determinado pelo
lema 3.1. Temos, num primeiro momento, que:

F(X17"-7Xn>:al(Xil"'Xinl )d2_|_...

)dl + CLQ(XZ'

ni+1 T Ning

+ay(X; X )" QX X,

ng—1+1
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portanto, temos que:

S(F) = Z U(F(x1,...,2))

Z1,...,2n€Fg

= Z U(ay(z;, - ~xin1)d1 +as(wi, ,, .x%)dz 4.

ZT1,...,2n€Fg

+ai(Ti,, 2 )%+ G2, )
t

H \Ij(a’J (zinj_1+l U xinj )d])

j=1

x|

- ¥

T1,...,xn€Fg

(U (G(z1,...,20))]

. d;
QZﬂTT(aj(zin 1+1"'I'an) 7)

t .
J— J
1] p

[W(G(x1,...,20))]

z1,..,2n,€F, Lj=1
-, 1N -
_ H gTr(a;th') ETv(brt‘fT)
teT™ [j=1 4 Lr=1 ]
-, 1N -
= [[c@t)| [T c®.e)
teT? [Lj=1 1 Lr=1 |

[H c<hj>] [Hm;-)hj] t}

j=1

([t o] =)

1
[ﬁ c(hj)] [Z td”lh1+...+d1ht+e~181+,,,+67sz] [

J

)

Assim temos o nosso termo T, e da mesma forma que fizemos no teorema 3.4, vamos
calcular a valorizacao deste termo. Assim temos que:

ve(T) = Z op(hi) + Z op(si) + f(p —1)s,

onde s é o nimero de equagbes do nosso sistema iguais a zero. Seja ng = 0 e, para
1 = 1,...,t, seja r; o nimero de equagoes iguais a zero em cada ¢ bloco de n; — n;_
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equagoes em nosso sistema. Uma vez que d; é divisor de p — 1, temos que d; < p—1,
logo o,(d;) = d;.

Agora, vamos aplicar a fungao peso em relacdo a p no primeiro bloco de equagoes
do nosso sistema, usando a propriedades da fungao peso, teremos n; — r; inequagoes
nao-nulas. Somando-as e dividindo por din;, temos:

aplern) + -+ op(en, )
d1n1

oplern) + -+ op(en 1)
d1n1

Up(hl) + Up<51) Tt Up(SN)

f(p—l)(nl—ﬁ).

>
nid;

Repetindo o mesmo processo para um bloco ¢ arbitrario do sistema, obtemos:

UP<€ni_1+1,1) +oeeet O-P(e’ni,l) Up(eni_1+1,N> +oeet O-P(eni,N)

Up(h’i) + dl (nz — nifl) Jp(sl) + dz(nz — ni—l) OP<SN)
> f(p— 1)(7% — N1 _Ti)7V1 <i<t.
(ni - nz’—1>di

Lembrando que d;(n; — n;_1) = d, somamos as inequagoes dos ¢ blocos e obtemos:

Up(SN)

t
Zap(hi) n O'(el,l) + - d + Up(en,l)o_p(sl) R Up<€1,N) N 0p<6n,N)
=1

Como o,(e1 ) + -+ + op(enk) € 0 peso em relacdo a p do k-ésimo monémio de G e
wy(G) < d, entao temos que (o,(e1x) + -+ + 0p(ens))/d < 1. Com isso, temos que:

S o) + Y o) 2 ey (he) + BT )

t

U(€1N)+"'+0'p(€n]v) N —Nj—1—71;
o ~op(sn) = fp—1))  ———,
p( N) f(p ) - (nz _ nifl)di

i=




Agora, temos que se s; # 0 para algum 7, a desigualdade ¢ estrita e como r; [(n;
0, qualquer solugao com v, (T) = f(p—1) Zle 1/d; ¢ minima e tem s; =0,Vi=1,..., N.
Seja a seguinte solucao para o sistema:

(/\1(‘] —1) Ai(g—1)
—d1 ,...,—dt

onde 0 < \; <d,Vi=1,...,t. Entao temos que:

,0,...,0),

t

LIRS SLABED SEAG s

=1

f t
k=

I S A I ID B

1 i=1

t

va(T) = f(p—1) [Zfl—+

=1

Y

onde s é o niimero de equacoes no sistema iguais a zero para esta solucao.

Se \; = 1Vi=1,...,t, entdo nenhuma das equagoes do sistema ¢é nula e v, (T) =
flp—1)3_, 1/d;. Além disso, ((g—1)/dy, ..., (g—1)/d;,0,...,0) é uma solugao minima.
Qualquer solugdo minima deve ser da forma (A(q — 1)/dy, ..., (¢ — 1)/d;,0,...,0) e
Z;l(ri [(nl — ni_l)di — 1])/(”1 — ni_l)di = (0. Como T [(’I’Lz — ni_l)di — ]_] Z 0, a soma €
nula se, e somente se, n; —n;_1 =d; =lour;, =0Vi=1,...,t. Ser; # 0 para algum
17, entao n; — n;_1 = d; = 1, portanto F' tem grau 1, mas isso é uma contradicao. Se
ri=0Vi=1,...,t, entdo \; > 1 Vi, v(T) = f(p—1) 2221 Ai/d;, e isto é uma solugao

minima se, e somente se, A; = 1 Vi. Com isso, ((¢ — 1)/dy,...,(¢ —1)/d;,0,...,0) é a

tinica solugdo minima e v, (F) = f(p —1)3_, 1/d;. O
Temos dois corolarios imediatos desse teorema.

Corolario 3.10. Seja d um divisor de p —1, nd > 1 ea € F;. Se G(Xy,...,X,) € um

polinomio sobre Fy com w,(G) < dn, e
F(Xy,..., X)) =aX! - X3+ G(Xy, ..., X,),
entao v.(S(F)) = f(p—1)/d.

Corolario 3.11. Seja d # 1 um divisor dep—1 ea € F;. Se F(X) = aX 4+ X" +-- -+
b, X% € um polinémio sobre F,, onde 0,(d;) < d para todo i, entio v,(S(F)) = f(p—1)/d.
Portanto S(F') # 0.

Agora que podemos calcular o valor exato da valorizagao de uma soma exponencial
de um polinémio sobre F,, teremos como consequéncia, a possibilidade de calcularmos
a divisibilidade exata do ntimero de solugoes de um sistema de polinémios sobre [F, por
meio do seguinte teorema:
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Teorema 3.12. Seja d; um dwisor de p —1 e a; € F, para i =1,...,t. Suponha que
St 1/d; € inteiro e sejam os mondmios:

(Xil T X@'nl)dla (Xinl.H T Xing)d27 SRR (Xint,l-kl X )dta
todos com o mesmo grau d > 1, suporte disjunto e 1 <i; <n =n;. Se G(Xq,...,X,) =
SN b X X € um polinomio tal que by € By para r=1,... N com w,(G) < d e
F(Xy,.., Xp) = ar( X, - Xi, )™ + ao( X,y - Xi))™

ot al( X, X)) G(X LX),
entao pf(25=1 Vdi=1) ¢ q divisibilidade exata do niimero de solugoes de F = 0. Em partic-

ular, o polindmio F' tem solugao sobre F,,.

Demonstracao. Seja:
F'(Xy,.. ., Xn,Y)=y(F(Xy,...,Xn) =

= ylar(Xs, - X, )M+ a( X5, 4, - X, )
+--- 4 at(Xl'nt71+1 e Xin)dt + G(Xl, oo 7Xn))

Pelo Lema 3.8, temos que o nimero de solu¢des de F' = 0 é igual a p~/S(F'), onde
S(F") é a soma exponencial do polinémio . Assim para descobrirmos a divisibilidade
do numero de solugoes de F' = 0, basta computarmos o valor da soma exponencial de
F'. Para isso, vamos seguir os mesmos passos que fizemos para acharmos a divisibilidade
da soma exponencial de F' no teorema anterior, ou seja, vamos, num primeiro momento,
associar um sistema de equagoes modulares ao polinémio F', depois vamos associar um
termo T & solugao e vamos calcular a valorizagao desse termo.

. . . / . . ’ .
Temos o seguinte sistema associado a I, que seréd o mesmo sistema de F' com a tltima
equacgao adicional :

1)

dihy +e1151 + e1252 + - + ey nsy = 0(mod(q — 1))

dihy + €ny 181+ + eny xSy = 0(mod(q — 1))

dahs + €n 11,151 + -+ en vy = 0(mod(q — 1))

dohg + €ny 181 + -+ + €ny Sy = 0(mod(q — 1))
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dihi + €n, 41151+ -+ en,_+1.858 = 0(mod(q — 1))

dihi + €n181 + -+ ennsy = 0(mod(q — 1))

t+1)
hi+---+h+s +--+ sy =0(mod(qg— 1))

Além disso, temos que achar o termo T associado & solucao desse sistema. Sejam

aj, br € T os representantes de Teichmiiller respectivamente de a;, b, € F;, T o conjunto

dos representantes de Teichmiiller de F,, £ uma raiz p-ésima primitiva da unidade e ¥ um
carater aditivo. Temos que:

SFY= Y W(F (. ray)

T1,..,2n,YEFq 7j=1 r=1

- ¥

T1yees®n,YEFg

j=1

t [N
_ Z [H 27,7r Tr(yaj {[Zn] 141 :rm ) ]) H(ezgr)TT'(ybrmilr._,minr)]

T1,.,2n,yEFg Li=1 r=1

= Z [ﬁ é—T'I"(yaj(xinj—1+ i, ) ]) —ﬁ §Tr(ybr$§1’"--.x%m)]

T1,.,2n,yEFg Lij=1 1 Lr=1

2.

teTn ueT

H C’(ua;tdﬂ')]

j=1

ﬁ C(ub;teT)] :

r=1

onde C'(X) é o polindémio definido no lema 3.1 e € = (ey, ..., e,). Portanto:

N g—1
H C )srtsTeT]

r=

S = S0 TS elhyualyows [

teTm ueT | j=1 h;=0

H
)
g
Il
o
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t
] [ 3 uhj+srth1d1+-~~+htdt+s1e1+~-+swezv] [H(a;)’”
]:1 tET”,uET

r=1 r=1
Assim, temos nosso termo T, assim seguindo os mesmos passos do teorema 3.9,
achamos:

>
S
Il
o
>
s
Il
o
»
=2
Il
o
»
g
Il
o

t
ri [(n; —ni_1)d; — 1]

—|— +
Z Z (n; —n;_1)d;
ondeao=1sehy+---+h+8 +-+sy=0ea=0 caso contrario. Se nés tivermos
s; # 0 para algum ¢, entao temos:

va(T) 2 flp—1) [Z all * Z - nl_—n;:i;ldi_ ! ra

vp(T) > f(p —

Y

i=1 i=1

Além disso, temos que:

<
o

ni,l)d- — 1]

>0
(n; —n;_1)d; toz

i=1

t

e temos que qualquer solugdo com v, (T) = f(p —1)>_1/d; é minima e tem s; = 0
i=1

Vi=1,...,N. Temos também que:

M(g—1 Mg —1
(L,...,L,O,...,O)
dq dy
¢ uma solugio para o nosso sistema se, e somente se, . \;/d; € Z. Como Y_i_ 1/d; é
inteiro, entao:
qg—1 qg—1
( e ...,0),
dy dy

é uma solucao minima. Qualquer outra solucao minima deve ter a forma

Logo, temos que:



mas isso é uma soluc¢ao minima se, e somente se, \; = 1 para todoi=1,...,t. Com isso ,

q—1 q—1
0,....0
( dl ) ) dt ) ) ) )

¢ a unica solugao minima para o sistema. Assim, temos que:

t

ve(T) = f(p— 1) [Zdi

i=1 b

Y

lembrando que o nimero de solucdes de F = 0 6 p~/S(F'), temos que p/Ci=11/di=1) ¢ 4
exata divisibilidade do ntimero de solugoes de F' = 0. [

Como corolério desse teorema, podemos obter uma generalizacao do segundo resultado
de Carlitz exposto na secao anterior, de fato, vamos substituir a condicao do grau do
polindémio pelo peso em relagao a p. Assim teremos:

Corolario 3.13. Seja d > 1 um divisor de p — 1 e a; € F, para 1 = 1,...,d. Se
G(X1,...,X4q) € um polinomio sobre F, com w,(G) < d, entdo a equagdo

X8+t ag XS+ G(Xy,. ., X)) =0
tem solugao sobre .

Exemplo 3. Seja

F(X1,---,X7):X17+X27+"'+X77+Zak,ijXj—|—X129k+l‘|—"“|’X729k+1

k<j

sobre Fogr. Entao a equacao F' = (3 tem solucao para todo 3 € Fogs.

Para encaminhar nossos estudos no sentido do nosso objetivo, vamos agora usar uma
hipétese sobre o valor parcial peso em relacao a p de monoémios do polinémio estudado a
fim de calcular o valor exato da divisibilidade da nossa soma exponencial. Esse resultado
esta explicito no teorema a seguir.

Teorema 3.14. Seja d; > 1 um divisor de p —1 e a; € F, para t = 1,...,n. Sejam
Gy, ...,Gn monomios. Se G(X1,...,X,) =G1+---+ Gy é um polinomio sobre F, com
Z?:lwvaz(G])/dl <1 pamj - 17"'7N7 e F'= alX{ll +e +anXg,n +G<X177XTL) ’
entao

(S(F) = o= 1)) di

Demonstracao. Seja G(Xq,...,X,) = Zfil b, X4 ... X Podemos supor, sem perda
de generalidade, que G(0,...,0) = 0, pois, como vimos, termo constante nao afeta a
divisibilidade da soma exponencial. Temos o seguinte sistema de equagoes modulares
associada ao polinémio F":
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dihy +di1s1+ -+ dinsy = 0(mod(q — 1))

dyphy, + dpisy + - -+ donsy = 0(mod(q — 1)).

Seja (hi, ..., hp,s1,...,8y) uma solugao para o sistema. Aplicando a fungao peso em
relacao a p em cada uma das equagoes do nosso sistema obtemos:

0p(di)op(hi) + op(di)op(s) + - + op(din)op(sn) = iop(q — 1) = aif (p— 1),
onde a; = 0 ou o; = 1.
Como d; < p — 1, entdo 0,(d;) = d;. Dividindo a inequagéo acima por d; temos que

op(din) aif(p—1)
d; d;

op(s1) + -+ op(sn) >

parai=1,...,n.

Pela definicao de peso de um mondémio em relacao a p com respeito a uma variével
X;, temos que Y, 0,(dij) = > 1wy x,(G;), para todo j = 1,..., N. Lembrando que
Yo wp x;(G)/d; < 1 por hipotese, vamos somar todas as inequagoes para obter:

Zap(hi) + Zap(si) >

- - 0. dil - Op diN - a;
> ol + 30 2o o 3 I ) > - Y2

i=1

Sendo > (1 — ;) o nimero de equagbes iguais a zero em nosso sistema e T o termo
associado a solugao (da mesma forma que nos outros teoremas), entao temos que:

vr(T) = Z op(h) + Y oplsi) + flp—1) Y (1—aw)

i=1 =1

Assim, temos que:

() = f(p—1) [Zj—j+2<1 - a»]

— fp-1) [Zdli+z<1‘%;fdi‘l>].
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Seguindo exatamente o mesmo raciocinio da demonstragao do teorema 3.9, temos que,
se s; # 0 para algum i, entao a desigualdade acima é estrita e , como (1 —a;)(d; — 1) > 0,
entao qualquer solugao com

nT) = fr-1> 7

¢ minima e tem s; = 0 para todo 1.

Seja a seguinte solugao para o nosso sistema:

(q—l qg—1
g g O

Temos que, para essa solugao:
n N n 1
> oy h) + Yoy = Fo -1+
i=1 i=1 i=1 "

Portanto, essa solu¢ao é minima. Qualquer outra solu¢ao com s; = --- = sy = 0 tem
hi =X(q—1)/d; para 0 < \; < d; e

n

volT) = Y 0(he) + Y yls) + Flp— Vs = F(p— 1) [Z%

=1

Y

P N . A(g—1 An(g—1
onde s é o nimero de equagoes iguais a zero em nosso sistema para (M Anla=l)

Para essa solugao ser minima deveremos ter > (1 —«;)(d; —1) = 0. Se 1 — a; # 0 para
algum 7, entao d; = 1, o que, por hipdtese, é uma contradicao. Se 1 — a; = 0 para todo 1,
entdo v (T) = f(p— 1) >_1, \i/di, que é minima se, e somente se, \; = 1 para todo i.

Assim
(q—l q—1
o

é a Tnica solu¢ao minima e

n(T) = fr-1 -
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Capitulo 4

Uma Generalizacao do Problema de
Waring

Neste capitulo, finalmente chegaremos ao nosso tltimo objetivo e daremos uma gene-
realizacao do problema de Waring. Como ja mencionamos anteriormente, o problema de
Waring consiste em achar o niimero de Waring, o qual é definido da seguinte forma:

Definicao 20. Seja a sequinte equagdo

X{+ -+ X!=p3€eN

Vamos chamar de Numero de Waring associado a d, o niumero minimo de varidveis
tal que a equac¢ao acima tem solucao em 7 para todo 3 € N.

Em nossos estudos, vamos nos preocupar com um problema um pouco diferenciado.
Dado um polinémio F'(X) sobre Fy, vamos tentar achar o nimero minimo de variaveis tal
que

F(Xy)+ -+ F(X,) =0

tem solugao em F, para todo § € F,. Vamos denotar esse nimero por y(F,q). De forma
anéloga, podemos considerar o seguinte problema: Dados polindmios Fy(X),. .., F,(X)
todos sobre F,, queremos achar condigoes tais que todo 3 € F, possa ser escrito como

onde z1,...,z, € F,.

E facil observar que a segunda versao do nosso problema é mais razoavel, tendo em
vista os resultados expostos até aqui, de fato, para acharmos as condigoes necessarias
para a solugao do nosso problema vamos, num primeiro momento, precisar do seguinte
resultado:

Teorema 4.1 (Castro,Rubio,Vega). Seja d; > 1 um divisor de p—1 e a; € Fy para i =

1,...,n. Suponha que Y 1/d; € inteiro, e sejam Gy, . .., GN mondomios. Se G(X1,...,X,)
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Gi+ -+ Gy € um polinomio sobre Fy, com Y ;.  w,x,(G;)/d; <1 paraj=1,...,N,
e F(Xy,...,Xn) = e X" 4+, X% + G(Xy,...,X,), entdo a exata divisibilidade
do numero de solugées de F = 0 é pf&i=1 V=) Bm particular, a equacio F = 0 tem

solucao em I,

Demonstracao. A demonstracao desse teorema é analoga a demonstracgao do teorema 3.12.
De fato, queremos achar algumas condigoes tais que tenhamos alguma informacao sobre
o numero de solugoes de F' = 0, mas ja sabemos, pelo lema 3.8, que o niimero de solugoes
de F=0¢p/S(F'), onde

F' =yF

=y(a X" + -+ a, X + G(Xy,. .., X,))
=y(a X+ a, X+ G+ -+ Gy),
onde y € Fy e Gy = b X" .. X% parai=1,..., N.

Basta, portanto, computar o valor de S(F'). Para isso, vamos seguir os mesmos passos
que foram executados anteriormente, ou seja, vamos associar um sistema de equagoes
modulares a F', um termo T associado & solucdo desse sistema e, entdo, vamos achar a
valorizagao desse termo T.

Num primeiro momento, temos que o sistema associado a F' é o mesmo de F com a
equagao adicional hy + -+ + hy, + 51+ -+ sy = 0(mod(q — 1)) , entao, temos o seguinte
sistema de equagoes modulares associado a F':

dlhl + d1181 + -+ leSN = O(mod(q — 1))

dyphpy, + dpisy + -+ donsy = 0(mod(q — 1))

hi+-4h,+s1+ -+ sy =0(mod(q—1))

Seja (hi, ..., hy, S1,...,Sy) uma solugdo qualquer para o sistema, vamos entao calcular
o termo T associado a essa solucao. Sejam a;- e b;, respectivamente, os representantes
de Teichmuller de a;,0, € F, e T o grupo dos representantes de Teichmuller, d, =
(dipy...,dy) parar = 1,..., N e vamos lembrar que £ é uma raiz primitiva da unidade
e que C(X) é determinado pelo lema 3.1. Temos que:

S(F') = Z U(F (1, 20, y))

T1yees®n,YEFg
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n N
—_ E H(€2;rz T’I’ yajr H 271'L TT' ybr:vl . an)

Ty, 0, yEFg Lj=1 r—1
[ n , 7 r N ) -
= g H gTT‘(tajtdj) H fTT(thth‘)
teTr teT Lj=1 ] re1 |
[ n T TN -
_ ! ods ' d,
= > |[Icat®) | |T] Ctb,t*)
teTn teT [j=1 1 Lr=1 |

—Z qzli Z > {[ﬁc(hj)] [ﬁ(m;)m] (t)d1h1+--.+dnhn}

hl 0 hn—Osl 0 SN—OtET" teT j=1 j:1

(] [feir ] ovee-)
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Assim, temos agora nosso termo T, portanto, usando o lema 2.27 e o lema 3.3, temos
que

>
S
Il
o
>
3
Il
=)
vy
=
Il
=)
»
z
Il
=)

va(T) = 3 oplhy) + 3 oplse) + f(p = DE,

onde k£ é o niimero de equacoes iguais a zero em nosso sistema.

Agora, aplicando a funcao peso em relacao a p em uma das primeiras n equagoes e
usando a proposicao 2.16 obtemos:

op(di)op(hi) + op(din)op(s1) + - -+ + op(din)op(sn) 2 aioy(q — 1) = i f(p — 1),

onde ¢; =0ouca; =1parai=1,...,n.

Como d; < p—1, 0,(d;) = d;. Dividindo a desigualdade acima por d;, obtemos agora:

di dz i —1
O'p(hl-)_}_apii‘ 1)0-p(81)+"'+y0p(51\/) > Oéf(g )7
parai=1,...,n.
Sabendo que 77" 0y (dij) = 30, wpx,(G;) paraj = 1,..., N, somando as n primeiras

desigualdades obtidas do sistema e usando o fato que Y\ w, x,(G;)/d; < 1, temos

7

N

S anlh)+ > yls,) =

r=1

n

Z%(hi) +> O-p(dil)ap(Sl) ot Z Up(diN>ap(sN) > f(p—1) (;‘_:

d.
i=1 v i=1

Agora, se > (1 — ;) é o namero de equagbes iguais a zero no bloco das primeiras
n equagoes em nosso sistema e a =1se hy + -+ h, +81+---+sy =0e a=0 caso

contrario, entao
n

k:Z(l—ai)+(x.

i=1
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Portanto, temos que:

ve(T) = f(p—1)

Z%%—Z(l—ai)—l—a
b=l

=1

:f(p—l) [Z%+Z(1—&i;fdi—1>+a

1=

Agora, temos que se s; # 0 para algum 7, teremos desigualdade estrita acima, e como

" (1 =) (d; -1
Z< )( )

>0
d, +a >0,

=1

entdo qualquer solugao de nosso sistema que fornece v, (T) = f(p—1) Y., 1/d; ¢ minima
e tem s; =0 paratodoi=1,...,N.

Temos que
(q—l q—1
T

¢ uma solugdo, pois, por hipotese, > "  1/d; € Z. Qualquer outra solu¢do minima deve

ter a forma
A(g—1) An(q—1) 0

_— ... ...,0
( dl ) ) dn b ) ) )
e
—~ (1 —a;)(d; — 1
Z (1 —ai)( ) ta=0
: d;
=1
Portanto,
T T) = —1 - |
= 1= [35]
logo tal solugao ¢ minima se, e somente se, \; = 1 para todoi=1,...,n. Com isso
-1 -1
(q q 707 '70)

g

é a tnica solugao minima. Assim, temos que

n(T) = f- 13 7

Logo a exata divisibilidade do nimero N de solucoes de F = 0 é p/(Zi=i V/di=1)  pois
N =p~/S(F"). O

Exemplo 4. Seja .F()(l7 <o ,X7) = X110+ : +Xi0+X55+X€?+X$—|—X1X2X3—|—X4X5X6X7
sobre F31. Entao F = 3 tem solug¢ao para todo 3 € Fay5.
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Temos que o seguinte corolario generaliza o corolario 3.7:

Corolario 4.2. Seja d > 1 um divisor de p—1, e suponha que n/d € inteiro. Se F;(X;) =
a; X¢+ Gi(X;) € um polinémio sobre F, com w,(G;) < d para todo i, entio a divisibilidade
exvata do mimero de solugées de Fy(X,) + -+ Fu(X,,) =0 é p/™=V " Em particular, a
equagao tem solugao sobre IF,.

Exemplo 5. Seja p > 5, d= (p—1)/2, e considere o polinomio
F(Xlang):Xii—i—._i_Xg_'_Xfl'i‘l_i_+X§z+1

sobre IF,. Entao F' = (3 tem solucao sobre F, para cada 3 € IF,.

24

Se g = p™, entao a equagao Xfi+1+- : -—I—Xgu'1 = (3 nao tem solugao para todo 3 € F 2

\F,i. Mas com o coroldrio acima, os termos extras em Xy -+X§+X{’i+1+. . .+X5i+1 —
B garantem que a equagdo adicionada deles tem solugao para todo 3 € IFpi.

Agora, poderemos finalmente provar o seguinte teorema, o qual é, de fato, uma conse-
quéncia imediata do teorema anterior e justamente fornece as condi¢oes necessarias que
procuravamos para a nossa generalizacao do problema de Waring.

Teorema 4.3 (Castro,Rubio,Vega). Seja d; > 1 um divisor de p — 1, a; € F} e F;(X) =
a; X% + Gi(X;) polinomios sobre F, para i = 1,...,n. Suponha que Y ., 1/d; seja um
inteiro. Se w,(G;) < d;, entao todo 3 € Fy pode ser escrito como

B=Fi(r1)+ -+ Fu(zy,),

para i, ..., T, € Fy.

Demonstracao. A demonstracao é trivial. Basta notar que, pelo teorema 4.1, temos que,
para todo 3 € [y

{4 apa® 4+ Gr(zy) 4+ Gulr,) —8=0

tem solucao em IF,. Assim o resultado se segue. O

Exemplo 6. Sejam F(X) = X3+ X{7T Fy(X) = X3+ X34, F3(X) = X2+ X3 todos sobre
Fi3r. Entao todo 3 € Fi5s pode ser escrito como 3 = a8 + 217 + a3 + 2t + 22 + 3.

Corolario 4.4. Seja F(X) = aX? + G(X) um polinémio sobre F,, onde d # 1 divide
p—1. Sew,(G) <d , entio y(F,q) <d.

Exemplo 7. Seja F(X) = X®+aX?'"*! sobre F, onde 3 divide p— 1. Entdio y(F,q) < 3.
Usando Maple podemos obter y(x3+28,49) = 2 e y(z3+2'%,169) = 2. Podemos, também,
observar que y(x®,49) e v(z'*,169) nao existem.

Exemplo 8. Seja F(X) = X* + ay XPH P L g X202 oo g XL gohre
Fogr, entdo y(F,297) < 4.
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