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Resumo
Estudamos dois métodos diferentes para estimar a função de distribuição H deum vetor aleatório (X, Y ) om ensura intervalar em ambas as variáveis. No pri-meiro, usamos o algoritmo proposto por Maathuis (2005) para obter o estimadornão paramétrio de máxima verossimilhança (ENPMV) bivariado de H e, depois,suavizamo-no om o núleo estimador bivariado. No segundo método, ombinamosos ENPMV's das marginais, suavizados pelo núleo estimador, om um modelo deópula para obtermos uma estimativa suave de H . Por �m, fazemos a omparaçãodesses métodos em relação a víio, variânia e EQM.Palavras Chave: Censura intervalar, distribuição bivariada, análise de sobrevivên-ia, estimador não paramétrio de máxima verossimilhança.
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Abstrat
We study two di�erent methods to estimate the joint distribution funtion Hof a bivariate interval ensored random vetor (X, Y ). In the �rst one, we use thealgorithm proposed by Maathuis (2005) to get the bivariate nonparametri maximumlikelihood estimator (NPMLE) of H and, then, smooth it with a bivariate kernel esti-mator. In the seond approah, we ombine the kernel smoothed NPMLE estimatorof the marginal distributions with opulas to get a kernel smoothed estimate of H .After that, we ompare these estimates using bias, variane and MSE as riteria.key words: Interval ensoring, bivariate distribution, survival analysis, nonpara-metri maximum likelihood estimator.
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Introdução
O homem moderno está sempre tentando aperfeiçoar seus proessos. Por isso, busaonheer o mundo que o era, estudando fen�menos biológios, físios, soiais, entreoutros. Em qualquer um dos asos, a análise de dados experimentais é um etapafundamental para que se hegue a onlusões.Todavia, nem sempre é possível observar esses dados da melhor forma possível.Às vezes, temos restrições �naneiras, barreiras tenológias ou algum outro fatoque impede que mensuremos a gradeza estudada om perfeição. Isso aontee, porexemplo, quando observamos o tempo de desenvolvimento de algumas doenças letais,em que só é possível saber se houve o desenvolvimento itado se o animal usado noestudo for sari�ado.Nesse ontexto, surge a Análise de Sobrevivênia omo ferramenta estatístia a-paz de aproveitar, de aordo om algumas premissas, dados que são observados par-ialmente, hamados de dados ensurados, na análise estatístia. Desenvolver meto-dologias de análise �a mais difíil dependendo de omo aontee essa �ensura� naobservação do fen�meno.Na investigação dos fen�menos de que falamos, muitas vezes é importante enon-trar relações entre dois fatores. Se esses fatores podem ser mensurados, o pesquisadorpode querer saber omo eles interagem, isto é, atuam onjuntamente. Em termosmatemátios, o pesquisador tem interesse em estimar a distribuição onjunta dessesdois fatores. No entanto, se há ensura na observação dos dois fatores, ria-se umproblema maior.Seja H a função de distribuição onjunta de um vetor aleatório (X, Y ), em que
X e Y são variáveis aleatórias positivas, ambas om ensura intervalar. No presenteesforço, estudamos dois métodos diferentes para estimar H , a �m de ompará-los em10



relação ao víio e varibilidade, por meio de simulações.No primeiro método, usamos o algoritmo proposto por Maathuis (2005) para es-timar não-parametriamente H de forma direta e depois suavizamos essa estimativaom o núleo estimador bivariado. O outro método estima H fazendo o uso de ópu-las para unir as estimativas não paramétrias das funções de distribuição marginais,suavizadas pelo núleo estimador, obtidas om o algoritmo iterativo da minoranteonvexa máxima apresentado por Groeneboom e Wellner (1992).O trabalho está organizado omo segue. No apítulo 1, apresentamos alguns on-eitos básios de Análise de Sobrevivênia. No apítulo 2, tratamos de dois estimado-res não paramétrios da função de distribuição univariada. No apítulo 3, tratamosdo estimador não paramétrio de máxima verossimilhança da função de distribuiçãobivariada. No apítulo 4, disutimos Cópulas. No apítulo 5, apresentamos o métodode suavização para funções de distribuição por meio do núleo estimador. No apítulo6, são exibidos os resultados enontrados nas simulações realizadas. Finalmente, oapítulo 7 traz as onlusões de nossos estudos.A inspiração para essa dissertação veio do trabalho desenvolvido por Romeo, Ta-naka e Lima (2006), que usam uma abordagem bayesiana e modelos de ópulas paraestimar a função de sobrevivênia em dados om ensura à direita.
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Capítulo 1
Coneitos em Análise deSobrevivênia
Começamos esse texto de�nindo alguns oneitos importantes e �xando a notação queserá utilizada ao longo da leitura. Supomos que o leitor tem onheimentos básios emTeoria de Probabilidades e está familiarizado om alguns métodos e proedimentosestatístios, omo, por exemplo, a estimação pelo método de máxima verossimilhança.Em Análise de Sobrevivênia, geralmente estudamos o tempo T transorrido atéa oorrênia de um evento de interesse, que hamamos generiamente de �falha�.Por isso, hamamos a variável aleatória T de tempo de falha. Queremos desrever adistribuição de probabilidades da variável aleatória T , que aqui vamos supor ontínua.Isso pode ser feito se onheermos a sua função de distribuição, que é de�nida por

F (t) = P (T ≤ t), t ∈ R.A função de Sobrevivênia de T , S, é dada por
S(t) = P (T > t) = 1− F (t).A função taxa de falha é

h(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+∆t)

∆t
=
f(t)

S(t)
,

12



em que f é a função densidade de probabilidades de T , ou seja, f(t) = dF
dt
(t).Mesmo om um bom delineamento amostral, às vezes é difíil ou até mesmo im-possível ter erteza de quando oorre a falha em uma unidade amostral. Assim sendo,quando aontee a observação parial de T , dizemos que houve ensura em T . Se nãohá ensura, dizemos que a observação é exata. Portanto, a araterístia prinipaldos dados em Análise de Sobrevivênia é a presença de ensura. De fato, as obser-vações ensuradas de T são importantes e não podem ser desartadas. Queremosinorporá-las em nossas análises, visto que há informação nelas e omiti-las pode levara estimativas viiadas e onlusões equivoadas.Algumas hipóteses são assumidas para prosseguirmos om nossas onlusões. Va-mos supor que o meanismo que produz a ensura é aleatório e independente de T .Dessa maneira, podemos obter a função de verossimilhança para um dado tipo deensura. Para tornar o oneito de ensura mais laro e delimitar o ampo de estudoem que se pode atuar, é essenial araterizar omo se deu a oorrênia de ensura.A literatura lassi�a a ensura em três tipos: ensura à esquerda, ensura à direitae ensura intervalar. Na ensura à esquerda, T assume um valor inferior ao temporegistrado (tempo de ensura). Na ensura à direita, T assume um valor superior aotempo de ensura. Na ensura intervalar, sabemos que o tempo de falha assume umvalor entre dois instantes de observação.A estrutura mais omum em dados de sobrevivênia apresenta valores om ensuraà direita e valores exatos para o tempo de falha.1.1 Censura à direitaNa ensura à direita, sabemos que o tempo de falha T oorre após o tempo efetiva-mente observado, que denotamos por X . Seja C a variável aleatória que representao tempo transorrido até que oorra a ensura na observação de T . Conforme já foidito, supomos que T e C são independentes. Nesse aso de ensura, temos que

X = min{C, T}.Esse tipo de ensura é omum em estudos línios, em que o paiente abandona a13



pesquisa antes de desenvolver um determinada doença.Com esta on�guração, obtemos, portanto, uma amostra aleatória X1, X2, . . . , Xnde X , onde Xi pode ser uma observação exata ou ensurada. Preisamos enontrara função de verossimilhança para estes dados oletados. Antes, de�nimos a variável
δ =




1, se T ≤ C;

0, se T > C.

(1.1)A variável δ india se houve ensura à direita (δ = 0) ou observação exata (δ = 1) naunidade amostral. Dada uma amostra (X1, δ1), (X2, δ2), . . . , (Xn, δn) de dados omensura à direita, pode-se mostrar (Colosimo e Giolo (2006)) que a verossimilhançapara esses dados é
L(F ) =

n∏

i=1

[f(Xi)]
δi [S(Xi)]

1−δi , (1.2)onde F é a função de distribuição de T . Podemos ver na expressão aima que averossimilhança onta om a ontribuição dos dados exatos, om os termos f(Xi), eom a ontribuição dos dados ensurados, por meio dos termos S(Xi). O estimadornão paramétrio de máxima verossimilhança (Colosimo e Giolo (2006)) de S(t) é oestimador de Kaplan-Meier (ou estimador limite-produto), de�nido por
Ŝ(t) =

∏

i:yi≤t

(
ni − di
ni

)
,onde y1, y2, . . . , yn são os valores ordenados de X1, X2, . . . , Xn, di é o número de falhasem yi e ni é o número de observações sob riso até yi, ou seja, que não falharam nemforam ensuradas até yi.O estimador de Kaplan-Meier é muito onheido e está implementado em muitospaotes estatístios, o que o torna fáil de usar.
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1.2 Censura IntervalarEm dados om ensura intervalar, só temos onheimento de que T pertene a um in-tervalo [L, U ]. Essa situação é típia em estudos em que oorrem inspenções periódiasnas unidades amostrais. Nesse aso, não podemos observar exatamente quando oorrea falha, mas sabemos que ela oorreu entre as duas últimas inspenções. Supomos queas variáveis aleatórias L e U que são efetivamente observadas são independentes de
T . Também oorre que P (L ≤ U) = 1.Podemos generalizar as outras formas de ensura usando a estrutura de dados daensura intervalar: na ensura à direita, tomamos L = C e U = ∞ para obtermos
T ∈ [C,∞); na ensura à esquerda, oloamos L = 0 e U = C para termos T ∈ (0, C];se observamos T de fato, esrevemos L = T e U = T , para termos T ∈ [T, T ]. Dessamaneira, é possível oloar todas as observações om a estrutura [Li, Ui].Suponhamos, então, que não foi possível obter uma amostra de observações exa-tas T1, T2, . . . , Tn de T e, por assim ser, possuímos apenas uma amostra de pa-res [L1, U1], [L2, U2], . . . , [Ln, Un], sendo que pode oorrer Li = 0 ou Ui = ∞, i =

1, 2, . . . , n, de aordo om a observação que �zemos no parágrafo anterior. De�nimosas variáveis
δ =




1, se T ≤ L;

0, aso ontrário.e
γ =




1, se 0 6= L < T ≤ U <∞

0, aso ontrário ,Como podemos ver, a variável δ é indiadora da existênia de ensura à esquerda,isto é, δ = 1{T≤L}. Analogamente, γ india a presença de ensura intervalar naunidade amostral, o que signi�a que γ = 1{L<T≤U}. A verossimilhança para dadosom ensura intervalar (ver Groeneboom e Wellner (1992)) é dada por
L(F ) =

n∏

i=1

[F (Li)]
δi [F (Ui)− F (Li)]

γi [1− F (Ui)]
1−δi−γi . (1.3)Como fL,U(x, y) = 0 para x > y, pois P (L ≤ U) = 1, a demonstração desse15



resultado é a que segue:
P (L ≤ l, U ≤ u, δ = 1, γ = 0) = P (L ≤ l, U ≤ u, T ≤ L)

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

∫ x

−∞

fL,U,T (x, y, t)dtdxdy

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

∫ x

−∞

fT (t)fL,U(x, y)dtdxdy

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

FT (x)fL,U(x, y)dxdy,pela independênia entre T e (L, U), segue que
f(l, u, 1, 0) =

∂2

∂l∂u
P (L ≤ l, U ≤ u, δ = 1, γ = 0)

= FT (l)fL,U(l, u), para l < u.Também,
P (L ≤ l, U ≤ u, δ = 0, γ = 1) = P (L ≤ l, U ≤ u, L ≤ T ≤ U)

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

∫ y

x

fL,U,T (x, y, t)dtdxdy

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

∫ y

x

fT (t)fL,U(x, y)dtdxdy

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

[FT (y)− FT (x)]fL,U(x, y)dxdy,o que nos dá
f(l, u, 0, 1) =

∂2

∂l∂u
P (L ≤ l, U ≤ u, δ = 0, γ = 1)

= [FT (u)− FT (l)]fL,U(l, v), para l < u.
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Para o último aso, om δ = γ = 0, tem-se
P (L ≤ l, U ≤ u, δ = 0, γ = 0) = P (L ≤ l, U ≤ u, T > U)

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

∫ ∞

u

fL,U,T (x, y, t)dtdxdy

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

∫ ∞

u

fT (t)fL,U(x, y)dtdxdy

=

∫ u

−∞

∫ l

−∞

[1− FT (x)]fL,U(x, y)dxdy,de onde segue que
f(l, u, 0, 0) =

∂2

∂l∂u
P (L ≤ l, U ≤ u, δ = 0, γ = 0)

= [1− FT (u)]fL,U(l, u), para l < u.Convém observar que a expressão da verossimilhança em (1.3) tem essa forma seestamos onsiderando a notação om a quádrupla {(Li, Ui, δi, γi)}. Na prátia, usandoessa notação, quando δi = 1, não observamos de fato Ui. Da mesma forma, quando
δi + γi = 0, não registramos Li.Por outro lado, se usarmos a notação (Li, Ui) om Li e Ui podendo assumir Li = 0(δi = 1) e Ui = ∞ (δi + γi = 0), a verossimilhança (1.3) pode ser reesrita omo

L(F ) =

n∏

i=1

[F (Ui)− F (Li)] .Existe ainda um aso partiular de ensura intervalar, hamado de aso 1 deensura intervalar ou dados de estado orrente, em que só oorrem ensura à direitaou ensura à esquerda. Neste aso, há apenas um instante de observação (tempo deensura). Se assim for, usando a notação da ensura intervalar, a verossimilhança édada por
L(F ) =

n∏

i=1

[F (Li)]
δi [1− F (Ui)]

1−δi . (1.4)Diferentemente do aso em que só há ensura à direita, quando temos dados omensura intervalar, o estimador não-paramétrio de máxima verossimilhança de S não17



tem forma fehada. O apítulo 2 trata esse problema om detalhe.Uma vez de�nidas quantidades importantes e apresentadas as funções de veros-similhança de que preisaremos em nossos estudos para o aso univariado, podemosagora nos ater ao aso bivariado, tema de estudo nesse trabalho.1.3 Caso BivariadoSejam T1 e T2 duas váriaveis aleatórias ontínuas e positivas. A função de distribuiçãoonjunta do vetor aleatório (T1, T2) é de�nida por
H(t1, t2) = P (T1 ≤ t1, T2 ≤ t2), t1, t2 ∈ R.Se temos ensura intervalar nos valores de ambas as variáveis T1 e T2, teremosuma amostra [L11, U11]× [L21, U21], [L12, U12]× [L22, U22], . . . , [L1n, U1n]× [L2n, U2n] deretângulos em R2. Apresentamos um exemplo para esse tipo de dados na �gura 1.1.
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Figura 1.1: Dados om ensura intervalar bivariadaAssim, a função de verossimilhança para esses dados, que depende de H , é (verGentleman e Vandal (2002))
L(H) =

n∏

i=1

[H(U1i, U2i)−H(U1i, L2i)−H(L1i, U2i) +H(L1i, L2i)] , (1.5)18



em que empregamos a notação ompata (L.i, U.i), isto é, pode oorrer L.i = 0 (quando
δ.i = 1) e U.i = ∞ (sempre que δ.i + γ.i = 0).Demonstraremos omo obter a expressão (1.5). Temos nove possibilidades dife-rentes, de aordo om os valores de δ1, γ2, δ1 e γ2. Mostraremos omo se obtém averossimilhança aso a aso:1o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 1, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 1, γ2 = 0)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, T1 < L1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, T2 < L2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ x2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ x1

−∞

fL1,U1,T1,L2,U2,T2(x1, y1, t1, x2, y2, t2)

× dt1dx1dy1dt2dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ x2

−∞

∫ x1

−∞

fT1,T2(t1, t2)

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

H(x1, x2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2,pela independênia dos vetores aleatórios (T1, T2) e (L1, U1, L2, U2). Difereniando,segue que
f(l1, u1, 1, 0, l2, u2, 1, 0) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 1, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 1, γ2 = 0)

= H(l1, l2)fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2), para l1 < u1, l2 < u2.
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2o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 1, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 1)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, T1 < L1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, L2 ≤ T2 ≤ U2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ y2

x2

∫ x1

−∞

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[H(x1, y2)−H(x1, x2)] fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dx1dy1dx2dy2.Daí,
f(l1, u1, 1, 0, l2, u2, 0, 1) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 1, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 1)

= [H(l1, u2)−H(l1, l2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2), para l1 < u1, l2 < u2.3o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 1, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 0)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, T1 < L1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, T2 > U2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ ∞

y2

∫ x1

−∞

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[FT1(x1)−H(x1, y2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.
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Portanto,
f(l1, u1, 1, 0, l2, u2, 0, 0) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 1, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 0)

= [FT1(l1)−H(l1, u2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2), para l1 < u1, l2 < u2.

4o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 1, γ2 = 0)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, L1 ≤ T1 ≤ U1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, T2 < L2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ x2

−∞

∫ y1

x1

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[H(y1, x2)−H(x1, x2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.Logo,
f(l1, u1, 0, 1, l2, u2, 1, 0) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 1, γ2 = 0)

= [H(u1, l2)−H(l1, l2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2), para l1 < u1, l2 < u2.
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5o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 1)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, L1 ≤ T1 ≤ U1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, L2 ≤ T2 ≤ U2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ y2

x2

∫ y1

x1

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[H(y1, y2)−H(y1, x2)−H(x1, y2) +H(x1, x2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.Assim,
f(l1, u1, 0, 1, l2, u2, 0, 1) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 1)

= [H(u1, u2)−H(u1, l2)−H(l1, u2) +H(l1, l2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2),para l1 < u1, l2 < u2.6o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 0)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, L1 ≤ T1 ≤ U1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, T2 > U2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ ∞

y2

∫ y1

x1

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[FT1(y1)− FT1(x1)−H(y1, y2) +H(x1, y2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.
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Então,
f(l1, u1, 0, 1, l2, u2, 0, 0) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 0)

= [FT1(u1)− FT1(l1)−H(u1, u2) +H(l1, u2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2),para l1 < u1, l2 < u2.7o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 1, γ2 = 0)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, T1 > U1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, T2 < L2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ x2

−∞

∫ ∞

y1

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[FT2(x2)−H(y1, x2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.Com isso,
f(l1, u1, 0, 0, l2, u2, 1, 0) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 1, γ2 = 0)

= [FT2(l2)−H(u1, l2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2), para l1 < u1, l2 < u2.
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8o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 1)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, T1 > U1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, L2 ≤ T2 ≤ U2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ y2

x2

∫ ∞

y1

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[FT2(y2)− FT2(x2)−H(y1, y2) +H(y1, x2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.Logo,
f(l1, u1, 0, 0, l2, u2, 0, 1) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 1)

= [FT2(u2)− FT2(l2)−H(u1, u2) +H(u1, l2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2),para l1 < u1, l2 < u2.9o aso
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 0)

= P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, T1 > U1, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, T2 > U2)

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

∫ ∞

y2

∫ ∞

y1

fT1,T2(t1, t2)fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)

× dt1dt2dx1dy1dx2dy2

=

∫ u2

−∞

∫ l2

−∞

∫ u1

−∞

∫ l1

−∞

[1− FT1(y1)− FT2(x2) +H(y1, y2)]

× fL1,U1,L2,U2(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2.
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Portanto,
f(l1, u1, 0, 0, l2, u2, 0, 0) =

∂4

∂l1∂u1∂l2∂u2
P (L1 ≤ l1, U1 ≤ u1, δ1 = 0, γ1 = 0, L2 ≤ l2, U2 ≤ u2, δ2 = 0, γ2 = 0)

= [1− FT1(u1)− FT2(u2) +H(u1, u2)] fL1,U1,L2,U2(l1, u1, l2, u2),para l1 < u1, l2 < u2. Como teríamos uma expressão muito extensa para a funçãode verossimilhança no aso bivariado, preferimos adotar a notação om as duplas
(L.i, U.i).Se admitirmos alguma família paramétria paraH ou F , no aso univariado, pode-mos estimarH (ou F ) maximizando a verossimilhança em (1.5) (ou a verossimilhançaem (1.3)) em relação aos parâmetros de H (ou F ). Mesmo assim, assumir algumaestrutura de dependênia entre T1 e T2 pode ser uma tarefa difíil. Por isso, faremosuso de modelos de ópulas para tentar lidar om esse desa�o.Assim omo no aso univariado, o estimador não-paramétrio de máxima veros-similhança de H não possui forma fehada. Na verdade, muitos avanços feitos nessesentido são reentes e serão onsiderados aqui.Conforme já menionamos, nosso interesse, nesse trabalho, está em estimar H .Faremos isso usando ténias expostas nos apítulos que seguirão. Uma dessas téni-as onsiste em estimar as funções de distribuição marginais de T1 e T2 para estimar
H pelo uso de modelos de ópulas, que são modelos paramétrios de distribuição on-junta om distribuições marginais U(0, 1). Assim sendo, apresentamos agora métodospara estimar a função de distribuição de uma variável aleatória ujas observações pos-suem ensura intervalar.
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Capítulo 2
Estimação da função de distribuiçãounivariada
A distribuição de uma variável aleatória T é totalmente araterizada por sua funçãode distribuição F . Por isso, a sua estimação é de suma importânia. Com dados deensura intervalar, a tarefa de estimar F não parametriamente é mais omplexa quepara dados ompletos.Vários estudos foram desenvolvidos ao longo do tempo para estimar F não pa-rametriamente, sendo notáveis os trabalhos de Peto (1973), Turnbull (1976), entreoutros, que prouraram formas de omputar o estimador de máxima verossimilhançanão paramétrio F̂ de F . Peto (1973) arateriza as regiões onde F̂ irá ter saltos,enquanto Turnbull (1976) obtém equações de auto-onsistênia que F̂ deve satisfa-zer, além de desenvolver o algoritmo de auto-onsistênia para o álulo de F̂ . Umaontribuição muito importante foi dada por Groeneboom e Wellner (1992), om oalgoritmo Iterative Convex Minorant (ICM), que alula F̂ onsideravelmente maisrápido que o algoritmo de auto-onsistênia dado por Turnbull (1976).Além do estimador de máxima de verossimilhança não paramétrio, existem outrosmétodos não pamétrios para estimar F . Entre eles, está o Método de ImputaçãoMúltipla proposto por Pan (2000), que faz a imputação de dados e uso do estimadorde Kaplan-Meier para alançar seus �ns. Apresentamos esses dois métodos aqui,omeçando om a metodologia de Pan (2000).
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2.1 Método de Imputação MúltiplaNesta seção, apresentamos o método de imputação múltipla para dados om ensuraintervalar proposto por Pan (2000). Na verdade, fazemos uma adaptação da idéiaoriginal, pois Pan (2000) estuda o efeito de ovariáveis na estimação da função de so-brevivênia S. Em nosso trabalho, ontudo, não abrangemos o estudo de ovariáveis.Suponhamos, portanto, que não observamos diretamente os valores de uma variá-vel aleatória T que tem função de sobrevivênia S e, por isso, obtemos apenas umaamostra de intervalos [Li, Ui] que ontém Ti, para i = 1, 2, . . . , n. Lembremos que oaso Ui = ∞ é o aso de ensura à direita e Li = 0 orresponde a ensura à esquerda.A idéia desse método é a seguinte: gerar m onjuntos de dados om ensura à di-reita, om os vetores Tj = (Tj1, Tj2, . . . , Tjn) e δj = (δj1, δj2, . . . , δjn), j = 1, 2, . . . , m,onde Tji ∈ [Li, Ui], e, a partir desses dados imputados, obter um estimativa S̄ de Susando métodos para dados om ensura à direita, que são amplamente difundidos efailmente omputados.Para usar os estimadores para dados ensurados à direita, é neessário termos aestrutura para dados om esse tipo de ensura, que é aquela omposta pelos pares
(T1, δ1), (T2, δ2), . . . , (Tn, δn), onde a variável δ, onforme de�nimos na expressão (1.1),india a presença de ensura à direita (δ = 0) ou falha (δ = 1). Faremos essa onver-são da estrutura dos dados por meio do algoritmo Poor Man's Data Augmentation(PDMA), apresentado por Wei e Tanner (1991), desrito a seguir:1. Suponha que a atual estimativa de S é S̄(k).2. Gerem onjuntos de dados possivelmente ensurados à direita {(T1, δ1), (T2, δ2),

. . ., (Tm, δm)} da seguinte maneira: Fixe j ∈ {1, 2, . . . , m}; Se Ui <∞, gere Tjida distribuição dada por S̄(k) dado que Tji ∈ [Li, Ui] e faça δji = 1; Se Ui = ∞,faça Tji = Li e δji = 0.3. Para ada j = 1, 2, . . . , m, obtenha uma estimativa S̄(k)
j de S usando o onjuntode dados (Tj , δj).4. Faça S̄(k+1) = 1

m

m∑

j=1

S̄
(k)
j . Se |S̄(k+1) − S̄(k)| < ε, pare. Caso ontrário, faça

k = k + 1 e volte ao passo 1. 27



Analisando o algoritmo, vemos que a mudança da estrutura de dados se dá daseguinte maneira: nas observações em que não há ensura à direita, é gerada umaobservação de uma variável aleatória Tji ∼ S̄(k)(.|Li < Tji ≤ Ui) e essa observaçãosimulada é tratada omo se fosse exata; por outro lado, o algoritmo mantém asobservações ensuradas à direita omo elas são originalmente. Com esses novos dados,podemos estimar S failmente, uma vez que agora temos uma amostra de tempos defalha ensurados à direita ou exatos.Ainda pela desrição do algoritmo, é neessário que tenhamos uma estimativainiial de S, S̄(0). Para obter isso, PPan (2000) reomenda que geremos Tij omo nopasso 2, mas teremos Tij ∼ U(Li, Ui), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m, quando não háensura à direita, ao invés de fazermos Tji ∼ S̄(k)(.|Li < Tji ≤ Ui). Com essa amostra,alulamos S̄(0) omo nos passos 3 e 4. O álulo de S(k)
j , no passo 3, pode ser feitoom o estimador de Kaplan-Meier.É importante notarmos que a estimativa S̄(k) obtida da forma estipulada peloalgoritmo é uma função esada, ou seja, é disreta. Assim sendo, existe um número�nito de saltos estimados {s1, s2, . . . , ski} em pontos {t1, t2, . . . , tki} ontidos em adaintervalo [Li, Ui] em que não há ensura à direita. Isso faz om que o valor de Tjigerado seja igual a um dos valores em {t1, t2, . . . , tki}. Com isso, a ada iteração, oselementos de {t1, t2, . . . , tki} que não forem amostrados no proesso de imputação nãoserão pontos de salto de S̄(k+1) e, portanto, não serão onsiderados nas imputaçõesdas iterações seguintes. Isto pode fazer om que S̄ evolua para uma estimativa omada vez menos saltos. Para ontornarmos esse problema, pode-se suavizar S̄(k) omo uso de núleo estimadores, a �m de que tenhamos uma amostragem ontínua noproesso de imputação.Pan (2000) a�rma que o valor dem não preisa ser grande para que bons resultadossejam obtidos. Em suas simulações, foi usado m = 10. É essenial registrarmosque apesar de estudos de simulação apresentarem bons resultados, não há provas ouritérios que determinam a distribuição de S̄ ou sua onvergênia para S. Na verdade,Paz (2005) observou indíios de não onvergênia do algoritmo quando apliado aoajuste do modelo de Cox para dados simulados om a presença de ovariável.
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2.2 Estimador não paramétrio de máxima verossi-milhançaUma vez apresentada a estimação pela imputação múltipla, atemo-nos agora ao es-timador não paramétrio de máxima verossimilhança de F , que denotaremos por F̂ .Queremos enontrar, na lasse C de todas as funções de distribuição de v.a.'s positi-vas, uma função de distribuição F̂ que maximixa a função de verossimilhança paradados om ensura intervalar, que é dada, onforme a expressão (1.3), por
L(F ) =

n∏

i=1

[F (Li)]
δi [F (Ui)− F (Li)]

γi [1− F (Ui)]
1−δi−γi , F ∈ C. (1.3)Conforme já observamos, L(F ) é o produto das diferenças F (Ui)−F (Li), em quepode oorrer Li = 0 ou Ui = ∞. Isto signi�a que o valor da função de verossimilhançaé indiferente à forma de uma função de distribuição qualquer no interior dos intervalos

[Li, Ui]. Mais ainda, essa observação nos leva a onluir que todas as funções dedistribuição ujos valores F (Ui) − F (Li) são iguais terão o mesmo valor para L.Assim sendo, duas funções de distribuição F1 e F2 podem ser diferentes, mas é possíveloorrer L(F1) = L(F2).Os argumentos do parágrafo anterior nos mostram que F̂ pode não ser únia nointerior dos intervalos [Li, Ui], em que pode oorrer Li = 0 ou Ui = ∞. Isso aonteeporque o valor da verossimilhança avaliada em F̂ é indiferente à forma de F̂ em
(Li, Ui).De qualquer forma, enontrar F̂ da maneira omo temos de�nido até agora ébastante difíil, uma vez que a lasse C de�nida omo aima tem dimensão in�nita.Além disso, há in�nitas formas de rede�nirmos uma função que maximiza (1.3) paraenontrarmos outro estimador de máxima verossimilhança para F , bastando modi-�ar sua forma nos intervalos (Li, Ui). Portanto, pelo que aabamos de expliar, éneessário araterizarmos melhor F̂ , de forma que onsigamos alular F̂ de formaúnia, em um espaço �menor� de funções de distribuição. Nesse sentido, o trabalhode Peto (1973) é fundamental e, por esse motivo, resumiremos sua ontribuição paraeste assunto aqui.Peto (1973) mostra que o álulo de F̂ onsiste, na verdade, na estimação de um29



número �nito de parâmetros. Para tanto, de�ne um onjunto de intervalos disjuntosfehados {[aj , bj ] : j = 1, . . . , J}, que são os intervalos ujos extremos inferiores ajpertenem ao onjunto {Li, i = 1, 2, . . . , n} e os extremos superiores bj pertenem aoonjunto {Ui, i = 1, 2, . . . , n} e que não ontêm nenhum ponto de {Li} ou de {Ui}, anão ser em seus pontos extremos inferiores ou superiores, respetivamente.Com essa de�nição dos intervalos [aj , bj], que hamamos de interseções máximas,Peto (1973) prova a seguinteProposição 2.1. Na proura por F̂ , é su�iente onsiderar apenas as funções dedistribuição que são horizontais em todos os pontos exeto nos intervalos [aj , bj] e queresem em alguns ou em todos os intervalos [aj , bj ].Turnbull (1976) mostrou também que qualquer função de sobrevivênia que resefora de ⋃J
j=1[aj , bj] não pode ser uma estimativa de máxima verossimilhança de F .Pela Proposição 2.1, vemos que F̂ terá resimento apenas nos intervalos [aj, bj ],ou seja, haverá um �salto� em F̂ nessas regiões. Por isso, para uni�armos o álulode F̂ , vamos onvenionar que esses saltos em F̂ , isto é, os inrementos de F̂ em

[aj , bj ], se darão totalmente nos pontos bj e, assim, F̂ será onstante no interior dosintervalos [aj , bj]. Note-se que, pela proposição anterior e om essa onvenção, saimosde uma proura de uma função em um espaço in�nito de funções para a estimação deum número �nito de parâmetros. Por isso, o álulo dos intervalos [aj , bj ] é hamadode passo da redução de dimensão.Postas as onsiderações aima sobre F̂ , falta-nos saber em quais dos intervalos
[aj , bj ] F̂ terá saltos e quanto valerá ada salto desse. Em termos matemátios, osalto pj no intervalo [aj , bj ] é dado por pj = F (bj)− F (aj), j = 1, 2, . . . , J .Podemos reesrever a verossimilhança (1.3) em função do vetor p = (p1, p2, . . . , pJ).Antes, de�nimos, para i = 1, 2, . . . , n e j = 1, 2, . . . , J , as variáveis

αij =




1, se [aj , bj ] ⊆ [Li, Ui];

0, aso ontrário.Mostraremos que
L(F ) = L(p) =

n∏

i=1

(
J∑

j=1

αijpj

)
.30



Fixe i. Suponha que temos [ak1 , bk1 ], [ak2, bk2 ], . . . , [aki, bki] ⊆ [Li, Ui], o que signi-�a que αk1 = αk2 = . . . = αki = 1 e os outros aij são iguais a zero. Suponha, semperda de generalidade, que esses intervalos estão ordenados. Assim, tem-se
F (Ui)− F (Li) = F (Ui)− F (bki) + F (bki)− F (aki) + F (aki)− F (bki−1

)

+ . . .+ F (ak1)− F (Li)

= F (Ui)− F (bki) + pki + F (aki)− F (bki−1
) + pki−1

+ . . .+ pk1 + F (ak1)− F (Li)Como F̂ é horizontal (onstante) fora dos intervalos [aj , bj], pela proposição 2.1,teremos que F̂ (Ui)−F̂ (Li) = pki+pki−1
+. . .+pk1 =

∑J

j=1 αijpj . Por isso, reesrevemosa função de verossimilhança dependendo apenas dos saltos pj da seguinte maneira:
L(p) =

n∏

i=1

(
J∑

j=1

αijpj

)
. (2.1)Logo, estimaremos F maximizando (2.1) em relação aos parâmetros p1, p2, . . .,

pJ , sujeitos à restrição ∑J

j=1 pj = 1. Qualquer algoritmo de otimização, omo ode Newton-Raphson, pode ser usado para resolver este problema. Entre alguns al-goritmos se destaa, por sua importânia história, o algoritmo de auto-onsistêniaproposto por Turnbull (1976), que é, na verdade, uma apliação do algoritmo EM.Atualmente, o algoritmo mais e�iente para enontrar F̂ é o algoritmo iterativo da mi-norante onvexa máxima, que abreviaremos aqui por algoritmo ICM (iterative onvexminorant). Esse algoritmo usa a teoria de regressões isot�nias na estimação de F .Expomos brevemente aqui a apliação de regressões isot�nias no Caso 1 de ensuraintervalar para nos familiarizarmos om o algoritmo ICM posteriormente.2.2.1 Estimação de F no Caso 1 de ensura intervalarConforme já oloamos, oorre o aso 1 de ensura intervalar (ou dados de estadoorrente) quando, ao olhermos nossos dados, só sabemos se o real tempo de falhaoorreu antes ou depois do tempo registrado. Isto signi�a que há presença apenasde ensura à direita ou à esquerda em nossos dados.No aso 1, nossos dados são os pares (Y1, δ1), (Y2, δ2), . . . , (Yn, δn), em que δ india31



a presença de ensura à esquerda (δ = 1) ou de ensura à direita (δ = 0). Usandoa notação da ensura intervalar, temos Yi = Ui, se δ = 1 e Yi = Li, se δ = 0.Reesrevendo a verossimilhança (1.4), temos
L(F ) =

n∏

i=1

[F (Li)]
δi [1− F (Ui)]

1−δi

=
n∏

i=1

[F (Yi)]
δi [1− F (Yi)]

1−δi .Para nossa exposição �ar lara, vamos de�nir alguns oneitos preliminares ne-essários para a apresentação da regressão isot�nia. Dizemos que uma função f :

X → R, X ⊆ R, é isot�nia se f(x) ≤ f(y) sempre que x < y. Uma função dedistribuição F é isot�nia, por exemplo.Sejam X ⊆ R um onjunto �nito e g, w : X → R funções, sendo que w(x) > 0para todo x ∈ X . Então, dizemos que g∗ é uma regressão isot�nia de g om pesos wse g∗ minimiza, na lasse de funções isot�nias f : X → R, a soma
∑

x∈X

[g(x)− f(x)]2w(x),isto é, g∗ = argmin
{∑

x∈X [g(x)− f(x)]2w(x) : f é isot�nia em X
}.No ontexto do Caso 1 de ensura intervalar, um resultado importante é oTeorema 2.2.1. Se f : X → I é isot�nia, Φ : I → R é estritamente onvexa e g, we g∗ são omo na de�nição aima de regressão isot�nia, então g∗ é a únia funçãoque maximiza

Q(f) =
∑

x∈X

{Φ (f(x)) + [g(x)− f(x)]φ (f(x))}w(x),em que φ(y) = Φ′(y).Portanto, pelo Teorema aima, a regressão isot�nia de g om pesos w maximizao logaritmo de (2.2.1), se tomarmos g(Yi) = δi, w(Yi) = 1 e Φ(y) = y log(y) + (1 −

y) log(1 − y). Assim, F̂ = g∗. Logo, pode-se alular F̂ usando a função minorante
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onvexa máxima, apresentada em Groeneboom e Wellner (1992) om
F̂ (Y(m)) = max

i≤m
min
k≥m

∑

i≤j≤k

δ(j)

k − i+ 1
,onde δ(j) é valor de δ assoiado a Y(j), a j-ésima estatístia de ordem de (Y1, Y2, . . .,

Yn).Uma interpretação geométria é que F̂ (Y(m)) também é dada pela derivada àesquerda no m-ésimo ponto do diagrama de somas aumuladas formado pelos pontos
(0, 0) e Pi =

(∑i

j=1w(Y(j)),
∑i

j=1w(Y(j))g(Y(j))
) = (i,

∑i

j=1 δ(j)), i = 1, 2, . . . , n.2.2.2 Algoritmo ICMUma vez salientada a importânia da teoria de regressões isot�nias para a estimaçãode F no aso 1, voltamos nossa atenção agora para o aso geral de ensura intervalar.Como já vimos, o estimador não paramétrio de máxima verossimilhança é enon-trado se alularmos o vetor p que maximiza a verossimilhança em (2.1) ou entãose enontrarmos diretamente a função F̂ que maximiza (1.3). Fazer isso diretamentenão é fáil e, por isso, busamos resultados que possam auxiliar nossa busa.O estimador não paramétrio de máxima verossimilhança de F é alulado peloalgoritmo ICM. Para apresentá-lo aqui, usaremos a linha de raioínio exibida emJongbloed (1998).De fato, existe um resultado importante para formas quadrátias muito usado nateoria de regressões isot�nias que é relaionado aos nossos interesses. Para oloá-loaqui, primeiro de�namos o onjunto K = {(x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN : x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤

xN}, o onjunto K1 = {x ∈ K : x1 ≥ 0} e a forma quadrátia ψ : RN → (−∞,∞],isto é, um função om a forma
ψ(x) =

1

2
(x− y)TM(x− y), (2.2)em que y = (y1, y2, . . . , yN) ∈ RN e a matriz diagonal positiva de�nida M = diag(mi)são ambos �xos. Seja também o vetor x̂ = argmin

x∈K
ψ(x).De�na ainda o Diagrama de Somas Aumuladas (DSA) omo o onjunto de pontos33



Pi em R2, ou seja, DSA = {Pi : 0 ≤ i ≤ N} , dados por P0 = (0, 0) e
Pj =

(
j∑

l=1

ml,

j∑

l=1

mlyl

)
, para 1 < j < N.Um resultado usado no desenvolvimento do algoritmo ICM (ver Jongbloed (1998))é o seguinte:Proposição 2.2. Sejam K, K1, ψ e o DSA omo de�nimos aima. Então, a om-ponente x̂i do vetor x̂ é alulada omo a derivada à esquerda, avaliada em Pi, dafunção minorante onvexa máxima (isto é, a maior função onvexa situada abaixo)do DSA.Se o espaço em que minimizamos φ é K1, então, as omponentes negativas de x̂têm seu valor alterado para zero.Podemos reesrever a função ψ em (2.2) omo ψ(x) = 1

2

∑N
i=1(xi − yi)

2mi, para
x ∈ K. Com essa forma, vemos que ψ é, na realidade uma função que atribui a adaelemento x ∈ K uma soma quadrada de erros, om pesos mi, em relação ao vetor
y ∈ RN , que é �xo. Como os elementos de K ⊂ RN têm suas suas omponentesordenadas, temos que ψ é a soma quadrátia dos erros que minimizamos no problemada regressão isot�nia.A função de verossimilhança dos dados om ensura intervalar em (1.3), ontudo,não é uma forma quadrátia e, portanto, não podemos apliar diretamente a Proposi-ção 2.2. Por isso, preisamos usar o resultado da Proposição 2.2 de forma mais geral.Assim sendo, seja φ uma função de�nida em K satisfazendo o seguinte:(i) φ é onvexa, ontínua, e atinge seu mínimo em K em um únio ponto x̂;(ii) φ é ontinuamente difereniável no onjunto {x ∈ RN : φ(x) <∞}.Uma aproximação de Taylor de segunda ordem, em torno de x(k) para φ(x), x ∈ K,
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é dada por
φ(x) ≈ φ(x(k)) + (x− x(k))T∇φ

(
x(k)
)
+

1

2
(x− x(k))THφ

(
x(k)
)
(x− x(k))

≈ c+
1

2

(
x− x(k) +H−1

φ

(
x(k)
)
∇φ

(
x(k)
)
)T

Hφ

(
x(k)
)

×

(
x− x(k) +H−1

φ

(
x(k)
)
∇φ

(
x(k)
)
)
,em que c não depende de x e Hφ é a matriz hessiana de φ.Como alular H−1

φ pode tomar muito tempo, é omum sustituir a matriz Hφ poroutro tipo de matriz semide�nida positiva M mais fáil de ser invertida. Por isso,usualmente, toma-se M diagonal om entradas positivas. Isso posto, podemos fazeraproximações loais para φ em torno de um ponto x(k) om uma forma quadrátia dotipo
qφ(x, x

(k)) =
1

2

(
x− x(k)+M

(
x(k)
)−1

∇φ
(
x(k)
)
)T

×M
(
x(k)
)
(
x− x(k) +M

(
x(k)
)−1

∇φ
(
x(k)
)
)
,onde M (

x(k)
) é uma matriz diagonal positiva de�nida que depende de x(k). Toma-se usualmente M (

x(k)
) omo a diagonal da matriz hessiana de φ. De aordo oma Proposição 2.2, a partir dessa aproximação, podemos obter o ponto x(k+1) quemaximiza qφ(., x(k)) omo a derivada à esquerda do Diagrama de Somas Aumuladasdado pelos pontos P0 = (0, 0) e

Pj =

(
j∑

l=1

m
(k)
l ,

j∑

l=1

(
m

(k)
l x

(k)
l −

∂φ

∂xl

(
x(k)
))
)
, para 1 < j < N,sendo m(k)

l o l-ésimo elemento da diagonal de M (
x(k)
).A idéia do algoritmo ICM é, portanto, tomar φ = − logL(F ) e, om o pro-edimento que aabamos de exibir, enontrar o estimador não paramétrio de má-xima verossimilhança de F iterativamente, dado um valor iniial x(0). Tornemos essaidéia mais lara. Tomando o logaritmo da expressão (1.3), obtemos a função de35



log-verossimilhança para dados om ensura intervalar omo sendo
− logL(F ) = −

n∑

i=1

(
δi logF (Li)+γi log [F (Ui)− F (Li)]

+ (1− δi − γi) log [1− F (Ui)]

)
.

(2.3)
Olhando essa expressão, vemos que, em prinípio, temos 2n pontos em que F̂ podeter saltos e, portanto, há 2n parâmetros a estimar, que são os valores F (L1), F (U1),
. . ., F (Ln), F (Un). Entretanto, ao fazermos uma análise mais detalhada, vemosque alguns desses parâmetros na verdade não in�uem na log-verossimilhança ou nãopreisam ser alulados. É o que oorre quando o menor dos Li, L(1), orresponde aum δ = 0 ou o maior dos Ui, U(n), orresponde a δ + γ = 1. Nesses asos, podemosoloar diretamente F̂ (L(1)) = 0 e F̂ (U(n)) = 1. Quando não temos ensura intervalarna unidade i, isto é, quando γi = 0, um dos tempos Li ou Ui não tem in�uênia em(2.3) e, portanto, não é neessário alular F̂ (Li) ou F̂ (Ui). Na prátia, isto signi�aque não é neessário alular F̂ nos pontos Li, se δi = γi = 0 ou Ui, se δi = 1.Depois de averiguarmos quais dos valores Li e Ui in�ueniam de fato na log-verossimilhança (2.3), teremos os tempos t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tp, p = n +

∑n
1 γi, em queteremos que alular F̂ (tj). Além disso, podemos partiionar o onjunto de índies

{1, 2, . . . , p} da seguinte maneira:
• I1 é o onjunto de índies em que há ensura à esquerda, isto é, δ = 1;
• I2a é o onjunto dos índies em que há ensura intervalar (γ = 1) e tj é umtempo do tipo Li;
• I2b é o onjunto dos índies em que há ensura intervalar (γ = 1) e tj é umtempo do tipo Ui;
• I3 é o onjunto de índies em que há ensura à direita, isto é, δ + γ = 0;Um primeiro ponto a observar é que quando oorre γi = 1, os pontos Li e Ui sãopoteniais pontos de salto de F̂ , por termos Li 6= 0 e Ui < ∞. Portanto, existemdois índies k ∈ I2a e l ∈ I2b tais que tk = Li e tl = Ui. Isso implia que k < l, pois

Li < Ui e o onjunto {t1, t2, . . . , tp} é ordenado.36



Mas os onjuntos I2a e I2b são formados justamente pelos pontos Li e Ui, respe-tivamente, om γi = 1. Por isso, para todo elemento k ∈ I2a, existe um elementoassoiado l ∈ I2b, determinado pela relação únia entre Li e Ui. Além disso, sempreoorre k < l.Portanto, podemos de�nir uma bijeção r : I2a → I2b entre os onjuntos I2a e I2b e,portanto, podemos determinar os elementos de I2b por intermédio dos elementos de
I2a. Mais ainda, temos r(i) > i para todo i ∈ I2a. Daí, todo termo F (Ui) − F (Li)da função de verossimilhança em (1.3) pode ser sustituído por F (tj)− F (tr(j)), paraalgum j ∈ I2a.Temos que estimar, portanto, o vetor β ∈ Rp, ujas omponentes são os valores
βi = F (ti), sendo que oorre 0 ≤ β1 ≤ β2 ≤ . . . ≤ βp. Feitas todas as onsideraçõesaima, podemos reesrever a log-verossimilhança (2.3) omo

φ(β) = −
∑

i∈I1

log βi −
∑

i∈I2a

log
[
βr(i) − βi

]
−
∑

i∈I3

log [1− βi] . (2.4)Agora, podemos ver laramente que o problema de enontrar o estimador nãoparamétrio de máxima verossimilhança de F é, na verdade, uma apliação do proe-dimento que desrevemos anteriormente: a maximização de uma função �nava noonjunto K1. Temos, então, que alular as derivadas pariais de primeira e segundaordens de φ(β) para obtermos os pontos Pj do Diagrama de Somas Aumuladas e, omo resultado da 2.2, ahamos o vetor β(k+1) que maximiza a aproximação quadrátia
qφ(., x

(k)). Assim, temos:
∂φ

∂βi
(β) =





−β−1
i , se i ∈ I1;

[
βr(i) − βi

]−1
, se i ∈ I2a;

−
[
βi − βr−1(i)

]−1
, se i ∈ I2b;

[1− βi]
−1 , se i ∈ I3.e também
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∂2φ

∂β2
i

(β) = ml =





β−2
i , se i ∈ I1;

[
βr(i) − βi

]−2
, se i ∈ I2a;

[
βi − βr−1(i)

]−2
, se i ∈ I2b;

[1− βi]
−2 , se i ∈ I3.Com as derivadas pariais aluladas e lembrando que βi = F (ti), onde ti pode serigual a Lj ou Uj , podemos esrever as omponentes dos pontos Pj em termos dosvalores {Li, Ui, δi, γi} da amostra. Mas antes, vamos de�nir algumas funções quefailitarão a notação aqui empregada. São as seguintes:

GF (t) =
∑

Li≤t

δi

[F (Li)]
2 +

∑

Li≤t

γi

[F (Ui)− F (Li)]
2

+
∑

Ui≤t

γi

[F (Ui)− F (Li)]
2 +

∑

Ui≤t

1− δi − γi

[1− F (Ui)]
2 ,

WF (t) =
∑

Li≤t

δi
F (Li)

−
∑

Li≤t

γi
F (Ui)− F (Li)

+
∑

Ui≤t

γi
F (Ui)− F (Li)

−
∑

Ui≤t

1− δi − γi
1− F (Ui)

,

e
VF (t) = WF (t) +

∑

ti≤t

F (ti) [GF (ti)−GF (ti−1)] .Calulamos a primeira omponente de Pj:
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j∑

l=1

ml =

j∑

l=1

∂2φ

∂β2
l

(β) =

βi≤F (tj)∑

i∈I1

β−2
i +

βi≤F (tj)∑

i∈I2a

[
βr(i) − βi

]−2

+

βi≤F (tj)∑

i∈I2b

[
βi − βr−1(i)

]−2
+

βi≤F (tj)∑

i∈I3

[1− βi]
−2

=
∑

Li≤tj

δi

[F (Li)]
2 +

∑

Li≤tj

γi

[F (Ui)− F (Li)]
2

+
∑

Ui≤tj

γi

[F (Ui)− F (Li)]
2 +

∑

Ui≤tj

1− δi − γi

[1− F (Ui)]
2

= GF (tj).É interessante observarmos, pelo que aabamos de mostrar, que
mj =

j∑

l=1

ml −

j−1∑

l=1

ml = GF (tj)−GF (tj−1).Analogamente, pode-se obter a segunda omponente de Pj, Pj,2, omo
Pj,2 =

j∑

l=1

(
mlβl −

∂φ

∂βl
(β)

)
= −

j∑

l=1

∂φ

∂βl
(β) +

j∑

l=1

mlβl

=

βi≤F (tj)∑

i∈I1

β−1
i −

βi≤F (tj)∑

i∈I2a

[
βr(i) − βi

]−1
+

βi≤F (tj)∑

i∈I2b

[
βi − βr−1(i)

]−1

−

βi≤F (tj)∑

i∈I3

[1− βi]
−1 +

j∑

l=1

βlml

=
∑

Li≤tj

δi
F (Li)

−
∑

Li≤tj

γi
F (Ui)− F (Li)

+
∑

Ui≤tj

γi
F (Ui)− F (Li)

−
∑

Ui≤tj

1− δi − γi
1− F (Ui)

+

j∑

l=1

F (tl) [GF (tl)−GF (tl−1)]

= WF (tj) +
∑

tl≤tj

F (tl) [GF (tl)−GF (tl−1)]

= VF (tj)Feitos todos esses álulos, temos todos os elementos neessários para proeder àestimação de F pelo algoritmo ICM. De�na o vetor
F (k) = (F (k)(t1), F

(k)(t2), . . . , F
(k)(tp)).39



O algoritmo ICM é o seguinte:Passo 1: F (0)(tj) =
1
p
para 1 ≤ j ≤ p;Passo 2: Construir o Diagrama de Somas Aumuladas om P0 = (0, 0) e, para

j = 1, 2, . . . , p, Pj = (GF (k)(tj), VF (k)(tj)) ;Passo 3: Obtenha F (k+1)(tj) omo sendo a derivada à esquerda em GF (k)(tj) da fun-ção minorante onvexa máxima do diagrama de somas do passo anterior;Passo 4: Se ||F (k+1) − F (k)|| < ε, pare. Caso ontrário, faça k = k + 1 e vá para opasso 2.
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F real(b) n = 10.000Figura 2.1: Estimativas om algoritmo ICMO algoritmo ICM possui onvergênia mais rápida que o algoritmo EM de autoonsistênia, proposto por Turnbull (1976). Enontrar F̂ para o aso univariado é umproblema om uma solução bem adequada, visto que o algoritmo ICM é e�iente. Jápara o aso da estimação não paramétria da função de distribuição bivariada, nãohá ainda um proedimento tão onsagrado om o algoritmo ICM. De qualquer forma,muitos avanços têm sido onquistados, sendo que alguns deles são bastante reentes.Por isso, apresentamos no próximo apítulo a estimação não paramétria da funçãode distribuição bivariada pelo método de máxima verossimilhança.40



Capítulo 3
Estimação da função de distribuiçãobivariada
A estimação da distribuição onjunta de duas variáveis aleatórias T1 e T2, ambasom ensura intervalar, é o nosso objetivo prinipal neste trabalho. Neste apítulo,estamos interessados mais preisamente em um estimador não paramétrio de máximaverossimilhança de H , função de distribuição de T1 e T2.Algumas propostas foram apresentadas, entre as quais destaamos os trabalhosde Betensky e Finkelstein (1999) e Gentleman e Vandal (2002). Para enontrar oENPMV Ĥ de H , Betensky e Finkelstein (1999) apliam as idéias de Peto (1973)e Turnbull (1976), que servem para o aso univariado e que foram apresentados noapítulo 2. Dessa forma, seguimos um raioínio análogo ao aso univariado paraobtermos os resultados do aso bivariado, que apresentamos omo segue.Suponha que temos uma amostra de retângulos R1 = [L11, U11]× [L21, U21], R2 =

[L12, U12] × [L22, U22], . . ., Rn = [L1n, U1n] × [L2n, U2n], em que T1i ∈ [L1i, U1i] e
T2i ∈ [L2i, U2i]. A parte da verossimilhança que depende de H para esses dados foiexibida em (1.5) e é dada por

L(H) =
n∏

i=1

[H(U1i, U2i)−H(U1i, L2i)−H(L1i, U2i) +H(L1i, L2i)] , (1.5)lembrando que podemos ter L.i = 0 ou U.i = ∞.Ao observarmos a expressão (1.5) aima, vemos que o valor da verossimilhança41



L(H) não depende do omportamento de H no interior de ada retângulo Ri. Porisso, o estimador não paramétrio de máxima verossimilhança Ĥ pode não ser únio.Além disso, prouramos Ĥ no espaço de todas as funções de distribuição bivariadas,ou seja, a dimensão de nosso problema é in�nito. Preisamos, então, de resultadosque possam simpli�ar nossa busa.Como no aso univariado, vamos de�nir um onjunto importante de retângulos
ξ1, ξ2, . . . , ξJ ⊂ R2, que hamaremos de interseções máximas. Usaremos a de�nição deWong e Yu (1999) para as interseções máximas: ξj 6= ∅ é uma interseção máxima se éuma interseção �nita dos Ri tal que, para todo i tem-se ξj∩Ri = ξj ou ξj∩Ri = ∅. Naverdade, expliando em palavras, ξj é a menor interseção de retângulos da amostra
Rk1 , Rk2 , . . . , Rkl, kl ≤ n, uja interseção é não vazia, isto é, Rks ∩Rki 6= ∅.Calular as interseções máximas ξ1, ξ2, . . . , ξJ é omputaionalmente dispendioso,pois, por de�nição, temos que veri�ar quais dos retângulos Ri se interseionam.A proposição de algoritmos para esta tarefa tem sido tema de alguns trabalhos naliteratura, dentre os quais destaamos os algoritmos de Betensky e Finkelstein (1999),Gentleman e Vandal (2002), Bogaerts e Lesa�re (2004) e Maathuis (2005). O maisreente e rápido é o algoritmo HeightMap de Maathuis (2005), que usa a idéia de�mapas de altura� para enontrar as interseções máximas. O algoritmo HeightMapalula o número de retângulos Ri da amostra que passam por um ponto (x, y) doplano. De fato, as interseções máximas ξj são as regiões de máximo loal desse mapade alturas.Há propriedades importantes das interseções máximas. Primeiramente, temos que
ξj é também um retângulo, pois é uma interseção de retângulos e, portanto, podemosesrever ξj = [aj , bj] × [cj, dj]. Cabe observarmos que ξj pode ser um ponto ou umintervalo, o que quer dizer que ξj pode ter dimensão menor que dois.Um segundo fato é fundamental: Gentleman e Vandal (2002) mostram que oestimador não paramétrio de máxima verossimilhança de H só pode ter resimentonos retângulos ξ1, ξ2, . . . , ξJ . Isto signi�a que se um estimador H1 de H atribui saltopositivo a regiões disjuntas de ξ1, ξ2, . . . , ξJ , então H1 não pode ser um estimadorde máxima verossimilhança de H . Por isso, o estimador não paramétrio de máximaverossimilhança Ĥ é onstante fora de ⋃J

j=1 ξj. Com isso em mente, estimar os valores
pj = H(bj, dj) − H(bj , cj) − H(aj, dj) + H(aj, cj) é fundamental para que nossos42



propósitos sejam alançados. É importante enfatizarmos ainda que nada impede quealguns dos pj possam ser iguais a zero.Ainda em analogia om o aso univariado, se H é uma função de distribuição queé onstante fora dos ξj, pode-se mostrar que
H(U1i, U2i)−H(U1i, L2i)−H(L1i, U2i) +H(L1i, L2i) =

J∑

j=1

αijpj ,onde
αij =




1, se ξj ⊆ Ri;

0, aso ontrário.Feitas todas essas onsiderações, podemos restringir nossa busa de Ĥ à lasse defunções de distribuição que são onstantes fora dos ξj. De�nindo p = (p1, p2, . . . , pJ),obtemos a seguinte verossimilhança:
L(H) =

n∏

i=1

[H(U1i, U2i)−H(U1i, L2i)−H(L1i, U2i) +H(L1i, L2i)]

=
n∏

i=1

(
J∑

j=1

αijpj

)

= L1(p).

(3.1)
Portanto, ao alularmos os ξj, temos os pj bem de�nidos e, portanto, temos Jparâmetros a estimar. Logo, reduzimos a dimensão in�nita de nosso problema parauma dimensão �nita J . Por isso, é omum dizer que esse passo da estimação de H éo passo da redução de dimensão.Com os valores de pj estimados, a estimativa de H no ponto (x, y) é alulada daseguinte maneira (ver Wong e Yu (1999)):

Ĥ(x, y) =
∑

ξj⊆[0,x]×[0,y]

p̂j. (3.2)Para estimarmos o vetor p, temos que enontrar o argumento máximo de L1(p),omo em (3.1). Como Ĥ não terá saltos fora de ⋃J

j=1 ξj, segue que ∑J

j=1 pj = 1.Assim sendo, nosso problema é o seguinte:43



max L(p) = max logL1(p)sujeito a:
p1 + p2 + . . .+ pJ = 1,

pj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , J.Temos, portanto, um problema não linear de otimização �nava om restriçõeslineares. Gentleman e Geyer (1994) disutem esse problema, analisando as ondiçõesde Karush - Kuhn - Tuker (KKT), a�rmando que essas ondições são neessáriase su�ientes para a otimalidade de L(p). De fato, os multipliadores de Lagrangeenvolvidos nas ondições de KKT são importantes para determinar a uniidade de p̂,omo veremos adiante.A uniidade de p̂ depende da onavidade de L, que é determinada por sua matrizHessiana no ponto p̂, H(p̂). Se H(p̂) é negativa de�nida, então L é estritamente�nava e, portanto, p̂ é únio. Gentleman e Geyer (1994) mostram queH(p̂) = A′DA,em que A = (αij), i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , J e D é matriz diagonal om elementos
−1/

∑J

j=1 αijpj , i = 1, 2, . . . , n. Assim, se posto(A) = J , então H(p̂) é de postoompleto e segue que p̂ é unio.Essa ondição não é neessária e, dessa forma, pode oorrer de L não ser estri-tamente �nava, mas p̂ ser únio. Com efeito, Gentleman e Geyer (1994) dão umaondição para que p̂ seja únio, mesmo que L não seja estritamente �nava. Seja A2a matriz formada pelas olunas da matriz A orrespondentes aos multipliadores deLagrange nulos. Gentleman e Geyer (1994) mostram que se o posto de A2 é igual aoseu número de olunas, então p̂ é únio.O passo do álulo de p̂ na estimação de H é hamado de passo da otimização. Éimportante lembrarmos também que estimamos a matriz de variânias e ovariâniasde p̂ por
V̂ ar(p̂) = − [H(p̂)]−1 ,o que nos permite alular a variânia de Ĥ, que é uma ombinação linear de p1, p2,

. . ., pJ , onforme (3.2).O álulo de Ĥ está implementado no paote MLEens do software R, que usa o44



algoritmoHeightMap para alular as interseções máximas ξ1, ξ2, . . . , ξJ e, em seguida,estima p maximizando L(p). Segundo a doumentação desse paote, o passo deotimização é feito usando uma ombinação de programação quadrátia sequenial eo algoritmo de redução do suporte de Groeneboom, Jongbloed e Wellner (2008).

Figura 3.1: Estimador não paramétrio de máxima verossimilhança de HNeste apítulo, vimos omo estimar H diretamente a partir dos dados obervados.Entretanto, um dos objetos de nosso estudo é a estimação de H usando estimativasdas funções de distribuição marginais de T1 e T2. Tal abordagem é possível graçasaos uso de modelos de ópulas, que é o assunto do próximo apítulo.
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Capítulo 4
Cópulas
O apítulo 2 foi destinado à exposição do estimador não paramétrio de máximaverossimilhança da função de distribuição univariada da variável aleatória T1 (ou T2).Contudo, nosso objetivo entral é estimar a função de distribuição onjunta do vetoraleatório (T1, T2), que de�nimos anteriormente omo H . De fato, é possível estimar
H usando a informação ontida nas funções de distribuição marginais por meio demodelos de ópulas, que apresentamos neste apítulo.A idéia dos modelos de ópulas é simples: obter a função de distribuição onjunta
H de T1 e T2 a partir de suas funções de distribuição marginais F e G, respetiva-mente, por meio de uma função que �ligue� F e G. Essa função que liga F e G é quedenominamos ópula. Podemos fazer isso por ausa de um resultado muito impor-tante, hamado Teorema de Sklar, que garante que essa ópula sempre existe e, se T1e T2 são ontínuas, a ópula que liga F e G é únia.O interesse por modelos de ópulas vem resendo bastante nos últimos anos.Isso se deve muito à failidade para implementação omputaional e pratiidade emapliações. Bem sabemos que analisar variáveis onjuntamente pode nos levar a on-lusões muito mais rias que aquelas a que hegamos em análises em que onsideramosas variáveis em estudo isoladamente. A exeução destas análises onjuntas pode serfailitada pela apliação de modelos de ópulas.Apresentaremos aqui nesse apítulo a teoria de que preisamos para fazermos aapliação de modelos de ópulas, tendo omo referênia básia Nelsen (2006). Paratanto, vamos estabeleer alguns oneitos neessários e expor alguns resultados im-46



portantes. Começamos om a de�nição formal de ópula.De�nição 4.0.1. Uma ópula bidimensional é uma função C : I2 → I, I = [0, 1],om as seguintes propriedades:1. C(u, 0) = C(0, v) = 0, C(u, 1) = u e C(1, v) = v para todos u, v ∈ I.2. Para todo retângulo [u1, v1]× [u2, v2] ⊆ I2, temos
C(x2, y2)− C(x2, y1)− C(x1, y2) + C(x1, y1) ≥ 0.

Analisando a de�nição de ópula, podemos veri�ar que uma ópula bidimensionalé, na verdade, uma função de distribuição onjunta bivariada ujas marginais sãouniformes no intervalo [0, 1]. Usaremos nesse texto o termo ópula para fazermosreferênia a ópulas bidimensionais, ressalvando que uma ópula pode ser de�nidaem qualquer dimensão �nita.Posta essa de�nição, pode-se mostrar alguns fatos a respeito de uma ópula Cqualquer. O primeiro fato é que uma ópula é sempre não deresente em ada umde seus argumentos. Isto quer dizer que, se u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 e t pertenem a I, então
C(u1, t) ≤ C(u2, t) e C(t, v1) ≤ C(t, v2).Daí segue ainda que C(u1, v1) ≤ C(u2, v2).O segundo fato onerne a ontinuidade de C: vale, para quaisquer (u1, v1), (u2, v2) ⊆

I2, que:
|C(u1, v1)− C(u2, v2)| ≤ |u1 − u2|+ |v1 − v2|,isto é, C é uniformente ontínua.Em tereiro lugar, para qualquer ópula C e para todo vetor (u, v) ∈ I2, tem-se

W (u, v)
def
= max(u+ v − 1, 0) ≤ C(u, v) ≤ min(u, v)

def
= M(u, v).As funções W e M aima também são ópulas e são hamadas de limite inferior47



e limite superior de Fréhet-Hoe�ding, respetivamente. Outra ópula muito impor-tante é a ópula produto, Π(u, v) = uv.Os três fatos aima são propriedades básias de ópulas que deorrem de suade�nição. De�nido o que é uma ópula, podemos passar para suas apliações emvariáveis aleatórias. Conforme já oloamos aqui, queremos obter uma forma deligar as funções de distribuição marginais à função de distribuição bivariada. Nesseontexo, o prinipal resultado é oTeorema 4.0.2 (Teorema de Sklar). Sejam X e Y variáveis aleatórias om funçõesde distribuição F e G, respetivamente, e função de distribuição onjunta H. Então,existe uma ópula C tal que
H(x, y) = C(F (x), G(y)), ∀ (x, y) ∈ R

2.Se X e Y são ontínuas, então C é únia. Caso ontrário, C é uniamente determi-nada em Im(F )× Im(G).Um orolário imediato do Teorema de Sklar é que podemos enontrar C direta-mente pela relação
C(u, v) = H(F−1(u), G−1(v))para todo (u, v) ∈ I2. Chamamos a ópula assoiada à distribuição onjunta de duasvariáveis aleatórias X e Y de �ópula de X e Y �.Com o Teorema de Sklar, podemos reesrever a verossimilhança bivariada (1.5)em termos de uma ópula. Suponha que a ópula de T1 e T2 é Cα, que depende dovetor de parâmetros α. Então, podemos reesrever (1.5) omo

L(H) =

n∏

i=1

[
Cα(F (U1i),G(U2i))− Cα(F (U1i), G(L2i))

− Cα(F (L1i), G(U2i)) + Cα(F (L1i), G(L2i))

]
.

(4.1)
Pela expressão da função de verossimilhança (4.1) aima, vemos que podemosestimar H a partir de estimativas das marginais de T1 e T2, F e G, respetivamente,48



por meio da maximização de (4.1) em relação ao parâmetro α. É isso que iremosfazer, uma vez que podemos obter estimativas de F e G pelo método de imputaçãomúltipla ou pelo estimador não paramétrio de máxima verossimilhança.É preiso notar que as estimativas de F e G devem ser avaliadas nos pontos L.ie U.i. Contudo, onforme já oloamos anteriormente, tanto o método de imputaçãomúltipla omo o estimador não paramétrio de máxima verossimilhança forneemomo estimativa funções esada para F (e G). Também por esse motivo, usaremosnúleo estimadores para obtermos estimativas suavizadas de F e G. Apresentamosos núleo estimadores no próximo apítulo.Como temos mais de um método para estimar a função de distribuição H , surgeo interesse em fazer a omparação para saber qual método é mais e�az. Para isso,estudos de simulação foram realizados. Por isso, apresentamos na próxima seção ummétodo de simulação de vetores aleatórios bivariados usando modelos de ópulas.4.1 Simulação om ópulasSabemos que a simulação de dados tem importânia primordial no estudo de novasténias e métodos estatístios. Com dados simulados, podemos saber se estimadoresestudados possuem algumas proriedades desejadas, visto que onheemos ompleta-mente a distribuição dos dados que simulamos.A geração univariada de uma amostra de uma variável aleatória é failmente exe-utada pelo método da transformação integral de probabilidade. Dado Z ∼ U(0, 1)e uma função de distribuição F , fazendo T1 = F−1(Z), teremos que T1 será umavariável aleatória om função de distribuição F .Podemos usar também a transformada integral de probabilidade para gerarmosuma amostra (x, y) de um vetor aleatório (T1, T2) uja função de distribuição onjuntaé H e que tem marginais F e G . Para tanto, preisamos de um par (Z, V ) de variáveisaleatórias Z ∼ U(0, 1) e V ∼ U(0, 1) para que façamos T1 = F−1(Z) e T2 = G−1(V ).Entretanto, esse par (Z, V ) preisa manter a estrutura de dependênia, se ela existe,do vetor aleatório (T1, T2).Logo, a questão a ser resolvida é saber omo obter um par (Z, V ) de variáveisaleatórias Z ∼ U(0, 1) e V ∼ U(0, 1) que preserva a dependênia de (T1, T2). Isso pode49



ser feito om o uso de ópulas e o método da distribuição ondiional. Suponhamosque (T1, T2) tem ópula C assoiada a H . Se obtivermos um par (Z, V ) om função dedistribuição onjunta C, podemos obter a amostra (x, y) om o uso da transformadaintegral de probabilidade. Assim,
P (T1 ≤ x, T2 ≤ y) = P (F−1(Z) ≤ x,G−1(V ) ≤ y) = P (Z ≤ F (x), V ≤ G(y))

= C(F (x), G(y)) = H(x, y).Para gerarmos a amostra (x, y) de (T1, T2) pelo método da distribuição ondiional,neessitamos da distribuição de V dado Z = z. Com isso, dado Z = z, obtemos aamostra v de V . Suponhamos que a densidade de Z é fZ e a densidade onjunta de
(Z, V ) é f . A função de distribuição de (V |Z = z), FV |Z(v|z), é

FV |Z(v|z) =

∫ v

0

f(t|z)dt =

∫ v

0

f(z, t)

fZ(z)
dt =

∫ v

0

f(z, t)

1
dt

=

∫ v

0

∂2C

∂t∂z
(z, t)dt =

∂C

∂z
(z, v).Assim, para gerarmos o par (x, y) do vetor aleatório (T1, T2), usamos o método dadistribuição ondiional om o seguinte algoritmo:1. Gere z ∼ U(0, 1) e t ∼ U(0, 1) independentes.2. Faça v = F−1

V (t|z) = ∂C
∂z

−1
(z, t).3. Calule x = F−1(z) e y = G−1(v).O par desejado é (x, y), que tem distribuição onjunta H , uniamente determinadapela ópula C.Esse proedimento apresentado gera observações exatas para o vetor (T1, T2). To-davia, estamos trabalhando om dados ensurados. Assim sendo, geraremos tambémamostras para as variáveis aleatórias L1, U1, L2 e U2, que são independentes de T1 e

T2. Em posse dessa amostra de L1, U1, L2, U2, T1 e T2, podemos de�nir as variáveis
δ1, γ1, δ2 e γ2. Com isso, obtemos nossa amostra simulada de dados om ensuraintervalar, omposta pelas quádruplas (L1i, U1i, δ1i, γ1i) e (L2i, U2i, δ2i, γ2i).50



4.2 Medidas de dependêniaA relação entre duas variáveis aleatórias é tema de estudo de muitas pesquisas. Geral-mente, quer-se determinar omo uma variável X in�uenia outra variável Y , ou seja,omo é a dependênia entre elas. Caraterizar o oneito de dependênia é difíil, anão ser no aso da dependênia linear. Na verdade, há dependênia sempre que afunção de distribuição onjunta de (X, Y ) não é o produto das funções de distribuiçãomarginais. Por isso, a únia forma de araterizar ompletamente a dependênia édesrevendo a distribuição onjunta de (X, Y ).Da mesma maneira, é difíil mensurar o grau de dependênia entre (X, Y ), quandoesta não é linear. Contudo, existem algumas medidas que busam resumir, de algumaforma, a dependênia entre duas variáveis. Essas medidas geralmente estão ligadasaos parâmetros da ópula, pois a ópula desreve a distribuição onjunta de (X, Y ).As medidas de dependênias mais famosas são o τ de Kendall e ρ de Spearman.Existem outras medidas, que não serão abordadadas aqui, mas podem ser enontradasem Nelsen (2006). Exibiremos aqui essas duas medidas e algumas relações delas oma ópula de (X, Y ).Ressaltamos que não há estatístias que estimem τ ou ρ para dados om ensuraintervalar e, portanto, apresentamos a de�nição populaional dessas quantidades.Para serem onstruídas, ambas as medidas usam a idéia de onordânia, que é, empouas palavras, a tendênia de que os valores de X resçam quando os valores de
Y resem (ou X derese quando Y derese). Há disordânia quando X tende areser quando Y derese (ou X derese quando Y rese).4.2.1 τ de KendallSejam (X1, Y1) e (X2, Y2) dois vetores aleatórios iid om função de distribuição Honjunta e ópula C. De�nimos o τ de Kendall por

τ = τX,Y = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0].Na verdade, τ é igual à probabilidade de onordânia menos a probabilidade dedisordânia entre as v.a.'s X e Y . Por isso, se τ = −1, há disordânia total entre51



X e Y e, assim, uma dependênia negativa. Por outro lado, se τ = 1 , então oorreo ontrário: onordânia total e, portanto, dependênia positiva.A relação importante entre τ e as ópulas é a seguinte:Proposição 4.1. Sejam X e Y duas variáveis ontínuas uja ópula é C. Então,
τ = τX,Y = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)dC(u, v)− 1.Por essa relação, podemos ver que o valor de τ provavelmente vai depender dosparâmetros da ópula C. Pode aonteer também que a integral dupla não possa seravaliada analitiamente. Esse é o aso do modelo de ópula Frank om parâmetro α(que apresentaremos adiante), em que temos
τ = 1−

4

α

[
1−

1

α

∫ α

0

t

et − t
dt

]
.Oorre sempre −1 ≤ τ ≤ 1, sendo que valores positivos indiam dependêniapositiva e valores negativos indiam dependênia negativa, no sentido que aqui expu-semos.4.2.2 ρ de SpearmanSuponha agora que (X1, Y1), (X2, Y2) e (X3, Y3) são três vetores aleatórios iid ujafunção de distribuição é H e ópula C. De�ne-se o ρ de Spearman por

ρ = ρX,Y = 3 (P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0]) .A onstrução de ρ é pareida om a do τ de Kendall. Nelsen (2006) explia que adiferença é que ρ é a diferença das probabilidades de onordânia e disordânia de
(X1, Y1) e (X2, Y3), respetivamente.O resultado que relaiona ρ e a ópula C é aProposição 4.2. Sejam X e Y duas variáveis ontínuas uja ópula é C. Então,

ρ = ρX,Y = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)dudv − 3.52



Assim omo aontee om τ , temos que −1 ≤ ρ ≤ 1, sendo que se ρ > 0, entãohá tendênia de resimento de X e Y na mesma direção. Se ρ < 0 a tendênia deresimento de X e Y é oposta.4.3 Famílias de CópulasJá de�nimos formalmente o que é uma ópula e mostramos quais serão as suas apli-ações onretas no problema que estamos estudando. Contudo, uma de�nição geralpode não ser diretamente apliável e, assim sendo, preisamos de algumas funçõesque satisfazem a de�nição de ópula.Muitas funções já foram de�nidas de forma a satisfazer os requisitos de umaópula, sendo que uma importante lasse de funções desse tipo é a lasse de ópulasArquimedianas. Esta lasse de ópulas se destaa por sua simpliidade e por suagrande apaidade de representar várias estruturas de dependênia.De�nição 4.3.1. Uma ópula Arquimediana C : I2 → I, I = [0, 1] tem a seguinteforma:
C(u, v) = φ−1(φ(u) + φ(v)),onde φ : I → [0,∞] é uma função ontínua, onvexa e estritamente deresente talque φ(1) = 0.Portanto, se enontrarmos uma função φ om as propriedades aima, podemosgerar um ópula Arquimediana. Quando isso oorre om uma ópula C, dizemos que

C é uma ópula Arquimediana gerada por φ. Podemos também tomar φ dependendode algum vetor de parâmetros α, se for neessário . A ópula produto Π, que é geradase tomarmos φ(t) = − ln t, é um exemplo simples de ópula Arquimediana.Três propriedades algébrias, que seguem da de�nição de uma ópula Arquimedi-ana C gerada por φ, são as seguintes:1. C é simétria, isto é, C(u, v) = C(v, u) para todos u, v ∈ I;2. C é assoiativa, isto é, C(C(u, v), w) = C(u, C(v, w)) para todos u, v, w ∈ I;3. Se c > 0 é uma onstante, então cφ é também um gerador de C.53



As ópulas Arquimedianas possuem outras muitas propriedades e resultados inte-ressantes, que não abrangem o esopo de nossas apliações. O leitor interessado emtais resultados pode onsultar Nelsen (2006).Por exemplo, um resultado interessante que relaiona ópulas Arquimedianas e τde Kendall é aProposição 4.3. Sejam X e Y duas variáveis ontínuas uja ópula C é Arquime-diana, gerada por φ. Então, o valor de τ de Kendall é dado por
τ = 1 + 4

∫ 1

0

φ′(t)

φ(t)
dt.Para nossas apliações, faremos uso de famílias de ópulas om apenas um parâme-tro α. Apresentamos agora algumas famílias mais famosas de ópulas Arquimedianasna tabela 4.1, om seu respetivo espaço paramétrio Ω:Tabela 4.1: Algumas famílias lássias de ópulas ArquimedianasNome da família φ(t) C ΩClayton 1

α
(t−α − 1) [max(u−α + v−α − 1, 0)]−

1
α [−1,∞)\{0}Frank − ln

[
e−αt−1
e−α−1

]
− 1

α
ln
[
1 + (e−αu−1)(e−αv−1)

e−α−1

]
(−∞,∞)\{0}Gumbel-Hougaard (− ln t)α exp

{
− [(− ln u)α + (− ln v)α]

1
α

}
[1,∞)Gumbel-Barnett ln(1− α ln t) uv exp(−α ln u ln v) (0, 1]Ali-Mikhail-Haq − ln

[
1−α(1−t)

t

]
uv

1−α(1−u)(1−v)
[−1, 1)Nem todos os modelos de ópulas pertenem à lasse Arquimediana. Por exemplo,a família de ópulas de Farlie-Gumbel-Morgenstern, dada por

Cα(u, v) = uv + αuv(1− u)(1− v),não pertene à lasse Arquimediana, pois não é assoiativa.54



Naturalmente, existem outras muitas famílias de ópulas Arquimedianas que nãoestão relaionadas na tabela 4.1. Além disso, existem muitos outros modelos deópulas que também não são Arquimedianos.
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(b) α = −0, 5Figura 4.1: Modelo de ópula Clayton
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(b) α = −7Figura 4.2: Modelo de ópula FrankEm nossas simulações, usamos as famílias de ópulas de Clayton e Frank, ombi-nadas om a esolha das marginais para T1 e para T2. A geração de pares advindos domodelo de Clayton, entre outros modelos, está implementada no paote QRMlib dosoftware R. Para a geração de pares da ópula Frank, usamos o proedimento desritona seção 4.1. Nesse último aso, dados dois números aleatório u e t, enontramos o55



par v de u por
v = −

1

α
ln

(
1 +

teαu(e−α − 1)

1 + t(eαu − 1)

)
.Apresentadas as apliações dos modelos de ópulas em nossos problemas, faremosagora a exposição do método de suavização dos estimadores da função de distribuiçãounivariada e bivariada por meio de núleo estimadores, que serão neessários para oálulo da verossimilhança (4.1).
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Capítulo 5
Suavização
Conforme vimos nos apítulos 2 e 3, os estimadores não paramétrios de máximaverossimilhança das funções de distribuição univariada F e bivariada H são inde�-nidos no interior das interseções máximas, que de�nem o suporte desses respetivosestimadores. Isso oorre porque apenas podemos estimar qual o valor do salto pj,mas não temos omo saber omo essa massa pj se distribui no interior da interseçãomáxima orrespondente.Algumas onvenções podem ser feitas para de�nirmos onde se dará o inremento
pj em F̂ ou Ĥ. No aso univariado, podemos onvenionar, por exemplo, que o salto
pj se dará totalmente no ponto x = bj . Isso nos dará uma estimativa �otimista� daurva de sobrevivênia, se T é o tempo de vida de pessoas om uma doença. Poresse motivo, pode ser de�nido que o salto se dá no ponto x = aj . De qualquer forma,vemos que existem in�nitas maneiras de distribuirmos pj no interior da interseçãomáxima e essa distribuição é arbitrária, visto que a verossimilhança não dependedessa distribuição esolhida.Tendo em vista os argumentos apresentados aima e onsiderando também que F̂e Ĥ são onstantes nas regiões disjuntas das interseções máximas, estamos interessa-dos em obter uma estivativa suave de F e de H . Algumas propostas para dados omensura intervalar foram apresentadas na literatura, sendo a maioria para o aso uni-variado. No aso univariado, lembramos, por exemplo, os trabalhos de Kooperberg eStone (1992), Pan (2000b) e Braun, Duhesne e Sta�ord (2005). Já no aso bivariado,enontramos apenas ontribuições para a suavização na presença de ensura bivariada57



à direita, omo no trabalho de Bae et al. (2005).Para o aso univariado, usaremos a suavização dada por núleo estimadores omoem Pan (2000b), uma vez que este estimador usa a informação do estimador de F paraque a suavização seja realizada. Usar a informação do estimador de F na suavizaçãoé algo desejável, visto que estamos omparando justamente estes estimadores. Para oaso bivariado, iremos usar o estimador análogo àquele do aso de ensura univariada.Apresentamos agora esses estimadores, omeçando om o aso univariado.5.1 Caso UnivariadoPodemos desrever ompletamente o omportamento de uma variável aleatória Xse onheemos sua função densidade f , sua função de distribuição F ou a funçãoaraterístia ϕ. Por isso, é tão importante estimar alguma dessas três funções. Noentanto, nenhuma delas é diretamente observável e, por isso, não onheemos suaforma ou propriedades.Mesmo que f ou F não sejam diretamente observáveis, temos informações sobreestas funções quando obtemos amostras de X e, assim sendo, podemos estimá-las.Um método bastante difundido e e�iente é a estimação de f ou F om o uso donúleo estimador. Primeiramente, vamos de�nir esse estimador para dados exatos e,em seguida, apresentaremos o núleo estimador para dados om ensura intervalar.Suponha que temos observações exatas X1, X2, . . . , Xn de uma variável aleatória
X . O núleo estimador de f no ponto x ∈ R é de�nido por

f̃k(x; h) =

∫ ∞

−∞

kh(x− t)dF̂ (t) =
1

n

n∑

i=1

kh(x−Xi),em que kh é uma função densidade que depende do parâmetro de esala h, quehamamos de janela. Integrando em relação a x, obtemos o núleo estimador de F ,dado por
F̃K(x; h) =

1

n

n∑

i=1

Kh(x−Xi).onde Kh é a função de distribuição assoiada a kh. As funções kh e Kh são denomi-nadas funções núleo. 58



No aso de dados ensurados em intervalos, temos uma amostra [L1, U1], [L2, U2],

. . . , [Ln, Un] e preisamos supor que já temos uma estimativa disreta de F , ujosinrementos se dão nos pontos 0 = X0 < X1 < X2 < . . . < Xr. Com isso, podemosde�nir o núleo estimador de f omo (ver Pan (2000b)):
f̃k(x; h) =

∫ ∞

−∞

kh(x− t)dF̂ (t) =

r∑

i=1

kh(x−Xi)
[
F̂ (Xi)− F̂ (Xi−1)

]e, onsequentemente, obtemos o núleo estimador de F por
F̃K(x; h) =

r∑

i=1

Kh(x−Xi)
[
F̂ (Xi)− F̂ (Xi−1)

]
,onde F̂ (Xi) é uma estimativa de F no ponto Xi, sendo que F̂ (X0) = 0 sempre. Asestimativas F̂ (Xi) podem ser obtidas, por exemplo, pelo estimador não paramétriode máxima verossimilhança ou pelo método de imputação múltipla de Pan (2000),que foram apresentados no apítulo 2.É interessante notarmos que o núleo estimador na ensura intervalar é, na ver-dade, uma generalização do núleo estimador para dados não ensurados. Isso oorreporque no aso de dados não ensurados, o estimador de máxima verossimilhançade F (Xk) é a função de distribuição empíria e, portanto, temos que F̂ (Xk) = k/n.Dessa forma, temos sempre que F̂ (Xi)− F̂ (Xi−1) = 1/n.Podemos ver também que o estimador aima depende da esolha de Kh e h, alémdo fato de neessitarmos de estimativas de F (Xi). Wand e Jones (1995) a�rmamque, geralmente, a esolha de Kh não afeta muito a estimativa e é, de erta forma,arbitrária. É usual esolher kh simétria em torno de zero e satisfazendo as seguintespropriedades:1. ∫ kh(t)dt = 1;2. ∫ tkh(t)dt = 0;3. ∫ t2kh(t)dt 6= 0.Essas propriedades são neessárias para obtermos uma aproximação de um valorótimo para h (ver Silverman (1986)) para dados não ensurados.59



Wand e Jones (1995) alertam ainda que uma boa esolha de h, entretanto, éfundamental para a bondade do núleo estimador. Um valor de h muito grandeaarreta uma suavização exessiva e hmuito pequeno faz om que F̃k apresente grandevariabilidade, no sentido de que não haverá muita suavidade.Outra ompliação que podemos notar é que, para variáveis aleatórias positivas,existe a possibilidade de atribuir, por esse estimador, probabilidade positiva parapontos menores que zero. Esse tipo de problema é omumente hamado de �problemade fronteira�. Com isso, oorre que F̃K(∞; h) − F̃K(0; h) < 1. Para ontornar esseproblema, podemos modi�ar nosso estimador tomando (ver Silverman (1986))
F̃K(x; h) =

r∑

i=1

[Kh(x−Xi)−Kh(−x−Xi)]
[
F̂ (Xi)− F̂ (Xi−1)

]
,em que Kh é simétrio em torno de zero.Como todo estimador, F̃K(x; h) está sujeito a varibialidade aleatória. Mais doque isso, F̃K(x; h) possui mais um fator que pode afertar sua perfomane: a janela

h. Há, portanto, alguns ritérios para avaliar o desempenho de F̃K(x; h). Para umponto �xado x ∈ R, veri�amos a qualidade de F̃K(x; h) pelo Erro Quadrátio Médio(EQM):
EQM [F̃K(x; h)] = E

{
F̃K(x; h)− F (x)

}2

.Para uma avaliação global do desempenho de F̃K(x; h), de�ne-se o Erro QuadrátioMédio Integrado (EQMI) por
EQMI[F̃K(.; h)] =

∫
E
{
F̃K(x; h)− F (x)

}2

dx.Conforme já dissemos, o desempenho de F̃K(x; h) está intimamente ligado ao valor
h. A esolha não subjetiva, automátia, de um valor ótimo para h, segundo algumritério, é tema de vasta literatura. A maioria das propostas surge da otimização dealguma medida de desempenho de F̃K(x; h), omo o EQMI. Quando temos dadosnão ensurados, por exemplo, um estimador não viesado para EQMI[f̃k(x; h)] (ver
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Wand e Jones (1995)) é:
V CMQ(h) =

∫
f̃k(x; h)

2dx−
2

n

n∑

i=1

f̃−i(Xi; h),onde f̃−i é f̃k alulada sem a observaçãoXi. A idéia do método de Validação Cruzadade Mínimos Quadrados (para dados não ensurados), por exemplo, é tomar o valorótimo de h omo sendo aquele que minimiza V CMQ.Existem ainda métodos que propõem a esolha de uma janela h(x) para ada
x ∈ R. Há também ténias em que é esolhido um valor hi para ada Xi. Essesmétodos são bem estudados quando se tem uma amostra de dados não ensurados.Por outro lado, para dados om ensura intervalar, não há um estimador fehadopara o EQMI de F̃K(.; h). Por isso, usa-se o método de bootstrap para estimar
EQMI[F̃K(.; h)] e, assim, estimamos a janela ótima h minimizando essa estimativabootstrap do EQMI. Além desse método, há uma ténia apresentada por Pan(2000b) que faz uma adaptação do método de validação ruzada de verossimilhançade Silverman (1986). Exibiremos agora esses dois métodos de obter h automatia-mente, omeçando pelo método de bootstrap. Para failitarmos nossa linguagem,denotaremos o valor ótimo de h que busamos por hopt.5.1.1 BootstrapComo já expusemos, queremos estimar um valor ótimo, segundo algum ritério, para
h. O ritério mais omum para essa otimalidade é, na maioria das formulações, aminimização do EQMI[F̃K(.; h)] ou de uma estimativa sua. Contudo, não há umaexpressão analítia ou estimador fehado para essa quantidade. Por isso, vamos fazeressa estimação usando o boostrap para obter o valor de hopt.Para tanto, usaremos omo referênia básia o trabalho de Hall (1990), que apre-senta várias apliações da ténia de bootstrap para estimar parâmetros de suavidadeem alguns problemas não paramétrios. Hall (1990) faz seus estudos para dadosnão ensurados, mas suas idéias são failmente estendidas para o estimador om oqual estamos trabalhando para dados om ensura intervalar. Faraway e Jhun (1990)também fazem ontribuições para esse problema om dados não ensurados, mas se61



onentram apenas nos núleo estimadores.Conforme já oloamos, O EQMI de F̃K(.; h) é
EQMI[F̃K(.; h)] =

∫
E
{
F̃K(x; h)− F (x)

}2

dx.Uma estimativa bootstrap é dada por
BEQMI(h, h0) = ÊQMI[F̃K(.; h)] =

1

B

B∑

j=1

∫ {
F̃

(j)
K (x; h)− F̃K(x; h0)

}2

dx,onde:
• h0 é um valor iniial para a janela h;
• F̃K(x; h0) é o núleo estimador de F usual;
• F̃

(j)
K (x; h), j = 1, 2, . . . , B, é o núleo estimador de F alulado a partir da
j-ésima reamostra obtida om reposição, de tamanho n1, dos dados originais
{(Li, Ui, δi, γi), i = 1, 2, . . . , n}.A reamostragem aima é feita B vezes, tomando-se n1 ≤ n. Tomamos hopt omoo valor de h que minimiza BEQMI. Para diminuir o efeito da esolha de h0, oproedimento pode ser repetido iterativamente om o valor ótimo de h anterior.O outro método que estudamos de esolha de hopt é o de Validação Cruzada deVerossimilhança, que segue na próxima subseção.5.1.2 Validação Cruzada de VerossimilhançaA maioria dos métodos de esolha de h se baseia na otimização de um ritério. Boaparte desses métodos onsidera omo ritério a minimização do EQM ou EQMI.Contudo, podemos utilizar omo ritério a própria verossimilhança. A ideia entraldo método de Validação Cruzada de Verosimilhança é obter hopt omo o valor de hque maximiza a verossimilhança (1.3), tendo omo argumento F̃K(x; h).Esse ritério é bem onveniente na suavização de F em ensura intervalar, dado quenesta situação a verossimilhança para dados oletados depende diretamente da funçãode distribuição F . Some-se a essa onveniênia o fato de não termos estimadores ou62



aproximações assintótias para o EQM ou EQMI. Por isso, esse foi o método queusamos para a esolha de hopt.Conforme (1.3), a verossimilhança para os dados om ensura intervalar univariadaé
L(F ) =

n∏

i=1

[F (Li)]
δi [F (Ui)− F (Li)]

γi [1− F (Ui)]
1−δi−γi , (1.3)que depende de F e pode ser avaliada em F̃K(.; h).Pan (2000b) propõe uma modi�ação no método usual de Validação Cruzadade Verosimilhança de Silverman (1986). Primeiramente, dividimos aleatoriamentenosso onjunto de dados D em V onjuntos de tamanhos iguais D(v), j = 1, 2, . . . , V .Suponha que F̃ (−v)

K (D(v); h) é o núleo estimador de F obtido om o onjunto de dados
D\D(v) e avaliado nos pontos pertenentes ao onjunto D(v). Obtemos hopt omo

hopt = arg max
h

V∑

v=1

logL
(
F̃

(−v)
K (D(v); h)

)
.Em nossas simulações, usamos V = 10. Essa metodologia nos paree simples eelimina a esolha de muitos parâmetros, omo no método de boostrap. Além disso,não é neessário estimar nenhuma quantidade ou fazer reamostragens, que muitasvezes podem ter um peso omputaional grande em estudos de simulação omo onosso.Já exibimos o núleo estimador para o aso univariado. Passaremos agora para oaso bivariado.5.2 Caso BivariadoVimos no apítulo 3 que os inrementos do estimador não paramétrio de máximaverossimilhança da função de distribuição bivariada H oorrem em retângulos ξj, quehamamos de interseções máximas. Assim sendo, naquela oportunidade esrevemos

ξj = [aj , bj] × [cj, dj] e assoiamos a ada ξj o valor do inremento pj de Ĥ , que éestimado por máxima verossimilhança.Essa onstrução aima é importante para que de�namos o núleo estimador de
H . É neessário que já tenhamos a estimativa não paramétria de máxima verossimi-63



lhança Ĥ, ujo suporte se dá nas interseções máximas ξ1, ξ2, . . ., ξJ , om inrementossão p̂1, p̂2, . . . , p̂J , respetivamente. O núleo estimador de H avaliado em (x, y) ∈ R2é semelhante ao aso univariado e é de�nido analogamente àquele do aso de ensuraà direita bivariada (ver Wells e Yeo (1996)) omo
H̃K(x, y;R) =

∫ ∫

R2

KR(x− t, y − u)dĤ(t, u)

=
J∑

j=1

KR(x− bj , y − dj)p̂j,onde KR é uma função de distribuição bivariada elíptia que depende da matrizsimétria de�nida positiva 2x2 R, hamada de matriz janela.A esolha de R é um problema ainda mais omplexo que no aso univariado.Aqui, temos primeiramente que esolher alguma pametrização de R para, depois,prourarmos valores �ótimos�, em algum sentido, para suas entradas. É omum tomar
R diagonal para simpli�ar o problema, omo fazem Bae et al. (2005) e Gürler (2000).Wells e Yeo (1996), por exemplo, de�nem o núleo estimador bivariado omR diagonale om entradas iguais.Com dados não ensurados, extensões do aso univariado foram feitas para aesolha de R. Duong e Hazelton (2005), por exemplo, apresentam um método deValidação Cruzada para a esolha de R.Ainda não há ontribuições para a esolha de R no aso de ensura intervalarbivariada. De qualquer forma, o método de Validação Cruzada de Verossimilhançaapresentado na subseção 5.1.2 deste apítulo pode ser failmente estendido para oaso bivariado, uma vez que nesse método só preisamos avaliar a verossimilhançaom a estimativa H̃K(.;R) para proeder à esolha de R.Com esse método, proedemos da seguinte maneira: dividimos aleatoriamentenosso onjunto de dados D em V onjuntos de tamanhos iguais D(v), j = 1, 2, . . . , V ,e obtemos H̃(−v)

K (D(v);R), que é o núleo estimador de H obtido om o onjunto dedados D\D(v) e avaliado nos pontos pertenentes ao onjunto D(v). Assim, o valorótimo de R, Ropt, é dado por
Ropt = arg max

R

V∑

v=1

logL
(
H̃

(−v)
K (D(v);R)

)
, (5.1)64



sendo que a função L na expressão (5.1) aima é a função de verossimilhança de dadosom ensura intervalar para o aso bivariado, desrita em (1.5).Em nossas simulações, tomamos R diagonal e om entradas h1 e h2. Além disso,onsideramos V = 10, omo no aso univariado.
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Capítulo 6
Simulações e apliação
6.1 SimulaçõesFizemos a exposição dos métodos que usaremos em nossos estudos de simulação e,agora, podemos expor os resultados enontrados em nossas simulações. Anotamos natabela 6.1 os parâmetros utilizados.Tabela 6.1: Parâmetros utilizados nas simulações (i = 1, 2)Caso Ti Li Ui − Li Cópula1 Weibull(4, 0,2) Weibull(4, 1/3,8) Weibull(4, 1/2,5) Clayton(4)2 Weibull(4, 0,2) Weibull(4, 1/3,8) Weibull(4, 1/2,5) Frank(7)3 Weibull(4, 0,2) Weibull(4, 1/3,8) Weibull(4, 1/2,5) Frank(-7)Em ada aso de simulação, foram adotados três tamanhos de amostra diferentes
n = 50, 100, 200 e foram feitas 10.000 repetições em ada uma dessas on�gurações.Por isso, tínhamos 10.000 amostras de tamanho n = 50 para o aso 1, 10.000 amostrasde tamanho n = 50 para o aso 2 e assim por diante, oorrendo o mesmo om n = 100e n = 200.Embora tenhamos tomado o mesmo modelo de ópula para os asos 2 e 3, o sinaldo parâmetro esolhido em ada aso india o sentido da dependênia entre T1 e T2,usando τ de Kendall omo medida de dependênia. No aso 2, temos τ = 0, 562256,enquanto τ = −0, 562256 no aso 3. No aso 1, temos τ = 2/3.Usamos o núleo gaussiano, univariado e bivariado, sempre que núleo estimadoresforam utilizados. Conforme já expomos, a esolha da janela foi feita segundo o método66



de validação ruzada de verossimilhança proposto por Pan (2000b). Todos os álulosforam feitos no software livre R, sendo que algumas funções foram implementadas nalinguagem C e invoadas dentro do R por meio da função �.C()�.Daqui para frente, para evitar onfusão e simpli�ar a redação, hamaremos oestimador que utiliza o modelo de ópulas om marginais suavizadas de �Cópula�,enquanto denominamos o outro método de �ENPMV�.Para avaliar os dois estimadores, alulamos a estimativa nos pontos do produtoartesiano entre os deis de T1 e T2. Como tomamos T1 e T2 om a mesma distribuição,os deis de T1 e T2 são iguais. Feitos esses álulos, estimamos o víio, variânia eEQM em ada um desses pontos, usando as repetições de ada aso.Antes de partirmos para as estimativas de víio, variânia e EQM, mostraremosalguns resultados referentes às estimativas do parâmetro da ópula, α, e às janelas donúleo estimador, para os asos univariados e bivariados.É fundamental dizermos que nem sempre foi possível estimar o parâmetro α daópula, visto que nem sempre a função de verossimilhança (4.1), que é avaliada naópula, tinha um ponto de máximo. Por isso, a tabela 6.2 lista o número de vezes emque isso oorreu. Nesses asos, para estimar o víio, variânia e EQM do estimadorque utiliza o modelo de ópulas, utilizamos as amostras em que foi possível estimar
α. Tabela 6.2: Número de asos em que α̂ não foi obtidoCaso n Casos %1 50 1005 10,051 100 127 1,271 200 4 0,042 50 405 4,052 100 25 0,252 200 1 0,013 50 31 0,313 100 2 0,02É nítido que o número de asos em que α̂ não existe derese à medida queaumenta o tamanho de amostra. Além disso, podemos ver que a ópula Clayton foi aque apresentou mais vezes esse tipo de problema. Nas �guras de 6.1 a 6.3, que seguemmais abaixo, temos uma estimativa não paramétria, dada pelo núleo estimador, da67



densidade de α̂ para ada aso e tamanho de amostra, da qual retiramos os outlierspara que o grá�o fosse melhor visualizado. Pode-se ver que a distribuição de α̂ vai setornando mais simétria e onentrada em torno do verdadeiro valor de α à medidaque o tamanho da amostra aumenta. Essa é uma araterístia dos estimadores demáxima verossimilhança.Expomos também os grá�os que ilustram a distribuição das janelas (parâmetrosde suavização) estimadas (ĥ1, ĥ2) do núleo estimador para ambos os estimadores.Analisando-os, veri�a-se uma propriedade desejável: os valores da janela estimadatendem a diminuir à medida que o tamanho de amostra aumenta. Além disso, adistribuição onjunta de (ĥ1, ĥ2) paree ser elíptia e simétria.Finalmente, apresentamos nas tabelas 6.3 a 6.56 abaixo as estimativas de víio,variânia e EQM para os dois métodos que estudamos, aluladas nos deis de T1 e
T2 (que tomamos om mesma distribuição). Seguem também os grá�os das urvasde nível (�guras 6.19 a 6.30) dos valores esperados para ambos os estimadores, emada aso e tamanho de amostra. Consideramos os níveis iguais a 0,025, 0,050, 0,075,0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7 e 0,8.A análise dessas tabelas nos mostra o seguinte: Nos asos 1 e 2, para todos ostamanhos de amostra, o víio (em valor absoluto) do estimador ENPMV só não émaior que o víio do estimador Cópula quando os valores de T1 ou T2 são pequenos.Os valores do víio deresem, prinipalmente ao longo da bissetriz x = y, e �amada vez mais negativos à medida que T1 ou T2 resem. No aso 3, para todos ostamanhos de amostra, a diferença do víio dos dois estimadores é menor que nos doisasos anteriores. Além disso, no aso 2, o víio do estimador ENPMV é maior nospares dos deis ujas ordens estão no onjunto {(k, i) : 1 ≤ k < i ≤ 9}.Quanto à variânia, temos que nos asos 1 e 2, o estimador Cópula tem variâniamenor em quase todos os pontos, exeto na região dos maiores deis de T1 e T2. Issooorre porque a variânia do estimador ENPMV sofre um abrupto deresimento naregião dos maiores deis de T1 e T2. O estimador Cópula, ao ontrário, tem umresimento mais �uniforme� da variânia à medida que T1 e T2 resem. Já no aso3, o omportamento da variânia é similar ao que oorre om o víio.O omportamento do EQM segue basiamente o que oorre om o víio, o que nosleva a onluir que o estimador Cópula é, segundo o EQM, um estimador melhor que68



o estimador ENPMV. É importante enfatizarmos que o víio, variânia e EQM, emambos os estimadores, diminuem quando aumentamos o tamanho da amostra, omoesperado.
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Tabela 6.3: Víio - estimador Cópula - aso 1, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.002 0.008 0.011 0.012 0.012 0.013 0.013 0.013 0.0132 0.008 0.008 0.013 0.015 0.017 0.018 0.018 0.019 0.0193 0.012 0.012 0.011 0.010 0.012 0.013 0.014 0.016 0.0164 0.012 0.015 0.010 0.005 0.002 0.002 0.004 0.005 0.0065 0.013 0.016 0.011 0.002 −0.005 −0.008 −0.009 −0.008 −0.0076 0.013 0.017 0.013 0.002 −0.008 −0.015 −0.020 −0.021 −0.0217 0.013 0.018 0.014 0.003 −0.009 −0.020 −0.027 −0.031 −0.0328 0.013 0.018 0.015 0.004 −0.009 −0.021 −0.031 −0.037 −0.0409 0.013 0.018 0.016 0.006 −0.007 −0.021 −0.032 −0.040 −0.043Tabela 6.4: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 1, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 2.11 2.66 2.88 2.95 2.99 3.00 3.01 3.01 3.022 2.70 3.12 3.45 3.73 3.88 3.96 4.00 4.03 4.053 2.91 3.42 3.40 3.67 3.87 3.98 4.07 4.13 4.174 2.98 3.67 3.64 3.84 4.02 4.13 4.23 4.33 4.425 3.01 3.80 3.81 3.99 4.14 4.19 4.27 4.39 4.546 3.03 3.87 3.93 4.12 4.24 4.22 4.22 4.31 4.497 3.04 3.91 4.01 4.23 4.35 4.24 4.15 4.13 4.248 3.04 3.94 4.08 4.34 4.49 4.34 4.15 4.00 3.969 3.05 3.96 4.12 4.43 4.66 4.54 4.34 4.04 3.63Tabela 6.5: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 1, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 2.11 2.73 3.00 3.10 3.14 3.16 3.17 3.17 3.182 2.78 3.19 3.61 3.96 4.16 4.27 4.33 4.38 4.413 3.04 3.57 3.51 3.78 4.00 4.16 4.28 4.37 4.444 3.14 3.89 3.74 3.86 4.03 4.13 4.24 4.35 4.465 3.18 4.06 3.94 4.00 4.16 4.26 4.35 4.46 4.586 3.20 4.17 4.09 4.12 4.31 4.45 4.61 4.76 4.917 3.21 4.23 4.21 4.24 4.44 4.63 4.87 5.09 5.288 3.22 4.27 4.30 4.36 4.57 4.79 5.11 5.36 5.549 3.22 4.30 4.37 4.46 4.71 4.97 5.39 5.64 5.45
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Tabela 6.6: Víio - estimador ENPMV - aso 1, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.047 −0.037 −0.022 −0.012 −0.004 0.001 0.004 0.007 0.0092 −0.037 −0.062 −0.053 −0.036 −0.022 −0.011 −0.002 0.004 0.0093 −0.022 −0.053 −0.068 −0.062 −0.048 −0.032 −0.019 −0.008 0.0014 −0.011 −0.037 −0.063 −0.075 −0.070 −0.057 −0.042 −0.027 −0.0145 −0.004 −0.022 −0.048 −0.070 −0.080 −0.076 −0.064 −0.048 −0.0316 0.001 −0.011 −0.033 −0.058 −0.077 −0.084 −0.080 −0.067 −0.0497 0.005 −0.003 −0.019 −0.042 −0.065 −0.080 −0.085 −0.079 −0.0648 0.007 0.004 −0.008 −0.027 −0.049 −0.068 −0.079 −0.081 −0.0719 0.009 0.009 0.001 −0.014 −0.032 −0.050 −0.064 −0.071 −0.068
Tabela 6.7: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 1, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.74 1.28 1.69 2.01 2.28 2.48 2.64 2.78 2.882 1.32 1.96 2.36 2.71 3.00 3.25 3.46 3.64 3.813 1.74 2.35 2.66 2.97 3.25 3.46 3.63 3.79 3.944 2.07 2.68 2.94 3.28 3.61 3.84 3.99 4.10 4.215 2.32 2.96 3.18 3.55 3.93 4.20 4.33 4.41 4.456 2.53 3.20 3.38 3.75 4.17 4.48 4.65 4.72 4.707 2.69 3.41 3.56 3.91 4.33 4.66 4.86 4.94 4.868 2.82 3.59 3.72 4.03 4.43 4.75 4.98 5.12 5.019 2.92 3.75 3.87 4.14 4.47 4.73 4.95 5.09 4.92
Tabela 6.8: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 1, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 2.97 2.67 2.18 2.15 2.29 2.48 2.66 2.82 2.962 2.68 5.82 5.18 4.03 3.49 3.37 3.46 3.66 3.893 2.20 5.17 7.35 6.87 5.52 4.51 3.99 3.85 3.954 2.19 4.01 6.85 8.86 8.56 7.14 5.76 4.84 4.395 2.34 3.45 5.46 8.51 10.36 10.04 8.47 6.75 5.436 2.53 3.32 4.44 7.07 10.05 11.56 11.05 9.25 7.137 2.71 3.41 3.93 5.70 8.51 11.09 12.14 11.25 8.948 2.87 3.61 3.79 4.78 6.81 9.31 11.29 11.71 10.089 3.00 3.83 3.87 4.34 5.50 7.20 9.05 10.17 9.50
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Tabela 6.9: Víio - estimador Cópula - aso 1, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.002 0.009 0.011 0.011 0.011 0.011 0.011 0.011 0.0112 0.009 0.013 0.015 0.016 0.017 0.017 0.018 0.018 0.0183 0.011 0.014 0.013 0.012 0.013 0.013 0.014 0.015 0.0154 0.011 0.016 0.012 0.008 0.006 0.005 0.006 0.007 0.0075 0.011 0.017 0.012 0.006 0.001 −0.002 −0.003 −0.003 −0.0026 0.011 0.017 0.013 0.006 −0.002 −0.007 −0.011 −0.013 −0.0137 0.011 0.018 0.014 0.006 −0.003 −0.011 −0.017 −0.021 −0.0228 0.011 0.018 0.014 0.007 −0.003 −0.013 −0.021 −0.026 −0.0299 0.011 0.018 0.015 0.007 −0.002 −0.013 −0.022 −0.029 −0.030Tabela 6.10: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 1, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 1.17 1.50 1.62 1.65 1.66 1.67 1.67 1.67 1.672 1.50 1.51 1.72 1.87 1.94 1.97 1.99 2.00 2.013 1.62 1.77 1.84 1.98 2.10 2.17 2.22 2.25 2.274 1.66 1.93 2.01 2.12 2.20 2.28 2.35 2.40 2.455 1.67 2.01 2.12 2.23 2.29 2.32 2.37 2.44 2.536 1.68 2.04 2.20 2.31 2.35 2.33 2.32 2.36 2.477 1.68 2.07 2.25 2.40 2.42 2.36 2.28 2.24 2.338 1.68 2.08 2.28 2.47 2.52 2.43 2.28 2.15 2.169 1.69 2.09 2.31 2.53 2.62 2.56 2.37 2.14 2.01Tabela 6.11: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 1, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 1.18 1.59 1.73 1.77 1.79 1.80 1.80 1.80 1.812 1.59 1.67 1.94 2.13 2.22 2.28 2.31 2.33 2.343 1.73 1.97 2.00 2.13 2.25 2.35 2.42 2.46 2.504 1.78 2.18 2.15 2.18 2.24 2.31 2.38 2.45 2.515 1.80 2.28 2.27 2.26 2.29 2.33 2.38 2.45 2.546 1.80 2.34 2.37 2.34 2.35 2.38 2.44 2.52 2.647 1.81 2.37 2.44 2.43 2.43 2.48 2.56 2.67 2.828 1.81 2.39 2.49 2.51 2.52 2.59 2.70 2.82 2.979 1.81 2.41 2.53 2.59 2.62 2.72 2.86 2.96 2.94
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Tabela 6.12: Víio - estimador ENPMV - aso 1, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.039 −0.026 −0.012 −0.003 0.002 0.006 0.008 0.009 0.0102 −0.026 −0.045 −0.036 −0.021 −0.009 −0.000 0.006 0.010 0.0133 −0.012 −0.036 −0.050 −0.045 −0.031 −0.018 −0.008 0.000 0.0064 −0.003 −0.021 −0.045 −0.056 −0.052 −0.040 −0.027 −0.015 −0.0055 0.002 −0.009 −0.032 −0.052 −0.060 −0.056 −0.045 −0.032 −0.0196 0.005 −0.000 −0.019 −0.040 −0.056 −0.061 −0.057 −0.047 −0.0327 0.007 0.006 −0.008 −0.027 −0.045 −0.057 −0.061 −0.056 −0.0438 0.009 0.010 −0.000 −0.015 −0.032 −0.046 −0.056 −0.058 −0.0499 0.009 0.012 0.006 −0.006 −0.019 −0.032 −0.043 −0.049 −0.046Tabela 6.13: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 1, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.58 0.90 1.12 1.28 1.39 1.47 1.53 1.57 1.602 0.90 1.16 1.31 1.45 1.56 1.66 1.74 1.81 1.873 1.12 1.35 1.48 1.63 1.75 1.85 1.93 2.00 2.074 1.28 1.50 1.64 1.83 1.97 2.06 2.13 2.18 2.245 1.40 1.63 1.76 1.98 2.15 2.26 2.32 2.36 2.386 1.48 1.73 1.86 2.09 2.29 2.42 2.48 2.50 2.487 1.54 1.82 1.94 2.17 2.37 2.52 2.59 2.61 2.578 1.58 1.88 2.02 2.24 2.42 2.57 2.64 2.66 2.609 1.61 1.94 2.09 2.30 2.45 2.55 2.58 2.58 2.51Tabela 6.14: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 1, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 2.10 1.58 1.26 1.29 1.39 1.50 1.59 1.65 1.692 1.58 3.22 2.62 1.89 1.64 1.66 1.78 1.91 2.033 1.27 2.67 4.03 3.64 2.74 2.18 1.98 2.00 2.114 1.29 1.96 3.66 4.94 4.62 3.64 2.84 2.41 2.275 1.40 1.71 2.76 4.63 5.70 5.35 4.33 3.36 2.736 1.51 1.73 2.20 3.67 5.39 6.19 5.77 4.67 3.537 1.59 1.85 2.01 2.89 4.38 5.79 6.33 5.76 4.468 1.65 1.98 2.02 2.46 3.42 4.71 5.77 5.97 5.049 1.69 2.09 2.12 2.33 2.80 3.58 4.47 5.02 4.63
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Tabela 6.15: Víio - estimador Cópula - aso 1, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.005 0.009 0.010 0.010 0.011 0.011 0.011 0.011 0.0112 0.010 0.012 0.013 0.014 0.014 0.015 0.015 0.015 0.0153 0.010 0.013 0.012 0.011 0.011 0.011 0.012 0.012 0.0134 0.011 0.014 0.011 0.008 0.006 0.006 0.006 0.006 0.0075 0.011 0.015 0.011 0.006 0.002 −0.000 −0.001 −0.002 −0.0016 0.011 0.015 0.012 0.006 −0.000 −0.005 −0.008 −0.009 −0.0107 0.011 0.015 0.012 0.006 −0.001 −0.008 −0.013 −0.016 −0.0178 0.011 0.015 0.013 0.007 −0.001 −0.009 −0.016 −0.020 −0.0239 0.011 0.016 0.013 0.007 −0.001 −0.009 −0.017 −0.023 −0.025Tabela 6.16: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 1, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.56 0.78 0.85 0.86 0.87 0.87 0.87 0.87 0.872 0.76 0.78 0.94 1.03 1.07 1.09 1.10 1.10 1.113 0.83 0.91 1.01 1.10 1.18 1.22 1.25 1.27 1.284 0.84 1.00 1.11 1.18 1.25 1.30 1.34 1.38 1.415 0.85 1.03 1.18 1.23 1.29 1.33 1.36 1.41 1.476 0.85 1.05 1.22 1.27 1.31 1.33 1.34 1.38 1.467 0.85 1.06 1.25 1.31 1.32 1.30 1.27 1.25 1.328 0.85 1.06 1.26 1.35 1.37 1.33 1.24 1.16 1.159 0.85 1.07 1.28 1.38 1.42 1.40 1.30 1.15 1.02Tabela 6.17: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 1, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.59 0.87 0.95 0.97 0.98 0.98 0.99 0.99 0.992 0.86 0.93 1.11 1.23 1.28 1.31 1.32 1.33 1.343 0.93 1.09 1.14 1.22 1.30 1.35 1.39 1.42 1.444 0.95 1.20 1.23 1.24 1.28 1.33 1.37 1.41 1.455 0.96 1.25 1.31 1.27 1.29 1.33 1.36 1.41 1.476 0.96 1.28 1.36 1.31 1.31 1.35 1.40 1.47 1.557 0.97 1.29 1.40 1.35 1.33 1.36 1.43 1.51 1.618 0.97 1.30 1.43 1.39 1.37 1.41 1.49 1.58 1.669 0.97 1.31 1.45 1.43 1.42 1.48 1.58 1.66 1.63
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Tabela 6.18: Víio - estimador ENPMV - aso 1, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.030 −0.016 −0.004 0.003 0.006 0.008 0.009 0.010 0.0102 −0.016 −0.034 −0.025 −0.012 −0.002 0.004 0.008 0.011 0.0123 −0.004 −0.025 −0.038 −0.033 −0.021 −0.010 −0.002 0.003 0.0074 0.002 −0.012 −0.033 −0.042 −0.038 −0.028 −0.017 −0.008 −0.0015 0.006 −0.002 −0.021 −0.038 −0.044 −0.041 −0.031 −0.021 −0.0116 0.008 0.005 −0.010 −0.027 −0.040 −0.045 −0.041 −0.032 −0.0227 0.009 0.009 −0.002 −0.016 −0.031 −0.041 −0.044 −0.040 −0.0308 0.009 0.011 0.004 −0.007 −0.020 −0.032 −0.039 −0.041 −0.0359 0.010 0.012 0.007 −0.001 −0.011 −0.021 −0.030 −0.035 −0.033Tabela 6.19: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 1, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.39 0.55 0.65 0.71 0.76 0.78 0.80 0.81 0.822 0.54 0.64 0.73 0.81 0.86 0.91 0.95 0.98 0.993 0.64 0.72 0.83 0.92 0.98 1.03 1.07 1.11 1.134 0.70 0.78 0.91 1.02 1.11 1.16 1.20 1.22 1.245 0.74 0.84 0.97 1.11 1.22 1.29 1.33 1.34 1.346 0.77 0.88 1.02 1.16 1.29 1.39 1.43 1.44 1.427 0.78 0.92 1.06 1.18 1.31 1.41 1.47 1.47 1.428 0.79 0.95 1.10 1.20 1.30 1.39 1.45 1.45 1.379 0.80 0.96 1.13 1.22 1.29 1.35 1.39 1.35 1.24Tabela 6.20: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 1, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 1.29 0.81 0.66 0.72 0.79 0.85 0.88 0.90 0.912 0.81 1.76 1.37 0.95 0.87 0.93 1.02 1.09 1.143 0.65 1.36 2.29 2.00 1.42 1.13 1.08 1.12 1.184 0.70 0.93 1.98 2.79 2.54 1.92 1.48 1.28 1.255 0.78 0.84 1.41 2.54 3.19 2.94 2.31 1.77 1.476 0.83 0.90 1.12 1.91 2.93 3.42 3.14 2.49 1.897 0.86 0.99 1.07 1.46 2.27 3.09 3.40 3.04 2.338 0.88 1.07 1.11 1.26 1.71 2.41 3.01 3.10 2.589 0.89 1.12 1.18 1.22 1.41 1.81 2.28 2.56 2.30
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Tabela 6.21: Víio - estimador Cópula - aso 2, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.009 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.012 0.013 0.0132 0.012 0.017 0.017 0.016 0.015 0.016 0.016 0.017 0.0183 0.012 0.017 0.017 0.014 0.012 0.012 0.013 0.014 0.0154 0.011 0.016 0.014 0.009 0.004 0.002 0.002 0.004 0.0065 0.011 0.015 0.012 0.004 −0.004 −0.009 −0.011 −0.010 −0.0086 0.011 0.015 0.012 0.002 −0.009 −0.017 −0.022 −0.023 −0.0217 0.012 0.016 0.013 0.002 −0.011 −0.022 −0.030 −0.034 −0.0338 0.012 0.017 0.014 0.004 −0.010 −0.023 −0.034 −0.040 −0.0419 0.012 0.018 0.015 0.005 −0.008 −0.021 −0.033 −0.041 −0.043Tabela 6.22: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 2, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 1.17 1.89 2.34 2.61 2.78 2.88 2.94 2.99 3.012 1.87 2.67 3.12 3.45 3.65 3.79 3.88 3.94 3.993 2.31 3.11 3.41 3.66 3.82 3.93 4.02 4.10 4.164 2.58 3.44 3.68 3.90 4.03 4.12 4.21 4.31 4.425 2.74 3.65 3.85 4.03 4.14 4.19 4.27 4.39 4.546 2.84 3.78 3.95 4.07 4.12 4.10 4.12 4.24 4.457 2.90 3.88 4.04 4.14 4.15 4.05 3.94 3.96 4.218 2.94 3.94 4.13 4.25 4.28 4.17 3.93 3.75 3.819 2.97 3.99 4.20 4.36 4.46 4.41 4.19 3.85 3.37Tabela 6.23: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 2, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 1.25 2.04 2.49 2.75 2.91 3.02 3.09 3.14 3.182 2.02 2.96 3.42 3.70 3.89 4.03 4.15 4.24 4.313 2.45 3.41 3.71 3.86 3.97 4.07 4.19 4.30 4.404 2.71 3.69 3.88 3.98 4.05 4.12 4.22 4.33 4.455 2.86 3.87 3.99 4.05 4.15 4.27 4.38 4.48 4.606 2.96 4.01 4.08 4.07 4.20 4.41 4.61 4.76 4.917 3.04 4.14 4.20 4.15 4.26 4.55 4.85 5.09 5.328 3.09 4.23 4.32 4.26 4.37 4.70 5.07 5.32 5.499 3.12 4.31 4.43 4.39 4.52 4.87 5.30 5.52 5.21
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Tabela 6.24: Víio - estimador ENPMV - aso 2, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.013 −0.017 −0.015 −0.011 −0.006 −0.002 0.002 0.005 0.0072 −0.017 −0.028 −0.030 −0.027 −0.020 −0.012 −0.005 0.002 0.0073 −0.016 −0.030 −0.040 −0.043 −0.038 −0.029 −0.018 −0.008 0.0014 −0.011 −0.027 −0.043 −0.054 −0.056 −0.050 −0.039 −0.025 −0.0125 −0.007 −0.021 −0.038 −0.056 −0.068 −0.069 −0.061 −0.047 −0.0306 −0.002 −0.013 −0.029 −0.050 −0.069 −0.080 −0.079 −0.068 −0.0497 0.001 −0.005 −0.019 −0.039 −0.061 −0.079 −0.087 −0.083 −0.0668 0.004 0.002 −0.008 −0.026 −0.047 −0.067 −0.083 −0.087 −0.0769 0.007 0.007 0.001 −0.012 −0.030 −0.048 −0.066 −0.076 −0.073Tabela 6.25: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 2, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.49 0.97 1.40 1.77 2.08 2.33 2.54 2.70 2.832 0.95 1.59 2.07 2.49 2.84 3.14 3.40 3.62 3.813 1.38 2.07 2.47 2.84 3.15 3.40 3.62 3.81 3.974 1.74 2.50 2.86 3.22 3.54 3.78 3.98 4.11 4.225 2.05 2.86 3.17 3.53 3.86 4.12 4.30 4.40 4.446 2.29 3.15 3.42 3.76 4.08 4.35 4.54 4.63 4.627 2.49 3.40 3.62 3.92 4.22 4.50 4.71 4.82 4.808 2.66 3.62 3.80 4.05 4.32 4.58 4.79 4.96 4.949 2.79 3.80 3.97 4.17 4.38 4.60 4.77 4.95 4.81Tabela 6.26: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 2, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.65 1.26 1.63 1.89 2.12 2.33 2.54 2.72 2.882 1.25 2.37 2.99 3.22 3.26 3.30 3.42 3.63 3.873 1.62 2.99 4.07 4.65 4.60 4.25 3.96 3.87 3.974 1.88 3.24 4.67 6.10 6.67 6.29 5.48 4.76 4.375 2.09 3.28 4.64 6.70 8.44 8.89 8.03 6.60 5.346 2.30 3.31 4.28 6.30 8.85 10.70 10.78 9.19 7.007 2.50 3.42 3.97 5.45 7.94 10.73 12.34 11.68 9.128 2.68 3.62 3.87 4.71 6.50 9.13 11.66 12.55 10.739 2.83 3.86 3.97 4.32 5.26 6.94 9.06 10.67 10.12
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Tabela 6.27: Víio - estimador Cópula - aso 2, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.009 0.012 0.012 0.011 0.011 0.011 0.011 0.012 0.0122 0.012 0.018 0.018 0.017 0.017 0.017 0.017 0.018 0.0183 0.011 0.018 0.017 0.015 0.014 0.013 0.014 0.014 0.0154 0.011 0.017 0.015 0.011 0.007 0.006 0.006 0.007 0.0085 0.011 0.016 0.013 0.007 0.001 −0.002 −0.004 −0.004 −0.0026 0.011 0.016 0.013 0.005 −0.003 −0.009 −0.013 −0.015 −0.0147 0.011 0.017 0.013 0.005 −0.004 −0.013 −0.020 −0.023 −0.0238 0.011 0.017 0.014 0.006 −0.004 −0.014 −0.023 −0.029 −0.0309 0.011 0.018 0.015 0.007 −0.003 −0.013 −0.023 −0.030 −0.031Tabela 6.28: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 2, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.63 1.03 1.30 1.46 1.55 1.60 1.64 1.66 1.672 1.01 1.36 1.62 1.79 1.89 1.95 2.00 2.03 2.063 1.26 1.59 1.86 2.03 2.12 2.18 2.24 2.29 2.334 1.42 1.74 1.99 2.17 2.25 2.29 2.34 2.42 2.495 1.51 1.84 2.07 2.24 2.32 2.35 2.40 2.51 2.646 1.57 1.91 2.12 2.28 2.34 2.33 2.34 2.43 2.617 1.60 1.96 2.17 2.32 2.34 2.27 2.17 2.17 2.338 1.62 1.99 2.22 2.39 2.42 2.32 2.14 1.98 2.029 1.64 2.02 2.26 2.46 2.53 2.47 2.29 1.99 1.77Tabela 6.29: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 2, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.71 1.17 1.43 1.58 1.67 1.73 1.77 1.79 1.812 1.15 1.69 1.95 2.08 2.17 2.24 2.30 2.35 2.393 1.39 1.91 2.16 2.26 2.30 2.35 2.42 2.50 2.564 1.54 2.02 2.21 2.29 2.30 2.32 2.38 2.46 2.555 1.63 2.11 2.24 2.29 2.33 2.36 2.42 2.52 2.646 1.69 2.18 2.28 2.31 2.34 2.42 2.52 2.65 2.807 1.72 2.24 2.35 2.35 2.36 2.44 2.57 2.72 2.888 1.75 2.30 2.42 2.42 2.43 2.52 2.67 2.81 2.929 1.76 2.33 2.48 2.51 2.54 2.64 2.81 2.87 2.73
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Tabela 6.30: Víio - estimador ENPMV - aso 2, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.009 −0.011 −0.009 −0.005 −0.001 0.002 0.004 0.006 0.0072 −0.010 −0.016 −0.017 −0.014 −0.008 −0.002 0.004 0.009 0.0123 −0.009 −0.017 −0.025 −0.027 −0.022 −0.015 −0.006 0.002 0.0084 −0.005 −0.014 −0.027 −0.035 −0.037 −0.031 −0.022 −0.011 −0.0025 −0.002 −0.008 −0.022 −0.037 −0.046 −0.047 −0.039 −0.028 −0.0156 0.001 −0.002 −0.015 −0.031 −0.047 −0.055 −0.054 −0.044 −0.0297 0.004 0.004 −0.006 −0.022 −0.039 −0.054 −0.061 −0.057 −0.0438 0.006 0.008 0.002 −0.011 −0.027 −0.044 −0.057 −0.061 −0.0529 0.007 0.011 0.008 −0.002 −0.015 −0.029 −0.043 −0.052 −0.050
Tabela 6.31: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 2, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.37 0.67 0.92 1.12 1.28 1.40 1.48 1.55 1.592 0.67 0.99 1.23 1.42 1.58 1.71 1.82 1.90 1.973 0.91 1.21 1.43 1.63 1.80 1.93 2.04 2.13 2.214 1.10 1.40 1.62 1.83 2.01 2.15 2.24 2.31 2.365 1.25 1.55 1.77 2.00 2.21 2.36 2.46 2.50 2.526 1.37 1.68 1.90 2.13 2.35 2.52 2.62 2.63 2.617 1.45 1.79 2.00 2.21 2.42 2.59 2.68 2.67 2.608 1.51 1.87 2.08 2.26 2.44 2.58 2.66 2.63 2.539 1.55 1.94 2.15 2.31 2.45 2.54 2.58 2.50 2.37
Tabela 6.32: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 2, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.45 0.78 1.00 1.15 1.28 1.40 1.50 1.58 1.642 0.78 1.24 1.52 1.61 1.65 1.71 1.83 1.98 2.113 0.99 1.51 2.06 2.34 2.30 2.15 2.08 2.13 2.264 1.13 1.60 2.33 3.09 3.38 3.13 2.71 2.43 2.375 1.26 1.62 2.27 3.36 4.33 4.53 4.00 3.26 2.736 1.37 1.69 2.11 3.11 4.52 5.55 5.53 4.60 3.487 1.47 1.80 2.03 2.68 3.96 5.49 6.38 5.94 4.488 1.54 1.94 2.08 2.39 3.20 4.53 5.92 6.36 5.269 1.59 2.07 2.21 2.31 2.66 3.40 4.43 5.21 4.85
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Tabela 6.33: Víio - estimador Cópula - aso 2, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.008 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.0102 0.010 0.015 0.015 0.014 0.014 0.014 0.014 0.015 0.0153 0.010 0.015 0.014 0.012 0.011 0.011 0.011 0.012 0.0134 0.010 0.014 0.012 0.009 0.006 0.005 0.005 0.006 0.0075 0.010 0.014 0.011 0.006 0.001 −0.002 −0.003 −0.002 −0.0016 0.011 0.014 0.011 0.005 −0.002 −0.007 −0.010 −0.011 −0.0107 0.011 0.015 0.011 0.005 −0.003 −0.010 −0.016 −0.018 −0.0188 0.011 0.015 0.012 0.006 −0.002 −0.011 −0.018 −0.023 −0.0249 0.011 0.015 0.013 0.007 −0.001 −0.010 −0.017 −0.023 −0.025Tabela 6.34: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 2, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.30 0.51 0.65 0.74 0.79 0.82 0.84 0.85 0.862 0.50 0.69 0.83 0.91 0.97 1.00 1.03 1.04 1.063 0.65 0.84 0.99 1.07 1.12 1.16 1.19 1.22 1.244 0.74 0.93 1.08 1.17 1.22 1.25 1.28 1.33 1.375 0.79 0.98 1.13 1.22 1.26 1.26 1.28 1.34 1.416 0.82 1.02 1.17 1.25 1.28 1.25 1.23 1.28 1.377 0.83 1.05 1.20 1.29 1.31 1.26 1.18 1.17 1.268 0.84 1.07 1.23 1.33 1.37 1.30 1.17 1.04 1.049 0.85 1.08 1.26 1.37 1.44 1.41 1.27 1.06 0.90Tabela 6.35: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 2, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.36 0.61 0.75 0.84 0.89 0.92 0.94 0.96 0.972 0.61 0.90 1.04 1.11 1.16 1.20 1.24 1.27 1.293 0.76 1.05 1.17 1.22 1.24 1.28 1.32 1.36 1.404 0.84 1.13 1.22 1.25 1.26 1.27 1.31 1.36 1.425 0.89 1.18 1.25 1.25 1.26 1.27 1.29 1.35 1.416 0.93 1.23 1.29 1.27 1.28 1.30 1.34 1.39 1.477 0.95 1.27 1.33 1.31 1.32 1.36 1.42 1.50 1.598 0.96 1.30 1.38 1.37 1.37 1.42 1.49 1.55 1.619 0.97 1.32 1.42 1.42 1.44 1.50 1.57 1.60 1.51
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Tabela 6.36: Víio - estimador ENPMV - aso 2, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 −0.006 −0.006 −0.004 −0.002 0.001 0.003 0.005 0.006 0.0062 −0.006 −0.010 −0.011 −0.008 −0.003 0.002 0.006 0.009 0.0113 −0.004 −0.011 −0.017 −0.018 −0.014 −0.008 −0.001 0.005 0.0094 −0.002 −0.008 −0.018 −0.025 −0.026 −0.021 −0.013 −0.004 0.0025 0.001 −0.003 −0.014 −0.026 −0.033 −0.033 −0.027 −0.017 −0.0076 0.003 0.002 −0.007 −0.021 −0.033 −0.040 −0.039 −0.030 −0.0197 0.005 0.006 −0.001 −0.013 −0.027 −0.039 −0.044 −0.041 −0.0308 0.006 0.009 0.005 −0.004 −0.017 −0.030 −0.041 −0.044 −0.0379 0.006 0.011 0.009 0.003 −0.007 −0.019 −0.029 −0.037 −0.035Tabela 6.37: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 2, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.27 0.43 0.55 0.64 0.70 0.75 0.78 0.80 0.812 0.43 0.58 0.69 0.78 0.85 0.90 0.95 0.98 1.013 0.55 0.70 0.81 0.91 0.99 1.04 1.09 1.13 1.164 0.64 0.80 0.92 1.04 1.13 1.19 1.22 1.24 1.265 0.70 0.87 1.00 1.13 1.24 1.31 1.33 1.33 1.336 0.75 0.93 1.06 1.19 1.31 1.39 1.43 1.41 1.377 0.78 0.97 1.10 1.22 1.34 1.44 1.48 1.45 1.388 0.80 1.01 1.14 1.25 1.36 1.43 1.46 1.41 1.309 0.81 1.04 1.17 1.28 1.37 1.40 1.40 1.32 1.17Tabela 6.38: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 2, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.30 0.47 0.57 0.64 0.70 0.76 0.80 0.83 0.852 0.46 0.67 0.80 0.84 0.86 0.91 0.99 1.07 1.133 0.56 0.81 1.09 1.23 1.19 1.10 1.09 1.15 1.234 0.64 0.85 1.24 1.67 1.81 1.62 1.38 1.26 1.275 0.70 0.88 1.20 1.80 2.35 2.41 2.04 1.62 1.386 0.76 0.93 1.11 1.62 2.42 3.00 2.92 2.33 1.727 0.80 1.01 1.10 1.38 2.06 2.94 3.44 3.12 2.288 0.83 1.09 1.16 1.26 1.64 2.35 3.12 3.34 2.679 0.85 1.16 1.25 1.28 1.42 1.75 2.27 2.66 2.42
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Tabela 6.39: Víio - estimador Cópula - aso 3, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.000 0.000 0.001 0.001 0.001 0.000 −0.001 −0.003 −0.0042 0.000 0.001 0.002 0.002 0.002 0.000 −0.003 −0.007 −0.0073 0.001 0.002 0.003 0.003 0.002 −0.002 −0.008 −0.013 −0.0124 0.001 0.002 0.003 0.002 −0.001 −0.008 −0.016 −0.022 −0.0215 0.001 0.002 0.002 −0.001 −0.007 −0.017 −0.027 −0.035 −0.0346 0.001 0.001 −0.002 −0.007 −0.016 −0.028 −0.041 −0.049 −0.0487 −0.001 −0.003 −0.007 −0.015 −0.026 −0.040 −0.053 −0.061 −0.0608 −0.003 −0.006 −0.012 −0.021 −0.033 −0.048 −0.061 −0.068 −0.0669 −0.004 −0.007 −0.011 −0.021 −0.034 −0.048 −0.061 −0.067 −0.065Tabela 6.40: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 3, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.01 0.02 0.04 0.10 0.23 0.59 1.392 0.00 0.01 0.03 0.08 0.19 0.42 0.88 1.79 3.023 0.01 0.03 0.10 0.24 0.54 1.07 1.92 3.13 4.214 0.02 0.08 0.24 0.57 1.17 2.02 3.08 4.32 5.205 0.04 0.20 0.54 1.17 2.12 3.16 4.25 5.43 6.106 0.10 0.43 1.07 2.03 3.18 4.24 5.26 6.33 6.777 0.24 0.91 1.95 3.14 4.31 5.30 6.21 7.15 7.338 0.60 1.84 3.18 4.42 5.53 6.35 7.10 7.85 7.759 1.40 3.07 4.24 5.27 6.12 6.68 7.18 7.65 7.22Tabela 6.41: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 3, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.01 0.02 0.04 0.10 0.23 0.60 1.412 0.00 0.01 0.03 0.09 0.19 0.42 0.89 1.84 3.073 0.01 0.04 0.11 0.25 0.55 1.08 1.99 3.30 4.344 0.02 0.09 0.25 0.57 1.17 2.08 3.34 4.81 5.665 0.04 0.20 0.54 1.17 2.17 3.44 4.98 6.62 7.266 0.10 0.43 1.07 2.09 3.45 5.05 6.91 8.70 9.067 0.25 0.92 2.00 3.36 5.00 6.92 9.03 10.86 10.888 0.61 1.88 3.32 4.85 6.65 8.66 10.79 12.48 12.119 1.42 3.12 4.36 5.70 7.28 9.03 10.85 12.17 11.41
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Tabela 6.42: Víio - estimador ENPMV - aso 3, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.001 0.003 0.006 0.009 0.013 0.017 0.020 0.020 0.0142 0.003 0.008 0.014 0.021 0.028 0.034 0.035 0.029 0.0163 0.006 0.014 0.024 0.034 0.042 0.045 0.040 0.026 0.0084 0.009 0.021 0.034 0.045 0.050 0.045 0.031 0.011 −0.0085 0.013 0.029 0.042 0.050 0.048 0.034 0.013 −0.010 −0.0266 0.017 0.034 0.045 0.046 0.034 0.014 −0.011 −0.033 −0.0467 0.020 0.036 0.040 0.032 0.013 −0.011 −0.035 −0.054 −0.0628 0.020 0.030 0.026 0.012 −0.009 −0.033 −0.054 −0.069 −0.0739 0.014 0.016 0.008 −0.008 −0.027 −0.046 −0.063 −0.074 −0.076Tabela 6.43: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 3, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.02 0.04 0.09 0.18 0.32 0.55 0.94 1.592 0.02 0.06 0.14 0.28 0.48 0.77 1.19 1.82 2.703 0.04 0.14 0.31 0.54 0.87 1.29 1.84 2.60 3.494 0.09 0.28 0.55 0.90 1.35 1.89 2.56 3.43 4.345 0.18 0.49 0.88 1.36 1.93 2.58 3.35 4.29 5.176 0.33 0.80 1.33 1.93 2.61 3.34 4.17 5.16 5.937 0.57 1.24 1.91 2.63 3.42 4.22 5.07 6.03 6.638 0.96 1.89 2.70 3.55 4.44 5.25 6.05 6.90 7.249 1.60 2.77 3.61 4.47 5.33 6.02 6.62 7.22 7.15Tabela 6.44: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 3, n = 50Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.02 0.08 0.18 0.35 0.62 0.95 1.33 1.782 0.02 0.12 0.34 0.72 1.29 1.92 2.42 2.66 2.953 0.08 0.34 0.88 1.70 2.64 3.31 3.41 3.26 3.554 0.18 0.74 1.71 2.91 3.82 3.96 3.54 3.56 4.405 0.36 1.32 2.69 3.86 4.21 3.75 3.52 4.39 5.866 0.64 1.98 3.39 4.03 3.80 3.53 4.29 6.24 8.027 0.98 2.51 3.53 3.65 3.60 4.33 6.27 8.91 10.518 1.36 2.76 3.40 3.69 4.53 6.31 8.93 11.63 12.629 1.80 3.02 3.67 4.53 6.06 8.17 10.62 12.75 12.86
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Tabela 6.45: Víio - estimador Cópula - aso 3, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.000 −0.000 −0.002 −0.0022 0.000 0.001 0.001 0.002 0.002 0.001 −0.001 −0.004 −0.0023 0.000 0.001 0.002 0.002 0.002 −0.000 −0.004 −0.008 −0.0064 0.001 0.002 0.002 0.002 0.000 −0.004 −0.010 −0.015 −0.0135 0.001 0.002 0.002 0.000 −0.004 −0.010 −0.019 −0.025 −0.0236 0.001 0.001 −0.000 −0.004 −0.010 −0.020 −0.030 −0.036 −0.0357 −0.000 −0.001 −0.005 −0.011 −0.020 −0.030 −0.041 −0.048 −0.0458 −0.002 −0.004 −0.009 −0.017 −0.027 −0.038 −0.049 −0.055 −0.0539 −0.002 −0.002 −0.007 −0.016 −0.026 −0.037 −0.047 −0.053 −0.050
Tabela 6.46: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 3, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.00 0.01 0.02 0.05 0.12 0.30 0.762 0.00 0.00 0.01 0.04 0.10 0.22 0.46 0.89 1.573 0.00 0.01 0.05 0.12 0.29 0.58 1.02 1.60 2.284 0.01 0.04 0.13 0.31 0.64 1.13 1.69 2.31 2.915 0.02 0.10 0.29 0.64 1.15 1.75 2.31 2.86 3.356 0.05 0.23 0.58 1.11 1.73 2.32 2.81 3.26 3.637 0.12 0.46 1.01 1.66 2.28 2.81 3.18 3.52 3.758 0.30 0.87 1.56 2.23 2.80 3.22 3.47 3.67 3.769 0.76 1.55 2.26 2.84 3.31 3.58 3.68 3.69 3.58
Tabela 6.47: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 3, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.00 0.01 0.02 0.05 0.12 0.31 0.762 0.00 0.00 0.02 0.04 0.10 0.22 0.46 0.90 1.573 0.00 0.02 0.05 0.13 0.29 0.58 1.04 1.66 2.324 0.01 0.04 0.13 0.31 0.64 1.14 1.79 2.54 3.095 0.02 0.10 0.29 0.64 1.16 1.86 2.66 3.49 3.906 0.05 0.23 0.58 1.13 1.84 2.71 3.68 4.58 4.827 0.12 0.46 1.03 1.77 2.66 3.74 4.85 5.79 5.828 0.30 0.88 1.64 2.51 3.54 4.70 5.84 6.71 6.529 0.76 1.56 2.31 3.09 3.98 4.94 5.86 6.48 6.07
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Tabela 6.48: Víio - estimador ENPMV - aso 3, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.000 0.001 0.003 0.005 0.008 0.012 0.015 0.015 0.0112 0.001 0.004 0.009 0.014 0.021 0.026 0.028 0.024 0.0153 0.003 0.009 0.016 0.025 0.032 0.036 0.033 0.022 0.0094 0.005 0.014 0.025 0.035 0.040 0.038 0.027 0.011 −0.0035 0.009 0.021 0.032 0.040 0.039 0.029 0.012 −0.006 −0.0176 0.012 0.026 0.036 0.037 0.029 0.012 −0.007 −0.024 −0.0317 0.015 0.028 0.032 0.025 0.011 −0.008 −0.026 −0.040 −0.0458 0.015 0.023 0.020 0.008 −0.008 −0.026 −0.041 −0.052 −0.0549 0.011 0.014 0.007 −0.005 −0.019 −0.034 −0.046 −0.054 −0.053Tabela 6.49: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 3, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.01 0.04 0.08 0.16 0.29 0.52 0.902 0.00 0.02 0.06 0.13 0.25 0.43 0.68 1.04 1.543 0.01 0.06 0.15 0.29 0.50 0.76 1.10 1.54 2.094 0.04 0.13 0.29 0.51 0.79 1.11 1.50 1.99 2.575 0.08 0.25 0.49 0.78 1.11 1.47 1.88 2.40 2.976 0.16 0.43 0.76 1.10 1.47 1.84 2.26 2.76 3.277 0.29 0.69 1.09 1.48 1.86 2.24 2.63 3.06 3.468 0.52 1.05 1.54 1.96 2.35 2.71 3.03 3.34 3.579 0.91 1.55 2.09 2.51 2.89 3.18 3.37 3.50 3.49Tabela 6.50: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 3, n = 100Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.01 0.02 0.06 0.15 0.30 0.51 0.74 1.032 0.01 0.04 0.13 0.33 0.67 1.10 1.46 1.61 1.763 0.02 0.13 0.41 0.91 1.55 2.06 2.16 2.00 2.164 0.07 0.34 0.90 1.71 2.39 2.54 2.22 2.10 2.585 0.15 0.68 1.53 2.37 2.65 2.32 2.03 2.43 3.256 0.30 1.10 2.02 2.48 2.29 2.00 2.31 3.33 4.257 0.51 1.44 2.09 2.12 1.98 2.30 3.33 4.70 5.458 0.74 1.59 1.95 2.03 2.42 3.37 4.75 6.08 6.449 1.04 1.75 2.14 2.54 3.27 4.32 5.48 6.40 6.28
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Tabela 6.51: Víio - estimador Cópula - aso 3, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.000 −0.001 −0.0002 0.000 0.000 0.001 0.001 0.002 0.001 −0.000 −0.002 −0.0013 0.000 0.001 0.001 0.002 0.002 0.001 −0.002 −0.005 −0.0044 0.000 0.001 0.002 0.002 0.002 −0.001 −0.006 −0.011 −0.0105 0.001 0.001 0.002 0.001 −0.001 −0.007 −0.013 −0.019 −0.0186 0.001 0.001 0.001 −0.001 −0.006 −0.014 −0.022 −0.028 −0.0277 0.000 0.000 −0.002 −0.006 −0.013 −0.021 −0.030 −0.036 −0.0358 −0.001 −0.001 −0.005 −0.010 −0.018 −0.027 −0.036 −0.042 −0.0409 −0.000 −0.000 −0.004 −0.009 −0.017 −0.026 −0.035 −0.040 −0.039Tabela 6.52: Variânia ×10−3 - estimador Cópula - aso 3, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.03 0.07 0.17 0.392 0.00 0.00 0.01 0.02 0.05 0.12 0.26 0.49 0.823 0.00 0.01 0.02 0.07 0.16 0.32 0.57 0.89 1.224 0.00 0.02 0.06 0.17 0.36 0.63 0.96 1.29 1.565 0.01 0.05 0.15 0.35 0.64 0.98 1.32 1.61 1.796 0.03 0.12 0.32 0.62 0.99 1.35 1.65 1.86 1.957 0.07 0.26 0.56 0.94 1.33 1.66 1.91 2.02 2.028 0.17 0.48 0.86 1.26 1.60 1.86 2.03 2.06 1.969 0.39 0.81 1.19 1.51 1.76 1.92 2.01 1.97 1.79Tabela 6.53: EQM ×10−3 - estimador Cópula - aso 3, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.03 0.07 0.17 0.392 0.00 0.00 0.01 0.02 0.05 0.12 0.26 0.49 0.823 0.00 0.01 0.02 0.07 0.16 0.33 0.58 0.91 1.244 0.00 0.02 0.07 0.17 0.36 0.63 0.99 1.41 1.675 0.01 0.05 0.16 0.35 0.64 1.02 1.49 1.97 2.146 0.03 0.12 0.32 0.62 1.03 1.53 2.12 2.64 2.697 0.07 0.26 0.57 0.98 1.50 2.12 2.80 3.32 3.248 0.17 0.49 0.89 1.36 1.93 2.60 3.31 3.79 3.599 0.39 0.81 1.20 1.60 2.07 2.62 3.21 3.59 3.30
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Tabela 6.54: Víio - estimador ENPMV - aso 3, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.000 0.000 0.001 0.003 0.005 0.008 0.010 0.011 0.0082 0.000 0.002 0.005 0.009 0.014 0.019 0.021 0.018 0.0113 0.001 0.005 0.010 0.017 0.024 0.028 0.026 0.017 0.0074 0.003 0.009 0.017 0.026 0.032 0.030 0.022 0.008 −0.0025 0.005 0.014 0.024 0.032 0.032 0.024 0.010 −0.004 −0.0126 0.008 0.019 0.028 0.030 0.024 0.011 −0.004 −0.017 −0.0237 0.010 0.021 0.026 0.022 0.011 −0.004 −0.018 −0.029 −0.0328 0.011 0.018 0.017 0.009 −0.004 −0.017 −0.029 −0.037 −0.0379 0.009 0.012 0.007 −0.001 −0.012 −0.023 −0.032 −0.038 −0.036Tabela 6.55: Variânia ×10−3 - estimador ENPMV - aso 3, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.00 0.01 0.04 0.08 0.16 0.30 0.512 0.00 0.01 0.03 0.06 0.13 0.24 0.40 0.61 0.883 0.00 0.03 0.07 0.16 0.28 0.45 0.65 0.89 1.174 0.02 0.06 0.16 0.30 0.47 0.67 0.89 1.14 1.415 0.04 0.13 0.28 0.47 0.68 0.89 1.11 1.35 1.576 0.08 0.24 0.45 0.67 0.89 1.11 1.33 1.55 1.717 0.16 0.40 0.65 0.89 1.12 1.34 1.57 1.75 1.838 0.30 0.60 0.88 1.12 1.35 1.55 1.74 1.85 1.849 0.50 0.86 1.15 1.38 1.57 1.72 1.84 1.86 1.74Tabela 6.56: EQM ×10−3 - estimador ENPMV - aso 3, n = 200Deil 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.00 0.00 0.01 0.02 0.06 0.14 0.26 0.41 0.582 0.00 0.01 0.05 0.14 0.33 0.60 0.84 0.94 1.023 0.01 0.05 0.18 0.46 0.87 1.22 1.30 1.18 1.224 0.02 0.15 0.46 0.98 1.47 1.59 1.36 1.21 1.415 0.06 0.33 0.87 1.47 1.71 1.47 1.22 1.37 1.726 0.14 0.60 1.23 1.60 1.49 1.23 1.35 1.86 2.237 0.27 0.84 1.31 1.36 1.24 1.36 1.91 2.60 2.838 0.42 0.94 1.17 1.20 1.37 1.85 2.59 3.23 3.249 0.57 1.00 1.20 1.38 1.72 2.23 2.84 3.27 3.07
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Figura 6.22: Valores esperados - Caso 1, n = 50
97



 0.025 

 0.05 

 0.075 

 0.1 

 0.2 

 0.3 

 0.4 

 0.5 

 0.6 

 0.7 

 0.8 

0 1 2 3 4 5 6

0
1

2
3

4
5

6

Real

Cópula

ENPMV

Figura 6.23: Valores esperados - Caso 1, n = 100
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Figura 6.24: Valores esperados - Caso 1, n = 200
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Figura 6.25: Valores esperados - Caso 2, n = 50

 0.025 

 0.05 

 0.075 

 0.1 

 0.2 

 0.3 

 0.4 

 0.5 

 0.6 

 0.7 

 0.8 

0 1 2 3 4 5 6

0
1

2
3

4
5

6

Real

Cópula

ENPMV

Figura 6.26: Valores esperados - Caso 2, n = 100
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Figura 6.27: Valores esperados - Caso 2, n = 200
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Figura 6.28: Valores esperados - Caso 3, n = 50
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Figura 6.29: Valores esperados - Caso 3, n = 100
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Figura 6.30: Valores esperados - Caso 3, n = 200
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6.2 ApliaçãoGoggins e Finkelstein (2000) disutem um onjunto de dados originados de um experi-mento línio sobre AIDS, o AIDS Clinial Trial Group (ACTG) 181, om indivíduosinfetados om HIV. Os dados ontêm o tempo (em semanas) até a oorrênia deinfeções oportunístias por itomegalovirus (CMV). Durante o estudo, entre outrasatividades, foram olhidas amostras de sangue e de urina dos paientes em suas visitaslínias, sendo as amostras testadas para deteção da presença de CMV. Os dados,relaionados na tabela 6.59 no �m deste apítulo, ontêm o intervalo entre visitassuessivas de ada paiente durante o qual oorreu a deteção de CMV no sanguee na urina. Denotaremos o tempo até a deteção de CMV no sangue por CMVs,enquanto CMVu designa o tempo até a oorrênia da infeção pelo CMV na urina.As estimativas (esada e suavizada) para as funções de distribuição marginaisestão na �gura 6.31. As janelas estimadas foram hs = 1, 4 e hu = 1. O métodounivariado de esolha da janela não funionou bem para os dados de CMVu.
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Figura 6.31: Estimativas das funções de distribuição marginaisPara os intervalos de ensura de CMVu, não houve um ponto de máximo para que
hopt fosse esolhido. Isso pode ter oorrido porque a estimativa de Fu, que está na�gura 6.31, atinge o valor máximo 0,636, por existirem muitas amostras om ensuraà direita depois do ponto CMVu = 20. Dessa forma, a função que determina o valor102



de hopt não tinha um ponto de máximo.Foram feitos os ajustes om as ópulas de Clayton, Frank e Gumbel-Hougaard.A tabela 6.57 relaiona os valores estimados para o parâmetro α da ópula em adaaso. Tabela 6.57: Estimativas para αCópula α̂Clayton 0,1513928Frank 2,687302Gumbel-Hougaard 1,367143As �guras 6.32 a 6.34 exibem as urvas de nível para os ajustes em ada modelode ópula, depois que as funções de distribuição de marginais foram suavizadas eavaliadas nos pontos da amostra.
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Figura 6.32: Estimativa om ópula Clayton
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Figura 6.33: Estimativa om ópula Frank
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Figura 6.34: Estimativa om ópula Gumbel-HougaardPor outro lado, para o estimador ENPMV, a tabela 6.58 mostra as interseçõesmáximas ξj = [aj , bj ]× [cj, dj], om seu respetivo salto estimado p̂j.O método bivariado para a esolha das janelas não teve boa performane, pois104



Tabela 6.58: Estimativas para o estimador ENPMV
aj bj cj dj p̂j
−∞ 0 −∞ 0 0,0245098
−∞ 0 1 2 0,00980392 2 2 2 0,00804362 2 −∞ 0 0,03081233 3 11 11 0,01731656 6 −∞ 0 0,02310926 6 6 6 0,009059612 12 9 9 0,035767214 14 9 9 0,017836614 14 13 13 0,045115614 14 14 14 0,035423313 14 4 4 0,025382119 20 −∞ 0 0,161764719 ∞ 19 ∞ 0,342290119 ∞ 6 6 0,064989220 ∞ 2 2 0,118173020 ∞ 3 3 0,030344816 ∞ 4 4 0,0002583não havia um ponto de máximo estrito. Utilizou-se hs = 3 e hu = 0, 8 para que fosseobtida a estimativa de H ujas urvas de nível estão na �gura 6.35.

CMVs

C
M

V
u

 0.05  0.075 

 0.1 

 0.125 

 0.15 
 0.2 

 0.25 

0 5 10 15 20

0
5

10
15

Figura 6.35: Estimativa - estimador ENPMV
105



Tabela 6.59: Dados do ACTG 181
CMVs × CMVu(11,∞) × (11,∞) (1,∞) × (1,∞) (13,∞) × (−∞,0) (2,∞) × (1,3)(11,∞) × (11,∞) (9,∞) × (4,∞) (16,∞) × (3,4) (8,∞) × (−∞,0)(11,∞) × (11,∞) (12,∞) × (11,∞) (15,∞) × (−∞,0) (13,∞) × (13,∞)(11,∞) × (8,10) (2,∞) × (1,4) (16,∞) × (5,7) (11,∞) × (−∞,0)(7,∞) × (6,8) (10,∞) × (11,∞) (8,∞) × (−∞,0) (13,∞) × (13,∞)(11,∞) × (12,∞) (8,∞) × (11,∞) (1,2) × (1,2) (16,∞) × (−∞,0)(8,12) × (8,10) (12,∞) × (12,∞) (1,4) × (−∞,0) (11,∞) × (4,6)(10,∞) × (10,∞) (12,∞) × (12,∞) (15,∞) × (1,2) (1,∞) × (−∞,0)(6,∞) × (6,∞) (5,∞) × (11,∞) (5,9) × (−∞,0) (8,∞) × (15,∞)(2,9) × (9,11) (2,∞) × (3,∞) (16,∞) × (16,∞) (8,14) × (9,10)(11,∞) × (11,∞) (6,10) × (−∞,0) (1,2) × (−∞,0) (13,∞) × (12,15)(5,∞) × (−∞,0) (2,∞) × (2,∞) (15,∞) × (1,3) (8,∞) × (16,∞)(16,∞) × (16,∞) (13,∞) × (13,∞) (14,∞) × (−∞,0) (8,∞) × (7,10)(−∞,0) × (−∞,0) (15,∞) × (−∞,0) (8,∞) × (1,4) (2,11) × (11,13)(18,∞) × (2,2) (8,∞) × (−∞,0) (15,∞) × (2,4) (11,∞) × (11,∞)(16,∞) × (−∞,0) (16,∞) × (6,9) (13,∞) × (13,∞) (5,∞) × (10,∞)(16,∞) × (−∞,0) (5,∞) × (−∞,0) (4,∞) × (−∞,0) (6,∞) × (6,∞)(10,∞) × (10,∞) (2,∞) × (−∞,0) (13,∞) × (9,13) (14,∞) × (14,∞)(10,∞) × (−∞,0) (13,∞) × (−∞,0) (4,∞) × (−∞,0) (−∞,0) × (−∞,0)(19,∞) × (1,3) (13,∞) × (13,∞) (5,∞) × (4,6) (13,∞) × (−∞,0)(2,14) × (9,11) (5,∞) × (−∞,0) (12,∞) × (12,∞) (14,∞) × (14,∞)(−∞,0) × (1,3) (5,∞) × (9,∞) (13,∞) × (13,∞) (13,∞) × (13,∞)(18,∞) × (18,∞) (17,∞) × (−∞,0) (1,∞) × (13,∞) (13,∞) × (14,∞)(11,∞) × (9,∞) (8,∞) × (1,3) (8,∞) × (9,∞) (13,∞) × (13,∞)(15,∞) × (1,5) (16,∞) × (3,5) (9,∞) × (11,∞) (14,∞) × (6,7)(5,∞) × (1,2) (−∞,0) × (−∞,0) (1,∞) × (1,∞) (14,∞) × (14,∞)(11,14) × (12,14) (2,6) × (−∞,0) (13,∞) × (13,∞) (12,∞) × (9,11)(13,∞) × (−∞,0) (14,∞) × (13,∞) (2,∞) × (4,∞) (12,∞) × (13,∞)(14,∞) × (16,∞) (16,∞) × (17,∞) (13,∞) × (1,3) (7,∞) × (9,∞)(−∞,0) × (1,2) (13,∞) × (13,∞) (3,∞) × (5,∞) (14,∞) × (1,2)(16,∞) × (17,∞) (1,∞) × (1,∞) (10,∞) × (10,∞) (14,∞) × (14,∞)(16,∞) × (1,2) (14,∞) × (−∞,0) (9,∞) × (9,∞) (13,∞) × (3,5)(16,∞) × (17,∞) (12,∞) × (6,9) (6,∞) × (6,∞) (13,∞) × (13,∞)(5,9) × (4,6) (−∞,0) × (−∞,0) (1,∞) × (10,∞) (14,∞) × (12,∞)(11,∞) × (13,∞) (14,∞) × (12,14) (13,∞) × (1,2) (13,∞) × (13,∞)(12,∞) × (13,∞) (19,∞) × (19,∞) (11,∞) × (11,∞) (11,∞) × (11,∞)(8,∞) × (8,∞) (19,∞) × (1,3) (11,∞) × (6,8) (7,∞) × (7,∞)(12,∞) × (8,9) (16,20) × (−∞,0) (2,∞) × (−∞,0) (14,∞) × (−∞,0)(4,∞) × (4,∞) (1,∞) × (1,∞) (10,∞) × (1,3) (14,∞) × (14,∞)(11,∞) × (2,4) (10,∞) × (8,10) (11,∞) × (−∞,0) (4,∞) × (4, ∞)(11,∞) × (1,3) (6,∞) × (−∞,0) (1,∞) × (1,∞) (13,∞) × (13,∞)(1,∞) × (1,∞) (19,∞) × (6,8) (19,∞) × (19,∞) (1,3) × (−∞,0)(11,15) × (10,14) (14,∞) × (6,9) (1,3) × (8,11) (11,∞) × (5,7)(5,9) × (−∞,0) (19,∞) × (5,7) (11,15) × (1,4) (11,∞) × (4,5)(19,∞) × (−∞,0) (19,∞) × (1,2) (−∞,0) × (−∞,0) (6,∞) × (6,∞)(16,∞) × (1,2) (17,∞) × (17,∞) (17,∞) × (17,∞) (10,∞) × (−∞,0)(20,∞) × (1,3) (8,∞) × (3,6) (11,∞) × (2,6) (1,∞) × (−∞,0)(17,∞) × (17,∞) (9,∞) × (15,∞) (11,14) × (2,6) (8,∞) × (1,2)(1,4) × (−∞,0) (19,∞) × (1,3) (19,∞) × (−∞,0) (3,∞) × (1,2)(15,∞) × (−∞,0) (18,∞) × (18,∞) (1,∞) × (−∞,0) (13,∞) × (13,∞)(19,∞) × (19,∞) (1,6) × (1,6) (1,4) × (−∞,0) (14,∞) × (1,2)
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Capítulo 7
Conlusões e Trabalhos Futuros
7.1 ConlusõesA partir dos álulos e grá�os obtidos no apítulo anterior, podemos a�rmar que aestimação da função de distribuição bivariada é melhor feita pelo estimador Cópula, oqual primeiramente estima as funções de distribuição marginais que, após suavizadas,são unidas por um modelo de ópulas orreto, ujo parâmetro é estimado por máximaverossimilhança.Fazemos essa a�rmação om base nas estimativas de víio, variânia e EQM queobtivemos para os asos que simulamos. De fato, em todos os dois asos que si-mulamos, o referido estimador, que hamamos de �Cópula�, tem desempenho muitomelhor. No aso 3 de simulação, em que há dependênia negativa entre T1 e T2, osestimadores quase se equivalem, mas há vantagem em favor do estimador Cópula naomparação das estimativas de víio.O estimador ópula mostrou-se melhor nas simulações. Contudo, �zemos o ajusteom o modelo de ópulas que era onheido. Essa pode ser uma limitação em aplia-ções om dados reais, omo foi na apliação que aqui �zemos. Realmente, a esolha deum modelo de ópula ruim pode levar a resultados de desempenho ruim. Além disso,nossas simulações indiaram que, mesmo usando o modelo verdadeiro de ópulas, oestimador de máxima verossimilhança do parâmetro da ópula pode não existir, pornão haver pontos de máximo na função de verossimilhança onjunta om marginaissuavizadas. 107



Por outro lado, o estimador ENPMV, que suaviza, por meio do núleo estimadorbivariado, o estimador não paramétrio de máxima verossimilhança da função dedistribuição onjunta de T1 e T2, H , pode ser também uma boa opção para estimarmos
H . A�rmamos isso porque nesse estimador temos uma abordagem totalmente nãoparamétria, diferentemente do estimador Cópula, em que temos que lançar mão deum modelo paramétrio.A seleção das janelas (parâmetros de suavização) do núleo estimador pelo métodode Pan (2000b) surgiu omo alternativa viável no asos univariado e bivariado. Aviabilidade vem do fato de que não há omo estimar ritérios de desempenho donúleo estimador em dados om ensura intervalar (univariados ou bivariados).As urvas de nível do valor esperado de ambos os estimadores sempre apontama superioridade do estimador Cópula. De qualquer forma, ambos os estimadoresmelhoram em relação a víio, variânia e EQM quando aumentamos o tamanho daamostra. Isso pode indiar onsistênia loal dos estimadores.7.2 Trabalhos FuturosAs simulações feitas apontaram a superioridade do estimador Cópula na estimação de
H . Um dos passos para o álulo do estimador ópula é a estimação das funções dedistribuição marginais. Por isso, seria interessante estudar a onjunção de outros mé-todos de estimação das marginais, omo o método de imputação que aqui expusemos,om o ajuste de modelos de ópulas.É neessário também realizar simulações exaustivas om vários modelos de ó-pulas. Veri�ar o efeito da esolha de um modelo de ópula inadequado sobre aestimação de H paree ser essenial. Além disso, é importante estudar também aesolha de várias distribuições marginais.Quanto ao estimador ENPMV, é prudente averiguar se uma boa esolha da fun-ção KR do núleo estimador in�uenia as estimativas. O modelo de Clayton, porexemplo, tem urvas de nível que formam linhas perpendiulares. Uma função núleoelíptia pode não aptar bem esse tipo de distribuição bivariada. Nossas simulaçõesapontaram também que o estimador ENPMV teve desempenho melhor no aso emque T1 e T2 tinham dependênia negativa. Pode-se veri�ar a veraidade disso.108



Referênias Bibliográ�as
BAE, W. et al. Smoothing tehniques for the bivariate kaplan-meier estimator.Communiations in Statistis - Theory and Methods, 2005.BARLOW, R. et al. Statistial Inferene Under Order Restritions. New York:Wiley, 1972.BETENSKY, R.; FINKELSTEIN, D. A non-parametri maximum likelihoodestimator for bivariate interval ensored data. Statistis in Mediine, 1999.BOGAERTS, K.; LESAFFRE, E. A new fast algorithm to �nd the regions ofpossible support for bivariate interval ensored data. Journal of Computational andGraphial Statistis, 2004.BRAUN, J.; DUCHESNE, T.; STAFFORD, J. E. Likelihood density estimation forinterval ensored data. The Canadian Journal of Statistis, 2005.COLOSIMO, E. A.; GIOLO, S. R. Análise de Sobrevivênia Apliada. São Paulo:Editora Bluher, 2006.DUONG, T.; HAZELTON, M. Cross-validation bandwidth matries for multivariatekernel density estimation. Sandinavian Journal of Statistis, 2005.FARAWAY, J.; JHUN, M. Bootstrap hoie of bandwith for density estimation.Journal of the Amerian Statistial Assoiation, 1990.GENTLEMAN, R.; GEYER, C. J. Maximum likelihood for interval ensored data:Consisteny and omputation. Biometrika, 1994.GENTLEMAN, R.; VANDAL, A. C. Nonparametri estimation of the bivariate dffor arbitrarily ensored data. The Canadian Journal of Statistis, 2002.109



GOGGINS, W.; FINKELSTEIN, D. A proportional hazards model for multivariateinterval-ensored failure time data. Biometris, 2000.GROENEBOOM, P.; JONGBLOED, G.; WELLNER, J. The support redutionalgorithm for omputing nonparametri funtion estimates in mixture models.Sandinavian Journal of Statistis, 2008.GROENEBOOM, P.; WELLNER, J. Information Bounds and NonparametriMaximum Likelihood Estimation. Boston: Birkhäuser Verlag, 1992.GUO, J. The Statistial Analysis of Interval-ensored Failure Time Data. New York:Springer, 2006.GÜRLER, U. Bivariate density estimation with randomly trunated data. Journalof Multivariate Analysis, 2000.HALL, P. Using the bootstrap to estimate mean squared error and selet smoothingparameter in nonparametri problems. Journal of Multivariate Analysis, 1990.JONGBLOED, G. The iterative onvex minorant algorithm for nonparametriestimation. Journal of Computational and Graphial Statistis, 1998.KOOPERBERG, C.; STONE, C. J. Logspline density estimation for ensored data.Journal of Computational and Graphial Statistis, 1992.KULASEKERA, K.; PADGETT, W. Bayes bandwidth seletion in kernel densityestimation with ensored data. Journal of Nonparametri Statistis, 2006.MAATHUIS, M. Redution algorithm for the npmle for the distribution funtion ofbivariate interval ensored data. Journal of Computational and Graphial Statistis,2005.MARRON, J. S.; PADGETT, W. J. Asymptotially optimal bandwidth seletionfor kernel density estimators from randomly right-ensored samples. The Annals ofStatistis, 1987.NELSEN, R. An Introdution to Copulas. 2. ed. New York: Springer, 2006.110



PAN, W. A multiple imputation approah to ox regression with interval ensoreddata. Biometris, 2000.PAN, W. Smooth estimation of the survival funtion for interval ensored data.Statistis in Mediine, 2000b.PAZ, L. Modelo de Cox para Dados om Censura Intervalar. Dissertação (Mestrado)� Universidade Federal de Minas Gerais, Brasil, 2005.PETO, R. Experimental survival urves for interval-ensored data. Applied Statistis,1973.ROMEO, J.; TANAKA, N.; LIMA, A. Pedroso-de. Bivariate survival modeling: abayesian approah based on opulas. Lifetime Data Analysis, 2006.SILVERMAN, B. Density Estimation for Statistis and Data Analysis. London:Chapman and Hall, 1986.TURNBULL, B. W. The empirial distribution funtion with arbitrarily grouped,ensored and trunated data. Journal of the Royal Statistial Soiety, Series B,Methodologial, 1976.WAND, M. P.; JONES, M. C. Kernel Smoothing. Londres: Chapman and Hall, 1995.WEI, G. C. G.; TANNER, M. A. Appliations of multiple imputation to the analysisof ensored regression data. Biometris, 1991.WELLS, M.; YEO, K. Density estimation with bivariate ensored data. Journal ofthe Amerian Statistial Assoiation, 1996.WONG, G. Y.; YU, Q. Generalized mle of a joint distribution funtion withmultivariate interval-ensored data. Journal of Multivariate Analysis, 1999.
111


