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possivel, mas nao simplificado.”
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Resumo

E bem conhecido que a formulacio de equacoes para a dindmica de uma populacao pode
ser obtida com base na evolucao espaco-temporal das espécies e suas interacoes. Por
outro lado, quando olhamos as populacoes a partir de um ponto de vista microscopico,
isto é, a partir dos seus individuos, esses modelos tém descartado um importante ele-
mento bioldégico que é inerente ao crescimento de todo organismo: a insercao de um
mecanismo que relacione as leis de escala relativas ao metabolismo de cada individuo e
a dinamica de populacao do sistema. Nossa questao basica é: Como aspectos devidos ao
metabolismo de uma espécie afetam o comportamento de uma populacao? Nesta disser-
tacao, propomos um modelo simples para estudar este problema, onde a busca por esta
compreensao implica relacionar variaveis associadas ao metabolismo de cada individuo
com os parametros especificos dos modelos populacionais dinamicos. Assim sendo, par-
tiremos das leis de escala de West para o metabolismo das espécies, no intuito de estimar
como a massa e parametros tipicos de crescimento de uma espécie podem se relacionar
as variaveis da evolugao da populacao. Desta forma, derivaremos equagoes que podem
ser conectadas a massa total da populagao a partir das leis de escala metaboélicas de um
individuo do sistema. Com este modelo, pretendemos explicar a relagao entre o tempo de
vida, o crescimento em massa e a quantidade de nutrientes associadas a cada individuo
estendendo seus efeitos para a dindmica da populacdao. A partir disso, vamos analisar as
propriedades dinamicas deste sistema, aplicando as equagoes obtidas para o caso de uma
populacao de Salmao. Este trabalho pode ser usado como ferramenta de previsao para
reproducao de espécies, manutencao ecoldgica e controle de pesca.

iv



Abstract

It is well known that the formulation of equations for the dynamics of a population can
be obtained based on spatial-temporal evolution of species and their interactions. On the
other hand, when we observe this population from a microscopic point of view, which
means its individuals themselves, this model has discarded a major biological element
that is intrinsic to the growth of any organism: the inclusion of a mechanism to relate
scaling laws for the metabolism of each individual and the population dynamics of the
system. Our basic question is: How aspects due to the metabolism of a species affect
the behavior of a population? In this dissertation, we propose a simple model to study
this issue, in which the search for this understanding implies in the relation between
variables associated with the metabolism of each individual and the specific parameters
of population dynamic model. Thus, we depart from the scaling laws of West for the
metabolism of the species, in order to evaluate how mass and typical parameters of growth
of a species may be related to the variables of population evolution. Therefore, we derive
equations that can be connected to the total mass of the population from the metabolic
scaling laws of a mere individual in the system. With this model, we intend to explain
the relationship among time of life, growth in mass and nutrients associated with each
individual extending their effects to entire population’s dynamics. From this, we analyze
the dynamic properties of this system by applying the equations for the matter of a
population of salmon. This assignment may be used as a forecasting tool for reproduction
of species, ecological maintenance and control of fishing.



Introducao

Nas ultimas décadas, o estudo de dinamica de populacoes tornou-se importante para se
compreender a evolucao de sistemas biologicos e a interacao entre os seus individuos. Nesse
aspecto, esse tema tem conquistado grande espaco entre as ciéncias exatas e biologicas,
sendo até mesmo utilizado em muitas teorias sociais. Do ponto de vista da Geografia, o
termo dinamica de populagoes pode ser empregado no estudo demografico e estatistico
de populagoes humanas e suas mudangas. Por outro lado, em estudos ecologicos, o termo
dinamica de populacao esta associado ao estudo de populagoes de microorganismos, ou
na dinamica tipo presa-predador, visando compreender suas interagoes, crescimento e
evolucao. A visao deste tema para o presente trabalho refere-se a dinamica de populagoes
no ambito da modelagem matematica em sistemas biolégicos, para o estudo da variacao
das populacoes de seres vivos de determinada espécie no tempo e no espaco e no estudo
das interacoes entre espécies, visando a busca por um modelo matemético adequado ao
sistema estudado. Nessa perspectiva, a fisica da dinamica de populacao torna-se uma
ferramenta importante para o entendimento de sistemas biolégicos em varios niveis, que
se estende desde processos fisicos-quimicos, fisiologicos, epidemiologicos, até a processos
sociolégicos em individuos superiores, como os humanos.

E usual definir uma populacio como sendo um grupo de individuos de uma determinada
espécie. Estas populagoes podem ser compostas por bactérias, virus, vegetais ou animais.
Para os estudos que serao apresentados em seguida, vamos nos basear em populagoes
isoladas com termos de interacoes bem definidos entre seus individuos. Esta hipotese é
razoavel, considerando que na natureza determinadas populacoes se desenvolvem com-

pletamente isoladas. Por outro lado, ressaltamos também que determinadas populacoes



podem ser isoladas por meio de barreiras artificiais, impostas pelo pesquisador, que po-
dem, por exemplo, ser usadas para estudar um grupo de pulgao em folhas de couve, ou
para sapos de um determinado vale [3].

Em Fisica, a dinamica representa o estudo da relacao entre as forcas que atuam sobre
corpos e a variacao do estado de movimento destes corpos produzidas por estas forcas. De
forma analoga, dindmica de populacoes é o estudo da variagao do ntimero ou densidade
de individuos de uma determinada populagao, quando submetida a uma acao. Estas
acoes podem ser no sentido de aumentar ou diminuir esta populagao, ou mesmo uma acao
reguladora que tente a manter o tamanho da populacao constante.

Historicamente, o estudo de dinamica de populacoes foi fundamentado de forma esparsa
em diversos trabalhos a partir do século XII. O estudo de uma populacao com base em um
grupo inicial e com foco na previsao do ntmero de individuos, teve inicio com Fibonacci
(1170-1250). No ano de 1202 em sua obra mais célebre, “Liber Abaci”, Fibonacci propoe
o famoso problema da reproducao dos coelhos. Neste problema, dado um casal inicial de
coelhos, queria-se encontrar o nimero final de coelhos no decorrer de um ano. A solucao
deste problema gera a famosa sequéncia de Fibonacci.

Em seguida, destacamos o trabalho de Leonhard Euler (1707-1783), “A general investi-
gation into the mortality and multiplication of human species”. Neste trabalho, ele estuda
as taxas etarias de natalidade e mortalidade de populacoes humanas. Em 1798 houve
uma contribuicao importante para a teoria de populagoes, com o modelo de crescimento
exponencial do economista e demografo Thomas Malthus (1766-1834). Neste trabalho,
“An Essay on the Principle of Population as it Affects the Future Improvement of Soci-
ety” [4-7], Malthus realiza uma previsao pessimista, mostrando que a popula¢do humana
deveria crescer de forma exponencial, enquanto os recursos alimentares seguiriam uma
progressao aritmética, o que levaria a humanidade a sua extin¢ao. Este panorama foi
melhor compreendido apenas em 1838, pelo matematico Pierre Francois Verhulst (1804-
1849), que, a pedido do governo da Bélgica, publica um trabalho chamado “Notice sur la

loi que la population poursuit dans son accroissement”, onde propoem que um processo



auto-limitante deveria existir restringindo o crescimento de uma populacao, quando esta
se torna demasiadamente grande, o que impediria um crescimento ilimitado de individuos.
O primeiro modelo que descreve como duas populacoes de espécies diferentes podem in-
teragir e coexistir em um determinado meio, foi proposto no inicio do século XX de forma
independente pelo quimico americano Alfred Lotka (1880-1949) [8] e pelo matematico ital-
iano Vito Volterra (1860-1940) [9]. Este conjunto de equagoes incorporam os processos de
crescimento logistico de Verhulst além de introduzir competicoes entre espécies diferentes.
Os trabalhos de Fibonacci, Fuler, Malthus, Verhulst, Lotka e Volterra, podem ser
considerados como precursores no estudo de dinamica de populagao. No cenario atual, os
modelos podem ser divididos em dois grandes grupos: modelos continuos e discretos. E
estes modelos podem ser de campo médio, de reacao-difusao, de particulas interagentes em
redes e de sitios interagentes. Porém, estes trabalhos e outros mais recentes em dinamica
de populagao nao consideram toda a grande diversidade da vida que existe na Terra.
Hoje podemos constatar que a vida, em suas variadas formas, é provavelmente um
dos mais diversos e complexos sistemas fisico no universo. Observamos que, organismos
cobrem mais de 21 ordens de magnitude, ou seja, indo de pequenas bactérias (10713 g)
até os grandes mamiferos e plantas (10® g), como baleias e secoias. Este vasto alcance
supera até mesmo a massa relativa da terra e da via-lactea, que apresenta somente 18
ordens de grandeza. Apesar desta imensa diversidade e complexidade, muitos dos mais
fundamentais processos bioldgicos manifestam uma impressionante simplicidade quando
vistos em func¢ao do tamanho, independente da classe ou grupo taxonomico considerado.
No entanto, devemos ver que a massa, € em menor grau a temperatura, ¢ o fator deter-
minante para variagoes no comportamento fisiologico quando diferentes organismos sao
comparados sobre muitas ordens de magnitude.
O problema de escala de varidveis biologicas em fun¢ao do tamanho comecou com a
verificagdo feita por Rubner [10] que a taxa metabolica padrao ndo escala linearmente

com a massa corporal. Observa-se, entretanto, que esta escala assume uma funcao de



poténcia simples do tipo

Y =Yym®,

aqui Y é alguma variavel biologica observavel, por exemplo, taxa metabolica basal, bati-
mento cardiaco, tamanho do cérebro, entre outras, Yy é uma constante de normalizacao, m
¢ a massa corporal, ou também pode ser o tamanho do corpo do animal, 1til para animais
compridos, tais como cobras e algumas espécies de peixe, e a é o fator de escala. A princi-
pio, acreditava-se que o expoente de escala da taxa metabolica basal, que é a quantidade
de energia necessaria para se manter um animal vivo em repouso, fosse 0.67. Subseqiien-
temente, ap6s uma grande quantidade de anélises, foi verificado que este expoente era na
verdade 0.75 e nao 0.67 [11-14]. Uma simplificagao adicional que pode ser feita é que o
expoente de escala é na verdade um multiplo inteiro de 1/4. Vérias variaveis biologicas
obedecem esta simples lei de um-quarto, por exemplo: a taxa metabolica (a ~ 3/4), o
tempo de vida (« = 1/4), a taxa de crescimento (o« =~ —1/4), o comprimento da aorta
e a altura das arvores (a ~ 1/4), o raio da aorta e do tronco das arvores (a =~ 3/8), e
também a massa cerebral (a =~ 5/8) [15].

Outra caracteristica devida as leis de escala é o surgimento das quantidades invari-
antes.Como exemplo, tem-se observado que o tempo de vida de um mamifero cresce com

/4 enquanto que a taxa de batimento cardiaco decresce com m~/* [16]. Entdo, o

m
nimero de batidas do coragao durante toda a vida de qualquer animal é aproximada-
mente constante (~ 1.5 x 10%), independente do seu tamanho. Outra quantidade invari-
ante relacionada, de grande importancia, é a invariancia que ocorre em nivel celular, que
mostra que o nimero de ciclos do sistema respiratério durante a vida de um mamifero é
aproximadamente uma constante dada por (~ 10'°).

No presente trabalho, vamos apresentar um modelo de dinamica de populacao que in-
corpora os elementos das leis de escala metabolica dos organismos de um sistema. Neste
caso, este modelo pretende discriminar a evolucao dinamica dos individuos de uma po-

pulacao em diferentes fases de sua vida, permitindo-nos analisar como isto pode alterar

a dinamica total da populacao. Este estudo é importante quando se pretende analisar a



evolucao, por exemplo, da massa de um conjunto de individuos que sofre alteracoes signi-
ficativas no meio ambiente. Neste caso, o modelo apresentado nesta dissertacao permite
associar parametros como a fase do crescimento e da massa de um organismo a dinamica
de populacao em questao. Isto pode ser relevante como uma ferramenta de previsao de
selecao de massa para animais em geral, como por exemplo, no contexto do controle de
pesca.

Comecamos com um estudo das leis de escalas de West [2]| aplicadas a uma populagio
especifica, em que vamos verificar as principais caracteristicas associadas a este sistema.
Posteriormente, introduzimos a dinamica de populagao as variaveis relativas a reproducao
e as geracoes para uma espécie, que pode estar submetida a um controle externo devido
as relacoes entre a quantidade gasta e a quantidade disponivel de nutrientes no sistema.
Assim, no capitulo 1, vamos apresentar uma breve revisao historica sobre os principais
modelos de dinamica de populacao de importancia na Fisica e demais ciéncias. No capitulo
2, apresentaremos, de forma breve, a teoria de escala West e modelos e sua vinculacao
a lei de crescimento dos organismos e como isto esta relacionado a este trabalho. No
capitulo 3, apresentaremos nosso modelo, e discutir uma relacao entre as leis de escala dos
organismos e sua influéncia nas variaveis tipicas de uma teoria de dinamica de populacoes.
Comegamos com um estudo das leis de crescimento de massa para um animal, definimos
um conceito de massa total da comunidade e a partir deste, o conceito de metabolismo

total e metabolismo médio, que se tornam os fatores de controle da populagao.



Capitulo 1

Um Breve Historico de Modelos de

Dinamica de Populacao

1.1 Introducao

Os estudos de modelos teoricos que tentam descrever a dinamica de populagoes tém
sido uteis como ferramenta de previsao em &areas estratégicas de pesquisa, tais como:
no controle de pragas, na influéncia do crescimento populacional em fatores econémicos,
em modelos tipo presa-predator etc. Em geral, estes modelos apresentam uma evolucao
espaco-temporal para as espécies, que podem relacionar parametros dinamicos, fisicos e
biolégicos nesses grupos populacionais.

Neste capitulo, vamos apresentar um histérico dos principais modelos de dinamica de
populacao da literatura. Estes modelos levam em consideragao basicamente processos de
crescimento, competicao e cooperacao aplicados a dinamica de uma ou varias espécies,

sem levar em consideracao processos metabolicos.

1.2 O modelo de Fibonacci

Uma das primeiras abordagens no estudo teérico de dindmica de populagoes foi o

modelo para previsao do numero de individuos de uma comunidade com base em um



grupo inicial. Este modelo foi proposto por Fibonacci no ano de 1202 em sua célebre
obra “Liber Abaci”. Neste livro, Fibonacci apresenta o chamado modus Indorum?, hoje
conhecido como algarismos arabicos. O livro defendia a numeracao com os digitos 0-9 e
a notagao posicional, esclarecendo o sistema de posicao arabe dos numeros, incluindo o
ntmero zero. O livro mostrou a importancia préatica do novo sistema numeral, aplicando-o
a contabilidade comercial, & conversao de pesos e medidas, ao calculo de juros, as taxas
de cambio e outras aplicacoes. O livro foi bem recebido em toda Europa educada e teve
um impacto profundo no pensamento europeu. Esse elegante sistema de sinais numéricos,
em breve, substituiria o nao mais oportuno sistema de algarismos romanos.

A segunda edigao de Liber Abaci, de 1228, é a que hoje é conhecida. Esse livro contém
uma grande quantidade de assuntos relacionados com a Aritmética e a Algebra da época
e realizou um papel importante no desenvolvimento matematico na Europa nos séculos
seguintes, pois os europeus vieram a conhecer os algarismos hindus por este livro, também
denominados arabicos. A teoria contida em Liber Abaci é ilustrada com muitos problemas
que representam uma grande parte do livro.

O Liber Abaci também colocou e resolveu um problema que envolve o crescimento de
uma populacao hipotética de coelhos com base em pressupostos idealizados, conforme o

seguinte algoritmo:

e Nenhum coelho morre no decorrer do ano;
e Cada casal fica fértil depois de dois meses;

e Cada casal gera um segundo casal por més.

Desprezando todos os possiveis problemas genéticos que poderiam surgir, este algoritmo

populacional pode ser resolvido de forma consideravelmente simples,

Ap = Ap_1 + Qp_s (1.1)

'método dos hindus



comecando com 1 casal imaturo, ou seja ap = 1 e a3 = 1 e a sequéncia que surge é

chamada de sequéncia de Fibonacci, que é:

1,1,2,3,5,8,13,21, . .. (1.2)

Observa-se que o trabalho de Fibonacci é um modelo matematico simples para explicar,
por exemplo, uma dinamica de crescimento de uma populacao de coelhos, mas que pode

ser aplicado, com restricoes, para a dinamica de outras espécies.

1.3 O modelo de Malthus

No estudo de dinamica de populagao, sempre queremos saber como o nimero ou den-
sidade de individuos de uma determinada comunidade evolui no tempo e quais os fatores
que influenciam essa evolucao. Podemos realizar este estudo considerando as variaveis do
sistema como sendo discretas ou continuas. Considere N(t) uma varidvel continua, que
representa a densidade populacional ou a quantidade de individuos de uma dada espécie
no tempo t, e Ny sua quantidade inicial para um dado momento de observacao. Um

modelo geral, para a taxa de variacao desta populagao no tempo pode ser escrito como

dN(t
% = Fatores de aumento + Fatores de diminuicao, (1.3)

onde “Fatores de aumento” sao fatos que causam o aumento da populagao, tais como:
nascimentos, imigracoes, inclusao de individuos na comunidade, entre outros; e “Fatores
de diminuicao” sao os fatos que causam a reducao da populacao como: mortes, emigracoes,
retiradas de individuos.

A situagdo mais simples possivel foi proposta por Thomas Malthus [4-7], em 1798,
no seu primeiro ensaio. Nesta proposta, consideramos apenas os termos de nascimento e

morte, sendo proporcionais a N(t), ou seja,

E _aN(t) — bN(2). (1.4)



Aqui a representa a taxa de natalidade e b representa a taxa de mortalidade e ambas sao

constantes positivas. Resolvendo a equagao, temos
N(t) = Npel@=b)" (1.5)
Na equagao (1.5) vemos se

> 0, a populacao cresce indevinidamente
a—b=1< <0, apopulacio entrara em extincio

0, populacao em equilibrio.

Este modelo torna-se nao-ideal para tempos muito grandes, pois em uma comunidade de
verdade existem outros fatores além das taxas de natalidade e mortalidade para determi-
nar o comportamento da dindmica. Porém, para tempos curtos, o modelo malthusiano
se mostra um bom ajuste, concordando com valores estatisticos reais em diversos pon-
tos da literatura. O modelo de Malthus sofreu vérias criticas de cientistas e politicos.
Entretanto, embora seja um modelo limitado, ele foi uma primeira abordagem matem-
aticamente consistente de uma dinamica de populacao real, considerando parametros que

existem no sistema.

1.4 O modelo de Verhulst

Em 1838, Verhulst propos que um processo auto limitante deve operar restringindo o
crescimento de uma populacao, quando esta se torna demasiadamente grande. A equagao

da taxa de crescimento proposta por ele é escrita como

dN () N(t)
—— =TN(1) (1 - T) (1.6)

Nesta equagao, r e K sao constantes positivas, relacionadas respectivamente ao processo de

crescimento e capacidade de suporte do meio, i.e., 0 maior namero de individuos (ou maior



densidade populacional) suportado pelo meio. Este processo limitante foi batizado por
Verhulst como “Crescimento Logistico” e é o ponto de partida para varios outros modelos
dinamicos mais sofisticados. Nesta modelagem, se compararmos com o crescimento de

Malthus, podemos identificar a taxa de crescimento como

(120, wr

ou seja, uma taxa de crescimento que depende de N(t). A constante K é chamada de
capacidade de suporte do sistema e esta relacionada ao tamanho do sistema e a quantidade
de nutrientes disponivel. Os estados de equilibrio sdo encontrados quando dN(t)/dt = 0

e sao

N(t)= 0 = Equilibrio Instével (1.8)

N(t) = K = Equilibrio Estével. (1.9)

A solugao da equagao de Verhulst é obtida utilizando-se o método da separagdo de var-

iaveis, como segue

dN N dN N
/T /N(1—%) /N+/K—N n(K—N>+C€’ (1.10)

e resolvendo para N(t) temos

B Nok
Ny + (K — Np)exp(—rt)’

N(t) (1.11)

No modelo Logistico de Verhulst, como ilustrado na figura 1.1, notamos que a capaci-
dade de suporte do sistema, K, € um valor limitante para o crescimento da populacao, nao
permitindo que esta seja maior, nem menor que este valor, o que nos mostra uma situacao

mais realista, pois nao temos extin¢ao e nem crescimento exponencial da comunidade.
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Figura 1.1: Solucao geral da equacao de Verhulst, para r = 0,8, K = 8,0 e varios valores
iniciais do nimero de individuos de uma determinada populacao. Nesta figura vemos
como a capacidade K, limita o nimero de individuos de uma populacao.

1.5 O modelo de Lotka-Volterra

O modelo de Lotka-Volterra tem um papel muito importante no estudo de sistemas
ecologicos, pois foi o primeiro modelo proposto para tentar compreender como duas es-
pécies estao relacionadas na dinamica de presa-predador. Em 1925, Volterra desenvolveu
o modelo presa-predador ao tomar conhecimento dos trabalhos do jovem zoologista Um-
berto d’Ancona. O estudo estatistico de d’Ancona mostrou que houve um aumento de
frequéncia de predadores como tubaroes e a diminuicao de outros peixes durante a suspen-
sao da pesca em determinadas partes do mar Adriatico na Italia, devido a primeira guerra
mundial entre 1914 e 1918. No mesmo ano em que Volterra tornou-se um estudioso de
problemas de ecologia, Lotka publica seu livro intitulado “Elements of Physical Biology”.
Neste texto, Lotka discute a mesma modelagem para estudar interacoes presa-predador.
Como esta lei foi proposta de forma independente por Lotka e Volterra, este conjunto de

equagoes ficou conhecido como equacao de Lotka-Volterra.
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Definimos como u(t) o nimero ou densidade? de presas de uma determinada espécie e

v(t) como o nimero ou densidade de predadores, temos

du(t) _
= awu(t) = bau(t)o() (1.12)
dv(t) _
= awu(t)o(t) = b(d). (1.13)

Neste conjunto de equacoes, a,, a,, b, e b, sdo constante positivas. Segundo este mo-
delo, se nao existirem predadores, a populacao de presa cresce exponencialmente conforme
Malthus; se nao existirem presas, os predadores diminuem até a extingao. Este compor-

tamento é regulado pelo produto de presas e predadores onde definimos

a, Taxa de crescimento das presas
a, 'Taxa de crescimento dos predadores
b, Taxa de predacao das presas

b, Taxa de morte dos predadores.
Assim, podemos encontrar uma equacao que relacione u e v e verificar como é o compor-

tamento de uma espécie em funcao da outra, para um dado tempo t. dividindo (1.13) por
(1.12) temos
dv  v(=b, + ayu)

du w(ay — byv) (1-14)

Neste caso, é possivel isolar as partes com u e v e supomos que valores iniciais ug e v

> 0. A solucao é obtida pela integracao

v’ u’

v _ / U r_
/ (@ = buf) gy / (@ =be) g (1.15)
V0 uo

de onde encontramos a expressao

o, ln(i) —by(v—wvg) = —by, ln(l

0 U0> + a,(u — up). (1.16)

2Consideramos uma densidade homogénea de animais em funcio do espaco.

12



25

uit)
uit) vit)

05 p

Figura 1.2: Solucao do sistema Lotka-Volterra para um predador e uma presa. Em
1.2(a) temos o espago de fase (u,v), e em 1.2(b) apresentamos a variagdo dos niimeros ou
densidade de presas-predador no tempo. Estas curvas sao feitas para ug = 2,0 e vy = 2, 0.
As taxas de crescimento, competicdo e mortes valem: a, = 0,5, a, = 0,7, b, = 0,5 e
b, =0,5

Note que a equacao (1.16) pode ser escrita de forma compacta como

f(au, by, v) fay, by, w) = f(ay, by, vo) f(ay, by, ug) (1.17)

onde

fla,b,z) = z% " (1.18)

Observe, pelas egs. (1.17) e (1.18), que para um dado valor de v, por exemplo, v = v;
temos dois valores possiveis de u. De modo que os pontos (u,v) tomados desta forma,
geram o grafico mostrado em 1.2(a). As eqs (1.17) e (1.18) podem ser solucionadas para
condicoes iniciais ug e vy, juntamente com os parametros de interacao b, e a, e as taxas
de crescimento e mortes a, e b,, dadas.

Na figura 1.2, mostramos o comportamento da solu¢io das equagoes (1.17) e (1.18),
para um conjunto de valores de coeficientes e uma dada condicao inicial, onde podemos

observar a relagao periddica entre as duas espécies.
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1.6 Owutros Modelos

Nas secoes anteriores, apresentamos os modelos classicos de dinamica de populagoes.
Contudo existem muitas variagoes destes modelos na literatura, que servem para tratar
de situacoes mais especificas. Esses modelos costumam ser modificacoes destas equacoes,
assim como da equagao de Fisher-Kolmogorov [17,18], que estuda como uma populagao
se distribui no meio. Também sao utilizados para estudos de casos especificos como
a predacao da lebre pela lince no artico [19-21|, o parasitismo de salmoes selvagens
por piolhos-do-mar (Lepeophtheirus salmonis) |22,23| devido a psicultura de salmdo em
cativeiro, fazendas de salmao, ou até mesmo estudos de epidemiologia [24], entre muitos

outros exemplos.

1.6.1 O modelo de Fisher-Kolmogorov

Até agora nao consideramos nenhum tipo de distribuicao espacial, ou seja, toda a popu-
lacao estava centrada em um ponto, ou foi considerada como uma distribuicao totalmente
homogénea. Porém, sabemos que varios fatores podem fazer o espaco ser heterogéneo:
o clima pode dar direcoes preferenciais para uma espécie, o habitat pode ser melhor em
uma diregao do que em outra, seguindo o curso de um rio por exemplo, entre outras
possibilidades. Desta forma, um sistema ecolégico nunca estd centrado em um ponto
do espaco, mas estd em constante movimento em busca das melhores condigoes para a
vida. Este processo de espalhamento dos individuos em busca de sobrevivéncia poderia
ser modelado, dentro de certas aproximagoes, como um gas em difusao.

Para um géas, este processo segue a lei de Fick, que determina que o fluxo de materia J
é proporcional ao gradiente de densidade de material. Guardadas as devidas diferencas,
podemos considerar que um sistema biol6gico também obedece & lei de difusao de Fick.
Por analogia, dizemos que o fluxo de material, de animais, de bactérias, Jé proporcional

ao gradiente da densidade de material em determinado ponto

J(7,t) = —DVu(F, ). (1.19)
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Considere uma dada espécie com densidade u(r,t) se difundindo em duas dimensdes.
Vamos supor que estes individuos estao confinados em uma superficie S que encerra um
volume V. A equacao geral de conservacao de material biologico pode ser escrita como
sendo o fluxo de material que atravessa uma superficie S somado a materia que é produzida

no interior do volume,

0 -
_'7 dv = — J _'a ds ) _;7 dv. 1.20
at/vu(rt)v /s (7,t) s—i—/vf(urt)v ( )

A fungdo f(u,7,t)dv é chamada de suprimento de matéria e é a quantidade de material
biolégico por unidade de volume, que pode ser criado ou destruido no volume V' devido
aos processos de nascimento e morte, por unidade de tempo. Utilizando o teorema da
divergéncia

/ﬂﬁﬁﬁ:/vjmwm, (1.21)
S 1%
pOdemOS escrever

-

‘A(%Mﬁﬂ+vjmﬂ—fwﬁﬂ)M:0 (1.22)

Agora utilizando a eq. (1.19), sabendo que (1.22) é valida para um volume qualquer
arbitrario, e considerando que a constante de difusao nao tenha dependéncia espacial,

temos

%u(ﬁ t) — DV?u(7,t) — f(u,7,t) = 0. (1.23)

Os processos de mortes e nascimentos f(u,7,t) podem ser definidos por interagdes de

crescimento em um contexto malthusiano

fu, 7, t) = ru(r,t),

15



apenas por interagoes destrutivas

ou em um contexto logistico

Flu, 7. 8) = ru( 1) (1 - “f(’”) .

Utilizando a forma logistica para o suprimento de matéria, f(u,7,t), encontramos a famosa

equagao de Fisher-Kolmogorov [5,9,17].

au(ﬁ t) = DVu(7,t) 4 ru(7t) (1 - U(Z’,t)> (1.24)

Nesta formulacao, a constante r é a taxa de crescimento e K a capacidade de suporte do
sistema tal como no modelo logistico. A equacao de Fisher-Kolmogorov é a equacdo mais
simples que descreve um processo de difusao, crescimento e auto-interacao de uma espécie.
Esta equacao é conhecida na fisica como uma equacao de reacao-difusao. Fisher sugeriu
esta equacao como um modelo deterministico para descrever como um gene favorecido
se difunde em uma populagao [17|. De forma independente, Kolmogorov estudou esta

equacao com foco nos casos em que f(u,7,t) tem raizes em u=0e¢ u= K [18§].

1.6.2 O Efeito Maternal

Nesta secao discutimos um efeito que produz populacoes ciclicas, tal como no modelos
de Lotka-Volterra, porém com uma competicao intra-especifica, que pode ser pensada
como um mecanismo de inércia no crescimento de uma populacao. Este efeito é a passagem
de qualidade? das maes para os filhos. O efeito maternal é conhecido do trabalho de
Wellington [25], e tem atraido consideravel aten¢do apos os trabalhos de Boonstra &
Boag [26] e mais recentemente por Rossiter [27].

Quando as maes possuem uma quantidade abundante de recursos, elas nao produzem

3Qualidade refere-se a aspectos fenotipicos da prole, por exemplo, maior reserva de gordura, ou energia.

16



apenas uma grande quantidade de filhotes mas, sobretudo, filhotes mais fortes. Poderia
acontecer que maes mais bem nutridas poderiam produzir uma quantidade maior de
filhotes de um tamanho padrao, ou produzir uma mesma quantidade de filhotes mais bem
dotados. Nenhuma destas duas opc¢oes parece ser o caso. Tanto em plantas como em
animais que foram estudados, o padrao parece ser uma estratégia mista. Parte do recurso
é investido em quantidade e parte em qualidade. Nota-se, entao, que & medida que o
investimento em qualidade é feito, temos o efeito maternal.

Cuidados parentais e outros mecanismos comportamentais podem ser facilmente gen-
eralizados para o efeito maternal. Contudo, por simplicidade, suporemos que as maes
possuem total controle sobre o efeito. Também existe o efeito maternal inverso onde
condi¢oes adversas afetam negativamente a prole [28].

O modelo formal para o efeito maternal foi proposto por Ginzburg & Tanneyhill [1]
e foi primeiramente aplicado a um tipo de Lepidoptera, borboleta, porque é um caso
simples em que as geracoes coincidem com os anos e os dados estao distribuidos em
uma escala de tempo por geragdo. O trabalho seguinte para pequenos mamiferos (ratos
silvestres) de Inchausti & Ginzburg [29], foi criticado por Turchin & Hanski [30] que
defendem a abordagem mais tradicional predador-presa como causa do efeito ciclico. A
seguir, apresento as equacoes que descrevem o efeito tal como proposto por Ginzburg &

Tanneyhill [1,31]

Nt+1 = Ntf(.ft) (125)
€
Typr = g(z, Nega) (1.26)

Nas eq. (1.25) e (1.26) f ¢ uma fungdo monotomicamente crescente de z; e descreve a

taxa de reproducao em funcao de uma qualidade individual x, e g é uma funcao crescente
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Figura 1.3: Comportamento tipico do modelo de efeito maternal mostrado em series
temporais: (a) R =1,3 e M = 10; (b) R = 3,0, M = 10. (Fonte: [1])

de z e decrescente de N.,1, considerando o exemplo dado pelo autor, teremos

f(z) = le_$ (1.27)
glx,N) = mlfN' (1.28)

O parametro R representa a taxa méaxima de reproducao para uma dada qualidade z, e M
é 0 maximo crescimento médio da qualidade. Veja nas figuras 1.3 e 1.4 o comportamento

do efeito maternal.
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Figura 1.4: Espago de fase tipico do modelo de efeito maternal, mostrado em escala log-
log. Cada elipse corresponde a um conjunto tnico de condigoes iniciais. Note a formagao

de “ilhas” para alguns conjuntos de valores iniciais. (Fonte: [1])
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Capitulo 2

Relacao entre Alometria e Fractalidade:

A Teoria de West

2.1 As Taxas Alométricas

Desde a década de 50, o desenvolvimento da ciéncia da complexidade tem sido cada
vez mais importante para a compreensao da dinamica do crescimento de espécies e demais
estruturas biologicas na natureza [13,14,32-37|. Podemos citar, por exemplo, o estudo
da dinamica de populacoes de colonias de bactérias, o crescimento em peso de peixes
e mamiferos, a evolucdao de tumores cancerigenos, o estudo da circulacao sangiiinea nos
organismos etc, nos quais um grande esforco tem sido empenhado para formular leis fisicas
e mateméaticas gerais, na tentativa de aproximar, definitivamente, a Fisica da Biologia. O
estudo do crescimento de tumores, por exemplo, é um tema atual no campo das pesquisas
em bionanotecnologia, abrindo um campo promissor na medicina para o tratamento de
muitas doencas.

Contudo, s6 muito recentemente os fisicos tém se interessado em analisar, com al-
gum rigor, a complicada, e pouco 6bvia, relagao matematica entre o crescimento e o
metabolismo nos seres vivos, no intuito de predizer alguma importante lei geral. Neste
ambito, é razodvel pensar que o nivel de complexidade de um organismo esteja diretamente

relacionado com o seu tamanho ou, mais precisamente, com a sua massa m. De fato, al-
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guns trabalhos [12,38-41| tém apontado que o tamanho afeta fortemente o metabolismo
das estruturas biolégicas, desde os organismos microscopicos celulares até o comporta-
mento das populagoes, consistindo em uma lei universal associada ao estudo da dinamica
do crescimento. De um modo geral, este raciocinio pode ser sistematizado através de uma
lei matematica muito simples que estabelece que uma determinada varidvel biologica Y é

dependente da massa de seu corpo m através de uma lei de escala na forma

Y =Yym® (2.1)

onde a é um expoente de escala que reflete os vinculos geométricos da estrutura biologica,
enquanto Yy é uma constante que depende das caracteristicas do tipo de organismo em
estudo. No entanto, a adog¢ao da equagao (2.1), tem sido criticada e, em particular, tem-se

argumentado que a equacao linear

Y=am+b (2.2)

com a e b constantes, é mais apropriada [42,43]. Porém, se m e Y estao relacionados entre

si em 2.1 e tomando o logaritmo de ambos lados temos

logY = alogm + log Yy (2.3)

O grafico log Y como funcao de logm produz uma linha reta com inclinacao o, como visto
na figura 2.1. O grafico de Y em funcao de m produz uma curva a nao ser que o = 1;
se isso ocorre, a relacao entre m e Y é chamada de isometria, sendo um caso especial da
alometria.

West et al |2] mostraram um fascinante e universal aspecto relativo & teoria de escala
aplicada ao crescimento dos organismos. Eles observaram que entre todas as possiveis
leis de poténcia que o expoente de escala a pode assumir, hd uma lei de similaridade que

fixa o valor deste expoente como um miltiplo da fracdo 1/4. Um importante exemplo é
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Figura 2.1: Grafico da fungao Y = 2m? na escala decimal, 2.1(a), e na escala log, 2.1(b).

o comportamento da taxa metabolica dos organismos complexos conhecidos (peixes, aves
e mamiferos) que parece obedecer uma lei de escala na forma m®*, a0 mesmo tempo que
outras variaveis biologicas, associadas a diferentes estruturas, como o metabolismo celu-
lar, o batimento cardiaco e o crescimento maximo de uma populacao, teriam lei de escala
m~/%. Muitas pesquisas tém mostrado [15,44,45] que o ritmo do batimento cardiaco R nos
animais é inversamente proporcional ao comprimento L da rede de circulagao sangiiinea
nesses organismo, que parece também estar relacionado ao expoente de massa —1/4 na

forma R oc L™ oc m~1/4

. Como L esta associado ao tamanho do corpo, temos, como con-
seqiiéncia, que quanto menor é o animal mais intenso seria o seu ritmo cardiaco. Cogita-se
também que a circulacao sanguinea nos organismo complexos, o crescimento embrionario
da maioria das espécies e a evolucdo de determinados microorganismos escalem com m!/*,
A despeito das peculiaridades intrinsecas de cada organismo, é interessante notar a
presenca de uma lei de similaridade que estabelece a organizagao biologica dos seres vivos
e que nos permite descrevé-los através de leis fisicas e matematicas bem definidas.
Segundo West, os organismos vivos mais complexos necessitam de um mecanismo efi-
ciente de transporte de suprimentos, cuja estrutura é formada por um conjunto de redes
vasculares que se bifurcam milhares de vezes, diminuindo gradualmente o seu diametro,

até alcancar e alimentar todas as células do organismo, veja a figura 2.2. Em face da

aparente universalidade desse mecanismo de alimentagao, os organismos, em geral, ten-

22



c

.
SR, N
—

Modelo Parametros

Figura 2.2: Exemplo esquemético da rede de distribuigdo biolégica: (A) Sistema circu-
latorio e respiratorio de mamiferos composto por tubos ramificados; (B) Sistema vascular
de plantas (C) Representagao topologica das redes, onde k especifica a ordem do nivel,
comecando com a aorta (k = 0) e terminando com os vasos capilares (k = n)(Fonte: [2]).
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dem a exibir um principio de similaridade, nos impelindo a perguntar o que ha em comum,
por exemplo, entre as ramificagoes da rede sangiiinea dos mamiferos e a estrutura "de ar-
vore"formada pela bifurcacao dos bronquios dos pulmoes, ou entre o sistema vascular das
plantas e os tubos traquéias dos insetos. Em todos estes casos é possivel estabelecer trés

fatores de unificagao:

1. A rede de suprimento de um organismo se distribui em todo o volume do corpo

através de uma estrutura fractal [46,47|, formando um padrao especifico.

2. As ramificagoes finais que formam a rede capilar do sistema de transporte circu-
latorio tém tamanho invariante, pois o tamanho minimo dos vasos capilares sao

definidos pelo tamanho da hemoglobina (ou outra estrutura sangiiinea similar).

3. Finalmente, a energia gasta para distribuir o alimento pelo corpo deve ser minima

para todo processo!.

Note que o tltimo requerimento é essencial pois consiste em estabelecer um transporte
hidrodindmico total com uma resisténcia minima, ou seja, com a menor perda de energia
possivel no processo. De fato, se durante o transporte, o organismo gastasse muita energia,
o processo de alimentagao (que é o suprimento da energia do corpo) nao seria efetivo, e os
organismos mais complexos nao poderiam existir. Se pararmos para refletir, existem leis
fisicas reais que garantem a existéncia dos organismos, isto é, os organismos exibem leis de
escala que relacionam as variaveis biologicas a estrutura geométrica do corpo, obedecendo
os trés principios de unificacao citados acima.

E bem conhecido que entre os organismos que apresentam transporte de nutrientes
através de uma rede vascular (ou fractal), o tamanho dos tubos decresce regularmente até
os menores tubos capilares, cujo didametro minimo das ramificagoes finais é determinado
pelo tamanho das hemacias, sendo isso uma caracteristica universal para os organismos

em geral. Estas redes de transporte apresentam tubos com propriedades que variam em

IEste tltimo ndo é importante para animais de pequeno porte, tais como os animais inferiores, insetos,
pois neles o transporte de nutrientes é feito basicamente por difusao nao sendo necessario um mecanismo
de transporte de nutrientes especifico.

24



rigidez e elasticidade, além de também transportarem fluidos com caracteristicas diferen-
ciadas (de liquidos a gases) como, por exemplo, os transportes de ar e sangue nos sistemas
respiratério e circulatorio sangiiineo, respectivamente, que utilizam uma estrutura vascu-
lar similar a uma arvore fractal. Nesta classe também encontramos a difusao de ar nas
traquéias dos insetos e o transporte osmotico no sistema vascular das plantas. A despeito
das diferencas entre esses organismos, pode-se indagar todas essas redes de alimentacao
respeitam uma lei de escala similar, dada por um miltiplo da fracdo 1/4, ou simplesmente
o expoente de escala a = n/4, para a dinamica do crescimento da maioria das estruturas

biologicas. Assim, podemos verificar que a expressao

B = Bym®/*, (2.4)

representa a taxa metabolica basal, que é a energia necessaria para se manter um animal

Vvivo.

2.1.1 Equacao de Crescimento

Quando estamos tratando do crescimento em massa dos organismos e fatores metaboli-

cos associados, as equacoes mais difundidas na literatura sao dadas por:

von Bertalanffy

C;—T = am?®? —bm (2.5)
Gompertz

Cii—? = am(lnm) (2.6)
Logistica

CZ—? = am — bm® (2.7)

onde a e b sao constantes positivas e sao caracteristicas do animal em estudo. Das trés

equagoes, apenas a equagao (2.5) tem uma base fisiologica, Von Bertalanffy [48] supos que
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o catabolismo, destruicao de tecido, procede a uma taxa proporcional ao peso corporal,
m, onde a taxa de anabolismo, producio de tecido, é tido como proporcional a area, m?/3.
As outras duas equacao possuem base empirica, sem uma real explicacao de seus termos,
sendo usadas por terem um comportamento semelhante ao encontrado experimentalmente.

Uma outra abordagem para equacao de crescimento foi proposta por West e seu grupo
[49]. Eles definem que o metabolismo total do animal deve servir para manté-lo vivo
bem como para produzir novas células, que servirao tanto para o crescimento do animal
como para repor as células antigas, onde por simplicidade é desconsiderado o fenomeno

de reposicao de células mortas, ou seja,

dN.
B = Nch + ECW, (28)

onde N, é o numero total de células, B, é o metabolismo individual de cada célula e E, é
a energia para se criar uma nova célula. Assim possiveis diferencas no metabolismo das
células nos diferentes tipos de tecidos que existem dentro dos organismos serao desconsi-
derados. O primeiro termo, N.B,, ¢ a energia necessaria para manter o animal em todas

as suas atividades e o segundo termo E,%e & a energia usada para gerar novas células.

¢ dt
Assim, escrevemos a massa total do animal como sendo m = m.N,, onde m, é a massa

de uma célula unitaria, substituindo e isolando, temos

() ()

Agora usando a eq (2.4) obtemos

dm(?) 3/4
5 = am(t) /4 bm(t) (2.10)

onde chamamos a = Bym./E. e b = B./E.. Da teoria de equacoes diferencias [50],

observamos que esta equacao ¢ solivel pelo método geral de Bernoulli, ou seja, é possivel
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realizar a seguinte mudanca de variavel

S(t) = m(t)/4, (2.11)

1
= b8 + qa. (2.12)

e sua solucao pode ser obtida facilmente,

S(t) = % + et (2.13)

Sendo que a solugao geral em termos de m(t) é escrita como

m(t) = (%)4 (1 + %be—“’/‘*)t) (2.14)

Para a solugao geral encontrado podemos incluir as condi¢oes de contorno supondo que
em ¢t = 0 a massa inicial m(0), ¢ muito pequena e pode ser desprezada, ou seja, m(0) = 0.

Com isto, temos que v = —a/b e a equagao anterior pode ser escrita como
m(t) = M (1 —e 7", (2.15)

onde M = (a/b)* e 7 = 4/b. Tomando o limite lim; ,,, m(t) vemos que para um tempo
muito grande a massa tende para M sendo assim a maior massa que o animal pode atingir
e 7 fica definido como sendo o tempo médio de crescimento do animal, tal como na teoria

de probabilidade [51]. Vemos o comportamento de (2.15) na figura 2.3.
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Figura 2.3: Crescimento da massa em funcao do tempo para 7 = 0,5 e M = 1, logo
a=0b=38.
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Capitulo 3

A Relacao entre Dinamica de

Populacao e Taxas Alométricas

Neste trabalho, procuramos reunir em um arcabouco tedrico os conceitos de dinamica
de populacao e as lei de escala metabélica, com o objetivo de obter um modelo de dinamica
de populagao que leva em consideracao o tamanho de determinada espécie associando as
suas necessidades nutricionais, bem como as possiveis relacoes com o meio ambiente em
que vivem. Para iniciar este estudo, vamos partir da equagao (2.15), a partir da qual

podemos reescrever a massa, m;, para cada animal da populacao como
ml(t) = Mz (1 — €7t/Ti)4 . (31)

Aqui, ressaltamos que M; é a maior massa que o animal pode alcancar e 7; é o tempo
médio de crescimento do animal ¢ da populacao. Assim, como estamos trabalhando com
animais da mesma espécie, podemos supor que o parametro 7 é constante, e assim, somar
a massa de um conjunto ou parte da populacio com mesma caracteristica, ou coorte’,

neste caso consideramos a idade como fator comum. Entao somando a massa de todos os

lerupo de individuos que compartilham alguma caracteristica comum, por exemplo, peixes nascidos
no verao de 2008 no rio Amazonas.
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individuos i encontramos a massa total, M(t) = >, m,(t), como sendo
M(t) = My (1—e7)", (3.2)

onde My = >, M,;, aqui M; pode ser uma distribuicdo de probabilidade qualquer das
massas maximas de cada animal da populagao, tais como:

Chi-quadrado (figura 3.1)

1
f(z; k) Qk/QNk/Q)xk/Q_le_x/Q para xz > 0, (3.3)
Weibull (figura 3.2)
k k-1
faam) =3 () e panr 20, 3.4
Uniforme (figura 3.3)
ﬁ paraa < x <b
fz) = , (3:5)
0 parax <aouzx >b
Normal (figura 3.4)
N D
flyop)—=—=e 207 | (3.6)

vV 2mo?

entre outras possiveis distribuigoes da teoria de porbabilidades [51], porém, neste trabalho
nao chegamos a conseguir usar estas distribuicoes, deixando para trabalhos futuros.
Desta forma, podemos usar as equagoes (3.2) e (2.4), para definir a variavel associada ao

metabolismo total deste coorte, como sendo
B(t) = BoM()*/* = BoMJ* (1 — e74/7)" (3.7)

Contudo, os modelos anteriores nao prevem a possibilidade de uma taxa de mortalidade

de uma populacao especifica, apenas a possibilidade de saturacdo da comunidade. Assim
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Figura 3.1: A funcao densidade de probabilidade da distribuicao x* e sua funcao dis-

tribuicao acumulada.
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Figura 3.2: A funcao densidade de probabilidade da distribuicaio Weibull e sua funcao

distribuicao acumulada.
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Figura 3.3: A funcao densidade de probabilidade da distribuicao Uniforme.

31




09 f

FTEETE
o
Pooo

08

0.7
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Figura 3.5: Fragoes de sobreviventes no coorte em funcao do tempo para v =1, 0.

sendo, partindo da eq. (1.4), podemos tomar a taxa de natalidade igual a zero e a
de mortalidade igual a uma constante, pois queremos estudar como o metabolismo da
comunidade evolui no tempo, sem que ocorra entrada de animais na comunidade, ou seja,
queremos estudar o consumo total em funcao do tempo para os animais nascidos em um

dado instante de tempo, tal que

N(t) = Noe /7, (3.8)

onde ny é o tamanho inicial do coorte e v é o tempo médio de vida da espécie [51]. Note
que se usarmos a equacao do metabolismo total, (3.7), com a equacao do ntimero de

individuos em func¢do do tempo, (3.8), obtemos o que chamamos de consumo total da
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Figura 3.6: Metabolismo total no coorte em fungao do tempo paray=1,0e 7 =0,5.

comunidade, K (t), ou seja,

K(t) = B{)N(t) = NoBoMZ* (1 — e7/7)° et/ (3.9)

Deste modo a evolugao de K (t) combina um fator crescente que é o aumento de massa
versus um fator decrescente que é a mortalidade dos animais. O méaximo de K (t) é obtido

para um t,.,, tal que

(3.10)

tmax = T1n (374_ T) )
T

A partir dessas consideracoes, vamos aplicar o modelo acima descrito para o caso
especifico da reproducao de uma populacao de Salmao, que apresenta caracteristicas ideais

para a modelagem das variaveis metabolicas e dinamicas em questao.

3.1 O Modelo do Salmao

Buscaremos agora aplicar o modelo descrito na iltima secao para a dinamica de uma
populacao de salmao, que apresenta um comportamento bastante simples e compreensivel
e de facil tratamento analitico. O modelo do Salmao é simples porque a sua dinamica nao
exibe cruzamentos entre as geracoes, facilitando nossa anélise sobre a eficacia (ou nao) do

modelo descrito anteriormente. Neste caso, vamos considerar o seguinte algoritmo.
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1. A época de reproducado ocorre uma vez por ano, sempre na mesma temporada;;
2. Todos os individuos que se reproduzem morrem ao final do processo;

3. O namero de filhotes que nascem é proporcional ao nimero de animais que se re-

produziram,;
4. O salmao se reproduz apos completar 4 anos;

5. Deve haver um equilibrio entre as geracoes, de forma que uma nao se prevaleca em

relacao a outra.

Nas secoes seguintes trabalhamos com este algoritmo descrevendo-o em detalhes.

3.1.1 Modelo Estatico

Como um primeiro exemplo sugerimos a utilizacao do modelo mais simples possivel, ou
seja, comecamos com um modelo estitico, pois esperamos que a comunidade de animais
(neste caso peixes) continue a existir apos varias geragoes, como ocorre na natureza.

Portanto, do item 3.1.3, temos que o numero de animais que nascem é

Ny = RyN,, (3.11)

onde Ry ¢ um fator de reproducao, neste caso uma constante, e N, o nimero de animais

que chegam a idade reprodutiva e se reproduziram,como visto em (3.8),

N, = Nye™t/7 (3.12)

com t,. sendo o tempo de reproducao, 4 anos para o salmao, e v o tempo médio de vida
dos animais como definido no inicio deste capitulo. Usando agora o fato que N, = Ny

para construirmos a situacao estatica, temos

Ny = RoN, = (Roe t"/")N, (3.13)
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Figura 3.7: Fracao de individuos sobreviventes separados por geracao em funcao do tempo,
com7=05,v=10et, =4

logo devemos fazer Rye '/7 =1, ou seja, Ry = e'"/7.

Na figura 3.7 mostramos o comportamento do sistema para um total de 4 geracoes
seguidas por suas proles, onde a reproducao é mostrada de forma instantanea, ou seja,
ocorre reproducao, nascimentos da nova prole e morte dos pais no mesmo instante, e no
conjunto de figuras 3.8 usamos a eq. (3.9) para mostrar o metabolismo de cada geragao
independentemente (figura de cima) e do metabolismo total, ou seja, a soma das 4 geragoes
em todos os instantes de tempo (figura de baixo). Porém, como dissemos, este modelo
¢ muito simples, uma espécie de campo médio, e nao considera a interacao da populacao
com o meio e as flutuacoes na reproducao. Nosso objetivo na proxima secao é preencher

esta lacuna no modelo.

3.1.2 O Modelo Dinamico

Pretendemos agora modificar o modelo anterior a fim de possibilitarmos que a popu-
lacao varie em funcao da quantidade de comida disponivel no ambiente, ou gasta pela

populacao de forma a manter o uso de recursos dentro de um determinado limite. Vemos,
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Figura 3.8: Demanda em fungao do tempo, com 7 = 0,5, v =1,0 e t, = 4 em 3.8(a) para
cada geragao separadamente. e em 3.8(b) demanda total das 4 geragoes. Observe que a
existéncia de varias geragoes estabiliza a demanda.
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da equacao (3.11), que para que isto ocorra devemos modificar o parametro R, tornando-o
uma funcao da quantidade média de nutrientes utilizada durante a vida do animal em
reproducao, que podemos definir como sendo a integral da taxa metabdlica no tempo

divida pelo tempo decorrido, ou seja,

o 1 to+T
K= / Kr(t)dt, (3.14)
to

onde Kr ¢ a soma da taxa metaboélica individual de cada geracao, tal como visto na figura
3.8(b), to & o tempo inicial de nascimento da prole e definimos como 7" o tempo de vida
até a reproducao (4 anos). Assim podemos usar a eq. (3.14) para gerar uma fungao que
controle a quantidade de animais para cada nova geracdo em funcdo da variavel K, ou
seja,

No(to) = N} = RoN, R(E). (3.15)

Aqui Ny(tp) é uma funcao que no periodo da reproducao te da o valor da reproducao
levando em consideracdo vérios fatores. No nosso caso vamos incluir em R(K) apenas
os efeitos de demanda metabolica no periodo de tempo T, ou seja, se as condicoes ao
nascimento estao favoraveis. Uma andlise mais detalhada mostraria o efeito desse processo
historico, mostrando uma taxa de mortalidade inicial maior ou menor dependendo do
consumo médio K. Entretanto, estamos colocando este efeito na reproducio evitando
carregar o modelo demasiadamente.

A fungio R(K) deve ser monotonicamente decrescente e deve depender de um
parametro Ky, que é a taxa metabdlica média que o sistema, ambiente, pode suprir
sem se deteriorar. Em termos sociais um sistema auto-sustentavel. As eqgs (3.14) e (3.15)
mostram que a dinamica de crescimento tem memoria levando em conta nao apenas o
tempo presente, mas a historia da populacao e do meio ambiente.

A funcao R(K) “corrige” a dinamica possibilitando que o sistema oscile em torno de

um equilibrio que agora é dinamico. Como exemplo mais simples temos a func¢ao linear

R(K)=1—¢ (3.16)
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onde o parametro € é definido como,
€= ——, (3.17)

Porém esta funcao é apenas uma aproximacao de primeira ordem, sendo boa para peque-
nas variagdes de K em torno de Kj. Podemos redefinir R(K) como R(e) e procurar por
funcgoes do tipo

R(K)=1— g(e) (3.18)

onde g(€) é uma fungio de controle ou retro alimentagao negativa (feedback) [52]|. Postu-

lamos que a funcao g(e) deve satisfazer as seguintes propriedades:
1. é crescente;
2. é linear para pequenos valores de ¢;

3. é limitada nos extremos, ou seja,

—c< lim g(e) <1

e—+o0

com ¢ > 0.

Desta forma, podemos propor fung¢oes de controle com comportamento do tipo tanh(e)

ou arctan(e), que apresentam as caracteristicas desejadas, i.e.,

tanh(e
g(e) = <)

2
— arctan(e).
T

Plotamos os comportamentos deste conjunto de equagoes na figura 3.9. Assim, podemos
analisar o comportamento do sistema para cada uma destas equagoes. Tomaremos entao
uma populacao em equilibrio estatico e a perturbaremos acrescentando ou diminuindo a
populacao para verificarmos como o sistema volta ao equilibrio mantendo a capacidade

de suporte constante. No primeiro caso reduzimos o tamanho da populagao de Ny = 1
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Figura 3.9: Funcao de controle, g(e). (a) Linear; (b) tanh(e); (c¢) arctan(e).
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Figura 3.10: Mostramos a evolugao da populacao inicial Ny em funcao de ty, ano de
nascimento, para fungao de controle Linear, g(e) = €. Aqui ¢y assume valores discretos,
inteiros; contudo, mostramos uma linha continua como uma forma de auxilio visual.
para Ny = 0,1, sub-saturado, e no segundo aumentamos a populagao até Ny = 1 para
Ny = 3, super-saturado, fazemos isso para as trés funcoes de controle mostradas em 3.9 o
resultado pode ser visualizado no conjunto de figuras 3.10, 3.11 e 3.12, onde mostramos
o numero de individuo que nasceram em funcao do ano de nascimento, .

Para todos os trés sistemas vemos que quando o Ny é reduzido, sub-saturado, obtemos
resultados semelhantes, entao qualquer uma das trés escolhas de fungao é razoavel, ou seja,
desde que o sistema nao esteja saturado o retorno a populagao média se faz sem muita
distincao, sendo que a diferenca consiste no tempo gasto para se voltar ao equilibrio,
nos dois primeiros casos cerca de 20 anos e no ultimo 40 anos. Porém, quando fazemos

o inverso, ou seja, aumentamos o tamanho da populagao, os sistemas se comportam
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Figura 3.11: Mostramos a evolugao da populacao inicial Ny em funcao de ty, ano de
nascimento, para fun¢do de controle Tangente hiperbolica, g(¢) = tanh(e). Aqui ¢y assume
valores discretos, inteiros; contudo, mostramos uma linha continua como uma forma de
auxilio visual.
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Figura 3.12: Mostramos a evolugao da populacao inicial Ny em funcao de ty, ano de
nascimento, para funcdo de controle Arco tangente, g(€) = arctan(e). Aqui ¢, assume
valores discretos, inteiros; contudo, mostramos uma linha continua como uma forma de
auxilio visual.
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Figura 3.13: Comparacao do modelo do Salmao Dinamico com o modelo logistico de
Verhulst, onde (a) e (b) logistico; (¢) e (d) modelo do salmao.

diferente. A funcao linear apresenta grande oscilacao e niimero de animais negativos, o
que ¢ fisica e biologicamente inconsistente. A tanh(e) apresenta um pequena oscilagao, tal
como a arctan(e) mas esta tltima apresenta uma oscilagdo bem menor quando comparada
com as duas anteriores.

Para verificarmos a validade do nosso modelo fazemos a comparacao dele com o modelo
Logistico de Verhulst que pode ser visto na figura 3.13, onde usamos arctan como fungao
de procriacao, notamos que o comportamento de ambos os modelos sao muito parecidos,
portanto, o nosso modelo nao s6 reproduz o Logistico como o incrementa trazendo mais
informagoes, tais como o consumo médio de alimentos necessario para manter a comu-
nidade em cada época do ano, possibilitando se decidir qual é a melhor estacao para que
se ocorra a reproducao,

Em resumo a fungao g(€) é fundamental para descri¢do da dinamica de reprodugao, par-
ticulamente para o tratamento de sistemas degradados quando a espécie estd demandando
mais do ambiente de que ele pode fornecer. Infelizmente, no momento nao possuimos um

mecanismo de determinar analiticamente a funcao g(e€), sendo que ela poderia, talvez, ser

obtida experimentalmente.
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Capitulo 4

Conclusao

Nesta dissertacao, apresentamos um modelo de dinamica de populagao que inclui tam-
bém a evolucao de parametros metabolicos, tais como o crescimento e a massa dos organ-
ismos. Para isto, partimos de uma revisao geral sobre os modelos classicos de dinamica de
populacao importantes na Fisica e demais Ciéncias e que servem como base para a realiza-
cao deste trabalho. Observamos que nenhum desses modelos classicos relatados apresenta
a preocupacao em se tratar o problema especifico de vincular os aspectos relativos ao
metabolismo de cada individuo da populacao com a sua evolucao espaco-temporal, ou
seja, com a sua dinamica de populacao. De uma maneira simples, a intencao desta disser-
tacao foi justamente apresentar esses elementos, discuti-los e aplica-los no caso especifico
da populagao de Salmao.

Por outro lado, também discutimos como as leis de escala baseadas na teoria de fractais
estao associadas ao conceito das taxas metabolicas dos organismos, partindo das leis de
escala metabolicas de West. Levando isto em consideragao, deduzimos uma equacao para o
crescimento dos organismos, que foi em seguida utilizada para descrever o comportamento
da taxa metabdlica do animal em funcao de sua idade.

Desta forma, construimos um modelo geral em que os conceitos de dinamica de popu-
lacao e a taxa metabolica de uma populacao se relacionam. Finalmente, para mostrar a
eficiéncia desse modelo aplicamos as expressoes obtidas para o caso de uma populagao fic-

ticia de salmoes que se reproduz conforme um determinado algoritmo.Ainda ressaltamos

42



que houve a necessidade de se criar um conceito novo associado a taxa metabodlica total
de uma populacao, que serviu para regular a reproducao da espécie, e que se mostrou
bastante eficaz no calculo da massa deste modelo. Ao final da dissertacao, obtivemos um
modelo que apresenta um comportamento muito similar ao modelo Logistico de Verhulst.

A diferenga fundamental do nosso modelo é que estabelecemos a taxa metabolica como
ponto de partida, isto é, estamos trabalhando com a fisica do problema relacionando o
desenvolvimento metabodlico do individuo da populacao com a dinamica de um conjunto
desses individuos em um sistema onde a restricao de nutrientes e outros fatores ecolégicos
podem ser ainda considerados. Elaboramos e inserimos aspectos como a quantidade de en-
ergia em termos da massa que a populagao precisa consumir para manter-se, que sao agora
os parametros fisicos das equagoes dinamicas, ampliando o poder de andlise do modelo
para possiveis questoes em biologia e ecologia. Devemos ainda destacar que as equacoes
obtidas nesta dissertacao permitem também relacionar o individuo em uma populacao,
segundo a sua idade em termos da massa adquirida, e compara-lo com os membros dessa
mesma populacao. Esta caracteristica é crucial para a previsao do comportamento de
sistemas ambientais sub-saturados (ou super-saturado), como por exemplo, os fatores que
influenciam a massa dos peixes na pesca predatoria.

Como perspectivas de estudos futuros temos a intencao de ampliar o modelo de forma
a aplica-lo em situagoes onde as interacoes de duas ou mais espécies sao relevantes, tais
como: no estudo especifico onde ocorre competicao de espécies, predagao, entre outros.
Pretendemos, ainda, estudar os possiveis efeitos climéticos no nosso modelo em questao,
simulando a variacao na quantidade de comida disponivel. Outra extensao interessante
desse modelo seria a simulacao incluindo a retirada seletiva de individuos da comunidade,
tal como ocorre com peixes, onde a selecao é feita somente em funcao do tamanho do
animal sem se considerar a idade, o que pode ocasionar uma modificagao do tamanho
médio da comunidade. Finalmente, podemos ainda destacar que este modelo ainda pode
ser adaptado para simular espécies que se reproduzem sem o exterminio de uma geracao

(lembrando que no caso do Salmao consideramos o exterminio), tal como o Surubim
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(Pseudoplatystoma corruscans) [53].
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