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Resumo

É bem conhecido que a formulação de equações para a dinâmica de uma população pode
ser obtida com base na evolução espaço-temporal das espécies e suas interações. Por
outro lado, quando olhamos as populações a partir de um ponto de vista microscópico,
isto é, a partir dos seus indivíduos, esses modelos têm descartado um importante ele-
mento biológico que é inerente ao crescimento de todo organismo: a inserção de um
mecanismo que relacione as leis de escala relativas ao metabolismo de cada indivíduo e
a dinâmica de população do sistema. Nossa questão básica é: Como aspectos devidos ao
metabolismo de uma espécie afetam o comportamento de uma população? Nesta disser-
tação, propomos um modelo simples para estudar este problema, onde a busca por esta
compreensão implica relacionar variáveis associadas ao metabolismo de cada indivíduo
com os parâmetros especí�cos dos modelos populacionais dinâmicos. Assim sendo, par-
tiremos das leis de escala de West para o metabolismo das espécies, no intuito de estimar
como a massa e parâmetros típicos de crescimento de uma espécie podem se relacionar
às variáveis da evolução da população. Desta forma, derivaremos equações que podem
ser conectadas à massa total da população a partir das leis de escala metabólicas de um
indivíduo do sistema. Com este modelo, pretendemos explicar a relação entre o tempo de
vida, o crescimento em massa e a quantidade de nutrientes associadas a cada indivíduo
estendendo seus efeitos para a dinâmica da população. A partir disso, vamos analisar as
propriedades dinâmicas deste sistema, aplicando as equações obtidas para o caso de uma
população de Salmão. Este trabalho pode ser usado como ferramenta de previsão para
reprodução de espécies, manutenção ecológica e controle de pesca.
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Abstract

It is well known that the formulation of equations for the dynamics of a population can
be obtained based on spatial-temporal evolution of species and their interactions. On the
other hand, when we observe this population from a microscopic point of view, which
means its individuals themselves, this model has discarded a major biological element
that is intrinsic to the growth of any organism: the inclusion of a mechanism to relate
scaling laws for the metabolism of each individual and the population dynamics of the
system. Our basic question is: How aspects due to the metabolism of a species a�ect
the behavior of a population? In this dissertation, we propose a simple model to study
this issue, in which the search for this understanding implies in the relation between
variables associated with the metabolism of each individual and the speci�c parameters
of population dynamic model. Thus, we depart from the scaling laws of West for the
metabolism of the species, in order to evaluate how mass and typical parameters of growth
of a species may be related to the variables of population evolution. Therefore, we derive
equations that can be connected to the total mass of the population from the metabolic
scaling laws of a mere individual in the system. With this model, we intend to explain
the relationship among time of life, growth in mass and nutrients associated with each
individual extending their e�ects to entire population's dynamics. From this, we analyze
the dynamic properties of this system by applying the equations for the matter of a
population of salmon. This assignment may be used as a forecasting tool for reproduction
of species, ecological maintenance and control of �shing.
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Introdução

Nas últimas décadas, o estudo de dinâmica de populações tornou-se importante para se

compreender a evolução de sistemas biológicos e a interação entre os seus indivíduos. Nesse

aspecto, esse tema tem conquistado grande espaço entre as ciências exatas e biológicas,

sendo até mesmo utilizado em muitas teorias sociais. Do ponto de vista da Geogra�a, o

termo dinâmica de populações pode ser empregado no estudo demográ�co e estatístico

de populações humanas e suas mudanças. Por outro lado, em estudos ecológicos, o termo

dinâmica de população está associado ao estudo de populações de microorganismos, ou

na dinâmica tipo presa-predador, visando compreender suas interações, crescimento e

evolução. A visão deste tema para o presente trabalho refere-se à dinâmica de populações

no âmbito da modelagem matemática em sistemas biológicos, para o estudo da variação

das populações de seres vivos de determinada espécie no tempo e no espaço e no estudo

das interações entre espécies, visando a busca por um modelo matemático adequado ao

sistema estudado. Nessa perspectiva, a física da dinâmica de população torna-se uma

ferramenta importante para o entendimento de sistemas biológicos em vários níveis, que

se estende desde processos físicos-químicos, �siológicos, epidemiológicos, até a processos

sociológicos em indivíduos superiores, como os humanos.

É usual de�nir uma população como sendo um grupo de indivíduos de uma determinada

espécie. Estas populações podem ser compostas por bactérias, vírus, vegetais ou animais.

Para os estudos que serão apresentados em seguida, vamos nos basear em populações

isoladas com termos de interações bem de�nidos entre seus indivíduos. Esta hipótese é

razoável, considerando que na natureza determinadas populações se desenvolvem com-

pletamente isoladas. Por outro lado, ressaltamos também que determinadas populações
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podem ser isoladas por meio de barreiras arti�ciais, impostas pelo pesquisador, que po-

dem, por exemplo, ser usadas para estudar um grupo de pulgão em folhas de couve, ou

para sapos de um determinado vale [3].

Em Física, a dinâmica representa o estudo da relação entre as forças que atuam sobre

corpos e a variação do estado de movimento destes corpos produzidas por estas forças. De

forma análoga, dinâmica de populações é o estudo da variação do número ou densidade

de indivíduos de uma determinada população, quando submetida a uma ação. Estas

ações podem ser no sentido de aumentar ou diminuir esta população, ou mesmo uma ação

reguladora que tente a manter o tamanho da população constante.

Historicamente, o estudo de dinâmica de populações foi fundamentado de forma esparsa

em diversos trabalhos a partir do século XII. O estudo de uma população com base em um

grupo inicial e com foco na previsão do número de indivíduos, teve inicio com Fibonacci

(1170-1250). No ano de 1202 em sua obra mais célebre, �Liber Abaci�, Fibonacci propõe

o famoso problema da reprodução dos coelhos. Neste problema, dado um casal inicial de

coelhos, queria-se encontrar o número �nal de coelhos no decorrer de um ano. A solução

deste problema gera a famosa sequência de Fibonacci.

Em seguida, destacamos o trabalho de Leonhard Euler (1707-1783), �A general investi-

gation into the mortality and multiplication of human species�. Neste trabalho, ele estuda

as taxas etárias de natalidade e mortalidade de populações humanas. Em 1798 houve

uma contribuição importante para a teoria de populações, com o modelo de crescimento

exponencial do economista e demógrafo Thomas Malthus (1766-1834). Neste trabalho,

�An Essay on the Principle of Population as it A�ects the Future Improvement of Soci-

ety� [4�7], Malthus realiza uma previsão pessimista, mostrando que a população humana

deveria crescer de forma exponencial, enquanto os recursos alimentares seguiriam uma

progressão aritmética, o que levaria a humanidade a sua extinção. Este panorama foi

melhor compreendido apenas em 1838, pelo matemático Pierre François Verhulst (1804-

1849), que, a pedido do governo da Bélgica, publica um trabalho chamado �Notice sur la

loi que la population poursuit dans son accroissement�, onde propõem que um processo
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auto-limitante deveria existir restringindo o crescimento de uma população, quando esta

se torna demasiadamente grande, o que impediria um crescimento ilimitado de indivíduos.

O primeiro modelo que descreve como duas populações de espécies diferentes podem in-

teragir e coexistir em um determinado meio, foi proposto no inicio do século XX de forma

independente pelo químico americano Alfred Lotka (1880-1949) [8] e pelo matemático ital-

iano Vito Volterra (1860-1940) [9]. Este conjunto de equações incorporam os processos de

crescimento logístico de Verhulst além de introduzir competições entre espécies diferentes.

Os trabalhos de Fibonacci, Euler, Malthus, Verhulst, Lotka e Volterra, podem ser

considerados como precursores no estudo de dinâmica de população. No cenário atual, os

modelos podem ser divididos em dois grandes grupos: modelos contínuos e discretos. E

estes modelos podem ser de campo médio, de reação-difusão, de partículas interagentes em

redes e de sítios interagentes. Porém, estes trabalhos e outros mais recentes em dinâmica

de população não consideram toda a grande diversidade da vida que existe na Terra.

Hoje podemos constatar que a vida, em suas variadas formas, é provavelmente um

dos mais diversos e complexos sistemas físico no universo. Observamos que, organismos

cobrem mais de 21 ordens de magnitude, ou seja, indo de pequenas bactérias (10−13 g)

até os grandes mamíferos e plantas (108 g), como baleias e secóias. Este vasto alcance

supera até mesmo a massa relativa da terra e da via-láctea, que apresenta somente 18

ordens de grandeza. Apesar desta imensa diversidade e complexidade, muitos dos mais

fundamentais processos biológicos manifestam uma impressionante simplicidade quando

vistos em função do tamanho, independente da classe ou grupo taxonômico considerado.

No entanto, devemos ver que a massa, e em menor grau a temperatura, é o fator deter-

minante para variações no comportamento �siológico quando diferentes organismos são

comparados sobre muitas ordens de magnitude.

O problema de escala de variáveis biológicas em função do tamanho começou com a

veri�cação feita por Rubner [10] que a taxa metabólica padrão não escala linearmente

com a massa corporal. Observa-se, entretanto, que esta escala assume uma função de
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potência simples do tipo

Y = Y0m
α ,

aqui Y é alguma variável biológica observavel, por exemplo, taxa metabólica basal, bati-

mento cardíaco, tamanho do cérebro, entre outras, Y0 é uma constante de normalização, m

é a massa corporal, ou também pode ser o tamanho do corpo do animal, útil para animais

compridos, tais como cobras e algumas espécies de peixe, e α é o fator de escala. A princí-

pio, acreditava-se que o expoente de escala da taxa metabólica basal, que é a quantidade

de energia necessária para se manter um animal vivo em repouso, fosse 0.67. Subseqüen-

temente, após uma grande quantidade de análises, foi veri�cado que este expoente era na

verdade 0.75 e não 0.67 [11�14]. Uma simpli�cação adicional que pode ser feita é que o

expoente de escala é na verdade um múltiplo inteiro de 1/4. Várias variáveis biológicas

obedecem esta simples lei de um-quarto, por exemplo: a taxa metabólica (α ≈ 3/4), o

tempo de vida (α ≈ 1/4), a taxa de crescimento (α ≈ −1/4), o comprimento da aorta

e a altura das arvores (α ≈ 1/4), o raio da aorta e do tronco das arvores (α ≈ 3/8), e

também a massa cerebral (α ≈ 5/8) [15].

Outra característica devida às leis de escala é o surgimento das quantidades invari-

antes.Como exemplo, tem-se observado que o tempo de vida de um mamífero cresce com

m1/4, enquanto que a taxa de batimento cardíaco decresce com m−1/4 [16]. Então, o

número de batidas do coração durante toda a vida de qualquer animal é aproximada-

mente constante (∼ 1.5× 109), independente do seu tamanho. Outra quantidade invari-

ante relacionada, de grande importância, é a invariância que ocorre em nível celular, que

mostra que o número de ciclos do sistema respiratório durante a vida de um mamífero é

aproximadamente uma constante dada por (∼ 1016).

No presente trabalho, vamos apresentar um modelo de dinâmica de população que in-

corpora os elementos das leis de escala metabólica dos organismos de um sistema. Neste

caso, este modelo pretende discriminar a evolução dinâmica dos indivíduos de uma po-

pulação em diferentes fases de sua vida, permitindo-nos analisar como isto pode alterar

a dinâmica total da população. Este estudo é importante quando se pretende analisar a
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evolução, por exemplo, da massa de um conjunto de indivíduos que sofre alterações signi-

�cativas no meio ambiente. Neste caso, o modelo apresentado nesta dissertação permite

associar parâmetros como a fase do crescimento e da massa de um organismo à dinâmica

de população em questão. Isto pode ser relevante como uma ferramenta de previsão de

seleção de massa para animais em geral, como por exemplo, no contexto do controle de

pesca.

Começamos com um estudo das leis de escalas de West [2] aplicadas a uma população

especí�ca, em que vamos veri�car as principais características associadas a este sistema.

Posteriormente, introduzimos a dinâmica de população as variáveis relativas à reprodução

e as gerações para uma espécie, que pode estar submetida a um controle externo devido

às relações entre a quantidade gasta e a quantidade disponível de nutrientes no sistema.

Assim, no capítulo 1, vamos apresentar uma breve revisão histórica sobre os principais

modelos de dinâmica de população de importância na Física e demais ciências. No capítulo

2, apresentaremos, de forma breve, a teoria de escala West e modelos e sua vinculação

à lei de crescimento dos organismos e como isto esta relacionado a este trabalho. No

capítulo 3, apresentaremos nosso modelo, e discutir uma relação entre as leis de escala dos

organismos e sua in�uência nas variáveis típicas de uma teoria de dinâmica de populações.

Começamos com um estudo das leis de crescimento de massa para um animal, de�nimos

um conceito de massa total da comunidade e a partir deste, o conceito de metabolismo

total e metabolismo médio, que se tornam os fatores de controle da população.
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Capítulo 1

Um Breve Histórico de Modelos de

Dinâmica de População

1.1 Introdução

Os estudos de modelos teóricos que tentam descrever a dinâmica de populações têm

sido úteis como ferramenta de previsão em áreas estratégicas de pesquisa, tais como:

no controle de pragas, na in�uência do crescimento populacional em fatores econômicos,

em modelos tipo presa-predator etc. Em geral, estes modelos apresentam uma evolução

espaço-temporal para as espécies, que podem relacionar parâmetros dinâmicos, físicos e

biológicos nesses grupos populacionais.

Neste capítulo, vamos apresentar um histórico dos principais modelos de dinâmica de

população da literatura. Estes modelos levam em consideração basicamente processos de

crescimento, competição e cooperação aplicados à dinâmica de uma ou várias espécies,

sem levar em consideração processos metabólicos.

1.2 O modelo de Fibonacci

Uma das primeiras abordagens no estudo teórico de dinâmica de populações foi o

modelo para previsão do número de indivíduos de uma comunidade com base em um
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grupo inicial. Este modelo foi proposto por Fibonacci no ano de 1202 em sua célebre

obra �Liber Abaci�. Neste livro, Fibonacci apresenta o chamado modus Indorum1, hoje

conhecido como algarismos arábicos. O livro defendia a numeração com os dígitos 0-9 e

a notação posicional, esclarecendo o sistema de posição árabe dos números, incluindo o

número zero. O livro mostrou a importância prática do novo sistema numeral, aplicando-o

à contabilidade comercial, à conversão de pesos e medidas, ao cálculo de juros, às taxas

de câmbio e outras aplicações. O livro foi bem recebido em toda Europa educada e teve

um impacto profundo no pensamento europeu. Esse elegante sistema de sinais numéricos,

em breve, substituiria o não mais oportuno sistema de algarismos romanos.

A segunda edição de Liber Abaci, de 1228, é a que hoje é conhecida. Esse livro contém

uma grande quantidade de assuntos relacionados com a Aritmética e a Álgebra da época

e realizou um papel importante no desenvolvimento matemático na Europa nos séculos

seguintes, pois os europeus vieram a conhecer os algarismos hindus por este livro, também

denominados arábicos. A teoria contida em Liber Abaci é ilustrada com muitos problemas

que representam uma grande parte do livro.

O Liber Abaci também colocou e resolveu um problema que envolve o crescimento de

uma população hipotética de coelhos com base em pressupostos idealizados, conforme o

seguinte algoritmo:

• Nenhum coelho morre no decorrer do ano;

• Cada casal �ca fértil depois de dois meses;

• Cada casal gera um segundo casal por mês.

Desprezando todos os possíveis problemas genéticos que poderiam surgir, este algoritmo

populacional pode ser resolvido de forma consideravelmente simples,

an = an−1 + an−2 (1.1)

1método dos hindus
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começando com 1 casal imaturo, ou seja a0 = 1 e a1 = 1 e a sequência que surge é

chamada de sequência de Fibonacci, que é:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . (1.2)

Observa-se que o trabalho de Fibonacci é um modelo matemático simples para explicar,

por exemplo, uma dinâmica de crescimento de uma população de coelhos, mas que pode

ser aplicado, com restrições, para a dinâmica de outras espécies.

1.3 O modelo de Malthus

No estudo de dinâmica de população, sempre queremos saber como o número ou den-

sidade de indivíduos de uma determinada comunidade evolui no tempo e quais os fatores

que in�uenciam essa evolução. Podemos realizar este estudo considerando as variáveis do

sistema como sendo discretas ou contínuas. Considere N(t) uma variável contínua, que

representa a densidade populacional ou a quantidade de indivíduos de uma dada espécie

no tempo t, e N0 sua quantidade inicial para um dado momento de observação. Um

modelo geral, para a taxa de variação desta população no tempo pode ser escrito como

dN(t)

dt
= Fatores de aumento + Fatores de diminuição, (1.3)

onde �Fatores de aumento� são fatos que causam o aumento da população, tais como:

nascimentos, imigrações, inclusão de indivíduos na comunidade, entre outros; e �Fatores

de diminuição� são os fatos que causam a redução da população como: mortes, emigrações,

retiradas de indivíduos.

A situação mais simples possível foi proposta por Thomas Malthus [4�7], em 1798,

no seu primeiro ensaio. Nesta proposta, consideramos apenas os termos de nascimento e

morte, sendo proporcionais a N(t), ou seja,

dN(t)

dt
= aN(t)− bN(t). (1.4)
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Aqui a representa a taxa de natalidade e b representa a taxa de mortalidade e ambas são

constantes positivas. Resolvendo a equação, temos

N(t) = N0e
(a−b)t (1.5)

Na equação (1.5) vemos se

a− b =


> 0, a população cresce indevinidamente

< 0, a população entrará em extinção

0, população em equilibrio .

Este modelo torna-se não-ideal para tempos muito grandes, pois em uma comunidade de

verdade existem outros fatores além das taxas de natalidade e mortalidade para determi-

nar o comportamento da dinâmica. Porém, para tempos curtos, o modelo malthusiano

se mostra um bom ajuste, concordando com valores estatísticos reais em diversos pon-

tos da literatura. O modelo de Malthus sofreu várias críticas de cientistas e políticos.

Entretanto, embora seja um modelo limitado, ele foi uma primeira abordagem matem-

aticamente consistente de uma dinâmica de população real, considerando parâmetros que

existem no sistema.

1.4 O modelo de Verhulst

Em 1838, Verhulst propôs que um processo auto limitante deve operar restringindo o

crescimento de uma população, quando esta se torna demasiadamente grande. A equação

da taxa de crescimento proposta por ele é escrita como

dN(t)

dt
= rN(t)

(
1− N(t)

K

)
(1.6)

Nesta equação, r eK são constantes positivas, relacionadas respectivamente ao processo de

crescimento e capacidade de suporte do meio, i.e., o maior número de indivíduos (ou maior

9



densidade populacional) suportado pelo meio. Este processo limitante foi batizado por

Verhulst como �Crescimento Logístico� e é o ponto de partida para vários outros modelos

dinâmicos mais so�sticados. Nesta modelagem, se compararmos com o crescimento de

Malthus, podemos identi�car a taxa de crescimento como

r

(
1− N(t)

K

)
, (1.7)

ou seja, uma taxa de crescimento que depende de N(t). A constante K é chamada de

capacidade de suporte do sistema e está relacionada ao tamanho do sistema e a quantidade

de nutrientes disponível. Os estados de equilíbrio são encontrados quando dN(t)/dt = 0

e são

N(t) = 0 ⇒ Equilíbrio Instável (1.8)

N(t) = K ⇒ Equilíbrio Estável. (1.9)

A solução da equação de Verhulst é obtida utilizando-se o método da separação de var-

iáveis, como segue

∫
rdt =

∫
dN

N
(
1− N

K

) =

∫
dN

N
+

∫
dN

K −N
= ln

(
N

K −N

)
+ cte, (1.10)

e resolvendo para N(t) temos

N(t) =
N0K

N0 + (K −N0) exp(−rt)
. (1.11)

No modelo Logístico de Verhulst, como ilustrado na �gura 1.1, notamos que a capaci-

dade de suporte do sistema, K, é um valor limitante para o crescimento da população, não

permitindo que esta seja maior, nem menor que este valor, o que nos mostra uma situação

mais realista, pois não temos extinção e nem crescimento exponencial da comunidade.
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Figura 1.1: Solução geral da equação de Verhulst, para r = 0, 8, K = 8, 0 e vários valores
iniciais do número de indivíduos de uma determinada população. Nesta �gura vemos
como a capacidade K, limita o número de indivíduos de uma população.

1.5 O modelo de Lotka-Volterra

O modelo de Lotka-Volterra tem um papel muito importante no estudo de sistemas

ecológicos, pois foi o primeiro modelo proposto para tentar compreender como duas es-

pécies estão relacionadas na dinâmica de presa-predador. Em 1925, Volterra desenvolveu

o modelo presa-predador ao tomar conhecimento dos trabalhos do jovem zoologista Um-

berto d'Ancona. O estudo estatístico de d'Ancona mostrou que houve um aumento de

frequência de predadores como tubarões e a diminuição de outros peixes durante a suspen-

são da pesca em determinadas partes do mar Adriático na Itália, devido à primeira guerra

mundial entre 1914 e 1918. No mesmo ano em que Volterra tornou-se um estudioso de

problemas de ecologia, Lotka publica seu livro intitulado �Elements of Physical Biology�.

Neste texto, Lotka discute a mesma modelagem para estudar interações presa-predador.

Como esta lei foi proposta de forma independente por Lotka e Volterra, este conjunto de

equações �cou conhecido como equação de Lotka-Volterra.
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De�nimos como u(t) o número ou densidade2 de presas de uma determinada espécie e

v(t) como o número ou densidade de predadores, temos

du(t)

dt
= auu(t)− buu(t)v(t) (1.12)

dv(t)

dt
= avu(t)v(t)− bvv(t). (1.13)

Neste conjunto de equações, au, av, bu e bv são constante positivas. Segundo este mo-

delo, se não existirem predadores, a população de presa cresce exponencialmente conforme

Malthus; se não existirem presas, os predadores diminuem até a extinção. Este compor-

tamento é regulado pelo produto de presas e predadores onde de�nimos

au Taxa de crescimento das presas

av Taxa de crescimento dos predadores

bu Taxa de predação das presas

bv Taxa de morte dos predadores.
Assim, podemos encontrar uma equação que relacione u e v e veri�car como é o compor-

tamento de uma espécie em função da outra, para um dado tempo t. dividindo (1.13) por

(1.12) temos
dv

du
=
v(−bv + avu)

u(au − buv)
. (1.14)

Neste caso, é possível isolar as partes com u e v e supomos que valores iniciais u0 e v0

> 0. A solução é obtida pela integração

∫ v

v0

(au − buv′)
v′

dv′ =

∫ u

u0

(avu
′ − bv)
u′

du′ (1.15)

de onde encontramos a expressão

au ln(
v

v0
)− bu(v − v0) = −bv ln(

u

u0
) + av(u− u0). (1.16)

2Consideramos uma densidade homogênea de animais em função do espaço.
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(a) (b)

Figura 1.2: Solução do sistema Lotka-Volterra para um predador e uma presa. Em
1.2(a) temos o espaço de fase (u, v), e em 1.2(b) apresentamos a variação dos números ou
densidade de presas-predador no tempo. Estas curvas são feitas para u0 = 2, 0 e v0 = 2, 0.
As taxas de crescimento, competição e mortes valem: au = 0, 5, av = 0, 7, bu = 0, 5 e
bv = 0, 5

Note que a equação (1.16) pode ser escrita de forma compacta como

f(au, bu, v)f(av, bv, u) = f(au, bu, v0)f(av, bv, u0) (1.17)

onde

f(a, b, x) = xae−bx (1.18)

Observe, pelas eqs. (1.17) e (1.18), que para um dado valor de v, por exemplo, v = v1

temos dois valores possíveis de u. De modo que os pontos (u, v) tomados desta forma,

geram o grá�co mostrado em 1.2(a). As eqs (1.17) e (1.18) podem ser solucionadas para

condições iniciais u0 e v0, juntamente com os parâmetros de interação bu e av e as taxas

de crescimento e mortes au e bv, dadas.

Na �gura 1.2, mostramos o comportamento da solução das equações (1.17) e (1.18),

para um conjunto de valores de coe�cientes e uma dada condição inicial, onde podemos

observar a relação periódica entre as duas espécies.
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1.6 Outros Modelos

Nas seções anteriores, apresentamos os modelos clássicos de dinâmica de populações.

Contudo existem muitas variações destes modelos na literatura, que servem para tratar

de situações mais especí�cas. Esses modelos costumam ser modi�cações destas equações,

assim como da equação de Fisher-Kolmogorov [17, 18], que estuda como uma população

se distribui no meio. Também são utilizados para estudos de casos especí�cos como

a predação da lebre pela lince no ártico [19�21], o parasitismo de salmões selvagens

por piolhos-do-mar (Lepeophtheirus salmonis) [22, 23] devido à psicultura de salmão em

cativeiro, fazendas de salmão, ou até mesmo estudos de epidemiologia [24], entre muitos

outros exemplos.

1.6.1 O modelo de Fisher-Kolmogorov

Até agora não consideramos nenhum tipo de distribuição espacial, ou seja, toda a popu-

lação estava centrada em um ponto, ou foi considerada como uma distribuição totalmente

homogênea. Porém, sabemos que vários fatores podem fazer o espaço ser heterogêneo:

o clima pode dar direções preferenciais para uma espécie, o habitat pode ser melhor em

uma direção do que em outra, seguindo o curso de um rio por exemplo, entre outras

possibilidades. Desta forma, um sistema ecológico nunca está centrado em um ponto

do espaço, mas está em constante movimento em busca das melhores condições para a

vida. Este processo de espalhamento dos indivíduos em busca de sobrevivência poderia

ser modelado, dentro de certas aproximações, como um gás em difusão.

Para um gás, este processo segue a lei de Fick, que determina que o �uxo de materia ~J

é proporcional ao gradiente de densidade de material. Guardadas as devidas diferenças,

podemos considerar que um sistema biológico também obedece à lei de difusão de Fick.

Por analogia, dizemos que o �uxo de material, de animais, de bactérias, ~J é proporcional

ao gradiente da densidade de material em determinado ponto

~J(~r, t) = −D∇u(~r, t). (1.19)
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Considere uma dada espécie com densidade u(~r, t) se difundindo em duas dimensões.

Vamos supor que estes indivíduos estão con�nados em uma superfície S que encerra um

volume V . A equação geral de conservação de material biológico pode ser escrita como

sendo o �uxo de material que atravessa uma superfície S somado à materia que é produzida

no interior do volume,

∂

∂t

∫
V

u(~r, t)dv = −
∫
S

~J(~r, t).d~s+

∫
V

f(u,~r, t)dv. (1.20)

A função f(u,~r, t)dv é chamada de suprimento de matéria e é a quantidade de material

biológico por unidade de volume, que pode ser criado ou destruído no volume V devido

aos processos de nascimento e morte, por unidade de tempo. Utilizando o teorema da

divergência ∫
S

~J(~r, t).d~s =

∫
V

∇. ~J(~r, t)dv, (1.21)

podemos escrever

∫
V

(
∂

∂t
u(~r, t) +∇. ~J(~r, t)− f(u,~r, t)

)
dv = 0. (1.22)

Agora utilizando a eq. (1.19), sabendo que (1.22) é válida para um volume qualquer

arbitrário, e considerando que a constante de difusão não tenha dependência espacial,

temos

∂

∂t
u(~r, t)−D∇2u(~r, t)− f(u,~r, t) = 0. (1.23)

Os processos de mortes e nascimentos f(u,~r, t) podem ser de�nidos por interações de

crescimento em um contexto malthusiano

f(u,~r, t) = ru(~r, t),
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apenas por interações destrutivas

f(u,~r, t) = −u
2(~r, t)

K
,

ou em um contexto logístico

f(u,~r, t) = ru(~r, t)

(
1− u(~r, t)

K

)
.

Utilizando a forma logística para o suprimento de matéria, f(u,~r, t), encontramos a famosa

equação de Fisher-Kolmogorov [5, 9, 17].

∂

∂t
u(~r, t) = D∇2u(~r, t) + ru(~r, t)

(
1− u(~r, t)

K

)
(1.24)

Nesta formulação, a constante r é a taxa de crescimento eK a capacidade de suporte do

sistema tal como no modelo logístico. A equação de Fisher-Kolmogorov é a equação mais

simples que descreve um processo de difusão, crescimento e auto-interação de uma espécie.

Esta equação é conhecida na física como uma equação de reação-difusão. Fisher sugeriu

esta equação como um modelo determinístico para descrever como um gene favorecido

se difunde em uma população [17]. De forma independente, Kolmogorov estudou esta

equação com foco nos casos em que f(u,~r, t) tem raízes em u = 0 e u = K [18].

1.6.2 O Efeito Maternal

Nesta seção discutimos um efeito que produz populações cíclicas, tal como no modelos

de Lotka-Volterra, porém com uma competição intra-especí�ca, que pode ser pensada

como ummecanismo de inércia no crescimento de uma população. Este efeito é a passagem

de qualidade3 das mães para os �lhos. O efeito maternal é conhecido do trabalho de

Wellington [25], e tem atraído considerável atenção após os trabalhos de Boonstra &

Boag [26] e mais recentemente por Rossiter [27].

Quando as mães possuem uma quantidade abundante de recursos, elas não produzem

3Qualidade refere-se a aspectos fenotípicos da prole, por exemplo, maior reserva de gordura, ou energia.
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apenas uma grande quantidade de �lhotes mas, sobretudo, �lhotes mais fortes. Poderia

acontecer que mães mais bem nutridas poderiam produzir uma quantidade maior de

�lhotes de um tamanho padrão, ou produzir uma mesma quantidade de �lhotes mais bem

dotados. Nenhuma destas duas opções parece ser o caso. Tanto em plantas como em

animais que foram estudados, o padrão parece ser uma estratégia mista. Parte do recurso

é investido em quantidade e parte em qualidade. Nota-se, então, que à medida que o

investimento em qualidade é feito, temos o efeito maternal.

Cuidados parentais e outros mecanismos comportamentais podem ser facilmente gen-

eralizados para o efeito maternal. Contudo, por simplicidade, suporemos que as mães

possuem total controle sobre o efeito. Também existe o efeito maternal inverso onde

condições adversas afetam negativamente a prole [28].

O modelo formal para o efeito maternal foi proposto por Ginzburg & Tanneyhill [1]

e foi primeiramente aplicado a um tipo de Lepidoptera, borboleta, porque é um caso

simples em que as gerações coincidem com os anos e os dados estão distribuídos em

uma escala de tempo por geração. O trabalho seguinte para pequenos mamíferos (ratos

silvestres) de Inchausti & Ginzburg [29], foi criticado por Turchin & Hanski [30] que

defendem a abordagem mais tradicional predador-presa como causa do efeito cíclico. A

seguir, apresento as equações que descrevem o efeito tal como proposto por Ginzburg &

Tanneyhill [1, 31]

Nt+1 = Ntf(xt) (1.25)

e

xt+1 = g (xt, Nt+1) . (1.26)

Nas eq. (1.25) e (1.26) f é uma função monotomicamente crescente de xt e descreve a

taxa de reprodução em função de uma qualidade individual x, e g é uma função crescente
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Figura 1.3: Comportamento típico do modelo de efeito maternal mostrado em series
temporais: (a) R =1,3 e M = 10; (b) R = 3,0, M = 10. (Fonte: [1])

de x e decrescente de Nt+1, considerando o exemplo dado pelo autor, teremos

f(x) = R
x

1 + x
(1.27)

g(x,N) = x
M

1 +N
. (1.28)

O parâmetro R representa a taxa máxima de reprodução para uma dada qualidade x, eM

é o máximo crescimento médio da qualidade. Veja nas �guras 1.3 e 1.4 o comportamento

do efeito maternal.
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Figura 1.4: Espaço de fase típico do modelo de efeito maternal, mostrado em escala log-
log. Cada elipse corresponde a um conjunto único de condições iniciais. Note a formação
de �ilhas� para alguns conjuntos de valores iniciais. (Fonte: [1])
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Capítulo 2

Relação entre Alometria e Fractalidade:

A Teoria de West

2.1 As Taxas Alométricas

Desde a década de 50, o desenvolvimento da ciência da complexidade tem sido cada

vez mais importante para a compreensão da dinâmica do crescimento de espécies e demais

estruturas biológicas na natureza [13, 14, 32�37]. Podemos citar, por exemplo, o estudo

da dinâmica de populações de colônias de bactérias, o crescimento em peso de peixes

e mamíferos, a evolução de tumores cancerígenos, o estudo da circulação sangüínea nos

organismos etc, nos quais um grande esforço tem sido empenhado para formular leis físicas

e matemáticas gerais, na tentativa de aproximar, de�nitivamente, a Física da Biologia. O

estudo do crescimento de tumores, por exemplo, é um tema atual no campo das pesquisas

em bionanotecnologia, abrindo um campo promissor na medicina para o tratamento de

muitas doenças.

Contudo, só muito recentemente os físicos têm se interessado em analisar, com al-

gum rigor, a complicada, e pouco óbvia, relação matemática entre o crescimento e o

metabolismo nos seres vivos, no intuito de predizer alguma importante lei geral. Neste

âmbito, é razoável pensar que o nível de complexidade de um organismo esteja diretamente

relacionado com o seu tamanho ou, mais precisamente, com a sua massa m. De fato, al-
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guns trabalhos [12, 38�41] têm apontado que o tamanho afeta fortemente o metabolismo

das estruturas biológicas, desde os organismos microscópicos celulares até o comporta-

mento das populações, consistindo em uma lei universal associada ao estudo da dinâmica

do crescimento. De um modo geral, este raciocínio pode ser sistematizado através de uma

lei matemática muito simples que estabelece que uma determinada variável biológica Y é

dependente da massa de seu corpo m através de uma lei de escala na forma

Y = Y0m
α (2.1)

onde α é um expoente de escala que re�ete os vínculos geométricos da estrutura biológica,

enquanto Y0 é uma constante que depende das características do tipo de organismo em

estudo. No entanto, a adoção da equação (2.1), tem sido criticada e, em particular, tem-se

argumentado que a equação linear

Y = am+ b (2.2)

com a e b constantes, é mais apropriada [42,43]. Porém, se m e Y estão relacionados entre

si em 2.1 e tomando o logaritmo de ambos lados temos

log Y = α logm+ log Y0 (2.3)

O grá�co log Y como função de logm produz uma linha reta com inclinação α, como visto

na �gura 2.1. O grá�co de Y em função de m produz uma curva a não ser que α = 1;

se isso ocorre, a relação entre m e Y é chamada de isometria, sendo um caso especial da

alometria.

West et al [2] mostraram um fascinante e universal aspecto relativo à teoria de escala

aplicada ao crescimento dos organismos. Eles observaram que entre todas as possíveis

leis de potência que o expoente de escala α pode assumir, há uma lei de similaridade que

�xa o valor deste expoente como um múltiplo da fração 1/4. Um importante exemplo é
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(a) (b)

Figura 2.1: Grá�co da função Y = 2m3 na escala decimal, 2.1(a), e na escala log, 2.1(b).

o comportamento da taxa metabólica dos organismos complexos conhecidos (peixes, aves

e mamíferos) que parece obedecer uma lei de escala na forma m3/4, ao mesmo tempo que

outras variáveis biológicas, associadas a diferentes estruturas, como o metabolismo celu-

lar, o batimento cardíaco e o crescimento máximo de uma população, teriam lei de escala

m−1/4. Muitas pesquisas têm mostrado [15,44,45] que o ritmo do batimento cardíaco R nos

animais é inversamente proporcional ao comprimento L da rede de circulação sangüínea

nesses organismo, que parece também estar relacionado ao expoente de massa −1/4 na

forma R ∝ L−1 ∝ m−1/4. Como L está associado ao tamanho do corpo, temos, como con-

seqüência, que quanto menor é o animal mais intenso seria o seu ritmo cardíaco. Cogita-se

também que a circulação sanguínea nos organismo complexos, o crescimento embrionário

da maioria das espécies e a evolução de determinados microorganismos escalem com m1/4.

A despeito das peculiaridades intrínsecas de cada organismo, é interessante notar a

presença de uma lei de similaridade que estabelece a organização biológica dos seres vivos

e que nos permite descrevê-los através de leis físicas e matemáticas bem de�nidas.

Segundo West, os organismos vivos mais complexos necessitam de um mecanismo e�-

ciente de transporte de suprimentos, cuja estrutura é formada por um conjunto de redes

vasculares que se bifurcam milhares de vezes, diminuindo gradualmente o seu diâmetro,

até alcançar e alimentar todas as células do organismo, veja a �gura 2.2. Em face da

aparente universalidade desse mecanismo de alimentação, os organismos, em geral, ten-
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Figura 2.2: Exemplo esquemático da rede de distribuição biológica: (A) Sistema circu-
latório e respiratório de mamíferos composto por tubos rami�cados; (B) Sistema vascular
de plantas (C) Representação topológica das redes, onde k especi�ca a ordem do nível,
começando com a aorta (k = 0) e terminando com os vasos capilares (k = n)(Fonte: [2]).
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dem a exibir um princípio de similaridade, nos impelindo a perguntar o que há em comum,

por exemplo, entre as rami�cações da rede sangüínea dos mamíferos e a estrutura "de ár-

vore"formada pela bifurcação dos brônquios dos pulmões, ou entre o sistema vascular das

plantas e os tubos traquéias dos insetos. Em todos estes casos é possível estabelecer três

fatores de uni�cação:

1. A rede de suprimento de um organismo se distribui em todo o volume do corpo

através de uma estrutura fractal [46, 47], formando um padrão especí�co.

2. As rami�cações �nais que formam a rede capilar do sistema de transporte circu-

latório têm tamanho invariante, pois o tamanho mínimo dos vasos capilares são

de�nidos pelo tamanho da hemoglobina (ou outra estrutura sangüínea similar).

3. Finalmente, a energia gasta para distribuir o alimento pelo corpo deve ser minima

para todo processo1.

Note que o último requerimento é essencial pois consiste em estabelecer um transporte

hidrodinâmico total com uma resistência mínima, ou seja, com a menor perda de energia

possível no processo. De fato, se durante o transporte, o organismo gastasse muita energia,

o processo de alimentação (que é o suprimento da energia do corpo) não seria efetivo, e os

organismos mais complexos não poderiam existir. Se pararmos para re�etir, existem leis

físicas reais que garantem a existência dos organismos, isto é, os organismos exibem leis de

escala que relacionam as variáveis biológicas à estrutura geométrica do corpo, obedecendo

os três princípios de uni�cação citados acima.

É bem conhecido que entre os organismos que apresentam transporte de nutrientes

através de uma rede vascular (ou fractal), o tamanho dos tubos decresce regularmente até

os menores tubos capilares, cujo diâmetro mínimo das rami�cações �nais é determinado

pelo tamanho das hemácias, sendo isso uma característica universal para os organismos

em geral. Estas redes de transporte apresentam tubos com propriedades que variam em

1Este último não é importante para animais de pequeno porte, tais como os animais inferiores, insetos,
pois neles o transporte de nutrientes é feito basicamente por difusão não sendo necessário um mecanismo
de transporte de nutrientes especí�co.
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rigidez e elasticidade, além de também transportarem �uidos com características diferen-

ciadas (de líquidos a gases) como, por exemplo, os transportes de ar e sangue nos sistemas

respiratório e circulatório sangüíneo, respectivamente, que utilizam uma estrutura vascu-

lar similar a uma árvore fractal. Nesta classe também encontramos a difusão de ar nas

traquéias dos insetos e o transporte osmótico no sistema vascular das plantas. A despeito

das diferenças entre esses organismos, pode-se indagar todas essas redes de alimentação

respeitam uma lei de escala similar, dada por um múltiplo da fração 1/4, ou simplesmente

o expoente de escala α = n/4, para a dinâmica do crescimento da maioria das estruturas

biológicas. Assim, podemos veri�car que a expressão

B = B0m
3/4, (2.4)

representa a taxa metabólica basal, que é a energia necessária para se manter um animal

vivo.

2.1.1 Equação de Crescimento

Quando estamos tratando do crescimento em massa dos organismos e fatores metabóli-

cos associados, as equações mais difundidas na literatura são dadas por:

von Bertalan�y

dm

dt
= am2/3 − bm (2.5)

Gompertz

dm

dt
= am(lnm) (2.6)

Logistica

dm

dt
= am− bm2 (2.7)

onde a e b são constantes positivas e são características do animal em estudo. Das três

equações, apenas a equação (2.5) tem uma base �siológica, Von Bertalan�y [48] supôs que
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o catabolismo, destruição de tecido, procede a uma taxa proporcional ao peso corporal,

m, onde a taxa de anabolismo, produção de tecido, é tido como proporcional a área, m2/3.

As outras duas equação possuem base empírica, sem uma real explicação de seus termos,

sendo usadas por terem um comportamento semelhante ao encontrado experimentalmente.

Uma outra abordagem para equação de crescimento foi proposta por West e seu grupo

[49]. Eles de�nem que o metabolismo total do animal deve servir para mantê-lo vivo

bem como para produzir novas células, que servirão tanto para o crescimento do animal

como para repor as células antigas, onde por simplicidade é desconsiderado o fenômeno

de reposição de células mortas, ou seja,

B = NcBc + Ec
dNc

dt
, (2.8)

onde Nc é o número total de células, Bc é o metabolismo individual de cada célula e Ec é

a energia para se criar uma nova célula. Assim possíveis diferenças no metabolismo das

células nos diferentes tipos de tecidos que existem dentro dos organismos serão desconsi-

derados. O primeiro termo, NcBc, é a energia necessária para manter o animal em todas

as suas atividades e o segundo termo Ec dNc

dt
é a energia usada para gerar novas células.

Assim, escrevemos a massa total do animal como sendo m = mcNc, onde mc é a massa

de uma célula unitária, substituindo e isolando, temos

dm

dt
=

(
mc

Ec

)
B −

(
Bc

Ec

)
m. (2.9)

Agora usando a eq (2.4) obtemos

dm(t)

dt
= am(t)3/4 − bm(t) (2.10)

onde chamamos a = B0mc/Ec e b = Bc/Ec. Da teoria de equações diferencias [50],

observamos que esta equação é solúvel pelo método geral de Bernoulli, ou seja, é possível
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realizar a seguinte mudança de variável

S(t) = m(t)1/4, (2.11)

então a equação (2.10) torna-se linear,

dS(t)

dt
= −1

4
bS(t) +

1

4
a, (2.12)

e sua solução pode ser obtida facilmente,

S(t) =
a

b
+ γe−bt/4. (2.13)

Sendo que a solução geral em termos de m(t) é escrita como

m(t) =
(a
b

)4(
1 +

γb

a
e−(b/4)t

)4

(2.14)

Para a solução geral encontrado podemos incluir as condições de contorno supondo que

em t = 0 a massa inicial m(0), é muito pequena e pode ser desprezada, ou seja, m(0) ≈ 0.

Com isto, temos que γ = −a/b e a equação anterior pode ser escrita como

m(t) =M
(
1− e−t/τ

)4
, (2.15)

ondeM = (a/b)4 e τ = 4/b. Tomando o limite limt→∞m(t) vemos que para um tempo

muito grande a massa tende paraM sendo assim a maior massa que o animal pode atingir

e τ �ca de�nido como sendo o tempo médio de crescimento do animal, tal como na teoria

de probabilidade [51]. Vemos o comportamento de (2.15) na �gura 2.3.
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Figura 2.3: Crescimento da massa em função do tempo para τ = 0, 5 e M = 1, logo
a = b = 8.
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Capítulo 3

A Relação entre Dinâmica de

População e Taxas Alométricas

Neste trabalho, procuramos reunir em um arcabouço teórico os conceitos de dinâmica

de população e as lei de escala metabólica, com o objetivo de obter um modelo de dinâmica

de população que leva em consideração o tamanho de determinada espécie associando as

suas necessidades nutricionais, bem como as possíveis relações com o meio ambiente em

que vivem. Para iniciar este estudo, vamos partir da equação (2.15), a partir da qual

podemos reescrever a massa, mi, para cada animal da população como

mi(t) =Mi

(
1− e−t/τi

)4
. (3.1)

Aqui, ressaltamos que Mi é a maior massa que o animal pode alcançar e τi é o tempo

médio de crescimento do animal i da população. Assim, como estamos trabalhando com

animais da mesma espécie, podemos supor que o parâmetro τ é constante, e assim, somar

a massa de um conjunto ou parte da população com mesma característica, ou coorte1,

neste caso consideramos a idade como fator comum. Então somando a massa de todos os
1grupo de indivíduos que compartilham alguma característica comum, por exemplo, peixes nascidos

no verão de 2008 no rio Amazonas.
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indivíduos i encontramos a massa total, M(t) =
∑

imi(t), como sendo

M(t) = M0

(
1− e−t/τ

)4
, (3.2)

onde M0 =
∑

iMi, aqui Mi pode ser uma distribuição de probabilidade qualquer das

massas máximas de cada animal da população, tais como:

Chi-quadrado (�gura 3.1)

f(x; k) =
1

2k/2Γ(k/2)
xk/2−1e−x/2 para x ≥ 0, (3.3)

Weibull (�gura 3.2)

f(x;λ, k) =
k

λ

(x
λ

)k−1
e−(x/λ)

k

para x ≥ 0, (3.4)

Uniforme (�gura 3.3)

f(x) =


1
b−a para a ≤ x ≤ b

0 para x < a ou x > b
, (3.5)

Normal (�gura 3.4)

f(x;σ, µ)
1√

2πσ2
e
−

(x− µ)2

2σ2 , (3.6)

entre outras possíveis distribuições da teoria de porbabilidades [51], porém, neste trabalho

não chegamos a conseguir usar estas distribuições, deixando para trabalhos futuros.

Desta forma, podemos usar as equações (3.2) e (2.4), para de�nir a variável associada ao

metabolismo total deste coorte, como sendo

B(t) = B0M(t)3/4 = B0M
3/4
0

(
1− e−t/τ

)3
. (3.7)

Contudo, os modelos anteriores não prevem a possibilidade de uma taxa de mortalidade

de uma população especí�ca, apenas a possibilidade de saturação da comunidade. Assim
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(a) (b)

Figura 3.1: A função densidade de probabilidade da distribuição χ2 e sua função dis-
tribuição acumulada.

(a) (b)

Figura 3.2: A função densidade de probabilidade da distribuição Weibull e sua função
distribuição acumulada.

Figura 3.3: A função densidade de probabilidade da distribuição Uniforme.
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Figura 3.4: A função densidade de probabilidade da distribuição Normal (Gaussiana).

Figura 3.5: Frações de sobreviventes no coorte em função do tempo para γ = 1, 0.

sendo, partindo da eq. (1.4), podemos tomar a taxa de natalidade igual a zero e a

de mortalidade igual a uma constante, pois queremos estudar como o metabolismo da

comunidade evolui no tempo, sem que ocorra entrada de animais na comunidade, ou seja,

queremos estudar o consumo total em função do tempo para os animais nascidos em um

dado instante de tempo, tal que

N(t) = N0e
−t/γ, (3.8)

onde n0 é o tamanho inicial do coorte e γ é o tempo médio de vida da espécie [51]. Note

que se usarmos a equação do metabolismo total, (3.7), com a equação do número de

indivíduos em função do tempo, (3.8), obtemos o que chamamos de consumo total da
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Figura 3.6: Metabolismo total no coorte em função do tempo para γ = 1, 0 e τ = 0, 5.

comunidade, K(t), ou seja,

K(t) = B(t)N(t) = N0B0M
3/4
0

(
1− e−t/τ

)3
e−t/γ (3.9)

Deste modo a evolução de K(t) combina um fator crescente que é o aumento de massa

versus um fator decrescente que é a mortalidade dos animais. O máximo de K(t) é obtido

para um tmax, tal que

tmax = τ ln

(
3γ + τ

τ

)
. (3.10)

A partir dessas considerações, vamos aplicar o modelo acima descrito para o caso

especí�co da reprodução de uma população de Salmão, que apresenta características ideais

para a modelagem das variáveis metabólicas e dinâmicas em questão.

3.1 O Modelo do Salmão

Buscaremos agora aplicar o modelo descrito na última seção para a dinâmica de uma

população de salmão, que apresenta um comportamento bastante simples e compreensível

e de fácil tratamento analítico. O modelo do Salmão é simples porque a sua dinâmica não

exibe cruzamentos entre as gerações, facilitando nossa análise sobre a e�cácia (ou não) do

modelo descrito anteriormente. Neste caso, vamos considerar o seguinte algoritmo.
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1. A época de reprodução ocorre uma vez por ano, sempre na mesma temporada;;

2. Todos os indivíduos que se reproduzem morrem ao �nal do processo;

3. O número de �lhotes que nascem é proporcional ao número de animais que se re-

produziram;

4. O salmão se reproduz após completar 4 anos;

5. Deve haver um equilíbrio entre as gerações, de forma que uma não se prevaleça em

relação a outra.

Nas seções seguintes trabalhamos com este algoritmo descrevendo-o em detalhes.

3.1.1 Modelo Estático

Como um primeiro exemplo sugerimos a utilização do modelo mais simples possível, ou

seja, começamos com um modelo estático, pois esperamos que a comunidade de animais

(neste caso peixes) continue a existir após várias gerações, como ocorre na natureza.

Portanto, do item 3.1.3, temos que o numero de animais que nascem é

N
′

0 = R0Nr, (3.11)

onde R0 é um fator de reprodução, neste caso uma constante, e Nr o número de animais

que chegam à idade reprodutiva e se reproduziram,como visto em (3.8),

Nr = N0e
−tr/γ (3.12)

com tr sendo o tempo de reprodução, 4 anos para o salmão, e γ o tempo médio de vida

dos animais como de�nido no inicio deste capítulo. Usando agora o fato que N
′
0 = N0

para construirmos a situação estática, temos

N
′

0 = R0Nr = (R0e
−tr/γ)N0 (3.13)
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Figura 3.7: Fração de indivíduos sobreviventes separados por geração em função do tempo,
com τ = 0, 5, γ = 1, 0 e tr = 4.

logo devemos fazer R0e
−tr/γ = 1, ou seja, R0 = etr/γ.

Na �gura 3.7 mostramos o comportamento do sistema para um total de 4 gerações

seguidas por suas proles, onde a reprodução é mostrada de forma instantânea, ou seja,

ocorre reprodução, nascimentos da nova prole e morte dos pais no mesmo instante, e no

conjunto de �guras 3.8 usamos a eq. (3.9) para mostrar o metabolismo de cada geração

independentemente (�gura de cima) e do metabolismo total, ou seja, a soma das 4 gerações

em todos os instantes de tempo (�gura de baixo). Porém, como dissemos, este modelo

é muito simples, uma espécie de campo médio, e não considera a interação da população

com o meio e as �utuações na reprodução. Nosso objetivo na próxima seção é preencher

esta lacuna no modelo.

3.1.2 O Modelo Dinâmico

Pretendemos agora modi�car o modelo anterior a �m de possibilitarmos que a popu-

lação varie em função da quantidade de comida disponível no ambiente, ou gasta pela

população de forma a manter o uso de recursos dentro de um determinado limite. Vemos,
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(a)

(b)

Figura 3.8: Demanda em função do tempo, com τ = 0, 5, γ = 1, 0 e tr = 4 em 3.8(a) para
cada geração separadamente. e em 3.8(b) demanda total das 4 gerações. Observe que a
existência de várias gerações estabiliza a demanda.
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da equação (3.11), que para que isto ocorra devemos modi�car o parâmetro R, tornando-o

uma função da quantidade média de nutrientes utilizada durante a vida do animal em

reprodução, que podemos de�nir como sendo a integral da taxa metabólica no tempo

divida pelo tempo decorrido, ou seja,

K =
1

T

∫ t0+T

t0

KT (t)dt, (3.14)

onde KT é a soma da taxa metabólica individual de cada geração, tal como visto na �gura

3.8(b), t0 é o tempo inicial de nascimento da prole e de�nimos como T o tempo de vida

até a reprodução (4 anos). Assim podemos usar a eq. (3.14) para gerar uma função que

controle a quantidade de animais para cada nova geração em função da variável K, ou

seja,

N0(t0) = N ′0 = R0NrR(K). (3.15)

Aqui N0(t0) é uma função que no período da reprodução te dá o valor da reprodução

levando em consideração vários fatores. No nosso caso vamos incluir em R(K) apenas

os efeitos de demanda metabólica no período de tempo T, ou seja, se as condições ao

nascimento estão favoráveis. Uma análise mais detalhada mostraria o efeito desse processo

histórico, mostrando uma taxa de mortalidade inicial maior ou menor dependendo do

consumo médio K. Entretanto, estamos colocando este efeito na reprodução evitando

carregar o modelo demasiadamente.

A função R(K) deve ser monotonicamente decrescente e deve depender de um

parâmetro K0, que é a taxa metabólica média que o sistema, ambiente, pode suprir

sem se deteriorar. Em termos sociais um sistema auto-sustentável. As eqs (3.14) e (3.15)

mostram que a dinâmica de crescimento tem memória levando em conta não apenas o

tempo presente, mas a história da população e do meio ambiente.

A função R(K) �corrige� a dinâmica possibilitando que o sistema oscile em torno de

um equilíbrio que agora é dinâmico. Como exemplo mais simples temos a função linear

R(K) = 1− ε, (3.16)
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onde o parâmetro ε é de�nido como,

ε =
K −K0

K0

, (3.17)

Porém esta função é apenas uma aproximação de primeira ordem, sendo boa para peque-

nas variações de K em torno de K0. Podemos rede�nir R(K) como R(ε) e procurar por

funções do tipo

R(K) = 1− g(ε) (3.18)

onde g(ε) é uma função de controle ou retro alimentação negativa (feedback) [52]. Postu-

lamos que a função g(ε) deve satisfazer as seguintes propriedades:

1. é crescente;

2. é linear para pequenos valores de ε;

3. é limitada nos extremos, ou seja,

−c < lim
ε→±∞

g(ε) < 1

com c > 0.

Desta forma, podemos propor funções de controle com comportamento do tipo tanh(ε)

ou arctan(ε), que apresentam as características desejadas, i.e.,

g(ε) =

 tanh(ε)

2

π
arctan(ε).

Plotamos os comportamentos deste conjunto de equações na �gura 3.9. Assim, podemos

analisar o comportamento do sistema para cada uma destas equações. Tomaremos então

uma população em equilíbrio estático e a perturbaremos acrescentando ou diminuindo a

população para veri�carmos como o sistema volta ao equilíbrio mantendo a capacidade

de suporte constante. No primeiro caso reduzimos o tamanho da população de N0 = 1
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Figura 3.9: Função de controle, g(ε). (a) Linear; (b) tanh(ε); (c) arctan(ε).

(a) sub-saturado (N0(0) = 0.1) (b) super-saturado (N0(0) = 3)

Figura 3.10: Mostramos a evolução da população inicial N0 em função de t0, ano de
nascimento, para função de controle Linear, g(ε) = ε. Aqui t0 assume valores discretos,
inteiros; contudo, mostramos uma linha continua como uma forma de auxilio visual.

para N0 = 0, 1, sub-saturado, e no segundo aumentamos a população até N0 = 1 para

N0 = 3, super-saturado, fazemos isso para as três funções de controle mostradas em 3.9 o

resultado pode ser visualizado no conjunto de �guras 3.10, 3.11 e 3.12, onde mostramos

o número de individuo que nasceram em função do ano de nascimento, t0.

Para todos os três sistemas vemos que quando o N0 é reduzido, sub-saturado, obtemos

resultados semelhantes, então qualquer uma das três escolhas de função é razoável, ou seja,

desde que o sistema não esteja saturado o retorno à população média se faz sem muita

distinção, sendo que a diferença consiste no tempo gasto para se voltar ao equilíbrio,

nos dois primeiros casos cerca de 20 anos e no último 40 anos. Porém, quando fazemos

o inverso, ou seja, aumentamos o tamanho da população, os sistemas se comportam
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(a) sub-saturado (N0(0) = 0.1) (b) super-saturado (N0(0) = 3)

Figura 3.11: Mostramos a evolução da população inicial N0 em função de t0, ano de
nascimento, para função de controle Tangente hiperbólica, g(ε) = tanh(ε). Aqui t0 assume
valores discretos, inteiros; contudo, mostramos uma linha continua como uma forma de
auxilio visual.

(a) sub-saturado (N0(0) = 0.1) (b) super-saturado (N0(0) = 3)

Figura 3.12: Mostramos a evolução da população inicial N0 em função de t0, ano de
nascimento, para função de controle Arco tangente, g(ε) = arctan(ε). Aqui t0 assume
valores discretos, inteiros; contudo, mostramos uma linha continua como uma forma de
auxilio visual.
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Figura 3.13: Comparação do modelo do Salmão Dinâmico com o modelo logístico de
Verhulst, onde (a) e (b) logístico; (c) e (d) modelo do salmão.

diferente. A função linear apresenta grande oscilação e número de animais negativos, o

que é física e biologicamente inconsistente. A tanh(ε) apresenta um pequena oscilação, tal

como a arctan(ε) mas esta última apresenta uma oscilação bem menor quando comparada

com as duas anteriores.

Para veri�carmos a validade do nosso modelo fazemos a comparação dele com o modelo

Logístico de Verhulst que pode ser visto na �gura 3.13, onde usamos arctan como função

de procriação, notamos que o comportamento de ambos os modelos são muito parecidos,

portanto, o nosso modelo não só reproduz o Logístico como o incrementa trazendo mais

informações, tais como o consumo médio de alimentos necessário para manter a comu-

nidade em cada época do ano, possibilitando se decidir qual é a melhor estação para que

se ocorra a reprodução,

Em resumo a função g(ε) é fundamental para descrição da dinâmica de reprodução, par-

ticulamente para o tratamento de sistemas degradados quando a espécie está demandando

mais do ambiente de que ele pode fornecer. Infelizmente, no momento não possuimos um

mecânismo de determinar analiticamente a função g(ε), sendo que ela poderia, talvez, ser

obtida experimentalmente.

41



Capítulo 4

Conclusão

Nesta dissertação, apresentamos um modelo de dinâmica de população que inclui tam-

bém a evolução de parâmetros metabólicos, tais como o crescimento e a massa dos organ-

ismos. Para isto, partimos de uma revisão geral sobre os modelos clássicos de dinâmica de

população importantes na Física e demais Ciências e que servem como base para a realiza-

ção deste trabalho. Observamos que nenhum desses modelos clássicos relatados apresenta

a preocupação em se tratar o problema especí�co de vincular os aspectos relativos ao

metabolismo de cada indivíduo da população com a sua evolução espaço-temporal, ou

seja, com a sua dinâmica de população. De uma maneira simples, a intenção desta disser-

tação foi justamente apresentar esses elementos, discuti-los e aplicá-los no caso especí�co

da população de Salmão.

Por outro lado, também discutimos como as leis de escala baseadas na teoria de fractais

estão associadas ao conceito das taxas metabólicas dos organismos, partindo das leis de

escala metabólicas de West. Levando isto em consideração, deduzimos uma equação para o

crescimento dos organismos, que foi em seguida utilizada para descrever o comportamento

da taxa metabólica do animal em função de sua idade.

Desta forma, construímos um modelo geral em que os conceitos de dinâmica de popu-

lação e a taxa metabólica de uma população se relacionam. Finalmente, para mostrar a

e�ciência desse modelo aplicamos as expressões obtidas para o caso de uma população �c-

tícia de salmões que se reproduz conforme um determinado algoritmo.Ainda ressaltamos
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que houve a necessidade de se criar um conceito novo associado à taxa metabólica total

de uma população, que serviu para regular a reprodução da espécie, e que se mostrou

bastante e�caz no cálculo da massa deste modelo. Ao �nal da dissertação, obtivemos um

modelo que apresenta um comportamento muito similar ao modelo Logístico de Verhulst.

A diferença fundamental do nosso modelo é que estabelecemos a taxa metabólica como

ponto de partida, isto é, estamos trabalhando com a física do problema relacionando o

desenvolvimento metabólico do indivíduo da população com a dinâmica de um conjunto

desses indivíduos em um sistema onde a restrição de nutrientes e outros fatores ecológicos

podem ser ainda considerados. Elaboramos e inserimos aspectos como a quantidade de en-

ergia em termos da massa que a população precisa consumir para manter-se, que são agora

os parâmetros físicos das equações dinâmicas, ampliando o poder de análise do modelo

para possíveis questões em biologia e ecologia. Devemos ainda destacar que as equações

obtidas nesta dissertação permitem também relacionar o indivíduo em uma população,

segundo a sua idade em termos da massa adquirida, e compará-lo com os membros dessa

mesma população. Esta característica é crucial para a previsão do comportamento de

sistemas ambientais sub-saturados (ou super-saturado), como por exemplo, os fatores que

in�uenciam a massa dos peixes na pesca predatória.

Como perspectivas de estudos futuros temos a intenção de ampliar o modelo de forma

a aplicá-lo em situações onde as interações de duas ou mais espécies são relevantes, tais

como: no estudo especí�co onde ocorre competição de espécies, predação, entre outros.

Pretendemos, ainda, estudar os possíveis efeitos climáticos no nosso modelo em questão,

simulando a variação na quantidade de comida disponível. Outra extensão interessante

desse modelo seria a simulação incluindo a retirada seletiva de indivíduos da comunidade,

tal como ocorre com peixes, onde a seleção é feita somente em função do tamanho do

animal sem se considerar a idade, o que pode ocasionar uma modi�cação do tamanho

médio da comunidade. Finalmente, podemos ainda destacar que este modelo ainda pode

ser adaptado para simular espécies que se reproduzem sem o extermínio de uma geração

(lembrando que no caso do Salmão consideramos o extermínio), tal como o Surubim

43



(Pseudoplatystoma corruscans) [53].
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