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Resumo

Neste trabalho, estudamos os problemas da conjugacao e da ordem no grupo dos
automorfismos A da arvore regular enraizada 7 e no seu subgrupo A; dos auto-
morfismos de finitos estados. Mostramos que estes dois problemas sao decidiveis
sob as condigoes de contragao e de finitude sobre o que chamamos de sinalizadores
de orbita, e em particular, eles sao decidiveis no grupo dos autématos limitados.
Para o problema da ordem um procedimento é desenvolvido em termos de um grafo
finito o qual é construtivel. Dois procedimentos diferentes foram desenvolvidos para
a conjugacao no grupo dos automatos limitados e estes produzem um conjugador
quando os automorfismos sao conjugados.

Palavras chaves: autdématos, problema da conjugacao, problema da ordem,

fechado por estados, automorfismo de arvores, crescimento limitado.
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Abstract

In the present work, we study the order and conjugacy problems in the automor-
phism group A of the regular rooted tree 7 and in its subgroup Ay of finite-state
automorphisms. We show that both problems are decidable under the contracting
condition and the finiteness of what we call the orbit-signalizer and in particular
they are decidable in the group of bounded automata. For the order problem a pro-
cedure is developed in terms of a finite graph which is constructible. Two different
procedures for conjugation in the group of bounded automata were developed and
they produce a conjugator when the automorphisms are conjugate.

Key words: automata, conjugacy problem, order problem, state-closed, tree

automorphism, bounded growth.
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Notacao

M=Y"

Yk

conjunto dos estados do automorfismo «

yay

imagem de v por f

m divide n

alfabeto finito {0,1,...,d — 1}

monoide livre gerado por Y

subconjunto de Y* formado pelas palavras de comprimento igual a k
arvore d-aria regular uni-raiz

arvore regular uni-raiz definida sobre o alfabeto Y

grupo de todos os automorfismos de Ty

grupo dos automorfismos funcionalmente recursivos de 7y

grupo dos automorfismos de finitos estados de 7Ty

estado de v em v, onde v € Ty

permutacao induzida por a nos vértices de comprimento 1 de Ty
permutacao induzida por a nos vértices de comprimento < k de 7Ty
automorfismos de A que fixam vértices de comprimento < k de Ty
decomposicio de a = f*)(a)m,*~1 onde f*)(a) € Staby(k)
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autdmato associado ao automorfismo o

conjunto composto pelo vértice v e todas as arestas chegando e saindo deste

automato de « removendo Star(e), ou seja, D(«)\Star(e)

profundidade do automorfismo «

o automorfismo tal que (u; * 8;)|,; = &; e (u; * §;)], = € para u € Y"il\y;

grau do automorfismo de crescimento polinomial «

comprimento m — silabico de «

conjunto de todos os estados de o que sao automorfismos circuitos
conjunto de todos os estados de o que sao automorfismos finitarios
funcao de crescimento do automato de «

elementos de A que nao pertencem a B

grupo dos automorfismo finitarios de A

grupo dos automorfismo de crescimento polinomial no méaximo m
uniao de todos os subgrupos Pol(m)

G4 é isomorfo a Go

grupo gerado por Ty, g, ..., Ty

subgrupo comutador de G

ver Segao 3.5.2

grupo dos automorfismos finitarios com profundidade < k

subarvore finita de 7y contendo apenas vértices de comprimento < k

grafo da ordem de «



DPFe
Uc

0C,7r

sequencia vazia ou raiz

grafo conjugador do par (o, [3)
orbita com representante v
{v,v*, v ,v(o‘mfl)} orbita com representante v
{a™|, |v e Y™ m=|0rb,(v)|}

{me Sym(Y): ntmom =75}

lay =4

-
existe h € H tal que a ~p 3
centralizador do elemento x em G
cardinalidade do conjunto G

ordem do elemento «

grupo das permutagoes do conjunto Y

conjunto formado pelo vértice v e todas as arestas chegando e saindo deste

configuragao de orbita. Ver Secao 3.5.1
ver Secao 3.5.1
ver Secao 3.5.4
ver Secao 3.5.4
ver Segao 3.5.4
ver Secao 3.5.4

ver Se¢ao 3.5.4



Introducao

A possibilidade de gerar grupos por autématos de entrada e saida foi sugerida no in-
icio dos anos 60 por V.M. Glushkov [Glu61], [GWO00] mas levou mais de uma década
até que tais grupos realmente despertassem o interesse devido as suas propriedades
exOticas e, a0 mesmo tempo, sua complexidade. Somente com a construcao feita por
Aleshin [Ale72] ¢ que foi percebido a sua importancia — ele deu um exemplo de um
grupo de Burnside gerado por autématos de finitos estados sobre o alfabeto binéario,
contribuindo assim para um dos mais famosos problemas em &algebra: O Problema
Geral de Burnside. No inicio da década de 80 outras construcoes elegantes surgiram,
como os p-grupos de Grigorchuck e Gupta-Sidki [Gri80, GS83|, os quais ainda hoje
sao estudados.

Um outro indicativo da importancia desses grupos veio quando demonstrou-se
que alguns deles constituiam os primeiros exemplos de grupos de crescimento in-
termediario [Gri83, Gri84, Gri85|, respondendo positivamente a questao de J. Mil-
nor [Mil68] sobre a existéncia de tais grupos, assim como & uma série de outras
questoes em teoria de grupos e em teoria de Probabilidades, incluindo o problema
de Day [Dayb7| sobre a existéncia de grupos amenos (amenable) mas ndo amenos-
elementares. Basicamente, até hoje, todos os exemplos conhecidos de grupos de
crescimento intermediario bem como nao-amenos elementares, sao baseados em gru-
pos de autdmatos.

A facilidade no manejo desses grupos resultou no descobrimento de outros novos
fendmenos nas ultimas duas décadas [Sid87, BG00, Nek05, Sid00, GNS00] dentre eles
podemos citar a quase-finitude, quase solubilidade em grupos livres de tor¢ao, sepa-
rabilidade sob conjugagao, auséncia da propriedade de congruéncia [Per07] (relativo
a topicos em grupos profinitos) e porfim a existéncia de subgrupo galhado (branch-
ing) (ou seja, sugrupo que contém o produto cartesiano de duas copias isomorfas ao

proprio). Contudo, a principal ferramenta introduzida no inicio da década de 80 foi



a linguagem de agoes sobre arvores sugerida por Gupta e Sidki em [GS83|: grupos
gerados por automatos podem ser interpretados como grupos de automorfismos de
uma arvore regular uni-raiz 7. Tal interpretacao ajudou muito a trazer uma visao
geométrica para o assunto, ja que a caracteristica chave desses grupos esta no fato
de que esta agdo canonica é fechada por estados (ou auto similar), no sentido de
que cada estado de cada automorfismo é um automorfismo de uma subérvore de
T, a qual é isomorfa & propria 7. Segue desse isomorfismo entre arvores que cada
estado pode ser identificado com um automorfismo de 7, dando ao grupo A, de
todos os automorfismos da arvore, o que chamamos de estrutura galhada — reflexo
da estrutura recursiva da arvore em si. Outra caracteristica que tais grupos herdam
da arvore sobre a qual agem é a topologia natural dela: a arvore regular uni-raiz
— junto com sua fronteira — é arvore profinita. O grupo A possui uma topologia
compativel com a da arvore e com relagao a qual ele é grupo profinito.

Um desenvolvimento recente é a forte ligacao desta area com sistemas dinamicos,
o que fez destes grupos uma ferramenta importante na dinamica holomorfa e analises
sobre fractais.

Uma questao muito importante discutida pela primeira vez por S. Sidki, foi
analisar como a estrutura do autémato, visto como grafo orientado, reflete em pro-
priedades algébricas do grupo por ele gerado. Analisando o crescimento da atividade
dos autoématos de finitos estados ele demonstrou em [Sid00| que tal crescimento é
polinomial ou exponencial e que os autématos de crescimento polinomial no max-
imo m, formam um grupo, chamado Pol(m). Mais tarde, em [Sid04], demonstrou
que o grupo gerado por dois automorfismos de crescimento polinomial nao possui
subgrupos livres de posto 2.

Formalmente, a conexao entre os grupos de automorfismos e automatos ocorre
através de uma correspondéncia natural entre automatos inversiveis de entrada e
saida sobre o alfabeto Y = {0,1,2,...,d — 1} e automorfismos da &arvore regular
d-aria uni-raiz 7. Para apresentar esta correspondéncia fazemos uma indexacao
dos vértices da arvore T por elementos do mondide Y™, livremente gerado pelo
conjunto Y. Desta forma, grupo A se decompde como produto entrelagado per-
mutacional A = A Sym(Y'), onde Sym(Y) é o grupo de todas as permutagoes
de Y. Esta decomposi¢cao nos permite representar um automorfismo da seguinte
maneira ¢ = (glo, 9|1, 92, - - -, gla—1)7my, onde m, € Sym(Y’) é a permutagao induzida

por g sobre os vértices de comprimento 1 de 7. Iterativamente, podemos definir o



automorfismo gl, = (((9]y,)]y.) - - -)|y. Para todo vértice v = y1y> ...y, de 7. Entao
cada automorfismo g € A corresponde a um autdémato de entrada e saida D(g) sobre
o alfabeto Y e cujo conjunto de estados é Q(g) = {g|, | v € Y*}.

Usando essa correspondéncia entre automorfismos e autématos podemos definir
varias classes de subgrupos especiais do grupo A. Um subgrupo G < A é chamado
de fechado por estados ou auto-similar se os estados de cada elemento de GG ainda
pertencem a (G. A uniado de todos os subgrupos finitamente gerados fechados por
estados de A é um subgrupo contavel de A denotado por Ay, e chamado de grupo
dos automorfismos funcionalmente recursivos |[BS97|. Automorfismos de 7 que cor-
respondem a autématos finitos sao chamados de automorfismos de finitos estados.
Mais precisamente, um automorfismo g € A é de finitos estados se o conjunto Q(g)
¢ finito. O conjunto de todos automorfismo de finitos estados formam um grupo
contavel denotado por A;. Cada automorfismo de finitos estados é funcionalmente
recursivo e, portanto, o grupo A; é um subgrupo de Ay,. Conforme ja observamos,
Pol(m) é o grupo dos autéomatos de crescimento polinomial de grau no méaximo
m. Um automorfismo g é chamado finitario se existe k tal que g|, = e para todo
v € Y* |v| > k. O conjunto de todos os automorfismos finitarios ¢ um subgrupo
de Pol(0) que chamamos de Pol(—1). Denotamos a unido, para m > —1 por
Pol(c0) = Uy Pol(m).

Nesse trabalho vamos tratar de alguns problemas algoritmicos classicos para al-
guns subgrupos de A incluindo os subgrupos Pol(m) dos automatos de crescimento
polinomial no méaximo m. Mais especificamente vamos tratar do problema da con-
jugacao e da ordem para os grupos A, Ay, Ay, Pol(0).

No inicio do século vinte Max Dehn formulou trés problemas algoritmicos clés-
sicos em teoria de grupos os quais vem sendo extensivamente estudados nos dias de
hoje. O problema da palavra é o primeiro dos trés problemas fundamentais coloca-
dos por Dehn em 1912. Dado um grupo G com um conjunto gerador X, dizemos que
o problema da palavra é decidivel (ou soluvel) se existe um algoritmo tal que para
todo par (a,b) de palavras em X U X 'nos responde se elas representam o mesmo
elemento em G. E claro que isto é equivalente a decidir se uma palavra arbitraria
g=ab ! em X U X! representa o elemento trivial em G. Um algoritmo aceitavel
¢ um que responda ‘sim’ ou ‘nao’. Se um tal algoritmo nao existe , entao dizemos
que o problema da palavra é indecidivel (ou insoluvel) para tal grupo.

O segundo dos problemas de Dehn é o chamado problema da conjugagao, que



pergunta se existe algoritmo que para dados a,b € G decide se estes sao conjugados
ou nao em G. Tal como no caso anterior, dizemos que o problema é decidivel (resp.
indecidivel) se um tal algoritmo existe (resp. nao existe). O terceiro, e mais arduo,
dos problemas propostos por Dehn é o problema do isomorfismo que pergunta se
existe algoritmo que decide se dois grupos dados sao isomorfos ou nao.

E claro que se o problema da conjugacao for decidivel para um certo grupo G,
também o é o problema da palavra. Também ¢é intuitivo e plausivel que o problema
da conjugacao seja intrinsecamente mais dificil do que o problema da palavra, pois,
este contém uma varidvel ‘existencial’ extra, ja que perguntamos sobre a existéncia
de um elemento h tal que h~tahb™! represente o elemento trivial em G. Esta intuicao
estd correta, pois existem grupos finitamente apresentados com problema da palavra
decidivel mas com problema da conjugagao indecidivel conforme Fridman [Fri60],
Collins [CM69], Miller [Mil71].

Quando G é finitamente gerado e H é um subgrupo (finitamente gerado) de G,
entdao é bem sabido que se G tiver problema da palavra decidivel, H também o
tem. O inverso é falso em geral, mas é verdade quando H é de indice finito em G.
Entretanto Colins e Miller mostraram em [CM77| que as respectivas afirmagoes sao
falsas se “problema palavra” for substituido por “problema da conjugac¢ao”, mesmo
sob a hipotese de que H é de indice finito (igual 2) em G. Ou seja, a propriedade de
ter problema da conjugacgao decidivel nem sempre pode ser estendida do subgrupo
para o grupo (como era de se esperar) e nem tampouco é preservada por imersao,
o que é um pouco surpreendente. Como consequéncia, ao tratar o problema da
conjugagao para a sequéncia Pol(—1) < Pol(0) < Pol(1) < ... < Pol(m) < ... <
Pol(oo) < Ay < Ay < A teremos que utilizar fortemente a estrutura particular de
cada um desses subgrupos, ja que a decidibilidade do problema da conjugagao nao
¢é preservada por imersao.

A decidibilidade do problema da palavra para A; segue da seguinte observacao:
dado um automorfismo, basta analisar a acao de cada um de seus estados sobre
as sequéncias de comprimento 1 de Y. Também é imediato que este é decidivel
para todo subgrupo de A;. Ja o problema da conjugagao vem sendo tratado para
certos subgrupos bem conhecidos de Pol(0), como os p-grupos de Grigorchuk e
Gupta-Sidki, bem como para os livre-de-tor¢ao Brunner-Sidki-Vieira e Basilica, e
foi generalizado em [Ale83, GWO00| para certas classes de grupos galhados e seus

subgrupos de indice finito. Recentemente foi apresentado em [SV| um exemplo



de um subgrupo finitamente gerado, fechado por estados de A; com problema da
conjugacao indecidivel. Contudo o problema continua em aberto para Ay, bem como
para Pol(m),m > 0.

Neste trabalho mostramos que o problema da conjugacao é decidivel para Pol(0).
Mais que isso, apresentamos algoritmos que nao s6 decidem se dois elementos sao
conjugados, mas que em caso afirmativo também exibe um conjugador.

A abordagem geral pode ser sumarizada da seguinte forma: ao lidarmos com o
problema da conjugagao para certo par de automorfismos de Pol(0), nos restringi-
mos as permutacoes induzidas por estes sobre as palavras de comprimento 1 em Y,
ou seja, neste primeiro momento estamos lidando com um problema da conjugagao
em Sym(Y), onde Y é um conjunto finito. Como consequéncia, o problema inicial
é reduzido para certos subproblemas da conjugacao, porém sobre os estados destes
automorfismos. Utilizando o fato de que cada estado é novamente um automorfismo
de T e de que estamos trabalhando em grupos fechados por estados, recaimos nova-
mente em certos problemas da conjugagao em Pol(0), os quais podem ser tratados
da mesma forma que o problema inicial. A soluc¢ao do problema da conjugacao para
o par inicial ¢ uma consequéncia do fato de que os automorfismos em questao tém
crescimento limitado.

Mais precisamente, os problemas da ordem e da conjugacao nos levam a seguinte
defini¢do: Para um automorfismo a € A consideremos as orbitas Orb,(v) da sua

acao sobre os vértices v da arvore e defina o conjunto
OS(a) ={a™|, | v e Y, m=|0rb,(v)|} (1)

que chamamos de sinalizador de orbita de a. Em nosso trabalho demonstramos que
o problema da ordem é decidivel para automorfismos de finitos estados com sinal-
izadores de orbita finitos. E um resultado de Nekrashevych [Nek05], para o qual
apresentamos uma demonstracao alternativa, que automorfismos de crescimento lim-
itado tém sinalizadores de orbita finitos, de onde segue a decidibilidade do problema
da ordem para Pol(0).

J& o problema da conjugacgao, nés o tratamos primeiramente no grupo A. Ap-
resentamos um procedimento que para dados dois automorfismos a,b € A, con-
stréi um grafo conjugador ¥(a,b), a partir dos conjuntos OS(a), OS(b), que retrata
a inter-dependéncia entre os diferentes subproblemas da conjugacao encontrados

quado buscamos um conjugador para o par a,b. A construcao de um conjugador



(no caso em eles sdo conjugados) é uma consequéncia do fato de que, embora ex-
istam infinitos conjugadores para o par a,b, o grafo ¥(a,b) ¢é finito. Formalmente,

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 0.0.1 Dois automorfismos de finitos estados a,b com sinalizadores de
orbita finitos sio conjugados em A se, e somente se, sao conjugados em Ay, se, e

somente se, o grafo conjugador V(a,b) é ndao vazio.

Uma classe importante de grupos fechados por estados sao os grupos contrateis.
Um grupo de automorfismo G é chamado contratil se existe um conjunto finito
N C G tal que para todo o € G existe um inteiro positivo k para o qual vale
que «f, € N para todo u € Y* com |u| > k. Um automorfismo de finitos estados
¢ chamado contratil se o grupo fechado por estados gerado por seus estados for
contratil. Tal propriedade é essencial no processo de obtencao de cotas superiores
para a funcao de crescimento de palavras dos grupos gerados por automatos e como
consequéncia temos exemplos classicos de grupos de crescimento intermediario. E
um resultado de [BNO03|, fortemente usado em nosso trabalho, que automorfismos

de crescimento limitado sdo contrateis.

Teorema 0.0.2 Dois automorfismos contrdteis com sinalizadores de orbita finitos

sao conjugados em A se, e somente se, sao conjugados em Ay, .

Provamos ainda uma série de resultados para o problema da conjugacao de au-

tomorfismos de crescimento limitado os quais sumarizamos no seguinte teorema.

Teorema 0.0.3 1. O problema da conjugagao (simultaneo) para automorfismos

de crescimento limitado é decidivel em A.

2. Dois automorfismos de crescimento limitado sao conjugados em A se, e so-

mente se, sao conjugados em Ag,.
3. O problema da conjugagao (simultdneo) em Pol(0) é decidivel.

4. Dois automorfismos de crescimento limitado sao conjugados no grupo Pol(co)

se, e somente se, sao conjugados em Pol(0).



Porfim, apresentamos alguns exemplos que ilustram como executar os algoritmos
a fim de obter solucao do problema de conjugacao, e descrevem a conexao existente
entre a propriedade de ter sinalizador de érbita finito e outras propriedades notaveis
de automorfismos.

Os resultados apresentados no terceiro capitulo podem ser encontrados em [BBSZ].
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Capitulo 1

Preliminares

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [Sid98|, [Nek05]|, [Gri80],
[GS83], [BSV99] e [Sid00].

1.1 Arvores enraizadas

Um grafo (nao dirigido) é um par I' = (V| ) onde V' é um conjunto nao vazio de
objetos denominados vértices e E/ ¢ uma colecao de pares nao ordenados de elementos

de V', denominados arestas.

Um grafo simplicial I é definido por um conjunto de vértices V' e um conjunto
de arestas F, onde cada aresta é um par {v;,vy} de dois vértices distintos. Dois
vértices v; e vy do grafo simplicial T', sdo ditos adjacentes se o conjunto {vy, vy} for
uma aresta deste grafo.

Um morfismo entre dois grafos simpliciais I'; e I'y é uma aplicagao o : V(I'y) —
V(I'g) tal que, para toda aresta {vy,v2} de I'; o conjunto {a(vy), (v2)} é uma aresta
do grafo I';. No caso em que o morfismo « é uma bijecao cuja inversa também é um
morfismo, dizemos que a é um isomorfismo. Se além disso, I'1 = I'y dizemos que «

¢ um automorfismo.

Definicao 1.1.1 Uma drvore uni-raiz (ou enraizada) T é um grafo simplicial conexo

11
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sem caminhos fechados (circuitos) com um vértice distinguindo vy, chamado raiz.
Um isomorfismo entre duas drvores uni-raiz € um isomorfismo entre os grafos sim-

pliciais que leva raiz em raiz.

Toda arvore enraizada 7 pode ser definida por uma sequéncia de conjuntos
disjuntos e aplicagoes

My < vy L.

onde My = {vs} contém apenas a raiz, U,>oM, = V & o conjunto dos vértices e
todo v € M, é ligado por uma aresta ao vértice f,(v) € M,_;. O conjunto M, é
chamado n—ésimo nivel da arvore T e é definido como o conjunto dos vértices que

estao a uma distancia n da raiz.

Uma arvore enraizada T é dita d-regular se todo ponto v € M,, tem exatamente

d preimagens pela aplicacao f,.1, para todo n.

1.2 O grupo A

Iniciamos nossa construgao tomando um conjunto nao vazio Y, chamado alfabeto
e M = Y™ o conjunto de todas as palavras finitas em Y. Considerando em M a
operagao justaposicao de elementos, denotada por -, é imediata a verificagao de que a
operagao - € associativa e de que seu elemento neutro é a sequéncia vazia representada
por ¢. Desta forma, (M,-) é o monoide livre gerado por Y. Observemos que M
possui uma estrutura natural de arvore, uma vez que cada palavra u € M pode
ser conectada & palavra uy para todo y € Y. Tal arvore, denotada por T=Ty, é

definida pela sequéncia
LAV APLLE  APEL R

onde f,(Y1Y2 - Yn) = Y1Y2 - - - Yn—1 € M; é o conjunto de todas as palavras em Y de

comprimento t.
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0 0/0 1 010 0 0101110
AVAVA }K AT
Figura 1.1: A arvore regurar binéria uni-raiz 7

Quando |Y| =d, T é d-regular, mais ainda, toda arvore d-regular ¢ isomorfa a
T . Neste caso por simplicidade tomamos Y = {0,1,...,d — 1}, denotamos o grafo

de (M, ) por Ty e chamamos de drvore reqular d-dria uni-raiz.

Observemos ainda que M admite uma ordenacao parcial definida da seguinte

forma: dados u,v € M,
v <u se, e somente se, u é prefixo de v.

Notemos que T é precisamente o grafo de (M, <).

Denotando por |u| o comprimento de um elemento u € M, podemos definir uma
métrica por
d(u,v) = |u| + [v] = 2[w],
onde u,v € M e w é o maior prefixo comum entre u e v. Desta forma, (M, d) é um
espaco métrico.

Quando consideramos o conjunto de todos os automorfismos da arvore uni-raiz
T, este forma um grupo com a operagao de composi¢ao de fungoes, denotado por

A = Aut(T) e chamado de grupo dos automorfismos da drvore reqular uni-raiz T .
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Contudo, podemos dar uma outra interpretacao para A: ele pode ser visto como o

grupo das isometrias do espa¢o métrico (M, d), ja que:

Lema 1.2.1 Uma bijegio o« : M — M ¢é um automorfismo da drvore T se, e

somente se, para todon >0, (M,)* = M, e
(fa(0)* = fu(v"),Yv € M,.

Lema 1.2.2 Dado n inteiro positivo fizo, o conjunto Staba(n) = {a € A | v* =
v, Vv e M,} de todos os automorfismos que fixam as palavras de comprimento n,

é um subgrupo de A e chamado de estabilizador do n-ésimo nivel de A.

Os exemplos mais simples de automorfismos de 7 sao oriundos de permutagoes
do conjunto Y. De fato, dada uma permutacao o de Y, ela pode ser estendida

rigidamente para um automorfismo da arvore 7 da seguinte maneira:

(y.v)? = (y)°v,Vy € Y,Vv € M.

Desta forma, conseguimos uma imersao de Sym(Y), o grupo de todas as permu-

tacoes do conjunto Y, em A.

1.2.1 A estrutura de A como produto entrelacado

Definicao 1.2.3 Sejam H um grupo agindo por permutacdao sobre um conjuntoY e
G um grupo arbitrdrio. O produto entrelagado permutacional de G por H, Gwry H,
¢ o produto semi-direto G¥ x H, onde H age sobre o produto direto G¥ permutando

os fatores sequndo a acao de H sobre Y .

O Lema (1.2.1) assegurou que uma bijecao o : 7 — T é um automorfismo se, e
somente se, preserva o comprimento das palavras e para todo y1ys. . .y, € M, existe

y €Y tal que (1192. . .9n)* = (11Y2- . Yn—1)*y. Isso implica que para todo v € T e
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u € M, existe w € M, tal que (vu)* = v*w. Mais ainda, temos do Lema (1.2.1)
que a aplicacao u — w é também um automorfismo da arvore 7. Denotamos este
automorfismo por «|, e chamamos de estado de o em v ou ainda, dizemos que a/,

é um estado de a.

Por outro lado, cada automorfismo o € A induz uma permutacao 7w, sobre Y,
a qual podemos identificar como um automorfismo de A pela imersao de Sym(Y)
em A. Podemos entao escrever a« = o'm,, onde o’ é um automorfismo que fixa Y
pontualmente. Observemos agora que para cada y € Y, o/ induz o automorfismo a,
sobre a subarvore y7;. Considerando o isomorfismo natural de 7; em y7; podemos

identificar |, com um elemento de A, de onde segue o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.4 O grupo A, de todos os automorfismos de Ty, € isomorfo ao

produto entrelagado permutacional Awry Sym(Y'). Mais precisamente,

A = (Ax...xA) xSym(Y)

1.1
a — (alo,alr,. .. alg-1)m, (1.1)

onde T, € a permutacio induzida por a sobre Y e al, € o automorfismo induzido

por o sobre a subdrvore yTy.

Segue deste isomorfismo que o produto de dois automorfismos a = (a|o, a1, . . ., @]4—1)7a

e 8= (Blo,B,--.,Bla—1)mp de Tq é descrito por

aff = (Moﬂ!ow,ahﬁhm, . -,a’d—lﬁ\(d—l)”a)%ﬂﬂ-
O automorfismo inverso de a = (ag, @y, . . ., @|4—1)7s em Ty é dado por
- -1 -1 —1y_ -
ol = ((04|0M71) , (a|1m71) R (oz|(d_1)mf1) )Ta 1

Notagao 1.2.5 Dado o = o'n,, onde 7, € a permutacao induzida por o em 'Y e
o estd no estabilizador do primeiro nivel, entio chamaremos o' de fM(a) e 7, de
W&O). De modo geral escrevemos o = f*) (a)ﬂ(kfl), quando ﬂ&kil) for a permutag¢ao
induzida por o nas palavras de comprimento menor ou igual a k, e f*(a) estiver

no estabilizador k-ésimo nivel de Ty, Staba(k).
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Definigao 1.2.6 Se G < A € tal que G = Gwry Sym(Y'), dizemos que G € estrati-
ficado.

Em particular, uma consequéncia do isomorfismo (1.1) é que A é estratificado.

Observemos que segue das observagoes feitas acima que a agao de um automor-

fismo a em 7 é dada por

(yu)® = (y)™ (u)O“'y,Vy eY,Yue M,

onde 7, é a permutacao induzida por « sobre Y e al, é o automorfismo induzido

por fM(a) € Stab(1) sobre a subarvore y7j.

Defini¢ao 1.2.7 Dado a € A, o conjunto Q(a) = {al,;u € M} é denominado o

conjunto dos estados de c.

Quaisquer que sejam os automorfismos «, § é facilmente verificivel que seus

estados satisfazem
Qla™) = Q) ™, Q(aB) C Q()Q(B) (12)

Mais precisamente, com relacao a «, 3 e seus estados, as seguintes propriedades

se verificam:

(vu)® = voul
Awuy = (o)l
(@B)le = (alo)(Bloe)
(@B = ()™

1.2.2 Grupos fechados por estados

Ao calcular o produto de dois automorfismos da arvore regular d—aria uni-raiz 7y,

certamente temos de calcular o produto de seus estados, os quais sao automorfismos
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que nao estao necessariamente dentro do grupo gerado pelos dois primeiros. Dizemos
que G, um grupo de automorfismo de 7y, é fechado por estados se os estados dos
seus elementos ainda permanecem em (. Veremos abaixo que qualquer grupo de
automorfismos G, fechado por estados, pode ser visto como subgrupo do produto

entrelagado permutacional de G' por Sym(Y).

Generalizamos esse conceito na seguinte definigao.

Definigao 1.2.8 Uma acao de um grupo G sobre a drvore T € dita fechada por

estados se para todo o € G e y; € Y existe 5 € G eyy €Y tais que

(w)* = yQ(w’B),Vw eT.

Um grupo de automorfismos da arvore 7 ¢ dito fechado por estados se, e somente

se, para todo g € G o estado g, estd em G para todo y € Y.

Para todo G < A, fechado por estados podemos definir de maneira natural
um homomorfismo ¢ : G — Gwry Sym(Y') pela formula ¢(a) = o/m,, onde 7,
¢ a permutagao induzida por a sobre Y, e o/ = (al,)yey € Staba(l), induz o

automorfismo «a|, sobre a subarvore y7;. Segue entdo que
¢(a> = (CYl(),OZ|1,...,O[|d_1)7Ta. (13)

Observe que o homomorfismo ¢ é injetivo e em particular, temos o isomorfismo

(1.1) como consequéncia:

p: A = (Ax...x A xSym(Y)
a

(Oé’o, Cl(ll, ey Oé‘dfl)ﬂa

(1.4)
onde «, é o automorfismo induzido por o' sobre a subarvore y7,.

Em outra dire¢do, se temos um homomorfismo ¢ : G — Gwry Sym(Y), entdo

este define uma acao fechada por estados do grupo G na arvore 7 pela férmula

aly

(yv)a = yWaU ) Onde’ QS(O() = (O{|0, OZ|1, s 7a|d—1)7Ta-
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Observemos que esta agao, em geral, nao é fiel.

Se um grupo nao é fechado por estados, podemos tomar seu fecho por estados,
embora propriedades tais como “ser finitamente gerado” possam nao ser preser-
vadas. Grupos finitamente gerados fechados por estados, sao subgrupos de um
importante grupo enumeravel o qual apresentaremos na proxima segao: o grupo dos

automorfismos funcionalmente recursivos, Ag,.

1.2.3 Automorfismos funcionalmente recursivos
Defini¢ao 1.2.9 Seja S = {«, 3,...} um subconjunto de A.

o Dizemos que S € funcionalmente recursivo se cada estado de cada elemento de

S pode ser escrito como uma palavra nos elementos de S'.

e Um grupo G € dito funcionalmente recursivo se existe um subconjunto finito

funcionalmente recursivo que o gera.

e Um automorfismo g € dito funcionalmente recursivo se o grupo gerado por

todos os seus estados for funcionalmente recursivo.

Em particular, se um conjunto finito de automorfismo g1, go, .. ., gn for funcio-
nalmente recursivo entdo existem palavras w;; em {g7™", g5 “11 e permutagoes
P 1) g1 92 5 9m P G

m; € Sym(Y') tais que

g1 = (wn, w12, - - - 77~U1d)7Tl
g2 = (w21, W2, . . . 7w2d>7T2
9m = (wmla Wm2, - - - 7wmd)7rm~

Esse sistema tem uma solug@o tnica no grupo A, onde a agao de cada elemento g;
sobre o primeiro nivel da arvore T é dada pela permutacao m;, e a acao dos estados

(g:)|; € unicamente definido pelas palavras w;;.
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Proposigao 1.2.10 Seja G um subgrupo de A gerado por um conjunto finito S.

Entao, G € fechado por estados se, e somente se, S for funcionalmente recursivo.

Demonstragao: Seja S = {a,f,...,7}. Suponhamos que G seja fechado por es-
tados. Seja al; um estado de ar. Como todos os estados de « sdo elementos de G,
temos que «|; € G e pode ser escrito como uma palavra no conjunto gerador S. Por
outro lado, suponhamos S funcionalmente recursivo. Para mostrar que cada estado
de cada elemento de GG ainda estd em (G, basta mostrar, que cada estado de um
elemento arbitrario do conjunto gerador S estd em G. De fato, se § é um estado
de um elemento de S, pela definicao de conjunto funcionalmente recursivo, § é uma

palavra em S, estando portanto em G. [

E uma consequéncia das equacdes (1.2) e (1.3) o seguinte resultado.

Teorema 1.2.11 O conjunto de todos os automorfismos funcionalmente recursivos,

denotado por Ay, ¢ um subgrupo estratificado de A.

1.2.4 Autdématos

Autdématos sao modelos mateméticos abstratos de maquinas que executam calculos
em uma entrada movendo-se através de uma série de estados e fungoes de transicao.
Tais estruturas aparecem naturalmente no processo de solu¢ao de varios problemas
praticos. Diferentes tipos de autématos (autdématos deterministicos, a pilha, de
Mealy e méaquinas de Turing) foram desenvolvidos em conexao com computabilidade,

complexidade computacional, linguagens formais etc.

Definicao 1.2.12 Um autémato de Mealy é uma mdquina de Turing definida sobre
a sextupla (Q, L, T, f,1,q0), onde Q € o conjunto de estados, L é o alfabeto de en-
trada, I' € o alfabeto de saida, f: Q X L — Q € a funcao de transi¢cdao dos estados,

l:Q x L —T €a fungao de saida e qy € o estado inicial.
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Interpretacao de automorfismos como autdématos

Um automorfismo « da arvore 7; pode ser interpretado de uma maneira simples
como um autéomato de Mealy. A sextupla serda (Q(«),Y,Y, f,l,«), ou seja, o con-
junto de estados é o ja definido Q(«); o conjunto Y representa tanto o alfabeto de
entrada quanto o de saida; « é o estado inicial e as func¢oes de transicao e de saida
)ﬁ

sao definidas através da igualdade (yiys...y:)” = ylﬁ(yg. ) .yt)’g‘yl onde g € A,y; €

Y et > 0, conforme descrito abaixo.

A funcao de transicao dos estados é definida por

[ Qla)xY — Qo)

(67 y) — B|y
e a funcao de saida por
l: Qa)xY — Y
(B,y) — (y)’

1.2.5 Automorfismos de finitos estados

Definicao 1.2.13 Um automorfismo o € A € dito automorfismo de finitos es-

tados se o conjunto Q(«) contém um nimero finito de elementos.
E uma consequéncia das equacdes (1.2) e (1.3), o seguinte resultado.

Teorema 1.2.14 O conjunto dos automorfismos de finitos estados, denotado por

Ay, € um subgrupo estratificado de A.

Um importante exemplo de automorfismo de finitos estados é o chamado maquina

de adi¢ao binéaria.

Exemplo 1.2.15 (Maquina de adigao binaria) Tomando Y bindrio, ou seja,
Y = {0,1} e 7 o automorfismo de Ty definido por 7 = (e, 7)o, onde o € a ex-

tensao da permutacao (0,1) para um automorfismo de T, podemos observar que
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Figura 1.2: maquina de adi¢ao binaria

(0uw)™ = 1(u®) e (lu)™ = O(u"), isto é, a agao de T é equivalente a somar 1 (pela
esquerda) modulo 2.

Os estados de T sao Q(1) = {7, e}, ou seja, T € um automorfismo de finitos estados.

Observagao 1.2.16 Observemos que T € funcionalmente recursivo. De modo geral,
todo automorfismo de Ay € funcionalmente recursivo, donde temos que Ay < Ayg,.

Contudo, tal inclusao € estrita, como mostra o exemplo a sequir.

Exemplo 1.2.17 O automorfismo a = (a,a?)o € funcionalmente recursivo mas

nao € de finitos estados, conforme mostra a figura 1.5.

Automorfismos contrateis

Definicao 1.2.18 Consideremos um grupo de automorfismos G fechado por esta-
dos. Dizemos que G € contrdtil se existe um conjunto finito N C G tal que para todo

a € G existe um inteiro positivo k tal que, al, € N para todo v € Y* com |u| > k.

O conjunto N minimal com essa propriedade ¢ chamado nicleo de G.

Definicao 1.2.19 Um automorfismo de finitos estados é chamado contrdtil se o

grupo fechado por estados gerado por seus estados for contrdtil.

Observacao 1.2.20 E uma consequéncia da definicio acima que grupos contrdteis

possuem finitos estados.



22

Figura 1.3: a € Ag, \ Ay

1.3 Crescimento de autématos: o grupo Pol(0)

Um problema central da teoria de grupos gerados por autématos é a conexao ex-
istente entre a estrutura de um autéomato como grafo orientado e as propriedades
algébricas do grupo que ele gera. Considerando a estrutura ciclica dos autématos,
Sidki em [Sid00], introduziu vérias classes de autoématos finitos e, em particular,
Pol(0) os chamados autdématos de crescimento limitado. Embora Pol(0) seja um
grupo muito menor do que o grupo de todos os automorfismos de finitos estados, ele
¢ suficientemente grande, no sentido de que contém a maioria dos grupos gerados
por autdématos estudados nos ultimos anos, como os grupos de Gupta-Sidki [GS83],

Grigorchuk [Gri80|, Brunner-Sidki-Vieira [BSV99], Basilica [GZ02| dentre outros.

1.3.1 A funcao 6 de crescimento de autématos

Seja D(«) aotdomato associado a certo automorfismo « de finitos estados. Se o
automorfismo identidade for um estado de «, removamos este de D(«) junto com
todas as arestas que incidem neste, produzindo um novo grafo D(a)’. Para tais «
podemos definir a fungao 6(a, k), em k, que conta o ntimero de caminhos direcionados

em D(«) comecando em « e tendo comprimento k. Alternativamente esta pode ser
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definida como o numero de palavras v € M de comprimento k para as quais «/, # e.

A matriz de adjacéncia [a] de a & definida por [a] ;5 = #{y € YV [ 0 = 7|}
para todo 7,0 € Q(a)\{e}; ao ordenar Q(a)\{e}, escolhemos o como o primeiro
elemento. 6(a, k) é precisamente a primeira entrada do vetor [a]*.€, onde € ¢ o vetor
(1,1,...,1) transposto. A importancia geométrica do crescimento de autoématos

finitos provém do seguinte fato que pode ser encontrado em [Ufn91|:

Proposicao 1.3.1 Sejam D um grafo direcionado finito e v um vértice de D através
do qual todos os outros vértices de D podem ser alcangados através de caminhos
directonados partindo de v. Entao o crescimento dos caminhos direcionados de D
comegando em v € ou polinomial ou exponencial. O crescimento € exponencial se,
e somente se, existem dois circuitos direcionados distintos com wm vértice comum.
O crescimento € polinomial de grau m, se este nao for exponencial, o numero de
circuttos minimazis distintos em qualquer caminho for no mdximo m + 1 e existir

pelo menos um caminho com este numero de circuitos.
Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Corolario 1.3.2 Seja o um automorfismo de finitos estados. Entao 0(«, k) como

fungao de k, cresce polinomialmente ou exponencialmente.

Observagao 1.3.3 Dado um automorfismo «, se seu autémato tem crescimento
polinomial de grau m, entao denotaremos tal grau por () = m e diremos que o

tem crescimento polinomial de grau m.

Proposicao 1.3.4 Para todo m > 0, o conjunto Pol(m) de todos os automorfismos

de crescimento polinomial de grau m € um grupo estratificado, ou seja,

Pol(m) = (Pol(m) x Pol(m) x ... x Pol(m)) x Sym(Y').
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Demonstragao: Sejam «, § € Pol(m). Entao, existem ¢, co > 0 tais que 0(a, k) <

c1k™ e 0(B, k) < cok™, para todo k.

Recordemos que f*)(a) foi definido na Notacio 1.2.5. Ja que (f®(a™!)) =

(F9(@)) T e fWaB) = fB@)(FPE)T . Segue que o(a k) =
O(a, k) < c1k™ e O(af, k) < (c1 + co)k™. E portanto, Pol(m) é um grupo.

Seja a € Pol(m). Utilizando o homorfismo injetivo ¢, apresentado em 1.4,
restrito a Pol(m), temos que ¢(a) = (alo, a1, ..., @|4—1)7Ta, onde al, é a restrigao
de a(m,) ™t & arvore yT. Como a(m,) ™! pertence a Pol(m) — pois cada fator pertence
— segue que «af, também estd em Pol(m). A sobrejetividade segue do fato de que
qualquer que seja o € Pol(m), entao (e,...,e,a,e,....e)m € Pol(m) para toda

m e Sym(Y). n

Observagao 1.3.5 Como o grupo Pol(m) é um produto entrelagado infinitamente

iterado seque que este nao satisfaz nenhuma lei de grupo nao trivial.

1.3.2 O grupo Pol(—1) dos automorfismos finitarios

Defini¢ao 1.3.6 Um automorfismo g é chamado finitdrio se existe k tal que g|, = e
para todo v € Y*, |v] > k. O menor k para o qual a propriedade acima se verifica é

chamado profundidade de g e denotado por p(g).

Observacgao 1.3.7 Se um automorfismo g for finitario entao ele tem claramente

crescimento limitado, mas neste caso denotamos seu grau por 0(g) = —1.
Para ilustrar as nogoes acima, é interessante considerar o seguinte.

Exemplo 1.3.8 Seja T a drvore reqular uni-raiz gerada por Y = {0,1} e considere
0s automorfismos: o, a extensio da permutacdao (0,1) para um automorfismo de T,
or=(e,0), T=(e,T)o,vy=(v,7) ed = (3,0)0. As matrizes de adjacéncia para o0s

respectivos subgrafos dirigidos D(a) associados a estes automorfismo sdo:
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0 1 11
1= (0 )l = (g o ) ld=(1)B1= (5 1 )-01=(2)
Todos estes automorfismos com excegcao de & tem crescimento polinomial:
d(o) =0(01) =—1,0(1) =0 e d(y) = 1.

As profundidades dos automorfismos finitdrios o e o1 sio p(o) =0 e p(oy) = 1.

E uma consequéncia imediata das propriedades (1.3) que o inverso de um auto-
morfismo finitario também é finitario, assim como o é, o produto de dois automorfis-
mos finitarios. De onde segue que os automorfismos finitarios formam um subgrupo.
Utilizado este fato e seguindo a segunda parte da demonstracao da Proposicao 1.3.4,

concluimos que:

Proposicao 1.3.9 O conjunto Pol(—1) de todos os automorfismos finitdrios € um

subgrupo estratificado de Pol(0).

Proposicao 1.3.10 Um automorfismo « € finitdrio se, e somente se, existe um
inteiro positivo k, tal que, todo caminho direcionado (no grafo do autémato de o)

partindo do estado o de comprimento k, tem como vértice final o estado e.

As classes de conjugagdo do grupo Pol(—1) foram determinadas para o caso

binario em [BS97| e para o caso geral na tese de doutorado [Rib08§].

Um subgrupo finitamente gerado P de Pol(—1) tem uma estrutura bastante
tratavel, ja que basta tomar o maximo das profundidades dos geradores, digamos k,

que G podera ser visto como um grupo de permutacoes do conjunto Y*,

Os primeiros exemplos de grupos de automorfismos de crescimento polinomial
que nao podem ser imersos em um grupo de permutacao de um conjunto Y*, com Y
finito e k inteiro positivo, estao no grupos Pol(0). Contudo este grupo guarda uma
propriedade que o torna tratavel e ao mesmo tempo fonte da maioria dos exemplos

importantes estudados: a contracao.
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Teorema 1.3.11 (|[BNO03, Teorema 5.3]) Todo subgrupo finitamente gerado e fechado

por estados de Pol(0) é contratil.
Exemplo 1.3.12

e Considerando o automorfismo a = (v, p)o da drvore bindria, ondey = (e,7),p =

(p,7), T=(e,T)o, entdo a, p € Pol(1)\Pol(0) e 7,y € Pol(0)\Pol(—1);

e O automorfismo b = (b,b=%)o é contrdtil e o nicleo do grupo fechado por
estados (b) € o conjunto N' = {e,b*1, b*2 b3}, Ao mesmo tempo, o grupo
(T,b) nmdo € contrdtil: caso fosse, as poténcias (br)" = (br,b72)", estariam
todas no nicleo para n suficientemente grande. Contudo os (bT)" sao todos
distintos. Em particular, concluimos que br = (br,b™2) ndo € contrdtil. Ou

seja, o conjunto dos automorfismos contrdteis nao formam um grupo.

e O automorfismo b dado por b = (71,b) estd em Pol(1) \ Pol(0), contudo b
nao € contratil, pois, caso fosse todos os elementos b" = (1™, b"™) estariam no
niucleo para n suficientemente grande. Entretanto, os b"™ sao todos distintos

para n > 1, o que nos daria um nicleo infinito.
e b= (b,b)o tem crescimento exponencial e € contratil.

Vamos apresentar a seguir, exemplos cléssicos de grupos que sao de crescimento

limitado.

O grupo de Grigorchuk [Gri80]

O grupo de Grigorchuk age sobre 75 e é gerado pelos automorfismos:
a=0=(0,1)

b= (a,c)

¢ = (a,d)
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d= (e,b).

Trata-se de um 2-grupo infinito de crescimento intermediario. O autémato que

representa a acao dos geradores é:

O grupo de Gupta-Sidki [GS83]

Nos anos 80 Gupta e Sidki apresentaram uma construcao simples de um grupo de
Burnside, ou seja, um grupo de torcao finitamente gerado infinito. Considerando
p > 3 primo, definimos o automorfismo v de 7, por v = (6,07 1,1,1,...1,7), onde

o é a extensao da permutacao (0,1,2,...,p — 1) para um automorfismo de 7.

O grupo de Brunner-Sidki-Vieira [BSV99]

O grupo H de Brunner-Sidki-Vieira é um grupo de automorfismos da arvore binéria

gerado pela chamada maquina de adi¢ao binéria 7 e seu conjugado u onde,
T=(e,T)o
p=(e,u")o.

O grupo G de Gupta-Sidki é tal que G = (7, o). Este foi o primeiro exemplo de

grupo finitamente gerado livre-de-tor¢ao quase-soluvel. H tem aspectos interesantes:

0/0
2;2<@ 0/0 141 ® 0/1 1/2 240, 0-1 0
U 212

Figura 1.4: Autémato de ~
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01

Figura 1.5: Automato de p

por um lado é residualmente (abeliano por 2-grupo finito e livre de tor¢ao) e por

outro é residualmente (poli-ciclico infinito).



Capitulo 2

Circuitos

Ao considerarmos um automorfismo a € A de crescimento polinomial, certamente
este induz uma permutacao sobre o conjunto Y* para cada k. Contudo, quando tal
automorfismo nao ¢ finitario, o grupo ciclico () nao pode ser imerso no grupo das
permutacdes do conjunto Y* para nenhum k. Como consequéncia, o autdémato de a
possuird, necessariamente, uma estrututa ciclica, mais precisamente, alguns de seus
estados terao a propriedade especial de estarem em um circuito de seus proprios

automatos.

2.1 Automorfismos circuitos

Definig¢ao 2.1.1 Seja g € Pol(m), m > 0. Entao g € dito automorfismo circuito,
se quando consideramos o autémato D(g), o estado g estd em um circuito de seu
proprio grafo. Quando no contexto estiver claro, chamaremos um tal g simplesmente

de circuito.

Mais precisamente, quando um certo « de finitos estados nao é finitario, isso
significa que para todo inteiro positivo k existe u € Y* de comprimento k tal que
al, # e. Sendo « de finitos estados, necessariamente exitem u,w € Y*\¢ tais
que al, = |y, onde ¢ é a palavra vazia. Ou seja, chamando af, = g, entdo,

9= Glw = glww = --- = glut, para todo t. Tal automorfismo g tem a propriedade

29
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especial de que quando consideramos seu automato, ele estd em um circuito deste
grafo. Notemos que existe uma palavra w minimal nao trivial tal que g = g|,,. Mais
ainda, se @ € Pol(m),m > 0, existe um primeiro nivel k& da arvore tal que cada
entrada de f (k) (o) & um circuito ou tem grau menor que m. Este fato nos permite
introduzir uma func¢ao comprimento silabico que desempenha um papel importante

em nossas analises futuras.

Suponha que para este o as entradas de f*)(a) as quais sdo circuitos, sejam
01,02, ..., 0; € que eles ocorram respectivamente nos indices uy, us, . . ., ;. Denotamos
por 3; = u; 8 o vetor tal que (5;)|u, = J; e (B;)|. = € se u € Y| for diferente de
uj. Entdo o = 10s...5ih onde B, =ujx0; 1 <j<mehe Pollm—1). Essel é
candnico no seguinte sentido: se a = ¢p1ps...c"pi " onde py, pa, . . ., py s&0 tais que
existem indices w; onde p; = w;*g;, para g; circuitos de a e ¢, ¢, ¢, " € Pol(m—1),
entao [ < t. Isso porque podemos supor que cada p; pertence ao estabilizador do

k-ésimo nivel, contribuindo com um tnico circuito para a entrada de f®(a).
Chamamos [ de comprimento m-silabico de a e denotamos por |af, =1l

E uma consequéncia das observagdes feitas acima que >,y v, < |al,, (mais
adiante em 2.3, daremos uma demonstracao deste fato). Como ||, = [f(a)|m. e
ly * alm = al,,, segue que |, = [f(@)]m = [(alo, alr, . alyj-1)|m < Diey lalil,

e portanto temos a féormula:

[l = D lalil-

ey
Quando no contexto estiver claro, vamos omitir os indices. Se estivermos tra-
balhando com elementos de Pol(m) para um m fixo, vamos escrever |a| ao invés de

||, Neste caso, |a| = 0 significa que « estd em Pol(m — 1).

Definigdo 2.1.2 Se a € Pol(m),m >0, o menor k tal que cada entrada de f*(a)

€ um circuito ou tem grau menor que m € chamado profundidade de o e denotado

por p(a) = k.
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Exemplo 2.1.3 Consideremos os automorfismos ju = (e,u 1 )o,a = (v,()o da dr-
vore bindria, onde v = (e,7),( = ((,7), T = (e,7)o. Entao, indo para o sequndo
nivel, produzimos f®(a) = (e,7,(,7) e portanto o = Bh onde B = (e,e,(,e) e

h=(eT,erT)o.
e 7 ¢ sao circuitos de Pol(0), pois, seus autdmatos possuem um caminho com
um unico ciclo;

e ( € um circuito de Pol(1), pois, seu autémato possui um caminho com dois

ciclos distintos;

a € Pol(1) ndo ¢ um circuito. Segue da decomposicio f®(a) = (e,T,u,T)

que |al; = 1;

B € Pol(1) mas nao é um circuito. Seque de 3 = (e, e, u,e) que |f|; = 1.

o h=(e,1,e,7)o € Pol(0) mas nao € um circuito. Observemos que |hlo = 2.

v € Pol(0) mas nao é um circuito e |7y|o = 1.

Observacao 2.1.4 Consideremos um grupo de automorfismos G fechado por esta-

dos. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

e (G € contrdtil;

e FEuxistem constantes positivas A < 1, C e k tais que para todo o € G, temos

que |al,| < Ma| + C para todo uw € Y* com |u| > k;

Lema 2.1.5 Seja o € Pol (m) onde m > 0.

(1) Se |Q (a],)| = |Q () | para um indice u # ¢ entdo o € um circuito.
(2) Se p () € a profundidade de «, entao, p(a) < |Q (a)|.
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(T o

Figura 2.1: D(7) = D(7)\{Star(e)} e D(u) = D(u)\{Star(e)}

Demonstracao: (1) Ja que @ (a|,) ¢ um subconjunto finito de @ (), segue que
a € Q(al,). Ou seja, existe w tal que a|,|, = a, e portanto a &€ um circuito.
(2) Se a & um circuito entao vale que a profundidade p (o) = 1 e a desigualdade

se verifica. Vamos proceder por indugao sobre |@ («) |. Suponhamos que « nao seja

um circuito e escrevamos o = («|;) m,. Entao

1Q(al)] < |Q(a)], e
L+ max {p(al;)},
1+ maxl{]Q(a]i)”g Q (a) .

0<i<n—

IA

p(a)

IN

Observagao 2.1.6 Dado um automorfismo «, denotaremos por N(«) o conjunto
de todos os estados de a que sao automorfismos circuitos, e por P(a) o conjunto de

todos os estados de o que sao automorfismos finitdrios.

Existem duas maneiras de reprensentar um elemento « de Pol (m) para m > 0.
A primeira é como uma palavra na forma o = Kk1S1Ks. . .fiki41 onde Ky, Ka. . ., K41 €
Pol(m — 1) e fy,..., [ s@o circuitos. A segunda, é uma representagao por profun-
didade, neste caso escrevemos o = o'k, o € Stabpyoy (k), K € Py—1 e onde cada

entrada de o/ ¢ um elemento de Pol (m — 1) ou um circuito.
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Se v é uma palavra da forma o = k151Ks. . .0ik111 entao uma estimativa elemen-

tar para sua profundidade é

IN

Q (a) |
< Theci<in|@Q (k) h<iz|@ (8i) |-

p(a)

Por outro lado, comecando por uma representacao por profundidade de «, a
proxima proposicao nos da uma representacao de a como palavra de comprimento

silabico minimo |¢|,,,.

Proposicao 2.1.7 Seja o« € Pol (m) dada por sua representagao por profundidade
o = (alu)y =y -+ onde cada af, € um circuito ou um elemento de Pol (m —1) e
Kk € Py_1. Seja aq,...,aq 0 conjunto de circuitos de {al|, | |u| = k}. Entao a pode
ser escrito como Ky f1ka. . kiK1 onde By € N (y), Ky € Pol (m — 1) para todo i

el=|al,,.

Demonstragao: Comegamos considerando  um circuito. Entao para algum vértice
u de comprimento ¢ () temos que [ = f|,; para algum i € Y. Entao (|, é um

circuito e f,; € Pol (m — 1) para todo j # i. Suponhamos ¢ = d — 1. Entao,
Bl = (Bluoy--B)7=(e,....e,0)k,
£ = (Bluo Blut- - Blu—2),€) ™ € Pol (m —1).
Portanto,
(e,...,e,3) = Blur,

(B,e,...e) = pBlu (ko)

para algum p € Sym(Y'). Suponha que v’ ¢ um indice tal que 8|, = (Blwo, - - -, Bluwa—1) Tir-

Entao, procedendo tal como acima obtemos

(e,... e, Bl) = Blw (k) (2.1)
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e
-1
(e,...e,(e,...,e,)k) = Bluw (),
(67 < €y (6, < €y 6)) = B’u/ (’%/)_1 (67 ce € ’%)71 :
Continuando, obtemos uma expressao para (e, e, ..., 3) de profundidade k£ > 1 como

(e,e,....,0) =C(Pluk (2.2)

para 3|, no circuito de 3, { € P,_1 e kK em Pol (m — 1).

Segue de o = (a|y) 1y -k, que cada (e, ..., q4,...,e), onde o; é um circuito, se

|ul
levanta para um f;, tal como mostrado acima e portanto, obtemos uma palavra para
a tal como desejado. Finalmente se o pode ser escrita como palavra de comprimento

menor que [ entao esta terd menos que [ circuitos no nivel k. n

Como consequéncia, temos o resultado.

Corolario 2.1.8 Seja G um subgrupo finitamente gerado de Pol (m). Entdao o fecho
por estados de G € gerado por um numero finito de circuitos e um niumero finito de

elementos de Pol (m — 1).

Ambos as representacoes de o — por profundidade ou como palavra nos circuitos
e em Pol(m — 1) — produzem representa¢oes do mesmo tipo para cada estado al;

onde 7 € Y. De fato, seja o = (a;);cy T € @ = K1B1k2. . .K1f1k141 como acima, e

N = U<icN (Bi),

K = {QWB)NPol(m—1),Q(r;) [1<i<[1<j<I+1).

Entao al; é¢ uma palavra nos estados do primeiro nivel dos s; e J; e mais ainda, os
estados do primeiro nivel dos f; que s@o circuitos, sdo particionados entre os «l;,

para os diferentes 7. Em particular, temos que ) .y |(ali)],, < |al,,.
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2.1.1 Produtos de circuitos

Lema 2.1.9 Sejam «, [ circuitos de Pol(0), u,w € Y*\{¢} palavras de compri-

mento minimal tais que o = «f, e B = Bl,. Entdo

1.

a~' é um circuito;

2. aff € um circuito se, e somente se,

mme(|ul,|w|) mme(|ul,|w|)

onde 1 = eqj=
[ul J ]

Demonstracgao:

1.

1

. oo - -1 )
Como « é um circuito e « = a/,, entdo o~ = al, , mas pelas férmulas (1.3),

1

al, ' = (a1)| 1. Portanto a~! é um circuito;

Suponhamos que o seja um circuito e seja v € Y*\{¢}, de comprimento min-
imal tal que (O‘6>|U = af. Segue de (Oéﬁ)|v = a|v5|v°‘7 que (O[B) = O‘|v6|v°‘ =
vy = - = lvv..vB|(wv..)x. Como existe um nivel & a partir do qual
cada estado de af € um circuito ou uma permutagao, entao existe ¢ tal que /|,
e (|t~ sdo circuitos ou permutacoes. Como aff é um circuito, nem «/,+ nem
B|wt)> podem ser permutacées (de fato, se ambos forem permutagoes o produto
nao é um circuito e 0 mesmo ocorre no caso em que temos o produto de uma
permutagao por um circuito). Caso v nao fosse uma poténcia de u, percorrendo
Oy, Ay, - - -, afyt, encontramos t tal que af,c = a. Ou seja, v' ¢ uma poténcia
de u, digamos, v* = u" e utilizando um argumento anélogo concluimos que ex-
iste [ tal que (v')® = w* para s inteiro positivo. Segue que existe uma poténcia
de u que ¢ igual a uma poténcia de w. Sem perda de generalidade, podemos

supor que |u"| = |w?®|, entdao m = r|u| = slw| é um multiplo comum entre
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|u| e |w|. Suponha que m nao seja o mmc(|ul,|w|), ou seja, existe k > 1 tal

que m = k.mmec(|ul, |w|). Tomando i = W ej= W, observe

que (u')" é um prefixo de w?*, e que |(u*)"| ¢ um multiplo de |w|. Portanto,
(u')® = w' e portanto Bune = B. ou seja, (@fB)|wiy = @|wi)Blwye = af. Isso

contradiz a minimalidade de v.

Por outro lado, suponhamos que
(1) =

Entao, (af)|wiy = a|wi)B|w)> = a|w)Blwi = aB. Ou seja, af é um circuito.

Lema 2.1.10 Suponhamos que a, 3 sejam circuitos de Pol(0) tais que afS € um

circutto.
1. Se Ba também for um circuito entao afp tem ordem finita.
2. Se B~ ta for um circuito entao o tem ordem finita.
Demonstragao:

1. Sejam «, (8 circuitos de Pol(0) e sejam u,w,v € Y* palavras de comprimento
minimal tais que |u|, |w|, |v] > 1, a = a|y, B = Blv € (af)], = af.

Sejam i = % ej= W Segue do resultado anterior que

() = .
Se fa é também um circuito entao
(')’ = .

Agora observe que para todo k, (aﬁ)k|(u¢) = (af)*. Basta escolher um k tal

que (a3)k|, seja inativo para todos os v de comprimento menor que |u’|.
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2. Suponhamos que al, = «a,87!, = B! e estas sejam as palavras mini-
mais nao triviais tais que isso ocorra. Entdo | s—1 = f e como S 'a é
um circuito, entao (wj)ﬂ = u'. E como af é um circuito, entao (u')* =

(w7, Como (wj)ﬁi1 = wf WP e e P it = (wPT)7 | entdo,
(uh)* = (wf ') = (wj)ﬁ1 = u'. Basta tomar k tal que a permutagao in-
duzida por a sobre Y| seja trivial, ou seja, (¢0*D(a))* = e. Segue que

(")

«)* = a*, donde concluimos que o é trivial.

ui:(Oé

Lema 2.1.11 Suponhamos que v = Kiaiks...kioqkis € Pol(0) seja um circuito
escrito nao trivialmente como uma palavra nos circuitos a; e nas permutacoes K;,
minimizando o comprimento . Entao v € um produto de circuitos; de fato, v =

bh...0; onde cada B; € um circuito que € um estado de «;.

Demonstragao: Ja que [ é minimal, os estados de v que sao circuitos tem a forma
7 = KjaK). . .KogK),, com comprimento silabico minimal [, onde «; sao estados
e ; que sao circuitos e onde as permutacoes k; sao estados de x;. Existe uma
de o t d t : tados de k;. Exist
profundidade onde os k], sao todos iguais ao elemento trivial. Portanto, concluimos
que v = Bj,.. .5 n

Damos a seguir uma descri¢ao dos circuitos a € Pol (0) que tém ordem finita

Proposicao 2.1.12 Seja o = (al;),cy -Ta € Pol (0) um circuito e seja Ny (o) o

congunto dos elementos de tor¢ao de N ().

1. Suponhamos que existam | > 1 e Ky, Ka, ..., K, ki1 € Pol (—1) tais que v =

K1QKa. . .Kjakis = e. Entao Ny (a) € nao vazio.

2. Suponhamos que Ny () seja nao vazio e seja t = min{o(8) | B € Ny («)}.
Entao N (o) = Ny (a) e o(y) = t para todo v € N (). Mais ainda, se

alj € N (a) entao j € um ponto fizo de .
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3. O circuito a tém ordem infinita se, e somente se, existe f = (B;);cy -T3 €

N (a) tal que para B|; € N («), o indice j nao é um ponto fizo de mgs.
Demonstracgao:

r_ / / / _ .

1. Os estados v tem a forma 7' = K} 8k). . KBk, = e onde B € N (a), ou seja,
este ¢ um estado de o que é um circuito. Podemos supor que ¢ seja minimo.
Entao, existe uma profundidade onde os &/ sao todos iguais ao elemento trivial,

donde a assercao segue.

2. Seja B € Np(a) de ordem finita minima t. Escrevamos = (8[),cy -75 €
seja v = f]; € N (). Suponhamos que a orbita de j pela agdo de 75 tenha
i
tamanho r. Entao r|t, e " é conjugado a kYK e (ﬁl)T (= e) é conjugado a
t

(kyk')T = e. Pela primeira parte, existem n € Ny (a) tais que ' = e onde

1< < f Portanto, r = 1.

Entéo ' (= e) é conjugado a 4" = e e o resto da asser¢ao segue do fato de que
N(a) = N(B).

: L T

Suponhamos que af; seja um circuito. Como e = of[; = al;aljo.. .o a1,
. ~ , -1 1 .

se t < |Orb,(j)], entdo, terfamos de af; = af. .. .oz\jat,l que af; seria uma

permutagao. Se 1 < |Orb,(j)| < t encontrarfamos um estado circuito de «

com ordem positiva menor que t. Segue que |Orb,(j)| = 1.

3. E um consequéncia direta do item anterior.

2.1.2 A finitude do conjunto N (G) de circuitos

Foi demonstrado em [Nek05] Se¢ao 2.11, que N (G) é finito quando G é um subgrupo
finitamente gerado de Pol (0).

Apresentamos aqui uma demonstracao alternativa deste resultado.
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Teorema 2.1.13 Seja G um subgrupo finitamente gerado de Pol (0). Entdo o con-
Junto N (G) dos circuitos de G € finito.

Demonstragao: Podemos supor GG fechado por estados. Caso nao fosse, basta
tomar seu fecho por estados, que este ainda ¢ finitamente gerado. Seja G gerado
por X = N'UP onde N é um conjunto finito de circutos e P ¢ um conjunto finito
de permutacoes. Podemos supor que X é um conjunto fechado por estados e que
X = X! Particionando N = Ny UN,, onde N é formado por elementos de ordem
finita e N, por elementos de ordem infinita. Podemos supor [Ny | = n. Agora
particionando Ny em subconjuntos Ny, com a propriedade de que para cada dois
a, B distintos em N, entao aff e Ba sao circuitos. Segue do primeiro item do Lema

2.1.10 que cada Ny, gera um subgrupo finito H,,, digamos de ordem n,,.

Suponha que v seja um circuito em G. Entao podemos supor v = ;... onde
B; € N el é minimal. Segue que toda subpalavra de /3. .. ¢ também um circuito.
Observe que fatores adjacentes que sao circuitos de ordem finita satisfazem o segundo
item do Lema 2.1.9 e portanto seu produto é um elemento de H,. Seguindo esta
divisao, obtemos v = v;w;vs. . .v;w; onde v; sdo elementos de ordem finita e os w; sao
subpalavras que sao produtos de consecutivos 7; de ordem infinita. Cada subpalavra

+1

dos w; ¢ um circuito e nao contém subpalavras da forma «;...a; onde o = o

Portanto o comprimento de cada w; é no maximo n. n

2.1.3 Um algoritmo para calcular N (G)

Uma consequéncia dessa demonstracao alternativa do Teorema 2.1.13 é que se G
for um subgrupo finitamente gerado de Pol (0) entao cada circuito de G pode ser
escrito como um produto de no méximo n estados-circuitos dos geradores, para um
certo n, inteiro positivo. Tal fato nos permite calcular todos os circuitos de G da

seguinte maneira:

Suponhamos que G = (g1, ga, - - -, Gt )-
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e Consideremos o conjunto S = {a | a € Q(yg;), para algum i e « é circuito}.

e (Calculemos Si, o conjunto obtido pela uniao de S com o conjunto de todas
as palavras em S U S™! de comprimento 1 que sao circuitos. Verifiquemos
se S; = 5. Se for, N(G) = S, caso contrario, calculemos Ss, 0 conjunto
obtido pela uniao de S; com o conjunto de todas as palavras em S U S~! de
comprimento 2 que sao circuitos. Recordemos que o Lema 2.1.9 nos da uma
condicao necessaria e suficiente para que o produto de dois circuitos seja um

circuito.

e De modo geral, o processo consiste em calcular S, 1, o conjunto obtido pela
uniao de S, com o conjunto de todas as palavras em SUS~! de comprimento
n+1 as quais sdo circuitos. Se S, 11 = S, entdao N (G) = S, e 0 processo para.
Um tal n existe porque pelo Teorema anterior, os circuitos tem comprimento

no maximo n, para algum n.

Exemplo 2.1.14 Consideremos H = (7, ), o grupo de Brunner-Sidki-Vieira.

Como 7= (e,7)0 e u= (e, '), entdo, sequindo a notagio anterior,

S={erupu'yeS ={er, 7 uuth

Como Sy # S, devemos calcular Ss. Pelo Lema 2.1.9, a3 é um circuito se, e
somente se, (u')" =w’, onde, a =al, e B =P, i = —mmc(‘lzf'"w‘) ej= —mmc‘(ﬂ"lwl)
Fazendo a =7 e = p entdou =1 ew =10 jd que 7|y = 7 e pul1o = p. Nesse caso

i=2,7=1¢€como (11)" =00 # 10 temos que T nao € um circuito.

Fazendo uma andlise andloga, concluimos que nenhuma palavra de comprimento

2 € circuito, donde, N(H) = S; = Ss.



Capitulo 3

Problemas algoritmicos para A

Os resultados fundamentais de Novikov [Nov55| e Boone [Boo59| mostraram que
até mesmo uma apresentacao finita pode nao fornecer muita informacao sobre um
grupo. Um dos problemas algoritmicos mais primitivos em teoria de grupos — saber
se duas palavras nos geradores de um grupo G representam o mesmo elemento em
G~ se mostrou indecidivel mesmo na classe do grupos finitamente apresentados. E de
se esperar que no caso em que o grupo nao é finitamente apresentado o problema se
torne muito mais intratével, como de fato é. No entanto, a interpretacao de A como
grupo de autéomatos fornece uma maneira simples de resolver o problema da palavra
em A;. Ainda mais, sob as hip6teses de contracao e fechamento por estados existem
algoritmos galhantes muito efetivos [Gri84, Sav03|. Com o problema da conjugagao,
nao ocorre o mesmo, ja que o problema estd em aberto para Ay mas pode ser
resolvido para uma certa quantidade de subgrupos de A; gracas a sua estrutura
galhada [Ale83, Roz98, Leo98, GW00|, embora [SV] tenha dado recentemente um

exemplo de grupo gerado por autéomatos com problema da conjugacao indecidivel.

A seguir, vamos mostrar que tanto o problema da ordem como o da conjugacao

simultaneo sao decidiveis em Pol(0).

Os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos em colaboragao com 1.

Bondarenko e N. Bondarenko.
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3.1 O problema da conjugacao

Dado um grupo G, dizemos que o problema da conjugacao ¢é decidivel para este grupo
se existe um algoritmo que para quaisquer a,b € G decide se eles sao conjugados
ou nao em G. Quando um tal algoritmo nao existe, dizemos que o problema da

conjugacao ¢é indecidivel para G.

e Dados a,b,h € G, dizemos que um elemento A é um conjugador para o par
(a,b), se h™lah = b e usamos a notacao a ~j, b ( alternativamente, dizemos

que h conjuga a por b ).

e Dados a,b € GG, se H e G sao ambos subgrupos de um certo grupo K e existe
algum elemento de H que conjuga a por b, entdao dizemos que o par (a,b) é
conjugado em H e escrevemos a ~y b. Se h € H & tal que h™'ah = b, entao
dizemos que h é um conjugador para o par (a,b) em H e escrevemos a ~ry, b.

Ou, dito de outra forma, h conjuga a por b em H.

e No caso em que a,b € A= Aut(Ty), se a e b forem conjugados, entdo também
0 sao as permutagoes m,, m, € Sym(Y') induzidas pela agdo de a e b sobre Y. Se

L, = m, dizemos que m é um conjugador permuta-

m e Sym(Y) é tal que 7~
cional para o par (m,, m). O conjunto de todos os conjugadores permutacionais

do par (m,,m,) é denotado por

CHl(a,b) = {m € Sym(Y) : 7 'm,m = m}. (3.1)

e O conjunto CTI(a, b) pode ser vazio no caso em que a,b € A nao sdo conjuga-
dos. Mas podemos observar que este conjunto ser nao vazio nao implica em a

e b serem conjugados.

e Se a,b € G sao conjugados em um certo grupo H, onde G, H < K, entao dois

conjugadores 7,7 € H se relacionam da seguinte forma: 7' = ¢y para algum
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¢ € Cy(a). Segue entdo que se 7 conjuga o par (a,b) em H, entdo Cy(a)y é

o conjunto de todos os conjungadores do par (a,b) em H.

3.1.1 Classes de conjugacao em A

Iniciamos nossas consideragdes tomando p, um automorfismo da arvore binaria 73
o qual induz uma permutacao transitiva sobre o k-ésimo nivel, para cada k. Vamos
ilustrar como um processo infinito define um conjugador v tal que p ~, 7, onde
T = (e,7)o é a maquina de adi¢do binaria, mesmo no caso em p tenha um nimero

infinito de estados.

Podemos observar primeiramente, que p = (plo, p|1)o, pois este induz a permu-

tagao o no primeiro nivel. Conjugando p pelo automorfismo 5 = (plo, €) obtemos

p’ =9 = (e,phplo)o

Agora, p'|1 = pliplo € novamente um automorfismo que induz uma permutagao
transitiva sobre cada nivel de 73, e portanto, p'|1 = (p'|10, p'|11)o. Conjugando p”

por 6 = (dlo, ]o), onde d|g = (9|10, €), Obtemos

86

P = ((e,e), (e, p'[119"[0) )0

Produzimos dessa forma, uma sequéncia infinita de conjugadores f3,4,... cujo
produto (que pode ser infinito) é bem definido, j& que em um determinado nivel
k, existem finitos destes que agem nao trivialmente sobre tal nivel. Chamando tal
produto infinito de 7, entdao p” = «, onde af, = (e,aly,)o, se o indice u = ¢
ou 11...1, e af, = e para outras escolhas de u. Mas esta definicao de « coincide

exatamente com a definicao de 7.

O processo apresentado neste exemplo contém a ideia central de [Sid98| para

calcular as classes de conjugacao de A. Apresentamos abaixo o procedimento geral.



44

Primeiramente, vamos recordar que toda classe de conjugacao do grupo simétrico

Sym(Y’) tem uma tnica representacao (orientada a esquerda) na forma
(1,2, R ,nl)(nl + 1,711 —|—2, - ,712) R (nk_l + 1,7’Lk_1 + 2, R ,nk), (32)

onde 1 <ny <ng—ny <...<mnp—ng—...—ng_1 en; =d=|Y|. Estaobservacao
pode ser generalizada para o grupo A conforme descrito na Se¢ao 4.1 de [Sid98| e em
[GNS01|. Dado um automorfismo a = (al, als, ..., als)7, em A podemos conjugar
este & um tunico representante (orientado a esquerda) de sua classe de conjugacao

seguindo os seguintes passos:

1. Conjugamos a permutagao m, € Sym(Y), induzida pela agao de a sobre Y, ao

seu tnico representante (orientado & esquerda) de classe de conjugacao (3.2).

2. Consideramos cada ciclo 8|41 = (n; + 1,m; + 2,...,n;11) nos representantes

(3.2) de 7, e definimos

”i+1—1)_1) .

(3.3)

ni+3)_17 sy (CL

i1 = (a nit2) ' (a

ni+1, €, (G n;+2@ ni+20|n;+3 - - - @

Conjugamos a pelo automorfismo h = (h|y, hls, ..., h|y) para obter h~'ah =

(a|17a|27 cee 7a|k)7 onde

a; = (67..-76aani+2...ani+la ni"‘l) B’Z (34)

3. Aplicamos os passos 1 e 2 ao automorfismo a|,,42...a

nip1@ln;+1-

Podemos observar que uma iteragao infinita desse procedimento produz um au-
tomorfismo bem definido da arvore que conjuga a em um representante e que dois
representantes diferentes nao sio conjugadas em A. E importante notar que tal
processo nao decide conjugacao entre dois automorfismo, ja que a iteracao pode ser
infinita, e pode nao nos responder em tempo finito ‘sim, eles sdo conjugados’ ou

‘nao, eles nao sao conjugados’.
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Uma outra abordagem é baseada no fato de que duas permutagoes sao conju-
gadas se, e somente se, elas tem a mesma estrutura ciclica. O tipo de 6rbita de um
automorfismo a € A é o grafo indexado, cujos vértices sao as 6rbitas dos automor-
fismos a sobre Y*, cada ¢rbita é indexada por sua cardinalidade, e conectamos duas
orbitas, O e Oy por uma aresta se existem vértices v; € O e vy € Oy, que 80
adjacentes na arvore T'. Entao, dois automorfismos da arvore T sao conjugados se e
somente se seus tipos de orbita sdo isomorfos como grafos indexados (veja [GNSO01,
Teorema 3.1]). Em particular, segue que o grupo A é ambivalente (isto é, cada ele-
mento é conjugado com seu inverso). Mais geralmente, a cada automorfismo a € A
é conjugado a af para toda unidade ¢ do anel Z,, dos inteiros m-adicos, onde m é o

expoente do grupo Sym(Y).

3.1.2 O problema da conjugac¢ao em A

O estudo do problema da conjugacao entre dois automorfismos da arvore 7 inicia-se
através da seguinte analise elementar:
Observemos que a equacao 3 = v~ 'ay pode ser reescrita como 73 = ay. Decom-

pondo & = (ali)i—q,...a—1 Tas B = (Bli)iz....a—1 T8:7 = (Vi)izq,...a—1 ™ onde 7q, w5 €
7, S0 as permutacoes que «, 3 e 7y respectivamente, induzem sobre o conjunto Y.

Suponhamos ainda que |Orv,(i)| = m ou seja, i®" = i. Entao temos que

(Vo) 7y (Bli) ms = (ali) Ta. (V]:) 7y,
(Pyylﬁ‘l"w) TyTg = (a’iﬁ)/’i”a) T Ty,
Ou seja, 7T7_17Ta7T,y = mge

i = alyline (Blim) T (0<i<d—1).

Portanto,

Vira = a7 ]iBlim

7|i(wa>2 = 04|Z-_7r<1ﬂ|z’m5|im”v
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= (almhaly) vl (Blims Blimams)

Wi = (@l v alzhalT) Al (Bliws Blimars Bl eiie,)

onde 1 < 7 < m. Para j = m, obtemos

V)i = (Oé\;(ﬂla)m—l(a)- . -04|5£04\fl> vli (Mmﬁlw« : -mi(m)m—lm) ;

ou seja,

Oé|7;Oé|Z'7ra e i(ma)m=1 Al 6|7j”"/ﬁ|i”a”7- . ‘6|Z‘(7r06>m717r’7 (Z 6|i”'\/ﬁ|iﬁ’yﬁﬁ. . '6|i"’y<”,8)m71) .
(3.5)

Mostramos que o problema da conjugacao entre a e § em A — primeiramente
recai em decidir conjugacao em Sym(Y'), para Y finito — e se reduz a subproblemas

da conjugacao nos niveis inferiores. De modo geral:
Proposicao 3.1.1 (Conjugacgao) Sejam a, 3,7 € A.
1. Se v“tay = B, entao |Orby(v)| = |Orbs(v?)| para todo v € Y* e

™y ~ng, B oo (3.6)

onde m = |Orby(v)|.

Alternativamente (3.6) pode ser reescrita como

Oé‘»UOé|va. . .Oé|vam—1 N'Yl’u ﬁ|v’y/6|7)76‘ . .ﬁ|v’y5m71 (Z ﬁ|v’y/6|va"{. . .B|vam71,y) .

2. Sejam Oq, O, ..., Oy as drbitas da a¢ao de a sobre Y. Se existe m € CTl(«, f3)

tal que al%l|, e IOl

o= sejam conjugados em A para todo i =1,2,...,k, onde

v € O; € um vértice arbitrario, entio o ~4 [.

Demonstragao:
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0 m

1. Seja Orb,(v) = {vg = v,v1,...,0pm_1}, onde v; = (V)* e (v)* =o.

Aigualdade vty = ™ implica que ™[+ = (v 'a™y) |y = (V) ]|or@™] rr-1Y|pem =

(7]o) " ta™[,]o. Ou seja, mostramos que ™ |y~ (y),) ™|

Segue imediatamente das equagoes (1.3) que

a™ly = alyafe. . .af om-1 e que 7| = By Blyrs. . B peme1

2. Seja u = v7, entdo Orbg(u) = {ug = U, u1,..., Um 1}, onde u; = (u)” e

u; = v;. Entao

Bluy = (’771047>|uo :<7|vo)71a|vo’7‘v1

Blu, = (771047”111 :<7‘v1)71a’v17‘v2

/8|Um71 = (7_1a7)|umfl - (,}/|'Um71)_10z|vm71/y|7)0

Multiplicando estas equagoes, obtemos

(')’|v)_1am|v7‘v = (7|vo)_1 (a|voa’v1 . O“vm_l) Yo =
= /B|U06|Ul .- -B|um71 = 5m|u

Em particular

vi)floém

e

(7 v Vv e

= (v Ui>7l (O‘ Vig1 - vi—l) Y
= /B|u1/8|uz+l s /B|ui71 = 6m|ui7

-1 il \— i
’7|w = (Oz|v0 cee a|vi72a|vi71) 7|vo (mm o '/Blui72/ﬁlui71) = (O‘ |v) 1’7'?)6 |u-(3-8>

Observemos agora, que isso define completamente um conjugador em A para

o par (a, ).
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De fato, se existe 7 € CII(a, ) tal que o9, e BI9!|,~ sdo conjugados em A,

seja v]o(= Vv, ) esse conjugador. Pelas equagoes 3.7 e 3.8 temos que

(7|vi)_1a‘oi‘ v Vv, = ﬁ'oil wi
(§]

-1 il \— i
Vv, = (Oz|v0 s Oy O Ui—l) Yo (muo o BluiB Uifl) = (a'],) 17’115 Ju-

onde nesse caso, v; = v e w; = (v”)ﬁi. Ou seja, para cada orbita O; com
um representante v = vy, os estados v|,, sdo determinados completamente em
termos do estado 7|, e dos estados de o e 5. Segue que v = (7y],,)7 (onde os

v; variam nas orbitas O;,7 = 1,..., k), é o conjugador para o par («, ().

3.2 O problema da ordem em A

O problema de encontrar a ordem de um dado elemento pode ser tratada usando
a estrutura galhada dos automorfismos de A. A proxima observagao nos da uma
condicao frequentemente utilizada para provar que um automorfismo dado tem or-

dem infinita.

Lema 3.2.1 Seja a € A.

1. Sejam Oy, s, ..., 0 as orbitas da acao de o sobre Y. Defina o; = o™y,
para i = 1,2,... k, onde m; = |O;| e y; € O; é um vértice arbitrario. O
automorfismo « tem ordem finita se, e somente se, todos os estados oy tem

ordem finita. Mais ainda, neste caso, a ordem de o € igual a

la| = mme(my|aq|, ma|asl, . .., mglagl).

2. Suponha que o; = « para algum y; € O;. Se m; > 1 entdo o tem ordem

infinita. Se m; = 1 entao o tem ordem finita se, e somente se «; tem ordem
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finita para todo j # i, neste caso,

la] = mmc(my|aq], ..., mi_1|ai_1|, mic1|aueal, - - mglal).
Demonstragao:

1. Suponhamos que a tenha ordem finita, digamos [. Entao, todos os estados de

ol sdo iguais a e, ou seja, e = (a™! mi mi

NeY

Yi

— mg . —
yi) = (yi)“ml N (yi)ami(Fl) =
(™)}, pois, y;*™" = y;. Suponhamos que para cada i, o; tenha ordem finita.

m;|o|

entao «

Como o; = a™|,,, v = €. Segue que se [ for um multiplo de

l

todos os m;|a;|, entdo o' = e. Vamos mostrar agora que

la| = mme(ma|aql, ..., mi_q1|ai_1|, miga|aigal, - - -, mi]agl). Como

amme(malail,.omi—tloi—1lmitleiea]omglagl) — e, entdo, |Oz| divide

mmc(ml\aﬂ, e 7mi—1|ai—1|7mi+1|ai+l|a cee 7mk’ak|)-

Por outro lado, como « tem ordem finita, a,, também o tem e (al,,)l* = e.

Mas |al,,| = m;|a;|. Donde, para cada i, m;|a;| divide |a|.

2. Suponhamos por contradigdo que |m;| > 1 e que « tenha ordem finita. Pelo
item anterior |« € um multiplo de m;|a;|. Mas |a;| = || pois a; = a.
Suponhamos agora que m; = 1 e que «; tenha ordem finita para todo j # i.
Seja | = mme(my|aal, ..., mi—1|ai—1|, migr|aival, - miagl).

Para ver que o! = e, basta observar que 7y = e = T, € que o/\yj =
k3

amiledl®| = (ami], )loil® = e, para todo j # i.
No caso em que supomos o de ordem finita com m; = 1, entao «; tem ordem

finita para todo j # ¢ pelo item 1.

Se o ¢ um automorfismo de finitos estados, o Lema 3.2.1 sugere um procedimento
galhante para encontrar a ordem de «, em outras palavras, um procedimento que

reduz o problema inicial a subproblemas nos niveis inferiores.
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A proposicao 3.1.1 e o Lema 3.2.1 nos leva a definir o chamado sinalizador de

orbita de um automorfismo:

Definigao 3.2.2 Dado o € A o conjunto

OS(a) = {a™], v e Y™, m=|0rb,(v)|}, (3.9)

€ chamado sinalizador de orbita do automorfismo .

Podemos observar que equivalentemente,

0S(a) = {alpa|pe - af am—1 | v € Y™, m = |Orby(v)|} .

Este conjunto contém todos os automorfismos que podem aparecer nos procedi-
mentos da Ordem e da Conjuga¢do. Para automorfismos com sinalizadores de orbita
finitos vamos modelar tais procedimentos através de certos grafos. O passo funda-
mental para a decidibilidade destes problemas esté no fato de que, neste caso, tais

grafos sao finitos.

3.2.1 O grafo da ordem

Considere um automorfismo o € A o qual tem sinalizador de 6rbita finito. Vamos
construir um grafo finito ®(«), chamado grafo da ordem, cujo conjunto de vértices
¢ precisamente OS(a), que modela o procedimento da ordem. As arestas deste
grafo sdo construidas como segue: Para todo € OS(«) considere todas as orbitas
01,0,,...,0, da acao de  sobre Y e seja y; € O; o menor elemento em O;. Segue

da Proposicao 3.1.1 que [

s € OS(«) para m; = |O;|, e introduzimos a aresta

indexada f — g™

»; ho grafo ®(«) para todo i =1,...,k. Entdo o Lemma 3.2.1

pode ser reformulado por:

Proposigao 3.2.3 Suponha que a € A tenha sinalizador de drbita finito. Entao «
tem ordem finita se, e somente se, todas as arestas dos ciclos direcionados no grafo

da ordem ®(a) sao inderadas por 1.
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Neste caso a ordem de « pode ser computada usando o grafo ®(a). Remova
todos os ciclos direcionados em ®(a). Entao o tnico vértice morto de ®(a), isto
é, vértice sem arestas incidentes, é o automorfismo trivial que tem ordem 1. En-
tao, indutivamente, para 5 € OS(a) considere todas as arestas saindo de [, sejam
mi,ma, ..., my os indices de tais arestas e 31, b, . .., B 08 vértices finais correspon-
dentes cujas ordens ja conhecemos. Entao pelo Lema 3.2.1 a ordem de 8 é o minimo
multipo comum dos m;|5;|. Vamos ilustrar a constru¢ao do grafo da ordem e a

solugao do problema da ordem no Exemplo 3.2.4 da Secao 3.6.

Nos proximos exemplos vamos ilustrar o procedimento para solugao do problema

da ordem.

Exemplo 3.2.4 (Problema da ordem) Consideremos os automorfismosb = (7,b)
et = (e,m)o. O grafo da ordem ®(7) é um subgrafo de ®(b) conforme mostrado na
Figura abaixo.Como eziste um ciclo indexado por 2, T e b tem ordem infinita.
1 2
v O
b—>T
O grafo da ordem ®(c) para o automorfismo ¢ = (¢,0) é mostrado na Figura
abaizo.Como nao existem ciclos com indices maiores que 1, temos que ¢ tem ordem
finita. Mais precisamente, |c| = 2.
1 1
C—0 —F¢€

1 2()

1
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3.3 O problema da conjugacao para automorfismos
de finitos estados

3.3.1 O grafo conjugador

Sejam «, € Ay, automorfismos cujos sinalizadores de 6rbita sejam finitos. Vamos
construir um grafo W(«, 3), chamado grafo conjugador de « e (B, onde os vértices
estarao associados as novas equacoes de conjugacao e as arestas representarao as
dependéncias entre elas. Tal grafo contera todos os automorfismos de A que con-
jugam a em . Um tal conjugador estara associado a um subgrafo de ¥(«, $). Um
passo fundamental para decidir conjugacao estara no fato de que, embora exista um

namero infinito de conjugadores para o par («, 3), ¥(«, 5) é um grafo finito.

Para cada «, f € A denotamos
Cll(a, B) = {m € Sym(Y) : 7 'mom = 75}

(este conjunto pode ser vazio).

Mais formalmente, os vértices de ¥ («, ) s@o elementos do conjunto finito U =
OS (a) x OS(B) x Sym (Y'), onde (x,y, ) indica um possivel conjugador = ~, vy
(7] induz a permutacao 7 sobre Y) e m € CTI(z, y).

Procedimento. O grafo V(«, ) sera construido em passos como segue:

1. Inserir vértices iniciais Escrevamos a = (a;)io,. a-17a € 8 = (B]:)i=0....di—175,
onde 7,, 1 € Sym(Y).

Calculemos CII(«, 3), isto é, encontremos todos os m, € Sym(Y) tais que

e
.
T

= 75 (Isso pode ser feito utilizando a observac@o sobre centralizador no
inicio da Secao 3.1). Se CII(«, /) for vazio, entdo nao inserimos nenhum vértice

inicial e o grafo VU («, ) é vazio. Caso contrario,

inserimos um vértice inicial (o, 8, ), para cada 7, € Cll(a, ().
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2. Analisar vértices

Conforme ja observado em (3.5) e mais geralmente na Proposi¢ao 3.1.1 , se
Ty ~r T entdo o terno (g,h,7) da origem a um conjunto finito de novas

equagoes de conjugagao.

Para um vértice (g, h, ) (ndo analisado), considere todas as 6rbitas O, Os, ..., Ok
da agdo de g (ou de m,) sobre Y e seja y; € O; o menor elemento em O; com
respeito & ordem escolhida ( y; sempre denota o menor elemento das érbitas
para o terno considerado). Se para algum vértice (g, h, ), um dos conjuntos
CI(g™y;, h™i|yr), onde m; = |O;], é vazio, entao o terno (g, h,7) é um vértice

morto. Caso contrario, inserimos a aresta
(g,h, ) BN (gm"|yi,hmi|yf,6), onde m; = | O]

para cada § € CII(¢g™

o b ) e i =1, k.

Observemos que ¢g™[,, € OS (a) e h™[,= € OS (), e portanto, o terno

mi

(g Yis hmily% 5) eU.

3. Tteramos esse processo de anélise repetidas vezes até que todos os vértices
tenham sido analisados e nao seja preciso inserir nenhum vértice. Observemos

que esse processo termina, pois, U é finito.

Realizemos agora certas reducoes:

4. Remogao de componentes sem vértices iniciais: Removamos todas as

componentes conexas que nao contenham nenhum vértice inicial.

5. Remocao de vértices mortos: Removamos todos os vértices mortos junta-

mente com suas arestas incidentes.

6. Remocgao de vértices: Removamos todos os vértices (g, h, 7) tais que para

algum indice ¢ = 1,2, ..., k nao exista uma aresta indexada associada a érbita
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deste indice. Ou seja, nio existe (g, h, ) 2 (9™ |y, K™ |yx,6) onde m; =

|O;|, com y; € O;, e § € CTl(g, h).

7. Iteracao dos passos de remocgao: Repetimos tais reducoes quantas vezes
forem possiveis. Eventualmente podemos obter o grafo vazio. Tal processo

termina pela finitude de U.
Acabamos de mostrar que

Proposicao 3.3.1 Dados o, € Ay automorfismos cujos sinalizadores de orbita

sejam finitos:

e O grafo V(«, 3) € finito;

o o~y [ se, e somente se, V(a, ) € nao vazio.

Corolario 3.3.2 Nas condi¢oes acima, se o ~4 [ entdao existe um algoritmo que

exibe v € A, um conjugador.

Demonstragao: Basta construir o grafo ¥(a, ). Se ao término da construgao

algum dos vértices iniciais tiverem permanecido no grafo, entao « e § sao conjugados

em A.
A primeira parte segue do algoritmo para construcao do grafo conjugador.

Caso ¥(a, B) seja nao vazio, eles sdo conjugaods e todo conjugador v tal que
a ~. [ pode ser construido nivel por nivel como segue. Escolha algum vértice
inicial da construcao de V(q, f3), isto é, (a, 3, 7) para algum 7, e defina a agao de

sobre Y por m, = m, ou seja, y” = y" paray € Y.

Sejam Oy, Os, ..., Oy as oOrbitas da agao de « (ou 7,) sobre Y e sejam y; os
representantes (minimais) de oérbitas. Pela construcao de ¥(«, 3), para cada i =

1,..., k existe uma aresta saindo de (a, 8, 7) para um vértice (g;, h;, m;) associado a
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essa orbita. Para cada orbita, isto ¢, cada i, escolha uma tal aresta saindo de (o, 5, 7)

juntamente com seu vértice (g;, h;, 7;) correspondente. Considere 7/, o estado de ~y
em y;. Definimos a agao de 7|, sobre Y por Ty, = Ti OU seja, Yl = y™ Yy € Y.
Agora se g € O; ent@o a acao de 7|z sobre Y é definida unicamente em termos de

Yly; pela formula (3.6).

Procedemos de maneira similar para definir a acao de - nos nives seguintes.
Como ¥(a, ) é finito, em algum estagio da construgao ou poderemos escolher entre
os vértices (e, e, ), para todo m € Sym(Y') (neste caso qualquer automorfismo de
A pode ser escolhido como estado de 7 neste ponto), ou um vértice (g, h,7) que
havia aparecido em outro estagio do processo, se repete. Suponha que g ~,|, h no
primeiro estagio e g ~,|, h no segundo estagio. Entao 7|, = ¢/, onde c centraliza

g. Isso define completamente .

Conjugadores béasicos

Sejam o, 8 € A automorfismos cujos sinalizadores de orbita sejam finitos e tais que
U(a, B) seja nao vazio. Das consideragbes anteriores, sabemos que existe 7 € A,
tal que v ~, B. Mas nao ¢é claro se existe um conjugador que seja funcional-
mente recursivo. Vamos mostrar que basta que W(a, ) seja nao vazio para que
construamos certos conjugadores, chamados conjugadores bdsicos para o par (a,b),
que serao automorfismos funcionalmente recursivos. A ideia central é fazer menos
escolhas possiveis, no sentido de que se temos um terno (¢, d, 7) em certo estagio
da construgdo, entdo vamos escolher a permutagao m € CTl(c, d) sempre que o par
(¢, d) aparecer novamente. Basicamente, para cada dois vértices (¢, d, ) e (¢, d, m2)
obtidos pela construcao, insistimos em 7 = my. O que esté por detras desta ideia é
o fato de que todo automorfismo de crescimento limitado, em niveis suficientemente
inferiores, todos seus estados sao automorfismos finitarios ou circuitos. Todo conju-

gador basico pode ser definido usando certos subgrafos especiais do grafo conjugador
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U(a,b).

Um subgrafo definidor ¢é um subgrafo S de ¥(a,b) que satisfaz as seguintes

propriedades:

1. S contém um vértice inicial (a, 8, 7) para algum 7 € CII(«, /3).

2. Para cada vértice (g,h,m) de S e cada y; (representante minimal de orbita
pela agao de g sobre Y'), existe uma, e somente uma, aresta saindo de (g, h, )

para o vértice associado a respectiva orbita.

3. Se a = (g,h,m) € S entdo a = (g,h,7) ¢ S se T # T, ou seja, para cada
g € OS(«) e h € OS(B) existe no maximo um vértice do tipo (g, h, *) no grafo
S.

4. Se (e,e,m) € S entdo ™ = e.

Observe que se ¥(a, 3) é nao vazio, sempre existe pelo menos um subgrafo sat-
isfazendo, as propriedades 1 — 4, e por outro lado, existem finitos tais subgrafos.
Para cada grafo definidor, vamos construir um conjugador 7 = 7(.5) associado a

este, chamado conjugador bdsico:

Vamos construir um sistema funcionalmente recursivo envolvendo cada conju-
gador 74 p) tal que g ~ ygnh, onde (g, h,m) é um vértice de S e em particular,

construimos 7(q,5) tal que a ~ v 805

Definamos a agao de 7y(q,) sobre Y por m, . =, ou seja, (y)"«» = (y)™ para

(.8)
y € Y. Aqui a permutagao m € CII(«, ) é unicamente determinada pelo terno
(o, B, ) pertencente a S. Agora definimos o conjugador (g nivel por nivel, da
seguinte maneira: Para toda aresta (g, h, ) == (¢, d,d) em S, definimos os estados

do conjugador 7y, ») através do representante da 6rbita O = {y, (y)g, (v)g*, ..., (y)g™ '}

de y sobre g recursivamente pela regra

i )L i
Yamly = Vedy € Vamly = (') Veay  Blym (3.10)
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parat=1,...,m— 1. Estas regras definem completamente os automorfismos V(g.h)-
Pela Proposicao 3.1.1 cada automorfismo v, ) ¢ de fato um conjugador para o par

(g,h). Ou seja, v(q,3) ¢ um conjugador para o par (a, 3).

Suponhamos que um vértice (g, h,7) que havia aparecido em certo estagio do

processo, se repita. Mais precisamente g ~.,, h no primeiro estigio e g ~,, h

Vo
no segundo estagio, e portanto |, = (v[.)|, para certos w, u,v de comprimentos
minimais tal que isso ocorra. Entao, conforme observado, |, = ¢v|,, onde ¢ cen-
traliza g, e como 7|, é um estado de 7|,, chegamos que ¢vy|, é um estado de v/|,.
Da propriedade (3) do grafo definidor temos que ¢ = e. Ja que o grafo S é finito e

os automorfismos « e 3 sao de finitos estados, obtemos um sistema funcionalmente

recursivo que define unicamente o conjugador basico v = 74,y dado pelo subgrafo

S.

Provamos os seguintes resultados:

Lema 3.3.3 Sejam o, B € A; automorfismos cujos sinalizadores de orbita sejam
finitos. Se o grafo conjugador V(«, 3) € nao vazio, entio existe pelo menos um
conjugador bdasico para o par (o, ) e todo conjugador bdsico é um automorfismo

funcionalmente recursivo.

Teorema 3.3.4 Sejam o, B € Ay automorfismos cujos sinalizadores de orbita se-
Jam finitos. Entio o ~4 3, se, e somente se, a ~4, [ se, e somente se, o grafo

conjugador V(o B) € nao vazio.

Em particular, provamos que:

Teorema 3.3.5 O problema da conjugagao para automorfismos de finitos estados

com sinalizadores de orbita finitos € decidivel nos grupos A e Ay,.



58

3.3.2 Problema da conjugacao simultaneo

Dado um grupo G, dizemos que o problema da conjugacao simultaneo ¢ decidivel
para este grupo se existe um algoritmo que para todo k (inteiro positivo) e dadas
sequencias ai, ds,...,ar € by, ba, ..., b em G, decide se existe um elemento h € G

tal que h~'a;h = b; para todo i.

O conceito de ay,as, ..., a, e by, be, ..., by em G simultaneamente conjugados em

um grupo H é completamente analogo ao ja definido.

O mesmo método funciona para o problema da conjugacao simultaneo, o qual,
dados automorfismos aq, as,...,a; € by, b, ..., by pergunta se existe um automor-
fismo h tal que h~'a;h = b; para todo i. Nesse caso, nés novamente consideramos

as permutacoes 7 tais que 7!

Ta, ™ = T, para todo i, tomando a orbita O; da
agao a; sobre Y, e y; € O; o menor elemento da o6rbita e m; = |O;|. Entao o pro-
blema se reduz ao problema da conjugacao simultaneo para a™|,,, a™?|y,, ..., a™*|,,
e by, b2y, bR [yr. Se os automorfismos a; e b; sao de finitos estados e tem

sinalizadores de o6rbitas finitos, entao podemos similarmente construir o grafo con-

jugador associado e portanto, nesse caso, o Teorema 3.3.4 vale.

3.3.3 Conjugacao de automorfismos contrateis

Vimos no Lema 3.3.3 que se a, b € Ay tiverem sinalizadores de 6rbita finitos e forem
conjugados em A entao eles s@o conjugados por algum automorfismo funcionalmente
recursivo. A pergunta geral é: se dois automorfismos forem conjugados por um
automorfismo funcionalmente recursivo, como decidir se existe um automorfismo
de finitos estados que os conjuga? Essa pergunta em geral estd em aberto, mas
conseguimos respondé-la sob hipoéteses de contragao e finitude dos sinalizadores de

orbitas. Mais especificamente, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.6 Dois automorfismos contrdateis o, B € A cujos sinalizadores de or-

bita sejam finitos, sao conjugados em A se, e somente se, sao conjugados em Ajy.
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Demonstragao: Para isso, vamos provar que nestas condicoes, todos os conju-

gadores basicos para o par («, ) sdo de finitos estados.

Observacao 3.3.7 Seja S um subconjunto finito de A;. Entao o fecho por estados
S de S (ou seja S ¢ o menor conjunto que contém S e que € fechado por estados) é

de finitos estados.

O exemplo abaixo ilustra a dificuldade em se mostrar a finitude de um automor-

fismo funcionalmente recursivo.

Exemplo 3.3.8 Sejam

a = (a|0,a|1) ,CL|0 = (a|00,a|01)0,a|1 = (&|1o,a|11),

b = (b|0, b|1) >b|0 = (b|00, b|01) ,b|1 = (b|10,b|11) .

v =a(y,7)b é o conjugador para o par (a,b). Entdo, ao tentarmos checar se vy é

de finitos estados, temos de calcular

v = (aloyblo, al1vbl1),
aloyblo = alo (alovblo, al1vb1) blo
(aloo, alor) o (alovblo, ali7bl1) (bloo, blo1)
(a|00a|17b|1b|01,a|01a|07b|0b|oo)U,
alivbli = (alo,al1) (aloydlo, al1vb]1) (bl10, bl11)
(a\10a\0’75|ob|10, a|11a\1’ybhb|11) .

Portanto, v tem como estados a sequinte sequéncia de conjuntos com estados de

cada nivel:

Qvo= {7},
Q)= {alo7blo, alivbli},
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Q(7)2 = alooal1vb[1blor, aloralovblobloo,
a|10a|0’}/b|0b|10’ a|11a|17b|1b|11

Tais calculos motivam o seguinte Lema — o qual é uma reformulagao da Proposigao 2.11.5

de [Nek05].

Lema 3.3.9 Seja G um grupo contrdtil fechado por estados e S um subconjunto

finito de G. Entao o conjunto de todos os elementos da forma

(((hl‘yl ' h2>’y2 ’ h3)|y3 BRI hnlynv (hn et (hn : (h2 ’ h1|y1)|y2>|y3 e -)|yn7
onde h; € S ey; €Y, é finito.

Demonstragao:

Pela observagao 3.3.7 podemos supor que S seja um conjunto fechado por estados
contendo A. Existe um inteiro positivo k tal que S?|, C N C S para todas as
palavras v, |v| > k. Entdo S*|, C S* para todo v € Y* e t > 1. E suficiente provar

que existem finitos elementos da forma

(((for - h2)lo, - hs)log - ),

para h; € S* e v; € Y*. Entao hil,, € S* e (hily, - h2)|w, € S*|,, € H*. Indutiva-
mente concluimos que todos os elementos da forma acima estdo em S*, o qual é um

conjunto finito. n
O proximo Lema é similar ao Corolario 2.11.7 de [Nek05].
Lema 3.3.10 Seja G um grupo contrdtil fechado por estados. Entao para toda

colegio H = {hy, h}yey C G, e uma permutagio m € Sym(Y) o automorfismo

definido recursivamente por

g= (hylghgl, hnghgn, o ,hydgh;d)ﬂ

€ de finitos estados.
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Demonstragao: Vamos mostrar primeiramente, por indugao sobre ¢ que para toda

palavra yoy1ys ...y € Y, vale que

9|yoy1y2.-.yt =

= ((((h1|y1 'h2)|y2 'h3)|y3 T -'ht)|ytht+1) g (h:t-s-l(h; Tee? (hg ’ (hl2'h,1|y1)|yz)|y3 e ')|yt)7
(3.11)

onde h;, h} sao elementos de H, e y; € Y.
Observemos que g|,, = hi1gh} para certos hy, h} € H.

Suponhamos que

g|yoy1y2myt71 =
- ((((hllyl'h2)|y2'h3)|y3" : "ht—l)lytfl'ht)'g'<ht'(hz/tfl" : (hg(héh/l|y1>|y2)|y3 e ')|yt71)'

Entao

g‘yoylyg...yt =

= ((((h1|y1 'h2>|y2" . ’.ht_1)|yt71 'ht>|yt 'g|(yt)7z'<ht'(h;—1" . (h;h,1|y1)|y2 .- ')|yt71)|(yt)gﬁ

= (((h1|y1'h2)|y2'- : "ht—1)|yt71'ht)|yt'ht+1'g’h;+1'(h;'<h;—1'- : "(h,2'h/1|y1)|y2 e -)|yt71)|yt7
onde g](yt),—l = hiy1 - g - iy, para certos hypq, by € H, e (y:)gh = ;.

Pelo Lema 3.3.9, o conjunto de todos os elementos da forma (3.11) é finito.

Portanto, g é de finitos estados. ]

Lema 3.3.11 Seja I' C A um subconjunto finito de automorfismos. Suponha que
existam dois grupos G, Gsy, contrdteis fechados por estados e dois subconjuntos
finitos A C Gy, B C Gy satisfazendo a condi¢ao de que para todo g € I' e todo
y €Y eristemac A, be B eg €l tais que g, = ag'b. Sob estas condigoes, todos

os automorfismos de I' sao de finitos estados.
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Demonstracao: A demonstracao é essencialmente a mesma do Lema 3.3.10. A
tnica diferenga é que no lado direito da equagao (3.11) ao invés de g, pode aparecer

qualquer elemento do conjuto finito I'. [

Corolario 3.3.12 Sejam «, 8 € A dois automorfismos conjugados em A, contrdteis
e cujos sinalizadores de orbita sejam finitos. Entao todos os conjugadores bdsicos

para o par (o, B) sao de finitos estados.

Demonstragao: Considere o grafo W(a, 8) e seja v um conjugador basico de «, .
Seja I' o conjunto dos conjugadores, cada um deles resolvendo as equagoes que
surgem ao longo de ~. Existem finitos deles. Sejam A o conjunto dos coefientes a
esquerda de I' e B o conjunto dos coefientes a direita de I'. Seja GG; o grupo fechado
por estados gerado por A e G5 o grupo fechado por estados gerado por B. Estamos

nas hipoteses do Lema 3.3.11 portanto, v é de finitos estados. [

Demonstragao do Teorema 3.3.6: O resultado segue imediatamente do fato de

que os conjugadores bésicos sao de finitos estados. [

Proposigao 3.3.13 Sejam «, 8 € A conjugados Ay. Entao o tem sinalizador de

orbita finito se, e somente se, 5 também o tem.

Demonstragao: Suponha vy 'ay = 8 para algum 7, automorfismo de finitos esta-
dos, e a com sinalizador de orbita finito. Entao m = |Orb,(v)| = |Orbz(v?)| para

todov e Y* e

(B™)or =15 ™Yo € 91,708 (@), € Q(7) T OS()Q(),

o qual é finito, pois Q(7), o conjunto de estados de y, é um conjunto finito. [

Exemplo 3.3.14 Nos proximos exemplos, vamos investigar quais tnteragoes pos-
stveis entre as propriedades de contragao, finitude do sinalizador de drbita, cresci-

mento de autémato e finitude do conjunto de estados.
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. A mdquina de adi¢do bindria T € de crescimento limitado, e conforme jd ob-
servamos, € contrdactil e tem sinalizador de orbita finito. Observe que OS(T) =
{7}

Sobre contragcao e crescimento

. Sabemos que todo subgrupo fechado por estados e finitamente gerado de Pol(0)
€ contrdtil, contudo, € de esperar que o conjunto dos automorfismos con-
trateis seja estritamente maior que Pol(0). De fato, os automorfismos b =
(1,¢)0, ¢ = (1,b) estao em Pol(1) \ Pol(0). Ao mesmo tempo b e ¢ sao
contrdateis, para o grupo fechado por estados gerado por T,b,c tem nicleo
N = {e, 751, b5 ¢ (7710)E (7o) =, (b le) 1

Este exemplo mostra também que a hipdtese de finitude do sinalizador de orbita
no Teorema 3.3.6 e no Coroldrio 3.3.12 sao necessdarias, ji que b e ¢ sdao
contrdteis mas tem sinalizadores de orbita infinitos: Todos os elementos T°"b

para n > 0 sao distintos e estao nos conjuntos OS(b) e OS(c).

. Observamos no Capitulo 1 que o automorfismo b = (b,b)o tem crescimento

exponencial e € contrdtil. Mais que isso, ele tem sinalizador de orbita finito.

Observe que OS(b) = {e,b}.

. E natural perguntar se a classe dos automorfismos contrdteis contém Pol(m)
para algum m > 0. A responta € negativa e contra-exemplo é o automorfismo
b dado por b = (1,b). Q(b) = {e,7,b}, b estda em Pol(1) \ Pol(0), e OS(b) =
{r,b}. Contudo b nao é contratil, pois, caso fosse todos os elementos b =
(1™, 0") estariam no nicleo para n suficientemente grande. Contudo, os b"™ sao

todos distintos para n > 1, o que nos daria um nicleo infinito.

. Observamos no Capitulo 1 que o automorfismo a = (a,a?)o € funcional-
mente recursivo mas nao € de finitos estados. Portanto, o automorfismo
c = (a,a Yo € funcionalmente recursivo, de infinitos estados mas tem sinal-

izador de drbita finito. Observemos que OS(c) = {e, c}.
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3.4 Conjugacao de automorfismos de crescimento
limitado

Na secao anterior vimos alguns resultados para automorfismos de finitos estados
que tem sinalizador de orbita finito. Contudo, checar que um dado automorfismo
de finitos estados tem sinalizador de érbita finito, pode nao ser um problema facil.
Vamos mostrar que algumas importantes classes de automorfismos satisfazem esta

condicao.

Observagao 3.4.1 Todo automorfismo «, de ordem finita, tem sinalizador de orbita

finito.

Basta observar que o conjunto OS(«) é uma limita¢do para o niamero de todos os
estados de todas as poténcias de « 0 qual é finito. Em particular, se um automorfismo

de finitos estados tem sinalizador de é6rbita infinito, entao ele tem ordem infinita.

Proposicao 3.4.2 Todo automorfismo de crescimento limitado tem sinalizador de

orbita finito.

Demonstragao: Seja o automorfismo de crescimento limitado e escolha uma con-
stante C' tal que o nimero de estados e # af,, v € Y™, nao seja maior que C' para
todo n > 0. Entao, para todo v € Y* o estado a™|, onde m = |Orb,(v)|, é um

produto de nao mais que C' estados de a temos entdo que OS(«) é finito. [

Em particular, o procedimento da Conjuga¢ao decide se dois automorfismos de
crescimento limitado sao conjugados em A e o procedimento da Ordem encontra a

ordem de um automorfismo de crescimento limitado.

Acabamos de mostrar que

Corolario 3.4.3 1. O problema da ordem para automorfismos de crescimento

limitado € decidivel.
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2. Problema da conjugagao (simultdneo) para automorfismos de crescimento lim-

itado € decidivel em A.

Teorema 3.4.4 Dois automorfismos de crescimento limitado sao conjugados no

grupo A se, e somente se, sao conjugados no grupo Ay.

Demonstracao: Cada um destes dois automorfismos de Pol(0) sdo contrateis por
[BNO3] e tem sinalizadores de érbita finitos pela Proposi¢ao 3.4.2. Portanto, pode-

mos aplicar o Teorema 3.3.6. n

Coroléario 3.4.5 Seja o um automorfismo de crescimento limitado. Entdo o e a™*

sao conjugados em Aj.

Demonstragao: Basta observar que uma permutagao de Sym/(Y') e sua inversa sao
conjugadas em Sym(Y’), de onde temos que ¥(a,a!) é nao vazio, isto é, a e a™?

sao conjugados em A. Pelo Teorema 3.4.4 segue o resultado. [

Corolario 3.4.6 Sejam o um automorfismo de crescimento limitado, B um auto-
morfismo contrdatil, ambos conjugados em A. Entao « e B sao conjugados em Ay

se, e somente se, B tem sinalizador de orbita finito.

Demonstragao: Segue do resultado [BN03|, de que automorfismos de crescimento

limitado sao contrateis, e das Proposicoes 3.4.2 e 3.3.13. [

3.5 Conjugagao de automorfismos limitados por au-
tomorfismos finitarios

Recordemos que P, é grupo de automorfismos da subarvore finita 7;[ I c T4 truncada
fvel k ja, T conté értices d i igual a k
no nivel k, ou seja, 7, contém apenas vértices de comprimento menor ou igual a

e P, < Pol(—1) < Ay.

Comegamos mostrando que conjugacao em Pol (—1) é localmente controlada.
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Proposigao 3.5.1 Sejam o, € P, < Pol (—1). Se o ~4 (B entio, o ~p, [3.

Demonstragao: Como a ~4  entao 7, ~gym(y) T- Vamos proceder por indugao
sobre k. Se k =0, entao «, 5 € Py = Sym(Y'), ou seja, 1, = a e mg = 3, donde eles

sao conjugados em Pj.
Suponhamos k > 1 e escrevamos a = («|;) 7o, 8 = (5]i) 7p-

Seja v € A tal que a ~, (3 e escrevamos

v = (7]s) ™ (3.12)
Para cada ¢ = 0,...,d — 1, recordemos da equagao (3.5) que se m = |Orb,(i)|,
entao,
’7’2 - <a|i_(ia)m*1(a)’ : a'z_“}lodz_l) 'Y|7, (B’im’ﬁhﬁam' . ‘6|i(ﬂa>m71”7) )
ou seja,

im0t raym=1 ~n); Blims Blimams Bl raym—1x, (Z Blirv Blimms .. ~5|im<w5>m*1> :
(3.13)
Como a € P, entao cada fator de af;afima. . .af,myym-1 estd em P,_; e entao
alitima . . . ;rqym-1 € Pr_1. Analogamente concluimos que | f]imawy . . .3 (raym-1x,
P_1. Como eles sdo conjugados em A por 7|;, pela hipdtese de indugao existe

h|; € Py_1 que os conjuga.

A existéncia de um conjugador h € Py para o par («, 3), segue do fato de que

Ta ~Sym(Y) Tg-
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3.5.1 Decidindo conjugacao entre automorfismos nao finitarios
por automorfismos finitarios

Consideremos agora o problema de decidir se dois automorfismos de crescimento
limitado, nao ambos finitarios, sdo conjugados em Pol(—1). Uma abordagem, é

fazer uma restricao sobre a profundidade de um possivel conjugador finitéario.

Sejam a, b dois automorfismos de crescimento limitado e suponhamos que eles
sejam conjugados em Pol(—1). Escolhamos um conjugador finitario h para o par
(a,b) de menor profundidade possivel. Todo estado h|,, onde y € Y, é um conjugador
finitario para o par (a™|,, b™|,»), onde m = |Orb,(y)|, e tem profundidade menor que
a de h. Contudo, ¢é possivel que todo par (a™|,, b™|,»), paray € Y e m = |Orb,(y)],
seja conjugado por um automorfismo finitario de profundidade, digamos, menor ou
igual a d, enquanto (a,b) ndo sejam conjugados por um automorfismo finitario de
profundidade menor ou igual a d+1. Assim continuamos sem obter uma limitagao na
profundidade de h, mesmo tendo uma limitacao para a profundidade do conjugador
finitario de cada par (a™|,,0™|,»). O problema ¢ que precisamos encontrar um
conjugador finitario h|, para o par (a™|,,b™|,») de tal forma que todos os estados em
dependeéncia deste (isto ¢, com indices na mesma orbita), hly)e = (a’l,) ™" - hl, - 0|,
para ¢ = 0,...,m — 1 sejam finitarios. Para descrever tais dependéncias vamos

introduzir o que chamamos de configuracoes de orbitas.

Configuracoes de Orbitas

Fixemos um conjugador h tal que a ~j, b e para toda érbita O da acao de a sobre Y™,
seja v o menor elemento da érbita e seja m = |O|. A configuracao da orbita O, (com
relag@o ao conjugador h) é o conjunto C = {(a™|,, b"|), DPc}, onde (a™|,, b"|,n) €
chamado par principal de C e o conjunto D Fe se refere as dependéncias envolvendo

a orbita O e os estados de h:
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DP; = {(a'|,,b"|,»), parai=0,...,m— 1}. (3.14)

Definigao 3.5.2 Se (¢,d) € DF e h|y. = ¢ 'hlyd, entio dizemos que h|g), €

um estado associado ao par (¢, d).

Observe que o par (a, b) aparece como par principal da configuracdo C = {(a,b), DP; =
{(e,e)}} associada a orbita da palavra vazia ¢. De fato, 1 = |Orb,(¢)|, als = a e

bly =b. Como a°|s = e e b°|s = e temos que DPz = {(e,e)}.

Para um automorfismo de crescimento limitado a o nimero de conjuntos {a’|,, para 0 <
i < |Orby(v)|}, v € Y* distintos, ¢ finitos e este fato pode ser demonstrado usando
a ideia central da Proposigao 3.4.2). Portanto o ntimero de configuragdes para um

par de automorfismos de crescimento limitado é finito.

Em particular, nao precisamos nos referir a um conjugador h na definicao de

configuragao.
O problema da existéncia de um conjugador finitario

Definicao 3.5.3 Dizemos que um automorfismo finitdario v satisfaz a configuragao
C se 7y for um conjugador para o par principal de C e se todos os elementos ¢~ 1vd,

para (¢,d) € DPe, forem finitdrios.

Em particular, os automorfismos a, b sdo conjugados em Pol(—1) se, e somente
se, a configuracdo C = {(a,b), DP; = {(e, e)}} for satisfeita por algum automorfismo
finitario. Observe ainda, que se a,b sao conjugados por um automorfismo finitario
de profundidade k > 0, e nao existir automorfismo de profundidade menor que k
que conjugue a, b, entao se considerarmos todas as configuracoes do par a, b, existe
pelo menos uma que é satisfeita por um automorfismo de profundidade 0 (e esta

nao é C), pelo menos uma que é satisfeita por um automorfismo de profundidade 1
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(e esta ndo é C), etc. E porfim existe pelo menos uma (incluindo C) que ¢é satisfeita

por um automorfismo de profundidade k.

Vamos mostrar que é decidivel se uma determinada configuracao C pode ser

satisfeita por um automorfismo finitario.

Temos h tal que a ~j, b, e O, a orbita da acao de a sobre Y*, seja v o menor
elemento da orbita e seja r = |O,|. A configura¢io da orbita O (com relagdo ao

conjugador h) é o conjunto C = {(a™|,, b"|,), DPc}, onde
DP = {(a'|,,b"|,»), parai=0,...,m — 1}. (3.15)

Suponha que exista um automorfismo finitario h satisfazendo C e escolhemos h de
modo que a profundidade maxima dentre os ¢~'hd para (c,d) € DP¢ seja a menor

possivel. Chamamos este numero de profundidade da configuracao C.

Seja (a™],, b™|,») = (a, B) o par principal de C, e v um conjugador para («, ().
Considere a 6rbita O da acao de a sobre Y*, e seja y o menor elemento em O e
m = |0|. Entao (v],) *a™|,7|, = ™|, e as proximas formulas mostram como os

outros estados de ¢~'vd, onde (¢,d) € DFc, dependem do estado 7|,

(cld), = C|(;,;)c*1 )_17|(x)c*1 d|(a;)c*1w (3.16)

)

(
(
(

= (@'lyelyet) - (1Bl - dl et
(
(

7

« |yc|(y)ai) Ny - B |(y)7d|(y)hﬁi
(@' O)y) ™ Aly - (B

para (c,d) € DP;, onde x = (y)a‘cei=0,1,...,m — 1.

O conjunto associado C' = {(a™|,, 5™|yv), DFPe: }, onde

DPe = {((a'c)|y, (B'd)|,»), para (¢,d) € DPeei=0,...,m— 1}, (3.17)
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¢ uma configuragao para o par (a,b). Mais precisamente, se C é a configuracao
correspondente & oOrbita do vértice v, entao C’ é a configuracao correspondente &
orbita do vértice vy. De fato,

O‘m|y = (ar|v)m|y = (ava(v)aa(v)aﬂl(v)a“l)m|y =

= ((0wa@eawetEar—) - (@0t awe) - (@00eateeawer—)) [y =

= ((ava(v)aa(v)az tee (I(U)arfl) . (a(v)ara(v)ar+1a(v)ar+2 cee a(v)awfl) ce
. (a/(v)a(m—l)ra/(,v)a(m—l)r-‘rl a(v)a(m—l)r+2 s a(v)amrfl))|y =

= ((@0)2(@w)a) 4)a, (@0102) (1)aya), * A1) * (A@)ar G(w)ar+1A)ar+2 - A()a2r1) -

(v)a
<o+ (@] () am=1r @ () a(m=1r+1] () gm=1yr+2 * - - @ (p)amr-1) )|y =
= aloy - Al @wa@)al - Clwye-@alalwa a1 @alo-alwaal ygme—2 =
= aluy - alwy)a - Alwyaz - @l @ypamr—1 = @ oy
Analogamente mostramos que 37|, = b""|,n.y = b"|(4yn, POIs, |, = 7. Ou
seja, o estado h|,, satisfaz a configuracéo C’, e como ele tem profundidade menor que
a de h as configuracoes C' para toda orbita de ¢ sobre Y tem profundidade menor que
C. Analogamente se todas as configuragoes C’ tiverem profundidade menor ou igual
a um certo d, entao a configuracao C tera profundidade menor ou igual a d + 1. Ja
que o numero de configuragoes € finito, obtemos uma limitacao para a profundidade
de um possivel conjugador (conjugador este, satisfazendo C), o que torna o problema

decidivel.

Acabamos de mostrar o seguinte resultado.

Teorema 3.5.4 O problema da conjuga¢ao para automorfismos de crescimento lim-

itado € decidivel em Pol(—1), o grupo dos automorfismos finitdrios.

O procedimento de decisao em Pol(—1)

Pelo que acabamos de demonstrar, um procedimento possivel seria checar dentre

todos os automorfismos finitarios com uma certa limitagao sobre a profundidade,
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se existe algum conjugador. Contudo, o algoritmo pode ser executado da seguinte

forma:

e Encontramos primeiramente todas as configuragoes do par (a,b) da seguinte
maneira: Calculamos a configuracao C, associada a Oy, a orbita da palavra
vazia. Esta induz as configuracoes associadas as orbitas do primeiro nivel
pela formula (3.17). Estas configuragoes obtidas induzem as configuragoes
do nivel seguinte, etc. Encontramos todas quando nenhuma configuracao é

acrescentada fazendo este processo.

e Construa Dy o conjunto das configuragoes satisfeitas por um automorfismo de
profundidade 0, que sdo precisamente as configuragdes C = {(«, 5), DF¢} tais
que o« = B e ¢ = d para todo (¢,d) € DPc. Indutivamente construimos Dy,
o conjunto das configuracoes nao pertencentes a D;, para t < k, e que sao

satisfeitas por um automorfismo de profundidade k.
e O procedimento para quando:

— Concluimos que a configuragao C, associada a O, estda em um certo Dj.

Neste caso existe um automorfismo de profundidade k que conjuga o par
(a,b).

— Nao existe nenhuma configuragao para uma certa profundidade e a con-
figuracao C nao pertence a nenhum dos D; construidos. Isso significa
que as outras configuragoes nao podem ser satisfeitas por automorfismos

finitarios. Em particular, nao existe conjugador finitario para o par (a, b).

3.5.2 O problema da conjugacao no grupo dos autématos lim-
itados

Nesta subsegao, provaremos que o problema da conjugagao no grupo dos automor-

fismos de crescimento limitado é decidivel. Mais precisamente, vamos exibir um
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algoritmo que dados dois automorfismos de crescimento limitado, decide se existe
algum automorfismo de crescimento limitado que os conjuga. Vamos abordar este

problema de duas maneiras diferentes.

Resolvendo conjugacao através da estrutura ciclica dos autéomatos limi-
tados

Sejam a e b dois automorfismos de crescimento limitado conjugados em Pol(0)\ Pol(—1).
Para h um certo automorfismo de crescimento limitado podemos considerar todas
as palavras u € Y* tais que e # hl, seja um circuito, mas que h|, nao seja circuito,
para todo v prefixo de u. Denotemos por [(h), a soma de todos os comprimentos de
tais palavras u e chamemos de comprimento do autémato h. Seja h um conjugador
de crescimento limitado para o par (a,b) com menor [(h) possivel. Se h nao for um
circuito, entao todos os estados h|, para |u| > 1 é um conjugador para algum par
(¢,d), onde ¢ € OS(a) e d € OS(b), diferente de (a,b). Caso contrario — ou seja,
se para algum |u| > 1, a ~p|, b — hl|, seria um conjugador para o par (a,b) com
I(h]) < I(h), o que ndo pode ocorrer. Como os conjuntos OS(a) e OS(b) sdo finitos,

obtemos uma limita¢ao para o nimero [(h).

Portanto, podemos supor que existe um conjugador de crescimento limitado A
que seja um circuito, e escolhemos h com o menor circuito possivel, ou seja, este é
um com hl, = h, onde |u| > 1 é o menor possivel dentre todos tais conjugadores.
Consideremos tal palavra u de comprimento minimal que é lida ao longo do circuito.

Consideremos dois casos.

Se u* = u entdo O, = {u} e o mesmo ocorre com todas as orbitas dos prefixos
de u. Entao, os estados de h que aparecem ao longo do circuito (do autémato de
h), ndo tem dependéncias com outros estados, e temos entao liberdade pra fazer
mudancas nesses estados sem ter que mudar os outros estados do mesmo nivel.
Agora suponhamos que uma mesma equagao se repita em diferentes estagios ao

longo do circuito. Mais precisamente, suponhamos que existam dois estados hls,
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e h|,, ao longo do circuito, isto é, v; é um prefixo de vy e |v1| < |vg|, 0s quais
sao conjugadores associados & mesma equacio: (aluy, bl ), ) = (@luys bl(u)nl, )-
Definamos o automorfismo g pelas regras gl,, = hlv,, gls = bl parav € YUl v £ v,
Assim, g age sobre Y"1l igual h age (ou seja, as aces sdo iguais em Y/"l'). Entdo
g € tal que a ~, b, este € um circuito, tem crescimento limitado e o circuito de
seu automato tem comprimento menor que o de h; uma contradi¢ao. Portanto, os
estados de h ao longo do circuito resolvem distintos problemas da conjugacao. Desta
forma, encontramos uma limitagao sobre o comprimento de um circuito, o que torna

o problema decidivel.

Se u® = v # u entao v pertence a O, donde h|, e h|, estdo em dependéncia um
com outro. Mais precisamente, hl, = (al,) ' h|,b|,» € um conjugador finitério para o
par (a™|,,b™|,n), pois h &€ um circuito (assim como hl, ), e portanto os estados de h no
|u|-ésimo nivel sdo finitarios. Analogamente, se hl, ¢ finitario, entao al,hl,(bl,»)~* ¢
um conjugador de crescimento limitado para (a,b). Ja que o problema da conjugacao

¢ decidivel em Pol(—1), podemos decidir conjugacao em Pol(0). Mostramos que:

Teorema 3.5.5 O problema da conjugacao no grupo gerado pelos autématos limi-

tados € decidivel.

3.5.3 Procedimento para decidir conjugagao em Pol(0)

Um procedimento possivel seria checar dentre todos os automorfismos finitarios com
uma certa limitagao, se existe algum conjugador. Contudo, o algoritmo pode ser

executado da seguinte forma:

e Calculemos primeiramente todas as configuragoes associadas ao par (a,b).

e Verifiquemos quais configuragoes podem ser satisfeitas por um automorfismo

finitario.



74

e Dentre as configuragoes restantes, podemos identificar os pares de OS(a) x
OS(b) que sao conjugados por um automorfismo de crescimento limitado us-
ando o primeiro caso acima, e entao usando o primeiro caso. Alguns destes

possivelmente irdo recair em outros problemas (distintos).

e Tratamos tais problemas novos.

Tal processo termina pelas consideragoes iniciais.

3.5.4 Resolvendo conjugacao para automatos limitados através
do calculo dos estados ativos

Todo conjugador para o par (a,b) pode ser construido a cada nivel, conforme de-
scrito na Segao 3.1.1, através da escolha de uma permutagao conjugadora associada
a cada orbita da acao de a. O nimero de 6rbitas pode crescer a medida em que de-
scemos nos niveis, e consequentemente o numero de escolhas aumenta. No entanto,
o numero de configuracoes de orbitas € finito, o que indica que possivelmente mais
de uma oOrbita esté associada a uma mesma configuracao. Mais precisamente, se a e
b sao conjugados em Pol(0), entdo existe um conjugador de crescimento limitado tal
que, para todas as 6rbitas de um mesmo nivel correspondendo a uma mesma config-
uracao, os estados correspondentes de h sao iguais. Tal fato é uma consequéncia do
método anterior. De fato, se O,,,0,,, -, O,, sao orbitas distintas de um mesmo
nivel, todas com uma mesma configuracao de 6rbita C, entao, conforme observado
anteriormente temos liberdade na escolha dos hl,,,i = 1,-- -,k (pelo fato de serem

de orbitas distintas e portanto, um nao depender do outro). Como todos eles sdo

solugdo de um mesmo par de equagao ( hl,, é solugao de (a™i|,,,b™|,.»), onde, para

todo i, (a™

vis 0" |vin) = (a, B), o par principal de C), donde podemos escolher os
hl,, todos iguais. Como h|w,).i = ¢ 'h|,d, segue da configuracao de orbita ser a
mesma que os outros estados correspondentes de h também sao iguais. Portanto, é

suficiente escolher permutagoes conjugadoras apenas para as configuragoes. (Mais
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precisamente, apenas para o par principal de cada configura¢do.) A seguir, vamos
mostrar como contar o niimero de estados ativos do conjugador h, dependendo de
nossa escolha das permutacoes conjugadoras. A importancia disso estd no fato de
que h é de crescimento limitado se existe uma constante que limita o nimero de

estados ativos de cada nivel.

Suponha que o conjugador h foi construido até o (n—1)-ésimo nivel. Isso significa
que a acao de h estd definida em Y™ ! mas nao esta definida em Y™, ou analoga-
mente, se v € Y entdo a agao de hl, sobre Y nao esta definida. Considere entao
a orbita O, da agao de a sobre Y (onde v é o menor elemento da orbita) e seja
C = {(a, B); DFP:} a configuracao de O,. Recorde que o conjunto D P consiste dos
pares (¢, d) que aparecem na formula h|,), = ¢ 'hlyd, onde aqui ¢ = a’|, e d = 0|,
para i = 0,...,]O,| — 1; contudo pode acontecer que dois dos indices i distintos
podem estar associados ao mesmo par (¢,d). Tendo em maos apenas o conjunto
DPe, sabemos que existe um estado associado a (c¢,d), mas o numero de estados
associados ao mesmo (¢, d) é perdido. Para preservar esta informagao introduzimos
o vetor coluna ue de dimenséao | D FPe|, cujas entradas sao inteiros nao negativos e tal
que a (c,d)-ésima coordenada uc(c,d), para (¢,d) € DPFe, é igual ao namero de i’s

tais que ¢ = a'|, e d = b¥|,n.

Para definir a a¢ao de h sobre Y, escolha uma permutagao © € CII(«, 3) e defina
y"» = y™ para y € Y. Entdo checamos quais estados de h nos vértices da érbita O,,
sa0 ativos ou nao: o estado h|)qi do “tipo”(c,d) (isto ¢, h|y. = ¢ th|,d) é ativo
se a permutagao w17y € nao trivial (ou seja, se Thl(yyei = Tethlyd = Te1Th|, Td =
T-1mmg for ndo trivial). Entao guardamos esta informagdo no vetor coluna 6 . de
dimens@o |DF¢| e tal que a (¢, d)-ésima coordenada 8¢ (c,d) = 1 se w1y # 1
e Ocr(c,d) = 0 caso contrario. Assim, quando escolhemos a permutagdo 7 temos

que o namero de estados ativos de h (sobre os vértices da orbita O,) ¢ igual a
ec’ﬂ- U = Z (9@77,(0, d)uc(c, d)

Seja A o conjunto de todas as configuragoes para o par (a,b). SejaIl = [].., Cll¢,
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onde Clle = Cll(«, ) e (o, ) é o par principal de C. Podemos pensar em II
como um conjunto de escolhas, tal que quando tomamos 7 € II foi escolhida uma
permutagao conjugadora para cada configuracao. Os conjuntos A e II sao fini-
tos. Para m = (m¢)cea defina 0, = (Ocr.)cen. Quando escolhemos 7 € II toda
configuracdo C € A induz certas configuragoes C’ sobre o nivel seguinte através
da Equacao (3.17), e cada par (¢,d) € DP; induz certos pares (¢/,d’) através da
Equacdo (3.16). Guardamos esta informagao na matriz quadrada com coeficientes
inteiros nao negativos A, de dimensao ) .., |DFc|, onde a entrada A, correspon-
dente aos pares (c,d), (¢/,d') e as configuragdes C,C" é igual ao nimero de todos
os pares (¢/,d') induzidos pelo par (c,d). Entao, se temos o vetor coluna u = (uc),
onde uc(c,d) é o namero de estados associados ao par (c,d) que temos em certo
nivel, e escolhemos 7 € I, entao o namero de estados associados a cada par de cada

configuragao do nivel seguinte ¢ dada pelo vetor A u. Chame M = {A, : 7 € II}.

Agora, considere todas orbitas de a sobre Y, considere as configuragoes de tais
orbitas e defina o vetor coluna u = (uc¢)cen, onde uc(c, d) para (¢,d) € DFPe é igual
ao numero de todos os estados “tipo” (¢, d) sobre todas as orbitas com configuragao
C. Para definir a agdo de h sobre o (n + 1)-ésimo nivel, escolha m = (m¢)cen € 11
e para toda orbita com configuragao C definimos a a¢ao de h ao longo desta orbita
usando a permutagao me conforme descrito acima (escolhemos uma permutagao para
cada configuragao mesmo se nem todas as configuragoes aparecem no n-ésimo nivel).
Desta forma, o conjugador h estéa definido até o n-ésimo nivel, e o niimero de estados
ativos de h no n-ésimo nivel é 6, - u. O vetor v = (v¢)cen, onde ve(c, d) é igual ao
ntmero de estados do “tipo”(c, d) sobre as 6rbitas de a sobre Y com configuragao

C, éigual a v = A u.

O processo comega no 0-ésimo nivel, isto é, da raiz, onde temos o vetor ug = (uc)
(associado as configuragoes do 0-ésimo nivel) tal que uc(e, ) = 1 para a configuragao
C = {(a,b); DP; = {(e,e)}}, que corresponde ao par (a,b), e uc/(c,d) = 0 para

todos os outros pares e configuracoes. Entao fazemos escolhas mg, mq,..., 7, ...
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do conjunto II e construimos o conjugador h. Segue da discussao acima que as

atividades dos estados de h podem ser calculadas pelas seguintes regras:
On(h) = 0., u, e U1 = Ax, Uy (3.18)

para todo n > 0. Se existe uma escolha tal que a sequéncia 6,,(h) ¢ limitada, entao
existira (possivelmente) uma escolha perodica e portanto o conjugador h associado

a essa escolha sera de finitos estados e de crescimento limitado.

Se a sequéncia 6, (h) nao é limitada, qualquer que seja a escolha, entdo nao existe

conjugador h de crescimento limitado tal que a ~y, b.

Portanto, os automorfismos a e b sdo conjugados no grupo Pol(0) se, e somente
se, existe uma sequéncia A, € M tal que a sequéncia correspondente 04 u, seja

limitada.

Com este método, ndo precisamos (possivelmente) resolver problemas da con-
jugagdo em Pol(—1), tal como no método anterior, contudo, o problema se reduz
para certos problemas envolvendo matrizes, os quais também podem ser resolvidos,
enquanto o anterior é direto. Ambas abordagens foram feitas nos Exemplos 3.6.3 e

3.6.4 da Secao 3.6.

Observemos que ambas as abordagens resolvem também o problema da conju-

gacao simultaneo. Basta fazer uma observagao andloga & feita na Secao 3.3.2.

Teorema 3.5.6 O problema da conjugagao (simultineo) no grupo dos autématos

limitados € dicidivel.

Os procedimentos anteriores nao apenas decidem se dois automorfismos de Pol(0)
sao conjugados ou nao em Pol(0), mas em caso afirmativo exibe um conjugador neste
grupo.

Da mesma forma, pode-se resolver o problema da conjugacao para automorfismos

de crescimento limitado em cada grupo Pol(m). No entanto, temos uma afirmagcao

mais forte.
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Proposicao 3.5.7 Dois automorfismos de crescimento limitado sao conjugados no

grupo Pol(c0) se, e somente se, eles sao conjugados no grupo Pol(0).

Demonstragao: Sejam a e b dois automorfismos conjugados em Pol(m) param > 1.
Vamos proceder tal como no primeiro método. Novamente o problema se reduz ao
caso em que o conjugador h € Pol(m) é um circuito. Seja u a palavra nao trivial
de menor comprimento que é lida ao longo do circuito, ou seja, h|, = h. Considere

os mesmos dois casos considerados acima:

Se u* = v # u entdo o estado h|, deve estar em Pol(m — 1). Mas entao,
h = hl, = al,h|,(b],n) " € Pol(m—1). Portanto, a e b sao conjugados em Pol(m—1).
Utilizamos o mesmo argumento para o caso em que w® # w para alguma palavra w

da forma uuw. .. u.

Suponha w® = w para toda palavra w da forma vu...u. Entao h™ta|,h = b|yn.
Se al, = 1 (e portanto b|,» = 1) entdo defina o automorfismo g pelas regras g|, = 1,
gls = hl, para todo v € Y| v £ w, e a acdo de g on YI*! & igual a de h. Entdo g

estd em Pol(m — 1) e é um conjugador para (a, b).

Se al, # 1 para toda palavra w = uu...u, entdo algum estado al,, ¢ um au-
tomorfismo circuito e (al,)|, = al, para alguma palavra v da forma uw...u. Sem
perda de generalidade podemos supor que al, = a e b|,» = b. Entéo os estados al,
e b|,n sdo finitarios para todo v € Y v # u. Considere todas as érbitas O da
acio de a sobre Y1\ u, seja v € O o menor elemento de @ e m = |O|. Entdo os
automorfismos finitarios a™|, e b™|,» sdo conjugados em A, e portanto sdo conju-
gados em Pol(—1). Defina o automorfismo ¢ pelas regras: a acdo de g sobre Y1
é igual a de h, gl, = ¢, gl, € um conjugador finitario para o par (a™|,, ™), e
9lwyai = (a'l) " glob|,» (também é finitario) para todo i =1,...,m— 1 e para toda

orbita O. Entao g é um conjugador de crescimento limitado para o par (a,b).

Indutivamente concluimos que a e b sdo conjugados em Pol(0). [
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3.6 Exemplos

Exemplo 3.6.1 (Grafo conjugador e conjugadores basicos) 1. Considere o
problema da conjugagao para o par (e, e), onde e € o automorfismo identidade
da drvore bindria. Aqui, OS(e) = {e} e Cll(e,e) = Sym(Y') = {e,0}. Euxis-
tem dois subgrafos definidores do grafo W(e, e), e os conjugadores basicos corre-

spondentes a cada um desses subgrafos sao hy = (hy,h1) = e € hy = (ha, hy)o.

2. Considere o problema da conjugac¢ao para a mdquina de adi¢ao bindria T =
(e,7)o e seu inverso 771 = (771, e)o. Observe que OS(1) = {7}, OS(t7!) =
{71}, e ClU(r,77') = {e,0}. Emiste uma orbita da ac¢io de T sobre {0,1},

?|

2o =7 e 7% ox = 7! para todo ™ € {e,0}. O grafo conjugador ¥(r,77 1) ¢

mostrado na Figura abaizo. Existem dois subgrafos definidores do grafo ¥ (r,771),

e 0s conjugadores bdsicos correspondentes a cada um desses subgrafos sao

hi = (hl, thil) e hy = (hg, hg)O’.

0 0 0
)7 O
(7-7 T_l7 6) (7—7 T_l

\_6 e

70)

3. Considere o problema da conjuga¢ao para a mdquina de adi¢do bindria T =
(e,7)o e o automorfismo p = (e,u V)o. Aqui OS(t) = {7}, OS(n) =
{u, ™'}, e CII(7, u) = CU(r,u™ 1) = {e,0}. Emiste uma Jrbita da agio de T

1

sobre {0,1}, 720 = 7, p?or = p~, e u=2|ox = p para todo ™ € {e,0}. O grafo

conjugador (7, u) € mostrado na Figura abaizo.

(7, 1, €)

P

(ron™ ) , (T
N

(7, 11, 0)

_17 O_)
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Ezistem quatro subgrafos definidores do grafo V(r, ), cada um deles consiste
dos dois vértices (1, p,m) e (T, u~t, m) junto com as arestas induzidas para
m,m € {€,0}. Os conjugadores bdsicos correspondentes a cada um dos grafos

definidores sao hy, ho, hs, hy, 0s quais sao definidos da sequinte maneira

hi = (91, 91) ha = (92, 92) hs = (93,793)0  hyg = (g4, Tgs)0 (3.19)
g1 = (hi,hap)  go = (ho,ho)o g3 = (hs, hap)  gs = (ha, hy)o,

onde g1, ga, g3, g4 8Go 0s conjugadores basicos do par (T,u~1).

O proximo exemplo mostra que a condi¢ao de finitude sobre os sinalizadores de
6rbita nao pode ser omitida no Teorema 3.3.6, e que o Teorema 3.4.4 nao vale para

automorfismos de crescimento polinomial de grau maior ou igual a 1.

Exemplo 3.6.2 Considere os automorfismos b = (1,¢)o, ¢ = (1,b) definidos no
Ezemplo 3.8.14. Indutivamente podemos provar que o estado b*"|pn € ativo para
todo n, e portanto o automorfismo b age transitivamente sobre Y™ para todo n.
Portanto b € conjugado a a no grupo A. a e b sao ambos contrdteis, contudo, b tem
sinalizadore de orbita infinito e portanto, este nao € conjugado a a no grupo Ay,

pela Proposicao 3.3.183.

Finalmente, vamos ilustrar como resolver o problema da conjugacao no grupo

dos autématos de crescimento limitado utilizando os dois ultimos métodos.

Exemplo 3.6.3 Considere o problema da conjugac¢do para a mdquina de adi¢ao

bindria T = (e, 7)o e seu inverso 7~ = (771, e)o no grupo dos autématos limitados.

A configuragao associada a orbita da palavra vazia ¢ € dada por Cy = {(t,771), DP, =
{(e;e)}}.
Cy, por sua vez, induz certas configuracoes de orbitas do primeiro nivel:

Tomamos o par principal de Cy, (1,77) e olhamos para a agdo de T sobre Y.

Orb,(0) ={0,1}, [Orb,(0)| =2 e CU(r, 77 ') = {e,0}.
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e FEscolhendo a permutagao conjugadora €, Cy induz Cs.

De fato, o par principal da configura¢ao da orbita Orb.(0) (com permutagao
conjugadora €)é (T%]o, 77 2|o:) = (1,771). O congunto DP desta configuragdo

nduzida €

{((7%¢)lo, (T’lid)|oe), para (c,d) € DP, ei=0,1} = {(e,e), (e, 7 1)}
(3.20)

Portanto, Cy € a configuracao induzida por Cy quando escolhemos a permutagao

E.

Observe que o par (c¢,d) = (e,e) € DPe, induz o par (e,e)c, (isto é, induz
o par (e, e) da configura¢ao Cy) com multiplicidade 1 (quando i = 0). O par
(c,d) = (e,e) € DPe, induz também o par (e,7 )¢, com multiplicidade 1

(quando i = 1).

e Fscolhendo a permutacao conjugadora o, Ci induz Cy.

O par principal da configuragao da orbita Orb.(0) (com permutagao conju-
gadora o) € (720, 7 2|oc) = (1,771). O conjunto DP desta configuracio in-

duzida é
{((r'e)lo, (v " d)lor), para (e.d) € DPe, ¢ i= 0,1} = {(e,¢)}.

Portanto, Cy € a configuracao induzida por C1 quando escolhemos a permuta¢ao

g.

Observe que o par (c,d) = (e,e) € DPe, induz o par (e, e)e, com multiplicidade

2 (quando i =0,1).

Cy, por sua vez, induz certas configuracoes associadas as orbitas nivel

seguinte (sequndo):

Tomamos o par principal de Cy, (7,771) e olhamos para a agdo de T sobre Y.

Orb,(0) ={0,1}, |Orb,(0)| =2 e CII(7, 7 1) = {¢,0}.
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e FEscolhendo a permutagao conjugadora €, Co induz Cs.

O par principal da configuragao da orbita Orb.(0) (com permutagao conju-

gadora €)é (7%]g, 772|o:) = (7, 771).
O conjunto DP desta configuragao é

o), para (c,d) € DPg, ei=0,1} = {(e,e), (e, 771}
(3.21)

{(Fe)]o, (r7Vd)

Portanto, Cy € a configuracao induzida por Cy quando escolhemos a permutag¢ao
€.

Observe que o par (c,d) = (e,e) € DPpg, induz o par (e,e) com multiplicidade
1 (quando i = 0) e o par (e,7%) com multiplicidade 1 (quando i = 1). O
par (¢,d) = (e,771) € DPe, induz o par (e, 7~') com multiplicidade 2 (quando
i=0,1).

e FEscolhendo a permutagao conjugadora o, Cy induz Cs.
O par principal da configuragao da orbita Orb.(0) (com permutagao conju-
gadora o) € (7%]o, 7" %|os) = (7,77 1). O congunto DP desta configuragio é
{((7e)|o, (T7"'d)|o~), para (c,d) € DPe, ei=0,1} = {(e,e), (e, 7 )}
Portanto, Cy € a configurac¢ao induzida por Cy quando escolhemos a permutacao
0.

Observe que o par (c,d) = (e,e) € DPe, induz o par (e, e)¢c, com multiplicidade
2 (quando i = 0,1). O par (¢,d) = (e,7 ') € DPp, induz o par (e, e)c, com
multiplicidade 1 (quandoi = 0) e o par (e, 771, com multiplicidade 1 (quando

i=1)

Portanto, existem apenas duas configuragoes para o par (7,7 1):

Ci={(r,7 ), DP. ={(e,e)}}, Co={(r,771),DP, = {(e,e),(e,71)}}. (3.22)
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Utilizando o primeiro método Como nenhuma das duas configuragoes € sat-

1

isfeta pelo automorfismo trivial, concluimos que T e T~" nao sao conjugados no grupo

Pol(—1).( Ver método na Segao 3.5).

Nenhum automorfismo pode ser construido pelo sequndo caso do primeiro método,
conforme vimos na subsegio 3.5.3, porque ndo eziste nenhum par em OS(T) X
OS(t7Y) que seja conjugado em Pol(—1). Recorde que OS(1) = {7} e OS(t7!) =

{771}. O primeiro caso do primeiro método nao pode ser aplicado porque T nao pos-

1

sui nenhum vértice fixo. Portanto, T e T=' ndo sao conjugados no grupo Pol(oo).

Utilizando o segundo método

Conforme vimos na Subsegcdo 3.5.3, analizando cada configuragao induzida de
outra e 0s pares induzidos de outros pares, obtemos o sequinte conjunto de matrizes

A, e vetores 0, onde m = (nCy,wCy) € 11:

-

Onde a matriz A é

TCysTCs)

(67 6)01 (67 e)cz (
(e;e)er | (Ar)yy | (Ar)py (Afr)13
(67 6)(12 (AW)21 (AW)QQ (A

(e, T_l)Cz (AW)31 (Aw)32 (A,r)33

Onde se (c,d)c, estiver na j-ésima coluna e se (¢, d')c

., estiver na i-ésima linha

entdo isso significa que a através da permutagdao me, o par (¢, d)c, induz o par (¢',d')e,

com multiplicidade (a entrada) (Ar),;.

Mazis precisamente,

Ay = Aoy = , (3.23)

A(Uvg) ) A(U,a) = (324)

O ON H= —= O
— = O == O
N OO oo o
OO N P RO
OO O N O
_ =0 == O

Lembrando que

0(”01 mey) T (fc, ey QCWTCQ)
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onde

Oc, e, tem dimensao |DFe,[ =1 e Oc, x,, tem dimensdo |[DFe,| = 2. Vale ainda
que

Oc, c = (0) pois me-1em, = €;

Oc, o = (1) pois me-10Me = 0;

Oc, e = (0,1) pois Te-16T, =€ € Me-16T,—1 = 0

0c,.0 = (1,0) pois Te-10M. = 0 € Me-10T—1 = E.

Portanto

9(5,5) = (07 (07 1))7 9(5,0) = (Oa (17 O))> 9(0,5) = (L (O’ 1))7 9(0,0) = (17 (17 O))
O wetor inicial € ug = (1,0,0)t e no n-ésimo passo obtemos u,y1 = Ax u, €
0, = 0, u, quando escolhemos T, € Il.

Para qualquer escolha de {m,},>0 C Il a sequéncia 6, tem crescimento expo-

1

nencial e portanto, T e T~ nao sao conjugados no grupo Pol(co) dos autématos de

crescimento polinomaial.

Exemplo 3.6.4 Considere o problema da conjugacao para os automorfismos de
crescimento limitado b = (0,b) e ¢ = (¢,0). Note que os pares (o,c) e (b,o) nao
s@o conjugados em A. Portanto, ndao existe conjugador inativo para (b, c), ou seja,
apenas o pode aparecer como ac¢ao de um possivel conjugador sobre Y .

Entao, tomamos CIl(b,c) = {o}. Observe que OS(b) = {e,o,b} e OS(c) =
{e,o,c}, Cll(0,0) = {e,0}.

A configuragao associada a orbita da palavra vazia ¢ é dada por Cy = {(b,c), DP;
{(e;e)}}

Ci1, por sua vez, induz certas configuracoes associadas as orbitas do

primeiro nivel:
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Tomamos o par principal de Cy, (b,c) e olhamos para a ag¢ao de b sobre Y.

Orby(0) = {0} e Orby(1) = {1}, donde |Orb.(0)] = 1 = |Orb,(1)|.

e FEscolhendo a permutacao conjugadora o e a orbita Orby,(0) = {0} temos que

Ci induz C,.

De fato, o par principal da configuragao da drbita Orby(0) (com permutagao
conjugadora o) € (b*o,ctos) = (0,0). O conjunto DP desta configuragdo

induzida €

{((t°c)o, ("d)|or), para (c,d) € DPe, ei=0}={(e,e)}.

Portanto, Co = {(0,0),DPy = {(e,e)}} € a configuracio induzida por C

quando escolhemos a permutagao o e consideramos Orby(0) .
Observe que o par (¢,d) = (e,e) € DP¢, induz o par (e, e)c, (isto €, induz o
par (e,e) da configuragcio Cy) com multiplicidade 1 (quando i = 0).

e [scolhendo a permutacao conjugadora o e a dorbita Orby(1) = {1} temos que
C, induz Cy.

De fato, o par principal da configuragao da orbita Orby(1) (com permutagao
conjugadora o) € (b'|1,c'|1c) = (b,¢). O conjunto DP desta configuragdo

nduzida €

{((v'e)|1, (d'd)|10), para (c,d) € DPe, ei=0} = {(e,e)}. (3.25)

Portanto, C; € a configurac¢ao induzida por C1 quando escolhemos a permutacao

o e consideramos Orby(1) .

Observe que o par (c,d) = (e,e) € DP¢, induz o par (e,e)e, (isto €, induz o

par (e,e) da configurag¢ao Cy) com multiplicidade 1 (quando i = 0).

Cy wnduz certas configuragcoes associadas as orbitas do segundo nivel:
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Tomamos o par principal de Cy, (0,0) e olhamos para a agdo de o sobre Y.

Orb,(0) = {0,1} donde |Orb,(0)] = 1.

e FEscolhendo a permutagdao conjugadora € e a orbita Orb,(0) = {0, 1} temos que

Cy induz Cs.

De fato, o par principal da configura¢io da drbita Orb,(0) (com permutagao
conjugadora €) € (02|, 0%|o:) = (e,e). O conjunto DP desta configuragdo

induzida €

{((o"0)lo, (0"d)

0s), para (¢,d) € DPe, ei=0,1} = {(e,e)}. (3.26)

Portanto, C3 = {(e,e),DP; = {(e,e)}} é a configuracao induzida por Cs

quando escolhemos a permutacao €.
Observe que o par (c,d) = (e,e) € DPe, induz o par (e,e)e, (isto €, induz o
par (e,e) da configuragcio Cs) com multiplicidade 2 (quando i = 0,1).

e [scolhendo a permutacao conjugadora o e a orbita Orb,(0) = {0,1} temos
que Cy induz Cs.

De fato, o par principal da configura¢io da orbita Orb,(0) (com permutagao

congugadora o )é (%o, 0%or) = (e,e). O conjunto DP desta configuragdo
induzida é
{((6"0)|o, (0'd)|o+), para (c,d) € DPe, ei=0,1} = {(e,e)}. (3.27)

Portanto, C3 = {(e,e),DPy; = {(e,e)}} € a configuracio induzida por Cs

quando escolhemos a permutacao o.

Observe que o par (c,d) = (e,e) € DPc, induz o par (e,e)e, (isto €, induz o

par (e, e) da configuragao Cs) com multiplicidade 2 (quando i = 0,1).

Cs tnduz certas configuracoes assoctadas as orbitas do terceiro nivel:
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Tomamos o par principal de Cs, (e,e) e olhamos para a a¢io de e sobre Y.

Orb.(0) = {0} e Orb.(1) = {1}, donde |Orb.(0)| = 1 = |Orb.(1)].

e Escolhendo a permutagao conjugadora € e a drbita Orb.(0) = {0} temos que

Cs induz Cs.

De fato, o par principal da configuracao da orbita Orb.(0) (com permutagao
conjugadora €)é (et|o, e'|o:) = (e,e). O conjunto DP desta configuragdo in-

duzida €

{((e0)|o, (€'d)|o:), para (c,d) € DPe, ei=0} = {(e,e)}.

Portanto, C3 = {(e,e),DPy, = {(e,e)}} € a configuracao induzida por Cs
quando escolhemos a permutacdo € e consideramos Orb.(0) .
Observe que o par (¢,d) = (e,e) € DPe, induz o par (e,e)e, (isto €, induz o

par (e,e) da configuracio Cs) com multiplicidade 1 (quando i =0).
e [scolhendo a permutacio conjugadora o e a orbita Orb.(1) = {1} temos que
Cs induz Cs.

De fato, o par principal da configuracao da orbita Orb.(1) (com permuta¢ao
conjugadora o )é (et|1,e'|io) = (e,e). O conjunto DP desta configuragdao in-

duzida €

{((e'0)|1, (€'d)|1+), para (c,d) € DPe, ei=0} = {(e,e)}. (3.28)

Portanto, C3 € a configurac¢ao induzida por C3 quando escolhemos a permutacao
o e consideramos Orb.(1) .
Observe que o par (c,d) = (e,e) € DP¢, induz o par (e,e)c, (isto €, induz o

par (e,e) da configuragao Cs) com multiplicidade 1 (quando i = 0).
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Cy={(b,c),DP, = {(e,e)}}, Co={(0,0),DP, = {(e,e)}}, (3.29)
Cs ={(e,e), DPs = {(e,e)}}. (3.30)

Utilizando o primeiro método

As configuracoes Co e C3 sao satisfeitas pelo automorfismo trivial, enquanto C;
nao € satisfeita por nenhum automorfismo finitdario. (Para ver isso, basta erecu-
tar o procedimento descrito na subse¢io 3.5.3) Portanto, b e ¢ nao sio conjugados
em Pol(—1). No primeiro caso do primeiro método, estamos procurando por um

conjugador ativo e

Conforme observado acima, quando escolhendo a permutacao conjugadora o e a
orbita Orb.(0) = {0} temos que Cy induz Cy (ou seja, hg € um conjugador que satisfaz
Ca, podendo ser escolhido como e). Quando escolhendo a permuta¢ao conjugadora
o e a orbita Orb.(1) = {1} temos que Cy induz Cy (ou seja, hy € um conjugador
que satisfaz Cy, e como o tomamos com [(h) minimal, este € tal que hy = h). Desta
forma obtemos um conjugador h tal que h = (e, h)o, e portanto b e ¢ sao conjugados

no grupo Pol(0).
Utilizando o seqgundo método

Para o sequndo método, tomamos o conjunto Il = {(o,¢,¢), (0,0,¢), (0,¢,0), (0,0,0)},
ja que CIL(b,c) = {o}.

-

Onde a matriz A(xe, e, mc,) €

(6’ 6)01 (6, 6)(,’2 (6, €>C3
(67 6)01 (Aﬂ)ll (Aw)m (AW
(67 6)(32 (AW)21 (AF)QQ (A
(e;€)cs | (Ar)zr | (An)sa | (Ar)ss

Onde se (¢, d)c, estiver na j-ésima coluna e se (¢',d')c, estiver na i-ésima linha

)1
)

entdo isso significa que a através da permutacdo me, e de uma drbita (da agao do
primeiro membro do par principal de Cy, sobre 'Y ), o par (¢,d)c, induz o par (¢',d')e,

com certa multiplicidade. A entrada (Aw>¢j € a soma das multiplicidades, dependendo
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da orbita considerada.

Agora observe que as matrizes A, sao iguais para todo w € II.

1
A= 1 (3.31)
0

N O O
N O O

Uma observacao importante é que escolhendo a permutacao conjugadora o temos
que Cy induz Cy e Cq, dependendo da orbita considerada (orbita do 0 ou orbita do 1

pela agao de b).

No primeiro caso (e, €)e, induz (e, €)e, com multiplicidade 1. E no sequndo caso

(e,€)c, induz (e,€e)c, com multiplicidade 1.

Da mesma forma, para independente da permutacao conjugadora escolhida, temos
que Cy induz Cy considerando a orbita do 0, e induz novamente Cy, considerando a

orbita do 1.

No primeiro caso (e, €)e, induz (e, €)e, com multiplicidade 1. E no sequndo caso
(e,€)e, induz (e, e)e, com multiplicidade 1. Entao, conforme observado, a entrada

(Ar)s3 = 2 pois € a soma destas multiplidades.

Os outros casos sao andlogos, com a diferenca que temos apenas uma orbita pela

agao sobre Y do primeiro membro do par principal (da configuragao).
Calculemos os vetores 0 :

Lembrando que 6 = (0c, nc,+0cs,mc, s Ocsme,) onde Oc, n. tem dimensao

TCysTCysTCy )

|DPe,| = 1, concluimos que
Oc, o = (1) pois me-10m, = 0;
Oc, e = (0) pois me-1em, = €;
Oc, o = (1) pois me-10m, = 0;
Oc, - = (0) pois me-1em, = €;

Oc, o = (1) pois me-10me = 0.
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Portanto

O wvetor inicial € ug = (1,0,0)" e u, = A"ug = (1,1,2" — 2) independentemente
de nossa escolha. Se escolhemos m, = (0,e,¢) para todo n > 0, entao a sequéncia
0, = (1,0,0) - u,, = 1 € limitada. Portanto b e ¢ sao conjugados no grupo Pol(0). O

conjugador correspondente a nossa escolha € a mdquina de adi¢ao bindria T.
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