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Resumo

Com base na abordagem bayesiana de Modelos Dinamicos, séries de tempo de
dados composicionais sao modeladas para andlises de previsao e de comportamento.

Por se tratar de dados convertidos para a escala de proporgoes relativas a uma
série agregada, os modelos sao construidos utilizando-se de transformacoes razao-log
e distribuicao Logistica-Normal, nos casos em que se assume a normalidade dos da-
dos. Para casos mais gerais, os modelos baseiam-se na classe dos Modelo Lineares
Dinamicos Generalizados (MLDG), e em dados com distribuigdo Beta, e tais desen-
volvimentos consistem em contribuicoes inéditas na area de modelos dinamicos.
Palavras Chave: modelos dinamicos, abordagem bayesiana, séries de tempo, dados

composicionais, distribuicao Beta.



Abstract

Using a bayesian approach for Dynamic Models, compositional time series data
are modeled for forecasting and analysing data behavior.

Since the original data is converted to the scale of relative proportions of the aggre-
gated series, the models are constructed using log-ratio transformation and Logistic-
Normal distribution for the cases where the restriction of normally distributed data
is assumed. For more general situations, we develop methodology for models that are
related to the class of Dynamic Generalized Linear Models (DGLM), more specifically
for the Beta distribution. Such developments represent new contributions in the area
of dynamic models.

key words: dynamic models, bayesian approach, time series, compositional data,

Beta distribution.



Introducao

Modelos de séries temporais tém mostrado sua utilidade em diversas areas, tanto
com a finalidade de se fazer previsoes futuras, como para a analise de comportamento
de eventos passados. Em muitos casos, as séries podem ser desagregadas em compo-
nentes, de modo a possibilitar a previsao e avaliagao do comportamento de cada uma
destas componentes. Por exemplo, a receita de uma industria desagregada em seus
itens de venda. Este estudo concentra-se nesta vertente do problema e sera tratado
utilizando a abordagem bayesiana de modelos dinamicos para séries de tendéncia ao
longo do tempo.

Os modelos dinamicos tém se destacado como uma importante area da estatistica
nos ultimos anos. Partindo da estrutura do modelo de regressao, esta abordagem se
estende através da implementacao de uma equacao de evolugao, capaz de governar
a evolucao temporal dos regressores. Esta classe é capaz de abrangir muitos dos
principais problemas envolvendo variacoes no tempo e espaco, inclusive os modelos
de séries temporais.

Este trabalho esta relacionado com a classe dos denominados Modelos Dinamicos
Lineares Generalizados(MLDG). Introduzido no trabalho de Migon (1984) e seguido
por Migon e Harrison (1985), West, Harisson e Migon (1985), Gamerman e West
(1987), Gamerman (1991,1998), Lindsey e Lambert (1995) e Godolphin e Triantafyl-
lopoulos (2006), os Modelos Lineares Dinamicos (MLD) foram estendidos e gene-
ralizados em diversos contextos, sem a necessidade de impor a suposicao de dados
normalmente distribuidos.

Neste trabalho sao descritos modelos dinamicos para a distribuicao Beta. Alguns
modelos frequentistas que tratam da regressao beta (regressao beta estatica) foram

propostos em Paolino (2001), Kieschnick e McCullough (2003) e Ferrari e Cribari-Neto



(2004), para modelar taxas e propor¢oes. Suposigao basica é que a varidvel resposta
segue a lei beta e é ligada a um preditor linear por meio de uma funcao de ligacao.
Uma versao bayesiana de modelo de regressao estatico foi proposta por Branscum et.
al. (2007) e também utilizada em Albi et. al. (2009) via INLA (vide Rue et. al.,
2006). O Modelo Dinamico Beta descrito neste trabalho consiste em uma extengao do
modelo de regressao Beta estatico, permitindo que os parametros do modelo evoluam
com o tempo. Tal modelagem representa uma contribuicao inédita.

Como subproduto desta dissertacao destacamos o artigo intitulado Bayesian Beta
Dynamic Model and Applications, que esta em fase de elaborag@o, e uma submissao
para apresentacao oral no EBEB 2010 a ser realizado no periodo de 21 a 24 de marco
de 2010.

Esta dissertacao esta organizada como a seguir: No Capitulo 1 descreve-se con-
ceitos basicos de modelos dinamicos lineares, considerando-se o caso de modelos
dinamicos gaussianos uniparamétricos e multiparamétricos. No Capitulo 2 aborda-se
o modelo dinamico linear gaussiano matriz-variado e apresenta-se uma descrigao a-
dequada para dados composicionais. No Capitulo 3 apresenta-se a classe dos modelos
dinamicos lineares generalizados. No Capitulo 4 introduz-se o modelo dinamico beta
considerando-se priori conjugada e as dificuldades nesta abordagem. No Capitulo 5
descreve-se priori nao-conjugada. Para o parametro de escala ¢ sao tratados os casos
(a) ¢ conhecido e (b) ¢ desconhecido. No capitulo 6 os métodos desenvolvidos no
Capitulo 5 sao aplicados a dados simulados e também a dados reais. No Capitulo 7

apresenta-se as conclusoes finais e trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos em Modelos

Dinamicos

1.1 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo fazemos uma revisao dos Modelos Dinamicos Lineares Gaussianos

para o caso uniparamétrico e multiparamétrico.

1.1.1 Séries Temporais

No caso em que o conjunto de observagoes constitui-se de componentes orde-
nadas no tempo, o problema ¢é caracterizado como uma série temporal. Este tipo
de estrutura é muito comum em &areas como Medicina, Economia, Epidemiologia e
Meterologia. Grande parte da dificuldade ao se trabalhar com séries temporais esta
em tratar a dependéncia entre observagoes vizinhas. Em geral, os objetivos de uma
analise de série temporal sao:

e Compreender os mecanismos geradores da série:
= descrever eficientemente o comportamento da série;

= encontrar periodicidades na série;

= identificar os causadores de tais comportamentos.

e Predizer o comportamento futuro da série:

11



= construir planos a médio, curto e longo prazo;

= obter direcionamento para tomada de decisoes.

As séries de tempo sao formadas pelo conjunto de informagoes {Y;,t € T'}, onde
Y é a variavel de interesse e T' o conjunto de indices. As séries podem ser classificas

como:
e Discreta: T = {t1,t2,...,t};
e Continua: T'= {t, t; <t < ts};
e Multivariada: Observagoes sao {Yi, Yor, ..., Yie, t € T}

O foco de uma analise de séries temporais esta na construcao de um modelo. O
modelo deve ser capaz de organizar as informagoes de forma a propiciar aprendizagem
e previsao. Devido a incerteza presente, o modelo é probabilistico. Este deve ser,
também, parsimonioso, de modo que sua descricao seja relativamente simples para
poder se adaptar ao futuro e facilitar o processamento da informacao. A estrutura
dinamica das séries faz com que os modelos tenham que ter adaptabilidade no tempo,

ou seja, deve ser parametrizado de forma a permitir mudancas locais em sua estrutura.

1.1.2 Abordagem Bayesiana em Modelos Dinamicos

A abordagem bayesiana dos modelos dindmicos possui a interessante capaci-
dade de incorporar, no modelo, todas as informacoes relevantes disponiveis: desde
dados histéricos, experiéncias concretas ou subjetivas, assim como conhecimento de
fenomenos futuros. Além de previsoes rotineiras, excessoes podem também ser im-
plementadas por antecipagoes ou em bases retrospectivas. Algumas vantagens, em
relacao a analise frequentista, sao obtidas naturalmente, como intervencao, funcao de
transferéncia e anélise retrospectiva (alisamento), entre outras.

O modelo completo pode ser decomposto em componentes lineares dinamicas in-
dependentes (MLD) onde cada uma descreve aspectos particulares do estudo. Esta
estrutura de modelo permite que tanto analises prospectivas como retrospectivas se-

jam acomodadas facilmente.
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A inferéncia é feita de maneira sequencial, ou seja, é refeita a cada tempo ¢ para o
conjunto de informacoes Y;. O processo inicia-se baseado no conjunto de informacoes
disponivel antes de se observar os dados, ou seja, no tempo t = 0. Este conjunto
de dados (subjetivos ou nao) é denotado por Dy. Toda a informacao sobre o futuro
(t > 0) serd condicional a Dy. Ao chegar no tempo t, a informacao disponivel estd
concentrada em D; = {y;, D;_1}. Assim, quando o tempo evolui de ¢ para t + 1, y;11
¢ inserido no conjunto de informagoes, portanto D1 = {y11, D;}. H&, também, a
possibilidade de inserir informacoes além daquela obtida com as observacoes, de modo
que Dy pode ser generalizado como D,y = {I;,1, D;}, onde I, corresponde a toda
informacao adicional obtida. No caso em que toda informacao adicional obtida em
cada tempo t é a prépria observagao y;, entao Dy = { Do, y1,...,Yn}, € é denominado
um sistema fechado. Sistemas que admitem a entrada de informagos além das ob-
servacoes da série é chamado de sistema aberto. Para estudos de previsao, o interesse
estd em obter as distribuigoes preditivas (yiin|Dy), h > 0.

A modelagem dinamica parte da idéia de que as observacoes flutuam em torno
de uma média., denominada nivel. Esta média, no entanto, estd sujeita a variagoes
ao longo do tempo. Estas variacoes com o tempo sao, essencialmente, estocasticas
e vao depender de erros, ou perturbacoes, da evolucao. Sendo assim, a evolucao
¢ modelada através de um passeio aleatério e a novidade desta abordagem esta na
evolucao paramétrica caracterizada pela equacao que relaciona sucessivos valores dos
parametros, denominada Fquacao de evolucdao. A forma geral dos modelos dinamicos

lineares apresentam a seguinte estrutura (West e Harrison, 1997, pg. 102):

e Fquacao de observacao:

= FlO, + ¢
Em geral, assume-se que ¢, ~ N (0, V}).
e Fquacao de evolugcao ou Sistema de Equagoes:

0 = Giby—1 + wy

Em geral, assume-se que w; ~ N(0,W,).

13



Esta estrutura parte da idéia de que a série de observagoes y; sao independentes
condicionalmente a 0; e V;, onde F{0; = E(y|0;) e V; = V(y|0). F; é um vetor
de constantes conhecidas, podendo ser um conjunto de varidveis explicativas. 6,
corresponde a um vetor de parametros. Na abordagem bayesiana, 6, é interpretado
como um vetor de varidveis aleatérias onde E(6,|D;) = my e V(6,|D,) = W, G,
corresponde a matriz de termos conhecidos que define a evolucao sistematica dos
parametros. Em geral, assume-se que ¢ e w; sao mutuamente independentes. O
sistema de equagoes é iniciado assumindo que 6, possui uma distribuicao a priori
conhecida.

O modelo linear dinamico é caracterizado pelo conjunto
(Fy, G, Vi, Wh)
Partindo desta estrutura, pode-se caracterizar os seguintes casos:
e Modelos classicos de séries temporais com: F; = F' e Gy = G, Vt.
e Modelos cléssicos de regressao linear com: Gy = I, e V; = 0, Vt.
Nas proximas se¢oes serao introduzidos os modelos dinamicos normal univariado

e normal multivariado.

1.1.3 Modelo Linear Dinamico Normal Univariado

O Modelo Linear Dinamico Normal Univariado (Vide West e Harrison, 1997, pg.
32) é a forma mais simples de modelo dinamico linear. Porém, incorpora muito dos
principais conceitos de modelagem dinamica. O modelo é denotado de 1* ordem e

como ja foi mencionado anteriormente, este é formalizado a partir das duas esquacoes:
e Fquacao de observacao:
Y=+, €~ N0, V).
e Fquacao de evolugao:

pe = pi—1 +wy,  wp ~ N(0, W),

14



onde a priori inicial é determinada como (uo|Do) ~ N (mqg, Cp).

Vale lembrar que ¢ e w; sao assumidos todos independentes entre si e de (pug|Do).
Os erros w; controlam a evolugao através da variancia Wy, ou seja, quanto menor o
seu valor, mais suave sera a evolucao. A sua média igual a zero garante uma certa
localidade fixa. O tipo de trajetdria descrita esta relacionada com a razao W,/V;.
Quando esta é relativamente pequena, a maior parte do movimento se da devido as
observacoes. No caso em que a razao apresenta um valor alto, os movimentos ocorrem
devido as observagoes, mas também devido as variagoes de fi.

O processo inferencial é composto, a cada passo no tempo, pelos processos de

evolugao, previsao e atualizacdo, organizados da seguinte forma:

EVOLUCAO ATUALIZACAO
pe—1 | Di—1 — e | De—1 — pe | Dy
post. priori post.
I
Yt l D1
PREVISAO

A evolugdo é obtida a partir da equacao do sistema. A atualizagao é feita incor-
porando a observacao do tempo “presente”’, v, através do teorema de Bayes (vide
apéndice A). A previsao segue da distribuigdo marginal de (y;|D;_1), ou seja, a in-
formagao obtida antes de observar y;.

O processo de estimagao dos parametros segue da seguinte forma:

1. Posteriori em ¢ — 1: (p4—1|Di—1) ~ N(my—1,Cy_1),
para p;—1 e Cy_1 ja conhecidos.

2. Priori em t: (p|Dy—1) ~ N(ay, Ry)

onde:

ag=mu—1 e Ry=Ci 1 +W,.

3. Previsao 1 passo a frente: Y;|Dy—1 ~ N(f;, Q¢)

onde:

fi=mu1 e Q=R + V.

15



4. Posteriori em t: (| Dy) ~ N(my, Cy)

onde:

my =me_1 + Aser;  Ar = Ri/Qy;

€t = (Yt—ft) € Ct:Rt_A?Qt~

O algoritmo acima pode ser provado a partir da aplicagao do teorema de Bayes
(vide apéndice A) e das propriedades da distribui¢ao normal (vide apéndice B). A
prova parte do principio de indugao, ou seja, assumindo que (p;—1|Dy—1) ~ N(my_1,Cy_1).

A seguir, apresentamos um esboco da prova. Sabe-se que:
E(,Utflythﬁ =My € V(,Utflythl) = Cp_1.
Como p; = py—1 + wy, devido a independéncia entre p; 1 e wy, segue que:
E(pe|Dy—1) = E(p—1 + we|Dy_1) = my_y,

V(| Di—1) = V(-1 + wi| Di1) = Ciq + Wi

Como a combinacao linear de varidveis aleatérias normalmente distribuidas mantém

a mesma distribuicao, segue que:
(he| Di—1) ~ N(ar, Ry).

Da mesma forma, sabe-se que:

Y = + €.

Portanto,

E(Y)|Di—1) = E(uy + €|Dy—1) = my—q e
V(Y| Di—1) = V(e + €| Di—1) = Ry + Vi,

e, devido a normalidade,
(Yi|Dy—1) ~ N(fi, Qu).

Pelo teorema de bayes, tem-se:

P (| Dy) = P(pe|Yy, Di—1) o< P(Yi|pag, Dy—1) P(pe| Dy—1).

16



Como (p¢|Dy) possui, necessariamente, distribui¢ao normal, as equagoes dos mo-
mentos podem ser obtidas através das propriedades das médias e variancias condi-
cionais da distribuicao normal. Lembrando que qualquer funcao linear de Y; e
¢ uma combinacao de quantidades normais independentes ¢, w; e u;—1. Portanto,
condicionalmente a D;_q, esta é normalmente distribuida.

Levando em conta o raciocinio acima, basta identificar o vetor de médias e a matriz
de covariancia da distribui¢ao conjunta (Y, p|D;—1). As médias ja sdo conhecidas:
E(Y|D;—1) = E(py|Dy—1) = my_1. As variancias também sao conhecidas pelas dis-
tribuigoes marginais: V(Y;|D;—1) = Q¢ e V(1| Di—1) = R;. Logo, resta determinar a

covariancia entre Y; e pu:
Cov(Yy, | Di—1) = Cov(pug + €, p| Di—1) = Cov(pg, pue| Di—1) + Cov(€, pe| Dy—1).
Como i, e € sao independentes,
Cov(Yy, pe|Di—1) = V(| Di—1) = Ry.

Logo,

Y, my—1 Qi Ry
Dt—l ~ NZ )
He My Ry Ry
Seguindo propriedades da distribuicao normal bivariada, pode-se obter a distribuicao

condicional:

(/lt|Yt, Dt—l) ~ N(mt, Ct>~

E interessante observar que e; (vide Passo 4) pode ser interpretado como o erro
de previsao e A; como o peso adaptativo dada a observagao mais recente y;, pois my

pode ser reescrito como:

RV, (my_
My =y + Age, = tt( t—1 Yt

0 7 + V) = A + (1 — Ay)my_y.
¢ ¢ f

B 1 R
R;P+ Vvt Q¢

A; pode ser interpretado como o quadrado da correlacao entre y; e 1, ou como o

Ct — (1 - At>Rt — At‘/;‘,

coeficiente de regressao linear entre p; e y;.
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Avaliando o aspecto preditivo do modelo, previsoes considerando h passos a frente

sao baseadas em:

E(ytinlpe) = E(pturn + €14n) = E(pen|Dr)

E(pesn—1 + wipn|Dy) = -+
E

(ut+wt+1 —i—...—i—th\Dt) = My. (11)

Portanto, fi(h) = E(Yrnlpn) = E(pun|De) = E(pue| Dy) = m.

As distribuicoes preditivas considerando h passos a frente sao dadas por:

(yt+h|Dt) ~ N(ft(h% Qt(h))7

Onde Qt(h) = V(/,Lt + Wt+1 ‘I— e + wt+h|Dt) = Ct + Z?:l Wt+j + ‘/;H‘]
A Figura (1.1) ilustra o exemplo de uma série de tempo construida com as
variancias constantes W, = W = 0,5 e, V;, = V = 1. A série é estimada pelo

método descrito:

0 2 4 6 8 10
|

-4

time

Figura 1.1: Série estimada a partir do modelo linear dinamico de 1* ordem, com

intervalo de credibilidade de 90%.

1.1.4 Modelo Linear Dinamico Normal Multivariado

No modelo multivariado, u; é substituido por um vetor de parametros desco-

nhecidos, ;. Seguem abaixo as equagoes:
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Equacao de observacao:

Yo = F{0, + e, €~ N(0,V).

Equacao de evolucao:

Qt = Gtet—l +wy, Wy~ N(07 Wt)

F; e 0; sao vetores de dimensao p, com F; conhecido.

G; é uma matriz p X p que define a evolucao de 6;.

(60| Do) ~ Np(mg, Co).

O processo de estimacao do modelo multivariado segue o mesmo procedimento do

modelo de 1* ordem.

1. Posteriori em t — 1: (6;_1|Dy_1) ~ N(my_1,Cy_1),
para 0;_1 e Cy_1 ja conhecidos.

2. Priori em t: (0;|D;—1) ~ N(as, Ry)
onde:

ay = Gtmt,1 [§ Rt = GtthlG/t + Wt

3. Previsao 1 passo a frente: Y;|D; 1 ~ N(fi, Q)
onde:
fi=Fa e Q. =FRF+V,
4. Posteriori em t: (6| D;) ~ N(my, Cy)

onde:

. _ —1. _
my = a; + Aey; Ay = RFQ; e = (Y~ fy)
!/
(§] Ct = Rt — AtAtQt'
As demonstracoes seguem do mesmo raciocinio descrito no caso univariado, levando

em conta que agora trata-se de vetores e, portanto, distribui¢oes multivariadas. Para

maiores detalhes vide West e Harrison (1997) pg. 97.
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1.1.5 Fator de Desconto

Até o momento nao foi abordado o processamento da incerteza relativa a variancia
dos erros de evolucao W;. Este tratamento nao pode ser feito de forma analitica e,
como alternativa, é usado o Fator de Desconto.

Sabe-se que o valor da informacao decresce ao longo do tempo e esta queda é
controlada pela evolucao do sistema através do aumento de sua incerteza. De acordo
com a equagao:

Qt = Gtet—l + Wi, Wy ~ N(07 Wt>

Como:

V(Ht—lth—l) =Ci1 e V(Gtet—ﬂDt—l) = Gtct—lG; = I,

segue que:

Rt:V(9t|Dt_1) :.Pt+Wt e VVt:Rt—Pt

Logo, se for definido um § tal que R; = P,/J, entao § pode ser interpretado como a
proporc¢ao da informacao que se mantém entre os periodos t — 1 e t. Assim, W; pode
ser definido por:

Wi=R —P=F/6—F=PF0"-1)

Em geral, § costuma assumir valores acima de 0,9 para sistemas sem variagoes
muito bruscas. Valores abaixo de 0, 8 tendem a introduzir muita incerteza, produzindo
intervalos de predigao muito largos. Valores muito elevados tornam o sistema com
mudancas muito suaves. Esta idéia de desconto pode ser aplicada a modelos mais

gerais com diferentes fatores de desconto em diferentes partes do modelo.
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Capitulo 2

Modelagem e Previsao

Multivariada

Este capitulo é baseado no capitulo 16 de West e Harrison (1997), sendo 1til no

estudo de dados composicionais.

2.1 Modelo Linear Dinamico Normal Matriz-Variado

No caso do Modelo Linear Dinamico Normal Matriz-Variado, deseja-se trabalhar
com um conjunto de séries temporais e, a0 mesmo tempo, estabelecer uma estrutura
de covariancia entre elas. Para compreender melhor, suponha que se deseja investigar,
conjuntamente, ¢ séries temporais univariadas. Esta formulacao é 1til no estudo de
dados composicionais (Quintana e West, 1988).

Considere que as ¢ séries univariadas Y;;, j = 1,...,¢, sao tais que Y;; segue um

modelo dinamico definido por:
{Fth‘/tO-jQ';WtO-]Z‘}’ .]: 1727"'7q

assumindo todos estes elementos conhecidos, exceto 0]2-, 1=1....q.

As séries univariadas sao descritas da forma ja conhecida:

e Fquacao de observacao:

Y;gj = F;flet]' + €tj, €tj ~ N(O, WO’?)
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e Fquacao de evolucao:
Htj = GtQt,l,j + Wtj, Wi ~ N(O, WtO'?).
e F, e 0, sao vetores de dimensao n x 1 (quando n = 1, trata-se de um modelo de

1* ordem);

e (G; é uma matriz n X n que define a evolugao de 6;.

Qo’Do ~ Nn<mOaCO>;

Note que, para as ¢ séries de tempo, Fy, G, V; e W, permanecem os mesmos,
ou seja, as ¢ séries apresentam a mesma estrutura de evolucao ao longo do tempo,
alterando apenas os seus parametros (os valores de estado 6;) e as escalas aj?.

Assume-se que para todo j, os erros observacionais €;; sao independentes no tempo,
assim como os erros de evolugao wy;. Para quaisquer j e ¢, as sequeéncias € e wy; sao,
também, independentes.

A estrutura de covariancia entre as séries, tanto para os erros observacionais e

quanto para os erros de evolugao wy;, ¢ determinada pela matriz > de dimensao ¢ x g,

dada por:
2
91 012 " Olg
0'21 0'2 DY 0’2
b 2 7q
3N =
2
0-11(] 0-27(1 T O-q

Com a matriz > definida, segue que a covariancia entre os erros é dada por:
Cov(e, €5) = Vioji
Cov(wij, wy;) = Wioj;

para i # je V, > 0.

2.1.1 Estrutura do Modelo Matricial

Com estas estruturas definidas, o modelo pode ser generalizado para a seguinte

forma matricial:
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o Y, = (Yy,...,Ys), com dimensdo ¢ x 1.

o ¢, = (€1,...,€4), com € 4x1) um vetor ¢ x 1 de erros observacionais no tempo
t.
® O = (O,...,0y) ", com Oy (e uma matrix n X ¢ cujas colunas sao os vetores

de estados dos modelos individuais.

Q= (Wi, ..., wyy)', com Q4 (nxq) Uma matriz n X ¢ cujas colunas sao os erros de

evolucao dos modelos individuais.
Assim, as equacoes de observacao e evolucao sao expressas por:
! __ / /
o V/=FO:+¢
e O, =GO+

Naturalmente, nota-se que, no caso de ¢ = 1, tem-se um modelo linear dinamico
convencional com fator de escala observacional desconhecido, ¥ = 7. No caso em

que X = diag(o?, ... ,03), entao as ¢ séries Y;; nao sao relacionadas.

2.1.2 A Distribuicao do vetor ¢;:

e ¢ um vetor aleatério formado pelos escalares ¢; com j = 1,...,q. Sabe-se
que cada compontente €;; possui média zero e a relacao de covariancia entre eles ¢
determinada pela matriz . Adicionalmente, admite-se que todos os elementos de ¢

possuem uma escala comum V;, portanto segue que:

€tj ~ Nq(O, V;:Z)

2.1.3 A Distribuicao de (;:

A matriz aleatéria 2, é uma matriz composta por ¢ colunas de dimensao nx 1 com
distribuigao normal multivariada (Gupta, 1992, Khoan e Truc, 1994) com vetor de
médias zero e variancia estabelecida pela matriz W;. Ao mesmo tempo, estes g vetores
estao relacionados de modo que a covariancia entre eles é estabelecida pela matriz

Y. Desta forma, a matriz aleatéria €2; segue distribuicao normal matriz-variada com
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matriz de médias 0,,»,,. A relacao entre as linhas da matriz é determinada pela matriz
de covariancia a esquerda, Wy, enquanto a relacao entre as colunas é determinada pela

matriz de covariancia a direita 3. A notacao é dada por:
Qp ~ Npyg(0, W, 3).
A funcao de densidade é dada por:
P() = K(Wh, %) exp {—%tr[ggwtlgtzl]} (2.1)

onde,

K(Wy, X) = (2m) 2| ~9/2| 5| ~/2,

Em relacao a distribuicao normal matriz-variada, vale mencionar algumas de suas

propriedades:

e Todas as marginais e distribui¢oes condicionais dos elementos de €);, assim como
as funcoes lineares destas, sao distribui¢oes normais univariadas, multivariadas

ou matriz-variadas.

e A defini¢ao das distribui¢bes permanece valida ainda que cada uma, ou mesmo

ambas as matrizes W, e ¥, sejam nao negativas definidas.

e A distribuicao é nao singular se e somente se cada um das matrizes de co-

variancia é positiva definida.
e Se W; ou ¥ é uma matriz nula, entao P(£2; = 0) = 1.

o Se 2 ~ N,yy(0, W, X) entao, a “vetorizagao” de €, segue uma distribuicao

normal multivariada dada por:
vec(£2) ~ Ny (0, W, @ X).
e Seja Qf = (wyy, ..., wy,) ~ N(H;, Wy, %),
em que H; = (hy, ..., Hy,), portanto E(w;;) = hy para j =1,...,q. Entdo,
0y =Q; — Hy ~ N(0,W,, %).

Uma rotina em R para a simulacao de dados de uma distribuicao normal matriz-

variada pode ser encontrada no Apéndice F.
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2.1.4 A distribuicao de :

Em geral, os valores da matriz ¥ nao sao conhecidos. Desta forma, pode-se
atribuir a matriz aleatéria ¥ a distribuicao Wishart Invertida.

A distribuicao Wishart Invertida é descrita por:
1
P(Y) o |B]7@+n/D) exp {—étr(nSZ_l)} (2.2)

com n > 0 graus de liberdade e S;, ¢ uma matriz positiva definida.

Segue a notacao: X ~ W, [S] com E(X) = (-%55); n > 2.

Se ® = %! entao ® ~ W, com E(®) =S~ .

Se X segue uma Wishart Invertida, entao cada elemento o0;; de ¥ segue uma
distribuicao Gama Inversa. A relagao entre as distribuicoes Gama Inversa e Normal
tem sido muito explorada na inferéncia bayesiana, devido a tratabilidade analitica
que esta relagao permite. Da mesma forma, ao expandir a dimensao das variaveis
aleatorias, esta relacao se estende entre as distribuicoes Wishart Invertida e Normal

Matriz- Variada.

2.1.5 A Distribuicao Conjunta de (6, X):

Atribuindo ¥ ~ W, '[S] e, condicionalmente a ¥ conhecido, (0O]3) ~ N(m,C, )

onde m tem dimensao n x ¢, C' e 3 com dimensao p X p, segue que:
PO,%) L P(O|S)P(Y).

Esta distribuicao é denominada Normal Matriz- Variada Wishart Invertida e é definida

pela notacao:

(0,%) ~ NW,(m, C, S).

Analogamente ao caso univariado, a distribuigdo marginal da matriz ©; segue

distribuicao matriz t-Student, de modo que para
©=(01,...,0,) e m=(mq,...,my),

tem-se

9]‘ ~ T(mj,C'Sjj), j = ]., 4.
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Logo,
©~T,(m,C,S).

onde E(0;) = m; paran > 1; V(0;) = CS;;-"5 paran > 2 e Cov(6;,0;) = CSi; 5.

2.2 Processo de Estimacao

Seguindo a mesma légica do caso univariado, as previsoes a 1 passo sao obtidas

por:
1. Posteriori em ¢ — 1: (©;_1,%|D;_1) ~ NWn_il(mt,l, Ci-1,51-1)
onde my_1,Cy_1,S;_1 € ny_1 ja sao conhecidos.
2. Priori em t: (04, X|Dy_1) ~ N(ay, Ry, Si—1)
onde:

ay = Gtmt_l; (§ Rt = GtCt_lGé + Wt.

3. Previsao 1 passo a frente: (Y;|3, Di—1) ~ N(f;, Q1Y)

onde:
fi=Fla e Qi=FRF+V,
com marginal (Y;|D;_1) ~ T, , (fi, QeSi—1)-
4. Posteriori em t: (O, %] D;) ~ NWn_tl(mt, Ct, St)

onde:

my = a; + Ael; A= REQ;Y e = Yi— fy)
R, — AtAQQtQ n=m_1+1 e

Sy =mn; 181 + e ,@Q; Y.

A demonstracao do algoritmo segue os mesmos passos do caso da série univari-
ada, lembrando que as variaveis com distribuicao normal matriz-variada podem ser
vetorizadas em Normais multivariadas. A evolugao de S; segue também do Teorema

de Bayes, de modo que:
1
P(®|Dy_y) o |®]M=1/279) exp {—Etr(ntlSth))} (2.3)
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1
P(Y|D;_1, ®) o |®|9% exp {—§e;q>leet} (2.4)
Por defini¢ao do teorema de bayes:
P(®|Dy) < P(®|Dy_1)P(Yy|Dy_1, D),

onde

1
P(®|Dy) oc |®|lne=1FD/27d) expy {—étr[(nt_lSt_l + eteQQt_l)CI)]} . (2.5)

Portanto, substituindo n; = n; 1 +1 e S, = n; ' [n, 15,1 + e,€,Q; '], obtem-se:

1
P(®|D,) o< |®|"/2=9 exp {—atr[ntSt(I)]} . (2.6)

2.3 Aplicagcao a Dados Composicionais

A andlise do comportamento relativo de séries de tempo com dados composicionais
pode, frequentemente, ser simplificada ao converter os dados para séries de proporgoes
relativas.

Para compreender melhor, suponha uma série de tempo S; seja formada por q

séries que compoem o vetor z; = (21, . . ., 2), OU seja
St == 1/Zt, Vit

de modo que as ¢ séries z;; possuem natureza similar.

A série temporal das proporcoes é obtida da forma:

_ z
p=2)" 0= =g— d (2.7)
j=1~tj

2.4 Transformacao Razao Log e Distribuicao Logistica-

Normal

2.4.1 Escala Razao-Log

Ao trabalhar com todas as séries ¢, simultaneamente, a restricao E?Zl Py = 1

deve ser considerada na andlise. Em vérias dreas Aitchison (1982, 1986) descreve
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o uso de transformagoes razdo-log para a andlise de proporgoes. Para tratar deste
problema especificamente, West e Harrison (1997) sugerem uma versao simétrica da

transformacao razao-log, dada por:

Pty ~ .
Y;; = log (ﬁ) = log(ps;) —log(pr), j=1,....q. (2.8)

onde
- /
~ 1/q
Pe = Hptj
=1
é a média geométrica dos p;’s e YVy; € RT1

A transformacao inversa é dada por:

exp(Yy)
Py = g i

—i:1 exp(Vy)’ (2.9)

Trabalhar com esta transformacao ¢é interessante devido a relacao entre a dis-
tribuigdo normal e a distribuigao logistica-normal (vide Sec¢ao 2.4.2), uma vez que se

observa a seguinte propriedade:
Vi ~ N(1,Z) = pe ~ LN (1, 5).

Observa-se, também, que:

q q q
D Y= log (@) = logpy; — qlogp, = 0.
=1 =1 P =1
J J J
Portanto, modelar diretamente Y; implica em Y singular.
Para lidar com o problema de singularidade em ¥, West e Harrison (1997) suge-

rem que a restricao 22:1 Y:; = 0 seja imposta, diretamente no modelo, através da

transformacao H; = KY;, onde:
K=K =1,—q'11.

Ao modelar H; no lugar de Y}, tal procedimento resolve o problema de singulari-

dade e as equagoes passam a ser descritas por:

e Fquacao de observacgao:

H =Y/K = F/V, + (Ke)', ¢~ N(0,V;A™Y
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e Fquacao de evolucao:

\Ijt = thjt—l + QtK, QtK ~Y N(O, Wta A_l)

onde ¥V, =0, e A = KYK.
Similarmente,

(Wo, A|Dg) ~ NW, N (moK, Co, KS,K).
Cabe ressaltar que:

e O procedimento de estimacao do modelo restrito segue os mesmos passos des-

critos para o modelo matricial.

e As quantidades F}, Gy, Vi, W, e C; permanecem inalteradas pelas transformacoes
lineares impostas por K. Com isso, o uso de fatores de descontos em W, nao é

afetado pelas transformagoes.

2.4.2 Distribuicao Logistica-Normal

A distribuigao Logistica Normal foi descrita por Aitchison e Shen (1980) e destacou-
se por apresentar uma relacao direta com a distribuicao Normal. Se p; é um vetor
aleatério com distribui¢do Logistica Normal, py ~ LN,_1(p, ), sua funcdo de den-

sidade é definida por:

g—1

1

Fpelpe, 1) = (g) Y (ﬁ) exp {—% (pe — 1) 37 (9 — ut)} :
- (2.10)

Seja vy o vetor aleatdrio obtido pelo simplex em p; da seguinte forma:

/
vy = alr(p;) = log <]ﬂ> = {log <@) N (673 <IM>] € R (2.11)
Ptq Ptq Ptq

com p; € V7! (espago no simplex) e pyy =1 — (pi + - .. + Pirg1)-

A partir desta transformacao, tem-se:

vy ~ N1 (Mm Et) .

Esta relacao torna-se muito til para a modelagem de dados composicionais. Cabe

observar que a transformacao conserva os parametros para as duas distribuicoes e a
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transformacao inversa ¢é obtida facilmente da forma:

vtl

e elt(a—1) 1

-1

pr=alr™(v) = - e —
q vt q Ut k=1 vy

L4+ iy e LD e 143 ev

(2.12)

Com estas transformacoes, é possivel construir um modelo dinamico de previsao
para dados composicionais utilizando-se a teoria baseada na distribuicao normal
através da transformacao y; = alr(.). Retorna-se a escala de proporgao dos valores
estimados por meio da transformagao inversa alr—'(.).

Na Secao 6.6 apresenta-se uma aplicacao do modelo aqui descrito para dados

composicionais.
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Capitulo 3

Modelo Linear Dinamico

Generalizado

Nesta abordagem, a suposicao de que as observacoes sejam normalmente dis-
tribuidas é relaxada. De forma bem mais abragente, assume-se, simplesmente, que a
distribuicao das observacoes seja membro da familia exponencial de Nelder e Wed-

derburn (1972), isto é:

P(Yy|ne) = exp{¢y [yame — b(m)] + c(ye, d)}

onde 1, é o parametro natural e ¢, = V,"* é a precisio da distribuicdo. Neste caso, 1 é
o parametro que tem uma relagao linear com o vetor de estados 6;, mas a equacao de
evolucao permanece a mesma em relacao ao modelo normal, exceto pela distribuicao
dos erros. A distribuicao normal faz parte desta familia, portanto o modelo normal é
um caso particular do modelo dinamico generalizado.

O modelo dinamico generalizado é especificado por:

Fun¢ao Média: p, = E(yi|mn) =V () = 612)(7777:);

Funcgao de ligagao: ny = g(pe) = F0y;

Equacao do sistema: 0; = G0y_1 + wy;

Erro do sistema: wy ~ (0,W;) (observa-se que somente os momentos estao

definidos, mas nao a distribuigao de wy);
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Informagao a priori: 6, ~ (a1, Ry)

(da mesma forma, nao é imposta uma distribuicao especifica para 6).

Observa-se que, no caso da distribuicao normal, o parametro natural 7, é a prépria

média ji;, logo g(p) = pu-

A sequéncia de procedimentos utilizada na estimacao do modelo é sumarizada a

seguir.

Posteriori em ¢t — 1: (6;_1|D;_1) ~ (my_1,Ci_1), e

Priori em t: (6;|D;_1) ~ (as, Ry)

onde ay = Gtmt,1 (§] Rt = GtCt,lG; + Wt.

A priori para n, é dada por: (n;|Dy—1) ~ (fi, @)-

No caso em que a priori de 7, é conjugada, tem-se que priori e posteriori

pertencem na mesma familia e portanto (n,|Dy;) ~ (f}, q)).

A distribui¢ao conjunta de (1, 6;|D;_1), considerando apenas os momentos, é

dada por:

Tt qt F/R,
(77157 6t|Dt71) ~ ) ! >
Qg R Fy Ry

onde f; = Fla; e q¢ = F/ R, F;.

Uma vez conhecidos f; e ¢;, os parametros da priori conjugada de p; sao obtidos

pela relacao:

fi = Elg(u)|Dia] e g = Vig(pe)| D]

Os momentos associados a (6¢|n;, D;—1) sao estimados via Linear Bayes (vide

West e Harrison, 1997 e apéndice E):
EOlm, Di—1) = ar + RiFy(m — fo) /ar
V(0clms, De-1) = Ry — ReFyF{ Ry /gy
Apés atualizada a posteriori (| Dy) e obtidos Elu:|Dy| € V]| Dy], é mantida a
relagao:
fi = Elg(u)lDd] e g = Vig(p)|Dil,
com (e Dy) ~ (ff, 47)-
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e A posteriori em ¢, (6;|Dy), segue de:
p(6D) = [ POl Des)Pn|Di)dn

onde P(0;|n;, D;—1) nao é conhecida, mas os momentos de (6;|D;) podem

ser estimados por:

my = E(9t|Dt)
— E[E(€t|77t,Dt—1)’Dt]

= a+RE(f— fi)w

Ct - V(Ht]Dt)
= VIE(Odn, Di—1)| Do) + B[V (8|1, Di—1)| D]
= R — RtFtERt(l - q:/Qt)/Qt-

3.1 Exemplo: Modelo Dindmico Binomial

Seja Y, ~ Bin(n, m)

P(Yilm) = () md (1= mme (3.1)
-(3) (725) 0
— exp {yt log ( 3 Tﬁ) + 1, log(1 — nt)} (&) (3.2)

onde

Ny = 1o . 0go Ty = .
t g 1 ; g0, t 1 ent

P(Yi|n:) pode ser reescrito como:

P(Yilm) = (1) explym: — nilog(1 + )}

= h(yy)exp{d; [y — b(n:)] + c(ys, )}

com b(n;) = nylog(1 +e™); py = E(Y;) = 0'(n) = nymy e ¢y = 1. Logo,

1 /’I’t ent
Up g e — s Hi t\ ] e
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Com isso, a fungao g(n;) é tal que g : R — R é a prépria funcdo identidade, com

g(ny) = ny, isto é,

s !
g(n) =n = log (1 t ) = F/0,. (3.3)

—
A tnica incerteza em relacao a distribuicao de Y;, dado o passado D;_1, é devido
a incerteza com respeito a 7.
A priori conjugada também pertence a familia exponencial. Portanto, tem densi-

dade da forma:

P('f]t|Dt71) = C(Tt, St) eXP[Tﬂh - stb(m)]-

Os parametros s; e 1, da priori conjugada devem satisfazer as condicoes dos mo-
mentos de 1* e 2* ordem da priori (g(n;)|Ds—1).

Desta forma, tem-se:

i = oo o[

= E(log(p)|Di—1) — E(log(1 — )| Dy—1)

= w(st) - ¢(Tt)7

@ = V(m|Di—1) = V(log(p)|Dr—1) + V(log(1 — p1)[Dy—1)
= P(se) +Y'(re), (3.4)

onde ¥(z) = E,/((j)), ¢ a funcao digama. Com isso, dados f; e ¢;, define-se os parametros
da priori conjugada Beta(r, s;), a ser explicitada a seguir.
Para valores elevados de s; e 1y, ¥ ~ log(z), enquanto ¢'(z) ~ 27! (West e

Harrison, 1997). Desta forma,
S 1 1
ftzlog(r—t) e ¢~ —+—.

Entao,

se~ [L+exp(f)l/a: e rem[L+exp(—fi)]/q
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Reparametrizando o modelo P(Y;|m;) em funcao da média p:
P(Yilpe) o< i (1 = pag) ™
oc exply; log pu + (ne — i) log (1 — )],
a priori conjugada pode ser reescrita, também, em funcao de y;, como:
P(pu|Dy—1) o< exp(sy log pe + 77 log(1 — fur))
oc g (1= pu)"™)
X Mft_l(l — )"
Logo, (p|Dy_1) ~ Beta(sy, ).

Portanto, a posteriori P(u|D;) é dada por:

P(:ut|Dt) X Mtyt(l - Mt)ntiytl@ﬁl(l - Mt)”il

yt+8t—1(1

ne+re—yr—1
X fy ) :

— M

Logo,
(1| Dy) ~ Beta(y + sy ne + 10 — Yi)-

A previsao a 1 passo a frente é obtida por:

P(Yi|Dyy) = / P(Yilns, Dis) P Drs )l

Utilizando a parametrizacao em ji;:
P(YiIDis) = [ POVl Dict) PG| Dics)

> /“?t+stl(1 — pae)™ Y dpyy

. (m) D(sy 4+ ) Ty + so)U(ng + 10 — ye)
T\ T)T(r) T Tl i+ 1)

Desta forma, (Y;|D;_1) segue distribuicao Beta-Binomial.

Em resumo:
e Priori para py;: (pe|Di—1) ~ Beta(sg,rt).

e Previsao a 1 passo:

ne

C(se+ 1) Dy + ) (ng + 10 — ye)

POND) = (5) Fo T e rer s
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e Posteriori para p;: (| Dy) ~ Beta(y, + s¢;ne + 11 — yi).

No proximo capitulo, discutiremos modelos dinamicos Beta que foram desenvolvi-

dos durante os trabalhos de pesquisa desta dissertacao.
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Capitulo 4

Modelo Dinamico Beta com priori

conjugada e ¢ conhecido

Na Secao 2.4 discutiu-se a abordagem dada por West e Harrison (1997) na mode-
lagem de dados composicionais. Como descrito, o uso da transformagao razao-log e
o pressuposto de normalidade dos erros na escala original dos dados é imprescindivel
em tal abordagem. Neste Capitulo descreve-se um modelo dinamico para séries de
proporcgoes para o qual nao se faz necessario o uso de transformacoes.

Com base na metodologia descrita para Modelos Lineares Dinamicos Generaliza-
dos (vide Capitulo 3), deseja-se, inicialmente, construir um procedimento para mode-
lar as proporcoes ao longo do tempo, considerando o caso de uma série Y formada

por duas componentes, de modo que Y ~ Beta(p, q). Portanto, seja

Fp+4q) ,- _
Pl 0) = B (= 0 < <L g >0

Desta forma,
_ p
p+q

pq

) P+a?+q+1)

e V(Y)=

4.1 Nova parametrizacao

Utilizando a parametrizagao proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), tem-se:

[t e p=ptqg=p=pd e q=o(1—p).

Cptg
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Logo,

Pl 6) = s s () (4.1

onde0<y<l1l;, O<pu<l; ¢>0.

Portanto, a distribuicao de y pode ser reparametrizada na forma:

(Yu, ¢) ~ Beta(ug, (1 — p)d),

_ _ p(l=p)
Onde E<Y‘:u7 ¢) =pe V(Y’M7¢) - ,U1+qﬁl .

Considere, agora, fy(y|u, @) expresso em termos da familia exponencial:

Frylp, o) = F(W)FF(((?— D YL = y) oot
= exp{(pgp —1)logy + [(1 — )¢ — 1]log(1 — y)
+1logT'(¢) — log I'(pg) — log I'((1 — 1)) }
= h(y) exp{ug[logy —log(1 — y)] + ¢log(1 —y)

+1ogT'(¢) — log () — log T(1 — 1)9)}.

Considere ¢ conhecido, entao,

s = s o (2] e o)
= h*(y)exp{t(y)u + alp)}, (4.2)

com

W (y) =1 -y Yy ty) = ¢log {ﬁ] , e
1l I'(¢)
o) =108 | o (79

Considere o caso de uma priori conjugada de y e sua correspondente posteriori:

e Priori conjugada de :

P(p| ¢) = c(r, s) exp{ru + sa(p)}, (4.3)

onde

Lo SORERE
elr:s) ‘/o [r<u¢>r<<1—u>¢>

ey,

38



e Posteriori de yu:

P(u| D, ¢) o fy(y; 1, ¢)P (1)
o exp{t(y)p + al(p)} exp{rp + sa(p)}

oc exp{p(r +t(y)) + a(p)]s + 1]}

Logo,

Pl Do) =ellr+tl)s + 1) | oo O] e 0

onde

-1 __ ! F(¢) . p(r+t(y
i+t s+ = | [rwr((l —u)¢)] iy,

Vale ressaltar que (u | ¢) e (1D, ¢) ndo tém forma conhecida.

4.2 Contextualizando para o modelo dinamico

e FEquacao das observacgoes:

f(elpes @) = W (ye)exp{ et (y) + alpue) }

com ¢ conhecido, t(y;) = ¢log [lz—tyt] e a(py) = log m ,

9(pe) = log [ﬂ;t] =M =Ff e Wy)=01-y»" "y

A funcao de ligagao natural é a fungao identidade, g(p;) = p¢. No entanto,
iy € (0,1), sendo mais adequado o uso de uma funcao de ligagao logito, que
leva y; em R. Partindo desta transformagao, o processo de estimacao pode ser

realizado, via Linear Bayes, da seguinte forma:
e FEquacao de evolucao:

By =G +wy com  w, ~ [0, Wy

e Informagcao inicial:

(Bol Do, @) ~ (mo, Co).
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e Passo 1: Priori de \; = F/(3;:

Tome,
A F/R
t Dtil ~ ft 7 Qt tLu
ﬁt Q¢ RtFt Rt
onde
fi = Fa; q=FRF; a=Gm1; R=GC G+ W,
Entao,

(M|Dio1, ) ~ (frsar) e (Be|Di-1,9) ~ (ar, Ry).

Considerando-se ja conhecidos os momentos de
(Bi-1|Di—1) ~ (my—1, Cy1).

e Passo 2: Previsao de 1 passo a frente

a) Especificagao da priori de g, P(pe|Di—1, ¢):
Seja:
P(u|Dy—1,¢) = c(ry, se) exp{rip + sia(p) }

I'(¢) B
)L ((1 — p1e)p)

com ¢(ry, s;) como em P(u|¢) e onde s; e r, sao especificados de modo a satis-

= c(rt’gt) F( exp{,utrt}, (45)

fazerem as equacoes:

Elg(pe)|De—1,0) = fi e Viglpe)|Di—1, 0] = q.

b) Relacionando E(u|Di—1) € V(| Di—1) com E(A|Di—1, @) e V(Ae| Di—1, @):
exp(Ar)

————— 1\ D;_4].
1+eXp(>\t) ! 1:|

No calculo acima, a expansao da funcao de ligacao em série de Taylor é uma

E(u| D1, 0) = E [

alternativa para obter a relagoes entre os momentos (os métodos utilizados para
as aproximagoes sao descritos em maiores detalhes na se¢ao 5.1.1). No caso da

expansao em série de Taylor de 1* ordem, temos a seguinte relacao:
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exp(\) eft e’
E (| Dy = — | D | RE | — M= STy
(Mt| t 17¢) {1+exp()\t) t 1] {1+eft +< t ft)<1+6ft)2
o
T o1+l
e
GXP()\t) e’ e’
V(e D1, ¢) =V | ==~ | Doy | = V A ) e
(11| Dy -1, 9) {1+exp()\t) ¢ 1} {1—1—@1% + (A ft)(1+€ft)2
(c)?

S eyt

Problema: De modo a encontrar os valores s; e r; que satisfacam

E(g(pe)|Di—1,¢) = fr e V(g(pe)|De-1,8) =

é necessério obter os valores de E(u:|Di—1,¢) € V(ui|Di—1, ¢). Suponha que tais

valores sejam

,U(St,?"t) = E(UtlDt717¢) € ‘72(31&,7"15) = V(Ht’Dt—b@a

tem-se
eft (eft>2

2 ~
Tror © O bnr)=amg T

,U,(8t7 Tt> = (46)
em que Sy € 1y resolvem as equa(;f)es acima.

Os célculos dos hiperparametros s; e r; envolvem contas muito complicadas.
Como forma de contornar este problema, no Capitulo 5 o modelo é formulado

utilizando outra opgao de priori para (p:|Di—1, ¢).
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Capitulo 5

Modelo Dinamico Beta com

priori Beta

No contexto da abordagem dos Modelos Lineares Dinamicos Generalizados
(McCullagh e Nelder, 1994), a escolha da distribuicao a priori é feita de modo
que seja o mais conveniente possivel para operar-se analiticamente as equagoes
envolvidas no processo ite-rativo de estimacao dos parametros do modelo. Na
maioria dos casos, a priori conjugada é a escolha mais adequada, devido a
possibilidade da obtencao de solugoes em forma exata, o que na maioria dos
casos simplifica os procedimentos computacionais. No entanto, como discutiu-
se no Capitulo 4, o uso da priori conjugada nao possibilitou tal simplificacao do
problema. Neste capitulo apresenta-se a formulacao do Modelo Dinamico Beta
utilizando uma priori nao conjugada, justamente com o intuito de simplificar os

calculos.

5.1 Modelo Dinamico Beta com ¢ conhecido

Seguem abaixo os passos de estimacao dos parametros do Modelo Dinamico

Beta para o caso de ¢ conhecido.

— Equacao das observacgoes:

I'(¢)
()T ((1 = ) 9)
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— Priori:

(Mt|Dt—1a ¢) ~ Beta(st, Tt)-

Considere a funcao logito de ligagao logito:

At)
A\ = _ g, =1 pe N L, - _expA)
e = 9l) fi = log (1 = Mt) =T exp(Ar)

— Equacao das evolugoes:
By = Gifi1 +wy; wy ~ (0, W;).
— Informacao Inicial:

(50|D07¢) ~ (mOJCO)-

5.1.1 Inferéncia para o Modelo Dinamico Beta

— Passo 1: Priori de \; = F/j3;.

Considerando que
(6t—1|Dt—17¢> ~ (mt—lac’t—l)a
seja

ft = Eat; qr = ERtE; ay = Gtmt_l; Rt - GtCt—lGit + Wt-

As prioris de \; e 3; sao dadas por:

()\t\DtA,(ﬁ) ~ (fta%) € (ﬁt|Dt717¢) ~ (ataRt)-

Com isso, toma-se a distribuicao conjunta:

At ft qt F/R,
Dt—17¢ ~ 5 !

ﬁt at Rt Ft Rt
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— Passo 2: Priori para .

2a Especificagao da priori de py, P(ui|Dy—1, d):

Como p; € (0,1), considere uma priori Beta(s;,r;) onde s; e r; sejam

especificados de modo a satisfazer as esquacoes

Elg(pe)|De-1, 0] = fi e V]g(p)|Di—1, 8] = @,

devidas a (A |Dy—1,0) ~ (ft, q).

2b Relacionando E(p|Di—1,¢) € V(ui|Di—1,¢) com E(N|Di—1,0) e
V(MilDi-1, 9):

exp(Ay)

B(ulDi) = E [H—pm

thla ¢:| .

No calculo acima, considere a expansao de Taylor de 1* ordem ao redor de

xo para a funcao:

Logo,

e"o e"o
M e Ty
Seja o = f;. Entao,
e’ elt eft
1+er  1+ef +(x_ft)(1+eft)2'
Logo,
exp(A;) }
E(|Dy—1,¢) = E|———F+—~| D,
(Nt| t—1 Cb) {1+exp()\t) i1, @

Q

E[ ! +(A—ft)e—ﬁ}

L +elt (14 eft)?
eft eft
~ EN| Dy —
]_—i—@ft T (1+eft)2< [ t| t 17¢] ft)
et
T+l
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Similarmente,

el el
V(i) Dir, 0) = [m + (A= ft)m Dt17¢:|
elt ?
=~ <—(1—|—eft)2) qt-

Buscando melhorar a aproximagao dos momentos E(j;|Dy—1) e V (pue| Dy—1),

considere, também, a expansao de Taylor de 2* ordem ao redor de x( para
efl)

a funcdo f(r) = 5.

f(x) = f(wo) + (x = z0) f'(w0) + 57— f"(20)
e ™o (x — z0)? €0 (1 — ™)
Sl T (= xo)<1 + e%0)?2 21 (14 em)?
Com zo = fi,
e elt elt (.17 _ ft)2 eft(l _ 6ft)
z ~ + ( - ft) 2 £:\3
1+e 1+elt (1+eft) 2! (1+elt)
Logo,
exp(A;) }
E(u|D, 1,0) = E|—2%) Ip
(| Di-1, 9) {l—i—exp()\t) 1,9
eft elt A= fi)2elt(1—elt
3 RPN (e )
1+ eft (14 eft) 2! (14 eft)
eft eft

Q

1+ eft - (14 eft)? (Bl D1, 6] = f2)

+V[)‘t|Dt—1; ¢] eft(l - eft)
2! (14 eft)3
eft Qt eft(l _eft)

T+elt 2 (14eft)3

Q

V(,ut‘Dt—la ¢) ~

elt elt (/\ _ ft)2 eft(l _ eft)
[1 o T haE T T ar e

e N Bl ) (1)
(<1+eft>2) “r Ty <<1+eft>3>'

Dt—17¢:|

Q
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c) Obtengao dos hiperparametros de (u¢|D;_1,¢) ~ Beta(s;,1):

c.1 - Obtendo s; e r; via aproximagao de segunda ordem de E (| D1, ¢):
Como (p|Dy—1, ¢) ~ Beta(sy, 1),

S ST
: € V(,ut|Dt—1a¢) = L

E(u|Dy1, ¢) = '

No caso do uso da expansao de Taylor de 2* ordem o sistema é definido

por:

st _ _elt _l_ﬂeft(l—eft)
sttt 1+eft 2 (1+eft)3

s (el ? _|_(SQtft2—qt2) eft (1—eft) 2
(st+71)2(st+re+1) teroz ) O I Tel)?

Para facilitar a solucao do sistema, considere os valores da expansao em

(5.2)

termos de h; e v;:

B eft +@eft(1—ef*')
! 14+elt " 2 (1+eft)3

(e N Bafi ) (S
A (<1+eft>2) “r (<1+eft>3) |

Definindo a expansao em termos de h; e vy, independentemente da ordem

utilizada para aproximar os momentos FE(u:|Di—1,¢) e V(| Di-1,0), a
solucdo do sistema para definir os parametros da priori P(p|Di_1,¢) é

dada por:

1 — h,)h? 1 — hi)?h
St:—( t) t —ht, Tt:—( t> t—<1—ht)

Uy Vg

c.2 - Obtendo s; e r; via momentos log-beta:

Uma metodologia alternativa é descrita (vide West e Harrison (1997) pg.
529 e 530) para encontrar estimativas aproximadas de s; e 7, quando
(e|Dy—1, ¢) segue uma distribuicao Beta(sy, ;) e quando a fungao de
ligacao, A\;, é a transformacao logistica de p;. Neste caso, E(\|D;_1,¢) e

V(M| Di—1, @) s@o determinados da forma:

E()‘t|Dt—1a¢) = F [log (1 iltm) ‘ Dt—17¢:| = ¢(5t) - ¢(Tt) = ft

V(M| D1, 0) =V [log (1 'ut,u ) ‘ Dt17¢1 = W(St) + W(Tt) = d,
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_T'(z) / = . - . )
onde ¢(z) = o) © ' (z) sdo, respectivamente, as fungoes digama e trigama
(mais informagoes sobre aproximagoes desta fungao podem ser encontradas

em Mugattash e Yahdi, 2006).

Passo 3: Previsao de 1 passo a frente, P(Y;|D;_1,¢):

P(Yt’Dt—be) = /P(Y”,UtaDt—17¢)P(PJt|Dt—1)d,Ut-

Esta integral nao possui forma fechada e, portanto, faz-se necessario o
uso de aproximacgoes numéricas para resolvée-la. Uma possibilidade é uti-
lizar os métodos de Newton-Cotes (aproximagcoes por quadratura) (vide
Abramovitz e Stegun, 1972, Corbit, 1996 e Migon e Gamerman, 1999, pg.
144). Intervalos de credibilidade podem ser aproximados por intervalos
de mazima densidade a posteriori (HDP) para (Y;|D;_1,¢) (vide Migon
e Gamerman, 1999, pg 99). Entretando, como na maioria dos casos, o
interesse esta unicamente nos primeiros momentos de (Y;|D;_1). Estes po-
dem ser encontrados diretamente utilizando as propriedades condicionais
de média e variancia juntamente com o fato de pu; ~ Beta(s;,r;). Sendo

assim, a previsao de um passo a frente de Y; é estimada da forma:

}/;f - E(KlDt717¢):E[E(K’Mtthfl7¢)}
St
3t+Tt’

e variancia:

V(YHDt—la ¢) = E[V(K’Hh Dt—l> ¢)] + V[E<}/t‘,ut7 Dt—la ¢)]

2
5 [% Dt_l,gb} + VDo, 6] =

1 —il- o Lt jf T <1 s jf Tt)‘| * 1 f o (s¢ + Tt>;zl<;it+ re+ 1) (54)
Estes momentos sao de grande utilidade para medidas comparativas. Por
exemplo, a partir de E(Y;|D,_1,¢), podemos obter medidas de precisao
para a previsao, como o desvio médio absoluto, DM A e o erro quadratico
médio, FQM, onde: DM A = %ZL le:] e EQM = %Zle e, com e; =
Yy = E(Yy|Dy-1, 0).
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A variancia, V(Y;|D;_1, ¢) pode ser utilizada para obter intervalos de con-
fianca de previsao de um passo a frente. Outra medida utilizada para
comparacao de modelos é a densidade preditiva observada ou verossimil-
hanca observada, descrita por:

T
p(YVi,--., Yr|Do, @) = [ [ p(Ye Di-1, ). (5.5)

t=1

— Passo 4 - Posteriori de p; - P(us|Dy):

Pelo Teorema de Bayes, a posteriori de p; é:

P(,Ut‘Dta¢) X P(Y;‘MtaDt—la¢)P(,Ut|Dt—17¢)

['(¢) pep=1c1 o \(I—pe)p—1
T (1 gy L%
[(sy + 1)

Xmuft_l(l — )" (5.6)

Observe que P(u| Dy, ¢) ndo tem forma conhecida. Portanto, faz-se necessério
utilizar um método aproximado para estimar os momentos de 1* e 2% or-
dem de P(u| Dy, »). Uma possibilidade é utilizar a moda a posteriori, que
¢ o ponto que maximiza P(u| Dy, ¢), para estimar E(u|Dy, ¢), e menos a

inversa da matriz Hessiana para estimar V' (p,| Dy, ¢).

— Aproximagoes para E(u| Dy, ¢) e V(| Dy, ¢) via moda a posteriori:

Seja:

— (o) ned=1cq _ o (I—pe)p—1

Dse+711) o1
Tty T

t)’!’tfl

Y

Il =log(L) o< —log(I'(¢pp)) — log(T'(p(1 — pr))) + (pr — 1) log(ye)

+ (1 = pe)¢ — 1]log(1 — yz) + (s¢ — 1) log e + (1 — 1) log(1 — pae).

Seja m o ponto em p; € (0,1) que maximiza [, este é denominado a moda a

posteriori de p;. Seguem abaixo as derivadas de 1* e 2* ordem e estimativa
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da variancia V:

ol
o = — (o) + PU[o(1 — )] + ¢log yr — Pplog(1l — yy)
St — 1 - Tt — 1
e L— g
821 2 2 17 St — 1 ry — 1
-1
0?1
V ~ — la_lug th] )

Desta forma, temos os estimadores dos momentos:

= EA(Mt‘Dt)

Vo= V(Mt|Dt)-

— Aproximagoes para E(u; | Dy, ¢) e V(u | Dy, ¢) via método de

Laplace:

A precisao na estimagao de E(u; | Dy, ¢) e V(i | Dy, ¢) pode ser mel-
horada com o uso de aproximagoes de Laplace, introduzidas por Tierney e
Kadane (1986). A seguir descrevemos o método e o aplicamos ao caso do

modelo beta dinamico.

Seja a distribuicao a posteriori 7(#), a priori p() associada a f e L(z | 0) a
verossimilhanca. Utilizando o teorema de Bayes, os momentos a posteriori
podem ser obtidos através de

_ ~ JhO)L(z | 0)pd) [ exp(K*(h))do
1?(h(0))——b/nh(e)ﬂ(ﬁ)d6<_ HOLe 900) _ o),

onde h(f) é uma funcao estritamente positiva,

K*(0) = log(h(0)) +log(L(x | 0)) +log(p(0))

K (6) = log(L(x | 8)) + log(p(0)).
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Aplicando a expansao de Taylor de segunda ordem em K*, tem-se

’

1
K*(6) = K*(m") = 5(0 —m™) (V)7 (6 —m"),
de modo que, considerando a aproximacao de Laplace proposta por Tierney
e Kadane (1986),

LN 12
B ~ () esslde () — i),

onde m* é o ponto que maximiza K*(), V* é a inversa da matriz hessiana
associada a K*(0), avaliada no ponto m*. Defini¢oes similares se aplicam

amelV.

Considerando-se 6 = iz, h(p:) = ps e, posteriormente, h(u;) = p2, m(p) =
P(:ut | ¢a Dt)7 S

_ F((ﬁ) oue—171 o \e(1—pe)—1
Lhme o) = wgmon —my® 7O
tem-se
_ —1
62K t % 82K* t
v _[ a,fﬁ)m_m nd v :_[ aufz”)m_m*] |

A wIN 1/2
g - E[utwt,(bm('lvw') explK*(m*) — K (m),

i = V[Mt|Dt,¢] ~ E[H§|Dt7¢] - (E[Mt|Dt7¢])2~

Como nao é possivel encontrar m e m* analiticamente, utilizamos o método

de Newton-Raphson.

Utilizando os valores [; e d; de maneira andloga ao segundo item do Passo
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2, com a expansao de primeira ordem, tem-se:

exp(Ar)
d ~ FE D =F|————|D
t [/’Lt’ t7¢] |:]-+6Xp()\t) t7¢:|
Tl elt
exp(A;) }
l, ~ Viy|Dy,¢|=V|—=LU | D,
t [#t| t ¢] {1+exp()\t) /N

Q

eft* 2 .
((Heft*)?) "

Neste caso, os momentos de (\|Dy, @), f; e ¢; sao definidos, em termos de
dt (§ lt, por:

fr=1 di e ¢ =1 e - (5.7)
+ — log 1—d, qy = Ut (1_|_€f;)2 .

o1



Com a expansao de 22 ordem, os momentos d; e [; S0 expressos por:

eXPO\t)
dy ~ FEl\u|Dy,¢|=FE|————F—| Dy,
t [,Ut| t ¢] {l—i-exp()\t) t 4
B elt q_;‘eft(l —eft)
Tol4ell T2 (14eh)d
exp(\y) }
i, =~ Viw|Dy, ¢l =V | ———F—| Dy,
t [11¢| Dy, ¢ [1+exp()\t) N0
* 2 % % % * * 2
~ eli O+ 8¢; (f;)? — (a7)* (efi(1—eli)
(14efi)2 ) 4 (14eff)3 ) -

Entao, f; e gf sao obtidos a partir da solugao deste sistema de equagoes
nao lineares. A solucao deste sistema nao pode ser expressa de forma
analitica, portanto foi utilizado um procedimento iterativo por meio da
funcao “dfsane”, disponivel na biblioteca BB do software R, para obter
uma solucao aproximada. A unicidade da solu¢ao pode ser garantida, uma

vez que ¢; esta definido entre os reais positivos.

Passo 5 - Estrutura Condicional para (8|, Dy_1, ¢):

P(3ID6) = [ P3N D )PIDL 0)i
Utilizando o método de estimacao Linear Bayes, encontra-se:
E[ﬁtlkt, D1, 9] = ay + Ry (N — fi) /e,

V[ﬁtlkt, Dy, ¢] =Ry — RtFtFt/Rt/Qt-

Passo 6: Atualizacao de f3;:

P(3|Dy, &) / P(Bi M, Dov, ) P(M| Dy, 6.
Segue que

E(Gi| Dy, ) = E[E{Bi| M, Dy, 03Dy, 9] e

V(B3| Dy, ¢) = VIE{B| s, De—1, ¢} Dy, @] + E[V{Bi|Ae, D1, 0} Dy, ¢).

Desta forma, os momentos a posteriori de (3| D;) podem ser estimados por

(ﬁt|Dt7¢) ~ (mt7Ct)7
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onde,

my = ar + ReE(ff — fo)/a

e
1 .
Ct = Rt — q_[RtFtFt/Rt(l — qt /qt)]
t
Desta forma, temos o valor esperado de A; como F{E(B:|D;) = F/m.
Como

A = g(m) = log <1 A > :

s
O nivel p; é estimado a partir da fungao inversa da fungao de ligagao ¢(.)
sobre o valor esperado de \;:

B exp(F{my)
1t exp(Fjmy)’

t

5.2 Modelo Dinamico Beta com ¢ desconhecido

Na secao anterior o Modelo Dinamico Beta foi descrito considerando-se co-
nhecido o valor do parametro escala ¢. A estimacao de ¢, a principio, nao
deveria ser um problema muito complicado e, para esse proposito, alternativas
razoaveis seriam utilizar ou a expressao (5.1), relacionada com a equacao de
observagao, ou a expressao (5.6), que descreve a distribuigao a posteriori de
(14| Dy, @), tendo em vista que ambas envolvem ¢. No entanto, nos deparamos

com algumas complicacoes.

Uma delas é a dificuldade em se obter uma funcao de verossimilhanca que
expresse a relacao de dependéncia entre todos os y;’s. Uma forma de contornar
esta dificuldade é desconsiderando-se a relacao de dependéncia com o uso de
uma fungao escrita como o produtério das distribuicoes individuais de j;, como

no caso de dados i.i.d.

Outra dificuldade é devido ao fato dos valores da funcao descrita tanto pela
expressao (5.1) quanto pela expressao (5.6) tenderem a crescer monotonica-
mente com ¢. Na parte superior da Figura (5.1) ¢ ilustrada a superficie de

uma funcao de verossimilhanca descrita para dados i.i.d. gerados a partir de
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y ~ Beta(ou, (1 — p)) para p = 0,4 e ¢ = 50. Percebe-se que a superficie é
bem achatada no eixo em que os valores de ¢ variam, dificultando no momento
de maximizar a fungao com respeito a ¢ correspondente ao problema. Na parte
inferior da Figura (5.1) observa-se um corte da superficie para u = 0,4, eviden-
ciando, mais uma vez, que a maximizagao da verossimilhanca com respeito a ¢
pode ser problematica. A literatura ainda carece de maiores informacgoes sobre

o problema e como trata-lo.

2000
|

0
L

Log-verossimilnanca
1

10000 -8000 -6000 -4000 -2000
L

100

similhanca
50

Figura 5.1: Fungao de log-verossimilhanca gerada de dados com ¢ =50 e = 0,4

5.2.1 Procedimento Ad-Hoc para estimar ¢ em dois estagios

A maior dificuldade em estimar ¢ por meio das expressoes (5.1) ou (5.6)
ocorre devido a presenga da funcao gama envolvendo o parametro ¢. Como uma

alternativa, um procedimento ad-hoc é utilizado para estimar tal parametro.

Um procedimento completamente bayesiano para estimar ¢ é bastante mais
complexo e estamos trabalhando para desenvolvé-lo (vide Segao 7.2). No en-
tanto, com o intuito de evitar o uso de procedimentos computacionalmente

intensos, como o MCMC, por exemplo, foi proposta esta abordagem ad-hoc.

A idéia é baseada em utilizar uma funcao que, mesmo sem estar diretamente
parametrizada em termos de ¢, captura a sua influéncia indiretamente. Nota-
se que, como explicitado anteriormente, u; e ¢ estao relacionados na forma

we = pi/¢, onde p; é o parametro da distribuigdo Beta com a parametrizacao
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convencional. Desta forma, considerando a priori (u¢|D;_1, ¢), que depende de ¢
indiretamente, mas possui a vantagem de nao incluir a fun¢ao gama envolvendo
¢, é apresentado, a seguir, um procedimento em dois estagios para estimar tal

parametro.

— Grid: Considera-se um conjunto de pares de valores para (W, ¢;), com W

representando a variancia dos erros de evolucao, 1 =1,...,aej=1,...,b.

— (a) (¢|W): Nesta etapa, deseja-se estimar ¢ para um valor fixo de W. Ou
seja, para um ponto fixo da coordenada W; é obtido o valor da funcao Lp

para todos os pontos ¢, onde

n

Lo(@) = [ PGulDiy)

L F(St + T't) 1
— — VT sl
]‘:_‘[ F(St)r(/rt)/’bt ( ot

[[e 2@ —p) ™", onde ju=p/o.

t=1

)’rt—l

Q

Sao armazenados os valores ¢(; que maximizam Lp no ponto fixo W = W,

e, por fim, o valor estimado de ¢ é dado por:
<5 = mediana{@m . ,gbga)}.

— (b) (W|¢): Para estimar W condicionalmente com respeito a ¢, o procedi-
mento consiste em minimizar o quadrado médio dos erros descrito pela

expressao (5.8) sobre os pontos do grid (W;, ¢;):

EQMy(¢) = = Y Vi = V%, (5.8)

T
t=1

1
T
onde Y; corresponde ao valor esperado da previsao um passo a frente de

(}/;5|Dt—17 ¢)

No Capitulo 7 sao apresentadas algumas formulacoes para estimar o parametro ¢
no processo inferencial do ajuste do modelo. No entanto, ainda faz-se necessario

alguns ajustes para verificar o funcionamento destes métodos.
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Capitulo 6

Simulacao e Aplicacao

Neste capitulo discutiremos, inicialmente, o relacionamento entre a variancia
do erro observacional, V;, e a variancia do erro de evolucao, W;, para o Modelo
Dinamico Beta. Em seguida, sao apresentadas as andlises com dados simulados
Beta para o caso de ¢ conhecido. Sao também comparadas diferentes apro-
ximagoes para estimar os momentos a posteriori que sao utilizados no processo
de inferéncia do Modelo Dinamico Beta. Ao final, analisamos alguns conjuntos

de dados reais.

6.1 A razao sinal-ruido no Modelo Dinamico

Beta

Nesta secao analisamos a relagao entre a variancia do erro observacional, V;,

e a variancia do erro de evolugao, W;.

Os erros, wy, do sistema de equagoes, controlam a evolugao sob a influéncia de
uma variancia W, que, quanto maior (menor) sao os seus valores mais brusca
(suave) ¢ a evolugao ao longo do tempo. O fato de F(w;) = 0 garante um certo

nivel fixo em torno do qual os valores de [3; irao variar.

O comportamento das trajetorias de Y; e §; estao relacionadas com a magnitude
da razao entre as variancias, r, = W, /V; (razao sinal-ruido). Quando o valor de

ry ¢ baixo, a maioria dos movimentos da série se da devido as observagoes Y; e
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no caso de valores elevados de r;, a maior parte dos movimentos se da devido a

ambas as variagoes nos Y;’s e nos (3;’s

Para os Modelos Dinamicos Gaussianos, com variancia observacional e de evolugao
constantes, um valor de 7, = 0.05, que corresponde a W = V/20, indica séries
de tempo tipicamente suaves em torno de um nivel localmente constante. Por
outro lado, r; = 0.5 corresponde a séries de tempo com movimentos mais bruscos

ao longo do tempo.

No caso dos Modelos Dinamicos Beta, esta relacao nao acontece desta mesma
forma, tendo em vista que a natureza dos dados analisados no caso gaussiano e
no beta sao muito diferentes. Além disso, cabe ressaltar o fato de que a variancia
observacional, V; depende do nivel y; (que nao é o caso no modelo gaussiano)
o que torna esta relacao ainda mais complexa. Com isso, os valores correspon-
dentes a r, no Modelo Dinamico Beta podem nao ter a mesma interpretacao de

sinal-ruido do Modelo Dinamico Gaussiano.

Nos Modelos Dinamicos Beta, a variancia, V;, apresenta um limite superior dado

por V; < O limite superior é alcancado quando p; = 1/2. Na medida em

4(1+¢
que 1 se aproxima dos limites do espago paramétrico (0 ou 1), V; se aproxima
de 0. A magnitude de V; é pequena e decresce com a aumento de ¢. O caso de
V; = 0 corresponde a observagoes de séries estaticas ao longo do tempo. Para

as simulagoes, foram utilizados niveis de valores tais que 0.01 < p; < 0.99,

portanto, Oﬁ(‘ig <V, <

1+¢)

Com o intuito de estabelecer uma relacao coerente entre V;, que esta definida
no intervalo (0,1), e W;, que esté definida no intervalo (0, c0), foi feito um re-
escalonamento de W, com base em uma transformacao sobre o erro de evolugao

Obtém-se que W} = W,;/16 consiste em uma aprox-

onde r; = W} /V,,

*
wy, tal que w; = Hewﬁ,

imacao da variancia de w;. Portanto, %209t < 1/, <

o+1 1+¢)

implicando, por exemplo, em W} < 0.0125/(1 + ¢) para um sinal-ruido de
ry = 0.05.
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6.2 Lidando com observacoes Y; =0ou Y; =1

Um problema a ser tratado nas séries de dados composicionais é o cuidado
com os pontos muito préximos as extremidades do espago paramétrico (0 ou
1). Sabe-se que a funcao de ligagao logito nao estd definida em 0 e 1 e, por-
tanto, os pontos proximos a esta regiao levam a pontos indefinidos na fungao

de verossimilhanga da série, impossibilitando sua maximizacao.

Uma forma intuitiva de contornar este problema ¢é utilizando-se uma trans-
formagao para “encolher” o intervalo [0, 1] de modo que os pontos nao cheguem
tao proximos de suas extremidades. Um método frequentemente utilizado é
adicionar 1/(2N) em pontos préximos de zero e subtrair 1/(2N) dos pontos
préximos de 1, onde N é o numero de observagoes (MacMillan e Creelman,
2005). Esta transformagcao nao altera os pontos internos do intervalo, mas pode
trazer algum viés aos vizinhos dos valores extremos. Uma sugestao mais ade-
quada, apresentada por Smithson e Verkuilen (2006), para uma série continua
em [0, 1] é transformar a série numa variavel definida no intervalo aberto (0, 1)

ponderada da forma:
- yt(N — 1) + s
yt - N )

onde N é o nimero de observagoes e s uma constante de valor entre 0 e 1. Do
ponto de vista bayesiano, s funciona como no caso em que levamos em conta

uma priori. Sendo assim, 0.5 é um valor razoavel para s.

Utilizando-se desta transformacao em y;, o problema de modelar as séries com
valores proximos das extremidades do espaco paramétrico é solucionado, per-
mitindo que sejam estimadas séries com grandes oscilagoes, ou seja, com valores
mais elevados de W;, assim como possibilita estimar séries com maior dispersao,

ou seja, valores mais elevados de V.

6.3 Analisando dados simulados - ¢ conhecido

Para avaliar o comportamento do modelo dinamico Beta que foi desen-

volvido no Capitulo 5, considerou-se dados gerados segundo dez casos distintos,
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que sao sumarizados na Tabela 6.1.

W, 15 25 50 100
0.01 | Caso1 Caso?2 Caso3d Caso4
0.09 | Casob Caso6 Caso7 -
0.15 | Caso 8 Caso 9 - -
0.20 | Caso 10 - - -

Tabela 6.1: Combinacoes de séries avalidas

Destacam-se os casos 4, 9 e 10. No Caso 4 as séries sao bem comportadas, pois
tanto W, (a variancia dos erros de evolu¢ao) quanto V; (a variancia dos erros
de observagoes) sao pequenos. No Caso 9 as séries geradas sdo razoavelmente
estaveis, com valores intermediarios de V; e W;. No Caso 10 as séries geradas
apresentam oscilacoes mais bruscas, uma vez que os valores de ambos, V; e W,

sao elevados.

Em geral, o valor de W; é desconhecido. Como alternativa, utiliza-se uma

estimativa por meio do fator de desconto § (descrito no final do Capitulo 1).

Como um critério para avaliar a bondade do ajuste, utilizou-se o erro quadratico

médio entre o valor real, 1, e o valor estimado do nivel, /i, isto é:

T

BQM = Sl — i’ (6.1)

t=1

Observando o erro quadratico médio (EQM) para os dez casos listados na
Tabela 6.2, nota-se que nos ajustes com W; conhecido sao obtidos os menores
valores de EQM. Em seguida destacam-se os ajustes feitos com fator de de-
sconto § = 0.8. Estes foram os que apresentaram FE@QM mais proximas de
quando o ajuste foi feito considerando-se os valores reais de W;, principalmente
nos quatro primeiros casos apresentados, em que as séries sao simuladas com
W; = 0.01 (séries bem comportadas). Nota-se que quanto menor a dispersao
dos dados (maior o tamanho de ¢), maior é a diferenca entre os ajustes com
W, conhecido. Na medida em que sao utilizados valores mais elevados para

o fator de desconto, como § = 0.9, o FQM tende a ser maior. No entanto,
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para séries bem comportadas (como W; = 0.01 e W; = 0.09) os valores ainda
apresentam FQM proximos ao obtido com W; conhecido. Quando utiliza-se
0 =0.95, o EQ M aumenta muito, principalmente para séries com valores mais
elevados de W;. De acordo com a Tabela 6.2, 6 = 0.95 s6 é viavel para séries
com comportamento bastante estavel, como em W, = 0.01. No caso de §’s com
valor inferior a 0.8, a magnitude de W; deixa de ter muita relevancia de modo
que a previsao é passa a ser quase que totalmente baseada nas observacoes Y;’s,

desconsiderando grande parte do histérico passado da série.

EQM x 102
Casos W; conhecido 0 =0.8 =09 6=0.95
Caso 1: ¢ = 15; W; = 0.01 0.3087 0.3108  0.3450  0.4309
Caso 2: ¢ = 25; W; =0.01 0.2368 0.2408 0.3086  0.4167
Caso 3: ¢ = 50; Wy = 0.01 0.1370 0.1580 0.2518  0.3879
Caso 4: ¢ = 100; W, = 0.01 0.0901 0.1319 0.2362  0.3786
Caso 5: ¢ = 15; W, = 0.09 0.5117 0.7617 1.3850  2.2440
Caso 6: ¢ = 25; W, = 0.09 0.3310 0.5740 1.1215  1.8872
Caso 7: ¢ = 50; W, = 0.09 0.2354 0.6545 1.2238  3.1989
Caso 8: ¢ = 15; W, = 0.15 0.5892 1.0145 1.7429  3.0818
Caso 9: ¢ = 25; W, = 0.15 0.4439 0.9310 1.7255  2.4439
Caso 10: ¢ = 15; W, = 0.20 0.5284 1.2071  2.2525  3.2485

Tabela 6.2: Erro quadratico médio das séries simuladas.

Para séries mais estaveis, como o Caso 4, onde ¢ = 100 e W; = 0.01, valores
proximos de 0.9 e 0.95 ja apresentam resultados satisfatérios para estimar a
série (vide Figuras 6.1 e 6.2). No caso de séries com oscilagoes mais elevadas,
como o Caso 9, onde ¢ = 25 e W; = 0.15, o fator de desconto § = 0.8 apresentou
estimativas mais proximas das evolugoes reais da série, ja com § = 0.95 os niveis
obtidos apés a suavizacao (vide Apéndice G) ficaram bem distantes dos niveis
reais (vide Figuras 6.3 e 6.4). No Caso 10, onde ¢ = 15 e W = 0.2, foi necessério
o uso da transformacao de variavel mencionado na secao 6.2. A partir da Figura
6.5 percebe-se que a principal diferenca ao utilizar os diferentes valores de 9§ se

dé nas regioes proximas das extremidades, no periodo entre os tempos t = 50
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e t =~ 150, onde ocorrem as oscilagoes mais bruscas. Pela Figura 6.6 nota-se
que 6 = 0.8 foi o fator de desconto que proporcionou um comportamento mais
proximo em relagao a estimativa com W; conhecido. Com § = 0.95 a série
estimada nao é capaz de ajustar as fortes oscilagoes presentes na série real (vide

Figura 6.6 d)).

a) W conhecido

o
> O 7]
o : —— Meédia suavizada
© T T T T T
0 50 100 150 200
tempo
o
> S 7]
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o
> O ]
o : —— Média suavizada
o T T T T T
0 50 100 150 200
tempo
o
> oS 7]
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© T T T T T
0 50 100 150 200
tempo

Figura 6.1: Caso 4 - Série com W = 0.01 e ¢ = 100.
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série real
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Figura 6.2: Caso 4 - Grafico de Dispersao da série com W = 0.01 e ¢ = 100.
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Figura 6.3: Caso 9 - Série com W = 0.15 e ¢ = 25.
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série real
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Figura 6.4: Caso 9 - Grafico de dispersao da série com W = 0.15 e ¢ = 25.
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Figura 6.5: Caso 10 - Série com W = 0.20 e ¢ = 15.
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Figura 6.6: Caso 10 - Gréfico de dispersao da série com W = 0.2 e ¢ = 15.
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6.4 Comparacoes Entre Métodos de Estimacao

Na Segao 5.1 (Passo 4) foram apresentados dois métodos para estimar os
momentos a posteriori de p, isto é, E(us|Dy, ¢) e V(| Dy, @), o método da
moda a posteriori e o método de Laplace, que é supostamente mais acurado

que o primeiro.

Com o intuito de verificar se h& ganho significativo ao utilizar a aproximagao de
Laplace e a expansao de Taylor de 2* ordem nas estimativas dos momentos de
(1¢|Dy), foram ajustados modelos dinamicos Beta utilizando ambas as aprox-
imacoes. Para avaliar possiveis diferencas, foram calculadas estatisticas des-
critivas dos residuos obtidos por ambos os métodos, além das andlises graficas
dos residuos por meio de graficos de dispersao e graficos das séries estimadas.

Os residuos da série sao obtidos através de:
€ = [t — [t

onde u; representa o valor real da série e fi; o seu valor estimado no tempo t.

Como critério na comparacao entre os dois tipos de aproximacoes utilizadas na

estimacgao dos momentos de (p| Dy, ¢), utilizou-se o erro quadratico médio (6.1).

As andlises que seguem foram feitas para os casos 4, 9 e 10. No Caso 4 (séries
bem comportadas), os valores de EQM apresentados na Tabela 6.3 evidenciam
que o procedimento mais complexo, com aproximacao de Laplace e expansao
de 2* ordem, proporcionam estimativas mais precisas de p;. No entanto, tal
vantagem ¢é bastante modesta. A comparacgao grafica das séries estimadas sob
os dois procedimentos e os diagramas de dispersao em que sao confrontados i e
fi; (vide Figura 6.7) tornam claro que, para o Caso 4, nao ha ganho significativo

na precisao das estimativas quando utiliza-se o procedimento mais complexo.

No Caso 9 (séries razoavelmente estaveis), os valores de EQM apresentados na
Tabela 6.3, indicam ligeira superioridade nas estimativas obtidas com o proced-
imento mais complexo. No entanto, os graficos inclusos na Figura 6.8, nova-
mente evidenciam que o uso do procedimento mais simples pode ser adotado

sem prejudicar o ajuste de forma significativa.
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No Caso 10 (séries com fortes oscilagoes), ja é possivel notar alguma diferenga

entre as séries. Ao observar a Figura 6.9 nota-se que ha uma dispersao menor

dos pontos quando a estimativa ¢ feita utilizando-se as aproximacoes de Laplace

e expansao de Taylor de 2* ordem. Neste caso, o ganho ao utilizar um proce-

dimento mais complexo torna-se relevante, o que leva a concluir que o uso de

aproximacoes mais robustas ¢é interessante quando se trabalha com séries que

apresentam oscilacoes mais expressivas. Pela Figura 6.9 é possivel notar que

graficamente as séries se comportam de forma ainda um tanto similar pelos dois

procedimentos e a diferenca é percebida principalmente nas regioes proximas as

extremidades do espago paramétrico (0 e 1).

Casos Método de Estimacao min  mediana max média EQM x 102
Caso 4 | Aproximacao de Laplace | —0.095 —0.0010 0.076 —0.004 0.090
Moda a posteiori —0.096 —0.0004 0.075 —0.004 0.093
Caso 9 | Aproximacao de Laplace | —0.208 —0.003  0.241 —0.0002 0.443
Moda a posteiori —0.212 —-0.001 0.247 —0.0007 0.453
Caso 10 | Aproximagao de Laplace | —0.262 —0.003 0.226 —0.0099 0.528
Moda a posteiori —0.273 —0.007 0.248 —-0.0171 0.699

Tabela 6.3: Algumas estatisticas para os erros e; = [u; — fi;] e erro quadrético médio

(EQM) entre os niveis reais e obtidos pelo Modelo Dinamico Beta estimados usando

tanto a moda a posteriori e aproximagoes de Taylor de primeira ordem ou aproximacao

de Laplace e aproximagoes de Taylor segunda ordem para os momentos (g Dy, ¢).
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Figura 6.7: Caso 4 - Série com W = 0.01 e ¢ = 100: a) Série estimada via aproximagcao
de Laplace e expansao de 2* ordem; b) Dispersao da série estimada via aproximagao
de Laplace e expansao de 2* ordem; c) Série estimada via moda a posteriori e expansao
de 1* ordem; d) Dispersao da série estimada via moda a posteriori e expansao de 1*

ordem.

Como recomendagao pratica sugerimos o uso da aproximacao da moda a pos-

teriori na estimacao dos momentos E(u| Dy, @) e V(| Dy, ).
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Figura 6.8: Caso 9 - Série com W = 0.15 e ¢ = 25: a) Série estimada via aproximagao
de Laplace e expansao de 2* ordem; b) Dispersao da série estimada via aproximagao
de Laplace e expansao de 2* ordem; c¢) Série estimada via moda a posteriori e expansao
de 1* ordem; d) Dispersao da série estimada via moda a posteriori e expansao de 1*

ordem.
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Figura 6.9: Caso 10 - Série com W = 0.2 e ¢ = 15: a) Série estimada via aproximagao
de Laplace e expansao de 2* ordem; b) Dispersao da série estimada via aproximagao
de Laplace e expansao de 2* ordem; c¢) Série estimada via moda a posteriori e expansao
de 1* ordem; d) Dispersao da série estimada via moda a posteriori e expansao de 1*

ordem.
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6.5 Analisando dados simulados - ¢ desconhecido

Considerando a metodologia descrita na Secao 5.2, observou-se que quando
o valor de W ¢ conhecido, o procedimento ad-hoc conduz a valores préximos do
¢ real. Mesmo para valores elevados de W (como 0.2, por exemplo) e valores
baixos de ¢ (como 15), correspondendo aos casos de séries mal comportadas,

foi possivel obter estimativas proximas do ¢ real.

Como em geral nao se sabe o valor de W;, busca-se estimar ¢ em um “grid” de
valores fixos para W. Neste “grid” foram atribuidos valores variando de 0.01 a
0.25, e para em cada W, foi encontrado uma estimativa gzNS de ¢ como o ponto que
maximiza a pseudo-verossimilhanca L,. Desta forma, sao obtidos 25 possiveis
valores para QAﬁ (um correspondente a cada valor de W; pertencente ao “grid”).
Para chegar a estimativa final de ¢, um segundo ajuste é realizado levando em
consideracao (gzgl, ceey ¢~25), os 25 valores obtidos para gZ; Neste segundo estagio

da estimativa de ¢ o modelo é ajustado considerando 4 alternativas:

— valor minimo de ((51, L bo5);

— média de (@1, ...,¢2): &= (32, ¢:)/25;
— mediana de (qb}, . ,q5;5);

— valor méaximo de (¢, ..., ¢as).

Dentre estes valores estimados, ¢ é escolhido como aquele entre que melhor se

ajusta a série no segundo estagio.

A Figura 6.10 mostra o impacto de utilizar gg estimado, respectivamente, pelo
valor minimo, médio, mediano e maximo de (gb], o ,¢;5). Percebe-se que o
Modelo Dinamico Beta é bastante robusto em relacao aos valores das estimativas
de ¢, resultado bastante importante para os analistas que irao trabalhar com o

Modelo Dinamico Beta.

Na Tabela 6.4 sao apresentadas algumas estatisticas para os residuos e o erro
quadratico médio para os casos simulados onde o ajuste foi feito utilizando W,
conhecido em ambos os casos de modo que em um ¢ utilizado ¢ conhecido e no

outro ¢ estimado como descrito na Segao 5.2. Percebe-se, pelas estatisticas dos
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Beta geradas quando ¢ é estimado utilizando ¢,,in, Gmedias Pmediana € Pmaa-

residuos, que o modelo ajustado com ¢ apresentam comportamentos bastante
semelhantes aos ajustes realizados com o parametro ¢ verdadeiro. Nota-se que
o EQM pouco aumenta ao utilizar o ajuste com ¢ nos casos em que W, = 0.01.

No entanto, na medida que cresce o valor de W;, a perda ao utilizar ¢ se torna

mais expressiva.

Os valores apresentados na Tabela 6.5 correspondem as estimativas qgmm, (ﬁmédm,
gz@medi(mo e qgmdx juntamente com seus respectivos FQM. Nota-se que o parametro
¢ € bastante robusto, de modo que o erro quadratico médio pouco varia para
os diferentes valores estimados. Ao observar as duas tltimas colunas da Tabela

6.5, é possivel perceber que nos casos com em que ¢ apresenta valores mais

elevados, ou seja, em séries com baixa dispersao (Casos 3, 4 e 7).
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Casos | ¢ min mediana max média  FQM x 102
Caso 1 | Conhecido | —0.137500 0.011870 0.187100 0.017450  0.3140462
Estimado | —0.137500 0.011870 0.187100 0.017450  0.3236349
Caso 2 | Conhecido | —0.119200 0.011810 0.160500 0.015690  0.2415315
Estimado | —0.115200 0.010140 0.156000 0.015720  0.2437977
Caso 3 | Conhecido | —0.091600 0.005729 0.124800 0.007919  0.1393307
Estimado | —0.090760 0.005171 0.123500 0.007920  0.1393087
Caso 4 | Conhecido | —0.073980 0.003302 0.096870 0.006113  0.0918570
Estimado | —0.076840 0.004007 0.097330 0.006098  0.0924318
Caso 5 | Conhecido | —0.237400 0.018030 0.250600 0.009815  0.5170380
Estimado | —0.305700 0.014650 0.254300 0.006504  0.7935885
Caso 6 | Conhecido | —0.145500 0.009657 0.208800 0.005431  0.3335225
Estimado | —0.211800 0.013990 0.237700 0.003277  0.5358845
Caso 7 | Conhecido | —0.104400 0.002698 0.152800 0.005626  0.2362833
Estimado | —0.210200 0.003893 0.189500 0.003284  0.4703508
Caso 8 | Conhecido | —0.235800 0.005453 0.263700 0.004609 0.589311
Estimado | —0.294300 0.012140 0.268800 0.003055 0.838767
Caso 9 | Conhecido | —0.238900 0.006779 0.209900 0.002317  0.4448096
Estimado | —0.370500 0.013880 0.242300 0.000833  0.9199885
Caso 10 | Conhecido | —0.222500 0.005312 0.264300 0.012600 0.533168
Estimado | —0.200300 0.009745 0.290000 0.011560 0.562797

Tabela 6.4: Comparacao dos residuos com ¢ conhecido e ¢ estimado nos Modelos

Dinamicos Beta
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Estatisticas de ¢E e EQM x 10?

Casos com ¢ e Wy desconhecidos (§ = 0.8) oe W, ¢ conhecido
Gmin  Dmédio  Pmediano  Pmax | conhecidos | 5 =0.8

Caso 1 EQM | 0.3142 0.3155 0.3142  0.3241 | 0.3140 0.3108

¢ =15; W; = 0.01 6| 14 14.84 14 22

Caso 2 EQM | 0.2440 0.2448  0.2445  0.2430 | 0.2415 0.2408

¢ = 25; W, = 0.01 6| 22 2352 23 32

Caso 3 EQM | 0.1596 0.1599  0.1598  0.1605 | 0.1370 0.1580

¢ = 50; W, = 0.01 6| 39  44.24 42 56

Caso 4 EQM | 0.1332 0.1335  0.1334  0.1339 | 0.0918 0.1319

¢ = 100; Wy = 0.01 6| 70  108.24 88 200

Caso 5 EQM | 0.7712 0.7711  0.7712  0.7712 | 0.5170 0.7617

¢ =15; W, = 0.09 6| 13 13.44 13 17

Caso 6 EQM | 0.5846 0.5832  0.5836  0.5811 | 0.3335 0.5740

¢ = 25; W, = 0.09 6| 19 2035 20 23

Caso 7 EQM | 0.6556 0.6536  0.6536  0.6524 | 0.2363 0.6545

é = 50; W; = 0.09 | 27 34.96 35 44

Caso 8 EQM | 1.0253 1.0242 1.0244  1.0264 | 0.5893 1.0145

¢ =15 W, =0.15 | 11 13.36 13 19

Caso 9 EQM | 0.9435 0.9426  0.9427  0.9398 | 0.4448 0.9314

¢ = 25; Wy = 0.15 | 18 19.20 19 22

Caso 10 EQM | 12153 1.2141 12141 12145 | 0.5331 1.2071

¢ =15; W; = 0.20 | 11 13.79 14 19

Tabela 6.5: Comparacao das EQM’s e valores estimados de ¢ para os diferentes casos

e caracteristicas de W, e ¢ nos Modelos Dinamicos Beta
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6.6 Modelo Dinamico Beta versus Modelo Li-

near Dinamico Normal Matriz-Variado

Com o intuido de verificar o ganho do Modelo Dinamico Beta (MDB) com-
parado com o Modelo Linear Dinamico Normal Matriz-Variado (MLDNM) com
transformacao razao-log, descrito no Capitulo 2, as séries de proporg¢oes simu-
ladas foram estimadas por meio dos dois modelos. No caso do modelo Normal

Matriz Variado, foi utilizada a transformacao logistica:

Zy = log < ) , onde Y; ~ Beta(ou, p(1 — py)).

t
1-Y;
Utilizou-se uma aproximacao Normal para Z;, de modo que o procedimento
descrito no Capitulo 2 foi aplicado aos dados simulados com distribuicao Beta.
As Figuras 6.11 a 6.13 ilustram os ajustes para dados simulados sob os casos 4,
9 e 10 (vide Segao 6.3) utilizando os modelos dinamicos normal matriz-variado
e beta. Na parte superior de cada figura estao graficados os ajustes para o
modelo dinamico normal matriz-variado enquanto na parte inferior os ajustes
para o modelo dinamico beta. Ambos os ajustes foram realizados sob ¢ e W,
conhecidos. Em todos os casos observa-se, como esperado, um melhor ajuste

quando o modelo dinamico beta é utilizado.

De acordo com a Tabela 6.6, a vantagem do Modelo Dinamico Beta ¢é desta-
cada, principalmente, nos modelos em que a variancia dos erros da equacgao de
observagoes, V;, é pequena, ou seja, para grandes valores de ¢. Na medida que
a razao sinal-ruido diminui, o ganho do modelo beta torna-se ainda mais evi-
dente em relagao ao modelo Normal (vide Caso 4). Quando a razao sinal-ruido
¢ alta (Casos 9 e 10), os modelos Beta deixam de apresentar uma vantagem tao
evidente em seus ajustes. No entanto, ainda assim, o modelo dinamico beta
apresentou menor erro quadratico médio e valores distribuidos de forma mais

simétrica em torno de zero, como era de se esperar.
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Casos Modelo minimo mediana mdximo média EQM x 102
Caso 4 | MLDNM | —0.125 —0.0021  0.153 0.0001 0.268
MDB —0.076  0.0010 0.095 0.0040 0.090
Caso 9 | MLDNM | —0.328 —0.0005  0.238  —0.0012 0.592
MDB —0.241  0.0026 0.208  —0.0002 0.443
Caso 10 | MLDNM | —0.206 —0.0034  0.288 0.0109 0.730
MDB —0.226  0.0036 0.262 0.0100 0.5285

Tabela 6.6: Algumas Estatisticas dos erro e, = p; — fiy € o erro quadratico médio
(EQM) para comparar os ajustes das séries beta analisadas pelo Modelo Dinamico

Beta ou pelo Modelo Linear Dinamico Normal Matriz-Variado.

6.7 Aplicacao do Modelo Dinamico Beta Em
Dados Reais

6.7.1 Taxa Mensal de Desemprego no Brasil

O Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) implementou em
1980 a Pesquisa Mensal de Emprego (PME), mas desde de 2002 uma nova
metodologia tem sido adotada. A PME é uma pesquisa mensal relativa a forca
de trabalho e renda. As cidades metropolitanas mais relevantes no Brasil sao
incluidas nesta pesquisa, como Sao Paulo, Rio de Janeiro, Belo Horizonte, Porto
Alegre, Recife e Salvador. A série pode ser obtida no site:

http://www.ibge.gov.br.

A taxa de desempego mensal foi analisada baseada na série obtida pela PME
a partir de margo de 2002 até julho de 2009 (89 observagoes disponiveis). As
taxas sao expressas em porcentagem, de modo que o Modelo Dinamico Beta foi
utilizado no ajuste dos dados. Foram obtidos os seguintes valores estimados,
considerando-se um modelo dinamico de 1* ordem em que 3; = G¢(3;_1 +w; com

Gtzlethl.

— W =0.02; gzg = 131; Fator de desconto § = 0.7.
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Figura 6.11: Caso 4 - Série com W = 0.01 e ¢ = 100: a) Série estimada via MLDNM,;
b) Dispersao da série estimada via MLDNM; ¢) Série estimada via MDB; d) Dispersao

da série estimada via MDB.
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Figura 6.12: Caso 9 - Série com W = 0.15 e ¢ = 25: a) Série estimada via MLDNM,;
b) Dispersao da série estimada via MLDNM; ¢) Série estimada via MDB; d) Dispersao

da série estimada via MDB.
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Figura 6.13: Caso 10 - Série com W = 0.2 e ¢ = 15: a) Série estimada via MLDNM,;
b) Dispersao da série estimada via MLDNM; ¢) Série estimada via MDB; d) Dispersao

da série estimada via MDB.
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Esta primeira analise serviu para obter uma estimativa do valor de ¢ por meio
da metodologia descrita na Secao 5.2.1. No entanto, é razodvel assumir previa-
mente que a taxa de desemprego apresenta um comportamento sazonal regido
por ciclos anuais que ocorrem devido a festividades natalinas, férias escolares e
fatores climéticos. E possivel perceber quedas periddicas nos meses de novem-
bro e dezembro devido ao aumento de empregos temporarios. Além disso, a
partir de fatores macroeconomicos as taxas podem apresentar um aumento ou
declinio em um dado periodo. Levando estes pontos em consideracao, foi ado-
tado um Modelo Dinamico Beta especificado por efeitos de tendéncia polinomial

de segunda ordem e sazonal. O vetor de parametros é dado por:

9t = (ﬁtl: ﬁt27 wn, cee >wtp),:

onde o vetor de tendéncia é descrito por (f1,Fi2)’, com [y representando a
coordenada de nivel, enquanto (i a coordenada que mede o grau de variagao

no nivel. Para um ciclo sazonal de tamanho p,0 seu efeito é descrito pelos
A /
parametros (Y, ..., Yy)

A especificacao do modelo é determinada por:

E. Jo(1) 0 W, 0
po () oo [0 0 (e
E, 0o P 0 Wiy

onde W, é uma matriz bloco-diagonal de variancia-covariancia e

, 11 0 I, 4
EP = (]‘? p—1>7 J2(1> = s e P=
0 1 1o

A matriz de permutagoes P é p-ciclica, ou seja P = [, e P = P" para

h=0,...,p e qualquer inteiro n > 0.

A matriz W é descrita com auxilio dos blocos de fatores de desconto. Relem-
brando que (0;_1|Dy_1) ~ (my_1,C_1), seja Cpy_1 a submatriz representando
a relagao de covariancia a posteriori dos componentes de tendéncia no tempo
t=t—1e Cg_q a submatriz de covariancia a posteriori dos componentes de

sazonalidade. Entao, os blocos W; 3 e W, em W; sao dados por:

1-6 , 1—-96 ,
Wip = ( or T) Jo(1)Cr-12(1)" e Wiy = < dg S) PCs P
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onde o7 e dg sao os fatores de desconto associados a estes componentes. Mais
detalhes sobre modelos sazonais podem ser encontrados no Capitulo 8 de West

e Harrison (1997).

Para a série da taxa de desemprego mensal no Brasil foi utilizado 7 = (0.90, 0.95),
0s = 0.98 e a mesma estimativa de ¢ do modelo de ordem 1, é = 131. Pode ser
observado, a partir da Figura 6.14, que as taxas de desemprego no Brasil apre-
sentaram uma queda consistente desde 2002. De acordo com uma informacgao
postada em 26 de janeiro de 2009, no site:
http://brazilportal.wordpress.com/2009/01/26/,

“A taxa de desemprego do Brasil atingiu o seu menor valor em sete anos”. A
partir de uma andlise economica, isto ocorre, essencialmente, devido a continua
consolidagao do ajuste macroeconomico, com a taxa de cambio do real em 1999,
juntamente com algumas medidas de politicas governamentais que foram efeti-
vas para conter a inflacao, déficits publicos e vulnerabilidade externa. A boa
situacao do setor bancario também ajudou a estabilizar a economia brasileira.
Contudo, de acordo com alguns economistas, esta tendéncia favoravel pode mu-

dar com a crise economica mundial.

A Figura 6.15 apresenta os efeitos suavizados de nivel e tendéncia ao longo do
tempo. Primeiramente é apresentada a estimativa suavizada da componente
de nivel, que apresenta pouco movimento ao longo do periodo. No entanto, é
observada uma leve tendéncia de queda de nivel. Logo abaixo segue o gréafico da
estimativa da componente que mede o grau de variagao do nivel. Neste grafico,
observa-se que no periodo de 2003 a 2004 ha uma mudanca na direcao do grau
de variacao, justamente no periodo em que a componente de nivel atinge o seu
valor maximo. Analisando conjuntamente os graficos, percebe-se, nitidamente,
a existéncia de um efeito de tendéncia linear na série. Por ltimo, é apresentado
o grafico da estimativa da componente de sazonalidade. Percebe-se que de fato

hé uma variacao ciclica que ocorre de forma regular ao longo dos anos.
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Valores observados e estimados de Taxa de Mensal de Desemprego
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Figura 6.14: Taxa de desemprego mensal brasileira baseada nos dados da PME do

periodo entre margo de 2002 a julho de 2009. Fonte: PME/IBGE.
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Efeito estimado de Nivel

Nivel

Tempo
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Figura 6.15: Gréfico dos efeitos de nivel, tendéncia e sazonalidade estimados para a
taxa de desemprego mensal brasileira baseada nos dados da PME do periodo entre

margo de 2002 a julho de 2009. Fonte: PME/IBGE.
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6.7.2 Proporcao de argila em diferentes profundidades

de agua em um lago artico

Coakley e Rust (1968) apresentam a composigao de 39 amostras de sedi-
mentos em termos de proporcoes de areia, argila e lodo. As amostras foram
retiradas a diferentes niveis de profundidade. Este conjunto de dados tem sido
utilizado especificamente para anélise de dados composicionais (Aitchison, 1982;
Aitchison, 2003). Em Aitchison (2003) pode ser encontrado alguns comentérios
sobre a relacao de dependéncia entre a composicao dos sedimentos e o nivel de
profundidade na agua. Neste trabalho o mesmo conjunto de dados foi analisado
modelando a proporgao de argila em diferentes (crescentes) niveis de profundi-

dade de agua.

A principio, nao ha razoes para incorporar outro efeito na especificagao do
modelo além dos componentes de tendéncia. Portanto, foi utilizado um Modelo
Dinamico Beta polinomial de segunda ordem para o efeito de tendéncia. Desta

forma, a especificagao do modelo é dada por:

{F =Fy,,G = J2(1)7Wt = Wtﬂ}

~

Para este conjunto de dados foi utilizado o7 = (0.85,0.99) e ¢ = 34 (estimado
conforme a metodologia descrita na Se¢ao 5.2.1).Pode-se observar, na Figura
6.16, que a proporcao de argila cresce continuamente com o aumento da pro-

fundidade da dgua, corroborando com o que foi discutido em Aitchison (2003).

Na Figura 6.17 é, primeiramente, apresentada a estimativa suavizada do efeito
de nivel, onde é observado um crescimento continuo. Em seguida, é apresentada
estimativa suavizada da componente que mede o grau de variacao do nivel,
onde é observado um comportamento estavel ao longo dos diferentes niveis de
profundidade. Percebe-se que o crescimento da proporcao de argila ao longo
dos niveis de profundidade ocorre principalmente devido ao comportamento

crescente da componente do efeito de nivel.
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Valores observados e estimados de proporcao de argila
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0.1

0.0

Profundidade

Figura 6.16: Proporgao de argila em diferentes niveis de profundidade de dgua em

um lago artigo estimado via Modelo Dinamico Beta.
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Efeito estimado de Nivel
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Figura 6.17: Gréfico dos efeitos de nivel e tendéncia estimados para a proporcao de

argila em diferentes niveis de profundidade de dgua em um lago artigo.
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6.7.3 Proporcao de machos em uma populacao de gambas

Um Modelo Dinamico Beta de 1* ordem foi aplicado a propor¢ao de machos
em uma populagao de gambds brasileiros (Gracilinamus microtarsus) em um
estudo ecoldgico. Os machos da espécie Gracilinamus microtarsus apresentam
uma caracteristica peculiar de sobrevivencia denominada semelparidade par-
cial. De acordo com Boonstra (2005), a sobrevivéncia pés-reprodutiva define a
posigao de dada espécie em um continuo da semelparidade (uma condi¢ao em
que machos morrem apods uma temporada reprodutiva e as fémeas sobrevivem
por mais um ano), para iteroparidade, onde os machos possuem miltiplas opor-
tunidades de acasalamento ao longo de suas vidas adultas. A Semelparidade
parcial tem sido demonstrada para G. microtarsus em Martins et al. (2006a,b)

e em da-Silva et al. (2008).

Usando o método de amostragem por captura-recaptura (vide Williams et al.,
2002), Martins et al. (2006a,b) monitoraram individuos desta espécie em uma
regiao de cerrado de agosto de 2000 a fevereiro 2003, com o periodo de janeiro de
2001 a fevereiro de 2002, representando a Coorte 2000 (14 amostras) e o periodo
entre dezembro de 2001 a fevereiro de 2003, representando a Coorte 2001 (15
amostras). da-Silva et al. (2008) mostrou que ambas as taxas de sobrevivéncia
e recaptura da espécie em estudo podem ser expressas por uma funcao de co-
varidveis (género e tempo). Na medida em que as taxas de sobrevivéncia dos

machos decresce, 0 mesmo ocorre com as taxas de captura.

Neste estudo foram analisadas as proporc¢oes de machos capturados nas duas
coortes, um total de 31 meses. A série de tempo para as proporcoes de gambés
machos € relativamente pequena e apresenta muitas oscilacoes. Foi feito, inicial-
mente, um ajuste simples especificado por um Modelo Dinamico Beta polinomial
de ordem 1, onde:{F;, = 1,G; = 1,W; = W} Seguindo a metologia descrita
na secao 5.2.1, foram estimados W = 0.25, qg = 3. No ajuste considerando W,
estimado via fator de desconto, foi utilizado 7 = 0.6. Como pode ser observado
na Figura 6.18, devido a escasséz de dados e a falta de uma especificacao mais
elaborada do modelo, o ajuste nao foi muito satisfatorio, com certa tendéncia a

subestimar a propor¢ao de machos. Entretanto, o modelo foi capaz de capturar
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corretamente os ciclos de reproducao descritos na Coorte 2000 e Coorte 2001 e

suas implicagoes na capacidade de capturar a populacao de gambés machos.

a) proporcédo de machos W=0.25 b) proporcéo de machos f.d.=0.6
o o
- —
(e}

Q _| Q _| o
g © g ©
° o
S o | S o
o © o ©
173 173
o o
° < ° <
s o 7 s o 7
e e
TN TN
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- = Niveis estimados = = Niveis estimados
O _| 60— Niveis suavizad®O O _| — Niveis suavizad®O
o o
I I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempo tempo

Figura 6.18: Proporcao de gambds (Gracilinamus microtarsus) machos capturados
nas amostras observadas. Em a) a série foi ajustada considerando W=025¢e¢=3.

Em b) a série foi ajustada considerando o fator de desconto § = 0.6 e ¢ = 3.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

Os exercicios de simulacao com séries de tempo Beta e as aplicagoes apresen-
tadas no capitulo anterior mostram que os Modelos Dinamicos Beta podem ser
muito tteis para a analise de comportamento e previsao de séries de tempo de
dados agregados. Apesar do procedimento descrito em West e Harrison (1997),
usando o Modelo Linear Dinamico Normal Matriz- Variado com transformagao
razao-log, funcionar bem para a modelagem dados composicionais, este ainda a-
presenta algumas limitacoes que podem ser contornadas com o Modelo Dinamico
Beta. A principal delas é a suposicao de normalidade na distribuicao dos erros
da equacao de evolucao, enquanto o Modelo Dinamico Beta permite que esta
hipotese seja relaxada. Outra importante vantagem é devido ao fato de com o
Modelo Dinamico Beta trabalharmos diretamente com a escala de proporgoes,
enquanto no Modelo Linear Dinamico Normal Matriz-Variado faz-se necessario
o uso de transformagoes lineares, o que limita a interpretacao das previsoes e

seus intervalos de credibilidade.

As comparacoes entre os métodos de estimacao apresentadas no capitulo ante-
rior mostram que ¢é possivel chegar a bons ajustes de série de dados agregados
por meio de calculos relativamente simples e sem a necessidade de procedimen-

tos que exigem intenso esforco computacional.
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Como trabalhos futuros objetiva-se, modelar o parametro de precisao ¢ conjun-
tamente com os niveis y;. de modo que seja descrito uma estrutura de correlagao
entre estes parametros. A partir da metodologia desenvolvida para dados com
distribui¢cao Beta, é possivel chegar a uma metodologia capaz de incorporar
maiores dimensoes, com modelos estruturados com base na distribuicao Dirich-
let. Estas idéias sao inicialmente introduzidas na proxima secao, mas ainda

necessitam ser aperfeicoadas e implementadas computacionalmente.
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7.2 Sugestoes de Trabalhos Futuros

7.2.1 Ajuste com ¢ integrado

Com o intuito de discutir novas formas de estimar o parametro de precisao

¢. Levando em consideracao as dificuldades apresentadas na Secao 5.2, deseja-

se implementar uma maneira em que a distribuicao de ¢ seja levada em con-

sideracao no procedimento inferencial, estabelecendo a relagao conjunta entre

(pe, @)

Seja p(¢|D;) a distribuigao a posteriori de ¢. Portanto, a distribuigao conjunta

¢ dada por:
p(pe; 9| Dr) = p(pield, Di)p(@]Dy),

e a distribuicao a posteriori de u; é dada por:

p(iu| D) = / p(pe| . D,)p(6|Dy)do.

com

P(Yi| D1, 1t ) Ppel D1, 6)

t| Dy, ) =
Pl ) fol P(Yi| D1, pie, @) P(pu| Dy, &) dpu

P(Yi|Dy 1, ps, @) P(pe| Dy 1, ®)
P(Yi| Dy, ¢) '

Enquanto a distribuicao a posteriori de ¢ é dada por:

 POUDL, ) PIDs )
POID) = T oD, ) PloIDy 1o

A distribuigao a priori conjunta de (Y;, ¢) é dada por:
P(}/tuqzﬂDt—l) - P(}/t|-Dt—17¢>P(¢|Dt—l)
e a marginal:

PIYIDe) = [ P oD

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Em termos do processo iterativo, os mesmos passos sao seguidos para obter os

momentos de (u¢|D;) que foram descritos na Secao 5.1.
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O parametro ¢ pode ser interpretado como um “tamanho de amostra”. Por-
tanto, para iniciar o processo iterativo, ¢ atribuido uma priori a ¢, no tempo
t = 0, como uma distribui¢do uniforme discreta, (¢|Dy) ~ U(1, M), com M
representando um valor alto, como 200, por exemplo. O estimador bayesiano

de ¢, considerando a perda quadrética, é dado por FE(¢|Dr).

Em termos préticos, pode-se trabalhar com valores fixos de ¢ = ¢;, onde ¢; =
1,..., M. Desta forma, mesmo que P(Y;|D;_1,¢) nao possua forma fechada,
a sua distribuicao pode ser aproximada por um procedimento de integracao

varrendo ¢; = 1,..., M. Ou scja,

1
P(Yy|Di_1, ¢;) —/ P(Yi|Diy, i, 05) P(pe| D1, &) dpa
0

onde P(Yi|Dy-1, i, &) ~ Beta(dypu, 6;(1— 1)) ¢ PulDir, 6) ~ Beta(rs, ,).

Consequentemente,

P(Y4| Dy, ¢)P(¢|Di1)

PP = bV Drr. ) P(0| Dy
Logo,
P(Y)|Dyy) = /P(YtIDH,@P(aﬁIDH)dGﬁ
M
~ ZP(K|Dt—1,¢j)P(¢j|Dt—1)
j=1
M
= Z (Y| Dir, B
Portanto,

POYDe-1, 6)P(61Di1)
Sl POADs, )

Com isso, a distribui¢ao a posteriori marginal de p; é obtida por:

P(|Dy) = (7.6)

,ut’Dt ZP /j’t’Dt7¢j> <¢j‘Dt)>

onde deseja-se obter os valores dos momentos F(u:|D;) e V(| Dy).
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Sintetizando o procedimento:

— Construir uma matriz 7' x M para os valores de P(Y;|D;_1,¢;), com

j=1,...,.Met=1,...,T.

Calcular a posteriori de ¢:

(Y| D1, ¢) P($]| Dy_1)
Sl P(Yy| D1, h)

P(elD) = £

)

com

. P(K‘thlaj)P((th*l)
= j|D,) = .
p(¢ j| ) Zthl P(Y;'thl,h)

— Obter a matriz T' x M para os valores de P(¢ = j|D;).

— E entao,
M

P(pe| D1) = > P(ps| Di, 65) P (5] Dy).

j=1
— Por fim, é utilizado um procedimento de integracao para estimar F(u,|D;)

e V(| Dy):

fir = E(u|Dy) :/#tP(Mt|Dt)dHt§

Vi = V(w|Dy) ~ /(,Ut —/lt)QP(Mt’Dt)dﬂt-

7.2.2 Modelo Dinamico Beta com u; e ¢ Desconhecidos

Nesta sec¢ao, a idéia é de incorporar uma distribuicao de probabilidade a ¢,
de modo que esta esteja de alguma forma correlacionada com os niveis p;. Para

isto, o sistema de equacoes é estabelecido da seguinte forma:

— Equacao das Observacgoes:

P(Y”qbnut) = P(Y”gbnutth—l)

= F(Qb) ped—lrq N
()T (p(1 = Mt))yt (1 =)

— Funcao de Ligacao:

il
9(p) = log (1 _tﬂt) =\ = B
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Logo,
At

Mt:—1+6)‘t
e/\tER.

— Equacoes de Evolucao:
B = GiBi1+w; we~ (0,)
¢~ (2, E)
onde w; independe de ¢ Vt e os w;’s sao independentes entre si.

— Informacao Inicial:

20 Eg quﬁ
(¢7 ﬁO ’ DO) ~ ) ’
mo E¢50 Co
Tem-se:

Gy é matriz j X j e F} é vetor k x 1
Passo 1:

— Priori em t - Priori conjunta de (¢, B, \¢| Ds_1).

Tome
¢ % Yoo Vs Lon
Bl Der [ ~ 1 a |+ | Zos Zas Saon
A ft Y BnBe Liaee
— Meédias:

z = E(¢|Di1)
a, = E(Bi|Di—1) = E[Gifi—1 + wi|Dyq] = Gymy—q

ft = E()\t’Dt—l) = E[FtTﬂt|Dt—1] = FtTat

— Variancias e Covariancias:

Yps = Var(¢|Di1) = Ey

S5 = Var(GBi-1 +wi|Di—1) = GCi1 G + W,
Yan = Var(ELB|Diy) = Fl' S5, F =

Sene = Cov(d, Fl By Dy1) = Sys, Fy

Ynee = Cov(FlBy, 0Dy 1) = F/'Yg,4
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Eﬁtdk

Yo =

Cov(Gif—1 + wi; ¢| Dy—q)
Cov(GifBi—1; 9| Di—1) + Cov(wy; ¢|Dy_q)
Gtzﬁt—ﬂﬁ

T
Zﬁt¢>

Passo 2: Atualizacdo de ); - Obtencgao de E(\|Dy) e V(M| Dy)

1. Especificacao da Priori de (p|Dy—1)

2. Relacionamento entre E(u:|Dy—1) e V(| Di—1) com E(M\|Dy—1) e V(A|Dy—1)
3. Especificagdo dos hiperparametros de (u¢|Dy—1)

4. Atualizacao de p;: obtencao dos momentos de (| D;)

5. Relacionamento dos momentos de (| D;) com os momentos de (A¢|Dy)

6. Obtengao dos valores atualizados f; = E(\|Dy) e qf = V(M| Dy)

Passo 3: Estrutura Condicional de (¢, 3;|\, D1 ):

P(¢7/6t7)\t‘Dt) 0.8 P¢7ﬁtaAtayt7Dt—l)
o< P(ye|d, Ay De—1) P(9, By, M| Di—1)

(
(

X P(¢7ﬁt‘)\taDt—1>P(Y;f|¢v >\t7Dt—1)P()\t|Dt—1)
(

N

g

X PQﬁt‘)\t,th)P(}\t‘Dt)

P(6.00D) = [ P(6. 61w Do) POWDII,
PaSSO 4: Obten(;éo de E(¢, ﬁt|)\t7 Dt—l) (§ V(¢, 5t’)\t; Dt—l)

Partindo das proprieades da distribuicao Normal Multivariada para encontrar

os valores esperados, deve-se considerar que:

¢t 2t
X1 &1 Hyy Hyy
ﬁt Gy
X = = Dt—l 75 = .o = e H fd
Xo 3 Hy, Hjy
At i
onde
E¢t¢t E¢tﬁt E¢7)\t
Hyy = ) 12 =
Ypio  2pis, R
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Hy = |:E)\t¢ E)mgt:| e Hy =X = q-

Com base na teoria Normal (vide apéndice E),

(X1|X2) ~ N(él(X2>7 Hu(Xz))

onde 51(X2) = £1+H12H251(X2—§2)
e Hy(Xy) = Hll_H12H2_21H21'

Portanto,

Zt 1
E(¢, Bels, D) = + —Hip (A — f1)
Q¢ qt
HsH.
V(p, Be|\e, Di—1) = Hip — lz 21
t

Passo 5: Atualizacio de (¢, 3;) - Obtencao de E[¢, 5;|Dy] e V[, 3:| D]

Na obtencao de E|p, 5| D] e V[, 8| D;] considera-se que (Linear Bayes, vide

apéndice):

Ewyﬁt‘Dt] = E[E(Qbaﬁt’)\tyDtAHDt]

2y 1
= + —Hypp(E(MN|Dy) — f)
Qy qt
Z 1
= ' + —Hy(ff = fi)
Qy ai
e
V0, Bi| D] = VI[E(¢, Be|A\t, Di—1)|Di] + E[V (o1, Be| Aty Di1)| Dy
1 Hi-H
= q_2H12H21V()\t|Dt) + Hy — 12q 21
i t

1 *
= Hy, — —HHs { - q—t] .
n qt

No entanto, foi observado que ao utilizar esta metodologia, o valor encontrado

para E(¢|D;) esta fortemente ligado ao valor inicial estabelecido para a priori:
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2o Ypp L
(¢760’D0> ~ 5 ’

mo Ygos Lo

Sendo assim, faz-se necessario ter um bom conhecimento inicial em relagao a ¢

para incorpora-lo em sua priori.

7.2.3 Modelo Dinamico Dirichlet

Generalizando o caso do modelo Beta para dimensoes ¢ > 2, tem-se entao

um modelo com distribuicao Dirichlet. Supondo que Y tenha dimensao g = 3:

Y]
Y = | Yy | ~ Dirichlet(a,b,c),
Y;
A funcao densidade da distribuicao Dirichlet é dada por:

Ma+b+c)

a—1, b—1 c—1
(T (DT () l—y— ;0< <1, abec>0.
NaTrl v Imm—w) ™ 0<ynip <1 abe

fr(y;a,b,c) =

Considerando-se uma parametrizacao alternativa, faca:

a b c
=g M= M3:1—M1—M2:$, e ¢=a+b+g,

reparametrizando em termos de p;,

F(¢> yu1¢—1yuz¢—1
T(n )T (o) T((1 — iy — pio) ) ™ ?
% (1 —yy — y2)(1—#1—u2)¢—17

Ty (ys; pa, g, @)

onde 0 < py, e < 1, ¢ > 0.

Desta forma,

E(Yi) = par, V(Yie) = W e Cou(Yi,Yj) = ——(ﬂitﬁ'gt).

Contextualizando no modelo dinamico

— Equacao das observagoes

(Yt|¢, Hit, ,u2t) ~ DiTiChl@t(Mtﬁb, M2t¢a (1 — M1 — ,u2t)¢)
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com ¢ conhecido e
9(pe) = F/By = N,
onde F; é matrix n x 2 de constantes conhecidas, 3; é vetor coluna de n

elementos,

At 2t
At = € =

A2y Mot

Considere a funcao de ligacao logistica,

oy (e ()
1t
A= g(p) = = : (7.7)
2 o
log (1*/L1t*#2t>
Observe que
it .
exp(Ajp) = ———, j=1,2. 7.8
P (Aje) 1— fig — o J (7.8)

Da expressao acima, tem-se

exp (Aie) i

== 7.9
€xp (/\2t) 2t ( )
e, também, que
Hit Mot
1-— — = = ) 7.10
S exp (Air)  exp (M) ( )
Substituindo os termos, obtém-se:
it
1-— = _
M e ()
e, considerando a razao fi1¢/ o, Segue que:
exp (A1¢)
= . 7.11
10 = T3 exp (o) + o5 () (71D
Desta forma,
exp (A1¢)
14exp (A1¢)+exp (Aa2t)
exp (Aat)
1+exp (A1¢)+exp (A2t)
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— Equacao das evolugoes:
By = Gifrq +wy; wy ~ (0, W),

onde (G} é matrix n x n de constantes conhecidas.

— Informacao Inicial:

(5ol Do, @) ~ (mq, Co).

Aprofundando, inicialmente, no caso de ¢ conhecido.

— Passo 1: Priori de \; = F/j3;.

Tome

)\t | Dt—la ¢ ~ ft ) Qt F¥Rt
ﬁt Ay RtFt Rt

onde

fi = Ft,atQ Qr = Ft,RtFt; ap = Gmy_y; Ry = Gtct—lG; + W

Entao,

()\t|Dt—1>¢) ~ (ft7Qt) € (ﬁt|Dt—1,¢) ~ (auRt),

e considera-se que
(ﬁt71|Dt717 <Z5) ~ (mtfly th1)-

— Passo 2: Previsao de 1 passo a frente P(Y;|D;_1, ).
a) Especificagao da priori de g, P(p|Di—1, ¢):

Como p;r € (0,1), 7 = 1,2, e pge = 1 — pgy — o1, considere uma priori
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Dirichlet(sy,r,uy) onde s;, r; e uy sdo especificados de modo a satisfazer

as esquacoes

Elg(pe)| D1, 0] = fr e Vig(pe)| D1, 0] = Qs

devidas a (M| D1, 0) ~ (fi, Q).

b) Relacionando E(u|Di—1,¢) e V(| Di—1,¢) com E(N|Di—1,¢) e
V(M| D1, 9):

exp(Air)
1+ exp(A1r) + exp(Ag)

E(puit|Di—q,¢) = E

Dt—h ¢:| .

No calculo acima, considere a expansao de Taylor de 1* ordem ao redor de

xo para a funcao:

e’
1+e®14-e"2
fla) =
__ e
14+e®1 +e*2
Logo,
f(z) = f(z0) + V f(zo)(z — z9)
eZ01 €01 (14-e%02) %01 02
146701 +e%02 (1+e®01 +€%02)2 T (1+e®0l +e02)2 L1 — Zo1
~ -
eT02 B 01 eT02 €%02 (14e%01) i
1+e®01 +e%02 (1+e®01 4-¢%02)2 (1+e®014-¢702)2 T Zo2
Seja xg = f;, entao,
el ef1t ef1t (14-ef2t) _ elitefar . f
1+e%1 +e2 1+efit+eft (14-ef1t 4-ef2t)2 (1+ef1t +-ef2r)? x1 1t
= -
e®1 efat . efttefot efat (14ef1t) . f
14+e®14e*2 1+ef1t +ef2t (14+ef1t4efat)2 (1+efitefot)2 T2 2t
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Logo,

exp(Ai¢)
1+exp(Aie)+exp(Aat)

B(ulDi1,6) = E Di-1, 6

exp(A2t)
14+exp(A1¢)+exp(Aat)

€f ef (& (&
el1t + (g — flt)(lt(l—+2t) — (Mgr — f2t)(1+f”—f2t

Ttelttyelat Itef1t4ef2t)2
~F
ef ef2t (14ef1t efltelf
e + Qo — o) s — O — fu) sy
ef1t
1+ef1t1+ef2t h'lt
efot o h
Iteltttel2t 2t
Similarmente,
, Vi
V(| Di-1,0) = (VI(fe)) VIM|Dioa, @] (VF(f2) = Vi =
21t
com,
eflt(1+ef2t) ef1tefot
(1+eltttel2e)? T (1+efietel2)?
vf(ft) = )
ef1tefat ef2t (14ef1t)
T (Itefittefar)? (1+ef1t efot)2
c) Obtendo s¢, 1 € uy:
Como (| Dy—1, @) ~ Dirichlet(s;,ry,uy),
St
E D;_ = —
(11¢[ Di—1) St 1+ Uy
T
E D,_ = —
(M2t| t 1) st+rt+ut
s(re + uy)
|4 D, =
(M1t| ¢ 1> (St+rt+lbt)2(5t+rt+ut+1)
re(se + up)
V D, ) =
(M2t| ¢ 1> (St+rt+ut)2<8t+7’t+ut+].)
StT'¢

I

I

COU(Mlhﬂ’Qt'Dt—l) - =
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Sejam,
hi = E(,ult|Dt—17 Cb)a hoy = E(,u2t|Dt—17 ¢) €

Vie Vi
Vi= = V(#t|Dt—1> ¢)7
Vier Voo

e considere o sistema de equacoes,

(

St — . PR i =
st+retue hlt’ st+ritut hat
st(retut) — Vi re(se+ug) -V
(stredut)?(se+retue+1) 11t (st+retue)?(se+ret+us+1) 22t

_ StTt — V
(sttretue)?(se+re+us+1) 12¢

\

Portanto, os hiperparametros da Priori Dirichlet P(u; | Dy—1) sao dados

por:
hithas haihay
Sy 1t<V12t+>,7"t 2t(V12t+),
hith
U = —(1 — hlt — hgt) ( 172 + 1)
12t

d) Previsao de 1 passo a frente, P(Y;|D;—1):

PYiIDi s, ) = / P(Yilitrs 6, Diy) Plpiel, Do )dpi

Assim como no caso do modelo beta, esta integral nao possui forma fechada.
Neste caso, é necessario utilizar algum método de aproximacgao, como o uso

da esperanca condicional, onde:

Y/t = E[E(Yt|Dt—1,¢)|Dt]

— Passo 3 - Posteriori de p; - P(u:| Dy, ¢):
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Pelo Teorema de Bayes, a posteriori de p; é:

P(Mt|Dt7¢) X P(Yt\ut,aﬁ, thl)P(,utlthly(ﬁ)
F((b) p1td—1_ porp—1
X Y Y
F(ultqﬁ)F(thd))F((l — M1t — M2t)¢) h .
X(l — Y1 — y2t>(1_#1t—#2t)¢_1
X F(St + Tt + Ut) /,I/St_llu/rt_l
T(s)T(re)D(ug) " %

(1 — gy — /L2t)ut71-

Observe que P(ut| Dy, ¢) nao tem forma conhecida. Portanto, faz-se neces-
sario utilizar um método computacional na estimacao dos momentos de
tal distribuicao. Uma possibilidade é a obtencao de uma aproximacao da
moda a posteriori de (p| Dy, @) (estimador de maxima verossimilhanga) e
da respectiva inversa da matriz de informacao de Fisher. Este procedi-
mento segue de forma andloga ao caso do modelo dinamico beta descrito
no Capitulo 5, podendo ainda fazer uso de aproximacoes de Laplace para

aprimorar a estimativa dos momentos.

F((]ﬁ) 16¢—1, porp—1
L = P(uy|D, n b
(| Dy) o L (p1:0) T (p2e ) T (1 — piae — piae) d) g "

X(l — Y1 — y2t)(1—ult—u2t)¢—1
F(St + Tt + Ut) ] 1

> MSt ,u’f't
D(s)D(re)T(ug) "

(1 — pgy — /vbzt)ut_1

A log-verossimilhanca é dada por:

l=log(L) oc —log(I'(¢pu)) — log(I'(par)) — log(I'(d(1 — pae — prar)))
+ (e — 1) log(yre) + (p2r¢ — 1) log(yar)
+[(1 = pae — p2e) — 1] log (1 — y1e — yau)
+(s; — 1) 1og pyy + (ry — 1) log oy
+(ur — 1) log(1 — pure — prae).
Sejam E(uye|Dy) e E(un|Dy) os pontos em (g, pior) € (0,1) que maxi-
mizam [. No entanto, nao é possivel encontrar analiticamente o ponto

de maximo e portanto, assim como no caso do Modelo Dinamico Beta, é

necessario utilizar algum método numérico de maximizagao.
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Seguem abaixo as derivadas de 1* e 2* ordem e estimativa da variancia de

(pe| Dy):

ol
i —Y(dpry) + ¢Y[A(1 — pay — por)] + 10 — plog(1 — Y1 — yar)
St — 1 _ Uy — 1
Hie 1 — e — H2t’
ol
Binn o  —Y(ppar) + dV[p(1 — par — por)] + por — ¢log(l — y1r — yar)
Tt — 1 Uy — 1
+ - ’
ot 1 — puag — pioe
>l 2 1 2 1
8_2 x =Y (¢M1t) — 7Y [¢(1 — M1t — Mzt)]
Hiy
St — 1 _ Uy — 1
IG? (1 — pag — poe)?’
Pl 2 1 2 11
2. o = Y (par) — "Y' [A(1 — par — ptar)]
Koy
_Tt —1 B Ut — 1
154 (1 = prae — proe)?’
Tl 10— g )] — !
a,UltaHQt pae = (1 — M1t — ,Uzt)Z’
X 0l ) 2 5o
Vipe Dy ~ — [3_#2 A ] — 86“21; 6“1528[“%
b= Dpdun O

onde fi; = (E(pu1¢| D), E(pae| Dy))'-

Considere que, apds o uso do procedimento acima, obtem-se estimativas
de
dy = E[pu| Dy, 8] e Op = V| Dy, ¢].

Utilizando tais valores e de maneira andloga ao segundo item do Passo 2,
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sejam:

exp(Ait)
1+ 2?:1 exp(Aje)
exp{E[Xit| Dy, ]}
1+ 37 exp{E\u| Dy, 9]}

diy = E[Hit’Dt>¢] =

Dt7¢]

entao,

dit
E\i| Dy, ¢] ~ log (—) = fi-
1- 232‘:1 dj t

Para O,, temos:
exp(Ait)

Oy = Vi|Dy, @) =V | | =200 1 o | & (V) VMDD, 6] (VF(F)) -

exp(Aat)
1+E?:1 eXp()‘jt)

Entao,

Qr = VM| Dy, o] = [(VF(f) ] OV F(F)]

— Passo 4 - Estrutura Condicional para (3:|\s, Dy_1, ¢):

P(ﬁt’Dnﬁb) - /P(ﬂt’)\th—laQS)P()\t‘Dtad))d)\t-

Utilizando o método de estimacao Linear Bayes, temos:

E[ﬁtp\t, Di 1,8 = a; + R Q7 (N — f1),

VB, Dio1, 6] = Ry — RiF, Q7 FY R

— Passo 5: Atualizacao de 3,

P(ﬁt|Dt,¢) - /P(ﬁt|/\t,Dt—17¢)P(>\t|Dt,¢)d>\t-

Desta forma, os momentos a posteriori de (| Dy, ¢) podem ser estimados
por

(6t|Dt7¢) ~ (mt70t)7
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Ct:

E(ﬁt’Dt,Qb) = E[E (ﬁt‘)\tu Dy, éb) ’Dt,ﬁb]
Ela; + R F,Q7 (A — f2)| Dy, @)
ar + ReF Q7 (fF = 1),

V(B Dy, ¢) = VIE (Bi| A, Di-r, 6) [ Di, &) + E[V (Bi|Mr, Di1, 6) | Dy, 6]
Vlas + RiF,Qr (N — fo)|Ds, 6] + B[Ry — RyF,Q; FRy| Dy, )
VIRF,Q; ' M|Dy, 0] + (R — RF,Q; ' F/R,)

RiF Q' QiQy  F/R + (R — RiFQy F/Ry)

R — REQ I - QQ;'FI R,
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Apeéndice

A - Teorema de Bayes

Seja y = y1,...,y, uma amostra aleatéria de observacoes descritas pela
funcao de densidade fy(y;|6) ¢ = 1,...,n. Portanto, a fungao de verossimi-
lhanga é dada por: 1(0) = fy(v1,...,yal0) = fr(y|f). A quantidade 6 corre-

sponde ao vetor de parametros correspondentes a funcao de densidade.

Dentro da abordagem bayesiana, a incerteza sobre o parametro 6 é caracteri-

zada probabilisticamente por meio de uma densidade p(0).

Uma vez estabelecida a distribuigdo de probabilidade p(#), o processo de in-
feréncia é baseado na distribuicao de € apds observar y. Esta é chamada de

distribuicdo a posteriori de 6 e é obtida por meio do seguinte teorema:

Sy (wl0)p(9)
plty) = TIEEE, (13)
onde
frly) = / Fr (410)p(6)db. (14)

Em geral, encontra-se a distribuicao a posteriori por meio de:

p(Bly) o< fy (y]0)p(6) (15)

/p(9|y)d9 _ 1 (16)
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B - Propriedades da Distribuicao Normal

B.1 - Transformacoes lineares:

Se X ~ N,(i,2), A é uma matriz r X p e b um vetor de dimensao r x 1,
entao:

y=Ax+b~ N(Az + b, ADA) (17)

B.2 - Distribuicoes marginais

Se o vertor x é dividido em dois blocos, com x; contendo os primeiros r
componentes e x5 contendo os p —r demais. Procedendo a mesma particao nos

parametro p e X, tem-se:

Y X
= H1 6 Y 11 212 (18)

f42 Y1 oo

As marginais sao dadas por: x; ~ N(p;, 25), i = 1,2,

B.3 - Distribuicoes condicionais

Considerando, ainda, as mesmas partigoes x; e x2 de x, e X, segue que:

$1|£U2 ~ N(Ml.?a E11.2) (19)
onde
H12 = 1 + 2122;21($2 - ,U,Q) e Xl11.2= 211 + 2122521221. (20)

Lembrando que para estes resultados é necessario que as partigoes 11 e Yoo

tenham posto méaximo, para que suas inversas existam.

Se z1|xy ~ N (1 + B(xe — p2), Ba) € xo ~ N(ja, 392), entao:

€
T2
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com

= 241 6 Y Y11 22 ’
o o1 Mo
onde
211 = Bg + 3122231 e 221/ = 212 = 31222. (22)

C - Séries de Tendéncias Polinomiais

Séries de tendéncias polinomiais sao uteis para descrever tendéncias que se desen-
volvem, em geral, de maneira suave ao decorrer do tempo. No caso de séries curtas,
as tendéncias costumam ser bem descritas por fungoes polinomiais de ordem 1 ou 2.

Os modelos lineares dinamicos polinomiais formam um subconjunto da classe de
séries temporais em modelos dinamicos. Qualquer modelo pertencente a este subcon-

junto tem funcao da forma:
ft(k) = Qo + thk + -+ at,n,lknfl (23)

que define um modelo linear dinamico polinomial de ordem n.
Algumas caracteristicas descrevem os modelos dinamicos polinomiais:
e um modelo linear dinamico é polinomial de ordem n se e somente se ele for

caracterizado por {Fy, Gy, Vi, Wi} = {Ey, Jy (1), Vi, Wi} onde:

A1 00

0

00X 10 0

E,=(1,0,...,0) e Ju\) = 00 !
000¢0 -1

0000 - )\_

e qualquer modelo linear dinamico equivalente ao modelo constante caracterizado

por {Ey,, Jn)(1), V, W} é um modelo dinamico polinomial constante de ordem n.
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D - Simulacao de Séries de Tempo com Distribuicao

Beta

Uma vez gerados os valores dos parametros #; das equacoes de evolucao e esta-
belecido o parametro de escala ¢;, obtém-se ; por:

exp(6;)

= T4 exp(6) (24)

2

Em seguida, sao gerados os dados Y; em que: Y ~ Beta(oipu, ¢[1 — pu]). Segue

abaixo a programacao em R

HESHH R
# Modelo Beta Dindmico

#

HHS R
set.seed(123456)

# Gerando o modelo beta dindmico de primeira ordem

phi<-2

n<-100

x0<-0.00

w<-rnorm(n,0,sqrt(W)) #gera os erros de y_t
x<-rep(0,n)

mu<-x

y<-x

x[1]1<-x0  + w[1]
mu[1]<-exp(x[1])/(1+exp(x[1]))
y[1]1<-rbeta(l,phi*mu[1] ,,phi*(1-mu[1]))

for (t in 2:n){
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x[t]<-x[t-1] + w[t] #gera beta_t
mult]<-exp(x[t])/(1+exp(x[t]))  #gera mu_t
y[tl<-rbeta(l,phi*mu[t],phi*(1-mu[t]))

}

yi<-y

x1<-x

mul<-mu

# Gerando o modelo beta din&mico de segunda ordem

W1<-0.001
W2<-0.001
phi<-2

n<-100
x0<-c(0.00,0.00)

w<-cbind (rnorm(n,0,sqrt(W1l)) ,rnorm(n,0,sqrt(W2)))

### simulando a distrib. conjunta Wit
it dos erros de beta_t i
y<-rep(0,n)

x<-matrix(0,n,?2)
mu<-y
x[1,2]1<-x0[2] + w[1,2] #gera Dbetalt
x[1,11<-x0[1] + x[1,2] + w[1,1] #gera betalt
mu[1]<-exp(x[1,1])/(1+exp(x[1,1]))
y[1]<-rbeta(l,phi*mu[1],phi*(1-mu[1])) #gera y_t
for (t in 2:n){
x[t,2]<-x[t-1,2] + wlt,2]
x[t,1]<—=x[t-1,1] + x[t,2] + w[t,1]
mu[t]<-exp(x[t,1])/(1+exp(x[t,1]))
y[t]l<-rbeta(l,phi*mult],phi*(1-mult]))
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}
y2<-y

x2<-X

mu2<-mu

E - Estimacao Via Linear Bayes

Sejam €; e w; os erros aleatérios das equagoes de observacao e evolugao respecti-

vamente, estabelecidos de forma:
€t ~ (O;W); W ~ (07 Wt)-

Ou seja, as distribuigoes de probabilidade nao sao conhecidas e estao definidos so-
mente o 1° e 2° momentos das varidveis.

Seja d uma estimativa de 6 e L(d, #) a medida de erro da estimativa.
d = m = m(y) é 6tima ao minimizar r(d) = FE[L(d,#0)], definido como o risco a

posteriori. Utilizando a funcao quadrdtica de risco, tem-se:
L(d,0) = (0 —d)' (6 —d)

O risco a posteriori é minimizado em m = E(6]Y") (média a posteriori) e o risco
minimo é o trago da variancia a posteriori, r(m) = V[0|Y].
0 a R AQ
Y 7] ' \ao R
Estimacao via Linear Bayes proporciona uma estimacao alternativa que pode
ser vista como uma aproximagao 6tima condicional a Y (mais informagdes sobre

este estimador podem ser encontradas em Kartigan, 1969, Goldstein, 1976 e West e

Harrison, 1997, capitulo 4).

r(d) = tr{E[(6 = m)(0 —m)}.
O estimador d = d(Y') pode ser reescrito como uma funcao linear de Y
dY)=h+HY
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Consequentemente, a funcao E(0|Y’) pode ser aproximada de um modelo linear.
A estimativa via Linear Bayes de # é a forma linear que otimiza em termos de

minimizar a funcao risco. Sejam m e C definidos por:
m=a+AY — f)
C=R-AQA

E[(@ —m)(0 —m)'] = C e o risco minimo r(m) = tr(C). Os resultados sdo demons-

trados a seguir:

Para d = h+ HY e R(d) = E[(§ — d)(0 — d)'] segue que:
R(d) = E0)— E0d) — E(df') + E(dd)
= E00')— E(0 +0(HY)) — E(h + HY?)
+E(hh' + WHY) + HYN + HY (HY)")
= R +ad —ah' — AQH' + a(Hf) — HQA' + (Hf)d + hi'
+h(Hf) +(Hf)W + HQH + Hf(Hf)
= R+HQH — AQH' — HQA'+(a—h—Hf)(a—h—Hf).

Como: (H — A)Q(H — AY = AQA’ + HQH — AQH' — HQA',

R(d) pode ser reescrito como:
R—AQA'+(H—-A)QH - A)+(a—h—Hf)(a—h—Hf)".
r(d) = tr[R(d)] é composto pela soma de 3 termos:
e ir[(R— AQA)], que independe de d;
o tr[(H — A)Q(H — A)], que é minimo (= 0) para H = A;
e irf(a—h—Hf)(a—h—Hf)], que é minimo (= 0) para h+ Hf = a.
Desta forma, r(d) ¢ minimo com H = Ae h=a— Af:
dY)=a+AY —f)=m
E[(6—m)(@—m)]=R—-AQA =C.

Portanto, independente da distribuicao dos erros, a média linear a posteriori é que

minimiza o risco quadrdtico.
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F - Simulacao de Dados Normal Matriz-Variada

A simulagao de dados com distribuicao Normal Matriz- Variada pode ser feita partindo

da propriedade de “vetorizacao” dos dados:

o Se Xywg ~ Nioxg(1,82,X) entao, a “vetorizacao” de X segue uma distribuicao

normal multivariada dada por:
vee(X) gty ~ Nug(vee(n). 2 © %)
Com isso, sao gerados, primeiramente, dados Normais Multivariados Z:
Z ~ Npy(0,Q @ %)
Em seguida, X ¢ obtido a partir da relagao:
7 = vec(X)

Segue abaixo a programacao em R:

ittt S S S S R S S A S A A
### Gerando dados normal matriz variada ###

HEHHHHHH R R R R R R R

## definindo as matrizes de varidncia e covaridncia

## a esquerda e a direita respectivamente

omega<-matrix(c(1,.8,.8,1),2,2)
omega
[,1] [,2]
[1,] 1.0 0.8
[2,] 0.8 1.0

sigma<-matrix(c(1,.3,.5,.3,1,.2,.5,.2,1),3,3)
sigma

[,11 [,2] [,3]
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[1,] 1.0 0.3 0.5

[2,] 0.3 1.0 0.2

[3,] 0.5 0.2 1.0

# produto de kronecker

sig<-omegalx/%sigma

## gerando a normal multivariada (6) da varidvel VEC(X)

z.aux<-mvrnorm(100,rep(0,6) ,sig, tol = le-6, empirical = FALSE)

## Resgatando X de VEC(X)

x<-array(0,c(100,2,3))

for(i in 1:100)1

x[i,,]<-matrix(z.aux[i,],2,3,byrow=T)}

## checagem das correlagdes entre linhas e colunas

## da normal matriz variada X

cor(x[,1,1],x[,2,11)
#correlagdo entre linha 1 e linha 2 na coluna 1 (fixa)

[1] 0.8365494

cor(x[,1,2],x[,2,2])
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#correlagdo entre linha 1 e linha 2

[1] 0.746508

cor(x[,1,3]1,x[,2,3])

#correlagdo entre linha 1 e linha 2

[1] 0.8270757

cor(x[,1,1],x[,1,2])
#correlagdo entre coluna

[1] 0.3737405

cor(x[,2,1],x[,2,2])
#correlagdo entre coluna

[1] 0.3570263

cor(x[,1,1],x[,1,3])
#correlagdo entre coluna

[1] 0.510031

cor(x[,2,1],x[,2,3])
#correlagdo entre coluna

[1] 0.5732864

cor(x[,1,2],x[,1,3])
#correlagdo entre coluna

[1] 0.2654559

cor(x[,2,2],x[,2,3])
#correlagdo entre coluna

[1] 0.3453939

coluna 2

coluna 2

coluna 3

coluna 3

coluna 3

coluna 3
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G - Analise Retrospectiva

Em séries de tempo, além do intuito de previsao, olhar para tras pode também auxiliar
a enxergar o verdadeiro comportamento da série inteira. Para dados variando nos
tempos de 1 a T, a andlise retrospectiva utiliza a distribuigao suavizada p(6;| D7),
parat=1,...,T.

Para um Modelo Dinamico Linear com 1 < h < t, temos:

(0| Dy) ~ [ai(—h), R(—h)], onde
ai(=h) = mip — Biplarn — a(=h + 1)),
Ri(—=h) = Rin— Bin[Riny1 — Ri(—h+1)]B;_,,
B, = GG, R,
a(0) = my e R(0)=Ch

Com h =1, tem-se

ai(=1) = my1 — Bia[m — ay,

Ri(—1) = Ciy— B[R —Ci|B,_,

e B;_1 como definido acima. Mais detalhes de andlise retrospectiva (ou suaviza¢ao)

podem ser encontrados no Capitulo 4 de West e Harrison (1997).
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