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��!���� #�#$#!���� � ! ����� ��� ��� ����� ��� ��� � �!�! ��� ���  ��!� !�
$�#�!�%
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 �! #!�� �#��!� �#��! ����#�! �����!� ���� !���� ���� $!�#���� ���! ���#$!���
�� ��#�$#�!���� �� ��� �� $���������� ��� ����� �� �� ��� �� #�� !���� �%
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� ��������� 
� ��#� ���!���� ���! ��#�� !��� � !�#�!��%
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�%� ��������� ��� ��#$! % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % � 
�%� �!"�� # �� #�!��� !��#"!�!�$ �#$� �� �%&#�! ������#�#��!��! ��
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�%� �"$#� �� �� #�!��� Q2
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�% �"$#� ���! #�� �� �� #�!��� Q2
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�%) �"$#� �� �� #�!��� Q3

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��
�%	 �"$#� ���! #�� �� �� #�!��� Q3

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��
�%� �"$#� �� �� #�!��� Q4

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��
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% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ��
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�!��� $�� $�����! #� ���!�!� �$����� ��!��� �! �#�� !���!� ��� � �!��� �!
�!�#%��� �� #� ������� T � ���!���� � ��/�#�! $��� �  ���� ! $ ! �$�����$#! �� ��
���� � �� #� ������ �	�!��!	�� ��� ��$� ! �� #� ���!�� (U, V )
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 �!�#%��� T � $������ � �����#�!�!  ���� �� �!��!� ���� �������� !� �  ����
! $ ! ��� � �� �� �!$#�� �� �� ! $ ! $��! �� ��$#�#�! �� ��! �����!� �� �  ����
! $ ! �!��! �� ��! ���#���% "��� ��� �&�����! �� �� �!� ��#�!��� �� ���#�!� ���
�&������ � ������ �� ��#���� ��� ���!��� ! $ ��� �� ���� �� �
! ����!� !��%

�� ��# �� $!���� ����
!#�� �� #�!� �� ��!� #� �! �!�#%��� T
$���� ��� �&������

�� �� ��� �! �� ���#�!��� �! �! ! �� �!�#�!�� �� ����� �� #���� �#!�#�!���% 
�! ! �� �!�#�!�� ���� ��� �� ���#�!�! ��  !� ���� ��� � $�� � �! �����#��� ���
����� �� #�� #�#�!��� �� �!�� ���"��� ��  ����� ��
! ��� ����# � �� �! �#$!���� ��
!
��� �� ��#��!���� ����! ��� ! ����#�� ���! #���� �#!% 
��#�� #� �����! �� ���#�!� �
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�� $�����! #� ���!�!��  ��$!��� $���!�!� � �"$#� � ! �!�#! #�#�!�� �!� �� #�! #�!�
�!�! �#����� ��  !�!���� �� !��� �!� �!����� �� #� ���!��� �� $�����!� �$ ���� ��
�� ���#�!��� �� �!���� �� �� ��!�#�!��� �� �� #�!��� ��� �!�!�$ �#$� �� �%&#�!

������#�#��!��! �! ������ ��!� "�#$! � ����� �� ��!� #�%
"!�! #� �� �� ����#� �� �!���� ���!� !�� !����
#� �� #�!��� �! ������ �� �#� �# �#��� �!��#�!� �� T

! �!�$� �� �� #�!��� ���
�!�!�$ �#$� �� �%&#�! ������#�#��!��! ��!"���� � #�#�!��� � !����# �� ���$�# ��� '����� ��� �������� ������ � 
% #������� !�� $���� !$#��!���� � ��� '����
��(()��  �� $��� �� �!$� � ���
� �! �#���!��� �� �����!�!��� R
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�� �#� �# �#��� �� T � � #�#�!��� ��$��� �� #�!���� � �  ����� �! ������ ��!� "�#$! �!
�!�#%��� !��! ��#! T �

###� ��!�#�!��� �� �� ���� �� �#���!����  �� $��� !��#$!��� ! �� $��
�� � ��
�!��� ��!#� !������ !�� �� �#����� �#� � ����� ���� �%

!� �!�" ��� �� ��� #� �����#��� $��$�# ��  %�#$�� �� !�%�#�� �� �� ���#���$#!� ��
��!� ���  !� $� ��� !$!�!� !� �������  %�#$!� �!#� #���� !� �� ������!�!�% 

 ���#! �! �� ������ ����

��� $ �&��� ! � !����!� ��/�#���� ��� !������ !�!� �!�!
�!� ����� � !� $%�$��� �� ������	�� ��� ����������� 	� ������ ����������	�
��
��!"���% �!���� �� ��� ���	�� ��� �!� ����� !��� #���� !� �� �� �� �� �  ��!%

'����� ��� �������� ������ ������!� !  ���#! �! ��������� #�� ��#$! �!�! �  �� �
�!"��

F̂
�� ��! ������ �� �#� �# �#��� F

%


� /�!� �� �!�" ��� �� $ !������ !�� �� !����# �� ���������#�� ��� '����� ���� ������� ������� � #������� !�� $���� !$#��!���� � ��� '���� ��(()�� �!�! $!�#
$��!� � �!"�� �� $!�� '��!� �� ������! �� ���!�!�% � !����# ��  !� $� �� %

�



#������� !�� �� �!$� � ���
� �! �#���!��� R
%

!� �!�" ��� � $ !������ !�� � �$ ��� �� 
����� ������	��� #� �����#�� �! �# �#
�! ��! ��� ����� �!  ��� )� � "!���� ���)��� �!�! �� #�!�� ��� �!�!�� �#$!��� ��
! ������ �� ����#�!�� �� ��! �!�#%��� !��! ��#! $�� "��!� �!�! �!��� $����� ��% 
�� ���#�!��� �! ��
��� ����� �� ��������� 	� �
��������� h� $ ���$�# !�  �� $���
��!� �#�# !����%

������ ������ � ����!� ������ ��������!� � �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�! �!�!
�� ���#�!� � �!��� � #�� �� h �!�! !��� �!� ��� $�����!�!� � �#�����!� ����)� �!�
��! �&$���� � !������ !��� �� �� �� �  ��!% "�� ��#����� �� ��#� ������ ������
��! ���#/$!��� ��� � �$ ��� �!�! !�$!��!� �������� ����� !��� $�� ! �� ! #�#�!���
�! �!�#��$#!%

"!� ��(((� !������ ! ��! ������ ! �!�! �� ���#�!��� �! 
!���! � #�! �! ���#
����! �� $�����! #� ���!�!�% �� /�!���� �� ���!�����! � "!���  ��(()� ������� �
������� �� $�# $�#� �� �!��� �!�! �� ! ���$�� ! 
!���! � #�! �!�! �!��� $�����!���
� �#��# !%

!! ����� �% ��� !������ !��� !����� �� #�!����� �! ������ ��!� "�#$!%

�(
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��� ��
�������

�� �� ���� ���! #��� � 
�%�#�� �� �� ���#���$#! ������ �� $��
�� � ��  $$�#$!�
� ������� �� ! "� #$�� ������!��� �!�! !�!�#!� � $����� !��� � �� ��! �!�#%���
!��! ��#!� ���!���� � �  ���� ! $ ! �$�����$#! �� �� ���� � �� #� ������ �	�!��!	�%
��! $!�!$ ��"� #$! $���� ��� �!��� $ ! �������! �� $�����!� � ��� �$���� ��!���
�� �!��� �! �!�#%��� ������ ! ��� ��� $����� !��� � � ����!���%


��#�� ��� ��/�#�!� ��!� �!�#%��#� !��! ��#!� �� ���#�!� �� �! !�%�#�� �� �� ��#
�#���$#!� �  ���� �� �!��!� T � � �  ���� �� $�����!� C % ��!��� �� �! � !���!� ���
T > C �  ��#�� $�����! � �#��# ! �� #�� !� � C � �#��#/$!��� ��� � ���� � �� #� ������
!#��! ��� �$�����% 
 $�����! � �������! �� �% ��!��� �� �! � ����� � ��� T < C �
#��#$!��� ��� ! �!��! �$����� !� ��#����� � !� ����� � �! � ����!���� C %

"�� �� �� �!��� �� �  ���� �� �!��! ��� $ $����$#�� �&! !��� �� �! ����#��
!���!� ��� �$����� ��� �!�� #� ���!�� ��  ���� [U, V ]�  ��#�� ������ !� $�� $�����!
#� ���!�!�% �� ! �� �� ��! �� $�����! #� ���!�!� $ $����$#�! $��� �!�� � �� �!��
'��!� � $ ��# � $���� �� �� ���� $�"�#$��� ��� ��!#� �� �!$#�� �� ��� !$���!��!���
�� $����� !� ���#��#$!�%

� �!�� � �� $�����! #� ���!�!� ��� �!��� �� �� !�� $����� �� $ �!#� �#����� ���
� �!�� '��!� � �$���� ��!��� ����� � ��! � ����!��� ���� ��� ��!�#�!�! �� �� �
�� !�� �! ��#�!�� !��� �!�% 
��#�� �� ����� � �! ���#/$!��� ���% � ����!�� �� !
�!��! 
% !$�� �$�� �$�����! � �������!� �� �� ��! !#��! �!# �$����� �$�����! � �#��# !�%

��



�&����#/$!���� ����#�� $# !� �� �&���#��� � �!�! �� #�!� ! �#� �# �#��� �� ���#
 ! #�#�!�� ��  ���� ! $ ! �� ��#��!��� �� �� ����� � !�#��� "$#�� �� ��!� ! �� !#
�!��� �� ���� ��� ! �� ! ��! ��#$! ��� �!�! ! ���#/$!��� �� �� !�� �� ����� � ���
�� % �� ��#��!�� �� ����%


 �� �� ��! �� $�����! #� ���!�!� $ #���� !� � ��� ���  �! !#�� �� ��! �����!#�#�!��� ��� $!��� �� $�����! � �#��# ! � � �������!% �� �! ��  ��!��� U = C
�
V = ∞ �

�  $�#�� ! $�����! � �#��# !� � �!����� U = 0
�

V = C � ! $�����! � �������!% ��
T = U = V � � ����!#�� �  ���� �&! � �� �!��!%

!� �� ��� �� $����� !��� � �! �!�#%��� !��! ��#! T � ! �

��� 	� ���������
����
S(t)�  �� �� �!��� #���� !� �% ��! ��/�� ! ��� ! #�#�!�� �! ��� �$�����$#! �� �!��!
! $ �� �!��  ���� t� �� ��
!

S(t) = P (T ≥ t).


 ������ �� �#� �# �#��� F
��

T
$� ��� !� ��

F (t) = 1 − S(t).

�� �! ������ #���� !� � ��� �� ���� �� �� ���#���$#! $ ! ���� 	� ���	� �
���
�
��
��� λ(t)

% � ��/�#�! $��� � �#�# � �! ��� ! #�#�!�� $���#$#��!� �� �$����� ��!
�!��! �� #� ���!�� [t, t + ∆t]� �!�� ��� ��� �$����� !� �� �� t� �#�#�#�! ���� $����##
��� � �� #� ���!��� ∆t� ��!��� �� �  ���� ! ����% � �&�����! ���

λ(t) = lim
∆t→0

S(t)−S(t+∆t)
S(t)

∆t
= lim

∆t→0

S(t) − S(t + ∆t)

∆tS(t)
=

f(t)

S(t)
.

� �%$#� ��� ��� λ(t)
$ ������ ���# #�!% �!�� ��
! ��! ������ $���$�� �� � !���� �

�!  !&! �� �!��! �� ������ ��  ���� #��#$! ����!�!��� $!�! ��� �!#�� �! ��#�!��
!��� �!� $�� � �!��!� ��  ����% �� � �� �% �� ��� #�� �� ��� ! ��� ! #�#�!��
$���#$#��!� �� �$����� ��! �!��! �� #� ���!�� [t1, t2]

� �!�� ��� ��� �$����� !� ��
��

t1
� ���% ����� ��� ! ��� ! #�#�!�� $���#$#��!� �� �$����� ��! �!��! �� #� ���!��

[t2, t3]
� �!�� ��� ��� �$����� !� �� �� t2

� t1 < t2 < t3
%

"�� �� �� �!��� ! �� ��#��!��� �! ��#�!�� !��� �!� $ �!#� �!�!���! !� ����� ��
 ���� �� !  !&! �� �!��! $ ��$���$�� �% �� � $� ! ��� ! #�#�!�� $���#$#��!� �� �$�����
��! �!��! �� #� ���!�� [t1, t2]

� �!�� ��� ��� �$����� !� �� ��
t1
� ���% �!#�� ��� !

��



��� ! #�#�!�� $���#$#��!� �� �$����� ��! �!��! �� #� ���!�� [t2, t3]
� �!�� ��� ���

�$����� !� �� �� t2
� t1 < t2 < t3

%

-% ��!  !&! �� �!��! $��� !� �� ���� ! ! $�!�!�! �!� ! �� �����#! �� λ(t)
% ��

��
!� ! ��� ! #�#�!�� �� �$����� �!��! !��� �  ���� t + s� �!�� ��� ��� ����� �!��!
!� �� �� t� $ #��!� � ��� ! #�#�!�� �� �$����� �!��! !��� �  ���� s

%


 �

��� ���� 	� ���	� ��
�
��	�� �� ��! ���  ���! ��! #� ����� !��� �%$#�� $
 !� !� � � #� �! !�%�#�� �� �� ���#���$#!% � ��/�#�! ���

Λ(t) =

∫ t

0

λ(u)du.

�� �!� ��!� ��!� #�!��� #���� !� �� �� �� ��� �� !�%�#�� �� �� ���#���$#! ��� �
����� ��	�� 	� ��	�� tm

� � ! ��	� ��	�� ����	
��� vmr(t)
% �  ���� �$�#� �� �#�!�

tm
� $ �  #��  ��!���#�� � �!��� �����!�� ��  ���� �� �!��!� T % ��� �!��� ��� T

$
��! �!�#%��� ��� ���! #�!�  ��#�� ���

tm = E(T ) =

∫ ∞

0

(1 − F (t)) dt =

∫ ∞

0

S(t)dt.

-% ! �#�! �$�#! ���#��!�� vmr(t)� ���� �  ���� �$�#� ��� !� � �� �#�! !��� ��
�!��  ���� t �! $ �$����� ! �!��!�% ��! �� % $���#$#��!�! !�  ���� t

� $ �  #�! ���

vmr(t) = E(T − t|T > t) =

∫∞

t
(u − t)f(u)du

S(t)
=

∫∞

t
S(u)du

S(t)
.

"�� /�� !������ !#�� ! �

��� �
�
������� ���  !� $� $ ��# � ������!�! ��
�� ���� �� �� ���#���$#!� � $ ��/�#�! ���

Q(p) = F−1(p) = inf{t : F (t) ≥ p}, 0 ≤ p ≤ 1.


 ������ ��!� "�#$!�Q(p)� �������� ! � �����  ���� t
�� ��� ���� ����� 100p%�!� �!��!� �$�����%


� ������� ���! !�!� �� �� ���!$#��!�!� �� �� �# � !����!� ����!� ���!���� ����$��
��� !����
� − d

dt
ln S(t) = − d

dt
ln(1 − F (t)) = f(t)

1−F (t)
= f(t)

S(t)
= λ(t);

� Λ(t) =
∫ t

0
λ(u)du = − ln S(t);

� S(t) = exp [−Λ(t)] = exp
[

−
∫ t

0
λ(u)du

]

.

��



��� ������ �� ��������������� ���� ����� �� ���


��� ������
�

�����#�� � '#��� ��(()� ����!� !� ���  ���� �� �!��� ������#�� �� �� �� �� ���
�� �� ���#���$#! ����� ��� $���#���!��� �! !�%�#�� �� ! "� #$!� ����� �� $�����!���%
�� � ������� �#� ����� #�$����� !�� !� � ����!���� $�����!�!� �����$�� !����!

#�����!��� �� �� �  ���� �� �!��!� � �##� ! ��#���� �� �!��� $�����!��� �� $%�$���
�� �� ! "� #$!� �� #� ������ ���� !$!��� !� $��$������ �#$#!�!�%

����! ����!� �� $!�� � �� $�����! #� ���!�!�� ��� �&������ ����#�� $���#���!� ��
�!��� �� � ����!���� (ci

�δi)
% 
 �!�#%��� C �������� ! �  ���� �� ��!� �� ���#/$! �

�� !�� �� #��#�"��� � ! �!�#%��� ∆ =
�
{T≤C}

#��#$! �� ! �!��! 
% �$����� �� ���% ��
��
!� δi = 1 � �� �  ���� �� �!��! �� #��#�"��� i

$ ����� �� #��!� !�  ���� �� $�����!�
�

δi = 0 � $!�� $�� �%�#�%
"!�! �  �� ! �!� � �! ������ �� ������#�#��!��! ��� ������� !���!� ! ������

�� �#� �# �#��� F � �� T � � #�#�!#�� ! �#� �# �#��� $��
�� ! ��
C

�
∆

% 
��#�� �!��
(ci, δi)

� i = 1, . . . , n� $���#���!��� G
! ������ �� �#� �# �#��� � g

! ������ ����#�!��
�� ��� ! #�#�!�� �� C

� !����#��� T
�

C
#��������� ��� ���$����#�� ! �#� �# �#���

$��
�� ! ��
C

�
∆

! ����#�%"!�! δi = 0 �  ��#�� ���

P (C ≤ c, δi = 0) = P (C ≤ c, T > C)

=

∫ c

0

∫ ∞

y

f(t)g(y)dtdy

=

∫ c

0

g(y)

∫ ∞

y

f(t)dtdy

=

∫ c

0

g(y)[1− F (y)]dy.

� �!�! δi = 1 �  ��#�� ���

P (C ≤ c, δi = 1) = P (C ≤ c, T ≤ C)

=

∫ c

0

∫ y

0

f(t)g(y)dtdy

=

∫ c

0

g(y)

∫ y

0

f(t)dtdy

=

∫ c

0

g(y)F (y)dy.

��



�#�����$#!��� !� �&�������� !$#�! $�� ���!��� !
c�  ��#�� ��� ! ����#�!�� $��#


�� ! ��
C

�
∆

�� ��� � (c, 0)
$ #��!� !

d

dc

∫ c

0

g(y)[1− F (y)]dy = g(c)[1 − F (c)],

� �� ��� � (c, 1)
$ #��!� !

d

dc

∫ c

0

g(y)F (y)dy = g(c)F (c).

"�� !� �� ! ������ �� ������#�#��!��! $ �!�! ���

L(F ) =
n
∏

i=1

{g(ci)F (ci)}δi {g(ci)[1 − F (ci)]}1−δi

=

n
∏

i=1

g(ci) [F (ci)]
δi [1 − F (ci)]

1−δi .


��#��

L(F ) ∝
n
∏

i=1

[F (ci)]
δi [1 − F (ci)]

1−δi
�

! ������ �� ���#������#�#��!��! $ �!�! ���

L(F ) =

n
∑

i=1

{δi ln F (ci) + (1 − δi) ln(1 − F (ci))} + k, ��%��
���� k

��� ������� �� F
%


� !����#�#�� �� ������ �!�!�$ �#$� Fθ
�!�! ! �#� �# �#��� �� T � �� � # �##�� !

�&������� $����������� � !
F
�� ��%�� �!�! ��$�� �!� � �� #�!��� �� θ ��� �!&#�#�!

L(θ)
%

��!��� ��� ��  �� #�$#! �! ����! ��
F � !�� !#�� ! ! ���!��� ���#�!�!�$ �#$!

�!�! ������� �� ��� ���!% "!�! $!�$��!� � �� #�!��� !�� "!�!�$ �#$� �� �%&#�!
������#�#��!��! ��!"��� �� F � $ ���$#�� ��$�� �!� F̂

 !� ��� 0 ≤ F̂ (c1) ≤ F̂ (c2) ≤
. . . ≤ F̂ (cn) ≤ 1 ��� �!&#�#�! L(F )� !����#���� ��� ����! �� �����!�#�!��� ���
0 < c1 < c2 < . . . < cn

% !�� � ���$��#��� �� ������!#�� !  ���#! �! ���������
#�� ��#$!� ��� $ �#�$� #�! ! ����#�%

��� ��������� ���
�����

��
!
X = {x1, x2, . . . , xk} � ���� x1 < x2 < . . . < xk

% "!�! i = 1, 2, . . . , k � ��
!
yj(xi)

� j = 1, 2, . . . , ni
� �� $��
�� � �� ���#�!� �� !����! ��!� #�!��� #� � $� �!�!

� 



xi ∈ X � y1(xi), . . . , yni
(xi)

��� � ����!���� �������� �� �! �#� �# �#��� �� X
% ��
!

µ(xi)
! �����!��! $���#$#��!� �� Y

�!�� ��� X = xi
� #� � $ µ(xi) = E(Y |X = xi)

% ��
µ(xi)

$ ��! ������ �#��!� �� X � ���� ��� �� #� ������ �� #�%#�! ���#!� � � ��������� ��������� �#��!�� $�
! ������� $ �  #�! ���� !
�� � ��� �!���� �#�#�#�!���
k
∑

i=1

ni
∑

j=1

[yj(xi) − f(xi)]
2 ��%��

�! $�!��� �!� ������� �#��!���% ��/�!

ȳ(xi) =
1

ni

ni
∑

j=1

yj(xi).

�����
ni
∑

j=1

[yj(xi) − f(xi)]
2 =

ni
∑

j=1

[yj(xi) − ȳ(xi)]
2 + ni[ȳ(xi) − f(xi)]

2,

� ��� ���! �! �#�#�#�!��� �� ��%�� ���#�!�� ! �#�#�#�!�
k
∑

i=1

ni[ȳ(xi) − f(xi)]
2. ��%��

�� ��� �% ��� �#��� �� �� µ � ! ������� �  #�! $�� ! �#�#�#�!��� �� ��%�� $ $�!�!#
��� � ! ������ f

 !� ��� f(xi) = ȳ(xi)
� i = 1, 2, . . . , k

% "�� �� �� �!��� �� µ(xi)
$

���#��$���$�� � $�� �����# � !
X � ! �� #�! #�! �� �"�#��� ��!��!��� �� µ ��� �!

�#�#�#�!��� �! ���! ������!�! ��� ��!��!��� ��%�� �! $�!��� �!� ������� ���#��#
$���$�� �� f

% �� ! ������� ���� ��� $�!�!�! �� ��������� #�� ��#$!%
6/�!*��1 <5*5>5 
��� X = {x1, . . . , xn} ��� x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn

� ��� �

���
f(x) → < � ����

��� �� ���� xi, xj ∈ X, ∀ i 6= j � xi ≤ xj

������� f(xi) ≤ f(xj)
�

6/�!*��1 <5*5<5 
��� X = {x1, . . . , xn} ��� x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn
� 
���� g 
��

�

��� �� X � w 
�� �

��� �������� �� X � f 
�� �

��� 
�� 	�������
�� ���
�
����� �� X � ��� �

��� ����

��� g∗ �� X � 
�� �� ������ ����

��� 	� g ���
����� w �� g∗ ��
������ 
� ������ 	�� �

���� ����

���� 	� X � � ����

∑

x∈X

[g(x) − f(x)]2w(x),

���� �
g∗ = arg min

f∈F
{
∑

x∈X

[g(x) − f(x)]2w(x)},

�
	� F � � ������ 	�� �

���� ����

���� f 	�!
�	�� �� X �
�)



�!���� �� ��� ���	�� ��� �!� ��� ! #� ����� !��� ��%/$! �! ��������� #�� ��#$!
$ �  #�! ���! $��� ����� �� 	�� ���� 	� ����� ��
�
��	�� ���
�� ��� $ ����!��
����� ��� �� (0, 0)

�
(
∑i

j=1 w(xj),
∑i

j=1 w(xj)g(xj))
� i = 1, . . . , n

% 
 ������ g∗ $ �!�!
���! ���#�!�! � �������! �! ������ �#���!� � $����&! �%&#�! �� ��
 �� ��� �
∑i

j=1 w(xj)
%

6/�!*��1 <5*5*5 � �

��� f : (a, b) → < � ��
���� �� � �������� 	�����	� 	� f �
������
�� �� (a, b) �
6/�!*��1 <5*5�5 � �

��� ��
���
�� ��
���� ������ 	� �
� � ����	� ����� ��
���
(0, 0) � (

∑i
j=1 w(xj),

∑i
j=1 w(xj)g(xj))� i = 1, . . . , n � � �

���

H∗ : [0,
n
∑

j=1

w(xj)] → <

��� �
�

H∗(t) = sup{H(t) : H(
∑

j≤k

w(xj)) ≤
∑

j≤k

w(xj)g(xj), 0 ≤ k ≤ n, H(0) = 0, H convexa}.


 �#���! �%� #��� �! �� �#!��!�! �� ���!� !$����!�!� � ��! ������ �#���!� �
$����&! �%&#�!%

0 2 4 6 8 10 12

0
1

2
3

4
5

∑
j≤k

w(xj)

∑ j≤k
( g(

x j))
(w(

x j))

Função Minorante Convexa Máxima, H*(t)

�#���! �%�� ������� 	� 
�� �

��� ��
���
�� ��
���� �������

�	



�� !� ���� ��� �!� ���� !� ���! #�!��� �� �  $�#�� ! ��������� #�� ��#$! g∗ ��#
����!��� ! ����#� � ������!�

g∗(xi) = max
r≤i

min
s≥i

∑s

m=r g(xm)w(xm)
∑s

m=r w(xm)
. ��%��


 �! ��! ! ����#� ��� �! �� �!����� �! ��������� #�� ��#$! g∗ � ������� �� !�� �!���
!������ !��� �! �#���! �%�%

�! ��! �%�� ������� 	� �� ������ ����

����
∑

j≤k w(xj)
∑

j≤k w(xj)g(xj) H∗
(

∑

j≤k w(xj)
)

g∗

� � (%� (%� 
� � (% ( (%� 
� � (%	 (%� 
� � �%(( (%� 
 � �%�( (%�(
) � �%�( (%�(
	 � �%�( (%�(
� � �%)( (%�(
� � �%(( (%�(
�( � �% ( (% (
�� � �%(( (% (
��   %(( �%((


#��! �� �!���� �� ��� ���	��� �  �����! �%�( ��� �! ��� ! ��������� #�� ��#$!
g∗ �� g

�!&#�#�!
n
∑

i=1

{Φ(f(xi)) + [g(xi) − f(xi)]φ(f(xi))}w(xi)
��% �

�! $�!��� �!� ������� #�� ��#$!� f � ���� Φ
$ �� �# !��� � $����&! �

φ(y) = dΦ(y)/dy
%

��



��� ����� � ��
������ ����������
���� ��

������ ���������������

���� �#� � !� ��#����� �� �!�! $!�$��!� � �� #�!��� ���#�!�!�$ �#$� �� �%#
&#�! ������#�#��!��! ��!"��� �� F � �� $!�� � �� $�����! #� ���!�!� ���!��� !���!�
��! � ����!��� ���� ��� ��!�#�!�! �� �� � �� !�� �! ��#�!�� !��� �!��� $ ���$#��
��$�� �!� F̂ ��� �!&#�#�� ��%���  !� ��� 0 ≤ F̂ (c1) ≤ F̂ (c2) ≤ . . . ≤ F̂ (cn) ≤ 1

%
�� ! �!&#�#�!��� ���% ��������#�! ������!���#�� !  ���#! �� ��������� #�� ��#$!%

 ������ �� ���#������#�#��!��! �!�! �� ��%�� ���� ��� ��$�# ! �! ����! �! �&�������
��% ��  ��!���

f = F, xi = ci, w(ci) = 1, g(ci) = δi

� �!�����

Φ(F (ci)) = F (ci) ln(F (ci)) + (1 − F (ci)) ln(1 − F (ci)), i = 1, . . . , n.


��#��
n
∑

i=1

{Φ(F (ci)) + [g(ci) − F (ci)]φ(F (ci))}w(ci)

=
n
∑

i=1

{F (ci) lnF (ci) + [1 − F (ci)] ln(1 − F (ci))

+[δi − F (ci)][ln F (ci) − ln(1 − F (ci))]}

=

n
∑

i=1

{δi ln F (ci) + (1 − δi) ln(1 − F (ci))}

= L(F ).

"�� !� �� � �!"��
F̂

$  !� ��� F̂ (ci)
� i = 1, . . . , n� ��� �!��� ���! ���������

#�� ��#$! �! ������ g(ci) = δi
� $�� ����� w(ci) = 1 � ����� F̂ (ci)

�!�� ���! ���#�!�!
� �������! �� ��� � i

�� ��
 ����!�� ����� ��� ��
(

i
∑

j=1

w(cj),
i
∑

j=1

w(cj)g(cj)

)

=

(

i,
i
∑

j=1

δj

)

, i = 1, . . . , n. ��%)�

������!��� ��%�� � $���#���!��� ��%)�� ����#�� $!�$��!� � �!"�� ���

F̂ (ci) = max
j≤i

min
k≥i

∑k

m=j δm

k − j + 1
.

��



��� ������ �� ��������������� �� ���� ����� ��

������� ��
�������

!� $!�� ���!� �� $�����! #� ���!�!�� !� �!�#%��#� U � V �∆ =
�
{T≤U}

�
Γ =

�
{U<T≤V }

��� � ����!�!�� ���� U ≤ V
$�� ��� ! #�#�!�� �% �� �!��#�! �#�#�!� !� $!�� ��

�!��� �� �� !�� $����� �� ! ������ �� ������#�#��!��! $ �  #�! ! �!� #� �! �#� �# �#���
$��
�� ! ��

U � V � ∆
�

Γ
% ����� F

! ������ �� �#� �# �#��� ��
T � H

! ������
�� �#� �# �#��� $��
�� ! ��

(U, V )
� �!��� (ui, vi, δi, γi)

� i = 1, . . . , n� ���$����#�� !
�#� �# �#��� $��
�� ! ��

U � V � ∆ �
Γ

! ����#�%"!�! δi = 1
�

γi = 0 �  ��#�� ���

P (U ≤ u, V ≤ v, δi = 1, γi = 0) = P (U ≤ u, V ≤ v, T ≤ U)

=

∫ u

0

∫ v

x

∫ x

0

f(t)h(x, y)dtdydx

=

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)

∫ x

0

f(t)dtdydx

=

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)F (x)dydx

=

∫ u

0

F (x)

∫ v

x

h(x, y)dydx.

�#�����$#!��� $�� ���!��� !
u
�

v � �  $�#��
∂

∂u

∫ u

0

F (x)

∫ v

x

h(x, y)dydx = F (u)

∫ v

u

h(u, y)dy

�
∂2

∂u∂v

∫ u

0

F (x)

∫ v

x

h(x, y)dydx =
d

dv
F (u)

∫ v

u

h(u, y)dy

= F (u)h(u, v).

"!�! δi = 0
�

γi = 1 �  ��#�� ���

P (U ≤ u, V ≤ v, δi = 0, γi = 1) = P (U ≤ u, V ≤ v, U ≤ T ≤ V )

=

∫ u

0

∫ v

x

∫ y

x

f(t)h(x, y)dtdydx

=

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)

∫ y

x

f(t)dtdydx

=

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)[F (y) − F (x)]dydx.

�(



�#�����$#!��� $�� ���!��� !
u
�

v � �  $�#��
∂

∂u

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)[F (y)− F (x)]dydx =

∫ v

u

h(u, y)[F (y)− F (u)]dy

�
∂2

∂u∂v

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)[F (y) − F (x)]dydx =
d

dv

∫ v

u

h(u, y)[F (y)− F (u)]dy

= h(u, v)[F (v) − F (u)].

"!�! δi = 0
�

γi = 0 �  ��#�� ���

P (U ≤ u, V ≤ v, δi = 0, γi = 0) = P (U ≤ u, V ≤ v, T > V )

=

∫ u

0

∫ v

x

∫ ∞

y

f(t)h(x, y)dtdydx

=

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)

∫ ∞

y

f(t)dtdydx

=

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)[1 − F (y)]dydx.

�#�����$#!��� $�� ���!��� !
u
�

v � �  $�#��
∂

∂u

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)[1 − F (y)]dydx =

∫ v

u

h(u, y)[1 − F (y)]dy

�
∂2

∂u∂v

∫ u

0

∫ v

x

h(x, y)[1 − F (y)]dydx =
d

dv

∫ v

u

h(u, y)[1 − F (y)]dy

= h(u, v)[1 − F (v)].

"!�! δi = 1
�

γi = 1 � ��� �% �!��! �� ��� ! #�#�!��%
"�� !� �� ! ������ �� ������#�#��!��! $ �!�! ���

L(F ) =
n
∏

i=1

[h(ui, vi)F (ui)]
δi[h(ui, vi)(F (vi) − F (ui))]

γi [h(ui, vi)(1 − F (vi))]
(1−δi−γi)

=
n
∏

i=1

h(ui, vi)[F (ui)]
δi [F (vi) − F (ui)]

γi [1 − F (vi)]
(1−δi−γi).

����! ����!�

L(F ) ∝
n
∏

i=1

[F (ui)]
δi [F (vi) − F (ui)]

γi [1 − F (vi)]
(1−δi−γi),

� ! ������ �� ���#������#�#��!��! $ �!�! ���

L(F ) =
n
∑

i=1

δilog([F (ui)]) + γilog([F (vi) − F (ui)]) + (1 − δi − γi)log([1 − F (vi)]) + k,

���� k
��� ������� �� F

%

��



��� ����� �� ���� ����� �� ������� ��
�������

'����� ��� � ������� ������ #� �����#�!� � �� ������ 	� ��
���
�� ��
����
������� �!#� $����$#�� $��� !����# �� ��� ���������� ��
�����
���
��� �!�! �  ��
� �!"��%

������!��� ����� !��� �! ��������� #�� ��#$!� �� !� ���� ��� �!� ��� � �!"��
F̂ ���� ��� �  #�� ���! ���#�!�! � �������! �! ������ �#���!� � $����&! �%&#�! ��
�� �#!��!�! �� ���!� 
$����!�!�%


��#�� '����� ��� � ������� ������ ������ �!� � ����#� �  �����!�

�/1#/9- <5
5>5 
��� M1
��������
	�
�� � 
�� ���������� Ui

��� �
� �
{Ti≤Ui} = 1

� ���� � ����� ����������� 	� ��	�� Mm
��������
	�
�� � 
�� ���������� Vi

���
�
� �

{Ti≥Vi} = 1 � �
���� F̂ � � ����� 	� F �� � ����
�� �� F̂ � � 	�����	� �

���
��	� 	� �

��� ��
���
�� ��
���� ������ 	� �
�� �
� � � ����	� ����� ��
���
Pj = (GF̂ (Mj), HF̂ (Mj)) , j = 1, . . . , m� � P0 = (0, 0) �


� ������� GF (t)
�

HF (t) ��� ��/�#�!� $��� �� ������

GF (t) =
1

n

{

∑

Ui≤t

δi

[F (Ui)]2
+
∑

Ui≤t

γi

[F (Vi) − F (Ui)]2
+
∑

Vi≤t

γi

[F (Vi) − F (Ui)]2
+

∑

Vi≤t

1 − δi − γi

[1 − F (Vi)]2

}

�
HF (t) = WF (t) +

∑

Mj≤t

F (Mj)[GF (Mj) − GF (Mj−1)],

������

WF (t) =
1

n

{

∑

Ui≤t

δi

F (Ui)
−
∑

Ui≤t

γi

F (Vi) − F (Ui)
+
∑

Vi≤t

γi

F (Vi) − F (Ui)
−

∑

Vi≤t

1 − δi − γi

1 − F (Vi)

}

� �� Mj
� j = 1, . . . , m� �� �!����� �����!��� �� $��
�� �

J = {Ui : δi = 1 �� γi = 1, i = 1, . . . , n} ∪

{Vi : γi = 1 �� δi = γi = 0, i = 1, . . . , n}, ��%	�

M0 = 0 � GF (0) = 0
�

m = n +
∑n

i=1 γi
%

��



!� � ��� �� ��� �� �� ��
 �������� ��
F̂

% "�� !� ��  ��#�� ��� !�� !� ��
!����# �� # ��! #�� �!�! �  ����� �� F̂

%
� �� ������ ��������� 	� ��
���
�� ��
���� ������!�� �!�! $!�$��!� � �!"��

��
F̂ � ���$�# � �� '����� ��� � ������� ������� $���#� � ��� ����#� �� �!�����
#� ����

F (0)(Mj) = j

m

� j = 1, . . . , m
%

##� ���� ��! � ��
 $�� �� ��� �� P0 = (0, 0)
�

Pj = (GF̂ (k)(Mj), HF̂ (k)(Mj))
�

j = 1, . . . , m
� �  ���! F (k+1)(Mj)

$��� ����� ! ���#�!�! � �������! �� ��� �
GF̂ (k)(Mj)

�! ������ �#���!� � $����&! �%&#�! �� ��
%

###� ��# $�#� �� �!�!�!� || F (k+1) − F (k) ||< ε � �!�! !����! ����! || · || %
�� � !����# �� ���% ������!�� ��� �  �! !��� � ��# #������� !�� $���� !$#��!�#

��� � ��� '���� ��(()�� �� !���  !� $� �#����"��� �� �!$� � ���
� �! �#���!���
R ��#����"��� �� ��  ����$�!�#�%$���%����% ���%

��



����
��� �

������ ��
������

��� ��
�������

�� �����#�� �! �# ��! ��! ��� ����� �!  ��� )� � "!���� ���)��� � �$ ��� ��
��$��� �� #�!��� ���$��! �� #�!�� ��� �!�!�� �#$!��� �� ! ������ ����#�!�� �� ��!

�!�#%��� !��! ��#! X
% �!�! ��! !��� �! !��! ��#! X1, . . . , Xn

� � �� #�!��� �� f
$

��/�#�� ���
f̂(x) =

1

nh

n
∑

i=1

K

(

x − Xi

h

)

,

���� h
$ �����#�!�� 
!���! �� �!���� �� �� ��!�#�!��� � K(·) $ ��! ������ ���#

�#�!�� �� ��� ! #�#�!�� ��!������ $�!�!�! ��$���% !���!���� � ��� ������!�!�����!� ���!#� ��� ���! #�!� � �#�$ �#$!� �!�! ! ������ K � ��� �� % ���!$#��!�! �

����! ��
f̂
% 
 
!���! h ���!$#��!#�� $�� � ��!� �� ��!�#�!��� � ��! �� ���#�!��� $�

���!���� �� �!#� #���� !� � �� ��� ! ��$���! ��
K �!�! �  �� ��  �� ����������

�� �$ ��� ��#�����!�� ���)�%

��� ��
������ ���� ����� ��� ����������


� �� �� $���#���!� �� �!��� $�����!���� � 
� #�� �!#�� ��� � �� ���� $ #� ����#
�!� � �!��� !����!� $���$!���� �� �� � ��$��� �� #�!��� �!�! �!��� $����� ��% ��!�
#���� !� �� �����#��!��� �� ��$��� �� #�!��� ����$�� ��� !����
�#� �� ! ������ K(·) $ ��� ���! #�! � �! #��!�

∫ ∞

−∞

K(x)dx = 1,

��



�� �� f̂
$ ��! ������ ����#�!���

�##� ���!� !� �����#��!��� ��$!#� �� $�� #��#�!�� � �#�����$#! #�#�!�� �� K(·) ���
 !� $� ����!�!� ��� f̂ ��#�����!�� ���)�%


����!� ������ !�  �� �#�� �� ��!�!� �!�! ���#� ! �#�$�����$#! �� �� � �� ##
�!��� f̂

�
f � ! ����!��#�! � ���$����$#�! ������ �� ����#�!��% 
 ���#�! �! ��!�

�� �#�$�����$#! �� �� f̂
�

f � $���#���!��� ! �� #�!��� ��� �!�� $ � ���� ��!��% #$�
�$�#�

EQMx(f̂) = E{(f̂(x) − f(x)}2. ��%��
� #�#�!��� �����#��!��� ������ !��� �� �$�#! � �!�#��$#!� $ ����"��� ����$�����

��%�� $���
EQMx(f̂) = {Ef̂(x) − f(x)}2 + V arf̂(x). ��%��

�� � $� � ���� ��!��% #$� �$�#� ���� ��� �&������ ���! ���! �! �!�#��$#! � ��
��!��!�� �� �"$#�%

��! ���#�! ��� !� �! !$��%$#! ��
f̂ � $��� �� �� #�!��� �� f � ���� ��� �  #�!

���� ���� ��!��% #$� �$�#� #� ���!��� ��/�#�� ���
EQMI(f̂) = E

∫

{f̂(x) − f(x)}2dx. ��%��
���� � #� ���!��� $ ��� ���! #��� $ ����"��� #���� �� ! ����� �! #� ���!��� � �!�����!��! �� ��%��� ����� !��� ��

EQMI(f̂ ) =

∫

E{f̂(x) − f(x)}2dx

=

∫

EQMx(f̂)dx

=

∫

{Ef̂(x) − f(x)}2dx +

∫

V arf̂(x)dx, ��%��
�� ���� ��� � ���� ���� ��� ��$�# � $��� ! ���! �! #� ���!� �� ��!��!�� �� �"$#�� �! #� ���!� �! �!�#��$#!%

��� ��
������ ���� ����� ����������

"!�! �� #�!� f
�� $!�� �� �!��� $�����!���� � �� #�!��� ���#�!�!�$ �#$� $���#

��� � � #�#�!�� $ �!�� ���
f̂(x) =

1

h

∫ ∞

−∞

K

(

x − t

h

)

dF̂ (t), ��% �
� 



���� F̂
$ � �� #�!��� �! ������ �� �#� �# �#��� �! �!�#%��� ��� ���$���� �  ���� ��

�#�!� K(·) $ ! ������ ��$��� � h
$ � �!���� �� �� ��!�#�!���%

"!�! �!��� $�� $�����! #� ���!�!�� � �� #�!��� �! ����#�!�� �� ��% � ���� ���
����$�# � $���

f̂(x) =
1

h

n
∑

j=1

sjK

(

x − Mj

h

)

, ��%)�

���� sj = Ŝ(Mj)− Ŝ(Mj+1) = F̂ (Mj+1)− F̂ (Mj)
� �� Mj

��� �� �!����� �����!��� ��
$��
�� � J

�� ��%	� � F̂
$ $!�$��!�� �! �!��#�! ����$#/$!�! �! ����� �%)%

��� ��
��������� �� ������ �
���


 �� ���#�!��� �! 
!���! � #�! $ ���$�# ! ��� �#�����!� ����)� ! �!� #� �� ��!
������ �� ��#� !������ �� w(y, x)� �! #��!����� �� ����#� �� $���#����

∫ ∞

−∞

w(y, x)dx = 1 ��%	�
�

w(y, x) ≥ 0. ��%��
� ����"��� ��/�#� f̂

���! $�!��� ���!� �� �� #�!����� �� ����#�!��

f̂(x) =
1

n

n
∑

i=1

w(Yi, x), ��%��

����� ��� �! #���# !� !� $���#���� ��%	� � ��%��%
� ����� ���

E
[

f̂(x)
]

=
1

n

n
∑

i=1

Ew(Yi, x) =

∫ ∞

−∞

w(y, x)f(y)dy ��%�(�
� ���� �!�! Yi

#��������� ���

V ar
[

f̂(x)
]

=
1

n
V ar [w(Yi, x)]

=
1

n

{

∫

w(y, x)2f(y)dy −
[
∫

w(y, x)f(y)dy

]2
}

. ��%���
� ��$��� �� #�!��� ���� ��� �  #�� �!�����

w(y, x) =
1

h
K

(

x − y

h

)

. ��%���
�)



�� � # �#��� ��%��� �� ��%�(� � �� ��%����  ��#��

E
[

f̂(x)
]

=

∫

1

h
K

(

x − y

h

)

f(y)dy ��%���
�

V ar
[

f̂(x)
]

=
1

n

∫

1

h2
K

(

x − y

h

)2

f(y)dy −
[

1

h

∫

K

(

x − y

h

)

f(y)dy

]2

. ��%���
"!�! ! �� ���#�!��� �! 
!���! � #�!� ������! ��� K

$ ��! ������ �#�$ �#$!
�! #��!�����

∫

K(t)dt = 1,

∫

tK(t)dt = 0
� ∫

t2K(t)dt = k2 > 0

� ��� ! ����#�!�� f
 �� ���#�!�!� $�� "��!� ��  ��!� !� ������ ������#�!�%

����#���!��� ��%���� ����#�� ����$����� � �"$#� �! �� #�!���� b(f̂(x))� $���

b(f̂(x)) = E
[

f̂(x)
]

− f(x)

=

∫

1

h
K

(

x − y

h

)

f(y)dy − f(x). ��%� �
�� ���!�� � �"$#� � ! �!�#��$#! ��� ��� �� ���#�!��� �&! !��� � $�� �!$#�#�!��%

�#�����!� ����)� ������ ��! !���&#�!��� �!�! ���!� ��!� #�!���� ������!��� !
�&�!���� �� �$�#� �� �!����%

��#$#!���� �� �!�! ��$�� �!� ��! !���&#�!��� �!�! � �"$#�� �#�����!� ����)�
������ ��! ���!��! �� �!�#%��� �� ��%� �� �!����� y = x − ht

% ����#���!��� !�

�����#���� !$#�!�  ��#��� �� ���

b(f̂(x)) =

∫

K(t)f(x − ht)dt − f(x)

=

∫

K(t) [f(x − ht) − f(x)] dt.


 �&�!���� �� �$�#� �� �!���� �� f(x − ht)
��  ���� �� x ����� !

f(x − ht) = f(x) − htf ′(x) +
1

2
h2t2f ′′(x) + . . .


��#�� �  $�#�� ! ����#� � �&������� �!�! � �"$#�

b(f̂(x)) = −hf ′(x)

∫

tK(t)dt +
1

2
h2f ′′(x)

∫

t2K(t)dt + . . .

=
1

2
h2f ′′(x)k2 + O(h).

�	



����! ����!� ! ��#��#�! �!�$��! �! ���! �� ��%�� $ �!�! ���
∫

{b(f̂(x))}2dx ≈ 1

4
h4k2

2

∫

[f ′′(x)]2dx.


 �  ����� �! �!�#��$#! �$���� �� ���� ������!� �� $�� �����#��� !�#$#��!� ��
��� h

$ ������� � n
$ ��!���% 
��#�� ! ������! �!�$��! �� ��%�� $

∫

V ar[f̂(x)]dx ≈ 1

nh

∫

[K(t)]2dt.

"�� !� �� ! 
!���! � #�! $ �  #�! ���! �#�#�#�!��� �� EQMI(f̂)
�� ������ ��

h� ����� !���

hotimo = k
− 2

5
2

{
∫

[K(t)]2dt

}
1
5
{
∫

[f ′′(x)]2dx

}− 1
5

n− 1
5 .

����� ������ �	 
	���	
�� ����	�	


 �� ���#�!��� �! 
!���! � #�!� �  #�! !$#�!� $ �� ���$� ���!��� !���!� ��
��� #�� �� ��� ��! ������� �! ���#�!�! �� ������! ����� �! ���$����$#�! ������
�� ����#�!��% ������ ������ � ����!� ������ ��������!� � �$ ��� �! �!�#�!���
$���!�! �!�! !��� �!� ��� $�����!�!�� � 
� #�!��� �� #�!� f

%


 #�$#! $���#� � �� �#�#�#�!� � ���� ��!��% #$� �� ���!�� ������ ��� ���� ���
��$�# � $���

∫

(f̂ − f)2 =

∫

f̂ 2 − 2

∫

f̂f +

∫

f 2, ��%�)�
���� f̂

�� #�!
f
%

!� � ���� �!�!�#�#�#�!� � ��� �� ������ �� h�  !� !�#�#�#�!� !� ��!� ��#��#�!�
�!�$��!� �� ������� ��� �� �� ��%�)�

R(f̂) =

∫

f̂ 2 − 2

∫

f̂ f. ��%�	�
� �$ ��� �! �!�#�!��� $���!�! ������ $��� ��#� ��! �� #�! #�! �!�! ! ��!� ##

�!��
R(f̂)

! �!� #� ��� �!��� � ����!���% "!�! #� �� $���#���! �� #�!� f ��� ��!

$�� #�!��� �!� ������� f̂−i
� ���� f̂−i

$ ! ����#�!�� �� #�!�! $��� ��"�! ���  ����
�� ��� �� �&$� � Xi

� ! ��!�  !� $� $ $����$#�! $��� ������ 	����� ��	 �� f̂
%

����! ����!� �#�����!� ����)� ��/��

M0(h) =

∫

f̂ 2 − 2n−1

n
∑

i=1

f̂−i(Xi),

��



��� ������� ����� � ��� �!���%

 ����#�!�� f̂−i

� ������� � !� ��� $ �!�! ���

f̂−i(x) = (n − 1)−1h−1
∑

j 6=i

K{h−1(x − Xj)}. ��%���

� �$ ��� �! �!�#�!��� $���!�! $���#� � �� �#�#�#�!� M0(h)� �� ������ �� h
%

�#�����!� ����)� ��� �! ��� ! 
�� #/$! #�! �!�! �� � ���$��#��� � ��$�� �!#�� ��
�! � �� ��� E[R(f̂)] = E[M0(h)]

% "�� !� �� !����#��� ��� � �"�#�� �� M0(h)
�� %

���&#�� �� �"�#�� �� E[M0(h)]� �����!#�� �  �� ��!  �! �� #�! #�! �� �!���� ��
�� ��!�#�!���%

"�� �!$#�#�!�� $���� !$#��!�� � !� �� ������ ��! !���&#�!��� �!�!M0(h)�M1(h)�
�  #�! �� � # �#���#�� � �! �� (n − 1)−1 ��� n−1 �� ��%���% � �!��� � #�� �� h

$ �
�!��� ��� �#�#�#�!

M1(h)
%

�� ����� !�� #���� !� �� ��� 
�� #/$! � ������� ��� � �$ ���� ��# �!�� ���
� ��� ������% �!�! ��! !��� �! !��! ��#! X1, . . . , Xn

�� ��! ����#�!�� f � ��
!
EQIM1(h)

� ��� �! ����#�!�� �� #�!�! $��� ��"�! ��!��� � �!���� �� �� ��!�#�!���
��� �#�#�#�! ! ������ M1(h)

% ��
!
EQIotimo

� ����� ��� �� ��  ��� h� �!� ����
�� �!��� /&��% �� $���#���� ��# � ��!$!� ��#�����!�� ���)�� � ��� ������ ��� �!
���

EQIM1(h)

EQIotimo

→ 1, ��!��� n → ∞. ��%���

����� ������ �	 
	���	
�� ����	�	 ������	��

� �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�! �  $� �� #�! #�!� �� h
$�� ��# ! �!�#! #�#�!��%

�#�!��� �  �� ! �� ! #�#�!��� �! �!�#��$#!� ��#� ������ ������ ��! �&������� !���&##
�!�! �!�! ! 
!���! �  #�! ���� �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�!  !��!�! �! ������
$!�!$ ��"� #$!%

!� �$ ��� �! �!�#�!��� ����!�! ���#/$!��� � h � #�� $ � �!��� ��� �#�#�#�!

Sn(h) = π(nh)−1

∫

K2(x)dx +

∫ Λ

0

{

∣

∣

∣
φ̃(λ)

∣

∣

∣

2

− n−1

}

{

W 2(hλ) − 2W (hλ)
}

dλ,

����
W (λ) =

∫

exp(iλx)K(x)dx, Λ = min{λ :
∣

∣

∣
φ̃(λ)

∣

∣

∣

2

≤ c/n},

��



�!�! !����! $��� !� � c > 1 � � φ̃(λ)
$ ! ������ $!�!$ ��"� #$! !��� �!� ��/�#�! ���

φ̃(λ) = n−1
n
∑

j=1

exp(iλXj), −∞ < λ < ∞, i =
√
−1.

����� ������ �	�	 �	��� ������	��� � ������	

��
!�
X1, . . . , Xn

�!�#%��#� !��! ��#!� #��������� �� � #��� #$!��� � �#� �# �"�!�
�iid� ���� !��� �  ���� �� �!��!� � U1, . . . , Un

�!�#%��#� !��! ��#!� iid � #��������� ����� X ′
is
�  !#� ��� ��� � ����!��� Yi = min{Xi, Ui}

�
∆i =

�
{Xi≤Ui}

% ��/�! !� �������
�� �#� �# �#��� ��� X ′

is
� ��� U ′

is
��� F

�
H � �����$ #�!��� �� � ! ������ ����#�!��

��� X ′
is
��� f

% ��
!�
S = 1 − F

�
H∗ = 1 − H

% �!��!�� �� (Yi, ∆i)
� i = 1, . . . , n�

$���#���� � �� #�!��� �! ������ �� �� ���#���$#! �!#� $������ � ������!��� Ŝn(t)�
������ � ��� �!��!� � ��#�� ��� ��% ����� (Zi, Λi)

� i = 1, . . . , n� �� Y ′
i s
�����!���

$�� ���� $����������� �� ∆′
is
� � �� #�!��� �� �!��!�#��#�� $ ��/�#�� ���

Ŝn(t) =



















1, 0 ≤ t ≤ Z1,
∏k−1

i=1

(

n−i
n−i+1

)Λi , Zk−1 < t ≤ Zk, k = 2, . . . , n,

0, t > Zn, Λn = 1.

� �� #�!��� �� f � ������!��� � �$ ��� �� ��$��� �� #�!���� ���� ��� �!�� ���

f̃(x) =
1

h

n
∑

j=1

sjK

(

x − Zj

h

)

,

���� sj

$ � �!� � �� Ŝn
�� ��� � Zj

� ��/�#�� ���

ŝj =



















1 − Ŝn(Z2), j = 1,

Ŝn(Zj) − Ŝn(Zj+1), j = 2, . . . , n − 1,

Ŝn(Zn), j = n.

���� � ���!��! ����(� ��
	 �!���� � "!���  � ���	� ��������!� �� �� #�!���
���#�!�!�$ �#$� !� ���! #�� �!�! ! ������ ����#�!��� ! �!� #� �� ����� !��� �  #���
��� ����� �!  ���	)�� ���#!� � � ������� �! ������ ��$���% ��! �� #�!��� �� ���
���� �! � �� ��� ��! �!��%��� �� #�! #�! ��

f(x)H∗(x)
$ �!�! ���

(fH∗)n(x) =
1

nh

n
∑

j=1

K

(

x − Xj

h

)

1[∆j=1].

����� $ ����"��� �� #�!� f(x) ��� (fH∗)n(x)
�#�#�#�� ��� ��! �� #�! #�! ��H∗(x)

%

�(



�# !��� ���� � ���!��! ����(�� �!���� � "!���  ����	� ��� �!� ���  ��!���
� �� #�!��� �� H∗ �  #�� ���! #������� ��� �!�$#� ��� X ′

is
�

U ′
is

Ĥn(t) =



















1, 0 ≤ t ≤ Z1,
∏k−1

i=1

(

n−i
n−i+1

)1−Λi , Zk−1 < t ≤ Zk, k = 2, . . . , n,

0, t > Zn,

�  $�#��
f̌(x) =

1

nhH∗
n(x)

n
∑

j=1

K

(

x − Xj

h

)

1[∆j=1].

�� !� ���� ��� �!� ���  ��!��� sj = Λj[nĤn(Zj)]
−1 �  ��#��� �� ��� �� ����#� ���� #�!����� �� f

f̃(x) =

n
∑

j=1

∆j

nĤn(Xj)h
K

(

x − Xj

h

)

, ��%�(�
�

f̌(x) =

n
∑

j=1

∆j

nH∗
n(x)h

K

(

x − Xj

h

)

. ��%���
����� ��� Ĥn

�
H∗

n
��� �����$#!���� � #��!#�� ! ��#$! �#������! �#��#/$!� � �� ��

�� �� #�!����� $ � !������ � �! �� #�! #�! ��
H∗ %

���  !�� ������ ����� !���� �!���� � "!���  ����	� � #�#�!� �
���(f̂) =

∫ ∞

0

[f̂(x) − f(x)]2w(x)dx,

���� w(x)
$ ��! ������ ���#���! #�! �� 	�����	� �!�! !�!�#!� ! �������!�$� ���

�� #�!�����% �!� $��� �� ��%�)�� ! �#�#�#�!��� �� ��� #���#$! �� �#�#�#�!�
∫ ∞

0

[f̂(x)
2 − 2f̂(x)f(x)]w(x)dx.

�� !� ����  ��$!��#�#�#�!� �� ! ��!� #�!��� $���#���!��� ! ������ 	����� ��	
��� �� #�!����� �� f

��/�#��� �� ��%�(� � ��%���%

��#�� ! 
!���! � #�! $ � �!��� �� h ��� �#�#�#�! ! �&�������

CV (h) =

∫

[f̂(x)]2w(x)dx − 2n−1
∑

i

f̂−i(Xi)
w(Xi)

Ĥn(Xi)
. ��%���

�� !� ���� ��� �!� !#��! ���� $��� �� ��%����
EQICV (h)

EQIotimo

→ 1, ��!��� n → ∞.

��



����� ������ �	 ������
	 �� ������	 ������	�	�

�� �$ ��� !� ���! #�� ��# ������ � ��� "!� ��(((� �!�! ��$���! �! 
!���! � #�!

�! �������! �� $�����! #� ���!�!�% ������� � !� ��� � �!��� � #�� �� h
$ �!�� ���

hotimo = arg max
h

V
∑

υ=1

L(S̃(−υ)(·; h)|D(υ)),

����
L(S|D) =

n
∑

i=1

[δi ln(1 − S(ci)) + (1 − δi) ln S(ci)]

$ ! ������ �� ���#������#�#��!��! �� $!�� � �� $�����! #� ���!�!� � S̃(−υ)(·; h)
$ !

������ �� �� ���#���$#! �� #�!�! ���� �$ ��� �� ��$���� ! �!� #� �!� � ����!���� ��
D\D(υ) � υ = 1, . . . , V � ���� D �������� ! � $��
�� � �� �!��� �� �#�#�#�� !��! ��#!#
��� � ��

V �� $��
�� �� �� �����  !�!���% �� � $� D = {D(1), . . . , D(υ)} %!�� �  �! !���� L(S|D) ���% ! ������ �� ���#������#�#��!��! �� $!�� ���!� ��
$�����! #� ���!�!��

L(S|D) =
n
∑

i=1

δi ln[F (ui)] + γi ln[F (vi) − F (ui)] + (1 − δi − γi) ln[1 − F (vi)].

��� ��
������ �� ������ ����

����

���� �#� � !� ��#����� �� ! ������ ��!� "�#$! Q(p) �������� ! � �����  ���� t�� ��� ���� ����� 100p%
�!� �!��!� �$����� � $ ��/�#�! ���

Q(p) = F−1(p) = inf{t : F (t) ≥ p}, 0 ≤ p ≤ 1.

!�� �  �! !���� ����� ������!��� ��! �� �� #�!����� �! ������ ��!� "�#$!% �

��#��#�� ����� ���% �!�� ���! #������� �� �!"��
F̂

��
F � �  ����

Q̂n(p) = inf{t : F̂n(t) ≥ p}, 0 ≤ p ≤ 1.

� ������� �� #�!��� ���% �  #�� #���� ���� � �!"��
F̂

��
F � !��� ��!�#�%#��

���� �$ ��� �� ��$��� �� #�!���� ����� !���

Q̃C
n (p) = inf{t : F̃n(t) ≥ p}, 0 ≤ p ≤ 1,

��



�����

F̃n(t) =

∫ ∞

−∞

K
(

t − x

h

)

dF̂n(x)

=
m
∑

j=1

K
(

t − Mj

h

)

(

F̂n(Mj) − F̂n(Mj−1)
)

,

����� K ��! ������ �� �#� �# �#���%

 ������ ��$��� ������!�! ���% ! �!���#!�!% "!�! �  ����� �! 
!���! � #�! ��� !

��!�#�!���� ���% ������!�� � �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�! ���#/$!�� ���#�� �����%
�  ��$�#�� �� #�!��� ���% ������!� � !� �������� !� ��!��� !���!� ! ����! ��

�  ����� �! 
!���! � #�! �!�! ! ��!�#�!���% !�� � $!��� ���% ������!�� � �$ ��� ��
"!� ��(((� �!�! �!��� $�� $�����! #� ���!�!� � � �� #�!��� ���% �����#�!�� Q̃P

n (p)
%

�#�!���� �� � ��!� � �� #�!��� �� Q(p) ���% �  #�� ! �!� #� �! ��!�#�!��� ��
Q̂n(p) ���� �$ ��� �� ��$��� �� #�!���� ������!��� ! ������ �!���#!�!% "!�! �!���
�� $�����! #� ���!�!�� �� � �� #�!��� $ ��/�#�� ���

Q̌n(p) =

∫ 1

0

K
(

p − t

h

)

dQ̂n(t)

=

m
∑

j=1

K
(

p − pj

h

)

[

Q̂n(pj) − Q̂n(pj−1)
]

, ��%���

���� pj , j = 1, . . . , m� ��� �� ��� �� �� �!� � �� Q̂n(p)
%

� �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�! ���#/$!�� ���#�� ����� ���% ������!�� �!�!
�  ����� �! 
!���! � #�!� ��� ! ��!�#�!���%
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#��� �! �� �� #�!����� �! ������ ��!� "�#$!Q(p)� �����QReal

! ������
��!� "�#$! ��!� � Q1

� Q2
� Q3

�
Q4

� �����$ #�!��� �� � ��#��#��� ��������  ��$�#�� �
��!� � �� #�!�����%
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"!�! �� �� ���� �� �#���!��� ��!�#�!���� ��# ������!�! ! �#� �# �#��� ��# ����
$�
!� ������� ����#�!�� �� ��� ! #�#�!�� � �� �#� �# �#��� ��� �!�!�� �����$ #�!��� ��
���

f(t) =
γ

αγ
tγ−1 exp

{

−
(

t

α

)γ}

, t ≥ 0,

�

F (t) = 1 − exp

{

−
(

t

α

)γ}

,

���� γ
$ � �!���� �� �� ����! �

α
$ � �� ��$!�!%

!!� �#���!����� �  ���� �� �!��!
T ����� ��! �#� �# �#��� �� ��# ��� $��

�!���� ��� γ = 4
�

α = 5
%

���!� $���#���!����  !� $�� ��! �� �#����� �� �!����� �� #� ���!�� �� $�����!
#� ���!�!�� ���#!� � ! ��/�#��� �� �#� #� �� �!���� ��� �!�! !� �#� �# �#���� �!�
�!�#%��#� U

�
V

% �� !� �!�#%��#�� $��� �# � !� ��#����� �� ��/��� � #� ���!�� ��
 ���� �� ��!� �$����� ! �!��! �� �� $��������$#!� � ���$�� �!� �� �!��!� ��� ���!�
$�����!�!� � �������! ��

U � �� #� ���!�� (U, V ]
� � �#��# ! ��

V
% 
 �! ��! �4.1�

!������ ! �� !� $��/���!����%
�� �� #�!����� �! ������ ��!� "�#$! ������ �� �� �� ��� ��� �� ��/�#��� �! �����

�% � $��� �� ������
#� Q1 = Q̂n(p)�

� 
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������� 	� ��
�
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�������� ���� 	�!
�	�� ��	��
��
� 	������
���� 	� U � V − U �

�#� �# �#��� ���$�� �!� �� �!��!�
� U V − U (0, U ] (U, V ] (V, +∞)
� ��# ���

(γ = 4, α = 3.8)
��# ���

(γ = 4, α = 2.5)
� �  (� � �

� ��# ���
(γ = 4, α = 4.5)

��# ���
(γ = 4, α = 1.0)

�(� �(� �(�
� ��# ���

(γ = 4, α = 3.8)
��# ���

(γ = 4, α = 1.2)
� � � �  (�

� ��# ���
(γ = 4, α = 5.0)

��# ���
(γ = 4, α = 1.2)

 (� � � � �

##� Q2 = Q̃C
n (p)� ������!��� � �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�! ���#/$!�� ���#��

����� �!�! �  ����� �! 
!���! � #�! �! ��!�#�!��� �� �!"��
F̂ �

###� Q3 = Q̃P
n (p)� ������!��� � �$ ��� �� "!� ��(((� �!�! �!��� $�� $�����!

#� ���!�!� �! �  ����� �! 
!���! � #�! �! ��!�#�!��� �� �!"��
F̂ �

#�� Q4 = Q̌n(p)� ������!��� � �$ ��� �� �!�#�!��� $���!�! ���#/$!�� ���#��
����� �!�! �  ����� �! 
!���! � #�! �! ��!�#�!��� �� Q1 = Q̂n(p)

%
�� ��!� #� !�!�#�!��� ���!�� q1 = 0.01 � q2 = 0.02 � q3 = 0.05 � q4 = 0.10 � q5 = 0.20�

q6 = 0.50
%

���!� ��!�#�!�!� �#���!���� �!�! ��! ��  !�!���� �� !��� �!�  (� �((� �(( �
 ((%

����� 
���� ��� �����	�����

�! !�%�#�� �! �! ��! �%�� ���$� �#�� ��� � �"$#� �� Q1

��$���$� � ���#�! ���
!���� !� �  !�!��� �! !��� �! � � ��!� #�� �!�!  ��!� !� $��/���!���� �� #� ���!��
�� $�����!� �� ���� ���!�% �� ��!� #� ��� ������� #�!��� ��� Q1

��  ��!� !� $��/#
���!���� � �  !�!��� �� �"$#� �� ��� �! �� ���$� �!#� ����!�� �!�! !� $��/���!����
� � �� �!� ��!#� !� �!��!� ti

�$����� �!#� #� ���!��� � �� #� ���!�� (0, U)
%

�!� $� $ ����"��� $���!�!� ! �!��# ��� �� �"$#� �! �! ��!
4.3 � ! ��!� �����!

!#��! ��� � �"$#� ���! #�� ��$���$� � ���#�! ��� !���� !� � ��!� #� � �  !�!��� �!
!��� �!%

�)
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�(( �%�	�� � (%�		��) (% ( ��� (%���(�( (%(	�(� (%((		��
�(( �%()( �� (%	 �))( (%�)��	� (%���� � (%(��� � #(%((�((�
 (( (%		(� � (%�	���� (%�)� �� (%()���	 (%(�(��( (%(���	�

� �"$#� �� Q2
� �#���� � �! �! ��! �%��  !� $� ��$���$� ��!��� �  !�!��� �!

!��� �! � � ��!� #� !���� !�� ��  ��!� !� $��/���!���� �� #� ���!�� �� $�����!%
�� ��!� #� ��� ������� #�!��� ��� Q2

��  ��!� !� $��/���!����� �� ���� ���!�%
���� �� $!�� !� ��#��� ! �!��# ��� �� �"$#� �!��$� �#���#� �� �� !� $��/���!�����
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$��$�� �!��� ��  ����� �� �!��! $�����!��� � �������! ��

U
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ξ(h|x) =
fh(x)ξ(h)

∫

fh(x)ξ(h)dh
.
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τ = {(ui, vi, δi, γi)
� i = 1, . . . , n} � !

���������� ���� ��� �� #�!�! ���

ξ̂(h|x, τ) =
f̂h(x)ξ(h)

∫

f̂h(x)ξ(h)dh
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� ����� F̂n,j

! �� #�! #�! ��!"��� �� F �  #�! � ##
�#�!��� ! 
#$�#�! !��� �!  �� � �!�%

��/�! !#��! � �� #�!��� �� Q(p)
! �!� #� �! ������ ��$����  !� $�  !��!�� �!�

!��� �!�  �� � �!� $���

Q̌B
n (p) =
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=
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∑
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∑
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Vício relativo de Q.1, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Vício relativo de Q.2, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Vício relativo de Q.3, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Vício relativo de Q.4, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Variância de Q.1, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Variância de Q.2, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.

�#���!  %)� �����
��� 	� ������	�� Q2
�

Tamanho da amostra

Probabilidade

Variância

Configuração 1

Tamanho da amostra

Probabilidade

Variância

Configuração 2

Tamanho da amostra

Probabilidade

Variância

Configuração 3

Tamanho da amostra

Probabilidade

Variância

Configuração 4

Variância de Q.3, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Variância de Q.4, segundo o quantil e o tamanho da amostra, por configuração.
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Histograma dos quantis − Q.4 − Configuração 4.
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