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Resumo

Estudamos hipersuperficies de Dupin em R® parametrizadas por linhas de curvatu-
ras com cinco curvaturas principais distintas, satisfazendo condigoes genéricas sobre
os invariantes de Laplace. A curvatura de Lie dessas hipersuperficies nao é constante.
Caracterizamos localmente uma classe de tais hipersuperficies em termos das curvatu-
ras principais e da métrica, definidas por fungoes de uma variavel. Ilustramos a teoria

com exemplos.



Abstract

We study Dupin hypersurfaces in R parametrized by lines of curvature, with five
distinct principal curvature, satisfying generic conditions on the Laplace invariants.
The Lie curvature of theses hypersurfaces is not constant. We characterize locally a
class of such hipersurfaces in terms of the principal curvatures and the metric, defined

by functions of one variable. We illustrate the theory with examples.
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Introducao

O estudo das superficies de Dupin iniciou-se em 1822 com Dupin. Dai em diante, vérios
pesquisadores tem estudado as hipersuperficies de Dupin. A teoria das hipersuperfices
de Dupin pode ser desenvolvida em R"™, S™ ou H", pois a classe de Dupin é invariante
por transformacoes de Lie. O problema de classificacao é realizado a menos destas

transformacoes.

Pinkall [24], introduziu quatro construgoes para obter hipersuperficies de Dupin
préprias em R™™ a partir de uma hipersuperficie de Dupin prépria em R™. Para
uma tal construcao inicia-se com uma hipersupeficie de Dupin W™~ ! em R" e con-
siderando R™ como subespago linear de R™ x {0} em R""! obtém-se uma hipersu-
perficie M™ C R"*! de uma das seguintes formas:

1) Seja M™ o cilindro W™ x R em R""!,

2) Seja M™ a hipersuperficie em R"™! obtida pela rotagao de W"~! em torno de um
eixo de R* C R™*1.

3) Projete W™ ! estereograficamente sobre uma hipersuperficie V"' C §* C R"+L
Seja M™ o cone sobre V"1 em R"*!,

4) Seja M™ um tubo em R™™! em torno de W™~

Nestas construcoes Pinkall observou ainda que a construcao do tubo e do cone sao Lie
equivalentes, e portanto, no contexto da geometria da esfera de Lie, é suficiente lidar

apenas com o tubo, cilindro e a superficie construida por meio da rotacao.

Estas construgoes introduzem uma nova curvatura principal de multiplicidade um,



que é constante ao longo de suas linhas de curvatura. As outras curvaturas principais
de M™ sao determinadas a partir das curvaturas principais de W"~!. Dessa forma,
se W™~ ¢ uma hipersupeficie de Dupin prépria em R"™ com ¢ curvaturas principais
distintas, entao M™ é propria com pelo menos ¢ curvaturas principais distintas. Para

maiores detalhes destas construgoes via geometria da esfera de Lie, veja [2] ou [3].

De acordo com a defini¢cao de Pinkall [24], uma hipersuperficie de Dupin prépria é
redutivel se ela é localmente Lie equivalente a uma hipersuperficie de Dupin prépria
obtida por uma destas construgoes acima. Segundo Cecil e Jensen [6], [7] uma hiper-
superficie de Dupin é localmente irredutivel se nao contém qualquer conjunto aberto
redutivel. Uma hipersuperficie de Dupin propria localmente irredutivel é claramente
irredutivel, e usando propriedades analiticas das hipersuperficies de Dupin, Cecil, Chi
e Jensen [5] mostram que, reciprocamente, uma hipersuperficie de Dupin prépria irre-

dutivel é localmente irredutivel. Assim os dois conceitos sa@o equivalentes.

Usando as construgoes listadas acima, Pinkall [24] (ver também Cecil [3]), mostrou
que as hipersuperficies de Dupin proprias sao inimeras. Especificamente, ele mostrou
que dados inteiros positivos my,...,my com m; + ... + my = n — 1, existe uma hiper-
superficie de Dupin prépria M"~! em R" com g curvaturas principais distintas tendo,
respectivamente, multiplicidade my,...,m,. Por outro lado, as hipersuperficies de Dupin

proprias compactas sao muito raras.

Vejamos alguns resultados globais conhecidos, sobre a classificagdo das hipersu-
perficies de Dupin. Seja M uma hipersuperficie de Dupin prépria, compacta, conexa,
mergulhada em R™ ou S", com ¢ curvaturas principais distintas. Se ¢ = 1, entao M é
totalmente umbilica. Se g = 2, Cecil e Ryan [8] (ver também [9] ou [10]), mostraram
que elas sao as ciclides de Dupin e entao sao Mobius equivalentes a uma hipersuperficie
isoparamétrica em S™. Se g = 3, Miyaoka [17], provou que M ¢ Lie equivalente a uma

hipersupeficie isoparamétrica em S™. Se g = 4 e g = 6, o problema de classificacao



permanece em aberto.

Esses resultados levaram Cecil e Ryan [10], a formular a seguinte conjectura: “Toda
hipersuperficie de Dupin compacta e propria em R™ é Lie equivalente a uma hiper-
superficie isoparamétrica em S™”. Poucos anos depois, Pinkall e Thorbergsson [25]
mostraram por meio de contra-exemplos, que essa conjectura é falsa para o caso onde
o numero g de curvaturas principais distintas ¢ igual 4, e independentemente, Miyaoka
e Ozawa [18] mostraram para os casos ¢ = 4 e ¢ = 6, também por meio de contra-
exemplos, que a conjectura é falsa. Esses contra-exemplos, sao ambos de curvatura de
Lie nao constante. O que levou Cecil, Chi e Jensen [5] a reformular a conjectura, afir-
mando que “Toda hipersuperfice de Dupin prépria, compacta, conexa M*~! C S™ com
g = 4 ou g = 6 e curvatura de Lie constante, é Lie equivalente a uma hipersuperficie
isoparamétrica em S™”. Essa nova versao da conjectura, ainda ¢ um importante
problema em aberto, embora ela esteja provada parcialmente. Para maiores detalhes

da prova parcial desta nova conjectura veja [4].

Pinkall [23], classificou localmente as hipersuperficies de Dupin em R?* com trés
curvaturas principais distintas a menos de equivaléncia de Lie, em particular, mostrou
que toda hipersuperficie de Dupin prépria irredutivel em R*, com trés curvaturas prin-
cipais distintas, é localmente Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica em
S%. Niebergall [21], mostrou que toda hipersuperfice de Dupin prépria em R? com trés
curvaturas principais distintas é redutivel. Cecil e Jensen [2], generalizaram os resulta-
dos de Pinkall e Niebergall, obtendo a classificagao local de hipersuperficies de Dupin
préprias, com trés curvaturas principais em dimensoes arbitrarias. Muitos matematicos
tem se dedicado ao problema de classificacao local das hipersuperficies de Dupin. Em-
bora alguns resultados parciais de classificagao tenham sido obtidos, o problema ainda

permanece em aberto para g > 3.

Cecil, Chi e Jensen [4], provaram que uma hipersuperficie de Dupin prépria, com-



pacta, conexa, M" ! C S" com g > 3 ¢é irredutivel. Assim, os exemplos de Pinkall
e Thorbergsson [25] e Miyaoka e Ozawa [18], de hipersuperficie de Dupin prépria,
compacta, com g = 4 e curvatura de Lie nao constante, sao hipersupeficies de Dupin
prépria irredutivel que nao sao Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica.
No entanto, ainda é possivel que cada hipersuperficie de Dupin irredutivel com g = 4 e
curvatura de Lie constante, seja Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica.
E isto tem sido provado por alguns autores com algumas hipéteses adicionais. Citemos

alguns destes resultados.

O primeiro deles, é devido a Niebergall [22], o qual mostrou que uma hipersuperficie
de Dupin prépria, irredutivel, conexa, M* C S5, com quatro curvaturas principais e
curvatura de Lie constante é Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica, ad-
mitindo que em um referencial moével apropriado, as derivadas covariantes de certas
fungoes naturalmente definidas s@o nulas. Cecil e Jensen [7], mostraram que a hipdtese
adicional de Niebergall é desnecessaria, pois tais fungoes sao sempre constantes em um
referencial de Lie apropriado. Assim eles provaram que toda hipersuperficie de Dupin
prépria, irredutivel, conexa, M* C S° com quatro curvaturas principais e curvatura de
Lie constante, é Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica. Este resultado
foi generalizado para dimengoes maiores por Cecil, Chi e Jensen [4], provando que se
Mm™~! ¢ uma hipersuperficie de Dupin prépria, irredutivel, conexa em S™, com quatro
curvaturas principais tendo multiplicidade m; = mo > 1 e m3 = my = 1 e curvatura de
Lie —1, entao M™~! é Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica. Note que,
Miinzner [19], [20], j& havia mostrado anteriormente que se M"~! C S™ é uma hiper-
superficie isoparamétrica com quatro curvaturas principais, entao a multiplicidade das
curvaturas principais satisfazem, m; = mo e m3 = my, e a curvatura de Lie é —1, se
as curvaturas principais estao apropriadamente ordenadas. Esses resultados, levaram
Cecil, Chi e Jensen [5] a formularem a seguinte conjectura local: “Se M"~! é uma
hipersuperficie de Dupin propria, irredutivel, conexa em S™, com quatro curvaturas

principais tendo multiplicidade my, ms, ms, my e curvatura de Lie ¢, entao m; = mso,



ms =my ,c=—1e M" ! é Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica”.

Usando a teoria dos invariantes de Laplance n-dimensionais introduzida em [14] e
[15], Riveros e Tenenblat [26], obtiveram uma classificacao local das hipersuperficies
de Dupin préprias M* C R®, que sdao parametrizadas por linhas de curvaturas, com
quatro curvaturas principais distintas, satisfazendo certas condicoes. Posteriormente,
Riveros, Rodrigues e Tenenblat [27], provaram que uma hipersuperficie de Dupin
prépria, M™ C R n > 4, com n curvaturas principais distintas e curvatura de
Mobius constante, nao pode ser parametrizada por linhas de curvatura. Eles também
mostraram que a menos de transformagoes de Mobius, existe uma tnica hipersuperficie
de Dupin prépria M? C R*, com trés curvaturas principais distintas e curvatura de
Mobius constante que admite parametrizacao por linhas de curvatura. Esta hipersu-

perficie, M3 é um cone em R* sobre o toro de Clifford em S® C R*.

Em [16], Li, Lui, Wang e Zhao, introduziram o conceito de hipersupeficie Mobius
isoparamétrica em S™. Eles provaram que uma (euclidiana) hipersuperficie isoparamétrica
¢ automaticamente Mobius isoparamétrica, enquanto que uma hipersuperficie Mobius
isoparamétrica deve ser Dupin prépria. Posteriormente, Rodrigues e Tenenblat [29],
mostraram que se M C S™ é uma hipersuperficie com um ntimero g constante de cur-
vaturas principais em cada ponto, onde g > 3, entao M é Mo6bius isoparamétrica se, e

somente se, M é Dupin com curvatura de Mobius constante.

Motivado por [27], neste trabalho, usando a teoria dos invariantes de Laplace n-
dimensionais [14] e [15], estudamos hipersuperficies de Dupin M° em R® parametrizadas
por linhas de curvatura com cinco curvaturas principais distintas, com uma hipétese
genérica sobre os invariantes de Laplace. Observamos que é essencial que tenhamos
invariantes de Laplace nao nulos, pois por [27] se todos os invariantes de Laplace forem
nulos, entao a curvatura de Mobius é constante e nao é possivel obter hipersuperficie

de Dupin parametrizada por linhas de curvatura.



No capitulo 1, apresentamos resultados obtidos por Kamran e Tenenblat [14], [15]
sobre os invariantes de Laplace n-dimensionais m;; e m;;,, 1 < 7,5,k < n, distintos.
Apresentamos dois teoremas dados em [15], um que fornece uma forma canodnica para
certos tipos de sistemas de equacoes diferenciais parciais, em termos desses invariantes,
e um outro que reduz o nimero de variaveis independentes e fornece a solucao geral para
tais sistemas de equacgoes. Apresentamos também algumas propriedades das hipersu-
perficies de Dupin em R"!, parametrizadas por linhas de curvatura e com n curvaturas
principais distintas. Fornecemos um lema dado em [26] que obtém a forma candnica

para tais hipersuperficies em temos de seus invariantes de Laplace n-dimensionais.

No capitulo 2, inspirados na tese de Doutorado de L.A. Rodrigues [28], obtemos
os simbolos de Christoffel das hipersuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de
curvatura, com n curvaturas principais distintas. Em seguida, deduzimos a equagao de

Gauss para tais hipersuperficies.

No capitulo 3, estudamos uma classe de hipersupeficies de Dupin em RS, parametri-
zada por linhas de curvaturas, com cinco curvaturas principais distintas e com cer-
tos invariantes de Laplace n-dimensionais nao nulos acrescidos de algumas condicoes
genéricas. Tais hipGteses sao essenciais, pois em [27], Riveros, Rodrigues e Tenenblat,
mostraram que nao existe hipersuperficie de Dupin, com dimensao maior que treés,
parametrizada por linhas de curvatura, cujas curvaturas principais sao todas distintas
e com todos os invariantes de Laplace n-dimensionais nulos. Espelhando-se em [28],
fornecemos uma caracterizacao local de tais hipersuperficies em termos de trés funcoes
vetorias dependendo de duas variaveis. Precisamente mostramos que se X é uma
hipersuperficie de Dupin em RS, parametrizada por linhas de curvaturas, cujas cur-
vaturas principais —\;, 1 < < 5, sao distintas, entao supondo que certos invariantes

de Laplace n-dimensionais sao nao nulos acrescidos de algumas condig¢oes genéricas,



ef ig:;f ma31dzs 1
obtemos X = V(Bl — BQ -+ Bg), onde V = — Y Bl = _G(i+1)5<xi+17$5)7
Ay — A\ Qs
1< <3,
6fAdz1, se 1=1
Qi = .
ef(A+m21(i+1))d11’ se 2<i<3,
A= —fm23171dl'3, A, = —mom1, 4 < r <5, A= 0. Além disso, provamos que,

se Gus(x4,x5) # 0 e |Gos(2a, x5)| + |Gs5(x3, 25)| # 0, entdo os invariantes de Laplace

n-dimensionais satisfazem o sistema
mygmig = 0, 3< 1 <5,
Mirgmaz, = 0, 4 <r <5, (1)
missmigs = 0.

Em seguida fornecemos propriedades das curvaturas de Lie dessas hipersuperficies, e
obtemos que nesta classe, as curvaturas de Lie sao nao constantes.

No capitulo 4, apresentamos o resultado principal desse trabalho, o qual nos fornece
as curvaturas principais e a métrica para uma classe de hipersuperficie do capitulo 3 em
termos de fungoes de uma variavel e apresentamos condicoes necessarias e suficientes
para existéncia de tal classe de hipersuperficies.

Mais precisamente, iniciamos fazendo a seguinte escolha no sistema (1), myp =
M3 = Mmise = 0, 3 <1 < 5,4 <r <5 e provamos que entao as curvaturas principais

e a métrica induzida sao dadas por

N =his-isa 3 (w5) + his s (24) + Fis_yy (w55 i (23) + Fig ) (ws0), 1<i <2,

\ ZFB@de = Faod | hasde = hashi | hasids = g @
F(wg) — FY(21) hag —hiz hosa — hiza
g11 = 922 = ;, g33 = (F23(x2) —~ F13($1>)2’
Ay — Ap)2 (A2 —N)” -
Gus = (hzs - h13)22’ Gos — (h234 - h1342)27
(o — M) (o — M)

onde hig = E3(xl)F34($3)+ﬂ4(x,), hi34 = FE(I4)]'L13+F13($1)F35(1’3)+F1Z5($1>7 1 S 7 S 2.

Além disso, usando as equagoes de Gauss, obtemos que as fungoes F! jﬁ (), 1 <35 <5,
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J < B <5, satisfazem equacoes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem com

coeficientes constantes, a saber

F)"—bF) =cjs,  1<j<5 j<B<5, (4)

onde as condicoes iniciais e as constantes b; e c¢jz devem satisfazer certas condicoes
algébricas (ver (4.50) e Observacao 4.7). Reciprocamente, usando o Teorema Funda-
mental das Hipersuperficies, provamos que A; e g;;, 1 < j <5, dados por (2), (3) e (4),
sao condicoes suficientes para existéncia de hipersuperficie de Dupin parametrizada por
linhas de curvaturas em R, cujas curvaturas principais sdo as fungoes —\; e a métrica

¢ dada por g;;, 1 < 7 < 5. Incluimos exemplos de tais hipersuperficies de Dupin.

Finalmente fornecemos um apéndice para dar maiores detalhes das demonstragoes

dos resultados do capitulo 4.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados preliminares e enunciamos conceitos

que serao utilizados posteriormente.

1.1 Invariantes de Laplace n-dimensionais

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados obtidos por N. Kamran e K. Tenenblat
[14], [15] sobre os invariantes de Laplace n-dimensionais. Consideremos o sistema linear

de equacoes diferenciais de segunda ordem dado por
Yo +ak Y, +ab Y, +epY =0, 1<k#1<n, (1.1)

onde Y é uma funcao escalar ou vetorial, nas variaveis independentes de x1, 2o, ..., T,
e os coeficientes a e ¢ sao fungoes diferenciaveis de x1, xo, ..., T,, que sao simétricas no
par de indices inferiores. Estaremos usando a notacao Y, para indicar diferenciacao

em relacao a x.

Uma condicao necessdria e suficiente para o sistema (1.1) ser integravel é:

kK _ k
Uk, = Yjk
_ .k k k k 1 Jj k

! ik Lo
Cikj — Cijk + agcw + (aj; — ag,)er; — agey = 0.

9



Observagao 1.1. A forma geral do sistema (1.1) é preservada por transformagoes do

tipo
Y = ¢(x1, 29, ..., 7)Y,
(1.3)
v = fi(z), 1 <i<mn,
onde ¢ é uma funcgao diferenciavel nao nula e os f; sao fungoes diferencidaveis com
derivadas nao nulas. Por uma transformagao do tipo (1.3), os coeficientes a e ¢ sao

transformados em

Ay, = felag, + (log ¢) . ],

— g l k Pskl (1'4)
aw = fifi (e + ay(log @) +ajy,(log ©) +7}; 1<k#I1<n,

e o sistema (1.1), em

Y +an Y +ayY ey = 0.

Definigao 1.2. Os invariantes de Laplace n-dimensionais do sistema (1.1) sdo as

n(n — 1)? fungoes dadas por

_ 1 i J _ Kk i ..
Myj = Q5 + Q055 — Cij, Mk = Qg — Gy, k#1475, 1<k<n, (15>

para todo par ordenado (i,7), 1 <i# j < n.
Lema 1.3. Os invariantes de Laplace n-dimensionais do sistema (1.1) satisfazem as
sequintes relacoes, para 1 < 4,7, k, 1 < n, distintos,
Myji + Mg = 0,
Mijkk — MijkMyjki — Mg = 0,
Mijg + MijrMik £ MigjMij = 0, (1.6)
Mk — Mz — My = 0,
Myik,j + MMy + MM = 0.

A seguir, usando as relagoes (1.6) acima, obtemos importantes identidades que os

invariantes de Laplace satisfazem, que serao bastante uteis nos capitulos seguintes.
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Observagao 1.4. Sejam m,;;, dados por (1.5), satisfazendo (1.6). Entao

Mijj | Mgk, M

Mg (i)’

{M (1.7)

gt () Jt
Mijik L

. Mijk,j . -
De fato, derivando —2* com respeito a z;, usando as relacoes (1.6), temos
Mijk

[mz'jk,j] _ Mijkji _ Mijk,jMijk,i
K

2
Mk Mk (M)
(mgmmige = mag)y g (mgamag, + myg)
- - - .
Mgk (1)
_ kjigMjik TkjilMkig,g gy Mhkji ik Mkjij 1M
- 2
My Mji My My (mkﬂ)
Mijg _ Mkji, M
= — (mwigmie +myi) + - g
Magi (M)
Mijj  Mkji M
=MjikMije — Mji — - D)
Majk (M)

Proposicao 1.5. Sejam m;j;, dados por (1.5), satisfazendo (1.6). Se mqy, = 0 e

my, =0, 2 <[, k,s <n distintos, entao mypmys = 0.

Demonstracao. Derivando mq;s = 0 com respeito a x;, usando as relagoes de (1.6),

temos
0=myps; = (mlks — mlkl);l = Mgl + Miks,) = MMk + MyksMils-

Como my;; = —my = 0, temos que a equagao acima torna-se mypsmps = 0. Logo

usando as relagoes de (1.6), obtemos

0= (migs — maw) (Mas — muk) = —magmas,
onde na ultima igualdade usamos mygs = 0 € myy = 0.

Os invariantes do sistema (1.1) sdo preservados por transformagoes do tipo (1.3). A
caracterizacao do sistema (1.1) em termos de seus invariantes de Laplace n-dimensionais

é estabelecida no seguinte teorema.
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Teorema 1.6. Dada qualquer colecio de n(n —1)%, n > 3 fungées diferencidveis m;,
Mk, 1 < 4,5,k < n, 4,7,k distintos, nas varidveis independentes x1, T, ..., Ty, satis-
fazendo as relagoes (1.6), existe um sistema linear (1.1) cujos invariantes de Laplace n-
dimensionais sao as fungoes dadas m;;, m;j,. Qualquer outro sistema nessas condigoes
¢ definido a menos de multiplicagio por uma fun¢ao escalar do tipo (1.3). Um repre-
sentante € dado por

Y, +AY,; —m;;Y =0,

Yk +(A+myjig) Yo —myY =0,

(1.8)

Yo +map Y, +myipY o = 0,

Yok +mip Yy +magY ., = 0,
onde (i,7) € um par ordenado fixo, 1 < i,j,k,l < n sao distintos e A é uma fun¢ao
satisfazendo

A,j = Mj; — My, A,k = —Myjkii- (19)

Definigao 1.7. Dizemos que um sistema do tipo (1.1) é (i, j)-redutivel, para um par
(i,7), L<i#j <n,se
AY = (mi)* + Y (mygr)® =0.
ki,
Teorema 1.8. (Teorema de Redugao) Considere um sistema do tipo (1.1) para'Y,
cujos coeficientes a, ¢ satisfazem (1.2). Se o sistema € (i, j)-redutivel, entdo a solugdo

geral do sistema é dada por

Y =Q+ e_JG(@),

onde

Q= eJ/eJ[F(xj)dxj,

I = /agjdxi, J = /aﬁjd:zj,

F € uma funcao arbitrdria de xj, a primitiva I € tal que
L= ay,, para  k#1, 7.
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Além disso G € uma funcao que nao depende de x; e satisfaz o sequinte sistema em
n — 1 varidveis x,...,o

,Zj, ..., Ty dado por

com

G +95G ok +91:G o +biG + hy = 0, k#1 dist. de j,
glkk: = afk - ‘]71 5

I !
i, = Qp, — Ik s
I k
b, = cue + I Sy — Tk —ay S —agJr

huy, = ¢’ (Q»lk +@ka,k +G§kQ>l +Cle)'

Observacao 1.9. No caso n = 2 s6 existem os invariantes m;; que correspondem aos

invariantes de Laplace classicos h e k da equacao, isto é, se temos a equacao

X2 +a(xy, x0) X1 +b(x1, 22) X9 +c(21, 22) X

=0,
os invariantes de Laplace dessa equacao sao dados por

mia = h = a,; +ab — c,

mo1 = k= b,g +(lb — C.

X =e"

{ / 5 F(2a)das + G(xl)l ,
X =¢* [/ e S F(xy)dry + G(x2)17

(1.10)
se k=0,
com s = / bdxr,, s = / adzs, onde F' e G sao fungoes arbitrarias.

Além disso, se h ou k sao nulos, entao a solucao geral da equacao acima é dada por

se h=0,

Como aplicagao do Teorema 1.8 de Reducao, obtemos o seguinte lema o qual sera
bastante util no Capitulo 4.

Lema 1.10. Fizados i, r, s, indices distintos, seja Y = Y (x,, x5, x;) uma fungdo
diferencidvel que satisfaz o sequinte sistema
. _ _
Hsi,s _ Hv"s,'r _ Hsi,s Hrs,'r _
KT8+ Hg; Y;r ﬁm Y)S Hy H Y - O)
Hs;i H
Kri + FS;Z Yyr — 5

,T Esi,s H’r‘s,'r _
Hys Y’l B Esi H Y o O’
Yasi + FS:: Yas + -

_ Hres  HU\yo (1.11)
Hsi Hrs Hs ”
Hg;; Hg i [ Hsis ,
\ ,S




onde os indices que aparecem mnos coeficientes denotam dependéncia nas varidveis x;,

T, ou T,. Entao

Y = F, [HHF + / H, F,dz, + F] : (1.12)
FZ ’ ~ - -,
onde Fy; = ol e F; = Fi(z;) € fungao diferencidvel de x;.
P . 5 7y =T Asj:[i
Além disso, Hy; = H.H; e Hy; = ——.
HsHi

Demonstragao. Iniciamos observando que se Y satisfaz o sistema (1.11),

st

H _ -
entao — = H,H;, onde H, e H; sao, respectivamente, funcoes diferenciaveis nas

st

variaveis s € ;.

Com efeito, pela primeira equagao de (1.2), com k =r, [ =i, j = s, temos

(log 1), = (log ), donde  —* =TT, (1.13)

st

Substituindo os coeficientes do sistema (1.11) nas demais equagoes de (1.2), obtemos

identidades.

Calculando os invariantes de Laplace my; e my; ), do sistema (1.11), obtemos

Mys = Mypi = My = Mgy = Myg; = Nis = Myjs = 07

Hrs
Mrg; = _(logHrsHs) y Mgr; = (log H ) .

’S

Como m,;s = m,; = 0, segue que o sistema (1.11) é (r,i)-redutivel, donde pelo Teorema

1.8 de redugao, temos

Y=Q+ e_JG(xT, Ts),

onde

; H
[,,=sts _ Zres s (1.14)
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Da expressao da primitiva I e (1.14), obtemos que Hy; = HiH; e I = —log s

S
onde ¢; € R e H,, H; sao fungoes diferenciaveis, respectivamente, nas variaveis xs e x;.

Além disso, por (1.13), obtemos H; = T donde a primitiva J torna-se
Y’
J = (log :) dz;,
H;
e (G satisfaz o L
‘Hl HT‘S T HTS T H/
Gars+ASGur — Gvs_—7 TSGZO
S HT‘S HT‘S Hs

Donde por (1.10), obtemos

G = Ai [/ﬁTstdxs + F]
H,

onde Fy = Fy(xy), F, = F,(x,) so, respectivamente, fungoes diferenciaveis de z; e z,.

Portanto Y é dada por

Y = F, {HersFi + /ﬁrstd:cs + F} (1.15)
onde Fj; mE e F; = Fi(x;) é funcao diferenciavel de x;.

1.2 Hipersuperficies de Dupin em R"™!

Nesta secao fornecemos a definicao de hipersuperficie de Dupin em R**!. Apresentamos
propriedades das hipersuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura com
n curvaturas principais distintas e definimos as curvaturas de Mobius. Consideramos
R"™ como sendo o espago euclidiano munido com a métrica euclidiana <, >, 2 um aberto

de R" e x = (21, 29, ..., ) € R™

Definicao 1.11. Dizemos que X : Q C R — R"*! & uma hipersuperficie de Dupin
se as curvaturas principais sao constantes ao longo das correspondentes linhas de cur-

vatura.

15



Observacao 1.12. Sejam X : Q C R" — R""! uma hipersuperficie de Dupin parametri-

zada por linhas de curvatura, —)\;, 1 <17 < n, as curvaturas principais distintas e

N :Q CR" — R"" o0 campo normal unitdrio a X. Nesse caso temos

<X, X;>=1095, 1<i<n,

N7i :)‘iXuiu (116)
)\l’ﬂ' - O
Além disso,
Xy =T X —ThX,; =0, 1<i#j<n, (1.17)
; i S,
-l 1<ifi<n (1.18)

onde Fﬁj denotam os simbolos de Christoffel da hipersuperficie.

Pela defini¢ao 1.2, os invariantes de Laplace n-dimensionais do sistema (1.17) sao
dados por
my; = —Ffjﬂ- + F;ijl“{j, (1.19)
mir =10, =Tk, k#4,j5, 1<k<n,
para todo par ordenado (i,7), 1 <7 # j < n. Segue da expressao (1.18) e do Lema
1.3 que esses invariantes satisfazem as seguintes relacoes, para 1 <1, 7, k,l <n, 1,7, k,
distintos,
m;; = 0,
Mijk + Myji = 0,
Mijh g — MMk = 0, (1.20)
Mijk — Myji — My = 0,
Myik,j + MijiMii + Myjpmg; = 0.
Usando o Teorema 1.6 transformamos o sistema (1.17) em um sistema canonico

dado pelo Lema abaixo.
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Lema 1.13. Seja X : Q@ C R* — R n > 3, wma hipersuperficie de Dupin

parametrizada por linhas de curvatura, —\., 1 < r < n, as curvaturas principais

distintas em cada ponto. Para 1 < 1,75,k <n fizos e distintos, a transformagao

A=A

ef /\j—)\

X = VX, 0nd6 V = ﬁ, (121)
j 7

Lmjpiday
1

transforma o sistema (1.17) no sistema,

1] +AX7] = 07

ol

yir +(A + mjir>X>r =0,

<

(1.22)

Vi +mirjX>j +mijT‘X7T‘ = 07

<

77l’i" +mi7”lyal +milry71" = 07

onde | e r sao tais que 1 < r # [ < n, distintos de 1,7,k e

A=— /mjki,idxk.

Além disso,

A,j = 0, An" = —Mjrii- (123)
Demonstracao. A demonstragio é consequéncia imediata de (1.3) e (1.4) com f; = 1.

Observacao 1.14. Podemos mostrar que as derivadas da funcao V', dada no Lema

1.13, para 1 < 4,3, k,l < n distintos, com i, j, k fixos, sao dadas por

Vaz‘ = (A + ng)‘/a

V= r;'jv, (1.24)
Vy=T4V,

onde V' é dado por (1.21) e A é dado por (1.23).

A seguir introduziremos a defini¢ao de curvatura de Mobius.
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Definicao 1.15. Seja X : Q C R® — R*"! n > 3, uma hipersuperficie de Dupin, —\,,
1 <r < n, as curvaturas principais distintas em cada ponto. A curvatura de Mdbius é

dada por
Aj— N\

Ojil —
A=A\

(1.25)
1 <1,7,0 < n distintos.

Observacao 1.16. Admita que a hipersuperficie de Dupin X, esteja parametrizada

por linhas de curvatura. Entao mostra-se que as derivadas das curvaturas de Mobius

satisfazem
(log Cj”) N =M CM" — my C*
(log Cjil) . :mljiCj“,
(log de)ﬂ- =Myij, (1-26)
(log Cjil) , =m leljl,
(log Cjil),jl =0,

1 <14,7,0,k < n distintos.

Fornecemos agora a definigao de curvatura de Lie.

Definicao 1.17. Dados quatro nimeros reais a, b, ¢ e d. A razdo cruzada desses

nimeros é dada por
a—bd—c
a—cd—0b

la,b;c,d] =

A seguir apresentamos uma propriedade algébrica das razoes cruzadas, em seguida

definimos curvatura de Lie.

Observacao 1.18. Como a razao cruzada envolve quatro elementos, entao as per-
mutacgoes envolvidas sao do grupo Sy, cuja ordem ¢ 24. Usaremos S para representar-

mos o grupo das permutacoes de Sy.
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Sejam a, b, ¢, d, dois a dois distintos e s € S, por s|a,b;c,d] denotamos a per-
mutacao definida por s(a) = b, s(b) = ¢, s(c) = d, s(d) = a. Logo se r = [a,b; ¢, d],

entao dado s € S

1 1 —1
s[a,b;c,d]e{r,—,l—r, r T }
r

1—7r" r 'r—1
Definicao 1.19. Sejam X : Q C R® — R""! n > 4, uma hipersuperficie de Dupin
-\, 1 <r < g <n, as curvaturas principais distintas em cada ponto. As curvaturas

de Lie sao dadas pelas razoes cruzadas das curvaturas principais, ou seja,

U VD VDY
N— N A=

[Nis Ajs A, A] =

A seguir, apresentamos um lema que relaciona propriedades das curvaturas de Lie

com propriedades dos invariantes de Laplace.

Lema 1.20. Sejam X : Q@ C R* — R""' n > 4, uma hipersuperficie de Dupin
parametrizada por linhas de curvatura, —)\;, 1 <1 < n, as curvaturas principais distin-
tas em cada ponto. Fizados 1 <1, s, k,q <mn, indices distintos, suponha que mgy, # 0
e Mg 7 0. Se a derivada da curvatura de Lie, [A\q, As; Ak, Ag|,x = 0, entdo

Makr + (log :qu) =0.
skr/ K

Demonstracao. Fixados 1 < r, s, k,q < n indices distintos, derivando o logaritmo da
curvatura de Lie [\, As; Ak, A,] com respeito a xy, usando a segunda e a quarta relacao

de (1.26), respectivamente, com j =k, i =q,l =se j=s, i =r, | =k, obtemos

A= As Ag — M A=A Ag = M
1 )\T )\S;/\,/\ = ] r s \q | r s 1 q
(log[Ar, o Al (ng\r—kk)\q—&)k (OgAr—)\k),k—i—(og)‘q_)‘S),k
/\k:_)\s )\k_)‘s
RS

=Myks

Por hipétese [\, As; Ak, Agl.x = 0, logo a expressao acima, usando a segunda relacao de

(1.20), pode ser escrita como

)\k—)\s >\k_)\s

Meskq /\q — )\S — Miskr )\r — /\S =0.
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Logo usando a hipétese mg, # 0, temos da equagao acima que

Miskq )\q - /\s

Mgkr )\r - )\s

Derivando o logaritmo da equagao acima com respeito a x, onde usaremos novamente

a hipdtese [y, As; Ak, Ag],x = 0, obtemos

(IOgZSZq) :(logiq:iS) :(IOgiq )\) log/\r,)\s,/\k,)\]),
skr / ok r s/ k r k
(1o, M A=A,
A WD W G W VW /\
Ao — Mg
:(log )\j — )\k)k = Mykgq,

onde na ultima igualdade usamos a terceira relacao de (1.26), com j =gq, i =k, [ =7,

Concluindo a demonstracao do lema.
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Capitulo 2

Propriedade das hipersuperficies de

Dupin

Neste capitudo apresentamos propriedades das hipersuperficies de Dupin parametrizadas
por linhas de curvatura e com n curvaturas principais distintas, obtidas por L.A. Ro-
drigues em sua tese de Doutorado [28]. Para completude incluimos a demonstracao de
tais resultados. Iniciamos calculando os simbolos de Christoffel. Em seguida, fornece-
mos a equagao de Gauss e algumas identidades que decorrem desta equacao, para tais

hipersuperficies.

2.1 Os simbolos de Christoffel

Sabemos que para uma variedade Riemanniana tendo (X, U) como sistema de coorde-
nadas e métrica g;; =< X,;, X,; >, os simbolos de Christoffel, denotados por Ffj, Sa0

dados por

n

1
Ffj - Z ggkl (915 + 9jti = 9i1). (2.1)
=1

Z gljgil = 5ij-
=1

onde
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Como estamos interessados em considerar hipersuperficies de Dupin parametrizadas

por linhas de curvatura e com n curvaturas principais distintas, temos para 1 <17,7 < n
9ij = 0ij9ii-
Dessa forma a equagao (2.1) pode ser escrita como
R
I = 29 (Gikj + Giki — Gijk)

para 1 < 1,7,k < n. Desta equagao obtemos

Ffj =0, 1<i,7,k<n, distintos, (2.2)
mfzgg 1<i<n, (2.3)
ri = 9 1<i#j<n, (2.4)
29;;
i Gii,j ; y
F@'j_Ea 1<i#j<n. (2.5)

Segue de (2.4) e (2.5) que

Gii,j = 21‘%]9”7 1 S [ 7é] S n, (26>
j i Yii . .
ng = _Fijfa 1<i#j<n. (2'7)
9jj

Além disso da primeira equagao de (1.19) e (1.20) segue que

I =T =TT 1<i#j<n. (2.8)

5,0 i3, i 10

Observagao 2.1. Segue de (1.16) que

Jzzirl X;z—i_zr zgzz
k#1
Portanto usando (2.7), obtemos
nz FZ Xn Z FZ g“ 7k: zgzzN (29)
k#i

Esta expressao serda utilizada nos proximos capitulos.
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Usando as expressoes de (2.3) a (2.8) podemos calcular algumas derivadas dos

simbolos de Christoffel que serao utilizadas futuramente. Para 1 < i # j < n,

sz,ji - sz [(Fﬁjy + FZj,j}a (2.10)
Pii,j - [ - Fz‘j,j + QF;jFZ‘j - Q(Fz‘j)QL (2.11)
9ij
[0 =TuTy, (2.12)
gii) i i i
— | =2(I}; - I};)—. (2.13)
(gjj i ( ]> Gjj
Da segunda equagao de (1.2) e do sistema (1.17), temos que, para 1 < 4,5,k < n
distintos
Fij,i - Fékrgj + Fijrfk - ngrﬁ:k- (2.14)

Além disso, comparando (1.18) com (2.5), obtemos a equagao Codazzi

Aij Gii.j
r— = 2.15
Aj— i 29ii’ ( )

onde —A\; e g;;, 1 <1 < n sao, respectivamente, as curvaturas principais e a métrica.

2.2 A equacao de Gauss

Nesta secao apresentamos a equacao de Gauss para hipersuperficies de Dupin parame-
trizadas por linhas de curvaturas, cujas curvaturas principais, —\;, 1 <7 < n sao todas
distintas.

Inicialmente, observe que para uma hipersuperficie em R"*! de coordenadas (X, U),

temos
R, => (T% T4 —TED,) + T, —TL .
k
Como
Rijim = Zgir ;lmv
segue que '
Rijim = Zgir [Z (Ffm e — Ffj ;Lk) + 1 = Thim |- (2.16)
r k
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Por outro lado, a equacao de Gauss para hipersuperficies nos fornece
Rijij = NiXjgiigij- (2.17)

A seguir apresentamos a expressao da equacao de Gauss em termos dos simbolos de
Christoffel. A demonstragao desse resultado pode ser encontrado em [28] (ver também

[27]), porém para completude iremos apresenta-lo.

Proposicao 2.2. Seja X : Q C R" — R*™! uma hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura e —X;, 1 < i < n, as curvaturas principais distintas em cada

ponto. Entao a equacao de Gauss de X € dada por
1 I F
A+ L”+ Li+y — = i # . (2.18)
Ji Jis kg Rk
onde

Lij =T = T5(Ta = T3), 47

15,0

Demonstracao. Usando que g;; = 6;;9:; € igualando (2.16) com (2.17) temos
Nidjgip = Y (D40 = TET,) + 1%, — L

Ji— ik 1= gk Jgs 1j,J"
k

Por uma questao de notagao, vamos trocar ¢ por j na equagao acima, e usar (2.2) para

obter
NX.q.. — J i T J 17 T ¥ . yi j o
Aidigii = Y TEDY + T4, + 4TS — TT) — (T))* + 1%, — T

i ji i jJ i) 1,7 17,8°
ki,

De (2.7) e (2.11) podemos escrever essa equagao como

17,8 (¥} 15,J
7 Jii k]

j ) j g“ ) 7 g'LZ 7 i gZZ
Iy, =1y, —T7) + 7 (F Il T ) Aidjgii — — (T ZF FJ " (2.19)

que ¢é equivalente a (2.18).
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2.3 Identidades das hipersuperficies de Dupin

Nesta secao, apresentamos duas propriedades das hipersuperficies de Dupin em R™!,
parametrizadas por linhas de curvatura, e curvaturas principais —J\;, 1 <17 < n, todas
distintas, obtida por L.A. Rodrigues em sua tese de Doutorado [28]. Para completude
incluimos sua demonstracao.

Iniciamos com uma proposicao obtida derivando a equacao de Gauss (2.18), a saber

Proposicao 2.3. Seja X : Q C R® — R*" wma hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura e —X;, 1 < i < n, as curvaturas principais distintas em cada

ponto. Para 1 < i # j <mn, vale a sequinte igualdade

z] ii T FJ f’LJ ( ) h‘ij - (F] ) + 3F21Fig i (22())

onde as fungoes f;; e hij, 1 <i# j <n, sao dadas por

lti

hij = 3(T5 = TY)). (2.22)
Além disso, as fungoes f;; e h;j nao dependem de x;, 1 <i # j < n.

Demonstragao. Derivando (2.19), que é equivalente a (2.18), com respeito a x; e

usando (2.10), (2.12) e (2.13), obtemos

17,41 1,1 17,4 i 15,0

1“] _I‘Z (1"’ — 21—‘] ) + Fz FJ + Azgzz |:)‘J (sz - QF;) - )\ng]:| +

gu |:(F] _ 2Fz ) (Fz o F] FJ ) _ 2(F§j)2rii:| +

g 15,7 ij= jj
DI I {r] (1%, — 2r7) — T ]

Jk i gkl
k#i,j5

Substituindo A\;\;g;; dada por (2.18) e usando (2.14) temos

sz . —Pg [le i 2(FZ ) + 3FZ’F3J (Fz]) 31_‘{] % Afgzz - Z( ;k)2 o :| +
+ 30017,

YK
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Somando e subtraindo —3I;(I'%,)2 + 2(I';)?, na expressio acima, obtemos

j i 3 % j g Gii
sz i _Fg Fzzz - 2(F ) + 6F11Fg] - 3(Fg]) - 3sz i /\12922 - Z( zk)2£:| -
k#i
i i \2 i
— 3Fii(f‘gj) + Q(FJ ) + 3017

Ay R

Finalmente, considerando as fungoes f;; e h;;, respectivamente, definidas por (2.21) e
(2.22) obtemos (2.20).

Mostremos agora que as funcoes f;; e h;; nao dependem de z;. Com efeito,

ll’] ZJ 7]

logo por (2.8) e (2.12) temos
hizy = 3(TLT —TiTL) =0,

1J i tjij

Da mesma forma, derivando f;; com respeito a z;, obtemos

fizg =604 [ = TL + 1% ] + 6050, — AT, - — 30, 4+ T — 2A A jgii—
-Oous=rprigeeny (5) |- S nprigten Q) |
Portanto, usando (2.5), (2.6), (2.8), (2.10), (2.12), (2.14) e (2.18), obtemos f;;; = 0.
|
Observagao 2.4. Como consequéncia de (2.20) temos, usando (1.19), que
Mjitis = Myafiy + 3(Th = Tl)mya + (=305 + 2T, + ) (mya)*. (2.23)

A préxima identidade, serd utilizada no proximo capitulo e é dada pelo seguinte

lema.

Lema 2.5. Seja X : Q C R* — R uma hipersuperficie de Dupin parametrizada

por linhas de curvatura, cujas curvaturas principais, —\,, 1 < r < n, sao distintas em

26



cada ponto. Sejam i, j fixos, distintos, tais que para todo |, 1 <1 < n, | #1i, 1 # j,

mjy # 0. Consideremos

D= (ngpl - ng,i)X - (sz + ) X+ X i (2.24)
onde pl := Fél + M Entao
Mgl
D= —( =30, + T+ ') D. (2.25)

Demonstragao. Inicialmente mostremos que

(T0' =T

% 17,8

),Z- = _( - 31_‘;' + ng + Pl) (szpl - Fiﬂ) (2.26)
Com efeito, usando a definicao de p!, temos

2
Jj l j 1 jil,it jilyi j
)71 =1 ijalP Tt Fij [I i+ - ( ) ] - Pij,ii'

mji mji

(T

ij

p—T!

iy
De (2.23), temos

Ml ii Myl i

= fij + 3(F§¢ - F%z)

mji mji

+ (=305 + Qng + Fil)mjil- (2:27)

Substituindo (2.27) e (2.20), na equagao anterior, temos

Ml

2
(Cht=The) = 4 7% [ = (2252) 4y 30— T 22

mji mji
+ (=30 + Qsz + Fél)mjz‘l] — [ngfij — (sz)thj — (Ffj)s + 311%%@]

Usando (1.19), (2.22) e além disso somando e subtraindo ngfgj’i, temos

2
([t = T4, = (= 305+ T )T T (rh = 1) = 10 (1)

+ 17 (0%, = T) (= 30y 4 20, + ) + (IY,)? (31, — 2I).

Ml

J i _ il
+3rij(rii I}) o

Usando novamente (1.19) e reagrupando alguns termos, temos

2
(T%p' = Tha) , =(= 305 + T + )T, = T (T = Ty) ﬂ;ﬂjlllz - Ty (7:1]—”;) i
7 i
+ 307, (T — Ty) TZjleZ — TJ;T5 (= 305 + T, + )
ji

=( -3, + ng + pl)rgj,i

- (o[t 2] -

mji

2
-1, [ml I (m_l) * (Fiﬂ +anLy [Pél ! ml}

mji mji
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Finalmente, usando a definicao de p', obtemos

(ngpl - Fijz)l :( — 30 + ng + pl)Fj

17,1

=— (=30, + 1Y, + o) (T —T,,).

- (sz)%l - ng (Pl)2 + 3F§irj Pl

ij

Além disso, vale a seguinte identidade

—( =i+ Th+p") , + Tt =Tl = Nga = Y (Fﬁkfj/:; B

ki (2.28)
= (= 205+ T4+ p) (= Ti + T+ ).
De fato,
i ' ! i 1 j i \2YJii
- (_Fii+rgj+p)7i+rgjp _ng,i _)‘?Qii_z (Fik) =
oy Gkk
2
; 1 Myjil i Myjilii i i \2 Gii
:Fiii_zrg'i_réi_‘_(#) — = T = Ngi — I3 ~
' ” b Myl Myl i’ kz;él ( k) Ikk
Substituindo (2.21) em (2.27), e voltando na expressao anterior, temos
i j ! i j i \2 Yii
- ( — T+ T, +p )z + T =T, — A Gii — Z (sz) — =
oy Ikk
Mjil ? 2 2
_ i j [ il j i T i i j
=D — 200, —Tas + ( M ) - { = 3(I%)" + 6U Ty, — 2(1;) " + Iy, — 30—

— Ngi — > (U5 I 31y - ) T (=30 42T, 4 T ) myu| —

Wt Jkk mjil
Y - i 2 Gii + ITJ
i3g ; ( zk) Gk Y ij

Usando (1.19) na expressao acima e simplificando, temos

—(-Ti+T+ pl)’i +Tp =T — Ngi — Z (sz)Q i _

. Ikk
k#i
. . -1, 2 . o ,
= (1, - T}) (e ~ L) | <”;jl> - [— 3(1Y,)” + 6IiT, — 2(T%)*+
jil

= (—2T 4+ L) (=T, +T9) + pT% + (=30 + 1) lFﬁ, + mﬂ—l} +(Th)*+

Y mMyjil
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Finalmente, usando a definicao de p', obtemos

- (_Féi_l—rgj—{—p) +Fz]p B Uz )\29”_2<F§I€)25ii =
Py Kk

(=20 +TL) (= T4 +T%) + (=305 + 217 + o) ol
(=20 + T, + ) (= TL + T4+ /).

Portanto, substituindo (2.9) em (2.24), temos

D= (00 -1 )X — (=T +T% + )X, ZF’ I Xk —NigaN.  (2.29)
k#i

Derivando (2.29) com respeito a z; e usando (1.16), (1.17), (2.3), (2.8) e (2.13), obtemos

17,4

D, (pr - FZJ z) X+ {FUP —IY, - ( - FZ@ + ng + pl),i_

(=T T ) = 3 () — | X

oy 9kk
F (=T T+ o) DT X = DT (20— T) 75X
e kk oy kk

k#1

Assim, de (2.26) e (2.28), temos

D=— (=305 +T,+p)(TLp —T7 ) X+

15,0

+ (=30, + T4 +p) (T + T4 +0) X, +

( — 3% + F] + o ZFZ it x Xk + — 3T% + ng + pl))\ign'N-
k#i

Logo de (2.29), obtemos (2.25).
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Capitulo 3

Hipersuperficie de Dupin em RY

Neste capitulo, estudamos as hipersuperficies de Dupin em R® parametrizadas por
linhas de curvatura, com cinco curvaturas principais distintas, cujos invariantes de
Laplace satisfazem certas condigoes genéricas. Fornecemos uma caracterizacao local
dessas hipersuperficies de Dupin, em termos de trés funcoes vetoriais que dependem de
duas variaveis e uma fungao vetorial que depende de apenas uma variavel, o que mostra
que essa classe é muito rica de exemplos. Em seguida apresentamos propriedades destas
fungoes vetoriais e obtemos que certos invariantes de Laplace devem satisfazer certas

condicoes, as quais serao essenciais no préximo capitulo.

3.1 Uma classe de hipersuperficie de Dupin em R°

Nesta secao, fornecemos uma caracterizacao local das hipersuperficies de Dupin em RS
parametrizada por linhas de curvatura, com cinco curvaturas principais distintas, com
certos invariantes de Laplace nao nulos acrescidos de algumas condigoes genéricas. Tais
condigbes sao essenciais, e sao motivados por [27], onde C.M.C. Riveros, L.A. Rodrigues
e K. Tenenblat, mostraram que nao existem hipersuperficies de Dupin parametrizadas
por linhas de curvaturas, curvaturas principais distintas, com todos os invariantes de

Laplace nulos.

30



Iniciamos com algumas notagoes que serao uteis nas demonstracoes dos resultados.
Adotaremos a seguinte convencao de indices 3 < [ < 5 e 4 < r < 5. Consideremos
as fungoes myji, definidas em um aberto Q C R®, satisfazendo (1.20). Suponha que

maoy # 0 e mzy, # 0.

Defina as funcoes

m m
To1, = mo1, + (10g 213) 5 Usir = mayr + (10g 213) ,
msir /) 4 mair /) 4
Tiys = Tors — Toua, Usis = Us1s — Uz, (3.1)
Py = mg13T514, P; = mai(i11)Usia, 2<1 <3, Py = mo5Us15.  (3.2)

Segue da definigao das fungoes Tsy,, Usy, e das propriedades (1.20), que

ms1, Lo1r = M1, Usiy. (3.3)
Agora de (3.2) e (3.3), obtemos
1 1 1 1 1
= =0 S ) 3.4

Teorema 3.1. Seja X : Q C R> — R®, uma hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura, cujas curvaturas principais, —X\;, 1 < i < 5, sao todas dis-
tintas. Sejam myjk, 1 <1, j, k <5 distintos, dados por (1.19) satisfazendo (1.20), P,
Tus, Uns, 1 <1 < 4, dados por (3.2) e (3.1), definidas em Q. Suponha que P; # 0,
Tys #0 e Uys #0 em Q. Entao

X =V(By — By + By), (3.5)
onde
J i3:;2m231d$3
e 2 1 1 QzG .
[ v v Bz:@[/ oo+ G|, 103, (36)

Gis = Gis(zj,a5), 2 < j <4, Gy = Gi(x1), sdo fungoes vetorias de RS,

A=— fm23171d1'3, A;r: —Mor11, 4 S T S 5, A,Q =0e

efAd“, se 1 =1
Qi = (3.7)

ef(A+m21(¢+1))dff17 se 2<1<3.
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Considerando

Ao ; ALj .
A+ ——"—" )5+ S =" 946, 2<j<5 3.8
( +)\1 )\2) + 51 o )\]_)\1 + 37 9 >7>09, ( )

onde
4

S=> (-1)"'B,

1=1
tém-se que o' satisfazem as sequintes propriedades em §, para todo 1 <i,j < 5:
a)a' #0,
b) <a'ad >=0, i#].
Para a demonstracao desse Teorema precisamos de quatro lemas, que sao obtidos
usando o Teorema 1.8 de Reducao. Iniciamos com um lema que reduz o nimero de

variaveis independentes, escrevendo X em termos de duas fungoes.

Lema 3.2. Seja X uma hipersuperficie de Dupin nas condi¢oes do Teorema 3.1. Entao

v

mai3

X=—(L"-1?), (3.9)

onde L3 e L? sdio funcoes que independem de x3 e xo respectivamente e satisfazem os

sistemas
3 m213,1 3 3 _
L712 +(A - )L72 _m123m213L - 07

m213

alr (A + mair — L 1)-[/ 3 +m317‘m1r3L — O

, , matr . (3.10)
m MOy mM23M
szr 37;2132 3L + 73’?3 213L O’
\ L,45 +mar5r:13711315L 3 _|_m3;;1371n5345 ng =0,
L3+ (A4 moy — n:,f—”ll)[f [ +maymypL? =0,
L2 | MersMorr [, 2 +m23rm213L 2_0 (3_11)
’37" m213 mair !
L”215 +m271rLs)27$254L 2 +m2$1427115245 L75 — 0,
Demonstragao. Por (1.17), temos que
X —Th X —TH X, =0, 1<k#1<5. (3.12)
Pelo Lema 1.13, para ¢ = 1, j = 2, k = 3, a transformacao
X =VX, (3.13)
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onde V' é dada por (3.6), reduz o sistema (3.12) ao sistema,

[ X, +AX, =0,
X +(A+mo) X, =0,
X o +mapX 2 +min X, =0, (3.14)
X3 +mipsX 3 +miz X, =0,
X 45 +misa X g +muus X 5= 0,

onde
/m231 1dxs, A,2 =0, A,l = —Mau,1- (3'15)

Da terceira equacao de (1.20) e de (3.15), temos que
(A + mw)l =0. (316)

Logo, de (3.16) e (3.15), temos que as duas primeiras equagoes do sistema (3.14), podem
ser escritas como,
(771 +A7) 2 =0,
(7,1 +(A+ m211)7) 4 =0.

Integrando estas equacgoes, temos

X, +AX =12,
o o (3.17)
X,1 +<A + mzll)X :Ll,
onde L7 = L7(Z;), 2 < j < 5, sao fungdes que nao dependem de z;.

Subtraindo as equagoes de (3.17), e usando (1.20), temos que
1

X=—-('-17), 3<1<5,
ma1i

X = L (L' - L%, 4 <r <5,
mair

onde estamos usando a hipdtese may; # 0 e mgy,. # 0. Portanto, para 4 < r <5, temos

L} L* = %(U ~1%) = %(U ~1%). (3.18)

Logo usando (1.20), concluimos desta igualdade que

1

mai3

L=

(leTL3 - mSlrLQ)a
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e podemos considerar
1

ma13

X= (P13

Derivando (3.19) e usando as relagoes de (1.20), temos

= m213,1 3 2 1 3 2
Xq1=— L°—L L L
! (m213)2 ( ) * m213 ( )’17
_ 1
X,2:_m123 (L* - L% + L3,
ma13 ma13
— 1
X 5= _ Maz2 (L3 . L2) _ L,g,
ma13 ma13
+ . M2asr o3 o 1 3 9
Xor= &~ L) (L= 1)
— 1 mo13,1 m123 mi23
Xo=—-L3 — L3 — L3 — 2 —( ) L3 — L%,
2 mais 12 (7"1213)2 2 m213( )’1 mai3 71( )
— 1 m213,1 m132 mM132
X3=—L}3+—2-L3— L?— L? —< ) L — L%,
B ma13 1 (77’6213)2 ’ m213( )’1 mai13 ,1( )
— 1 Mo13.r M213,1
X = LP = L?) 0, ——5 (L2 = L) | — —(LP=L%) +
1 m213( ) 1 (m213)2( ),1 (m213)2( ),r
1
(L) @
213/ ar
7723 _ _ Maz2 ng m123L’§ _2m1233 I3 Lg)7
mo13 mai3 ma13

Xy = 3 M pa M (L3 - 1% - <m123> (L - 1?),

12T )
ma13 (m213)2 ma13 ma13
~ 1 ma13 r mi32 mi32
Xgp=——L5 +—5L3—=(L- L) - (L* — L),
mai13 (m213) mai13 ’ m213/ .

<

145 = (L3 - L2)745 ass (L3 - L2),4 - o (L3 o L2),5 +

mai3 (m213)2 (m213)2

1
+ L3 — L%).
(mm) ,45( )

Substituindo (3.19) e (3.20) nas equagoes de (3.17), obtemos

(A B m213,1) (L3 _ L2) + (L3 — L2)71 = m213L27

mo13

(A4 man = 280 (58 = 1)+ (22 - £2), =

Agora vamos substituir as derivadas de X em cada equacio do sistema (3.14).
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Substituindo (3.21) e (3.24) na primeira equagao do sistema (3.14), temos

1 L7i1))2 _ Ma1za 13 Mg (L3 _ L2)71 _ (m123) (L3 _ L2) B A[m123 (L3 _ Lg)_
1

’2
m213 (771213)2 mo13 mo13 mo13
1

mo13

L3,2:| - O

m213

mi23 . 1 Mi123M213,1 \ 1123 m213,1
= Mmig3Mo13 — ————— | = mai3 — .
m213/ 1 ma13 ma13 ma13 ma13

Substituindo essa expressao na equacao acima, e agrupando os termos semelhantes,

Calculando (m) , usando a terceira equagao de (1.20), temos
1

temos

Lv?z + (A - m) L,g —Mi23 {(A + ma13 — m21371) (L3 — L2) + (L3 — Lz) 1} =0.

mo13 ma13

Logo usando a segunda equagao de (3.31) para [ = 3, obtemos a primeira equagao do
sistema (3.10).
Analogamente, substituindo (3.22) e (3.25) na segunda equagao do sistema (3.14) com

[ = 3, obtemos

La%S + (A + Moz — m21371)L’§ +mi32 {(A - m213,1> (LS - L2) + (L3 — L2) | =0.
m ,

213 mai3

Donde usando a primeira equagao de (3.31), obtemos a primeira equagao do sistema

(3.11) para | = 3.

Derivando (3.18), com respeito a z, e usando (1.20), obtemos

(18— 12) = - Tslsir s g2y TRlsp e (3.32)
” Mma13 Moty
Isolando L,3, temos
3=y o sl r3 12y, (3.33)
maiy m213

Substituindo (3.23) e (3.26) na segunda equagao do sistema (3.14) com [ =r,4 < r <5,

temos

1(ﬁamm—mmWﬁ—ﬁp—mmWﬁ—ﬁp+< )(ﬁ—ﬁﬂ
1r

mo13 (Mma13)?

+ (A 4+ may,) < _ htsr (L° - L)+ —

(m213)2 mo13




. ma13,r MM2131 - .
Somando e subtraindo T2 L? — L*) na equacio anterior, e agrupando os
(m213) (m213)

termos, temos

1 M913.4 M213,

m213

T A T
_ ( 213,)2 <m21'r i m213,1) (Lg _ Lg) + < + Mo M1z )(L3 _ L2)77"+
ma13 ma13

mai3 (m213)2
1
+< ) (L*—L% =o.
ma13/ 1,

Multiplicando essa ultima equagdo por mg3 e usando a primeira equagao de (3.31),
temos

m m

2 213,r 213,1 3 2

ar — maoi3L” — (m21r + ) (L? — L*)+
mai3

mais
m 1 (3.34)
213,1 3 2 3 2
<A+m21r——>(L —L),T+m213( ) (L —L):O
mai3 m213/ 1
Derivando (3.32) com respeito a 1, cOmo may3, = Mayg1 = —Mar2.1, Obtemos
—M213,1131 mM3r2M31r | 3171 m913,1
(17 = 7)==t (1 2) o T T AL (10 g2 ¢
’ m213 mai13 m3ir m213
msr2M3iy I3 _ 2 moi13 | M213,1 mair1 L2 m213L 2
e (17— 1), - B LR a8
m213 ’ mMo1r [ TM213 mo1r mair
Amgromsi,
Somando e subtraido ————— (L3 — L2) nessa ultima equagao, obtemos
mai3

(Lg _ LQ);lr :—m213,rm31r (Lg _ Lg) i m3r2MM31y {(A . m213,1) (L3 . L2)+
ma13 mai13 ma13

I (L3 _ L2>’11 i mM3raTn3yy (m31'r,1 . A) <L3 . LQ)_

mai3 msir
Mmai13 | M213,1 mair1 2 m213L 2
o 1 .
mMa1r | M213 maiy ma1r

Usando a primeira equagao de (3.31) e agrupando os termos semelhantes, obtemos

—m m ma3ze21N m

3 2 213,r"1t31r 3r277t31r 31r,1 3 2 2

(L — L )717’ |: + —A (L —L ) + mgrgﬂ’LngL —
mo13 mo13 m3siy

ma13 | M213,1 mair,1 12 m213L 2
_ _ 2=
ma1r [ M213 mair

s1r ®
mair

(3.35)
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Calculando ( ) , e usando (1.20), temos
Ar

mais
1 _ MypoMare  2Mao131Mor3M3ty 1
= - 3 3 (Maramars1+mais »Ma1,+Mar3M31r1),
m213/ 1, ma13 (m213) (m213)
logo

1 B 2Mo13 1 Mr3M31y  Mip2M213,1 + M213,M31, + Mop3Maiy 1
mai3 = Mir2Ma1y — 5 .
m213/ 1, (m213) ma13

(3.36)
Substituindo (3.32), (3.35) e (3.36) em (3.34), agrupando os termos semelhantes e
usando as relagoes de (1.20), temos

mair1

L3 +(A+my, — )L.2 +ma1,my L? =0, (3.37)

mair

o que completa a prova da primeira equacao de (3.11).

Derivando (3.33) com respeito a xy, temos

m m m m Mor3MM

3 31r 31r,1 21r,1 2 31r + 2 2r311631r 3 2

L, = ( - LI4+—"L, —( ———=2) (- 1°)-
1

ma1r \ M31r maiy maiy ma13
Mor3M3ir ;13 2

M (13 [?)

mai3

Mor3My13

Substituindo (3.37), (3.33) na equagao acima, calculando ( ) e usando as
1

ma13
relagbes de (1.20) e também a primeira equacao de (3.31), obtemos a segunda equagao

de (3.10).

Substituindo (3.21), (3.23), (3.28) e (3.22), (3.23), (3.29), respectivamente, na ter-

ceira e quarta equagao do sistema (3.14) e usando (1.20), obtemos
M3, m M2, Mar3M

31r17t2r3 L)g + Mo, (LS o LQ) ) + 32r 11629317021y (LS . L2) — 0’
ma13 ’ ma13

m21rm2r3L7§ - (L3 i L2)

L3+

M2r31123, 11
L,%r—i_ T+M(L3_L2):O

mo13 ma13

Substituindo (3.32) nas duas equagdes anteriores, respectivamente, temos

ms1,-M Mo13M
3 31r112r3 + 3 3 2 21377832r + 2
L72r + L72 +m327‘m2r3(L - L ) - Lar - 07
mo13 mair
Mo1,M M3 M
2 21rMM2r3 + o 23r1M213 + o
L2 + LI+ L2=0.
mai3 maiyr

37



Isolando L,? em (3.33) e substituindo na primeira equagao acima, obtemos assim a

terceira equacao de (3.10) e a segunda equagao de (3.11).

Substituindo (3.30) e (3.23), na ultima equacao de (3.14), temos

(8 = 12) s = 2288 (09— £2) s — 2 (2 - 12)

mo13 ma13
1 M15471213,4 M1451M213,5
K K 3 2
+|:( mo13 — - (L —L):O
m213 / 45 m213 m213

Considerando (3.32) com r = 4, e derivando com respeito a x5, temos

m m m
3 2 314 314,5 213,5 3 2
(L? — L?) 5= M342,5 + M342 — M342 (L° — L*)+
’ mais msiq mais
M3421M314 I3 _ 2 ma213 | M213,5 mai4,5 2 m213L 2
"'—( - )5_ B M 45

ma13 ’ Ma14 | M213 ma14 ma14

Comparando essas duas equagoes e usando (3.32), obtemos
MmMa15M254 MmM214M245
L+ Li+ L:=0. (3.38)
maiq mais

Por fim, considerando (3.33) com r = 4 e derivando com respeito a x5 e em seguida
usando (3.32) e (3.38) obtemos a ultima equagdo do sistema (3.10), concluindo assim

a demonstracao do lema.
|

A Proposicao a seguir, nos fornece os invariantes de Laplace dos sistemas (3.10) e

(3.11).

Proposicao 3.3. Denotando por Mf} e Mf}k 0s invariantes n-dimensionais do sistema

(3.10) e por M}, e M, os invariantes n-dimensionais do sistema (3.11). Entao

M231 :ij = Mgk = 07 (&S {17475}7 j € {1a2a5}7 k € {17274}a

M32,M
3 3 32r111312
Mls =M1s3Mgs13 S € {2,4, 5}, M12r =,
m3ir
e _ M314M345 B — 3541315
145 = 154 — —
ms3is ms3i4
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mM31,M

3 31r 11273 3

My =—"— M5 = m314
m213

msys M243
b
msis ma13

ma3s4 mas3 ma3as ma3z4
M2354 :m315( - ) sz% = M312 - ,
msaiq mo13 mais msiq

M2317‘ =Mo1r + (log m213) ) szm = Mai5 + (10g mSM) )
1 1

msir ms3is

2 _aq2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _

M2 _ Ma3yMa13 M2 — Mor3Maiy
13r — ) 1r3 — I
mair mo13
M2 _ M214M245 M2 — M254MM215
145 —— 154 — =
mais mai4
Mays M43 Mos4 Mmas3
M§45 :m214( - ) M§54 = Mai1s - )
mao1s ma13 ma1q ma13
m m m
2 235 234 2 213
M435 —m213( — ), MSlr = M3ir =+ (lOg ) s
mais m2i14 mMa2ir / 4
maiq
M2 s =mas + log 4 <r <5,
415 )
mais5 /) 4

Demonstracao. A demonstracao desta proposicao é consequéncia direta da definicao

dos invariantes de Laplace n-dimensionais dada em (1.5).

Observagao 3.4. Note que, M3, = Ty, M3, = Tys, M2, = Us,, M2z = Uys,

dados em (3.1), e portanto por (3.2) e (3.3), sao nao nulos.

O préximo lema é consequéncia da Proposicao 3.3. Sua demonstragao pode ser
encontrada em [28] na prova de um resultado similar para hipersuperficies de Dupin

em R°. E para completude iremos inclui-la.

Lema 3.5. Seja X uma hipersuperficie de Dupin nas condi¢oes do Teorema 3.1. Entao

M?2 M3
Mfl5 + (log M?;M) =0, Mflg, + (log M2314> =0,
315/ 1 215/ 1 (3.39)
M35+ (1 M??M) 0 M35 + (1 Mg“) 0 |
0g =V, 0g = U
315 M3 s 1 210 M35 1
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Demonstragao. Usando a Proposicao 3.3, para todo 4 < r < 5, temos

2 2
m m m m
2 213,11 213,1 217,11 21r,1
Mzy,1 = M1 + - - + :

ma13 ma213 mair mair
. . m213,11 . :
De (2.23) para j =2,i =1, = 3, obtemos ——=— e para j = 2,i =1, [ = k, obtemos
m ma13
217,11 o . .
——"— Logo substituindo na equacao acima, temos
mair

2
m m

M3, =maipq + 3(0 — I'fy) 2L (=30, 4 202, 4 T3 mars — ( 21371) _
ma13 Ma13

2
Moy, , maiy,

—3(}, —T7,) 2l (=307, + 205, + I, )moay, + ( , 1) '
maiy maiyr

De (1.20), temos

m3aiy = —Ma13 + Mayp. (3.40)

Logo usando (1.19) e a derivada de (3.40) em relagao a x;, podemos reescrever Mgm,

CcOo1mo

m m
2 __Ma2131 1 3 2 213,1
M317‘1 = (3F11 - 2F13 - 1ﬂ12 - )—
mai3

mair,1 mair,1
— —= (30, — 2T, =T, — ——= |+
mair

+ (=30, + 215, + I')marz — (=307, + 203, + I, )mar,.
Somando e subtraindo

m213,1 M21r,1 I m2131 s mair1
)

) 1r 13
ma13 Ma1r mai3 mair

e reagrupando os termos de forma adequada, temos

m m m m
2 _ 1 3 2 r 213,1 217,1 213,1 21r,1
ma13 maiyr mai3 mair

m Mo1y
— mglr( 23,1 + 21 J) + (—31—‘%1 + F?3 + QF%Q)mglg—
ma13 mair

- (_31—‘%1 —+ Fgr + QF%Z)mng.
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Somando e subtraindo ms13ms1, € escrevendo de maneira conveniente, temos

m m m m
2 _ 1 3 2 r 213,1 217,1 213,1 21r,1
ma13 maiyr mai3 maiy

m Moy
— m31r< 2Bl A ’1> + (=37}, + Ty + 205, ) mors—
mai3 mair

— (=304 + I, + 2%, ma1, — moys (T3, — I7,) 4 (T, — Dig)may,

m913,1 mair1 m213,1 ma1r1
=—<—$%+T%+Fé+ﬁf+ + - -
ma13 mair ma13 mair

mo13,1 ma1r1 r
— m31r< —+ > + (—3F%1 + F?g) + F%Q + Flr)(mzlg — mm)
mai3 maiyr

ma13,1 mair1 ma213,1 mair,1
=—<—M%+T%+Pé+ﬂ«+ + ma1, + - :
mai3 maiy mais maiy

onde na ultima igualdade usamos (3.40).

Portanto pela defini¢ao da fungao M2, , obtemos

m Mo,
M2, = —( — 30 4T3 4+ T2, + T+ WZ;’; + nj;’l ) M2, (3.41)

Assim subtraindo (3.41) para r = 5 por (3.41) para r = 4, temos
M5, My,

m213,1 m215,1
- =—( =30} + 05, + 15, + 15, + —— + ’)—
M??lS M§14 ( 11 13 12 15 Mats Mats

m m
+ ( — 30 + I3+ T, + T, + L 214’1)

ma13 maiq

Mmais1 mai14.1
=T - + T+

mais mo1q
. mais,1 ma14,1
=My15 — +

mais maiq
a2
*M4157

onde usamos a Proposi¢ao 3.3 e (1.20). Logo temos a primeira equagao de (3.39).

Pela Proposicao 3.3, temos que

m3i14 m214 mM314M215
M} — M, = (log — | log = | log——— | .
mais /) 4 m215/ 4 maisMaia / 4

Substituindo a primeira equacao de (3.39), na expressao anterior, obtemos

M?2 M?2
Mfls _ (log m314m215) i (log 315) _ (log m314M215 315) . (3.42)
1 1 1

2 2
ms315M214 M314 m315m214M314
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Por (3.3) e a Observacao 3.4, temos
M5 = mas M2 M2, = may M2
Ma15Vlg15 = M315Maq5 € Mo14Mg314 = M314Mo14-

Logo de (3.42) obtemos a segunda equagao de (3.39). Finalmente, usando novamente

a Proposicao 3.3, obtemos

msi14,1 ms3is,1
M., =— | =30 +13, + T, +T°, + + M}
415,1 11 13 12 15 415>
masiq msis

ma14,1 ma15,1
M2, =—( =30, +1% +14, 4+ 1%, + + M?2,..
415,1 11 12 12 15 415
ma14 mao1s

Portando comparando essas duas equagoes com as duas primeiras equagoes de (3.39),

obtemos as duas tltimas equagoes de (3.39).
[

Nos dois préoximos lemas, usamos o Lema 3.5 para aplicarmos o Teorema 1.8 de

reducao, obtendo assim as duas funcoes que determinam X.
Lema 3.6. A solucao do sistema (3.10) é dada por

L? = my13By — ma14Bs,
onde L? ndo depende de x3 e B; sdo definidos em (5.6).

Demonstracao. Usando as relagoes de (1.20) e (3.15), temos

A m213,1 .
S = M213M321,
2

mai3

ms3ir,1
<A + Maiy — = M31,M13.
T

Logo das duas primeiras equagoes do sistema (3.10), temos

{L3+(A— %)Lf’)] —0
! ma13 2 7

)

[L,? + (A + Moty — m?’”’l)Li’*} —0.

msair
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Donde por integragao obtemos

ma13.1
L} +(A — m—) L3 =1%,
213 (3.43)
mair,
Lvi) + (A + moiy — 3l 1)L3 L3T7
msir
onde L3? = L3(xy, x4, 75), L** = L3 (21, 19, 15) € L3 = L¥ (21, 19, 74).

Usando a primeira e a segunda equagao de (3.43), obtemos

ma2131 masir1
<m2” + - LP =1 — L
mai3 masir

Assim pela Proposicao 3.3, temos
M;lrLS — L3T - L327

logo
1

M2317'
onde usamos da Observagao 3.4 que M3, # 0.

1
v (ML - 221,

LS — (L3T - L32>,

Assim podemos considerar L3% =

1

L= ——
i, |

L — L%). (3.44)

Derivando (3.44) com respeito a z1, obtemos
M3,
(M3,

Substituindo L,? nas equagoes de (3.43), temos que sao equivalentes a

1 (L34 . L32)

L}= —
= VE 1
214

(L34 L32) 4

M3
A Mm2131 2;4,11 (L34 . L32) 4 (L34 B L32)’1 _ M§’14L32. (3.45)

ma213 M3y,
De modo inteiramente andlogo & demonstracao do Lema 3.2, obtemos que L3* e L3

satisfazem os seguintes sistemas:

(
M3
34 m213,1 214,1 34 3 3 34 _
La12 + A Mo13 - M§14 )L72 _M124M214L — 0,
M3
34 _ mais1 . Masa 34 3 3 134 _ 3.46

L gg _|_M254M415L 34 _|_M524M214L 34 _ 0
)
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M3
32 ma3ir,1 27211 32 3 3 32

(3.47)
L’ig 4 22547215 204 M35 L7i2 +M245M214 L,§2 — O,
onde as fungoes M? *x 580 os invariantes de Laplace do sistema (3.10), os quais sdo dados

pela Proposicao 3.3.

Denotemos por M2, M? e M3, M?2', respectivamente, os invariantes de Laplace

dos sistemas (3.47) e (3.46).

Usando a definigdo dos invariantes de Laplace n-dimensionais dadas por (1.5), temos

3
m M.
34 213,1 214,1 3 3
2

ma13 M2314
Usando (3.15), (1.6), (1.19), (1.7) comi=2,j=1,k=3ei=2,j=1,k=4,ea
Proposicao 3.3, temos

M3 M3, M3
34 __ 3 3 3 21,1 213,1 21 3 3
M21 = — Ma13M123 — M214M124 + M12 + - + M124M214

M3, (]\45314)2

=0.
Além disso usando novamente a definicao dos invariantes de Laplace n-dimensionais
dadas por (1.5), as relagdes de (1.6) e a Proposigao 3.3, obtemos

3 3 3 3 3 3
M3 — (M254M415) + M254M415 M524M214
25 T 3 3 3
M214 2 M214 M415

1
M2314
_ M3 My M35 M5
(M3,4)?

simplificando essa ultima expressao e usando as relagoes de (1.6), obtemos

(M354M§24M315 MMM+ M§’54M§’25M215)

3 g3
+ M54 Mz,

3 3
M254M524
3
M214

3 3
M254 M524

34 _
214

(Mi’m - M2315) + My M, = ( - M2314) + M35, M2, = 0.

De forma inteiramente andloga, temos M3 = M32 = 0. Logo
M = My = My = M5 = 0. (3.48)
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Usando novamente a definicao dos invariantes de Laplace n-dimensionais dadas por

(1.5), (1.6), (3.46) e a Proposicao 3.3, temos

3 3
34 ma3is,1 M415 1 maizn | My,
M5 =mors — - E
msis 415 ma13 214

ma13 214
= 1 1
s ( o8 m315) ( o8 Mfm) ’

—M. 214
oo (e

Analogamente de (3.47), obtemos

32 3 M3,
Myis = Myjs + (log WE >
215/

Logo pelo Lema 3.5, temos
M3 =0 e M} = 0. (3.49)

Assim de (3.48) e (3.49), concluimos que os sistemas (3.47) e (3.46) sdo, respectiva-

mente, (2,1)—redutivel e (4, 1)—redutivel. Logo pelo Teorema 1.8 de redugao, temos

M= Q+ e G2, 15), (3.50)
onde
Q= e_‘]/e‘]Gl(xl)dxl, J = /Rda:l, (3.51)
R:A_mMJ—M%W (3.52)
ma213 My,
Analogamente
2=Q+ 6_J~G45($4, 5), (3.53)
onde
Q= e_j/ejél(azl)dazl, J = /édwl, (3.54)
B ms314,1 M2314 1
R=A - — = = 3.55
+ Ma14 —— M, ( )

Afirmacgao: él = G].
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De fato, por (3.51), (3.52) e (3.54), (3.55), respectivamente, obtemos

3 3
M214,1 1 ms3i4,1 M214,1

m2131
Ji=A— - e Jai=A+moy — -

3 3
mai3 M214 msiq M214

Substituindo a primeira equagao de (3.56) em (3.45), temos
Jal (L34 o LSQ) 4 (L34 - LSQ) . — M2314L32.

Derivando (3.51) e (3.54), com respeito a 1, respectivamente, obtemos

Qi=-J1Q+ Gy e Qi=-J1Q+ G
Derivando (3.50) e (3.53), com respeito a x; e usando (3.58), temos

(L34 - L32)71 :Qal _éal _J71 67JG25 + jal eijG457
=—Ja (Q + €_JG25) + (@ + e_jG45) +G, -G,
= J L+ T L2+ G — Gy

Logo, substituindo em (3.57), obtemos
M2314L32 =J, (L34 _ L32) — LA+ <71L32 1+ G — 517
=(J1—J1)L? + G — G

De (3.56) e da Proposigao 3.3, temos

= mai3 :
Jq—J,1=maos + (log ) = M§14-
mzia ) 4

Portanto substituindo essa ultima equagao em (3.60), obtemos a afirmagao.

Com isso, reescrevendo L3* e L3, temos

L34 = €_J |:/€JG1d.’E1 + G25:| s L32 = €_~|:/€jG1d$1 + G45:| .

De (3.51) e (3.52), temos

M3
J— / <A _ Mma2131 2:15471>d:c1.
ma13 M214
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Seja 1 dado por (3.7), logo L3* pode ser escrito como

M; Q1
ﬂzmmm{ GM+G}
0, S Vb 25
De forma inteiramente anéloga, de (3.54), (3.55) e (3.7), temos
M3 Q
W:%“m{ 3GM+G}
0, i ME,, 10 15

Usando (3.3), podemos escrever a equagao acima como

M2 Q
732 — s m{ 3 de+G}.
Q3 m214M3214 e 45

(3.61)

(3.62)

Sejam P; e B;, i = 1,3 dados respectivamente por (3.2) e (3.6), logo usando a Ob-

servacao 3.4, L** e L3? podem ser reescritos como

34 __ 3 32 __ 3
L = m213M214Bl, L = m314M214Bg.

Portanto de (3.44) e a Observacao 3.4, concluimos a demonstracao do lema.

Lema 3.7. A solugao do sistema (3.11) é dada por
L = ma13 By — mo14Bs,

onde L? ndo depende de x5 e B; sio definidos em (3.7).

(3.63)

Demonstracao. Usando (3.16), (3.15) e (1.7) com j =1, k =2ei=1,3 <1 <5,

temos

maii,1
<A + Moy — = MayMyj2.
mau /

Usando essas relagoes na primeira equagao do sistema (3.11), obtemos

Li+ (A + Moy — —mz”’l)Lz = L%,

mayg

onde L? = L®(xy, x4, 25), L** = L** (21, 23,75) e L? = L® (21,13, 24).

De (3.64), obtemos

ma13.1 mairi
<m31r + — L?=L*" - L%

ma13 ma1r
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Usando a Proposicao 3.3, temos

onde temos da Observagao 3.4 que M3, # 0.

3 25 _ 1 2 24 2 23

1

LP= ——
M3,

(L2 — 1), (3.65)
Derivando (3.65) com respeito a z1, obtemos

M2
2 314,1 24 23
b=~ e 1+

Substituindo L,? nas equagoes de (3.64), temos que sdo equivalentes a

24 23
M314 iz (=17,

M2 f
A gy — 2B T a0 psy (20 1) a2 T% (3.6
mao1; M314 )

De modo inteiramente andlogo & demonstracao do Lema 3.2, obtemos que L?* e L?3

satisfazem os seguintes sistemas:

(

M2
24 m213,1 _ ‘"314,1 24 2 24
L713 + A + Moz — 213 m L,3 M431M314L O
M2
24 ma215,1 415,1 24 7‘[2 7\[2 24 .

M3 M2, M2
L,%g‘ + 554 415L 24 534 314 L,§4 =0,

.
M2
m2ir,1 31r,1 23 2 2 23 __
717‘ + (A + mair — = — - )L77‘ +MIT3M317’L - 0’

mair M3z,

(3.68)

L745+ 4M1 L 23+ M L75 - OJ

onde as fungoes M? i;x 520 0s Invariantes de Laplace do sistema (3.11), os quais sao dados
pela Proposicao 3.3.
Afirmagao: L* = L2 onde L? é dado por (3.63).

Com efeito, da primeira equacao de (3.43) e da primeira equacgao de (3.64) com

[ = 3, temos

ma13

2 - [®=L}-L}+ <A - —m”?”l) (L% = L%) — mays L2,
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Portanto pela primeira equagao de (3.31), obtemos a Afirmagao.

Donde segue de (3.63) que
L23 = m314M2314Bg.

Finalmente, de modo inteiramente anédlogo ao sistema (3.47), obtemos que o sistema
(3.67) é (3, 1)—redutivel, donde aplicando o Teorema 1.8 de redugao e procedendo como
no Lema 3.5, temos

M2 Q,
124 — M m{ Gidry + Gas | . 3.69
QQ m213M3214 ! ! 35 ( )

Portanto, de (3.65) e a Observagao 3.4, obtemos L? = mg13Bs — ma14Bs, onde B; sao

definidos em (3.6).

Passamos agora a demonstracao do Teorema 3.1

Demonstracao do Teorema 3.1. Pelo Lema 3.2, temos

%

mai3

X —

(L? — L?),

onde V e dado por (3.6) e L3 e L? sao dados, respectivamente, pelos Lemas 3.6 e 3.7.
A saber

3 2
L? = mo13B1 —mauuBs, e L7 = mo3By — ma14Bs,

onde B; sao definidos em (3.6). Logo

= (ma213B1 — m314Bs — ma13Ba + M1 Bs),
donde usando (1.20), temos
X = V(B — By + Bs).

Considerando o' e o/, 2 < j < 5 definidos por (3.8), segue de (1.24), (1.18), (1.19)
e (1.20), que



Donde os coeficientes da primeira forma quadratica sao dados por
gi =V?d?, 1<i<5 e ¢;=0 1<i#j<5,

Logo, o #0,1<i<bHe<a’',al >=0,1<1i#j <5 Ouseja, as condigoes a) e b)

sao satisfeitas.

3.2 Propriedades

Nesta secao, apresentamos uma importante propriedade das hipersuperficies de Dupin
nas condicoes do Teorema 3.1, precisamente, mostramos que certas hipdteses desse
teorema, implicam em algumas curvaturas de Lie sao nao constantes. Em seguida
fornecemos uma caracterizacao da funcao vetorial G; dada no Teorema 3.1 e obte-
mos consequencias sobre os invariantes de Laplace. Tais resultados sao motivados por
resultados similares obtido por L.A. Rodrigues em sua Tese de Doutorado [28], so-
bre hipersuperficies de Dupin em RS5. Precisamente, L.A. Rodrigues [28] mostrou que
GG1 = 0 e que certos invariantes de Laplace devem satisfazer um determinado sistema
de equacoes. Coincidentemente sua prova aplica-se também para o caso em que estu-

damos, e para completude iremos inclui-la.

Iniciamos mostrando que certas curvaturas de Lie de tais hipersuperficies sao nao

constantes. Tal resultado é consequéncia direta do Lema 1.20.

Teorema 3.8. Seja X uma hipersuperficie de Dupin nas condigoes do Teorema 3.1.

Entao pelo menos quatro curvaturas de Lie de X sao nao constantes.

Demonstragao. Considere X uma hipersuperficie de Dupin nas condigoes do Teorema
3.1. Suponha que pelo menos uma das curvaturas de Lie [As, Ag; A1, Ag], [Ag, A2; A1, As),
[As, A2; A1, Az, [As, As; A1, A4], seja constante. Logo usando o Lema 1.20, respectiva-

mente, comr =5,s=2 k=1,q=4,r=4,s=2,k=1,q=3,r=5,s=2, k=1,
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q=3,r=5,s=3, k=1, qg=4, obtemos

mai5 + (lOg m214) = 0, ms314 + (10g m213> = 0,
mai5/ 4 ma14 )

msis + (log m213> = 0, my1s + <log m314> =0.
mais /) 4 m315 )

Portanto pela Proposicao 3.3 obtemos, respectivamente, M7, = 0, M2, = 0, M3, =0
e M} = 0. O que é uma contradigao, pois pela Observagao 3.4, essas fungoes sao

todas nao nulas. Concluimos entao a demonstracao do teorema.
|

A seguir mostraremos que a funcao vetorial G; dada pelo Teorema 3.1 é nula. Para
tanto, precisamos de alguns lemas que nos fornecem informacoes sobre derivadas de
algumas fungoes que definem (3.5). Iniciamos calculando algumas das derivadas das

fungoes P; e @Q; e 1 <1 < 3, respectivamente, definidas por (3.2) e (3.7).

Lema 3.9. As derivadas das fungoes P;, 1 < i < 3, definidas por (3.2), com respeito a

1 sao dadas por

m
Pi=— |- 311%1 + FfQ + F?g + Fil4 + nj;f: P,
Py = | —arl T2 T8 1t s M2 p
2,1 — 11 12 13 14 Mts 25
Py — — [ _ 31! 2 3 4 m213,1_ p
3,1 = n L1y + 1, + M3 3

Demonstracao. Por (3.41), temos que

mMai14,1

m
My == =90+ T+ T Ty 4 Tont 4 T

ot
Por (3.3) e a Observagao 3.4, temos que msz14 M3, = mo14M3,. Logo derivando com

respeito a x1, e usando a equacao acima, temos

M314,1 3 ma14,1
m314M214 +

m314 ma14

3 2 2
m314M214,1 =- mao1a M3y + m214M314,1

msi41 maoi41 moi13.1 mai41
=— — — 30y + T4 + T, + T, + + ma1a M3
11 13 12 14 314
ma314 mMa14 ma13 ma14
m m
1 3 2 4 213,1 314,1 2
mai3 msiq
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ou seja,

ma13,1 ms3i4,1

+ M3,

ma13 maiq

M2314,1 i 3Fi1 + Fif?) + Ff2 + Fil4 +

Assim, derivando P;, 1 < ¢ < 3, definidas por (3.2) com respeito a z; e usando as

expressoes acima de M2, , e M3, ,, conclui-se a demonstragao.
[

Vamos calcular algumas derivadas das fungoes @;, 1 < i < 3, dadas em (3.7).

Observe que derivando (3.7) com respeito a x, temos

Qi1 =AQ1, Q21=(A+ma3)Q2, Q31 = (A+mas)Qs. (3.70)

Note que

Q2= /A72 dry, Qa3 = Q2 /(A +maoi3) sdrr,  Qsa= Q3 /(A + mayq) aday,

logo por (3.15) e (3.16), obtemos

Q2= Q23=Q34=0. (3.71)

O préximo resultado mostra que a fungao vetorial Gy(z;) dada no Teorema 3.1 é
nula. Sua demonstracao pode ser encontrada em [28] em um resultado similar para

hipersuperficie de Dupin de dimensao 4. Porém iremos inclui-la para completude.

Teorema 3.10. Seja X : Q C R> — RS, uma hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura, dada por (3.5), satisfazendo as condi¢oes do Teorema 3.1.

Considere V, B; e Q;, 1 <1 <3, dadas por (3.6) e (3.7). Entio G = 0.

Demonstracao. Derivando B;, 1 < i < 3, dada por (3.6) com respeito a z; e usando

(3.70), temos

A 1 Gy Gy

Bii=— —B +— — _AB 421

1,1 0, 1+ 0, P 1+ P
Bi,1:_|: Qi1(+1):|BZ+@QRl :—(A—Fmgl(i_,_l))Bi—i—?:, 2<1<3.
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Assim, derivando (3.5) com respeito a x1, usando as expressoes acima, (1.24) com i = 1,

Jj =2, e a segunda equacgao de (3.4), obtemos
X71 = F%QX + Vm21332 — Vm214Bg.
Isolando B> na equagao anterior, temos

1
[-TLX +X.1]+

By =
Vimais mai3

Substituindo as expressoes de By e Bs, dadas em (3.6) na identidade acima, temos

QQGldxl _ Q2 m214Q2{ Q3G
b Vmais ma13Q)3 Py

[_ F%2X+X’1] + dz, +G45:| — G35.

Derivando essa expressao com respeito a i, temos

G
D () [+ K]+ [ T X = T+ X+
Py Vimaus 1 mo13 (3 72)
M214Q2 Q3G } ma14Q2 '
+ | —F dry + Gus | + Gy.
(m213Q3) 1 [ Py ! © mai3 s !
Da primeira equacao de (3.4), temos
Q2 ma14 Q2
—Gy — —G1=0. 3.73
Pl ma Py (3.73)
Segue de (1.19), (1.24) com i =1e j =2, e de (3.70), que
szlg 1 Vm213 mais
; (3.74)
. Q2 3 mo131 | 3 Q2
=- I3 + = —p )
Vimos m213 Vmais
onde p® =Ty + 7200,
Além disso, de (1.20), (3.2), (3.70) e a Proposi¢ao 3.3, temos
(m214Q2> - m214Q2{ mM214,1 m21371} . mo14Q2 , o _ (2 P3
= — M31q + - == 314 = — :
M213Q3 1 M213Q3 mai4 ma13 Mo13Q3 M213Q3
(3.75)
Substituindo (3.73), (3.74) e (3.75) em (3.72), temos
Q2 2 3 2 2 3 Q213 Q3G
r - X — (I X1+X — d Gys| = 0.
Viig1s ( 12P 12,1) ( 2tp ) 1A o P, 1+ Gys
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Considerando D dado por (2.24) com i = 1, j = 2, | = 3, temos

D P Q3G
- d Gys| =0
V0 { P, 1+ Gus ;
ou seja
(3G D Qs
Py dry = V P3 Gys.

Derivando essa ultima expressao com respeito a 1, obtemos

3Gy D <Q3) +<Q> Qs
Py VP V), P

Pelo Lema 3.9, (3.70) e (1.19), temos

oF Q3 1 M213,1 Q3 1
o A—3I or2 + 13 : A—3I 2T .
(Pg P3 11+ 2+ 13+ 913 Pg[ 11_'_ 12+p]

Por (1.24) com i =1e j =2, e o Lema 2.5, temos

D D

(V)l = _V[A 3Ty, + 215, + ).

Portanto, substituindo na equacgao anterior, temos

Q3G
Py

=0.
Como Q3 # 0, obtemos G = 0, concluindo a demonstracao do Teorema.
|

Como conseguéncia do teorema acima, temos que a expressao de B;, 1 < i < 3,

dada por (3.6), se reduz a

G(i+1)5(33z‘+17 5)

Qi ’
e consequentemente, a expressao de X, dada por (3.5), pode ser reescrita como

Gas Gz Gy
x—v|& _Gn bnl
Q1 Q3 @3

A seguir fornecemos trés lemas, os quais serao bastante uteis na demonstracao do

B; = 1<i<3, (3.76)

Teorema posterior. No primeiro deles, obtemos informacoes sobre as derivadas da

funcao Q.
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Lema 3.11. Considere as fungoes )1 e Ga5, dadas pelo Teorema 3.1. Entao
Q13 =(maze + 7"1)@1, onde r'Gy =0,
Q14 =(Myga + T)Q1, onde T'Gos =0,

€ Tl - Tl('r27 T3, Ty, $5), Fl - F1(3727 XT3, Ty, I5)‘

Demonstracao. Considere ; dada por (3.7). Usando (1.20) e (3.15), temos

Q1,3 = Ql/A,3 dr, = Q1/m132,1dI17
Q1,4 = Ql/A74 dr, = Ql/m142,1d$1-

Considerando fm13271dl'1 =mig + 1! e fm14271dx1 =myp + 7, onde
1.1 -1 _ -1 Enta
rt=rl(zy, w3, x4, 25), T =T (22, T3, T4, Ts). ntao resta mostrarmos que

T1G25 =0e F1G25 = 0.

Para tanto, derivando L3* dado por (3.61), com respeito a x5 e x4, usando o Teorema
3.10, (1.6), (1.20), a Observacao 3.4 e a Proposicao 3.3, além do fato que, L3 = L3 =
0, temos

0=L3= L*(mygy —mizs — '), donde r'Gys =0,

M2431M314

34 34
0= L,4 =L (m142 —
m213

—+ Mf42 — Mg — Fl), donde f1G25 =0.

O lema a seguir, nos fornece informagoes sobre as derivadas da funcao @)s.

Lema 3.12. Considere as fungoes > e G35, dadas pelo Teorema 3.1. Entao

Qoo =(myg3 +1t1)Q2, onde t'G35=0,

Q2.4 =(M1a3 +¥1)Q2, onde EIG35 =0,

€ tl = t1($2,x37x4,x5>, tl = z1(£27£37',45‘47'375)‘
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Demonstracao. Considere ()2 dada por (3.7). Usando (1.20) e (3.15), temos

Q2,2 =Q2 /(A + Mmo13) odzy = Qz/m123,1d$17
Q2,4 :Q2 /(A + m213)74dac1 = Q2/m143,1d$1-

' 1 _ -1
Considerando [ migg dry = migs +t' e [ muugide; =mugs+t, onde
1 1 -1 -1 ~
th = t'(we, x3, 4, 5), t =1 (79,23, 24,75). Entdo resta mostrarmos que

t1G35 =0 e E1G35 =0.

Para tanto, derivando L?** dado por (3.69), com respeito a zo e x4, e usando o
Teorema 3.10, (1.6), (1.20), a Observagao 3.4 e a Proposi¢ao 3.3, além do fato que,
L2 =L2=0, temos

0= L,§4 = L24(m123 — MM123 — tl), donde t1G35 = O,

24311413

m _ _
0=L32=L*(mus + - + M3Z, — Mgz — tl), donde t1G25 = 0.
213

O préximo lema nos fornece informagoes sobre as derivadas da fungao @s.

Lema 3.13. Considere as fungoes ()3 e G5, dadas pelo Teorema 3.1. Entao

Q32 =(m1o2a + fHQs, onde f'Gu =0,
Q33 =(Mzs + ?1)Q3, onde 71G45 =0,

—1

—1
€ fl - f1($27I3,x4,I5), f - f ($2,.T3,I4,5L’5>.

Demonstracao. Considere ()3 dada por (3.7). Usando (1.20) e (3.15), temos
Q32 =Q3 /(A + mayq) oday = Q2/m124,1d$17
Q33 =Q3 /(A + Mmora) sdzy = Q2/m134,1d$1~

. —1
Considerando f m124,1dx1 = Mio4 + fl e f m13471dx1 = MmMi34 + f 5 onde

-1 =1 N
1= fYxo, 23,24, 25), f = f (v2,73,74,75). Entdo resta mostrarmos que
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f1Gi =0 e ?1G45 = 0.

Para tanto, derivando L** dado por (3.62), com respeito a w3 e z3, e usando o
Teorema 3.10, (1.6), (1.20), (3.3), a Observagao 3.4 e a Proposigao 3.3, além do fato
que, L,3*= L3?= 0, temos

0 = L,gQ = L32(m124 — M124 — fl), donde f1G45 = 0,
O = L,gQ = L32(m134 — 1134 — 71), donde 71045 = 0

A seguir, como em [28] obtemos consequéncias dos fatos obtidos anteriormente sobre

os invariantes de Laplace. Novamente para completude incluimos as demonstragoes.

Teorema 3.14. Seja X hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura
dada pelo Teorema 3.1. Se Gy5 # 0 e |Gos| +|Gs5| # 0, entdo os invariantes de Laplace
devem satisfazer o sequinte sistema de equagoes

myzmay = 0, 3<1<5,

mirgMagy = 0, 4<r <5, (3.77)

masamags = 0.

Demonstragao. Considere X dada pelo Teorema 3.1. Substituindo (3.76) em L? dado

pelo Lema 3.6, temos

Gas Gus
L? = M213—=— — M314—~ -
@1 @3
Calculando L,3, L3 e L,3,, usando os Lemas 3.11, 3.13, (3.71) e as relagoes de (1.20),
temos
Gas | Gaspo G45}
L3 =maisg|misg—— + = — Mgoy— |,
2 213[ 123 O O 324 Os
Goas Gis | Gasa
Lj=—msu {m243— +Mmis—— + —— |,
! @ Qs Qs
3 G25
L5y =| — mi23maszmaia — mai3 (m123m142 + m143m324) Q__
1
Gas 2 Gus Gas 4
— 2431314 — M324 <m213m143 - m243m314) —~— T M324M213 :
@1 Qs Qs
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Substituindo as derivadas da funcao L? dadas acima na terceira equagao de (3.10), com

r = 4, obtemos

Mgz My93M G

3 243M314 ; 3 4231213 ; 3 25

O0=Loy+———Lh+——"—L,;= —Ma1zMisomiozs——
mai3 ms3iq Ql

Como moy3 # 0, segue que migomio4Gas = 0.

Da mesma forma, substituindo (3.76) em L? dado pelo Lema 3.7, temos

G G
L? = m213Q—325 — Ma14 Q435
Calculando L2, L% e L,3,, usando os Lemas 3.12, 3.13, (3.71) e as relagoes de (1.20),
temos
Gz | Gss3 Gus ]
L2=mao3|m + =+ Mogg——
13 213{ 13275 0, Oy 234 )
Gss G G
Lj=—mau [m243 0, + M Q45 + 524]
L 2 G35
134 = | T T132MM243M214 — 213 (m234m142 + m143m132) @—
G353 Gus Gisa
— Ma43M214 + Mg34 (m213m142 m243m214) S T M23aMais .
Q2 @3 @3

Substituindo as derivadas da fungao L? dadas acima na terceira equacao de (3.11), com

r =4, e usando as relagdes de (1.20), obtemos

2431214 2341213

G
2 2 35
Ls+ L. = —maojzmiszsmiga——

12
0= L=34 + 3
mai3 maig QQ

Como magy3 # 0, segue que myy3mi34Gss = 0.

Derivando L,3, dada acima com respeito a x3, usando os Lemas 3.11, 3.13, as

relagoes de (1.20) e o fato de que L,3 = 0, obtemos

G25
Q1

0= L723 = —M213M123M132—~—

Como mo13 7é O, segue que m123m132G25 =0.

Da mesma forma, derivando L,3, dada acima com respeito a z3, usando os Lemas 3.11,
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3.13, as relagoes de (1.20) e o fato de que L,3 = 0, obtemos

0=1L3= Cas
= L, 3= 131410714371134 Q .
3

Como mgy4 # 0, segue que myy3mi34Gas = 0.

Como antes, derivando L,3 e L,7 dada anteriormente com respeito a zo usando
os Lemas 3.12, 3.13, as relagoes de (1.20) e o fato de que L,3= 0, respectivamente,

obtemos

o L 2 G35 o L 2 G45
0= y23 — 121311231132 —~— 0= 142 = TN214MM 1421124 —~—

s .
QZ QS
LOgO, COImo 1M913 7£ Oe ™Mo14 7é 0, obtemos m123m132G35 =0e m142m124G45 = 0.

Portanto como por hipdtese, G5 # 0 e |Gos| + |G35| # 0, temos que
MisaMizs = 0, 3<s5<4, mig3myzs = 0.

Resta entao mostrarmos que mis;mqy;s = 0, 2 < ¢ < 4. Para tanto considere a

funcio S = e (Atma15)d1 onde A é dado por (3.15). Assim por (3.39) e a Proposicao

3.3, obtemos
3 3
A — ma3n1 M214,1 At _ M3isa M415,1
m Mg, oM Ty M3
213 214 315 415
2 2
A m213,1 M314,1 —A ma15,1 M415,1
+ Maiz — e + Mais — T
ma13 314 mais 415
2 2
A ma14,1 M314,1 —A mais5,1 M315,1
+ Maig — T e + Mais — VR
maoja 314 mais 315

Logo integrando cada equagao anterior em x1, tomando exponencial, usando (3.7) e a

expressao de S definida acima, temos

mao13May, _ mais My s ma1s M3, _ ma1s M7y mo1a M3, _ mao1s M35 (3.78)
Ql S 7 QQ S ’ Q3 S '
Derivando S, obtemos
872:(m125 +91)S, 5,32 (m135 +§1)S, 5742 (m145 +/9\1)5. (3-79)
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Se g' # 0, entao derivando a terceira equagao de (3.78) com respeito a x3, usando

(3.3), a Observagao 3.4 e (1.20), temos

Q3,3 . S,3
mis4 — —=— =MTu3s — —5 -

Qs S

Logo usando (3.79) e o Lema 3.13, obtemos 71 = g* # 0, donde novamente pelo Lema
3.13, G45 = 0, que é uma contradicao, pois por hipétese Gys # 0. Logo g' = 0.

Se g' # 0, entao derivando a terceira equagao de (3.78) com respeito a 3, usando
(1.20), temos
Q3,2 S2

miog — —=— = Mi125 — (-

Qs S
Logo usando (3.79) e o Lema 3.13, obtemos f! = ¢g' # 0, donde pelo Lema 3.13,

G5 = 0, novamente contradicao. Logo g' = 0.

Finalmente, se g' # 0, entao derivando a primeira equagao de (3.78), com respeito

a x4, usando (1.6), (1.20), temos

M24311314 3 Q1,4 M345M415 3 S,
ma13 O ms3is S

Logo usando (3.79), a Proposi¢do 3.3 e o Lema 3.11, obtemos 7' = g' # 0, donde
novamente pelo Lema 3.11, G5 = 0.

Da mesma forma derivando a segunda equagao de (3.78) com respeito a x4, usando

(1.6), (1.20), temos

M243M314 2 Q2,4 Mo4sMM415 2 574
ma13 Q2 ma1s S

Logo usando (3.79), a Proposigao 3.3 e o Lema 3.12, obtemos T = g' # 0, donde
novamente pelo Lema 3.12, G35 = 0.
Portanto se g' # 0, entdao Ga5 = G35 = 0, que é uma contradicao, pois por hipdtese

|G25| + |G25| 7é 0. Logo /g\l =0.
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Dessa forma, concluimos que g' = g* = g* = 0, donde as derivadas de S dadas em

(3.79), podem ser escritas como
Sai:mliSSa 2§Z§4

Além disso, usando (1.20) e (3.16) com [ = 5, obtemos S,5 = 0, donde da expressao
acima obtemos my;55 = 0, ou seja, de (1.20) my;sm = 0, 2 < ¢ < 4. Concluindo

assim a demonstracao do Teorema.
|

Observacgao 3.15. O Teorema 3.14 nos fornece produtos de fun¢oes dando zero, donde,
localmente, um dos fatores é nulo. Escolhendo em cada produto de (3.77), um fator
para ser nulo, obtemos um caso onde (3.77) fica verificado. Fazendo todas as escolhas
possiveis, obtemos 64 casos. Por exemplo, podemos escolher como nulos em cada
produto de (3.77), os fatores da esquerda. A seguir damos uma caracterizacao de
todas as escolhas possiveis, isto €, todos os casos que se obtém quando escolhemos um
fator de cada produto de (3.77) para ser nulo. Tal caracterizacao divide os 64 casos

em quatro grupos, os quais sao escritos como

24 casos do tipo: Mgy = Mus = Mug = Mipx = M1y = Mips = 0, (3.80
8 casos do tipo : Migs = Mk = Mig = Mgy = Migr = Mg = 0, (3.81
8 casos do tipo :  Miks = Mag = Mig = Mipr = Miy = Mips = 0, (3.82
24 casos do tipo @ Miks = My = Mk = Mg = My = Mg = 0, (3.83

onde 2 < k, s,l,r < 5 distintos. Além disso, (3.81), (3.82) e (3.83), sdo casos particu-
lares de (3.80).

Com efeito, fixados 2 < kg, So, lo, 70 < 5 distintos, suponha que vale (3.80). Vamos
provar que (3.81) é um caso particular de (3.80). De fato, como mg,s, = 0 € myx, = 0,

entao segue da Proposicao 1.5, que myy,i,mM11,5, = 0. Portanto temos um dos seguintes

61



casos

mlkoso - mlkolo - mIS()lo - mlko’r‘o - mllo’l‘o - mlsoTo - 07

(3.84)

mlk‘QSo = mllok‘o = mllQSO = mlko’r’o = mlloT‘o = mlsoro = 07
e os dois casos descritos acima, estdo entre os 24 casos de (3.80), pois tomando em
(3.80), k =1y, r = ko, | = sp e s = 1g, temos a primeira equacao de (3.84), e tomando

em (3.80), k = sg, r = ly, | = kg e s = 19, temos a segunda equagao de (3.84).

Da mesma forma, considerando (3.82), segue novamente da Proposigao 1.5, que

temos
mlkoso - mlkolo - mlsolo - ml’r‘oko - ml’r‘olo - ml’r‘oso - 07
(3.85)
mleSO = mlloko = mllQSO = ml?’oko = mlT’olo - ml'r’oso - 07
e os dois casos descritos acima estdo entre os 24 casos de (3.80), pois tomando em
(3.80), k = so, 7 =10, L = ko € s = Iy, temos a primeira equacao de (3.85), e tomando

em (3.80), k = ko, 7 =19, l =1y € s = s, temos a segunda equagao de (3.85).

Finalmente, considerando (3.83), como my,x, = 0 € mys,,, = 0, entao pela Proposicao

1.5, temos que Myqyys,M1sek, = 0. Logo temos um dos seguintes casos

mlSOko - mlloko - mlroko - m180l0 - ml'l‘olo - mlSOTO = 07

(3.86)

mleSO = mlloko = mlT’ok)Q = mISOIo = mlT’olo - mlSQTo - 07
a primeira equacao de (3.86), estd entre os 24 casos de (3.80), basta tomar em (3.80)
k=1y, r =50, =r9ges=ky etomando k = kg, r = rg, | = lyp e s = 59, temos
que a segunda equagao de (3.86) estd entre os 8 casos de (3.82), que por sua vez, como

mostrado anteriormente, sao casos especiais de (3.80).
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Capitulo 4

Propriedades de uma classe de

hipersuperficies de Dupin em RY

Neste capitulo, estabelecemos condigoes necessarias e suficientes para existéncia de

hipersuperficies de Dupin nas condi¢oes do Teorema 3.1. Iniciamos caracterizando as

curvaturas principais e a primeira forma fundamental de tais hipersuperficeis e usamos

a equacao de Gauss para obter tais condi¢oes. Por fim, apresentamos exemplos.
Estamos tomando em (3.80), k =3,s=2,l=4er =25, isto é

M132 = M2 = M43 = Mi53 = Mise = Mysz = 0. (4‘1>

E de forma andloga, obtém-se resultados similares nos demais casos de (3.80).

4.1 Curvaturas principais e métrica

Nesta secao, caracterizamos as curvaturas principais e a métrica de uma hipersuperficie

de Dupin nas condicoes do Teorema 3.1, em termos de fungoes de uma tnica varidvel.

Iniciamos com uma proposicao que nos fornece uma importante propriedade das

curvaturas principais de tais hipersuperficies, o qual desempenharda um papel crucial
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na caracterizacao das curvaturas principais.

Proposicao 4.1. Sejam X : Q C R® — RS hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura, —X;, 1 <1 <5, curvaturas principais distintas. Entao my =
Mg =miss = 0,3 <1 <5ed<r <5 se esomente se, as curvaturas principais

=\, 1 <1 <5, de X satisfazem

=l P M= X ha Mi—Xs _ hi
A3 — N FY A — A hos’ A=A (F3— FP)hos’ (4.2)
>\5 - >\3 h124 )\5 - )\4 h123 )\5 - )\2 - h134 ‘

As— A1 (F — FP)hast As — A1 (has — hag)hoss As — A1 hoga
onde Ff = Ff(acl-), 1<i<4, i< <5, sdo fungao diferenciaveis de x;,
his=F'Fy + F! #£0, hga=Fhis+ F'F)+F) #0, F#0, 1<i<2,
hip=F3 P} — FPF) #0,  higy = Fhio + FJF) — FPF; #£0,  FE=0, (4.3)
hiog = —FShys + Fy (F3F) — FYFY) + Fy FY — FYFy #0.
Demonstragao. Considere X, hipersupeficie de Dupin parametrizada por linhas de
curvatura. Sejam —\;, 1 <7 < 5 as curvaturas principais de X. Pela ultima equagao
de (1.26), temos para todo 1 < 14,7,] <5, distintos
Ai — Aj
<10g N )\l)ﬂ =0.
Logo, para todo 1 <14, 3,1 < 5, distintos

Ai — A PN
= f(x;)g(7),
N — A, f(@;)9(x)
onde f(Z;) e g(7;) sdo fungdes que nado dependem, respectivamente, de z; e z;. Além

disso, de (1.26), com 2 <i <4, j=51=1, (log %) = my5; = 0. Logo, temos
5

que

D Y P Y As— Ay
)\5 — )\1 - f124f2347 )\5 — )\1 - f123f2347 )\5 — )\1 - f134f234a

onde as fungoes do segundo membro f;;;, dependem das varidveis z;, x; e xy.

Novamente por (1.26), com i = 2,7 = 3,1 = 1, temos

Az — A Ar— A Ar— A
<10g ° 2) =M3r2 2 — Mg - =0, 4<r<5

A3 — A\ A3 — Ay A3 — A\ - =7
A3 — Aa

| = =0

( 0og Ns — )\1)’3 mMi32 )
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logo, obtemos
Az — Ao
Az — Ap

onde f; = fi(x;), 1 <i < 2 sao fungodes diferencidveis.

= f1f27

Do mesmo modo, temos de (1.26), com 2 <i<3,j=4,1=1

<10 )\4—)\,~> As — A As — A\
VW

Ay — N
1 - i — U.
( o8 Ay — /\1>,4 e 0

Portanto, obtemos

Az — Ao A=A A — A
)\3 — )\1 - f1f27 )\4 — )\1 = f13f23, )\4 — )\1
s — A . As — A ~ s — A
/\z — /\j = f124f2347 )\Z — )\j = f123f2347 /\z _ /\j

onde

=Mys5; — Mysz1 =
A — N\ A — N\

0,

= f12f 23,
(4.4)

= f134f234,

fis = fis(xi,23), 1 <0 <2, fo3 = fos3(0,73), fr2 = fra(z1,72), fioj = fizj(z1, 2, 7;),

3<j <4 fisa = frsa(m1,23,74), foza = foza(To, 23, 74), fozy = foza(To,73,74) €

foza = foza(wa, x3, 24) sao fungdes diferencidveis.

Afirmagao 1: De (4.4), temos

fiafas =fi2fo3(1 = f1f2) + fifa,
f124f 234 =f123ﬁ34(1 — fiafa3) + fi2fass
Jisafosa =froafosa (L= fifo) + fufo,
Frsafoss =frosfosa (1 — fisfos) + frsfos.

De fato, das trés primeiras equagoes de (4.4), temos

Al — Ay A1 — Ao A= A3

=1-fifs,

= 1_f13f237

At — Az At — Ay M=

(4.5)

=1— fiafoes. (4.6)

Assim dividindo a primeira pela segunda equagao (4.6) e comparando com a terceira

equagao de (4.6), temos
L-fifs 1
1 — fi3fa3 1—f12f237
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donde obtemos a primeira equagao de (4.5). As demais equagoes de (4.5) sdo obtidas
de forma analoga.
Além disso, nas equagoes de (4.4), dividindo, respectivamente, a segunda pela terceira
a sexta pela quarta e a sexta pela quinta, temos

Ar— X fi3fe3 As —As fizafasa As — A2 fizafosa

M=Xs fiafas X=X fioafas As =M fiosfass
Assim, considerando o logaritimo dessas expressoes e usando a ultima equacao de

(1.26), obtemos

f23 f234 rd f234 rs f
= §293, = f34f247 = f34f237 =28
f23 f234 234 234

= fosfor  (47)

onde gi = gl(‘rl)u fz 7 (‘riamﬁl)a 2<:1< 37 ]%4 = ﬁ4(l’3,$4), .};3 = .]?23(1’2,1]3) €
]/“;k = fgk(xg, xr), 3 < k < 4, sdo fungoes diferencidveis.

Seja fiy = fi2(1 = fif2), logo a primeira equagdo de (4.5), torna-se

fisfos = frafas + fifo-

Essa equacdo juntamente com a primeira equacao de (4.7), estdo nas condigbes do
Lema A no Apéndice, com i = 1, r = 2, s = 3 e [ nao aparece, pois admitimos que
as fungoes da equacdo (4.118) do Apéndice ndo dependem de z;. Logo de (4.120) do

Apéndice, temos que fi3 e f,, satisfazem, respectivamente

g fi /1 93
f13,13+—3f13,1 1f133——1—3 13 =

g3 fi
- 93 b f 95
f12,12__2f12,1 1f122+ - 2J012:0

g2 Ji J19

Sejam 713 e M12, 0s invariantes de Laplace, respectivamente, da primeira e da segunda
equacdo acima. Logo por (1.5), temos 713 = 0 e Mo = 0, donde por (1.10) fi3 e fi,
sao dadas por

Ji3 = [F3F4 + F4}

Tio =92(F'g2 + o).
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onde F} = fi e Fy = Fy(x3), F! = F{{(x1), g, g1 sdo fungoes diferencidveis.

1
Como f1, = fi2(1 — fif2), fazendo Fj = s temos que
2

92F3

f12 F3 F3

|:F13§2 + gl:| )
Isolando f,; na primeira equacdo de (4.5), usando a primeira equacio de (4.7),
temos
i
7 i
23 = :
9293.f13 — m(F?' Ff’)

Substituindo fi3 e fi» na expressao acima, temos

7 1
23 = i
F3go(Ff+ 35 — 5 — %)
Logo
F14 91
F_13_F_13—01_Ct€
Donde g, = F! — ¢, F?. Com isso fia e foy ficam,
92 3 4 3 4 3 1
= | — FVF, + F}F, =
f12 F23_F13|: 1 2+ 2 1:|7 f23 92<F23F§+F24)7

onde Fy = Fi(x2) = F3(c1 — g2) ¢ uma funcao diferenciavel de 5.
Sejam h13 = FI?’F:? + F14, hgg = FQSF?? + F24, h12 = F23F14 - F13F24 LOgO

1

1
fi3 = —his, fi2 =
g3

93 -
—————hya, fo3 = fos = )
2 » 23 g2ha3

F3 F3 has’

(4.8)
Seja f14 = fi24(1 — f1f2), logo a terceira equacdo de (4.5), torna-se

f134f234 = 7124?234 + f1f2-

Essa equagao juntamente com a segunda equagao de (4.7), estao nas condigdes do Lema
A no Apéndice, com i =1, s =3, [ = 4, r = 2, onde as funcoes f;; e f,; da equacao
(4.118) do Apéndice nao dependem de z;. Logo de (4.120) do Apéndice, temos que

f134 € f194 satisfazem, respectivamente

f343 / f1f343

— = — = =0,
J134,13 + f34 J1341 f1 134,3 7 f34 = fin o)
?124,12 f;;z f124 1 jil f12 )2 ;1 f;;lf 124 = 0.
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Além disso, de (4.121) do Apéndice, reordenando os indices de forma conveniente,

temos que

(log f234),23 = (log?234),3 {@ - f—é] ‘ (4.10)
J234 f2

Analogamente, seja fy; = fio3 (1 — f13f23), logo a tdltima equagao de (4.5), torna-se

J13afo34 = 7123]7234 + fi3fos.

Essa equagao juntamente com a terceira equagao de (4.7), estao nas condigdes do Lema
A no Apéndice, com i =1, s =4, 1 =3, r = 2. Assim de (4.120) do Apéndice, temos

que fi34 satisfaz,

fi3a,14 + @flm 1— E 134,4 — @& 134 = 0. (4.11)
34 J13 J13 fay

Além disso, de (4.122) do Apéndice, temos que

f1344 + f344 a4 = _f13f25’:f23474' (412>

34 f234f234

De (4.121) do Apéndice, temos que

(log f234)724 = (log J?234),4 lf234’2 — @} . (4.13)

f234 f23

Analogamente, seja ﬁ23 = f123(1 — flgfzg), logo a segunda equagao de (4.5), torna-

se

fr2af a3 = Fros fasa + frafas- (4.14)
Essa equagao juntamente com a ultima equagao de (4.7), estdo nas condig¢oes do Lema
A no Apéndice, com i =1, s =4, [ = 2, r = 3. Donde de (4.120) do Apéndice, temos

que fi94 satisfaz,

Ji2a Sz Faaa

fr2a04 + == f1241 — 1244 — == f124 = 0.
f24 iz f12 f24
Substituindo f124 = f124(1 - fi f2) na equacao acima, obtemos
f244 f121 f121f244
f124 14t ="f1001 — f1244 == f1904 =0, (4.15)
f24 f12 J12 f
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onde ?12 = (1 - fif2) fr2-
Multiplicando (4.14) por 1 — f; fo, definindo flzg =(1- flfz)ﬁgg, obtemos

?1247234 = fi23fo34 + T12T23-

Logo usando (4.122) do Apéndice, com : =1, s =4, [ =2, r = 3, temos que

f244f124 _ f12f23f2344
Joa Fasafons

Além disso, de (4.121) do Apéndice, reordenando os indices de forma conveniente,

Froga + (4.16)

temos que

(10g f234) 30 = (log Jg34),4 {10—234’3 - f23’3}. (4.17)

f 234 ?23

Derivando (4.16) com respeito a xs e usando a terceira equacao de (4.7), temos

f24 4) f24 4 712723 {]7234,4 (?12 2 f23 2 f234,2 ) }
+ += = —= == +(1 24 |-
f 124,24 ( f24 ,2f 124 o f124 2= ot o \ 1o f23 f234 ( og f: 234) 24

Substituindo (4.13) na equacao acima, e reagrupando os termos, obtemos

f124 24+<f244) 7124+f244f1242 — f12f23 |:f2344 <712,2+723,2_7234,2_f23,2+f234,2>} '
f24 ,2 f24 f234 f234

?12 723 ?234 f23 f234

Logo simplificando a equagao acima, usando a primeira e a segunda equagao de (4.7),

temos
f24 4\ = f244 f12f23 f2344 712,2 724,2 gé
f12424+ S12a Tt f1242— = +t=——=.
o1/ 2 f24 fasa f234 J12 Joa 92
Substituindo (4.16) na equagao acima e reagrupando os termos semelhantes, temos que
f244 724,2 ?12,2 gé -
f124 o1+ ="fro00— | =+ =" — = | f12aat
foa Joa 12 92

(4.18)

fg4,4> f24,4 ( ?24,2 ?12,2 9 ) ] T _
+ e~ + = - = - = + = - O’
[( foa /2 fou Joa fi2 92 Jias

Derivando (4.12) com respeito a x3 e usando a tultima equagao de (4.7), obtemos

f344 @ — fi3fo3 7234,3 (f13,3 f23,3_f234,3> = }
J134 34+( 9 >’3f134+ f34 fizas = ot [?234 Fis + s fom +(10g f234),34 .
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Substituindo (4.17) na equagao acima, e procedendo como anteriormente, usando a

primeira e a segunda equagao de (4.7) e (4.12), obtemos

fau, fas  f
f134,34+¥f134,3+ A3 —ﬂ—— fizaa+
f34 f34 f13 gs

Kﬁ_) fona (7_ s g_)}f o
Fau )3 fa \ fa fi3 g3

)

(4.19)

Logo de (4.9), (4.11), (4.19) e (4.9), (4.15), (4.18) temos que, fi34 € f o4 satisfazem,

respectivamente

f13413+ f1341—f1f1343 ﬁ 4L3f134 0,

f13 1 f344

fizaa + J;3—4f134,1 - f13 “fisaa = T e =

f: 2 ! 4.20
fiza34 + %ﬁm,g + <% — % - Z—g) fizaa+ ( )
@ faaa [ Faas _ fisz g3 _
\ {( fg“)3+ fa (f34 fis 93>}f134—0-
( - f f
f124714 + 24 4J8124 1 12 - f124 4 ;2 - fjf 4J8124
12 24
- f fi [
f12412 242f1241 f1f122+ =+ 242f124
3 7 7 4.21
f124 24 + 4Jl:124 2 { ?2;2 + ?11222 - _] J124 at ( )
foaa foaa [ Tasp ?322 _
L +|:(J?24>2+ J?24 ( fau f12 92):|f124 0

)

1

Além disso, se gozy = =—, temos de (4.10), (4.13), (4.17) usando, respectivamente,
234

as seguintes equagoes de (4.7), a terceira e a tltima, a terceira, a terceira e a iltima,

obtemos que gs34 satisfaz

(

234,24 + % - f};’j)g234,4 =0,

. Fon -
g23434 + | — % - ;2:)9234,4 =0,

234,23 — fj?j; }2)92343 — —92342 + { }2 f;j;’ + (%3) 23]023] gaza = 0,
’ (4.22)

Note que os sistemas (4.20) e (4.21) coincidem com o sistema (1.11), respectiva-

mente, tomando no Lema 1.10, os seguintes indices e funcoes:
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r=1, s=3, i=4, H34:734> F13:fla H34=]§47 Hiz = fi3, H3 = gs.
) 1 — — ~ — 1

r=1, s=2, i=4, Hy==—, H12:f1, H24:f24, H12:f127 Hzig—-
24 2

Portanto pelo Lema 1.10 obtemos, respectivamente, fiss € fio4,

f134:f34(93f13Ff+f1F§’+Ff), Tioa = fou fl; 4+f1E2+%1 .
1 1 5 s _ _ ~ ~
onde fy = ==, foas = ==, ¢ F F (934) hy = h4($4), ko = k‘z(ifz), ky = k1($1)7
334 _f2 24

sao funcoes diferenciaveis, respectivamente, nas variaveis x4, o, 1.

Além disso o Lema 1.10 nos fornece,

f24 54?2? f34 f4f37 f24 g4f2 ) f34 f4f3 ( : )
Afirmacgao 2: fy = L
Pt

De fato, dividindo em (4.7), a terceira equacao pela segunda e comparando com a

ultima, usando a segunda e a tltima equagao de (4.23), temos

fas
f 23f 24 =
Fsfifa
logo pela arbitrariedade dessas fungoes obtemos
~ ~ 1
Jas = f23 Joau==—=. (4.24)
fs foafa
Por outro lado, da primeira e terceira equagao de (4.23), temos
— o~ 1
foafor = —.
gafo

Logo comparando essa equagao com a segunda equagao de (4.24), temos que fg é

constante, donde pela arbitrariedade de fo4, concluimos a afirmacao.

. . -y —_— 1
Substituindo fi54 = (1= fifa) fross fro = (1= fifo) fray BT = fr e F5 = f em fiz4 e
f 2
f124, usando (4.8), obtemos

= fyu(hisF) + F2F2 + I} f12h4 F3 F Lo

fiaa = faa(haFy + FYF) + FY), fioa = fo P F F3( 5+ 1) . (4.25)
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1 1
onde f34 = ==, f24 = —=.
334 Jou
Vamos agora usar o sistema (4.22) para determinarmos ¢as4.
Denotemos por m;;, m;j, os invariantes de Laplace do sistema (4.22), logo Mgy =
Mmoy3 = 0, donde o sistema é (2, 4)-redutivel. Aplicando entao o Teorema 1.8 de redugao,

obtemos
go3a = € Thy + Gag,

pois J =0, e

~ j—

[—/(log@) dxsy e I,3:—@— 233
Jaz/ 2 Jo3 fas

)

Dessa tltima equagao usando a primeira equagao de (4.7), temos que [ = %. Logo
3J23

ga34 pode ser escrito como

g234 = ggf23ﬁ4 -+ G23. (426)
f23

Além disso o Teorema 1.8 de redugao nos fornece a equagao diferencial que Gaz

satisfaz, a saber

N / n ! n 1 Y
G23723 — (@ - é) G2373 - @GQ&Q + |:— é@ + (A—) f23} ng =0.
fs o Jfo3 fa fos faz/ 23

Denotando por h o invariante de Laplace classico dessa equacao, obtemos h = 0, donde

usando (1.10) obtemos Gog e (4.26) torna-se

~(9+ 93, ~
G231 = fo3 <f—;h4 + f_z + 92),

onde hy = hy(z4), §3 = g3(x3) e Go = Go(2) sdo funcdes diferencidveis, respectivamente,

nas variaveis x4, T3 e Ts.
1 1 .

Substituindo F3 = X G231 = =— na equagao acima, usando (4.8), obtemos
2 234

1

.]1;34 = = — — PUNE
Jo3 (h23h4 + g3 F5 + 92)

(4.27)

e usando a segunda e a dltima equacao de (4.7), (4.23) e a Afirmagao 2, temos que

1 1
— — —~\ f234 = - ~ —~\
foa(hosha + G3F5 + G2) fsa(hashy + GsF5 + G)

Josa = (4.28)
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Agora, isolando fis3, na quarta equagao de (4.5), obtemos

1 l f234 f13f23:|

1— fisfos "' 1o

f234 f234
Substituindo f134, f234, f’;34, f13 € fgg, dados em (115), (428), (427) (§ (48), na

f123 =

expressao acima, obtemos

}\.23 3 115 5 ~ 13 ~ f23h13 5 N
= —— |F°F. F? — F. —= = \F — hy|.
fi23 1= fiafon | 118 + FY — fisfas| 93F5 +G2 || + 1= fiafos | 4

Como fi234 = 0, segue que
F} = hy + cs. (4.29)
Com isso, fi23 dada acima pode ser escrita como
fs
1= fisfes

Por outro lado, isolando fi93 na segunda equacao de (4.5) e em seguida, substituindo

f124, ?234, ]7234, fia € T23, dados em (4.25), (4.28), (4.27) e (4.8), obtemos

fi23 = [F3F5 + Y — fi3 (§3F23f23 + G2 fo3 — 0393)} : (4.30)

]?23 F3 37, T (~ 13, = J/C;?: f12
f123 = = Fy kot k1) — frofos (G F3 +32) | + —2— hy—hy|.
1— fiafos LFS — FS( )~ Sl (P +52) 1— fiafa3 92
Como antes, temos
h4 = E4 + Cq. (431)
Dessa forma, fio3 torna-se
fas 13 ST T T s~ J12
fi23 = — FPko + k1) — fiofos(g3Fs +g2) + —c¢ 4.32
123 = 7 = fiaton F23—F13( 1R2 1) 12 23( 3Ly 2) . 4 ( )

Além disso, substituindo fiz4, fioa, f234, foss, dados em (4.25), (4.28), na terceira

equagao de (4.5), obtemos

D2hy gt (FPRo + &
faa(hasF} + FYFS + FP) fu ( ' ( 2+ ) <1 F3> F
f34 (h23h4 + §3F23 + §2) f24 (h23h4 + ggF2 —+ 92) F3 F23

Afim de simplificar a expresséo acima, denotemos por hogy = hoshs + G3F5 + Go. Em

has
seguida, isolando —=, temos
F 2

hoss Mg s s FV fu By - FY
R D e Ty
BoOopA T E T, T

73



Substituindo as expressoes de fi3 e fi2, dados em (4.8), na equagdo acima, temos

hoss o pa | FY s, Y (K -k
UECTR* T T I U G (s W 1 PR 4.33
oo\t E) TRt T\ m ) TR (4.33)

Derivando essa equagao com respeito a x1, temos

FAN\' (F kY
F>—hy (—1)+(—1——) =0.
Fr\m) R

De (4.29) e (4.31), temos que F; — hy = c3 — ¢4, € a equagio acima, pode ser escrita

FN' (FP kY
() + (7 7)o

k  FP F}
F_l?’ F_13 = (63 — 04) (F_13 + C5. (434)

Logo substituindo (4.34) em (4.33), temos

CcOomo

Donde obtemos

hoss = FyFSES + FOFS 4 Fithy — (5 + ko) F.
Substituindo hgzs = hoshy + G3F5 + Go e usando (4.29), (4.31) e (4.8) temos
G3F5 + G = F5 (csFy + Fy — (54 k2)) + c4Fy. (4.35)
Derivando essa equagao com respeito a x3, obtemos
0 = csFY + FY.
Donde, por integragao, temos
g3 = c3Fy + Fj + cg. (4.36)
Assim, substituindo em (4.35), temos
G2 = —F3 (o + ¢5 + k) + cuFy. (4.37)
Substituindo (4.29), (4.36) e (4.37) em hagy = hoshy + GsF5 + G2, temos
hosa = hosFy + F3Fy + (— Fi(cs 4 k2) + (ca — c3) Fy).
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Ou seja,

h234:F45h23+F23F35+F25>

onde Fy = —F3(cs + ko) + (cs — c3)Fyb é uma funcio diferenciavel de 5.

Isolando k; em (4.34) e substituindo na expressao de fis4, dada em (4.25), obtemos

a4
Ji24a = I3 FY(FyF — FVFy) — FVF + FFY|.

Da mesma forma, substituindo (4.36) e (4.37) em (4.30) (ou equivalentemente

(4.36), (4.37) e (4.34) em (4.32)), obtemos

f23

f123 = h23 _ h13

P (- FEFS + YD) - FY(FSF! — FERY) + F{FY - FIF).

Considerando h;s, hia, 1 < i < 2, hya, hiaz € hyiay dados em (4.3), obtemos

1 92 93 — 1
fi3 7 13, fi2 Fos — Fis 12, fa3 B’ f23 ggh23’
fou fas
fi3a = faahiza, fi2a F23 — Flg 124 fi23 hros — D 123,
~ 1 1 — 1
f234 B }\.23]1234’ f234 B f34h2347 2 f24h234 '

E substituindo em (4.4), obtemos (4.2).

Reciprocamente, considerando —\;, 1 < ¢ < 5, as curvaturas principais de X
satisfazendo (4.2), obtemos trivialmente da terceira equacao de (1.26), que myy =

Mg = Myss = 0.
[ |

A seguir, fornecemos duas observacoes, as quais serao bastante uteis na prova dos
resultados que seguem.
Aj— A
Aj— A

e (1.18), usando a Proposigao 4.1 e a terceira equagao de (17.26), calculamos alguns

Observacao 4.2. Tendo em vista que, m;j;, = <log ) , 0 qual segue de (1.19)
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invariantes de Laplace. A saber

(e MmN | FY
ma13 = 0og )\1 _ )\2 1 Og - F23 _ F137
mao1s =| log M= A = | log ——— &a
Al — Ao 1 hzs - h13 1 hoz — his
m —<10g >\1 - )\5) _ (log h234 ) h134,1
e =X/, mM—mM * hogs — g’
Ao — A 258
m123:(10g 2 3) = (log ) = 73 : 37
A=A/, F? — Fj
miz4 =| log Ao = A = | log ——— &a
A — Ay 2 h13 - h23 2 hiz — has
m —(log Ay — )\5) . (1 hi34 ) haga 2
125 — - = 7 1
’ Mo =M/, ® st — s huisa — hase
A3 — A5 P24
e <%&VA03 (%mm—w ﬁ%%)

<F3 F )h2343 (F3 F1 )h234,3
h124 - (F F3>h234 F (h134 - h234)7

m :(logA >\4) = (log WE )
15 As— A/ hiz — (F3 — Ff)has )

- Fl)h23,3 _ (Y = F)hass

m —(log >\4 - >\5) (log hi23 )
1 At — A h1as — (has — hus)hass

_ (hos — h13)h234,4 _ (has — hi3)hasa 4
hi2s — (hag — his)hoss  Pas(hisa — hasa)
Além disso, calculamos também algumas funcoes dadas na Proposicao 3.3, onde

usamos a quarta equagao de (1.20).

3//
m m h
9 213,1 214,1 13,11
M3y, =maz1s + — = M3y + —5 3, + mo13 — 3 — Ma14
mo13 mMo14 E; 13,1
3//
kY hiz11 (1 gh 1)
- r - 7 )
F} his F}
m m 3” h
9 213,1 215,1 134,11
M35 =mais + — =Mm315 + —=7 3, + mo13 — 3 — Ma15
mM213 Ma15 F; 134,1
3//
_F hizsnn (log h134,1>
— T aal - / )
FY o hazag ),



m m
2 214,1 215,1
M5 =mars + - = My15 +

mai4 mais 13,1 134,1

_h13,11 h134,11 o (log h134,1)
- - - )
h13,1 h13471 1

m Meats A1 — \ (Al—/\s)
M;:)L,) =mus + (IOg 314) _ <log 314 A1 5) _ {log ;1:1\2 71}
71 ’1 ’1

msis

(h23*h13>
F3-F} )1
=|log ——F——1| .
[ (h23§—h1334) :| .
F3—FF )1

)

Na observagao que se segue, obtemos condicoes sobre as funcoes Ff , dadas na

Proposicao 4.1 de modo que as hipdteses do Teorema 3.1 sejam satisfeitas.

Observagao 4.3. No Teorema 3.1, exigimos que algumas fungoes sejam nao nulas. A
saber, P, Tys = Mjs e Uys = M35, 2 < i < 4, respectivamente, dadas por, (3.2)
e (3.1), onde usamos também a Observagao 3.4. Usando a Observacao 4.2, obtemos
condigbes sobre as fungoes dadas em (4.3), afim de que as condi¢oes do Teorema 3.1

sejam satisfeitas.

Como P; # 0, 2 < i < 4, entao de (3.2) e a Observagao 3.4, mazM2, # 0,

mao1a M3, # 0 e mas M2, # 0 logo pela Observagao 4.2 e a equagao (4.3), temos

F4/ / h1341 '

/

B #0, husa # 0, hizan # 0, (ﬁ) #0 e < ’ ) # 0.
1

Além disso, como Mle #0, 2 < j <3, entao pela Observacao 4.2, temos
h23—hi3
h1341) (F3—F3 ) 1
) e AL A AL ()
(h131 1 (h234 h134)71 L

F3—F}

)

A seguir, caracterizamos as curvaturas principais de uma hipersuperficie de Dupin

nas condicoes do Teorema 3.1.

Teorema 4.4. Seja X : Q C R® — RS, wma hipersuperficie de Dupin parametrizada

por linhas de curvatura nas condigoes do Teorema 3.1. Se myp = M3 = Myss = 0,
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3<1<5,4<r<5b, entao as curvaturas principais —X\;, 1 <1 <5, sao dadas por

Ai =h(s_iysaFy +h sl + Fl o F3+ FS ) 1<i<2,
=T
s 4.38)
v _hasde — By, (4.
P hay =l
\  hazaAa — hizah
5 — )
hass — hiza
onde Ff = Ff(xi), 1<i<5,1< 6 <5, sao fungao diferenciaveis de x;,
hiz = F'Fy + F! #0, higa = Fphis + FPF; + FP #0,  1<i<2,
Ff’/ #0, F2=0, F3+0, F? 0, para algum 1 < s <5,
Y
higa # 0, hiza1 # 0, (F?”) #0, (4.39)
ha3—hig
h1341) <h1341> { (F3—F3 ) 1 ]
: 0, ’ 0, 1 0.
( F3 ) 7 hisa ) # (%) 1 7

Demonstracao. Considere X uma hipersupeficie de Dupin nas condi¢oes do Teorema

3.1. Sejam —\;;, 1 < ¢ < 5 as curvaturas principais de X. Pela Proposi¢cao 4.1,

temos que, A;, 1 < i < 5, satisfazem (4.2).

respectivamente,

Logo, obtemos que \; e Ay satisfazem,

F3
Al23 — F—Zs)\ 13 =0,
Aips — S22\ 4 =0,
1,24 — h23 14 =
h234 )\ 15 =
h23.3 _
>\1,34 - has )\1,4 - 07
h234,3
A1,35 R /\1,5 - 07

234

h
\ _hasaay g
\ 145~ T A5 = 0

A —
b (4.40)
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4 3
A213 — prA23 =0,
!

h13,1 o
>\2,14 T This >\2,4 - 07

h134,1 _
A2,15 " Thiss /\2,5 - 07

h13,3
Ao 34 — Tor Ao =0,

h134,3 _
X235 — e Aos =0,

(4.41)

h134,4 _
Py /\275 =0.

L 245 —

Substituindo os coeficientes desses dois sistemas em (1.2), obtemos identidades, donde
esses sistemas sao integraveis.
Seja T;; e M, os invariantes de Laplace do sistema (4.40). Donde
Mgs = Mas3 = Mass = 0.
Logo o sistema (4.40) é (2,5)—redutivel, donde pelo Teorema 1.8 de Reducao, temos

)\1 = Q + G(l’z, x3, :C4)7

onde
has4.2 hasa T
I=— dxo, I,,=——""= 3<s<4, Q = e hs, (4.42)
h234 h234
e (G satisfaz
3/
Ga23 _%Gﬁ - 07
G h,f;fG,At =0,
G 34 —%G,4 =0.

Como no sistema (4.40), analogamente, obtemos usando (1.2), que o sistema acima é
integravel e calculando seus invariantes de Laplace, temos que tal sistema é (2, 4) —redutivel,

donde novamente pelo Teorema 1.8 de Redugao

G = Q—FH(xQ,Ig),

onde

_ h _ B ,_
7 _/ SE. T.,— 13 Q=eh,, (4.43)
hos has



e H satisfaz

F23/

— H:=0.
F23 '3

Portanto, H = F3F3 +F3, onde Fj = Fj () e F = F3(x3) sdo fungoes diferencidveis.

H723_

De (4.42) e (4.43), temos que I e I sdo dados, respectivamente, por
I = —log c1hasa, I=— log cohoag.
Portanto, \; torna-se
A = hosa F? + hosF} + F3F3 + Fy,

onde F} = F}(xy) e F? = F2(x5) sao fungoes diferencidveis.

De modo inteiramente andlogo, obtemos do sistema (4.41), que As é dado por
Ao = hizshs + hizhg + Flhs + hy,

onde h; = hi(x;), 1 <i# 2 <5 sdo fungdes diferenciaveis.
Da primeira, segunda e sexta equagao de (4.2), temos que

h h 3
Aoy = —2 N5, Aog = —= Ay, Ag3 = F—g
2

A 3. 4.44
hasa has b3 ( )

Substituindo A; e Ay na primeira equagao de (4.44), obtemos
FY = hl, donde hs = FP 4 d;.
Logo, A, torna-se
Ao = hisaFY + hazhy + FYhg + hy + dyhysa.

Da mesma forma, substituindo A, dado acima e A\; na segunda equagao de (4.44),
obtemos

W,=FY—dFY, donde hy = Ff — d F? + ds.
Com isso, Ay pode ser escrito como
Ao = hisaFY + hizFy} + Fihg + hy + di (FYFY + FY) + dohas.
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Finalmente, substituindo Ay acima e A; na ultima equagao de (4.44), obtemos
Wy = F — dyFY — dyFY donde  hy = F? — dyF} — doFi} + ds.
Assim Ay torna-se
Ao = hisa B2 + hisFy + FPF) + hy + diFY + do F + ds F.

Portanto definindo F}' = hy + di F} + do F! + d3F}2, obtemos \y. E substituindo \; e A

na primeira, segunda e ltima equagao de (4.2) obtemos, respectivamente, Az, Ay e As.

No préximo resultado, obtemos a primeira forma quadratica de uma hipersuperficie
de Dupin nas condigoes do Teorema 3.1, que tem como curvaturas principais as funcgoes,

—N;, 1 <1 <5, dadas no Teorema 4.4. A saber

Teorema 4.5. Seja X : Q C R> — RS, uma hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura, nas condicoes do Teorema 3.1. Se my; = Mi,3 = Miss = 0,
3<1<5,4<r <5, entio existe uma mudanca de cada coordenada, separadamente,

tal que a métrica diagonal é dada por

g1 = g2 = ;7 933:M,
(Ao = Ar)? (2 = N)° (4.45)
gy = (8= hlg);, oy — U1 = h1342)27 |
(o~ 2) (o~ )

onde \;, 1 < j <5 sao dados por (4.38) e F?, hiz € hizq, 1 < i <2 satisfazem (4.39).

Demonstracao. Considere X, hipersupeficie de Dupin nas condicoes dos Teoremas
3.1. Suponha que my;p = my,3 = misy =0, 3 <1 <5, 4 <r <5, logo pelo Teorema
4.4, (4.38) nos fornece as curvaturas principais de X. Usando a equagao de Codazzi

(2.15), temos

Aij _ Yiij
A=A 2gu

ouseja, [gi(A; — \i)?] =0, 1<i#j<5. (4.46)
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Dessa equacao para ¢ = 1, temos

R ?
gi1 = s com [911(/\l — /\1)2} ! = 0, 3 S l S 5,
Ao — M\ ,

onde R?* = R?*(xy, 3,74, 75) ¢ uma fungao diferencidvel nas variaveis 1, x3, ¥4, Ts.
Derivando a equagao acima com respeito a x;, 3 <1 < 5, temos

R,l? <)‘2 - )‘1),1

=2
g11,1 = 2411 [ R2 N — Mg

Logo usando (2.5) e (1.18), temos

an Aoy AN — Ao . A N — N
7D VD W VS Vi VI W W
_R? A — Mo N— N\

. It .
R2 Ao — N Tl Ao — A\

1
1_‘ll

Como my =0, 3 <1 <5, segue que, 'y, =T, logo

R} N—A A=A Raz2 1
! - ST
FZARR U v v veu v By TR

1
Fll

R 2
Ou seja, R—’2 0,3 <1<5, donde R? = Ry(z1). E g11, pode ser escrito como

_(Ry)?
=5
(A2 = A1)
Analogamente, de (4.46) para i = 2, obtemos
RrR' 77
g22 = ; com [g22( A1 = N)?], =0, 3<1<5,
AL — Ao ol

onde R' = R(xy, 23,74, x5) é uma fungao diferencidvel nas variaveis x, x3, x4, Ts.
Derivando a equagao acima com respeito a x; e usando que my;, =0, 3 <1 < 5, temos
5 R,ll _ ()‘1 - /\2),1
922,10 = 2922 W
R} Fl)\ A1 F2>\l )\Q_Rl
F L VS WS W Wy o

M=X M-M]_Ri

rz =2t —
2 M—X M —X| R

2
F2l

+ F2l7

R 1
logo —- = =0,3<1<5,donde R! = Ry(x3). E ga0, pode ser escrito como

(Ry)?

922 = —()\1 EPWEE

82



Considerando em (4.46) i = 3, temos

—1 2
R .
g33 = [)\3_)\1} ) com [933(/\1'—)\3)2}4:07 2<j#3<5,

—1 =1 , L. ., C,
onde R = R (x9, 23,14, x5) é¢ uma funcao diferencidvel nas varidveis xq, x3, 4, 5.

Derivando essa equagao com respeito a x;, 2 < j # 3 < 5, temos

I3, — Rj (/\3_/\1)4‘
J3 Rl )\3_)\1

Considerando j = r, 4 < r < 5, usando que, my,3 =[], —T's =0, 4 <r <5, temos

R} A — A Ar— A
Fl o F?’ r 3 Fl r 1
r = Rl N — Ay + 1y, N — N
1
R,T 4T
S
Logo, R = R (x2,z3).
Para 7 = 2, na equacgao acima, temos
R ! Ay — A Ay — A
23 — 32)\3_)\1+ 12)\3_)\1
R % A2 — A A2 — A
L A A :
32)\3_)\"’ 32 T 2T

Donde, simplificando e agrupando os termos semelhantes, temos

Pela Observacao 4.2 e por (4.2), obtemos

Ry F' F-F

—1
— dond R = RyF3
BoOR-F B T

onde R3 = R3(r3) é uma fungao diferenciavel de z3. Com isso, gs3, pode ser escrito

[ ReE T
933 = N — M|

como
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Novamente, por (4.46), agora com i = 4, temos

R 77 )
a4 = {)\4 — )\J : com [944(>\j —A\g) },j

onde R' = R'(xy, 23, 24, 25) ¢ uma fungao diferencidvel nas varidveis xo, x3, T4, T5

0, 2<j#4<5,

Derivando essa equagao com respeito a x;, 2 < j # 4 <5, temos

M — E_ (A=A,
A | Ay — M\

Tomando j = 5, usando que, my54 = '}z — ['}5 = 0, obtemos

R 1 )\ )\4 )\5 >\1
Fl ?5 F4 Fl
51 — 45 A4 . )\1 15y )\4 )\1
ﬁ,l
== e

Logo, R' = El(l‘mx&m)'

Considerando 2 < 7 < 3, na equacgao acima, temos

R ! i — N\ Aj—A
F4 _ F4 J Fl 1
TR vy v S v e
R by A — A
==4 12—+
R! YA — M * YA — A
Donde, simplificando e agrupando os termos semelhantes, temos
R71 )\j - >\1
1 154 /\4 _ /\1

Pela Observacao 4.2 e por (4.2), obtemos

B R} haza  hag — his

- , _ hage
R' his—hay  hos  hog

CRY (B = FPhass F(has — his)  hass
Rt F3(his — hos) (F5 — Fi)hos  hog

logo, R! = Ryhos, onde Ry = Ry(x4) é uma fungao diferencidvel de x4

| Rahas 2
g44 = Vs

. Com i8s0, g4,
pode ser escrito como
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Finalmente, considerado em (4.46) i = 5, temos

RrR' 77 .
955 = ) com [955(>\j — )\4)2] =0, 2<75<4,
)\5 - )\1 ]

onde R! = R! (29, 3,14, x5) é uma funcao diferencidvel nas varidveis xs, 3, x4, 5.

Derivando essa equagao com respeito a z;, 2 < j < 4, e procedendo como antes, temos

F5 :R_’;_M _ R’l F5 >‘j )‘ —|—F —|—F )\ )\1
PR As — A1 R s — A 1])\4—)\1
Donde simplificando, obtemos
. Rajl )\ - )\1
= mijs~——~ )\5 )\1

Pela Observacao 4.2 e por (4.2), obtemos

Ré hosso  hosa — hiza _h234,2
R h134 —hazs oz  host
_R_é B (F3 — F})hosas F3(hosa — hiza) B _h234,3
R! _FS(h134 — hoss) (F3 — F})hosa  hasa
_@ _ (hos — ha3)hosa s hos(hoss — hisa) _h234,4
R' hos(hisa — hoga) (hog — hug)hoss  hosa

logo, R* = Rshazs, onde Rs = Rs(x5) é uma funcio diferencidvel de z5. Com isso, gss,

B { Rshass } 2
gs5 — .

pode ser escrito como

As — A1
Usando (4.2), temos que

>\2—)\1_F23—F13 Ay — A1 haz — hus Ay — A1 hagy — Mgy

A=A F3 T M—=X hs T A=A hoy
LOgO, gs33, Jaa € (55, podem ser reescritos como
C (Ry)*(FF — FP)? ~ (R4)?(hos — Mi3)?  (R5)*(hasa — hiza)?
933 = SR Gaa = > 955 = 2
(A2 — A1) (A2 — A1) (A2 — A1)

Assim, a primeira forma quadratica de X, é dada por

1
057 = (Pt (P (R0 = FP s+ (R Pt
+ (R5)2(h234 - h134)2d37§} .
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Portanto considerando a mudanca de cada variavel, separadamente, de modo que,
dz; = R;dz;, obtemos

1 IO . "
ds? = ESSWE d73 + dz3 + (F5 — FP)?ds + (hog — haz)2d7s + (hoss — hiza)?d72 |
2 — A1

Concluindo assim, a demonstragao do teorema.

4.2 Existéncia de uma classe de hipersuperfices de
Dupin em RS

Nesta se¢ao, obtemos condigoes necessarias e suficientes, para existéncia de hipersu-
perficie de Dupin, nas condigoes do Teorema 3.1, admitindo que alguns invariantes de
Laplace sejam nulos. Tais condicoes sao obtidas a partir do Teorema Fundamental das
Hipersuperfices em R}, isto é, dadas duas formas quadréticas satisfazendo a equacao
de Gauss e Codazzi, entao existe uma hipersuperficie em R"*!, com primeira e segunda

forma quadratica dadas inicialmente.

Iniciamos esta secao escrevendo as equacgoes de Gauss. Considere a equagao de
Gauss, dada em (2.19)

7,1

i i 1 i (T j i1 4 i L
— T (T = D)) — + [T Ty = T9) + Ty ] — + Y Tl —.
Gii 3jj ki, Gkk
Suponha agora que, my;p = M3 = mise = 0, 3 <[ <5, 4 <r <5, e considere \;,
1 < i <5, dados por (4.38) e (4.39) e a métrica dada por (4.45). Com isso, usando

(2.3), calculamos I 1<i<5,asaber

X
1 _ 12
1—\11 - F127

(4.47)

o '
=Ty, 2<j<5

Nestas condigoes, escrevemos as equagoes de Gauss, onde usamos m;;; = I}, — F?k,
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1 1
—A1A :[ 12,1 T F12 2} g1 + Z (F%k)2%7
k=3

1 1 9 1
—AAz = [F13 1 Fzfzm213 + F]1L2F§2} + F13 3—— + (Fik) P
g 933 L Ikk
4 4 1 L 1 g 1 12 1
—MAs =Ty = Diymang + Tl | — + Ty y— 4+ Tl — + (T15) —,
g11 944 933 G55
1 1 1 1
—AMAs = [F15 y — Dosmars + Tolgy | — + F15 s— + aTes— + F14F
g11 95 933 944
1
—A2A3 = [F23 o — D3gmags + T3, | — + T, 3_ + Z I
gu (4.48)
4 4 9 a1 L 1 g 1 12 1
=Xy =[5 5 — Doymans + T3l | — + Ty y— + Tpliy— + (Fl5) " —,
g11 44 g33 355
1 1 1 1
—A2As = [ng,z — [55mags + F%2F§1} + F15 s~ + T8 — + T lg—,
g11 955 933 Ga4

1 1 1 2 1
—)\3>\4 = [F34 3 F§4m134} + F14 AT [F?:’,Fzﬁ + F§3F§4} (Fl ) )
333 ga4 g11 Js5

1 1 1 1
—A3A5 = [F35 3 F§5m135} + FIS 5—— + [F?3F51)5 + F§3F‘;’5} + F14Fg4_)
933 955 g1 g

1 1 1 1
—AiAs =T 45,4 — Iiymass| — + T 5t [T3u07s + 15,055 ] — + 3,3 —,
a4 G55 g11 g33

Logo, nas condigoes dos Teoremas 4.4 e 4.5, as equacoes de Gauss (4.48), sdo
equivalentes a exigir que as fungoes dadas por (4.3), tenham que satisfazer certas

condicoes. Tais condicoes sao dadas no

Teorema 4.6. Seja X : Q C R5 — RS hipersuperficie de Dupin parametrizada por lin-
has de curvatura satisfazendo as condigoes do Teorema 3.1, com curvaturas principais
=X\ 1 <4 <5, dados por (4.38) e (4.39) e uma métrica dada por (4.45). Entdo Fiﬁ

satisfaz a equagao
B’ B . .
F; b F; = cig, 1<i<bh, i<pB<5, (4.49)

onde F12 = c12 = 0, as condig¢oes iniciais e as constantes b; e c¢;3, devem satisfazer as
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sequintes relacoes

bi +by = —1, ciptcp =0, 365, cptep=0,
-1

b= [2eF +be(F)? — (FY)?(0), 3<1<5,

o
—_

-1
[cuF) + e By + b FLFy — FYF1(0), 3<l<7 <5,

Clr =

(]

(4.50)

ol
—_

-1
o= [ewFf + ewFl + b FEFL — FFF](0), 3<1<5,
k=1

> [2emFf + bp(FF)? — (FF)?](0) = 0.

o~

Antes de iniciarmos a demonstracao do Teorema acima, faremos uma observacgao

sobre o processo recursivo dado em (4.50).

Observacgao 4.7. O Teorema 4.6 nos fornecem determinadas equacoes diferenciais,
cujas condicoes iniciais e certas constantes satisfazem um processo interativo. Esse

processo inicia-se considerando a seguinte equagao com dados iniciais

B" B
Fl —b1F1 = C13, bl, ClgeR

) (4.51)
FP(0), FP(0), 1<pB#2<5.
Em seguida, definimos
by = —(1+ by), Co2 = —C11 Cop = —ci1g, 2<(B<5. (4.52)
Logo consideramos a seguinte equagao com dados iniciais
FQﬂH — b2F2B = C2
(4.53)

F20), FZ'(0), 2<pB<5,

onde by € o5, 2 < 3 < 5 sdo dados em (4.52).
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Usando (4.51), (4.52) e (4.53), definimos as constantes

=2 [2aaFi () = (R 0)

,_.

2

C33 = Z [C]@,F}iC +C]g]gF]§+bkF]fF]? - Fllelg/} (O)’

k=1

: (4.54)
!/ /

C3q = Z [Ck3F164+Ck4F]?+bkF]?F]j_F]? F]?}(O)’

k=1

2

e =Y (b} + i FY + b FEES — FYFY)(0).

k=1

Em seguida consideramos a seguinte equacao com dados iniciais

"
FJ" — b3 FY = s, (4.55)

FJ0), FY'(0), 3<B<5,

onde by e c3p, 3 < # < 5 sdo dados em (4.54).

Agora, usando (4.51), (4.52), (4.53), (4.54) e (4.55), definimos as constantes
3
/
Z 2ckaFy, + 0k(Fy)? — (F7)?](0),

ciu =Y [craFF + cuFf + b FPEL — FFFY0), (4.56)

Mw

k=1

3
C45 = Z [ceaFy + crs Y + bpFy Y — Fl?,F’?/} (0).
k=1

Logo consideramos a seguinte equagao com dados iniciais

"
FP7 — by F) = ey, 457)

onde by e cyp, 4 < § < 5 sdo dados em (4.56).
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Usando (4.51), (4.52), (4.53), (4.54), (4.55), (4.56) e (4.57), definimos as seguintes

constantes .
b= [20FY + (P = (F)?)(0),
’f=41 (4.58)
css = [ewsFR + cnFy + 0 FEF — FYFY](0),
Finalmente consideramosk _al seguinte equacao
2" — b5 FP = 55, (4.59)

onde b5 e ¢s5 sio dados em (4.58), e escolhemos as condicoes iniciais F2(0) e F2'(0),

tais que a seguinte equacao seja satisfeita
5
[2ck Y + be(FE)” = (FE)?] (0) = 0. (4.60)
k=1

A seguir iniciaremos a demonstracao do Teorema 4.6. Para tanto precisamos de
quatro lemas, obtidos a partir da equagao de Gauss. O primeiro deles, nos fornece

equacoes que sao equivalentes a equacao de Gauss.

Lema 4.8. As equagoes de Gauss (4.48) sdo equivalentes as seguintes equagoes:

1 2 1
~MAg = T2, + T, —+ ryy'—, 4.61
1A2 [ 12,1 12,2] o ;3 (T1x) . (4.61)
2 2 1 )\1,22 1
)\1 ()\4 — )\2) = m21471 — (m214) -+ F12m214 + F12m124 + — + (462)
A2 — A1) gn
1 Aras 1
+Ihmygy— — —
i 1 933 A — AL gu
A3(A2 = A1) = | —maisy 4 (ma13)® + mass 2 — (Ma2s)” + oA } L7 (4.63)
L 7 ’ A=A A —AMign
[ A 1 A 1
At ()\3 - )\2) = _m21371 — (ma13)® + Tiymans + Tlgmios + e 1_’22)\1] P ﬁ£7 (4.64)
o [ 2 2 1 >\1,22 1
A1 ()\5 - )\2) = |mas1 — (Mais)” + Tigmars + Digmis + S P +
L 2 — A1 g1
1 1 Aiss 1
+T13mazs— + Dlymygs— — —2——, 4.65
1 933 L Gaa A5 — A1 gss ( )
(>\1 - >\3) ()\r - )\2) = [mzlr,l — (ma1r)® + marzmor, + Maszs — (Mys)” +
1 1
+m123m12r] — - [m13r,3 - (m13r)2] -, (4.66)
g1 933
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(M = A) (A3 = A2) = [marsa — (mar3)? + marsmar, + Magrs — (Magr)? +
1 1
+m123m12r} — = [m137",3 - (mlsrﬂ -, (4.67)
911 933
(/\1 - /\5) (/\4 - /\2) = [m214,1 — (ma214)® + maramors + mazs e — (M) +
1 1
+m124m125} — + M134M135— — [m145,4 - (m145)2] —, (4.68)
933 Ga4

com 4 <r <35,

Demonstragao. Para mostrarmos essa equivaléncia, usaremos (1.20) e (1.19).

Considerando as equagoes de Gauss (4.48), temos que, (4.61) é justamente a primeira
equagao de (4.48). As equagoes (4.62) - (4.65) s@o obtidas subtraindo em (4.48), re-
spectivamente, as seguintes equagoes, a primeira pela terceira, a segunda pela quinta,
a primeira pela segunda e a primeira pela quarta.

A equacao (4.66) com r=4, é obtida das equagoes de (4.48), somando a terceira com
a quinta, em seguida subtraindo com a primeira e com a oitava.

A equagao (4.66) com r=5, é obtida das equagoes de (4.48), somando a quarta com
a quinta, em seguida subtraindo com a primeira e com a nona.

A equagao (4.67) com r=4, é obtida das equagoes de (4.48), somando a segunda
com a sexta, em seguida subtraindo com a primeira e com a oitava.

A equacdo (4.67) com r=5, é obtida das equagbes de (4.48), somando a segunda
com a sétima, em seguida subtraindo com a primeira e com a nona.

A equacao (4.68), é obtida das equagoes de (4.48), somando a terceira com a sétima,
em seguida subtraindo com a primeira e com a ultima.

Reciprocamente, considerando as equagoes (4.61) - (4.68), temos que, a primeira
equagao de (4.48) é justamente (4.61). As seguintes equagoes de (4.48), a segunda a
quinta sao obtidas, respectivamente, subtraindo (4.61) com (4.64), (4.61) com (4.62),
(4.61) com (4.65), (4.61) com (4.63) e em seguida com (4.64).

A oitava equacdo de (4.48) ¢ obtida subtraindo (4.66) (onde r=4) com (4.62), em
seguida somando (4.61) e subtraindo com (4.63) e (4.64).
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A nona equagao de (4.48) é obtida subtraindo (4.66) (onde r=>5) com (4.65), em
seguida somando (4.61) e subtraindo com (4.63) e (4.64).

A sexta equac@o de (4.48) é obtida subtraindo (4.67) (onde r=4) com (4.64), em
seguida subtraindo com (4.66) (onde r=4), somando (4.62), subtraindo com (4.61) e
somando com (4.63) e (4.64).

A sétima equacao de (4.48) é obtida subtraindo (4.67) (onde r=>5) com (4.64), em
seguida subtraindo com (4.66) (onde r=>5), somando (4.65), subtraindo com (4.61) e
somando com (4.63) e (4.64).

Finalmente, a ultima equacao de (4.48) é obtida subtraindo (4.68) com (4.62), em
seguida subtraindo com (4.67) (onde r=5), somando (4.66) (onde r=>5), subtraindo
com(4.65), somando (4.61) e subtraindo com (4.63).

Lema 4.9. Considere \; e g;;, respectivamente, dados por (4.38), (4.39) e (4.45),
1 < i < 5. Entao as equagoes (4.66) - (4.68) sao verificadas se, e somente se, Ff

satisfaz a equacgao
"
FP" —bFP = cip, 1<i<4, i<fp<5, (4.69)
onde as condigoes iniciais e as constantes b; e c;g, devem satisfazer as sequintes relagoes

b1—|—b2:—1, Clg—i‘CQﬁ:O, 3§ﬂ§5,
-1

b= [2eF} + bx(FL)? — (FL)?(0), 3<1<4,

(4.70)

-1
ar =Y [enF} + e Fl + b FLFL — FUFP1(0), 3<1<r<5.
k=1
Demonstracao. Sejam \; e g;;, respectivamente, dados por (4.38) e (4.45), 1 <i <5.
De (4.66) com r = 4, temos que

(A1 = A3) (A — Ag)
(A1 — Ag)?

=Mo141 — (m214)2 + Mo13Mo14 + Mi232 — (m123)2—|—

mM134,3 — (?71134)2
(F5 — F})?

+ M123M124 —
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Usando (4.2), temos

(>\1 - )\3)()\4 - )\2> _ _F23h13

(A1 — Ag)? (F5 — F7P)(has — hug)

Logo, comparando essa duas equagoes, obtemos

—F23h13
(F3 — F})(has — hus)

=M214,1 — (m214)2 + Mo13Mo14 + Mi232 — (m123)2+

mi34,3 — (771134)2

+ My123Mi24 —

(Fy — FP)?
Além disso, pela Observagao 4.2, temos
h F3//
2 13,11 2 2
moia1 — \Mo14) = — 7, mig3z2 — (M123) = 53— 73>
( ) h23 — h13 ( ) Fl3 - F23
3 3
o (F5 — FY)hosss
miz43 — (Mi34) = .
a3~ ) = e )
Substituindo na equacao anterior, obtemos
—Fhyy ERUTS U ¢ SRS TR G
(FS-FF)(hgg—hlg)) h23—h13 F13—F23 h23—h13 FQS—FF
h Fy h
n 23,2 9 n 23,33

hig — hoz F? — F3  FJ(F3 — F}?)(hoz — hi3)
Simplificando a equacgao acima, temos

ha3 33
F$

—hi3F3 = (Fy — F)hiz1 — (has — h13)F23” + h13,1F13/ + h23,2F23, + (4.71)

Portanto, a equacao (4.66) com r = 4, é equivalente a equagao (4.71).

Com raciocinio analogo, obtemos que (4.66) com r = 5 é equivalente a

h
—hsaF = (F3 — F2)hysgar — (hase — hisa) F + hasa 1 FY + hosao FS + 2;4?;33. (4.72)
2

Para maiores detalhes, confira Afirmacao 1 no Apéndice.
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Procedendo de modo inteiramente andlogo, obtemos que as equagoes (4.67) com

r=4er =25, (4.68) sdo, respectivamente, equivalentes a

h
—ho3F? = (hag — hyg) FY" — (F3 — F3)hag s + his 1 F' + hos o Y + % (4.73)
2
h

—h234Fi3 = (hass — h134)F13" — (FQS — Fl?’)h234,22 + h134,1F13, + h234,2F23/ + 2;?3:337 (4.74)

2

—hishass = (haga — hisa)hisa1r — (has — has)hasa 2o + higihisas + hosohosso +

has3hosas — hosaaa

+— =+ : 4.75
(F5)? has (4.75)

Para maiores detalhes, confira Afirmagao 1 no Apéndice.

Derivando (4.71), (4.73), (4.74), (4.75) e (4.72), com respeito a x, respectivamente,
temos
- h13,1F23 = —Ff/hw,u + (F23 — Ff’)h13,111 + h13,1F23H + h13,11F13/ + h13,1F13”,
- h23F3/ = —h13,1F13” + (hos — h13)F13W + F13/h23,22 + h13,11F13, + h13,1F13H,
— hyga B = —h134,1F13” + (hosa — h134)F13m + Ff’/h234,22 + h134,11F13, + h134,1F13”>
— hiz1hoss = —hisahisin + (hesa — hasa)his i + has1hosase + hagiihizar + hasihisaan,

- h134,1F23 = —Ff,h134,11 + (F23 - F13)h134,111 + h134,1F23” + h134,11F13/ + h134,1F13”-

Por (4.39), temos que Ff/ # 0, hiz1 # 0 e higa1 # 0. Logo, simplificando as equacoes
hisin FP" hisain

acima e isolando » g7 ©
hizy ~ F§ hisa 1

, obtemos

hi3 111 1 3 a1 a1
= F. F. F
h1371 F13 _ F23 2 + 2 + 1 )
Fi?)”/ 1
- hos + h sl A
F s — I 23 + Nz 22 + hig 11 (4.76)
F13/// 1

F13/ :h134 " T {h234 + haga o + h134,11} )

his 111 o 1

= hasa + hasa 20 + h134,11] )
hisa hi3s — hasa {

h 1
134,111 {Fg’ n FQ?’” n Flgu} .

3 3
h134,1 Fl _F2
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3/
Fl - h13,111 o h134,111

=
F} his hi3a 1

Das equacoes acima, temos . Logo a primeira equacao, pode

ser reescrita como
Fli))//l 1
F3' F} - F3
Derivando essa equagao com respeito a x1, temos
|:F]?///:| / _ _Ff}/ Ff}/// + 1
s F}P—F} 3 FP - F3

|:F23 + F23// _'_ F13//‘| .

F13/l/ _ O

Logo,

F13m o hazan . hazan b (4.77)
= = = 01, .
FY o higa hiza
onde b; € R. Dai, obtemos
Ff’//—blFf):Clg, c13 € R.
Substituindo hi3 dada em (4.39) em (4.77), temos
F:;LFEI// + F14/// _ bl (F34F131 + F14/)
Donde, usando a equacao que F} satisfaz e simplificando, obtemos
Ffw—blFf:CM, C14 € R.
Do mesmo modo, substituindo hy3, dada em (4.39) em (4.77), temos
Fj [F;Flgl/l _'_ F14//lj| + F?;:)Flgll/ + F15/l/ _ bl{Fj [F;LFE/ + F14/j| + F?;:]Flgl + Flg’/}
Logo, usando as equacoes que Flﬁ , 3 < B < 4, satisfaz e simplificando, obtemos
Ff’”—blFf’:clg,, Ci5 € R.
Além disso, substituindo (4.77) na primeira equacao de (4.76), temos
b 1 |:F3 + F3Il + F3//:|
1 _—— .
F13 . F23 2 2 1
Ou seja, usando a equagao que F} satisfaz, obtemos que Fj, satisfaz
F23/, + (]_ + bl)Fg) = —(C13.
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Do mesmo modo, de (4.77) e a segunda equagao de (4.76), obtemos

by has 4 ha3 22 + hiz11| -

B 1
hiz — has
Assim, usando (4.39), temos
bW{F{F} —F)+ F} - B} = B+ B+ By R+ B+ B 4+ B
Logo, usando as equagoes que Fj e F' f 3 < 3 < 4, satisfazem, obtemos que Fy, satisfaz

F24” + (]_ + bl)F24 = —Ci14.

Por fim, substituindo (4.77) na terceira equagao de (4.76), usando (4.39) e as

equagoes que F7, Ff , 1 <4 <2 3 < [ < 4 satisfazem, obtemos com raciocinio

inteiramente analogo ao da obtencao das equacoes anteriores, que Fy, satisfaz
FY 4+ (14 b)) FS = —cys.
Portanto, obtemos que as funcoes Ff , 1 <14 <2, 3< 3 <5, satisfazem
F" — b FP = ¢y, (4.78)
onde as constantes b; e ¢;3, satisfazem as relacoes
by + by = —1, cop+ 1 =0. (4.79)
De (4.78) e (4.39), obtemos

hizii = bihiz + ciaFy + ¢y, 1 <0 <2, (4.80)

hisaii = biliza + F [cisFy + cu] + cisFy +ci5, 1 <i <2, (4.81)
Afirmacgao: Paracadal<:<2e3 < [,a <5, temos as constantes
tiga = —FP F* + b, FPF® + cipF® + cinFP, (4.82)

onde F, satisfaz (4.78) e as constantes b; e ¢;5 satisfazem (4.79).
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De fato, derivando (4.82) com respeito a x;, usando (4.78), obtemos a afirmagao.
Substituindo (4.39), (4.80), (4.79), (4.78) com i = 2 e § = 3, em (4.71) e usando

has3 33 = F§1//F23, temos
Fyhig = (F} — F3)(bihas + c13Fy + c1a) + (has — hag) [ — (1+b1)F; — 013] -
hisa FY — hos o Fy — Fy',

[F5 + b FS — b1 FY — (14 01)Fy — ci3)(Fy FY + FY) = cisFy (FY — F3) + cua(FY — F3)+
(FSFf + F)[ = (L4 b)Ff —ew] = B (FY)" = FYRY = F{(FY) - BBy — 1)
Logo, simplificando e agrupando os termos de forma conveniente, temos
FH(FY)? = by (F2)® = 2015 F2 + (F2)’ + (14 b1) (F2)® + 2013 F] = —F¥FY' + c15F+
+euFP 4+ 0 FPF — FY Y — (14 0)F3F) — ey F) — e FS — FY

(4.83)
Procedendo de modo inteiramente andlogo, substituindo (4.39), (4.80), (4.79), (4.78)
comi=1ef3 =3, em (4.73), usando hosss = Fi F3, obtemos a mesma equacio
acima. Para maiores detalhes, confira Afirmacao 2 com s = 4 no Apéndice.

Assim, usando (4.79) e (4.82) em (4.83), obtemos
ngl// - b3F§l = C34, b3 = a133 + ag3s, C34 = G134 1 234, (4.84)

onde a;gq, 1 <1 <2,3<a,f <4, sao dados por (4.82).

Considere a fungao h;z = FPFy + F?, 1 < i < 2. Logo, usando (4.78), obtemos h;3 ;;
e hizs dado em (4.39), torna-se

Ei?),ii = bihis + Ci3F?? + 5, hiza = thls + hiz, (4.85)

Substituindo (4.39), (4.85), em (4.72) e (4.74), respectivamente, usando hossss =
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F}hos 33 + hag 33, obtemos

h
F? { — hsF3 — (F3 — F3Yhygy + (hos — has) FS" — hys 1 FY — hyg o F3' — %} -
2

- - — - - - h
= hisFy = (B = F)hasn + (b = M) 5 — husa Y = oo By — =52 = 0,
2
h
Fi [_ hosF — (has — hag) Y+ (F§ — F)hason — husa Y — hag o F§' — }?153} -
2
_ o o _ h
- h23F13 - (h23 - h13)F13” + (F23 — F1 )h23,22 - h13,1F13/ - h23,2F23, - % =0
2
Logo, usando (4.71) e (4.73), temos
_ _ o _ _ h
=By = (F = F)han + (hos = 7o) B = haan Y — haso ' — == = 0,
2 (4.86)
7 3 7 7 3/ 3 3\7, 7 3/ 7 3/ h'23,33
- h23F1 - (hQS - h13>F1 + (Fz - Fl )h23,22 - h13,1F1 - h23,2F2 - W =0
2

Substituindo (4.39), (4.85), (4.79), (4.78) com i = 2 e = 3, na primeira equagao

acima, usando fys 33 = F3' F5, temos
Fyhiz = (FY — F3)(bihis + c13F5 + c15) + (has — hag) [ — (1 + b1) Fy — i3] —

- 513,1F13/ - 523,2F23/ - F35//7
[F3 + by FS — by FP — (14 01)F5 — cis)(FSF? + FP) = 13 F9 (F2 — F3) + c15(F? — F3)+
(F3F} + )| = (L4 b0 — ] — F3(FY)! = FYFY — F(FY) — Y FY —
Logo, simplificando e agrupando os termos de forma conveniente, temos

FS[(F¥)? = b0y (F?)* = 2e15F2 + (F3) + (14 b1) (F3)? + 213 F5) = —FYFY' + e15Fo+

e FY 4+ 0 FPFD — SR — (14 0))FFY — 3 F — ey F5 — FY.
(4.87)

Procedendo de modo inteiramente analogo, substituindo (4.39), (4.85), (4.79), (4.78)
comi=1e( =23, ¢ 523733 = F:?”F;’ na segunda equagao de (4.86), obtemos a mesma
equacao acima. Para maiores detalhes, confira Afirmacao 2 com s = 5 no Apéndice.

Assim, usando (4.79) e (4.82), obtemos
FY" — b3 F = 35, C35 = @135 + 235, (4.88)
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onde aiga, 1 <1 <2,3<a,F#4<5,sao dados por (4.82) e by dado em (4.84).
Procedendo de modo inteiramente analogo a obtencao de (4.82), usando (4.84) e (4.88),

temos as constantes
U350 = —F"FP + b3 FOF + c30 F + c35F2, 4<a,B<5, (4.89)

onde a funcao Ff e as constantes bs, cs3g, 4 < f < 5, sdo dadas em (4.84) e (4.88).

Substituindo (4.85) em (4.75) e usando hggyaq = F" has, obtemos

h 2
Ff — hishog — (hos — h13)h13,11 + (hos — h13)h23,22 - (h13,1)2 - (h23,2)2 - (%) }—
2

_ - - _ - — haa 3.
- h13h23 - <h23 - h13>h13,11 + (h23 - h13>h23,22 - h13,1h13,1 - h23,2h23,2 - % = Ff//.
2

Logo, usando (4.39), (4.80), (4.85), (4.82) e (4.89) na equacao acima, temos

511 5
Fy" — by F) = cys, by = 344 + @144 + 244, C45 = G145 + Q245 + A345, (4.90)

onde asn3 € Giag, sdo, respectivamente, dados por (4.89) e (4.82), 1 <i < 2,

4 < a, 8 < 5. Para maiores detalhes, confira Afirmacao 3 no Apéndice.

Finalmente, dadas condicoes iniciais, Ff (0) e Ff /(0), 1<i<4,i< B <5, usando
(4.78), (4.79), (4.82), (4.84), (4.88), (4.89) e (4.90), obtemos (4.70).
Reciprocamente, pode se verificar que admitindo (4.69) e (4.70), entao as equagoes

(4.71) - (4.75) s@o satisfeitas, que por sua vez sdo equivalentes a (4.66) - (4.68).
|

Lema 4.10. Considere \; e g;, respectivamente, dados por (4.38), (4.39) e (4.45),
1 <1 <5. Suponha que as fungoes Fiﬁ, 1 <i<4,i<p <5, satisfazem (4.69), com
as condigdes iniciais e as constantes b; e ¢;3, satisfazendo (4.70). Entdo as equagoes

(4.62) - (4.65), sdo verificadas se, e somente se, F} satisfaz a equagdo

14
F —

1

b} = ci, 1<i<5, (4.91)

99



onde as condicoes iniciais, e as constantes bs e c;, devem satisfazer as sequintes

relacoes

1—1

611+022:0, Cii — [Clelf—i‘CkkF]z—FbkF]fF]z—Flle]z,}(O), 3§Z§5,
k=1

4 (4.92)
/
bs = [2eiF¢ + bu(F7)* — (F2)?](0).
k=1

Demonstracao. Sejam \; e g;;, respectivamente, dados por (4.38), (4.39) e (4.45),
1 <i<5. De (4.63), temos que

As A2.11 A1,22
I = — Moaiz1 + (Ma213)” + Masga — (Ma2g)” + A ~ VW = A
_ F13” n F23” )\2’11 + /\1,22
FP—F3 "F}—F A —X

F23 A211 + Ai22

—b, —
L2 B VI W

Onde na pentltima igualdade, usamos a Observacao 4.2 e na ultima, usamos (4.78).

Isolando A3, temos

FS
A3 =b1(Ay — A1) — =2—=(Aa— A1) — Aaas — A1
3 1( A2 1) Fi— F23( 2 1) 2,11 1,22
Comparando a equagao acima com a expressao de A3 dada em (4.38), obtemos
Filo — F3N F?
———————=b( M= A1) — == — A1) — Ao11 — Ao
FP_F 1( A2 1) = F23( 2 1) 2,11 1,22

Simplificando a expressao acima, temos
[FQS — Fﬂ [)\1 + 0N —Dida+ Aogr + )\1,22] = 0.
Por (4.2), temos que Fy — F} # 0, logo
A A 01A = biAs + Aag1 + A2 = 0. (4.93)

Derivando A; e Ay dados em (4.38), respectivamente, com respeito a 3 e 1, usando

(4.78), (4.80) e (4.81), temos
A2 =— (L+ b))\ — haaFY — g3F) — c1sFy + F3 + (14 b1) Fy, (4.94)
Aot =bi X + haa F2 + gaFif + cipF + FY' — by F

100



onde h34 = F45(013F§1 + 614) + 013F35 + Ci5 € g3 = 013F§l + C14.

Assim, substituindo na equacao anterior, temos
FY — o+ F2 + (14 b)) F2 = 0.
Logo (4.63) est4 satisfeita se, e somente se, F}, 1 < i < 2, satisfaz

1
EF -

)

bZPWZZ = Cyj, 1 S 1 S 2, Cog = —C(C11, b1 -+ b2 = —1. (495)

Dessa equagao, procedendo de forma inteiramente anéloga a obtengao de (4.82), usando

(4.78), obtemos as constantes
(4.96)

onde F! e c;, sdo dados acima e Ff, 1 <i <2 3< B <5, satisfaz (4.78) e as

constantes b; e ¢;3, satisfazem (4.79).

Usando (4.45) em (4.64), temos

1,22 A1,33

A(Az — A2)
A=A (FP = F3)2(As — A1)

(Ao — Ap)? = M2z~ (m213)2 + F%2m213 + Fbmlzs +

Substituindo (4.2), (1.18) e a Observagao 4.2 na equagao acima, obtemos

MEE (0= )
F3 — F3 F3 — F3

MaoF3 M FY A133
F}P—F}  F}—F} (F}—F)F3

— A2 —

Seja S = A1 + biA1 — bida + Ai 99, logo usando (4.78), a expressdo acima pode ser

reescrita como

A
l?S:qﬂM—AQ+Amﬂ§—AmEf—AmFF—jgg (4.97)
2
De (4.38), temos

Migs = FS[(FPF + FYED + 7Y R+ FY).
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Substituindo (4.93), (4.38), (4.82), (4.94) e \; 33 na equacdo acima, obtemos
{ [(G133 + ags3) Fy + a134 + asza — F;;w} Ey + (a133 + a233) Fy + aiss + agss — F3,5”}F55+

+ [(CL133 + ags3) Fy + a134 + asza — Fgf//} Fy + (a133 + agss) Fy + aiz1 + ass1 — F;f” =0,
onde Giag, 1 <1 <2,3 <a,f <5, sao dados em (4.82). Para maiores detalhes, veja
Afirmagao 4, para [ = 3, no Apéndice.

Logo, usando (4.96), (4.84) e (4.88), na equagao acima, temos
F;?N - sz:? = C33, C33 = Q131 T Q232, (4.98)

onde a;3;, 1 <17 <2, é dado por (4.96) e b3, dado em (4.84).
Usando a equagao acima, (4.84) e procedendo de modo inteiramente andlogo a obtengao

de (4.82), obtemos as constantes

aggg = — Fgﬁng/ + bgF?;BFg -+ 635F33 +033F36, (4 99)
a3g3 = — (Fg?/)Q + 53<F33)2 + 2c33F5,

onde F3 e ¢33, sao dados acima e Ff, 4 < 3 <5 e aconstantes bz, c3g satisfazem (4.84)

e (4.88).

Substituindo (4.45) em (4.62), temos
A(Ag = Ag)

1
—m )\1,22 F13,771134
N v N, T M2141 —
(A2 — Ap)?

(ma14)? + T2 marg + Tlomigg + + —

Ay — A1 (FP = F3)?

ALa4
(has — h13)*(Aa — A1)
Usando (4.2), (1.18) e a Observagao 4.2 na equagao acima, obtemos
AMhiz hizn(Ae — \i) Aiphose  Agihasa A13hos s

hos — his  has — his hos — his  has — his  (F3)2(has — his)
)\1,44

(hos — hig)hos
Seja S = A1 + biA1 — bidg + Aj 90, logo usando (4.80), a expressdo acima pode ser

+ A2 —

reescrita como

A13h A
h13S = (leiFgL + 014)()\2 — )\1) + )\1,22h23 — )\172h2372 — )\2’1h1371 _ 213 32:;’3 — 1’44‘
(F3) has
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Usando (4.93) na equacio acima, obtemos

A1 3h A
—hizAg11 — (013F§1 + c1a) (A2 — A1) — A a2hos + Aighas o + Ao ihig ) = — 15 322’3 .
(F3) has

(4.100)

Usando (4.38), temos
Aias = hos [F)"F2 + F}"].

Substituindo (4.39) e Ay 44, na equagao acima, temos

— (F{F? 4+ FY01 — (cisFd + e1) Mg — M) — Moo (FLAES + B + Mo (FAFY + B+

4 73/ 4/ )‘173F§U 5 15 4
+ A (P FY + Fy ) = — Jo5; —Fy R - F
2
- F; [FE)\Q,H + 013()\2 - /\1) + F23>\1,22 - >\1,2F23/ - )\2,1F13/] - F14)\2,11 - 0140\2 - )\1)—
A s FY
. F24)\1722 + )\172F24/ + )\271F14, _ 1,343 o Fj//Fg) N Ff//.

Fy

Usando a Afirmagio 4 do Apéndice e A3 = F3[(FPFY + FY)FP + FY'F{ + F§'], na
equacao acima, obtemos

- {[(%33 + ags3) Fy + 143 + aoas| Fy Fy 4 (133 + aoss) Fy Fy + (@53 + a2s3) Fy +

+ [(a134 + a234) Fy + araa + a244) Fy + (@134 + a234) F5 + 154 + 254 — (ngu)QFf—

— F;’Fg’/ — F45”}Ft—)5 — [(a133 + azs3) (Fél)Q + (143 + 243) Fy + (134 + agza) Fy +

+ Q144 + Q244 — (F;?I)Z}Ff — [(CL133 + @233)1*—15L + Q134 + 0234} F33 + F:)?/Fg?l—

— (a131 + az2) Fy — a1a1 — aze2 = Ff”a
onde g € igi, 1 < i < 2,3 < f,a < 4 sao, respectivamente, dados em (4.82) e
(4.96).

Substituindo bs, cs4, ¢35 € ¢33, dados em (4.84), (4.88) e (4.98), simplificando e agru-

pando os temos de modo conveniente, temos

— {[bg(Fé)Z + 263417:;1 - (Fgﬂ)Q + Q144 + CL244]F45 + bgFéFs + C35F§1 + C34F§) + Q145+
+agss — Fy FY — FY"VF? — [by(F3)? + 2caFy — (F§,)2 + a1ag + G2ua) Fy — bsFy F5—

4 3 A 3! Al
—c33ly —cgu by — F3 By — aiq — agp = Fy .
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Portanto, usando (4.89), (4.90) e (4.96), obtemos
Ff” — byFy = cu, C44 = Q141 T Q242 + A343, (4.101)

onde by, a4, 1 < i < 2, e asyg sdo, respectivamente, dados por (4.90), (4.96) e (4.99).
Usando a equagao acima, (4.90) e procedendo de modo inteiramente andlogo a obtengao

de (4.82), obtemos as constantes
aszs = — (FY)* + by (F)* + 2e45 Y,
assa = — F) F + by F)FY + casFy + caFy, (4.102)
aass = — (FY) +ba(F})” + 2cuF},

onde F f e cy4, sao dados acima e F f, e as constantes by, cq5 satisfazem (4.90).

Finalmente, substituindo (4.45) em (4.65), temos
MO =X
Do — )2 215,1

T'lymus _ A5

+ .
(haz — h13)?  (hasa — haiza)*(As — A1)

Substituindo (4.2), (1.18) e a Observagao 4.2 na equagao acima, obtemos

1
1,22 N ['ismass

2, 12 1
(ma15)” + Digmans + Tipmags + =N (FP—FD)

_|_

Ahisg _h134,11(>\2 — A1) A A2h934 Ao 1higa A1,3hasas
= 1,22 — - - —
hasa — higa hasza — higa ’ hosa — hiza  hasa — hisa  (F3)%(hasa — hisa)
A,ah234.4 A1 55

(ha3)?(hoss — hiza)  (hasa — Puza)hosa
Usando (4.81) e (4.93), a expressao acima pode ser reescrita como

A sh
— higado 11 — hsa(Aa — A1) — A1a2hass + A ohasas + Ao 1hisa s = —%—
2

B A1,aha344 B 55
(hog)? hogs’
onde hzy = F}gs + 03, 93 = 013F34 +cuue gy = C13Fg5 + C15.

Seja hig = FPEFS + FP, 1 < i < 2, logo de (4.39) higy = FPhis + his, 1 < i < 2. Dessa

forma a equacgao acima, torna-se

A sh —
Ff[ — hisA211 — g3(A2 — A1) — A122hog + A 2hoso + Aoqhig + ﬁ} — higAg 11—
2
_ — — - A 3hoss Mahosaa  Aiss
— Ga(Ay — A1) — A1a2hog + ANohazo + Aohig) + e = ————
G3( A2 1) 1,221023 1,21123,2 2,1113,1 (F)2 (232 .
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Substituindo (4.100) e h;3, na equagdo acima, temos

FJ\
23
A sh Avah A
5 5/ 5/ 1,310233 1,4710234,4 1,55
_ 015()\2 — )\1> — )\1722F2 + )\1’2F2 + )\2,1F1 + (Fég)Q - <h23)2 o h234 )

Usando (4.97), (4.93), a Afirmacdo 4 do Apéndice e \j 55 = hoss FY", obtemos

_F45)\1,44 5 >\1,33 )\1,3523,3 )\1,4h234,4 4 5
b CUES T (R T (Ut o) o Tl

+ (a135 + a235) F5 + ars5 + &255}F§) —F} [(CL135 + agss) Fy + aias + a245] -

3 5//
— Fy(a135 + ags5) — G151 — Aoz = —FF .

Substituindo (4.84), (4.88), (4.90), (4.98), (4.101), A;;, 1 < i < 2 dado em (4.38) e
suas derivadas, na equacao anterior, e em seguida reagrupando os termos de modo

conveniente, temos
' =Fp [Fj’”Fg’ + Ff”} + Fy [(FfFéﬂl + B+ FiRY + F33N} + [(c35F5 + aras+

+ agas) Fy + c3sF5 + anss + a255}F55 + (c35F3 + @145 + aous) Fy + c35F5 + agsi+
b ass— FY [(FRR + YRS + EARY + BY) — R [FY RS+ Y

=[04(FD)* + cssFy + (bsFIFf + csaFy + casFif — F'Fy' + args + asas) Fo+
+ 03 (FD)* + 20559 — (F)* = (F2)? + auss + aoss | F2 + [bs FOFy — F9'Fy'+
+ C3aFY + CasFy + aras + agas| Fy + baFLFY + cauFy — FY'FY + b FYF3+
+ 33 F5 4 es5F5 — FY'FY + ars1 + agss.

Portanto, usando (4.89), (4.90), (4.102), (4.99), obtemos

F55” - b5F§ = Cs5,
bs = @155 + ags5 + agss + Aass, (4.103)

Cs5 = Q151 1 Qo252 + A353 + Q454,

onde a5, a5 1 < i < 2, asss, asss, Agss € ag54 SA0, respectivamente, dados por (4.82),

(4.96), (4.99), (4.89) e (4.102).
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Finalmente, dadas condicoes iniciais, F/(0), F¥(0), F?(0) e F?'(0), 1 < i < 4,
usando (4.95), (4.96), (4.98), (4.99), (4.101), (4.102) e (4.103), obtemos (4.92).

Reciprocamente, supondo que Fi’g satisfaz (4.69) e as condigOes iniciais e as con-
stantes b; e ¢;3 satisfazem (4.70), 1 < i <4, i < § <5, pode se verificar que admitindo
(4.91) e (4.92), entao as equagoes (4.62) - (4.65), sao satisfeitas.

Lema 4.11. Considere \; e g;;, respectivamente, dados por (4.38), (4.39) e (4.45),
1 <i < 5. Suponha que Fiﬁ, 1 <i<5,i< <5, satisfazem (4.69) e (4.91), com as
condigoes iniciais e as constantes b; e c¢;, satisfazendo (4.70) e (4.92). Entao (4.61)

¢ verificada se, e somente se, as condigoes iniciais F2(0) e F2'(0), satisfazem
5
> [2eFf + bi(FE)? = (FE)?](0) = 0. (4.104)
k=1

Demonstracao. Sejam \; e g;;, respectivamente, dados por (4.38) e (4.45), 1 <i <5.
Usando, (4.45) e (1.18), temos que a equagao (4.61) pode ser reescrita como

Ao11 | Ai ) ) o [Ms]? ) [had? ) [As]”
W , ) Ao — \ A A 213 A4 ST
e {)\1—)\2—{_)\2—)\1}( 2= M)+ (Auz) - (aa) 4 F3 * has * hasa

Sejam as funcoes

gs = c13Fy + e, Gz =cisFy + 15, haa=Flgs+7s,  his = F)Fy + F}.
(4.105)
Assim, usando (4.82), obtemos
- (h13,1)2 + by (h13)2 + 2g3h13 — (h23,2)2 —(1+ 51)(}123)2 — 2g3has = b3 (Fgfl)Q‘i‘

+ 2¢34F5 + @144 + aous,

— (513,1)2 + by (513)2 + 2g5h13 — @2372)2 —(1+ bl)<523)2 — 2G3hos = by (F§)2+
+ 2e35F5 + ais5 + azss,
- h13,1513,1 + by1hizhys + 93513 + g3hiz — h23,zﬁ23,2 —(1+ b1)h23ﬁ23 — 93523—

— g3hos = bsF;?FgS + C34F§) + (a135 + 61235)F§l + Q145 + Q245.
(4.106)
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Substituindo (4.94), na equagao anterior, temos

— Mg+ {(1 + b1)A\ + b + 2h34F55 + 295 Ff + 2013F33 + 2011] (A= A1) = ()\1,2)2+
Mal? o aal® s
I S U i
De (4.38), temos

Aot =higa 1 B2 + hag  Fy + FYFS + FY,
AL2 :h234,2F§) + h23,2FZl + F§"F§ + F22/7
Mg =3 [(FPF + FFS + B F{ + F'],
A =hos[FY'FD + )],
A5 =hosa Fy.

Simplificando a equacgao anterior, e em seguida substituindo as derivadas acima, temos

b (Aa)® — (14 b1)(M)? + (2haa P2 + 295 F + 2015 FS + 2e11) (Ao — A1) = (F')*+
+ 22: [thg + hig F + FYFS + F] 2 + [(Fngﬂ + Y+ FYFp+ FY 2+
=
+ (FYF + FY.
Substituindo (4.38), na equagio acima, temos
() [bl (hisn)? + 2higahss — (hisan)” — (14 b1) (o) — 2hasahss — (hasas)’—
— (F})(Fy')" —2F{F{'F} — (F}')" - (Ff')z] + (R {bl(hlsf + 2h1395—
= (haaa)” = (14 1) () = 2l ()’ = (F)7) + (B3 [ ()"
e FE — (F¥)? = (14 by) (F)? — 260, — (Fg’)ﬂ Lo {b1h134h13 ¢ st

+ gshiss — hisaihis1 — (14 b1)hosahog — hashog — gshasa — hasaohosa — Fgfll(Fngfu—F

+ F;?,)] + 2F55F§ |:b1h134F13 + h34F13 + ci3hizs — Ff’/h134,1 —(1+ bl)h234F23 — h34F23—
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— c13h934 — F§/h234,2} + 2FfF33 |:b1h13F13 + 93F13 + cizhiz — F13Ih13,1 —(1+ bl)h23F23_
3 3/ 5 1 1 1/ 2

— g3Fy — cizhos — F h23,2} + 2F; |:b1h134F1 + haaFy 4 ci1higga — Fy hagaq — hsa Fy —

— (1 4+ by)hosa F2 — c1ihass — FZ hosgao — FY'FY — F3(FPFY + Fg")] + 2F} {blhlgFIH—

+ 93F11 + c11hig — F11/h13,1 —(1+ bl>h23F22 — 93F22 — c11hes — F22/h23,2 — FS/F;?I} +
+2F3 | FPFY + eisFl ey FP — FYFY — (14 b)) FPF? — ¢13F2 — e, F3 — Fg’/Fgl} +
00 (F) 4 200 Fl = (FY)? = (14 b)) (F2)? = 2e1, F2 — (F2)* = (F¥)’ + (F})°*+
+ (F2')”.

Logo, substituindo (4.106), (4.39), na equagao acima, usando (4.82), (4.89), (4.102),

(4.103), (4.96), e agrupando os termos de forma conveniente, obtemos
b5 (F2)* + by (F)* + by (F3)* + 2F2FL (b4 F} + cas) + 2FSF3[FY (by i + caa)+
+ bgFé’ + 635} + Q.Z;Zl.f;}?(bgfgL + 634) + 2F55 [FE(C?,gFé + @141 + aogo — F??/Fé/)—f—
+ 033F35 + Q151 + Qo952 — F§/F35/ — Fleéf/} + 2FZl [C33F34 + Q141 + Qo49 — FglFfl]ﬁ—
+ 2F3 33 + ainn + aszn = (Fz)?/)z + (Ff/)2 + (FE?/)Q-
Usando, (4.99) e reagrupando os termos de modo conveniente, temos
bs (F2)? + 2F2 [ FLFD + cas Bl + FP(bs FAFS + csaF + casFy — F3'FY + a1y + asan) +
b3 FYFS + casF3 + casFy — FSFY — FYFY + ais + asse] + ba(F) + 2F] [bsFyF+
+ 034F§ + 033F§1 - F§”F§“ + a1 + a242} + @111 + age2 + assz = (Ff/)2 + (F55/)2.
Usando (4.99), (4.101), obtemos
b5(F55)2 + 2F55 [b4FfFf + 045}7’;L + C44F45 — Ff,Ff/ + a151 + 9252 + a353] + b4(Ff)2+
+ 2044PZ1 - (Ff/)Q + ay11 + G202 + G333 = (F55/)2

Substituindo (4.102), (4.103) na equagao acima, obtemos

2 2
bs (F55) + 2055F55 — (F55/) + @111 + ageo + asss + asuq = 0.
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Portanto, pelas expressoes dos a;;, 1 < i < 4, dados em (4.96), (4.99) e (4.102),
dadas condicdes iniciais, F/(0), Fi'(0), 1 < i < 5, obtemos (4.104).

Reciprocamente, supondo que as fungoes Ff satisfazem (4.69) e (4.91) e as condigoes
iniciais e as constantes b; e ¢;g satisfazem (4.70) e (4.92), 1 < ¢ < 5,7 < [ <5, pode

se verificar que admitindo (4.104), entao a equacgao (4.61), é satisfeita.

Com posse dos quatro lemas anteriores, demonstremos o Teorema 4.6.

Demonstracao do Teorema 4.6. Considere X : Q) C R®> — R uma hipersuperficie
de Dupin parametrizada por linhas de curvatura nas condigoes do Teorema 4.6. Como
a equagao de Gauss é satisfeita, entao os Lemas 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11 nos fornece (4.49)

e (4.50).

|
Usando os Teoremas 4.4, 4.5 e 4.6, fornecemos o resultado principal deste trabalho.

Teorema 4.12. Seja X : Q C R> — RS hipersuperficie de Dupin parametrizada por
linhas de curvatura, cujas curvaturas principais, —X;, 1 <1 <5, sao todas distintas.
Sejam my, 1 < i,5,k < 5 distintos, dados por (1.19) satisfazendo (1.20), P;, Tys,
Ugs, 1 <i <4, dados por (3.2) e (3.1), definidas em Q. Suponha que P; # 0, Tyy5 # 0
e Ups # 0 em Q. Seja Gos, G5 e Gys fungoes vetoriais dadas em (3.6), com Ggs # 0
e |Gas| + |Gss| 0 em Q. Se mys =my3 =my50 =0,3<1<5ed<r<5. Entio
as curvaturas principais —X;, 1 < i <5, sao dadas por (4.38) e (4.39) e existe uma
mudanca de cada coordenada, separadamente, tal que a métrica diagonal é dada por

(4.45), onde as fung¢oes Ff, 1<i<5,i< <5, satisfazem (4.49), isto €,
F' b Fl=cy, ~— 1<i<4, i<p<5,

com Ff = c12 = 0 e as condicoes iniciais e as constantes b; e c;g, devem satisfazer as

condigoes algébricas (4.50).

109



Reciprocamente, se gi; e N;, 1 < i < 5, sdao dados, por (4.45), (4.38), (4.39),
(4.49) e (4.50), entao existe uma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas
de curvatura, com —\;, 1 <1 <5, como curvaturas principais e métrica dada por g;;,

1 <9 <5,

Demonstracgao. Considere X uma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas
de curvatura nas condi¢oes do Teorema 4.12. Como my;s = my3 =mise = 0,3 <1 <5
e 4 < r <5, entao pelos Teoremas 4.4 e 4.5, temos que as curvaturas principais —J\;,
1 < i <5, sao dados por (4.38) e (4.39) e existe uma mudanga de cada coordenada,
separadamente, tal que a métrica diagonal é dada por (4.45). Além disso, pelo Teorema
4.6, temos que as funcoes Ff, 1 <i<5,i<p <5, satisfazem (4.49) e as condigoes

iniciais e as constantes b; e ¢;3 satisfazem (4.50).

Reciprocamente, dados g;; e A;, 1 < i < 5, por (4.45), (4.38) e (4.39). Como as
fungoes Ff , 1 <i <5 i < B <5, satisfazem (4.49) e as condigdes iniciais e as
constantes b; e ¢;g, satisfazem (4.50), entao pelos Lemas 4.9, 4.10, e 4.11 as equagoes
(4.61) - (4.68), estao verificadas. Assim, pelo Lema 4.8, temos que as equagoes de
Gauss (4.48) estao satisfeitas. Além disso, a equagao de Codazzi (2.15) é verificada
(para maiores detalhes confira Apéndice Afirmacao 5).

Portanto pelo Teorema Fundamental das hipersuperficies, existe a menos de movi-
mento rigido, uma hipersperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura em
RS, com curvaturas principais —); dadas por (4.38) e (4.39) e primeira forma funda-

mental dada por (4.45). Concluindo a demonstragao.

4.3 Exemplos

Nesta secao, usamos o Teorema 4.6 para obter as curvaturas principais e a métrica

de algumas hipersuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura nas
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condicoes do Teorema 3.1.

Exemplo 1. No Teorema 4.6, facamos as seguintes escolhas de constantes:
bi=cn=cu=c5=0,c3=2.

Logo por (4.52), obtemos

Cop = Cgq = Co5 = 0, co3 = =2, by = —1.

Tome as seguintes condicoes iniciais:

F3(0) = 35, F(0) = 12, F{(0) = 6, F{'(0) = F{(0) = 1, F§(0) = -2,
FJ'(0) = F(0) = F3(0) = F5(0) = Fj(0) = F{'(0) = F{'(0) =0, 1 <i < 2.

Com isso, usando (4.51) e (4.53), obtemos as fungdes que dependem de x; e x,
F?P=a} 4+ 120, +35, Fl=2,+6, F)=1, F =0, F}=-2 F'=F =F;=0.

Usando essas fungoes e (4.54), obtemos by = ¢34 = ¢33 = 0 e ¢35 = 2.

Tome agora as seguintes condicoes inicias:
F3(0) = 3. F5(0) = 0, F§'(0) = —1, F§(0) = F3'(0) = F{'(0) = 0.

Logo usando (4.55), obtemos as fungdes que dependem de x3,
g1 5 2 3

Usando essas fungoes e (4.56), obtemos by = —1, ¢45 = 1 e ¢4q = 0.

Tome as seguintes condicoes iniciais:
F(0) = 1, F{(0) = F}'(0) = F{(0) = 0.

Com isso, usando (4.57), obtemos as func¢oes que dependem de x4,
F) =1, F}=0.

Novamente usando essa fungoes e (4.58), obtemos by = c55 = 0.
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Afim de que a tltima relagao de (4.60) seja satisfeita, escolhemos as condigoes inicias

F5=1e FY =0, donde de (4.59) a funcio que depende de x5 é dada por
F2=1.

Portanto pelos Teorema 4.4 e 4.5 obtemos, respectivamente, as curvaturas principais e
a métrica de alguma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura.

A saber

7
)\1 = —1+2$3—2I§, )\2 = (I1+7) [fl‘f‘ +.T3<l’3— 1)($1+5)],
o 2@+ T) N 1 e VT Rt (4.107)
ST 120, +37 (71 +7)2 ’ S
1 (22 + 1221 + 37)? (z1+7)*
g1 =92 =3 Y3 = ) y = ————5 Y55 = 1,
(e —N) (o — ) 10— A)
(4.108)

as quais podem ser definidas no seguinte dominio
U= {(z1,72,73,74,75) ER’; —1 <1 <1, x3>—1, 29,74, 75 € R}.

Usando as curvaturas principais, de (1.19) e (1.18), calculamos alguns invariantes

de Laplace
m . —2($1 + 6) m . —2 m . 2<I1 + 5)
213 — .’,U% + 121’1 + 377 214 — T+ 77 314 — (.731 + 7)(.77% + 12%1 + 37)7
(xl + 6))\1 —1 x% + 14z, + 47
m - ) m - )
210 A2 — A o (>\2 — >\1) (:L’% + 122 + 37)
2x3(x3 — 1) (21 +5) — 2 2xs — 1) (2? + 122, + 37
Ma15 = o o ) Mi3s = Ma3s = ( & )< . = )

) b
()\1 — )\2) (C(fl + 7) )\1 - )\2
M123 = Mig4 = M5 = M132 = M34 = M2 = M43 = Mi4s = Mags = M3as = 0,

M52 = Mis3 = Miss = Maosa = Mgy = 0.

Além disso, calculamos também algumas funcoes dadas na Proposicao 3.3

1 1
M2, = , M2, = ,
314 (.Tl + 6)($1 + 7) 315 (iL‘l + 6) [ — (1'1 + 6))\1 + 1]
M2 — —2x3(x3 — 1) 3 2(x3 + 12z + 37)
415 =

My = .
21 +7)[ = (w1 +6)\ +1]7 T (@ 4 5) (w1 + T)(aF + 14z +47)
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Logo, usando a Observacao 3.4, temos que P; # 0, 1 < ¢ < 4 donde a hipersuperficie
de Dupin parametrizada por linhas de curvatura com curvaturas principais, —\;, 1 <
i <5, dadas em (4.107) e métrica dada em (4.108), satisfaz as hipéteses do Teorema
3.1.

Exemplo 2. No Teorema 4.6, facamos a seguinte escolha de constantes:
bi=c1=0,c3=-5cu=ci5=1

Logo por (4.52), obtemos

Coo =0, 3 =05,Co =cCo5=—1eby=—1.

Tome as seguintes condigoes iniciais:

F}(0) = F{'(0) = 2, F7(0) = 3, F§(0) = 5, F'(0) = 1, F5(0) = F5(0) = —1,
FY(0) = F7'(0) = B(0) = F§'(0) = F{(0) = F'(0) =0, 1 < i < 2.

Com isso, usando (4.51) e (4.53), obtemos as fungoes que dependem de x; e xo,

5 —bai , 7 5 T 1 3 .
Fy = + 221 + 2, FIZE, F1:?+3, F; =0, Fy =sin(xs) + 5,
Fy=F)=—1, F}=0.
Assim usando essas fungdes e (4.54), obtemos by = 0, ¢34 = —3, ¢35 = —18 e ¢33 = 0.

Fazendo mais uma escolha de condigoes iniciais,
FH0) = =5, F5(0) = =29, F{'(0) = 6, F'(0) = 36, F(0) = F}'(0) = 0.

Logo de (4.55), obtemos as fungoes que dependem de x3,

o —3(ws— 2)2 5 2 3
Fy=————+1, Fg=—9(z3—2)"+7, Fj=0.
Usando essas fungoes e (4.56), obtemos by = —5, ¢45 = —35 e ¢44 = 0.

Tome agora as seguintes condi¢oes iniciais:
F}(0) = =7, F{(0) = F{'(0) = F{'(0) = 0.

Assim de (4.57), obtemos as fung¢oes que dependem de x4,
F} = -7, F!=0.
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E novamente usando essa fungoes e (4.58), obtemos bs = c55 = 0.
Afim de que (4.60) seja satisfeita, escolhemos as condigoes iniciais, Fy = 1e F55’ =0,
donde por (4.59) a func¢do que depende de x5 é dada por
FP=1.

Portanto pelos Teorema 4.4 e 4.5 obtemos, respectivamente, as curvaturas principais e

a métrica de alguma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura.

A saber

3 2, . —6[ (2} — 1) sin(zs) + 421 — 1]
A== [(23 -2 5) +4], 3=
=gl (st +9) 44 = R R
3
Ao =7 (w5~ 2)*( =502 + 4z +4) — 322, A\ =0, (4.109)
\ —3[(5a? — 6) sin(xz) + 20y — 10] [523 — 2025 + 16] + 12sin(zs) + 120
e 5(2sin(xs) + 527 — 4z, + 6) (322 — 1225 + 10) + 227 + 4 '
1 [sin(z2) + 5]
g1 =92 = 9, g33 = )
(A = X) 4(\ = 2g)”
) (4.110)
: 2
[(sin(zz) +5) ( — 323 + 1225 — 10) — 2]
Jags = 3 ) gss = 1,
4(A1 — )
as quais podem estar definidas no seguinte dominio
s =2 1
U= {($1,$2,$3,$4,Jf5) eR ,? < < 5, T3 > —1,29, 14,25 € R}

Usando as curvaturas principais, de (1.19) e (1.18), calculamos alguns invariantes
de Laplace e em seguida algumas das funcoes dadas na Proposicao 3.3 afim de verificar

que as condi¢oes do Teorema 3.1 estao satisfeitas.

B —2(52, — 2) (=150, +6) (25— 2)" — 122,
213 = 2sin(xy) + 522 — 4y + 6’ a5 = 2()\1 — )\2) ’
(521 — 2) (323 — 1225 + 10) + 214
Ma14 =

2(haz — hy3) ’
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4

M2, = |
314 (323 — 1225 + 10) (2527 — 2021 + 4) + 102} — 4y
8
P (s — 2)" (2503 — 202, + 4) + 2023 - 8 415 = Ms15 — Msia
25si 523 — 4z, + 6
]\42314 = Sm(xQ) + 0T T+

(2 — 53:1) ( — xysin(xg) + 2% + 221 — 2) ’

2(2sin(zs) + 52? — 421 + 6)
3 _ 3 _ as3  _ as3
M215 - (2 _ 533'1) ( — 21‘1 Sin(.l'g) n 233% - 2) M415 - M215 M214>

onde 5 - )
hiz = [_7(953 —2)? +1] [_Txl + 221 +2] + %,

has = [_73(@, —2)" + 1] [sin(@,) + 5] — 1.
Logo, usando a Observacao 3.4, temos que P; # 0, 1 <4 < 4 donde a hipersuperficie
de Dupin parametrizada por linhas de curvatura com curvaturas principais —\;, 1 <
i <5, dadas por (4.109) e métrica dada em (4.110), satisfazem as hipéteses do Teorema

3.1.

A seguir, obtemos a hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de cur-
vatura, com curvaturas principais e primeira forma quadratica dadas no Exemplo 1. A

integragao do sistema que fornece tais hipersuperficies de Dupin foi motivada por [30].

Proposicao 4.13. Sejam A\;, 1 < i <5 e g;; = 6;50i, 1 <14,j <5 dados, respectiva-
mente, por (4.107) e (4.108). Entao a hipersuperficie de Dupin em RS parametrizada
por linhas de curvatura, com curvaturas principais —X;, 1 < i < 5 e primeira forma

quadrdtica I =" guda?, é dada a menos de movimento rigido por

Ga Gs Gy

X = G 4.111
VR VLS W WL Vs i (4.111)
onde
Gy = (sin:EQ,cosa:Q,O, 0,0,0), Gs = (0,0,2963 — 1,0,0,0),
(4.112)
Gy = (O,O,O,Cosx4,sinx4,0), Gy = (0,0,0,0,0,%).

Além disso, o campo normal e unitdrio a X é dado por

. )\QGQ + )\3G3 /\4G4
S A=A A=A - A

N (4.113)
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Demonstracao. Considere \;, 1 < ¢ <5 e g;; = 0;59i, 1 < 14,7 <5 dados, respectiva-
mente, por (4.107) e (4.108) obtidos no Exemplo 1. Logo o Teorema 4.12 nos fornece
existéncia de uma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura
X : U CR® — RS, tal que, as curvaturas principais sdo as funcées —)\;, 1 <i<5ea

métrica induzida é g;; = 0;;¢:i, 1 <4,7 < 5.

Consideremos X dada por (4.111), com campo normal unitario dado por (4.113).
Verifiquemos que as curvaturas principais de X sao os —\; dados por (4.107) e a métrica
induzida é dada por (4.108).

Calculando X ,;, temos

F%2G2 + FZ1L4G4 + F?3G3

X pr—
LD VI VL WS U WD W
G/
X
2 — Al AQ
.G .G r.q G!
X, —_13 2 1344 1343 3 (4_114)
3 )\1—)\2+>\1—>\4+)\1—)\3+)\1—>\3’
G
X, =4
y4 )\1_>\47
X5=G:.

Usando as expressoes de (4.112), vé-se facilmente que <N, X,;)=0,1<:<5.

Derivando N dado por (4.113), temos

Mo N M
Ny=|(1 r,a 1 .G ri,G
! ( +>\1—)\2> 12 2+( TN Ag) 13 3+( . )\4> 1

pWeA
N.o—=
32 )\1 _)\27
)\3—)\2+)\2 1 )\3F%3G3 )\3Gg )\3 —>\4+)\4 1 4.11
N,=(Z22_ 2172\l g rt.q,. (4.115)
’3 ( )\1_)\2 )13 2+)\1_)\3+)\1_)\3+ )\1_)\4 1394,
MG
Ny=24
HEPYEEDY
N,5:O.

Portanto comparando (4.115) com (4.114), obtemos
Ni=MNX.i, 1<i<5.
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Ou seja, —\; dados por (4.107) sao as curvaturas principais de X.

Usando (4.114), obtemos a métrica induzida de X, a saber

_<X X >_; (F2)2—|— AI_AQ 2(F4>2+
g11 = 31y A1 ) — (Al — )\2)2 12 )\1 - >\4 14

i (ii - ii)Q(Fi’k‘f)Q(%?’ - 1)2} : (4.116)

1
go22 < 92y )2 > (Al —_ A2)27
(I'ly)* { (Al—xg)z (Al—xg)Q ,
=(X, X)) = 1 (222 4 25 — 1)2+
g0 =X, Xoa) = T 750 M — s ) 2
A=A\
+2(2x3+2)( )],
A=A (4.117)
1 1 A=A
955 :<X75 7X75 = 1.
Por (4.107), (1.18), (1.19), obtemos
F%z = Mais, Fi’g = Ma31s5, Fzﬁ = M4, F%g = M135.

Logo usando (4.2), as expressoes dos myji, 1 <1, j,k <5 e das funcoes Fiﬁ, 1<i<
5,1 < (8 <5, dadas no Exemplo 1, obtemos de (4.116) e (4.117) que métrica induzida
de X coincide com a métrica dada no Exemplo 1. Portanto o Teorema Fundamental
das Hipersuperficies garante que a menos de posicao em RS as hipersuperficies X e X

coincidem. Concluindo assim a demonstracao da proposigao.
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Apeéendice

Nesse apéndice, apresentamos um lema que nos fornece equacgoes diferenciais de certas
funcgoes, as quais satisfazem determinada condi¢ao. Além disso, fornecemos algumas
identidades, que as fungoes dadas em (4.39) satisfazem, as quais sdo consequéncia da
equacao de Gauss.

Iniciamos com um lema que fornece equacoes diferenciais para certas fungoes espe-

clais.

Lema A. Fizados 1 <i,r,l,s < 4 indices distintos, considere a equagdo

filsfrls = firlﬁ‘ls + filfrly (4118>
com
- (1.119)

onde fils = fils(xia ths); frls = f?“ls(xﬁajla xs); firl = firl(xhxra $Z); frls = frls(xra $1,$3),
fu = fulzs,z), fr = fu(x., ;) sao funcgées diferencidveis arbitrdrias nao nulas, po-

dendo nao ocorrer dependéncia na varidvel x;. Entao

fils,is + @ EX %fils,s - ff,s -]‘C]Zlﬂ fils = 07
J;fls fll ]{ ls f” (4.120)
firl,ir - gfirl,i - ﬂfirl,r + rhr Ji firl =0.
fri i fri fa
Além disso, vale a identidade
(log frls)ars: (10g ﬁ“ls)as |:f7‘ls,r - &:| . (4121)
frls frl
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Demonstracao. Derivando (4.118) com respeito a x5, obtemos

fils s frls s
fils frls

filsf'rls( ) - firlﬁls,&

Isolando firlﬁls em (4.118) e substituindo na equagao anterior, temos

fils s frls S frls s A
fils frls ) frls (lesfrls fllfrl) .

Derivando o logaritimo de (4.119) com respeito a z;, e substituindo (log frls),s nessa

filsfrls (

ultima equacao, obtemos

fi fz
lesf’rls js - _f’/‘lsfils,s — == szlfrl
fls rls

Assim temos que

o~ ﬁé‘ S
_ filS,S + =~ f’LlS
frls,sfrl _ fis ) (4122)

.]?;'lsfrls fil

Derivando essa ultima equacgao com respeito a x;, obtemos que f;;s satisfaz a primeira

equagao de (4.120).

Analogamente, derivando (4.118) com respeito a x,., obtemos

firlr frlsr
f“"l f?"s

Isolando fsfrs em (4.118) e substituindo na equagao anterior, usando a derivada do

filsfrls,r = firlﬁ“ls( > + lefrlr

logaritimo de (4.119) com respeito a .., e procedendo como antes, temos

.frl T
_ firl,r - = fiTl
frl |:frl,r . leSﬂ":| _ fri . (4123)

}:;’ls frl frls fil

Donde derivando essa ultima equagao com respeito a x;, obtemos que f;, satisfaz a

segunda equagao de (4.120).

Finalmente de (4.118), temos

firlﬁls _ filfrl
filsfrls filsfrls .

119

1—




Derivando a equagao acima com respeito a x,, obtemos
firifri (1og firzf;ls) __ futu (1og fﬂ)
filsfrls frls . filsfrls frls .
Substituindo (4.119), na equagao acima, e simplificando temos
(log firl > _ _ filfrl (lOg frl)
flsfrl T firlfrls les T

Derivando a equagao anterior com respeito a g, temos que

L frl o
L};ZS <10g fTIS)ﬂJ ,8 =0

frl
frls

isto é, obtemos (4.121), concluindo a demonstragao do lema.

Ou seja,

_(log f:ls)ys (10g ) - (1Og frls)ars: 07

A seguir fornecemos algumas identidades, que as fungoes dadas em (4.39) satis-
fazem, as quais sao consequéncia da equacao de Gauss. Enunciaremos essas identidades

por meio de afirmacoes.

Afirmagao 1. As equagdes (4.66) com r = 5, (4.67) com r = 4, r = 5, e (4.68) sdo,
respectivamente, equivalentes a (4.72), (4.73), (4.74) e (4.75).

Demonstracao. De fato, substituindo A;, gi;, respectivamente, dados em (4.38) e
(4.45), em cada uma dessas equagdes, temos
i) em (4.66) com r = 5:

(A1 = A3) (A5 — M)
(A1 — Ag)?

=Ma151 — (m215)2 + Mo13Mo15 + Mi232 — (m123)2+

miss,3 — (m135)2

+ Mi23M125 —

(F3 — FP)?
Usando (4.2) e a Observagao 4.22, temos
—F3hys, __ hazan n F3’ n hi3a1 F n
(F3 — FP)(hosa — husa)  hosa —husa  FP — F3 hogy — hizy F§ — F}
n ha3a 2 Fy' n ha3a 33

hiza — hosa FY — I3 F3(F5 — FY)(hasa — haza)
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Simplificando a equacgao acima, obtemos

h234,33

—h134F23 = (F23 — Ff’)h134,11 — (hoga — h134)F23H + h134,1F13/ + h234,2F23/ + F23 ;

que é a equagao (4.72).
ii) em (4.67) com r = 4:
(A= A1) (A3 = A9)

=M2131 — (m213)2 + Mo13Mo14 + Mi242 — (m124)2+

(A1 = A2)?
M134,3 — (771134)2
+ mi23Mmig — ’
' (F — F7)?
Usando (4.2) e a Observagao 4.2, temos
—FPhos _ F13” " ha3.22 n his F13/ i
(F3 — F)(has — his)  F3 — F}  hig—hos  hos — g Fy — F}
h2372 F23/ h23,33

+

+ .
Simplificando a equacgao acima, temos

h
—ha3 FY = (haz — hlg)Flg// — (F§ - Flg)h23,22 + h13,1F13/ + h23,2F23/ + %;
2

que é a equagao (4.73).
iii) em (4.67) com r = 5:

(A1 = A5) (A3 — Ag)

=M2131 — (m213)2 + Mo13Mo15 + Mi252 — (m125)2+

(A = A)?
Mi3s,3 — (m35)°
+ Mig3Mizs — (F? — F7)2
Usando (4.2) e a Observagao 4.2, temos
—FPhas B & L E S IR U
(F23 — Ff’)(h234 — h134) F23 - F13 h134 - h234 h234 - h134 F23 - F13
3/
ha3a2 F; hasa 33

+ +

h134_h234F13_F23 FQ:S(FQ:S_FE>(h234_h134>

Simplificando a equacgao acima, temos

h234,33

—has FY = (haza — h134)F13H —(F5 - Flg)h234,22 + h134,1F13/ + h234,2F23/ + s
2
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que é a equagao (4.73).
vi) em (4.68):

(A1 = A5) (Mg — Ag)
(A1 = Ag)?

=Mo141 — (m214)2 + Ma14Mo1s + Mi252 — (m125)2+

2
mM134M135 Mig54 — (m145)

(FY = FP)? (hos — has)?

+ MioaMi25 +

Usando (4.2) e a Observagao 4.2, temos

—hi3hass _ hi311 ha34,22 n h13a hi31 n
(hog — hi3)(hoss — hiss)  hos —hiz  hisy — hosa  hoss — higs hog — hys
hasa2 has 2 ha343h233
+ +
hags — hisa hog — hug — (F3)2(hag — has)(hasa — Paga)
n ha3aa
has(hog — his)(hoga — higa)
Simplificando a equacgao acima, temos
—hishass =(hoss — hisa)his i1 — (has — his)hasass + hasihisay + hosahosa o+
" has3hasas  hosaua
(F3)? has
que ¢ a equagao (4.73). |

Afirmagdo 2. Seja H = FPFy + Ff, 1 <i <2, logo Hi = h;3 e H} = h3, onde hy3

é dado por (4.39) e hiz = F?Fy + F?. Considere a equagio

H3s 33
2

Note que, a equacao acima para s = 4 é a equagao (4.73) e para s = 5 é a segunda

s s s " s s / s /
—H3 Y — (H3y — Hig)FY 4 (Fy — FY)Hsg 99 — Hig  FY — Hig o Fy — =0.

equagao de (4.86).

Substituindo (4.39), (4.79), (4.78) e H3y 53 = F3"Fy na equagao acima, obtemos

i) (4.83),ses=4, i) (4.86), se s =5.

Demonstragao. De fato, fazendo as substituicoes descritas no enunciado, temos
— Y Hjy = (Fy — FY)[(1+00) Hyy + ca3F5 + cug] + (Hay — Hig) [00F} + ca] +

+ iy FY 4 Hyy o F' +

[—F7 + (L4 b)) FY — (L4 01)Fy — 0 FY — eis)(F5F + F5) = ci3Fy (F — F})+
+ens(Fy — F) = (FPF; + FY) [ Ff + cis] + F5 (F)" + FY R + F3 (F) '+

+ PR +
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Logo, simplificando e agrupando os termos de modo conveniente, temos

FS[(F) = by (F?) = 215 FP + (F3) + (1 + 1) (F5)” + 2013 F5) = —FYFy'+

t e FP + e FP 4+ 0 FPFe — FYFY — (14 b)) FPFS — e15F5 — e F) — F3".

Logo se s = 4, obtemos (4.83) e se s = 5, obtemos (4.87).

Afirmacao 3. Considere by e ¢45, dados pelas equacoes abaixo

h 2
mz—mm%—m%—mwmﬂ+m%—mwmﬂ—Umn{wmmf—(;?),
2

_ - - _ - - has s
C45 = — h13h23 - <h23 - h13>h13,11 =+ (h23 - h13)h23,22 - h13,1h13,1 - h23,2h23,2 - %
2

Entao b4 = A344 + Q144 + Q244 € C45 = Q145 + Q245 + Q345, onde onde a3qp € Aiag, 1<e<2

sdo, respectivamente, dados por (4.89) e (4.82).
Demonstragao. Seja gz = c13Fy + c14, logo de (4.80) e (4.39), temos

by = — hishas — (hag — hag)[bihns + g5 + (1 + bi)has + gs) — (F4FY + FY) =
— (B +F) - (7))
— — by (has — has)(has + has) — (has)? — 2(has — hag)gs — (FAFY + )’
— (B +F) = (B
=01 (F{F} + )+ 2(cisFy + cu) (FyFY + FY) — (FEFY + )=
— (14 0) (FiFS + F)® = 2(cisFy + ) (FAF + F) — (B FY + 7)) — (FY)°
=(F3)" [b1 (F2)” + 2005FF — (FY) = (1+ 1) (F3)” — 20155 — (F§')"]+
F 2R [ FPF + caFP 4 e Pl — FYFY — (14 b)) F3F) — c1uFs — cigFy — F Ry ]+
+ 01 (FY) + 20 F) = (FY')" = (14 0) (F)” = 20} — ()" = (F)
= (F$)’bs + 2Ffcas + aras + agas — (K’

=144 + G244 + G344,
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onde na pentltima igualdade usamos (4.82) e (4.84), e na ultima igualdade usamos
(4.89).
Seja g3 = c13F5 + c15, logo de (4.80), (4.85) e (4.39), temos

a5 = — haghag — (has — huz) (bihus + g3) — (hos — hag) [(1 + by)has + ?3)} -
—(BF + KB + ) — (B + BB + F) - FF
=bihizhiz — ga(hag — hug) — (14 b1)hashay — Gs(has — hug)—
— (FF + KO F + 1Y) — (B + B FE + 1) - 1R
=by(Fy Y + F{)(FSFY + FY) — (s By + cu) [F3(F3 — FY) + Fy — FT] =
— (L b)(FF + F)(FSF + F) — (e F§ + o) [F5 (FF — FY) + Fy — F{]—
— (FF + FOFF + 1Y) — (BF + B (SF + 1) - B'F
—FAFS [0y (F)? 4 2015 F2 — (FY')? = (14 b0) (F$)? = 2005 F5 — (F5')*]+

+ By W FPFY + eisFY + eiaFy — FYFY — (L+ b)) F3Fy — eisFy — cigFy — F3'F3' |+

+ P FRF} + ciaF} + eiaFyf — FYFY — (1+ b)) F3Fy — ciuFy — cigFy — F3'Fy |+

+ O FAFD 4 s F 4 e FY — FYFY — (14 b)) FAED — es FY — ey — BV FY — FYEY
—F}Fbs + Filess + Foesy — FYFY + aygs + ass
=145 + G245 + A345,

onde na peniltima igualdade (4.82), (4.84) e (4.88), e na ultima igualdade usamos
(4.89).

Afirmacao 4. Considere a expressao
v, = Fll/\2,11 + (Ao — A1) + /\1,22F2l — )\1,2F2l/ - /\2,1F1l,, 31 <5,
Substituindo (4.38), (4.94) e (4.95) na equagao acima, obtemos

Uy ={ [(a13 + a231) F5 + a1y + asu | Fy + (a3 + ass)) Fy + ars + ass J F5 +

+ [(a131 + ass)) Fy + ara + asq| Fy 4 (a13 + as3) F5 + ann + azpe,
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onde aigo € aigi, 1 < i < 2,3 < [, <5 sdo, respectivamente, dados por (4.82) e
(4.96).

Demonstracao. Com efeito, substituindo (4.94) na expressao acima e usando (4.95),
temos
\Ill :Fll [bl)\g —I— h34F55 —f- ggFf + 013F§) + 611} —f- Cll(/\Q — )\1) + F2l|: — (1 + bl))\l — h34F55—

4 3 U 4
—g3by —ci3ky — 011] — AoFy — Ao BT

onde g3 = ClgﬁgjL + C14, h34 = ggFf +§3 (& §3 = 013F35 + C15.
Substituindo A; e Ay dados em (4.38) e agrupando os termos de modo conveniente,

obtemos
U, =Ty F + TyFl + [cisF! + cyF? + by FIF? — FUFY — ci3FL — e F3 — (14 b)) FLF3—
— FYFES + enFl 4+ cyFt + 0 FIFE — FUFY — e FY — ey F2 — (1 4+ b)) FLF2—
- B
onde
T5 = Fllh34 - Fglh34 - Fgl,h234,2 - Fll/h134,1 + blFllh134 + cuhiza — (14 bl)Fglh234 — c1rhasa,
Ty = F1lg3 - legs - Fgllh23,2 - Fll/h13,1 + blFllh13 + ciihiz — (1 + bl)leh23 — cyrhos.

Usando (4.82) e (4.96), temos que ultima equagao pode ser escrita como

Uy =T5 F2 + Ty Fy + (a3 + ags) F3 + ayp + agp.

Seja Eig = F;Ff + ‘Fi57 IOgO hi34 dado em (439), torna-se hi34 = F45h,13 +Ei37 1 S 1 S 2.

Substituindo isso na expressao de Ty, obtemos

Ty = FyTy+ Flgy — Figs — FY hogo — Fl Tugy 4 b1 Fihys + eyhug — (140y) Fihag — c1has.
Considere Hj, 4 < s < 5, dado na Afirmacao 2 e defina funcao

T} = FlGy—FiG3—Fy Hyy y—F} His+bi FiHistcy Hyy— (1401 FyHyy—cy Hyy, 4 < s <5,

onde G = c13F5 + c15, isto é, G5 = g3 e G5 = 5.

logo Ty, e Ty, podem ser reescritos como, Ty = T? eTy = FET? + T?.
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Substituindo Hj, dado na Afirmacao 2, G5, 4 < s < 5 em T, obtemos
T} =Fl(ci3F5 + c15) — Fy(esFs + c1s) — Fy (F3F3' + F5') — F{(F3FY + F')+
b FIFSFS + FS) — (14 b) EAFS S + F) + ea(F3FS + ) — eu(FSFS + F)
=F5[ersFl+ ey FP + b FPFL — FYF — eigFl — ey B — (1 4+ b)) F3F) — F3FY )+
F e Fl ot eyFy + b FPF — FY'FY — ¢ F — ey Fy — (14 b)) Fs L — F3'FY
=(a13; + ag31) F5 + a1q + azq,
onde na ultima igualdade usamos (4.82).
Com isso, obtemos
Ty =T, = (ars1 + asst) Fy + ary + asu,
Ts :FET? + T? = F} [(a131 + a23) Fy + a1q + asa] + (a1 + a23) F5 + ars + ass,

donde segue a Afirmacao.

Afirmacao 5. Se \; e g;;, 1 < i < 5, sdo dados por (4.38), (4.39) e (4.45), entdo a

equagao de Codazzi (2.15) é verificada.
Demonstracao. De fato, sejam \; e g;;, 1 < ¢ < 5, sdo dados por (4.38), (4.39) e
(4.45). A equagao de Codazzi (2.15) é dada por

Giij _ Aij
29 Aj— A

1<i#j<5. (4.124)

Tomando no lado esquerdo de (4.124), i=1 e j=2, usando (4.45), temos
gi1,2 2>\1,2 (>\2 - )\1)2 . )\1,2

2911 ()\2 — )\1)3 2 N )\2 — )\1 ’
No lado esquerdo de (4.124), com i=1 e j=3, usando (4.45) e (4.2), temos
gus _ 2M13 (F23)2 (F23 — F13)2()‘3 - )‘1)2 _ AL3
201 (As — A1) (F5 — FT)? 2(F3)* Az — A1

Da mesma forma, o lado esquerdo de (4.124), com i=1 e j=4, usando (4.45) e (4.2),

temos

gua _ 2Mig (ha3)®  (hos —h13)* (M —M)* A

2011 (>\4 - )\1)3 (h23 - h13)2 2(h23)2 B Ay — )\1.
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Tomando no lado esquerdo de (4.124), i=1 e j=5, usando (4.45) e (4.2), temos

g5 o 2)\1,5 (h234)2 (h234 - h134)2(/\5 — /\1)2 o )\1’5

2911 <)\5 - )\1>3 (h234 - h134)2 2(h234>2 B >\5 - )\1 .

Agora, no lado esquerdo de (4.124), i=2 e j=1, usando (4.45), temos

9221 2>\2,1 (>\1 - >\2)2 . )\2,1

2g22 ()\1 — )\2)3 2 - )\1 — )\2 ’

No lado esquerdo de (4.124), com i=2 e j=3, usando (4.45) e (4.2), temos

9223 _ 2)\2,3 (F13)2 (F13 - F23)2(/\3 — /\2)2 _ >‘2,3

2011 (A3 — A)® (I} — F)? 2(F7)? EECERYY

Agora, no lado esquerdo de (4.124), com i=2 e j=4, usando (4.45) e (4.2), temos

9224 2Xeg (h13)?>  (has — has)* (A — A2)®  Aoa

2911 (/\4 - >\2)3 (h13 - h23)2 2(h13)2 B Ay — >\2.

Como antes, tomando no lado esquerdo de (4.124), i=2 e j=5, usando (4.45) e (4.2),

temos

9225 2N (P13a)®  (hasa — hosa)®(Ns — A2)® Ay

2911 ()\5 - )\2)3 (h134 - h234)2 2(h134)2 B )\5 - )\2 '

Tomando no lado esquerdo de (4.124), i=3 e j=1, usando (4.45) e (4.2), temos

9331 2X31(F5) (M — Na)? _ M

2933 ()\1 — )\3)3 2<F23)2 - )\1 — )\3'

No lado esquerdo de (4.124), com i=3 e j=2, usando (4.45) e (4.2), temos

gsz2  2X32(F7)? (M2 — Ag)? Az

2933 ()\2 - )\3)3 2<F13)2 N )\2 - )\3'
Agora, no lado esquerdo de (4.124), i=3 e j=4, usando (4.45) e (4.2), temos

gssa _ 2M3a (F3hig — FPhos)? (hag — hi)* (A4 — Ag)? A3

2933 (A —A3)*  (has — haz)? 2(Fghis — Fihas)? A — Xs
Da mesma forama, no lado esquerdo de (4.124), i=3 e j=5, usando (4.45) e (4.2),

temos

gsss  2X35  (FPhisg — FPhost)® (hoss — hasa)®(As — As)® Mg

2933 (As —A3)3  (hasa — hi3a)? 2(F3hizs — FPhozs)?2 s — A3
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Tomando no lado esquerdo de (4.124), i=4 e j=1, usando (4.45) e (4.2), temos

Gaan 2)\4,1(h2£’>)2 (A1 — >‘4)2 _ A1

2944 ()\1 - )\4)3 2(h23)2 B AL — /\4'

No lado esquerdo de (4.124), com i=4 e j=2, usando (4.45) e (4.2), temos

Gasz  2Ma2(h1s)? (A2 — Ag)? Ag2

2944 (A2 = Ag)? 2(haz)? AN
No lado esquerdo de (4.124), com i=4 e j=3, usando (4.45) e (4.2), temos

Juaz  2Ma3 (hi2)®  (F5 = F?)*(As —M)® Mg

2944 ()\3 — )\4)3 (F23 — Ff’)z 2(h12)2 N )\3 — )\4'

No lado esquerdo de (4.124), com i=4 e j=b, usando (4.45) e (4.2), temos

Gaas 245 (P123)?  (hasa — hosa)®(Ns — M) Mg

2014 (A5 — A1)3 (haga — hass)? 2(hq23)? YDV

Tomando no lado esquerdo de (4.124), i=5 e j=1, usando (4.45) e (4.2), temos

gs5,1 _ 2/\5,1(h234)2 ()\1 - )\5)2 _ )\5,1
2055 (A1 —A5)3 2(hosa)? AL — A5

No lado esquerdo de (4.124), com i=5 e j=2, usando (4.45) e (4.2), temos

55,2 _ 2/\5,2(h134)2 (>\2 - >\5)2 _ )\5,2
2055 ()\2 - )\5)3 2(h134)2 Ao — )\5.

No lado esquerdo de (4.124), com i=5 e j=3, usando (4.45) e (4.2), temos

gs53  2Xs3 (h124)®  (F5 = I (A3 = Xs)®  As

2955 (A3 — X\5)? (F5 — F})? 2(hi124)? T A= A5

No lado esquerdo de (4.124), com i=5 e j=4, usando (4.45) e (4.2), temos

9554 254 (h123)2 (has — hiz)*(As — Xs)? . A5 4

2055 (A1 — A5)3 (hog — hyz)? 2(h123)? PV

Portanto todas as equagoes de Codazzi estao verificadas.
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