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Resumo

Neste trabalho, consideramos a existéncia de solugoes que mudam de sinal para
equacoes de Schrodinger nao lineares em RY com um potencial invariante sob
uma involugao ortogonal. Na prova de nossos resultados utilizamos argumentos de
concentracao de compacidade devidos a Pierre Louis Lions.

Palavras chaves: Equacoes de Schrodinger nao lineares; Solugoes que mudam de sinal;
Principio de Concentracao de Compacidade.



Abstract

In this work we deal with the existence of solutions which change sign for nonlinear
Schrodinger equations in RY with a potential invariant under an orthogonal involution.
In the proof of our results we use arguments of concentration-compactness due to Pierre
Louis Lions.

Key words: Nonlinear Schrodinger equations; Solutions which changes sign; Concentration
Compactness Principle.
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Introducao

Consideramos a seguinte equacao de Schrodinger nao linear

(1)

em que V : RY — R é um potencial e f : R — R é uma funcao nao linear, com crescimento
subcritico e superlinear quando |u| — 0.

A equagao (1) aparece em vérias aplicagoes na Fisica-Matematica. Em particular,
em muitos campos da Fisica, quando sao descritos, por exemplo, os condensados de
Bose-Einstein [30, 32] e a propagagao da luz em alguns materiais 6ticos nao lineares
[33]. Aparece ainda, quando procuramos solu¢oes denominadas ondas estaciondrias da
seguinte equacao

—Au+V(x)u= f(u) em RN
u(z) -0 se |z| — oo,

in% = g W@y Fuhy em BY )

o 2m '
Neste caso, as ondas estaciondrias da forma ¥(z,t) = u 9c)eﬂhEt sao solugoes da
equagdo (2) se, e somente se, u ¢ solu¢ao de (1) com V(z) = 22(W(z) —t) e f(u) =

2 i u]u.

Considerando varias hipdteses sobre V' e f, a existéncia de solugoes positivas tem
sido extensivamente estudada. E sabido que a existéncia de solucao positiva para os
problemas do tipo (1) com potencial e nao linearidade periédicos tem sido estudado nao
so0 pela importancia nas aplicacoes mas também pelo interesse em pesquisa matematica,
(ver por exemplo [1] e [19] e como referéncia adicional Michel Willem [41]).

Sem a condigao de periodicidade, em [12, 13] encontramos um trabalho pioneiro para
esta classe de problemas nao lineares no RY. Em 1983 Berestycki e Lions mostraram,
usando minimizagao com vinculo, a existéncia de uma solucao positiva para o problema
(1) em que V' é uma constante positiva ou V' = 0 quando f'(0) =0, e f tem crescimento
subcritico no infinito. Quando o potencial V' ¢é limitado inferiormente por uma constante
positiva, mas satisfazendo uma condi¢ao de coercividade do tipo V(z) — oo quando
|z| — o0, e supondo que f tem crescimento subcritico no infinito, Rabinowitz [37] em 1992
mostrou a existéncia de solugbes positivas para (1) usando argumentos do tipo minimax.
Ainda no caso de existéncia de solucao positiva, mas sem a condicao de periodicidade
bem como a condicao de coercividade, mas impondo uma condi¢ao de que o potencial
seja assintdtico a uma constante, no infinito, ou seja, | l‘gn V() =V >0eV(z) S Ve

x [e.9]

mencionamos, por exemplo os trabalhos [3, 5, 34, 36, 43] e suas referéncias, (aqui < denota
que a desigualdade é estrita num subconjunto de medida de Lebesgue positiva em RY).
Ja em 2005, Benci, Grisanti e Micheletti em [11], usando Principio de Concentragao
de Compacidade e supondo xlgg() V(x) = 0, mostraram que se V(z) > 0 para todo
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r € RY e V(z) > 0 sobre um conjunto de medida positiva, o problema (1) nao tem
solugdo de energia minima positiva. Por outro lado, se V(z) < 0 e V(x) < 0 sobre um
conjunto de medida positiva, entdao o problema (1) tem uma solugdo de energia minima.
Neste sentido, podemos citar alguns resultados recentes onde V' muda de sinal, como em
17, 18, 20, 21, 29, 38].

Estamos interessados, em particular, na existéncia de uma classe especial de solucoes
que mudam de sinal. Mencionaremos alguns trabalhos recentes que tratam da existéncia
de solugoes que mudam de sinal para (1). Antes porém, esclareceremos algumas definigoes.
Dada 7 : RY — RY uma involucio ortogonal nao trivial, ou seja, uma transformacao
linear ortogonal em R tal que 7 # Id e 72 = Id, aqui Id denota a identidade em R”, se
u(tr) = —u(r) dizemos que u é T-antissimétrica. Um exemplo da involu¢ao dada acima
6 7:R? - R? tal que 7(z1,79) = (z1, —22). Em nosso trabalho solugoes antissimétricas
nao triviais sao solucoes que mudam de sinal ou solugoes nodais. Com potencial V =1,
Noussair e Wei [35], estudando (1) em um dominio limitado, mostraram a existéncia de
solucoes nodais. Ainda em dominio limitado, mas invariante sob uma involucao ortogonal
Castro e Clapp em [16] mostraram a multiplicidade de solugoes antissimétricas se f tem
um comportamento critico no infinito. Em [6] e [7] foram obtidas solu¢oes que mudam
de sinal de (1) em RY, com a nao linearidade f(x,u) subcritica no infinito, mas impondo
uma condicao de coercividade no potencial. Além disso, em dominios ilimitados, podemos
mencionar [42] entre outros. Em [25] Furtado, Maia e Medeiros mostraram a existéncia
de uma solucao de energia minima positiva e também a existéncia de uma solucao nodal
para (1) com V sendo um potencial que (possivelmente) muda de sinal. Eles usaram
argumentos de minimizagao com vinculo sobre conjuntos tipo Nehari e uma versao do
conhecido “lema de splitting” por Struwe [40] como a ferramenta principal nos argumentos
de compacidade.

Recentemente, Ghimenti e Micheletti [26] considerando |1|im V(z) = 0 e uma classe
Tr|—0o0

apropriada de potenciais V' mostraram a existéncia de pelo menos um par de solugoes 7-
antissimétricas do problema (1). Mostraram ainda que a energia dessas solugoes é minima
e que elas mudam de sinal exatamente uma vez.

Finalizando nossos comentérios, Furtado em [24] mostrou a existéncia de solugao 7-
antissimétrica para o problema semilinear —Au + Au = |u|??u em um dominio limitado
e suave 2, onde u = 0 na 99, 2 < p < 2* e A > A = A\(p). Podemos ainda mencionar [28]
onde Hirano provou, para V =1 e ¢(x) convenientemente escolhido, ||¢ — 1||oc pequeno,
a existéncia de pelo menos dois pares de solugoes que mudam de sinal para o problema

—Au+u=q(x)|uf'u em RN

Inicialmente, estudaremos um caso particular do problema (1), mais exatamente
formularemos um resultado de existéncia de solucoes T-antissimétricas para o problema
eliptico nao linear

—Au+V(r)u=|uftu  em RY
u(rzr) = —u(x) (Pv)
u(z) =0 se |x| — oo,
onde N > 3el < p < 2*—=1. Um dos nossos objetivos é formular um resultado

de existéncia de solugdo T-antissimétrica para (Py). Para tanto, consideramos algumas
hipSteses bésicas sobre o potencial V : RV — R,



(V1) V é continua e existe Vp > 0 tal que V(x) > Vp;

(V2) lim V(z)=V., V(z)s Vy;

2| =00
(V3) V(rz) = V(x);
(V4) V(z) < Vo — Ce 1l para todo # € RN com 0 < v < /Vo e C > 0.
Como exemplo de um potencial verificando as condigoes (V1) — (V4) temos

b+ | |?

V(z) = TW’

onde 0 < b < 1.
Enunciamos a seguir nosso primeiro resultado.

Teorema 0.1 Suponhamos que V satisfaz (V1) — (V4). Entao existe uma solu¢ao 7-
antissimétrica nao trivial do problema (Py), isto €, emiste u € H*(RN)\{0} tal que
u(rx) = —u(x). Além disso, u é uma solu¢ao que muda de sinal exatamente uma vez.

Em um segundo momento, nosso propoésito é estabelecer as condigoes necesséarias a
generalizacao do problema (Py). Assim, trabalhamos com o seguinte problema

—Au+V(x)u= f(u), em RN
u(rz) = —u(x) (Pr)
u(z) -0 se |z| — oo,

em que N > 3 e f é uma nao linearidade mais geral do que aquela considerada na primeira
parte e, como antes, a fungao V satisfaz as hipéteses (V'1)—(V'4). Um dos nossos objetivos
é estabelecer um resultado de existéncia de solucao T-antissimétrica para (Py) quando f
é impar.

Para a nao linearidade f, assumimos que

(f1) f € C'R,R);
(f2) f(0) = 0= f(0);

(f3) existem constantes aj,as >0 e 1 <p < 2*—1 tais que

|f'(s)| < a1 + ay|s|P~' para todo s € R,

(f4) existe uma constante p > 2 tal que, se F(s) := [ f(t)dt,

0<uF(s)<sf(s) e (u—1)sf(s) < f'(s)s* para todo s #0;

(f5) f é impar.



Como exemplo,
as® + [s|P7ts se s>0
fls) = { —as® + |s|P7ts se s <0,

onde a >0e 2 <p <2 —1, verifica as condigoes (f1) — (f5).

Nos inspiramos na parte do trabalho onde f(s) = |s|[P~!s. A principal diferenga ¢ a
nao linearidade mais geral f. Neste caso, a maior dificuldade encontrada é a perda de
homogeneidade.

Enunciamos entao o nosso segundo resultado.

Teorema 0.2 Sob as hipdteses (V1) — (V4) e (f1) — (f5) existe uma solugao nao trivial
u € HY(RY) T-antissimétrica do problema (P;), que muda de sinal exatamente uma vez.

Por argumentos conhecidos de regularizacdo mostraremos, (cf. Observacao A.3), que
a solugio u € CL¥(RN). Para verificar que u(r) — 0 quando |z| — oo, ver Observagao
A4

A condigao (V2) impoe um comportamento para o potencial V' no infinito, que exercera
um papel fundamental no desenvolvimento deste trabalho.

Tanto o problema (Py) quanto (Py) tém uma abordagem variacional. Aqui, estamos
considerando V' limitado inferiormente, esta hipdtese juntamente com (V'2), nos permitem
definir uma norma em H'(R") e considerar o espago de fungoes apropriado para obter
solugoes de nao s6 de (Py) mas também de (P;). Uma vez que a imersao de H'(RY)
em L"(RY) 2 < r < 2* nao é compacta, a nossa principal dificuldade consiste no fato
de que o funcional associado pode nao satisfazer a condicao de compacidade definida no
Capitulo 1. Para superarmos esta dificuldade apresentamos e provamos duas versoes do
“lema de splitting” relacionadas aos nossos problemas. Este resultado juntamente com a
hipétese (f4), que é uma versao da condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz [4], nos permitem
descrever para quais niveis de energia nosso funcional associado Iy, sobre a variedade de
Nehari considerada, satisfaz a condi¢ao de compacidade.

As provas dos nossos resultados foram inspiradas e adaptadas em parte nos traba-
lhos de Ghimenti e Micheletti [26] e também Furtado, Maia e Medeiros [25]. Em nosso
caso, nao precisamos exibir uma classe apropriada de potenciais V' como foi feito em
[26], simplesmente consideramos um potencial mais geral satisfazendo algumas condigdes,
como por exemplo, o comportamento do potencial V' no infinito. Observe que nosso
potencial ndo esta na classe de potenciais considerada em [26]. Por outro lado, Furtado,
Maia e Medeiros em [25], embora tenham considerado um potencial satisfazendo (V2),
nao obtiveram solucao nodal com a mesma antissimetria das solucoes apresentadas neste
trabalho. Além disso, a hipdtese (V4) de ordem de crescimento de V(x) no infinito foi
melhorada com respeito a [25].

As maiores dificuldades encontradas em nosso trabalho foram estabelecer uma versao
do “lema de splitting” para cada um dos problemas estudados e também as comparagoes
das energias.

Nossa contribuicao neste trabalho consiste em encontrar uma classe especial de
solugoes que mudam de sinal. Nosso trabalho estd dividido em dois capitulos e dois
apendices.

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo do problema (Py).

No Capitulo 2, nosso interesse é esclarecer um pouco mais questoes relacionadas a
existéncia e caracteristicas de solugdes que mudam de sinal do problema (P} ), para tanto,
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verificamos sob quais condi¢oes podemos generalizar este problema. Mais especificamente,
estudamos o problema (Fy).
Se u é uma solucao antissimétrica do problema (Fy) entao

(V) = V(x))ulz) = =(f(—u(z)) + f(u(z)))

para todo z € RY | isto implica que as hipéteses (V3) e (f5) sdao equivalentes quando
u(z) # 0. Com isto, é natural assumirmos ambas as hipdteses. Em particular, em muitos
resultados de multiplicidade de soluges, como em [12, 26, 25|, é natural assumir que f é
uma funcao fmpar.

Nos Capitulos 1 e 2, usamos o fato que o problema limite associado a equagao (1)
possui uma solugao radialmente simétrica e positiva, devido a Berestycki-Lions [12].

No apéndice A apresentamos alguns resultados que serao usados no decorrer de todo
o trabalho. Entre outros, apresentamos um lema devido a Brézis e Lieb, no qual damos
uma nova versao para a demonstracdo do Lema 8.1 em [41].

Finalmente, no apéndice B, enunciamos a versao geral do Lema de Brézis-Lieb [15].
Além disso, apresentamos o resultado de existéncia de solugao, dado por Berestycki-Lions
[12], para o problema limite associado a (1). Entre outros resultados, apresentamos ainda,
uma importante desigualdade dada por Alves, Carrido e Medeiros em [2].

O contetdo deste trabalho esta organizado em dois artigos intitulados “Antisymmetric
solutions for the nonlinear Schrédinger equation”, aceito para publicagao em Differential
and Integral Equations e “A note on existence of antisymmetric solutions for a class of
nonlinear Schrodinger equations”aceito para publicacao em Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Physik.

Enunciaremos novamente, em cada capitulo, os resultados principais, bem como, as
hipéteses sobre a fungao V' e as nao linearidades.



Capitulo 1

Existéencia de solucoes
antissimétricas para a equacao de
Schrodinger com nao linearidade do
tipo poténcia pura

O principal objetivo deste capitulo, é mostrar que, usando um principio de
concentracao de compacidade, é possivel encontrar condigoes suficientes para a existéncia
de uma classe de solugdes que mudam de sinal do problema eliptico

—Au+V(z)u=|[uftfu  em RN
u(rz) = —u(x) (Py)
u(z) =0 se |x|] — oo,
onde N >3, 1<p<2*—1le7:RY - R" é uma involucio ortogonal nao trivial
que é uma transformacao linear ortogonal em RY tal que 7 # Id e 72 = Id, aqui Id

sendo a identidade em RY. Para tanto, consideramos algumas hipéteses bésicas sobre
V:RY - R,

(V1) V é continua e existe Vy > 0 tal que V(x) > Vp;

(V2) lim V(z)=V,, V(z)= Vi;

|z|—o00
(V3) V(rz) = V(x);
O seguinte teorema contém o nosso resultado principal:

Teorema 1.1 Suponhamos que V' satisfaz (V1) — (V3). Se para algum 0 < v < /V
temos

(V4) V(z) < Vo — Ce ! para todo x € RV |

entao existe uma solugdo T-antissimétrica nao trivial do problema (Py), isto €, existe
u € HY(RM)\{0} tal que u(tx) = —u(z). Além disso, u é uma solucio que muda de sinal
exatamente uma vez.



1.1 A estrutura variacional

Nesta se¢ao apresentaremos a estrutura variacional do Problema (Py).

Em vista do Lema A.1, podemos considerar E como sendo o espaco de Hilbert H*(RY)
munido com o produto interno

(u,v)g := / (VuVv + V(z)uv)dz, para todo u,v € F
RN

com a norma associada dada por

2

|lullg == {/ |Vul? + V(z)u’dx
RN
A involucao 7 de RY induz uma involucao T, : E — E definida como segue,

Tr(u(x)) := —u(r(x)).

Denotemos por E7 := {u € E': T;(u(x)) = u(z)} o subespago das fungoes T-invariantes.

Seja Iy : E — R dado por

1 1
IV(U) = 5 /RN (|VU|2 + V(l’)u2> dl’ — m v |U|p+1dl'.

Notemos que pelo Lema A.1 o funcional Iy estd bem definido. Além disso, Iy € C*(E,R)
com

I (u)p = / (VuVe + V(x)up) dx — / |ulP"tupdr  para todo u, ¢ € E.
RN RN

Consequentemente, pontos criticos do funcional Iy, sao precisamente solucoes fracas do
problema (Py). A variedade de Nehari associada é dada por

Ny = {u € B\ {0} : (I (u),u) = 0} = {u € B\{0} : [lullf = [Jul[}33: } -

Para obtermos solugoes 7-invariantes, estudamos pontos criticos de Iy restrito a
seguinte variedade de Nehari 7-invariante

Ny, ={ue Ny : T;(u(z)) =u(z)} = Ny NE".

Notaremos, posteriormente, que N{, é nao vazio. Além disso, seu espago tangente em u é
dado por

TUN;:{UGE:Q/

RN

(VuVov + V(z)uv)dx — (1 + p) / lu|P~tuvdr = 0}.

RN

Aqui, denotaremos por

my = uler]lév Iy(u) e mj = UIEIJI\% Iy (u).



Consideraremos ainda o seguinte problema limite de (Py):

—Au+Vou=|uPtu em RN (Py)
cujo funcional associado é dado por

1 1
[ — 2 2 - p+1 ]
o) 5 /RN (|Vul* + Voou?) da 0T o |ulP™ dx

Além disso, denotaremos por

Noo i={u € E\ {0} : (I (w),u) = 0} = {u € E\{O} : [Jull* = [[u| 5]}, }

NI :={u € Ny : T-(u(z)) = u(xz)} = N N E,

onde

llu|| = {/ (Vul? + Vou’dr
RN

define uma norma associada ao produto interno
(u,v) := / (VuVo + Vouv)dz, para todo u,v € E.
RN

Na sequeéncia, denotaremos

Moo = ugzlvfoc Io(u) e ml = ugzlvfgo Ioo(u).

1.2 Uma versao do “Lema de Splitting” devida a M.
Struwe

Relembremos a seguinte condigao de compacidade: dizemos que Iy satisfaz a condigao
de Palais-Smale, abreviadamente (PS), se qualquer sequéncia {u, } C E tal que Iy (u,) ¢
limitada e I{,(u,) — 0 possui subsequéncia convergente.

Nesse mesmo sentido, dizemos que [y satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel
¢ € R, abreviadamente (PS)., se qualquer sequéncia {u,} C F tal que Iy(u,) — ce
I{,(u,) — 0 possui subsequéncia convergente.

No nosso caso, como estamos lidando com um problema eliptico modelado no R¥, o
funcional Iy, sobre Ny, pode nao satisfazer a condi¢ao (PS). para todo nivel de energia c.
A fim de superar esta falta de compacidade apresentaremos a seguir um lema que descreve
as sequéncias (PS) em E7. Este lema é uma versao do resultado devido a M. Struwe [40]
(ver também [10]), conhecido como Lema de “Splitting”.



Lema 1.1 Seja {u,}nen C Ny tal que
Iy(un) = ¢ e Iy|ng(un) — 0.

Entao, a menos de subsequéncia, existem dois inteiros ki, ko > 0, ki + ko sequéncias
{y2}n, uma solugao T-antissimétrica ug do problema (Py ), ky solugoes u?, j =1,....k; e
ko solugoes T-antissimétricas u?, j = ky + 1,...,ky + ko do problema (Py), tais que, ou

1. u, — ug fortemente em E, ou
2. sej=1,..ky, entao Tyl # yl, e |yl| — oo quando n — oo;

3. sej=ki+1,.. ko, entio Ty. =yl e |y)| — oo quando n — oo;

k1 k1+k2
4oun(x) =) + Y [z —y)) + T (w — y))] + > w(x—y)) +o(1);
j=1 j=k1+1
k1 . k1+k2 .
5. Iy(un) = Tv(ug) +2)  Lo(w) + D Io(u).
j=1 j=ki+1

Prova. Desde que {u,} ¢ uma sequéncia (PS). para o funcional Iy restrito a variedade
N7, entdo {u,} é uma sequéncia (PS). para o funcional Iy,. De fato, sabemos que

E — L"(RY) continuamente, para 2 <r < 2*.

Com isto e usando o fato que {u,} C Ny afirmamos que existe p > 0 tal que

/RN up [P > pPt > 0. (1.1)
De fato, da imersao de E em LPT! existe C' > 0 tal que
CllunlZoer < Tl [5- (1.2)
Como u, € Ny entao I{,(u,)u, = 0, isto é,
1
lunl|% = lunll s (1.3)
Assim, por (1.2), (1.3) e p+ 1 > 2 obtemos que
]| o1 > C77 = p > 0, (1.4)

de onde obtemos (1.1).
Consideremos agora, {u,} a sequéncia dada acima. Temos que

Iv(u,) = ¢ e I,(u,)v — 0 paratodo veT, Nj. (1.5)

Para concluirmos que {u,} é uma sequéncia (PS). para o funcional Iy, precisamos
mostrar que
I{, (uy)v — 0, para todo v € E. (1.6)



Definamos
J(u) = I, (u)u = / \Vul? + V(z)u® — / |u|PH!
RN RN

logo
J'(u)z =0, paratodo z € T,,Ny.

Agora, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe A, € R tal que

Segue que

Pwhun = 2 [ [Vl Vit - 41 [ Jup
RN R

N

=2 ey [
RN RN
= (1-p) [ Pt <1 -ppt < —C <o,
RN

de onde segue que
J (up)u, < —C < 0. (1.8)
Além disso, por (1.5), temos que
vy ()t = o) (19)
Por outro lado, como u,, € Ny, entao
I (up)uy, = 0. (1.10)
Assim, por (1.10), temos em (1.7) que
Iy vz (tn )t — An " (tn )y, = 0. (1.11)

Portanto, considerando (1.8), (1.9) e (1.11) obtemos que A, — 0 quando n — co. Segue
que
I, (uy)v — 0 para todo v e E". (1.12)

Visto que a agao T é isométrica e por (V3) temos que I, (uy,) = T I{,(Tru,) = T 17, (uy),
entdao I{,(u,)v = 0 para todo v € (E7)t. Portanto I{,(u,)v converge a zero para todo
v e E, e (1.6) segue.

A seguir, mostraremos que {u,} é uma sequéncia limitada em E. De fato, por (1.5) e
(1.6) temos que

Iy(u,) = ¢ e I,(u,)v =0 paratodo v € E. (1.13)
Assim, para n suficientemente grande

Iy(un) <1+c e Ly(un)(—un) < (p+ 1ltn]|e.
logo

1
p+1

1 1
untin = (5= 7 ) Il

p+1

L+ c+ ||unlle > Iv(u,) —
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de onde segue que {u,} é uma sequéncia limitada em E, e portanto, u,, — up em E.

Mostraremos agora que I{,(up) = 0. De fato, visto que u, — up em E, da imersao
compacta de £ < L7 (RY) obtemos que u,, — ug em L] (R"Y), para 1 < r < 2*. Logo,
se K é um subconjunto compacto de R¥,

un(r) = up(xz) para quase todo x € K,

e existe
h e LP(K) tal que |u,(z)], |ug(z)| < h(xz) para quase todo = € K.

Desde que C§°(R”Y) é denso em FE, podemos fixar ¢ € C5°(RY) e considerar K = supp(yp).
Entao, pelas observagoes acima

|t ()P (2)p(2) = Jug(2) [P~ ug(2)p(x)  para quase todo z € K.

Além disso,
|wn (2) [P un (2)o(x)| < hi(z) para quase todo = € K,
onde hy(z) := ||¢||eh(x)? € L'(K). Assim, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtendo

lim | [P o = / lug|Ptugp, para todo ¢ € C5°(RY). (1.14)
N RN

n—oo R

Por outro lado, segue da convergéncia fraca de u, a uy em E que

lim Vu,Vo+ V(x)u,p = / VuoVe + V(x)ugp, para toda ¢ € C°(RY). (1.15)

n—oo RN RN
Assim, por (1.14) e (1.15), obtemos que

lim Iy, (un)e = If, (ug)p, para toda ¢ € C3°(RY).

n—o0
Mas, por hipétese lim,, ;o I{,(u, )¢ = 0 para toda ¢ € C5°(RY). Logo,
I, (ug)p = 0 para toda ¢ € C5°(RY). (1.16)

Agora devemos verificar que uy € Ni,. De fato, sabemos que u,(x) — ug(x) para quase
todo z, além disso, u, € Ny implica que T, (u,(x)) = u,(x), logo
Tr(ug(x)) = —ug(tz) = — lim u,(72) = lim —u,(72)
n—oo n—oo

= Jim T (g (2) = Jim u(2) = ug().

Segue, portanto, que ug € Ny,.
Seja ul := u, — ug. Temos que

(1) Nuplly = lluallE = lluollz + o(1);
(ii) Ioo(ui) — C — [V(UO);
(iii) I/ (u!) — 0.
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De fato,
(i) como u, — ug em HY(RY) entao

<unau0> — <U0,'U,0> = HUOH%
Assim,

lunlll = llun — ol = llwall = 2(uun, 1) + lluoll
= unllE = 2lluollE + lluollE + o(1)

= luall = lluoll% + o(1),

como queriamos.
(ii) Note que, se ug € L*(RY) e u,, — ug em L2 (RY), entdo

loc

Vooupuodr = Voougdx + o(1).
RN RN

Para tanto, devemos verificar que
/ Viooto(ty, — ug) — 0,  quando n — oo. (1.17)
RN

De fato, temos que

/ Voot (ty — ug) = / Viotto (uy, — ug) + / Viotto (u, — ug)
RN RN\BRr(0) Bgr(0)

< Voo||U0||L2(RN\BR(0))||Un - U0||L2(RN\BR(0))

+Vaolltol| 22(Br o)) || tn — UollL2(BR(0))-

Sabemos que, dado € > 0, podemos tomar R > 0 tal que

3
(/ |u0]2) <e (1.18)
RN\ B (0)

Além disso, desde que {u,} é limitada em H'(R") entao existe M > 0 tal que

3
(/ |y, — u0|2) < M para todo n € N. (1.19)
RN
De (1.18) e (1.19) obtemos que

VOOHUOHL2(RN\BR(O))||U7L — UOHLQ(RN\BR(O)) < EMVOO, (120)

se R > 0 é suficientemente grande e para todo n € N. Por outro lado, como u,, — ug em
L2 (RY) entao

Voo||u0||L2(BR(O))||Un — u0||L2(BR(0)) — 0, quando n — 00. (1.21)

Assim, por (1.20) e (1.21) obtemos (1.17).
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Afirmamos que, por (1.17), pela convergéncia fraca de {u,} e pelo Lema A.2, segue
que

Tecluh) = Ty ) + (o) = 3 /RN (Vi = V) () — (o)) dz + (1), (1.22)

De fato, temos que

1
Falwh) = Fo(un) + Frun) = 5 [ (= wo)? = [Vuaf? + [Vo])
R
1 2 _ 2 _ 2 2
+5 (Voo — Voo2upug + Voug — V(x)u;, + V(x)ug)
RN
1
— — p+1 p+1 _ p+1
o IRN( |t — uo|"" + [un)| |uol™).

Por (1.17) obtemos que

1 1
5 /RN Vaott2 — 2Vt + Vaouddr = 3 /RN(VOOU?1 — 2Voul + Vaooud)dx + o(1)
1
= 3 /RN(VOOUZ — Voud)dx + o(1).
Assim,
1

5 /]RN Viott2 — Vo 2untig + Vaoud — V(2)u2 + V(2)uj = % /RN((VOO — V) ((un)? = (uo)?))dz + o(1).

Finalmente, desde que u,, — ug em FE, entao
/ IV (ty, — up)|* — |Vup|* + [Vue|* = / Vu,|? — 2Vu, Vug + [Vue|? — [Vu,|* + |Vug|?
RN RN

_ / (—2Vuo Vg + 2| Vg |2)dz + o(1)
RN
= o(1).

Diante das observagdes acima, obtemos a afirmagao (1.22).
Por (V2), dado € > 0 existe R > 0 tal que

Ve —V(z)| <e em RN\ Bg(0).

Usando esta desigualdade, (V'1), a limitagao de {u,}, a desigualdade de Holder e o fato
que u, — up em L?(Bpr) mostremos que

[V = V) = (w0)) = o). (1.23)
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De fato, temos que

[V = V) = (w0
< / (Vi — V)| (tm)? — (w0)?] + / (Vi = V)l (un)? — (0

RN\Bg

< O (un)® = (o)) +6/ [((un)* = (u0)*)]

Br RN\Bpg

< 0 [l = funll I}l + ) + € (g + olFeny
R

IA

Clltun = toll 25t + oll 2051 + € (Cllunl + ol ) )

IN

Ce (ltnllz2(m) + ol z2()) + € (CM2 + o))

IN

Ce (ellunll s + ol z2csny) + € (CM? + o)

IN

Ce (M + ||uoll 2(5) + € (CM2 N Huoy\;(m) — o(1).
Assim, obtemos (1.23). Substituindo em (1.22) obtemos que
Ioo(uy,) — Iy (up) + Iy (1) = o(1). (1.24)

De onde segue que
Io(ul) — ¢ — Iy (ug),

como queriamos.
(iii) Agora devemos mostrar que
I' (u}) =0 quando n — oo. (1.25)
Para tanto, mostraremos primeiramente que
I (up) = I (uy) + o(1), (1.26)

e para isto é suficiente termos que
/ (Ve = V(2))ulyp — 0, n — oo, para toda ¢ € C3°(RY).
RN

De fato, visto que u} — 0 em E entao ul — 0 em L?(Bg(0)). Usando isto, a limitacao
de ul em L*(RY) e (V2) segue que

[ = Vil

< [ eVl [ Ve Vi)l
RN\Bg(0) Br(0)

< HSDHH(RN)HVoo - V(x)HLOO(RN\BR(O))|’u7leL2(RN)
el L2(B(0) 2Voo |t || 22 (B (0))
< Cek+Ce=o0(1),
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de onde segue (1.26). Em seguida, vejamos que
I () = B (un) — I (o) + of1). (1.27)

De fato, pelo Lema A.2 temos que

—/ |t — [P~ (g — o) = —/ [ T +/ |uo [P~ uow + o(1),
RN RN RN
para toda ¢ € Cg°(RY). Assim,

T () = I (n — o) = / (VunVep + V(@) — |unP unpde

RN
- / (VuoVep + V(@)uop — uo|" uow))dz + o(1)
RN
= Iy (un)p — Ij (uo)p + o(1),

de onde segue (1.27). Dessa forma, por (1.26), (1.27), usando o fato que {u,} é uma
sequéncia (PS) de Iy e que por (1.16) temos que I{,(uy) = 0, obtemos

() = Iy (u,) + 0(1) = Iy (un) — I (uo) + o(1) = o(1),
de onde segue (1.25). Portanto, obtemos que {u!} é uma sequéncia (PS) para I,. Além

disso, desde que u,,uy € Ny, e T, ¢é linear segue que T, (u))(z) = u!(z). Sabemos que
ul — 0 em H'(RY), entao consideremos agora

d := limsup sup / |ul (2)|?d.
Bi(y)

n—oo  yecRN
Se § = 0, segue do Lema de Lions [31] que
ul — 0 em LYRY), para qualquer 2 < g < 2*. (1.28)

Por (1.25) temos que I’ (ul) — 0 e desde que {ul} é uma sequéncia limitada entdo

I’ (u})ul — 0 quando n — oo, isto é,
/ |Vul|? + Voo (ul)? — [ul Pt — 0, quando n — oco. (1.29)
RN
Sendo 1 < p <2*—1entao 2 < p+ 1 < 2% logo por (1.28)

[ tr o
RN

Assim, substituindo em (1.29)

/ VUl + Vie(uh)? 0,
RN

segue que
Uy —> Uy em F,
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isto é, ug é uma solugdo T-antissimétrica do problema (Py), o que completa a prova.
Agora, se § > 0, obtemos uma sequéncia {y, } C RY tal que

/ ul (z)*dz > é (1.30)
Bi(yn) 2

Definamos uma nova sequéncia {v!} C E fazendo

vi = u}b( + Yn)-

Como {u}} ¢ limitada entao {v.} também o é, e portanto podemos assumir que v} — !

em E e vl(z) = ul(z) para quase todo x € RY. Por (1.30) temos que
1002 0
/ 0! (2)2dz > 2. (1.31)
B1(0) 2

Da convergéncia fraca sabemos que v! — u! fortemente em L?(B;(0)) e, portanto, para

n suficientemente grande
4]
| w@pds =3,
B1(0) 2

de onde segue que u! # 0. Além disso, como ul — 0 em E, segue que {y,} é uma
sequéncia ilimitada. Portanto, a menos de subsequéncia, podemos assumir que |y,| — oo.
Finalmente, visto que estamos sob as hipdteses do Lema B.2, (cf. Lema 8.3 de [41]),
obtemos que I’_(u') = 0.

Consideremos RY =T @', onde I' := {x € RY : 7(z) = x}. Consideremos ainda Pr
a projegao sobre o subespaco I'. Neste ponto, podemos distinguir dois casos:

Caso I: Se |y, — Ty,| é limitada, definimos ¥y} := Pr(y,);

Caso II: Se |y, — Ty,| é ilimitada, definimos y. = y,.

Vejamos cada um dos casos:

Caso I: Observemos primeiramente que |y!| — oo. De fato, pela Observagao A.1
sabemos que a transformacao linear ortogonal 7 : RY — R ¢ diagonalizdvel e, pela
Observacao A.2, sem perda de generalidade, podemos supor que

T(Z1y ooy They Tl 1y ooy TN) = (L1 ooy Thoy =Tl 1y oeey —TN)- (1.32)
Denotando por
Yn = Pf(yn) + wy, = yi + wy,
entdo y, = Pr(y,) implica 7(y}) = yp. Seja y, = (af,..., 2}, 27, ...,z%), onde

1 _ n n _ n n
Yp = (27, ..., 23,0,...,0) e w, = (0,...,0, 27, ..., v%). Temos que

T(yn) = (27, ., ), =Ty, ooy — TN ),

1Y — Tyn] = [(0,...,0, 2271, ..., 22%)| = 2|wy|.

Assim, na nova base temos que |y, — Ty,| é limitada, isto é, existe M > 0 tal que
[Yn — Tyn| < 2M, isto é, |w,| < M. Logo, desde que ¥y, = vy} + w,, |y,] — oo quando
n — oo e |w,| < M entao |yl| — oo quando n — oo. Portanto, podemos considerar a
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sequéncia {ul (- + y})},, que é limitada, logo, a menos de subsequéncia, ul (- +y!) — u!
em E, e u! # 0 é solugao do problema limite (P,,). Além disso, como 7(yl) = y! entao
T.(u'(z)) = —u'(rz) = — lim ul(rz +7})
n—oo

= lim —u,(r(z +y,))

n—o0

= lim u.(z +y}) =u'(z).
n—oo

Definamos

U (2) =t (2) — u (2 — yy,).

Verificaremos que {u2}, é uma sequéncia (PS) para I.,. Temos que

Tnd) = 5 [ V(@) = u'le = )P + Val () (o) = ' = )
1 1 1 13 [p+1
T |t () = u (x — ) [P

Se z =x —y. entao x = z + y! e dr = dz. Renomeando z por z na mudanca de varidvel,
obtemos que

1
Lo(up(2)) = 5/ [V (up (@ + ) — ' (2) P + Vio (u, (2 + 9,) — u ()
RN
1 1 1 17\ |p+1
g L) @)
Temos que
ln (- + y0) = 1* =l (- + g 1P = 200, (- + ) w') + [ (1.33)

Visto que ul(- +y!) = u' em E, pela definigao de convergéncia fraca e o Teorema da
Representacao de Riesz, obtemos que
(un (- + ), ) = (u', ), para toda ¢ € E.

Em particular,

<urlz< + y}z)aul> — <u1>u1>7

de onde segue que,
(up(- +yp),u') = [lu'|* + o(1).

Substituindo em (1.33) obtemos que

et (- 4 3) = ! II* =l (- + )1 = 20wt [* + (1) + [[u]?

(1.34)
=[lup|I* = [[u[* + o(1).

Por outro lado, pelo Lema de Brézis-Lieb [15], obtemos que
[ty —at@ptt = [ et [ et eon.  (13)
Assim, de (1.34) e (1.35), obtemos que
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1 1 1
Io(u2) = =|lul |2 — =[u!]? 1) — p+1
(1) = Slluhl* = G|+ 0(1) = = [ Jub(a +3)
1
oo [ @ o)

= I.(u )—[ (u') + o(1).
Sendo {u) } uma sequéncia (PS) para I, temos que I (u)) converge, e portanto, I, (u?)

também converge.
Finalmente, mostraremos que

(1.36)

I' (u2)p — 0 para toda ¢ € C5°(RY). (1.37)
Visto que {ul} é uma sequéncia (PS) para I, sabemos que
I’ (ul)p =o(1) para toda ¢ € C°(RY). (1.38)
Além disso, como u' é uma solugao do problema (Ps,) temos
I’ (u')p =0 para toda ¢ € C3°(R™Y). (1.39)

Assim, com uma mudanga de variavel, (1.38) e (1.39) obtemos que

el = | / Vul(0)Vip(a) + Vaouh (2)ile) — V(& — ) Vi) — Ve (2 — )
(@) — (o — g (wh(a) — oo — )l
- / b () P () — o (= )P 2 ) ()
ub(e) — (o = g () — i (w — yh))ole) + o(1)
= | / G G G P Sy I M B B ety
bz ) — w P () — (2Dl ) + o1

Agora, se f(v) := |v|[P~ v, procedendo como no Lema A.2, obtemos que

/RN(f(u,ﬁ(z + ) = flun(z +yp) —wi(2)) = f(ur(2)e(z +3)

< Cellel @y,

de onde segue (1.37). Portanto, {u?},en ¢ uma sequéncia (PS) para I.

Caso II: Aqui, sabemos que |y, — Ty,| ¢ ilimitada e definimos 3! = y,. Além disso,
sabemos que u!' # 0 é solugao fraca do problema (P,.). Seja u? := ul — ~,, onde

st = oo =i (F280) ey (2T

Pn Pn

com
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e a funcao corte x : Ry — [0,1] é uma fungao C* tal que

(s) = 0 paratodo s> 2,
X =1 1 para todo s <1,

e [X'(s)| < 2, para todo s.
Como 7 é uma transformacao linear ortogonal, segue que

Tr () = —7yulre) = —u'(t2 — yp)X (’mp—_ny;') Fut(z—yl)y (\m ;nTy}J)

= u'(z—y,)x (M) —u' (T2 — y,)x (@) = ().

pTL n

Desta forma,

Tr(up(2)) = Tr(uy(2) = y(2)) = Tr(uy, (@) = Tr(ya(2))

1

= up(z) = (@) = up(2).

Devemos mostrar que {u?},cy é uma sequéncia (PS) para I.,. Para tanto, mostraremos
que

Lo(u?) = Io(u)) — 21 (u') + o(1) (1.41)
e utilizaremos o fato que {ul} é uma sequéncia (PS) de I.
Temos que
[unll® = Nl = Yall* = N1 = 2(un, 1) + 17l (1.42)
onde
(Up, ) = Viy VY + Vactiy Yo
RN
1 1 1 |z — y,] 1 1 |z — Ty,
RN Pn Pn
1 _ 1
+/ Vous {ul(l’ —Yp)X ('x y”') —ut (T — yp)x <—|m Ty"|> }
RN Pn Pn

RN

B VULV (o) x <|£B ;nyn ) + Vupu'(z — y))V <X (m;—n%'»
)

!
— Vulv (ul (t2 —y1)) x T2~ Yl ?Jn|)
RN Pn

o
—/ Vulu'(rz —yl)V (X (—’Tx Yl ))
RN Pn

T / Viubu! (2 — y)x ('w Y
]RN

Afirmamos que
(Up, y) = 2[[u [ + o(1). (1.43)

De fato, sejam

1 1
A= Vu,V (' -y,)) x (M) + Vieudul (z — yb)x (_lm yn') ;

RN Pn
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— 1 a1
= [ Vi (e = ) x (T s vt e = g (P,
RN Pn Pn

o
a = [ v w (o (M8
RN Pn

o
Ai:/ Vulu'(re —y! )V (X (—|T$ ynl))
RN Pn

A, — (|Vu'|* + Vo (u')?), quando n — oo.
]RN

Mostremos que

Temos que

A;—/ (V' + Vi (u)?)
]RN

< ‘A}l — [ VulV (ul(x — y,lL)) + Vaoubu (z — yi)} ‘
RN

+

Vu,V (u'(z = yp)) + Vacunu'(z — yp) — / (IVu']? 4+ Voo (u')?) | -

RN

RN

Seja z =z — y; entdo x = z + y,, e dz = dz, entao

A = |4 = | [ 90 (- ) + Vet - )|

RN

An(2) =

[V (e =) + Vida @ =) = [ (90 V)|

RN
Avaliando-se AL (1):

40 < [T ) + Ve ()] () -]
e e e ] [ () 1]

Ed

Para z € Bg(0) e n > ng temos que 2 < £

<

; o 0 quando n — oo, dai, para todo

Linl
parcela de AL(1) é igual a zero, se n for suficientemente grande. Por outro lado, pela
desigualdade de Holder e, usando o fato que |x(s)| < 1 para todo s, dado € > 0 existe
R > 0, independente de n, tal que

[ |0 T + Ve ') (E) - ]

z € Bgr(0) e para todo n > ng temos que X( ) = 1, de onde segue que a primeira

< o[ [T )+ Ve e e 2]}
z€RN\BR(0)
< 2HVU}L||L2(RN\BR(O))HVU1||L2(I[{J\T\BR(0)) + 2v00||u111“L2(RN\BR(0))HUIHL?(RN\BR(()))
< OV 2@v\sr©) + VaoCllu | 2@\ (o))
< Ce+ V. Ce,
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de onde segue que a segunda parcela de Al (1) converge a zero, se R for suficientemente
grande e independente de n. Consequentemente, Al (1) converge a zero, quando n — oo.
Trabalharemos agora com Al(2). Pela mudanga de varidvel, temos que

An2) = | [ V(2 +y,) V(' (2)) + Voo (2 + g Ju' (2) — (V' [* + Ve (u')?) |-

RN

De ul(z +y}) — u!(2), segue que

Vb (= + 91 V(6 (2) + Vb (s + 9h) (2) = [ (IVu P+ Vie ()
RN RN
e portanto Al(2) converge a zero quando n — oo. Dessa forma, podemos concluir a
afirmacgao.
Para avaliarmos A2, consideremos a seguinte mudanga de varidvel 72 — y! = 2 entao
r=7(z+yl) edr=dz Assim,

2= [ urtrte e () s v e (E))
Visto que ul é T-antissimétrica, entao
=~ [ v (2 e e (2.

Logo, de maneira andloga ao que fizemos para Al obtemos que
Az — {/ (|Vu']? + Voo(ul)Q)} quando n — oo.
RN

Para concluirmos nossa afirmagao em (1.43), resta-nos mostrar que tanto A3 como A?

Convergem a Zero. Temos que
N (Im — yil)‘ ‘V (|m — yil)‘
Pn Pn

T )l -

2 |(rz —y,)
< — a7l
pu | 172 — Y3
2
Pn

Portanto, usando mudanga de variavel novamente, a majoracao acima, a desigualdade de
Hélder e a limitagao de {ul}, obtemos que

z
< [ el (2o
pn<|z|<2pn Pn
< Z)vul o
= Un 112 (pn <|2|<2pn) U || L2 (pr <|2<2pn)
n
< 2,9 1
= ||un||Hé||u ||L2(pn<|z|<2pn)
n
2 1
S _M”U ||L2(Pn<|z|<2ﬂn)'

n
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Assim, A3 — 0 quando n — oco. De maneira andloga, obtemos que A2 também converge

a zero quando n — 0o e portanto, concluimos o que afirmamos em (1.43).
Agora, afirmamos que
Iyl = 2[lu|* + o(1).

Temos que
Il = [ 9P+ Vel
|z — Yy |72 — Yy
- / { fc—yi)x( —ul (T2 — yp )X
Pn Pn
x —yl S
]RN Pn Pn

1 |7'$ - yrlz| ?
+ Vo |t (rz —yp)x | —— || -
RN Pn

Por definicao
|‘T — yn’ 1
X #0 se, somente se |z —y,| < 2p,.

n

Além disso, pela escolha de p,

Tz —yy| = |r(re—y))| = |z —Tysl = o —yp +yp — Ty
> yp — 7yl — |z —yp|

Consequentemente,

_ 1 Rt
X <M) =0, sempre que Y (M) # 0.
Pn n
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Segue dai que

bl = [ 19— g [ (B
RN
_ 1
RN ‘””) v ((5))
RN Pn Pn
_ ! 2
i / [l ( x—yn N2 |V (’33 Y, )) +|Vu1(7'x—y71l)|2 [X<‘T$p Z/n’)]
RN n
_ 1
RN Pn
+ / [u1< 2 V( (|Tl’—yn)>2
RN
z -yt \1° 7z — yt\1°
o R (—)} #valuttra =g [y (D))
RN Pn Pn
Como j4 feito anteriormente para A3 e A%

-, usando mudanca de varidvel, a desigualdade
de Holder, a imersao de FE nos espagos L7 para 1 < ¢ < 2*, |x(z)| < 1 para todo z e

ainda que |V)(( )| < - obtemos que as integrais nas quais aparecem o termo Vy ( ‘>

tendem a zero quando n —> 00. Assim, obtemos que

U A M |

n

— a1\ 12
+ / [[Vu' (t2 — yp)[* + Voo lu' (2 — y,)]?] {X (M)] dz + o(1).
RN P

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

ol 2 [ 190+ Vil

RN

de onde segue o que afirmamos em (1.44). Substituindo em (1.42), obtemos

[l = Nl I* = 2]l I + o(1). (1.45)

Para concluirmos (1.41) precisamos avaliar os termos nao lineares em I (u2) e mostrar

que

[ T = lug 7oh — 2lut 755+ o(1). (1.46)

Para tanto, estimemos finalmente

1
T — yn
[oer = [ e - @rt = [ e - - (20
RN RN RN Pn
1
+ / u(tz — yh)x (—’Tx yn|) P
RN Pn
_ / |u1 —ul(:l:—yl)x <|x yn|> ’erl
Bapy, (yh) Pn
T — 1
o AN RN (M) ph
Bap, (Ty},) Pn

/ @)
RN\[szn (y'rlL)UBzﬁn (Ty’}b)}
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Sejam

1
= [ et ()
B2pn(y'rlz) pn

o1
S AR e G T
Bapp (Ty3) Pn

By =

" [ () [P

/RN\[BQpn (y2)UB2p,, (Tyl)]

Assim, por mudanca de varidvel, obtemos que

Bi= [ G —uon (U) e
|z|<2pn Pn

z
Bi= [ e+ () po
|z|<2pn Pn

Desde que u), é T-antissimétrica entao ul(7(- +y.)) = —u}(- + y}). Logo,
pi= [ i - w2 -
|z|<2pn Pn

Vamos mostrar que

up (- +yy) —u'y (u) —0 em E.

n

Visto que C°(RY) é denso em E, podemos considerar ¢ € C§°(RY) com suporte contido
em Br(0). Temos que

(up(-+y,) —u'x ('p—n|> p) = /BR(O) [Wi -V (ul(Z)x (%))} Vo

+ /BR(O) {Ui(z +y,) —u'(2)x ('p%')] 0.

Se z € Br(0) entao y (%) = 1, para todo n > ng, assim,
-

(Wh(-+ 41 — u'y (p—) o) = (ul(+ ) — u' ) +of1),

para toda ¢ € C°(RY) com suporte na Br(0). Desde que ul(- +yl) —u' — 0 em E,
entao se n — 0o

<u711( + yi) —uly (M) ,p) — 0, para toda ¢ € CSO(RN).

Dali,
ul (- +y) —u'y (u) —0 emE.

n
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Pn
sao limitadas em LP™. Assim, por argumento idéntico ao da prova do Lema A.2 com

ul(2)x (%) no lugar de uo(z) e |u'(z)x (‘;—J)‘ < |ul(2)| para todo z € RY obtemos que

2
B, = / |y, (2 + y) [P — / u'(z)x (l—) P 4 o(1).
|z|<2pn |z|<2pn Pn

Da mesma maneira,

Além disso, {ul} é limitada em F, logo por imersdo de Sobolev {ul} e {ul(z)x (ﬂ)}

|z

pi= [ et [ e (E) o),
|z|<2pn |z|<2pn Pn

Afirmamos que

ya
[ e (B [ e o
z|<2pn n
De fato, temos que
[ wer - | hﬂaxcﬂ)H1= / WP+ [ e
RN |z|<2pn Pn on<|z|<2pn |2|>2pn
-/ |¢@M<E5W“=dw,
pn<|z|<2pn Pn

pois u! € LPTHRY). Assim,
Bi= [ st [ u@rt o).
|z]<2pn
Da mesma maneira,
Bi= [ Gt - [ P o)
|z|<2pn
Portanto segue que
[ @t = [ etz [ et o) (1.47)
RN RN RN

De (1.45) e (1.47), obtemos (1.41). Como {ul} ¢ uma sequéncia (PS) para I, entdao
I(u?) = C, para algum C € R.

Para completar a prova, vamos mostrar que se n — 00,

I' (u?)p — 0, paratoda ¢ H'(RY). (1.48)
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Definindo S, := R¥\{Ba,, (y.) U Bs,, (Ty})}, temos que,

|]</>o<u721)90| :| - (u - )V(,D‘I— V (u _/yn) |u - '7n|p 1( 711_771)90|
:’ . VU}LVQD — V”)/nVSO + VOOU}LSO - Vooﬁ)/ngo - ‘u}z - Vn‘p_l(u}z - PYn)Sp’
R
=| | Vu, Vot Voo = V7V = Vol —/ g, — Y lP " (g, = Y0)
BQPn yn

—/ R R AT AL (TEAT
Bzon (Ty3)
= [kt [ qutpugl

RN RN

:| . VU;V(,O + VOOU}L(P - V’anSO - voo’)/n@
R

e P k= P = )l
B

2pn (y’lll)

S AN e e e O P A T
Bapn (Tyn) Sn

dPlulg / il — 3l ul — 7)o
Sn

RN |

[t P~ 2, = [, = Yl "™ (= 7))

+
— =

Bap, (y711)

_l’_
T

[l P — i — P (l — )] + / ol Pl
BQPn(Ty’}L Shn

’ p—1 1 / ’u p—1 l
RN
| [ Vure s Vo - [ e
RN RN

VA V@ + Vo e + / ub P~ ) — Juy, — Yo P~ (uh — )]
RN Bap, (y3)
T / kPl — = 7P ol — )]l
Bap, (Tyt)

Desde que {u}} é uma sequéncia (PS) para I, temos que
= / Vul Vi + Vaube — / lul P~ uto = o(1). (1.49)
RN RN

De (1.49), da defini¢ao de 7, e desigualdade triangular, obtemos que

I (u)p| < K+ K72 4 o(1), (1.50)
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Kb [l - -y (1)
B2pn (yn)
1

T — x — 1yl
— Vu'l(z —y,)x (—’ y"’) Vo + Voot (z — yp)x (—’ p y"‘) ol

1
K [t = =ty ()
2pn TYn
1
r—TY,
R N e
Pn
1 1
r—TY, r—TY,
N e A N e

Pn
T — Ty
-+/ rwvm—yva(L——ﬁﬂ)vw.
Bap, (Tyl) Pn

1

Estimemos K! como segue. Desde que u' é solugao do Problema (Ps,), fazendo uma

mudanga de varidvel, afirmamos que

1 1
/ Vul(z —y,)x <—‘3j y”') Vo + Voot (z — yp)x (—'m y"’) ©
Baon (5}) Pn Pn

o [ GO (e (2)

De fato, por mudanca de variavel, temos que

_ gyl 1
/ Vul(z — y,)x (—'x y"|> Vi + Vot (& — y,) X (—'x y”’) ¢
Bap,, (y1) Pn Pn

:/|Z|<2anu1(z)X<‘ |>Vg0(z+yn)+V u'(z)x (L’) oz 4 yp)dz

Desde que x = 0 quando |z| > 2p,, entdo

/ Vau'(z)x (‘ |> Vo(z +yl) + Vaeul (2)x (M> z+y)dz
|2|<2pn Pn

(1.51)
(2 + 1y, )dz.

RN
Agora, somando e subtraindo o termo fRN Vaul( (f) ©(z + y!)dz obtemos que
z
Vu'(z)x (| |) Vo(z +yh) + Veu' (2)x (H) z+yt)dz
RN
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=/ Vu'(2)V (X (Li') p(z+ yn)) + Viou' (2) (X (%) p(z+ yi)) dz

— | Vul(z)Vy ('pi') oz +yp)dz

RN

Como fizemos para A3 o 1ltimo termo converge a zero quando n — oo. Com isto e usando
o fato que u' é solugao de (P,,), obtemos que

RNvul() ( (|p|)g0(z—|—yn))+vooul(z)( (L') (z+yn))d
= [ e (2 ot ) as

Agora, desde que x = 0 quando |z| > 2p,, entao

/RN [ ()P (e )( (L’) (z+yn)> dz
- [ e (x (B et ) a-

u'(2)x (%) - ul(2)x (' ‘) ¢(z+y.)dz, obtemos

/|Z<2pn lut(2) [Pt (2 )( (’ ‘) (z+yn)) dz.
. /| ™ [yul(z>yp1u1(z)x (%) — u'(2)x (%) p_lul(Z)x (Lin')

Resta-nos mostrar que o tiltimo termo converge a zero quando n — oo, isto é,

[ [|u1<z>|p-1u1<z>x (E1) - |wron (£) " (4

De fato, desde que x = 1 quando |z| < p, entao
[ mterten (B furen (B i (B1)
|z]<2pn Pn Pn Pn
-/ ptra e (E) Jwon () v (1)
pn<|z|<2pn Pn Pn Pn

28

Somando e subtraindo o termo f‘
que

z|<2pn

oz +y,)dz

(2 +yp)dz = o(1).

oz +yp)dz

(z+y,)dz = Dy =Dy,



onde

B z
D= | P (U) oz + )z
pn<|2|<2pn

D? = / u'(2)x <M>
pn<|z|<2pn Pn

Mostremos que D! converge a zero quando n — co. Usando a desigualdade de Holder e
o fato que |x| < 1, obtemos que

z
D < [ wer () et + s
pn<|z|<2pn Pn
( / |u1<z>|p+1dz) ( / oz + y;>|p+1dz)
pn<|z|<2pn pn<|z|<2pn
_p_ 1
B 1 p+1d p+1 p‘Hd p+1 B 1
_ ()P eEIdz )" = o).
pn<|z|<2pn pn<|z|<2pn

Da mesma forma estimamos D?. Assim, obtemos que
p—1
1 E |>
u(2)x | —
o

[ [\ul(z)\plu%z)x (51~ Jun ()

converge a zero quando n — oco. Segue, portanto (1.51).
Fazendo uma mudanca de variavel e (1.51) , obtemos que

"~ u'(2)x (—) p(z +y,)dz.

n

IN

By = [ e bl el +
z|<2pn

o [l GO (e ()
E

- /| Ty (—) V(s +yh)dz + o(1),

- (u;(z +yn) —u' (2)X (M» Az

Pn

Un (2 + y,) — u' (2)x (M)

o(z 4+ yp)dz

n

Como fizemos anteriormente para A o termo com Vx converge a zero quando n — oc.
: aned 1 1 1 |2
Usando isto, o Lema A.2, a convergéncia fraca u, (z +y,) — u'(2)x (p—n> — 0 em E, u-

sando o Teorema do Valor Médio, da mesma forma como fizemos em (1.37), obtemos que
K} = o(1). Da mesma maneira podemos estimar K?, substituindo em (1.50) obtemos
(1.48).

Segue portanto que {u?} é uma sequéncia PS para I, também no caso II.

Agora procedemos por iteracao. Notemos que se v é um ponto critico nao trivial de
I e @ é a solucao de energia minima do Problema (P,,) dada por Berestycki e Lions [12],
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ver Proposicao B.1, entao temos que

L) > Lefa) = |

RN

1 1

Por outro lado, por (1.41) e (1.24) obtemos

To(u?) = Lo(u)) — 21 (u') 4+ 0(1) = Iy (u,) — Iy (ug) — 200 (u') + o(1)

1.53
=c— Iy(uy) — 21 (u') + o(1). (1.53)
De (1.52) e (1.53) a iteragao deve ser finalizada em algum indice k € N.
[
No lema seguinte obteremos uma relagao entre m7_ e 2mq.
Lema 1.2
2Me <M. (1.54)
Prova.
Mostremos primeiramente que se u € NI entao u™,u~ € N,. Usando mudanga de
varidvel e definindo A” := {z : —u(rz) > 0}, obtemos que
L) = [ (v [ Pt
{z: u(x)=0} {z: u(z)=0}
- / (IV(—u(ro))? + Ve ((—u(r2)))*)de — | [(~u(r2))[dz
T AT
= / (|Vul* + Voo (u)?)dz — / lulPttdz
{# u()<0} {2 u(z)<0}
= / (VU™ > 4+ Voo (u™)?)dz — / lu™ [PHdz
{z: u(2)<0} {z: u(2)<0}
- / (Va4 Vi (u™)?)dz — / [Pz
RN RN
= I (u7)(u).
Mas,
0=L@ = [ (Ve Va@)e - [t
{z: u(z)>0} {z: u(z)>0}
+ / (|Vu™|? + Voo (u)?)dz — / lu~ [P dx
{z: u(z)<0} {z: u(z)<0}
— / (|Vut | + Voo (u)?)dw — / lut [P da
RN RN
+ / (IVu™ [* 4+ Voo (u™)?)dx — / lu™ [P dx
RN RN

= L (u) (") + I (u)(u) = 20 (™) (uh) = 20 (u™) (u").
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Segue que I’ (ut)(uT) =0e I (u™)(u") =0, ou seja, u™,u” € N.

Por outro lado,

1 1
Lo(ut) = —/ (1Yl + Vio (u)?)dz — —— P da
2 {z: u(z)>0} p+1 {z: u(z)>0}
1 1
= 5/,4 u(r2))? + Voo ((—u (TI)))z)dﬂf—p— |(—u(ra)) [P da
1 1
= —/ (|Vul? + Voo (u)?)dz — —— lu|Ptdz
2 {z: u(2)<0} p+]- {z: u(2)<0}
1 1
_ —/ (Va2 + Ve (- )2)dz — —— | d
2 {z: u(2)<0} p+1 {z: u(2)<0}
1 2 —\2 1 -
- - Ve (u™)2)dz — —— Py
5 [0V e = [ s
= Io(u)
Finalmente temos que
Lo(u) — 1/ (IVul? + Vi ()?)de — —— i da
2 Jia: w@)>0} P+ 1 J @ w0
1 1
—/ (|Vul® + Voo (u)?)do — —— |u|Pttdx
2 {z: u(z)<0} p+1 {z: u(z)<0}
1 1
_ _/ (IVat 2 + Vi (u™)?)de — —— [P dz
2 2)>0} P+ 1 Jiw: w@)>0y
1 1
+—/ (|Vu™ |* + Voo (u)?)do — —— lu™ [P da
2 Jia: w@)<0} P+ 1 J @ we)<o
1 1
= [ (VPR V(@) de — —— [ Jut Pt
5 [ (9P Ve = — [ e
1 ) 1
- der — —— —|pt+lyg
w5 [ 90 PVt e = — [ s
= Io(u™) + Io(u™).

Assim, para todo u € N7, temos que

Io(u) = Io(ub) + Io(u™) = 21 (uh) > 2m.

Pela definicao de infimo

ml = inf Io(u) > 2my.

o u€NZ,
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1.3 A Condicao de Palais-Smale

Nesta segao verificaremos sob quais condigdes o funcional associado ao problema (Py)
satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Pelo Lema 1.2 é suficiente mostrarmos, como consequéncia do Lema 1.1, o seguinte
resultado de compacidade que sera usado na prova de nosso principal teorema.

Coroldrio 1.1 O funcional Iy|n; satisfaz (PS). para qualquer ¢ < 2m..

Prova. Seja {u,} C Ny tal que Iy(u,) — ¢ < 2my e I, (u,) — 0. Com isto, segue
como no Lema 1.1 que {u,} é uma sequéncia limitada em E. Portanto, a menos de
subsequéncia, podemos supor que u, — uy em F e argumentando como na prova do
Lema 1.1 obtemos que I{,(ug)¢ = 0, para toda ¢ € E. Em particular,

0 = I, (o) utp — /N Vuol? + V()2 — [ugl?*,
R

isto é,
N e (155)
RN
Assim, por (1.55), como p > 1 obtemos que
1 1 1 1
Iv(u :_,LLQ_ uerl:/ - up+1>0.
i) = gl = = [l = [ (5= ) a2

Se u,, nao converge fortemente a uy em E entao, pelo Lema 1.1 mais uma vez, obtemos
dois inteiros ki, ky > 0, em que k; > 1 ou ky > 1, k; solucoes u/, j =1, ..., k1 e ko solucoes
T-antissimétricas v/, j = ky + 1, ..., k; + ko do problema (P,,), satisfazendo

k1 k1+ko
lim Ty (u,) = c=1Iy(ug) +2) Io(w/)+ Y Io(w)
n—oo = Pl
k1+k2
> Iy (uo) + 2kimeo + Z oo (u?)
j=k1+1

> k12me + kaml, > 2me,

o que contradiz a nossa hipdtese. Portanto, u, — ug em FE e segue que o funcional Iy | Ny
satisfaz (PS). para qualquer ¢ < 2mq.. (]

1.4 Demonstracao do Teorema 1.1

Esta secao sera dedicada a demonstracao do teorema de existéncia deste capitulo.

Consideremos o seguinte resultado.

Lema 1.3 Para cada u € E\{0} eziste um unico nimero real t, > 0 tal que t,u € Ny e
Iy (t,u) € o mazimo para a fungao

tva(tU), t> 0.
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Prova. De fato, dado u # 0, coloquemos, para t > 0,

tz 2 2 tp+1 +1
gu(t) = Iy (tu) = /RN 7 ([Vul®> + V(z)u?) — /RN p+1]u‘P :
Temos que
) = [ (TuP Vi) - [ o,
RN RN
e,

gi(t) = / (IVul? + V(z)u?) - / Pt fu .
RN R

N

Se ¢,,(t) = 0 temos que

Com isso e p > 1, obtemos que

fE) = 1 / (IVu? + V(x)?) — p? / !
RN RN

tp/ ! —ptp/ [P < 0.
RN RN

Logo, t é um ponto de maximo para g,,.
Além disso, ¢,(0) =0 = ¢,,(0) e como u # 0, por (V1) obtemos

gn(0) = /]RN (]Vu|2 + V(x)uz) > /RN (|Vu|2 + Vou2)

2/ Vou® > 0,
RN

donde segue que 0 ¢ um ponto de minimo local para g,.
Para t > 1, visto que p > 1, obtemos que

t? 1 1
W) = — (IVul* + V(x)u?) = —— tup+1——/ tu Pt
) = [ GOV event) o [ et
2
< / 2 (VU + V(z)u?) — b |tu[PT!
RN 2 P+ 1 Jws1y
2 1
< — (|Vul* + V(z)u?) — / lulPt* — —o00, quando t — oo.
2 Jry P+ 1 Jgus1y

Assim, g, (t) = max;>q g.(t) e portanto ¢/, (t) = 0, isto é

0= gl (D) = I (fu)u.

Logo,

I (tu) (tu) = 17, (tu)u = t0 = 0,

e assim, tu € Ny, como queriamos.

Em nosso proximo resultado estabeleceremos uma relacao entre mj, e 2mq.
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Proposicao 1.1 Suponha que V' satisfaz (V'1), (V2) e (V4). Entao
my < 2Meo. (1.56)

Prova.

Seja . € N4, a solugao positiva e radialmente simétrica de (Py,) (ver [12] e [27]), entao
Io(0) = Moo

Definamos

zy(z) = ulz —y) —u(z — 7y)

onde |y| serd escolhido posteriormente de forma que |y| e |y — Ty| sejam suficientemente
grandes. Assim, z,(z) # 0. Além disso, como @ é radialmente simétrica e |7z| = |z| para
todo x € RY ¢ facil ver que

Tr(2y(2)) = 2, ().
Nosso objetivo agora é mostrar que ., > 0 do Lema 1.3 ¢ tal que ¢, 2z, € Ny, e t., ¢
limitado. E claro que t.,zy € ET\{0}.
Do Lema 1.3, temos que existe um unico ¢, > 0 tal que

Ly (t., 2y)ts, 2y = 0,
isto ¢, t.,z, € N{,. Segue portanto que

my =: inf Iy < Iy (t,, 2,). (1.57)
Ny,

Mostraremos agora que ., ¢ limitado inferiormente e superiormente da seguinte forma:
existem #1,t; > 0 tais que ¢; < t,, < f3 quando ly — Ty| — oo. Para tanto, provemos
primeiramente o seguinte resultado

Afirmacgao 1
[ e =)~ ate-my)rtids = [ Ja@-ypPides [ Jat - s o)
RN RN RN
= 2/ [a[Ptdz + 0,(1),
RN

quando |y| S 00 e |y _ 7'3/| — o0. Aqui, Oy(l) _ 0(5)6*M|y77y|ﬁ(1726)

0 > 0 a ser escolhido posteriormente.

, para algum

Pelo Lema B.4, mudanca de variavel e o fato que @ ¢é radialmente simétrica, temos que

/RN lu(z —y) — a(z — Ty)|PT — /RN (e — )P — /RN I
<2 /RN ja(z —y)Plu(z — Ty)|de + 2/RN la(z — ry)Pla(z — v)|da

=2 [ faPla+y—ld+2 [ Pl - (v - ro)id:

=4 [ faPlat: +y = )l
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Seja A, = B|yp:1y| (1_5)(0) C R¥, para algum & > 0 a ser escolhido posteriormente. Pela

Observacao B.2 e pela desigualdade de Holder, definindo R, :

/ a(2)Platz +y - my)ldz <
Ay

<

IN

IN

IN

Assim,

_ ly=7yl

g (1—90), obtemos que

1

(/RN |U(z)|p+1>pil (/Ay IU(7:+,y—Ty)|p+1)p+1

1

p+1
il ( / eWw@*”Z*Wydz)
Ay

‘y;le‘(l—(S) p+1
Cle=VVeely=74l ( / ’ ex/@<p+1>rrN—1dr>
0

1
R P+1
Clo—VVecly—Tyl (ex/Voo(p-i-l)m(l—&)/ yTN_ldr) +1
0

_1
~VVaoly—yl VVeoly—y| S5 (N Ry PHT
Ce e (|,

N

CleVVly=yl(1-551) <_|y — 7y (1— 5)) o
p+1

C(8)e VWIS oy

C(é)e*M\y*Ty\ﬁefx/@\yﬂy\ﬁ ly — Ty 1

C(é)e—M\y—TZJ\ﬁ.

/ [a(2)Pa(z + y — my)ldz < C(8)e V=RV (1.58)
Ay

Por outro lado,

/RN\A [u(z)Plu(z +y — Ty)|dz <

[oomert ) ([ ey -
RN\ A, RN
_p_ 1
o Pl
Lo wmer ) (] )
RN\ A, RN
_P_
p1
CHﬂHﬁH / e~ VVeo (P12l g,
RV\A,

_p_
oo p+1
Cllalfpy ( / eVVOO(p“)’”erdr) .
o (179)

Agora, da integragao por partes, para qualquer k > 0 temos

/ek”erd'r’ = e”"P(r),

N-1 N —1
r ( )TN—2+

k k2

(VN -D\N =2) n3 vy (V= 1)
13 T+ (1) S
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Assim,

Ry

Portanto, tomando k := —v/V,(p + 1), obtemos que

/RN\A ja(2)|Pla(z +y — Ty)ldz < C’||u||p+1( Vs (pHDly—ry pH) P

= Cllallp.e

(st (!

< OO)|afly eV Vel lm 0

/ e PN dr = ek P(r) %= e "M P(R,)

—VVaoly—ry| 521 (1-25)

S\ 71
1))

25)

Assim, com 0 suficientemente pequeno, tal que (1 — 24) > 0, obtemos que

/ a(2)Pla(z +y — ry)|dz < O(8)e VWl 020, (1.60)
RN\ A

Assim, por (1.58) e (1.60), com 0 < (1 — 2§) < 1 obtemos que

/ a(2)P|a(z +y — ry)|dz < C(8)e YVl (1720) (1.61)
RN

e a Afirmacao 1 estd provada.
Na sequeéncia, provemos o seguinte

Afirmacao 2
/ u(r — y)u(x — ty)dr = o,(1),
RN
quando |y| — oo e quando |y — Ty| — oo. Aqui, o,(1) = C(d)e

Fazendo uma mudanca de variavel, obtemos que

/RN u(r — y)u(r — Ty)dr = /Ay u(2)u(z +y — y)dz + /

RN\ A,

onde Ay = Bly-ry;_4(0) C RV,
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U

(1.62)

~VVaoly—ry| 5 (1-25)

(2 +y —Ty)dz,



Pela desigualdade de Holder, temos que

/Ay HeE T = </RN |a(z)|2dz)é </Ay a(z 4y — Ty)\2dz> |
lall. ( / ks dz)é

<
ly=7yl 1 _ %
7 (1-6)
< Ce—VVeoly=7yl Vo2 N1 g
0
1
ly—ry] Ry 2
< Ce VVly=yl (@/@2?’21’(1—5)/ TN_ldr)
0
1
— O VVeolu=Tyl oV Vooly—Ty| U5 (rN |0Ry> P
= 0(5)67mw77y|§€—\/my4y\g|y B Ty\%.
Desde que |y — Ty| — oo entao
/ '17/(2)1](,2 + Yy — Ty)dZ S 0(5)6*\/K|y77y|%. (163)
A

Y

Por outro lado, pela desigualdade de Hélder, invariancia por translacao e (1.59),
obtemos que

/RN\Ay u(2)u(z +y — my)dz < (/RN\Ay |ﬂ(z)]2dz> 3 (/RN . Ty)|2dz);
(/Wy '“<Z)'2d2> Jall

oo
< Cllall, / e~ VVer2rp N=1 gy
ly—ry 152

1-6\)?2
< Clu| (e_\/@y—w(l—ts)p <|y — 1yl ))

N[

IN

N|=

2

1-26

< CW)afe TS

Assim,

/ W(2)u(z +y — y)dz < C(8)eVVxlyTylz(1-20) (1.64)
RN\ Ay
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Segue de (1.63) e (1.64) que
/RN w(z —y)u(r — ty)de < /RN u(r —y)u(z — Ty)dx

= Z/A w(z)u(z +y — Ty)dz

+ 2/ u(z)u(z +y —Ty)dz
RN\A,

< O(g)e—MIy—Tylé + 0(5)6—\/K|y—7y|%(1—25)'
Desde que 0 < (1 —2J) < 1 entao
/RN u(r — y)u(r — Ty)dr < 0(5)6—\/@@—@%(1—25). (1.65)
E a prova da Afirmacao 2 estd completa.
Observacao 1.1 Em [27] Proposicdo 4.1, temos que
\Va(z)| < CeVVeelel |z =52,
Assim, argumentando como na prova da Afirmacgao 2, podemos concluir que

V(ﬂ(l’ - y))V('a(a; — Ty))dx < C(é)e*\/mwf‘ry%(l—%).
RN

Agora, estamos prontos para provar que t., ¢ limitado quando |y — 7y| — oo.
Devemos encontrar um limite inferior para ¢,,. Segue de g (t.,) =0 que

o [ IV E V@I = 212,

isto é,
f]RN |VZy|2 + V(I)|Zy|2 _ p-1
p+1 T Y2y
“ZprH

Com isto e (V1)
fRN |VZy|2 + V0|Zy|2 < -1

T < .
[EM e Zy
Como antes, segue que
20|ull* +0y(1) _

2lalpiy +o,(1) T

Desde que
_ _ _ip+l _prl
[l < 2flal]* +o0,(1) e 2lalpiy +o,(1) < 2lafpi; +1

obtemos que

=112 =112
Ll Al o) L6
2l +1 = 2Aalli +o,(1)

Por outro lado, sabemos que
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[\//'(tzyzy)tzyzy = 0.

Com isto, usando (V2) , a Afirmagao 2 e a Observacao 1.1 obtemos que

[t way = & ([ 1varevios?)
RN RN

< (/ ywy\%rvoozy\?)
Y RN

= 212 (/RN \Val® + VoouP) +0,(1),

isto é,
[ et <2l + o,
RN
ou ainda i
p-1 - 2llal® 4 0,(1)
tzy < p+1
szHp+1
Com isto e a Afirmacao 1, temos que
et 2 2l +0,(1)
2y  — 2@ p+1 1 :
lfa 1t 0y(1)

Para |y — Ty| suficientemente grande, temos que o,(1) < 1. Além disso,

2|y + 0y(1) > llull}i,

logo
112
pr < 2l (1.67)
||U||p+1
Segue de (1.66) e (1.67) que existem t1,to > 0 tais que
0 <ty <t <ty
para todo |y — Ty| suficientemente grande.
Provemos agora, o seguinte resultado
Afirmacgao 3 Para |y| — oo e |y — Ty| — 0o obtemos que
Iy (t.,zy) < 2me. (1.68)
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Com efeito, para simplicar a notagao denotemos ¢ = ., assim,

2

12 12
Iy(tz,) = 5 |Vﬂ(x—y)|2dx+§/ \Vi(z — 7y)|*d
]RN ]RN
t2
+ 2— Vu(z —y)Vu(zr — Ty)dx
2 RN
t? ~ N t? ~ )
+ — | V@)az—y)Pde+ = | V(z)|a(z —7y)|*dx
2 RN 2 RN
t2
+ 2— V(z)u(x — y)u(x — Ty)dz
2 RN
thrl - - p+1d
- e =) = ate = e
= Io(tu(z —y)) + Io(tu(x — Ty))
12 t2
+ = | (V(z)=Vo)lu(z —y)Pde+ = [ (V(z) = Vao)|u(z — y)[Pde
RN

2 RN

+ Viu(z —y)Vu(zr — Ty)dx

RN
! p+lg ! ptlg

+ u(x — T+ ulxr —7 T
T [t =+ s [ jate =)
1

T [ fate =)~ ate — r) s

+ t2/ V(z)u(x — y)u(x — Ty)dz
RN
= Io(tu(r —y)) + I(tu(z — 1y)) + R(V, Vo, ly — Ty|).
Por outro lado, defina

20 = ltm) = 5 [ 194 Va@de - 2 [ jara
e = lpllU) = — u oo\ U X — U Z.
gu 2 RN p+1 RN

Como u é solugao do problema limite entao

tQ " tp+1 1
ﬁ@=—/|w ———/|w.
2 RN P + 1 RN

Assim, derivando (1.69) obtemos

=)= e-v) [ Jap

RN

(1.69)

Logo, g2°(t) = 0 se, e somente se t = 0 ou t = 1. Como ¢2°(t) é uma fungao concava e
na origem ¢ igual a zero entao atinge o maximo exatamente em t = 1. Isto é, a funcao
t — I (tu) atinge o méximo em ¢ = 1. Com isto e invariancia por translagao, temos que

L(ta(e — y)) = Lo(ta()) < La(a(x)) = ma.

L(ti(e — my) = La(ta(x)) < L)) = me.
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Portanto,
Iy (tzy) < 2mo + R(V, Ve, |y — Ty|). (1.70)

Provaremos a seguir, que para |y — 7y| suficientemente grande e t,, =1 temos que
Primeiramente, por (V4), mudanga de varidavel e pela Observagao B.2, obtemos que
/ (V(x) = Vo) |ti(x — y)Pdx < —C’/ e a(z — y)|2de
RN RN
= —C/ e a2 (2)dz
RN
< —Cle Ml / e‘“*'z‘ﬂ(z)dz
RN

< _Ce'yyl/ e MNelp=vVVaslzl g
RN

Assim,
/RN(V(.T) — Vaoo)lu(z — y)|Pdr < —Ce M, (1.71)

Da mesma forma, temos que
/R (V@) = Valalz — ry)Pde < ~Ce 1l =~ (1.72)

Estudaremos agora, o sinal de R(V, V., |y — 7y|). Por (1.71), (1.72), (1.61) e pela
observacao 1.1, temos que

t2 _
RV Vo, ly = 7yl) < 52 (—Ce ) 4 £20(5)eVVoelvul 52
.

+
p+1

0(5)6—\/@|y—7y|p%(1—25)'

, . . 1
Como t = t,, ¢ limitado e 5 < #, temos que

R(V,Vie,ly —my|) < —Cre ¥+ CoeVVolv=Tol 552 | o o VVeclu— Tyl 5y (1-20)
< —Cre 4 C2e—x/ﬁly—7y|@7

onde C', Oy, C3 sao constantes positivas. Seja

g:(ylv"'ayk’a"')yn)7

Tg: (y17'"7yk7_yk+17"'a_yn)a
Ppgz (yl,...,yk,o,...,O),
19— 79 =100, 0, 2¢p11, -+, 2y)| = 2[(0, .., 0, Ygt1, - - -, Yn)]| tal que

[(0,...,0,Ygs1, -y Yn)| = 0.
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Se escolhermos y := Pj = (0,...,0, Y41, ..., Yn), tal que 2|y| = |y — Ty, entdo

R(M vom |Zl/ - Ty‘) S _01€,7|y‘ -+ 02@7\/@‘14(1*25).

v <V Vo,

entao podemos escolher um 0 < § < % tal que

¥ <V Vo1 — 26).

Logo, para |y| suficientemente grande

Por hipotese

PELLAES ge—\/ley\(l—%).
1

Isto implica que

R(V, Vi, |y — Ty|) < —Cre W 4 Cpe=VVell01-20)

Segue, de (1.70) e (1.73) que

Iy (t.,zy) < 2me + R(V, Ve, |y — Ty|) < 2meo,

(1.73)

(1.74)

para este subconjunto de y € RY escolhido tal que |y — 7y| = 2|y| — oo obtemos (1.68).

Portanto, visto que ¢, 2z, € Ny, entao segue de (1.74) que
my < Iy(t.,zy) < 2me,

e segue (1.56), como querfamos.

Visto que Iy Ny satisfaz (PS). para qualquer ¢ < 2m.,, resta-nos mostrar que existe

uma sequéncia (PS). no nivel ¢ = m{,. Faremos isto no resultado a seguir.

Proposigao 1.2 Eziste uma sequéncia {u,} C Ny, satisfazendo
Iy(u,) = mj, e I(u,) — 0.
Prova. Afirmamos que existe o > 0 tal que
llul|p > >0, para todo u € Ny.
De fato, de (1.1) no Lema 1.1, sabemos que existe p > 0 tal que
L > 7 > 0,
Assim, visto que u € Ny temos que
lullE = lulljps = 77 >0,

de onde segue que )
lullp = (p71)2 == a >0,
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como queriamos. Juntamente com o fato que Ny = J1(0), onde
TeCHBR), Jw)i=lulfy - [ [utda,
RN

segue que Ny é fechado em E. Além disso, para toda u € Ny, desde que p > 1, temos
que

J’(U)U = Q/RN |Vu]2 + V(x)u2 —(p+ 1)/ |u|p+1

RN

=2/IW“—@+D/|WM
RN RN
:=O—M/IW“<&
RN
e segue que
J'(u) # 0. (1.76)

Logo, Ny é uma variedade de classe C! de E. Como E7 é um subespaco fechado de E e
Ny, = Ny N E7, entao N{, é uma subvariedade fechada de Ny em E7.

Seja {u,} C NJ, uma sequéncia minimizante, isto é, {u,} é tal que Iy (u,) — mj,.
Para toda u € N{,, usando (1.75), obtemos

1 1
Iy(u) = (5 - m) ||ull%

11N,
- = > ()
<2 p—i—l)a a ’

de onde segue que [y ¢ limitado inferiormente sobre a subvariedade fechada Ny,. Dessa
forma, podemos aplicar o Principio Variacional de Ekeland (ver [23]) em E7 e obtermos
{w,} C Ny e A\, C R tais que Iy (w,) — mj, e

I (wy)v — A\ J' (wp)v = o(1)  para todo v € E". (1.77)

Para obtermos que [j,(w,)v = o(l) para todo v € E7 é suficiente mostrarmos que
An = 0o(1). Por (1.75), desde que p > 1 obtemos que

Pwun = 2 [ [Vuf Vi -+ [ jul
RN R

N

=2 ey [

RN RN

= (1-p) [ wlt < (1= ppt < C <o
RN

Além disso, a limitagdo de {w,} implica que J'(w,)w, também ¢é limitado. Por outro
lado, como w,, € Ny, entao I{,(w,)w, = 0. Portanto, considerando (1.77) com v = wy,
temos que i, (wp)w, — Ay J'(w,)w, = o(1), de onde segue que A\, — 0 quando n — oo.
Substituindo em (1.77) segue que Ij,(w,)v — 0 para todo v € E7. Mas, desde que a
agao T, é isométrica e por (V3) temos que I{,(w,) = T, 1, (Tyw,) = T.I,(w,), entdo
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I{,(w,)v = 0 para todo v € (E7)Y. Assim, I{,(w,)v — 0 para todo v € E. Portanto, sem
perda de generalidade, podemos assumir que

Iy(uy,) = mj, e I(u,) — 0.

Dizemos que uma solu¢ao do problema (Py) muda de sinal k vezes se o conjunto

{z € Q:u(z) #0}

tem k + 1 componentes conexas.
A proposicao a seguir serd usada para mostrarmos que a solu¢do do problema (Py)
muda de sinal exatamente uma vez.

Proposicao 1.3 Se u é uma solug¢io do problema (Py) que muda de sinal 2k — 1 vezes,
entao Iy (u) > kmj,.

Prova. Suponhamos que o conjunto {z € RY : u(x) > 0} tem k componentes conexas
Ay, ..., A;. Consideremos

irnJ u(x) se we A UTA,
u'(z) = { 0  caso contrario. (1.78)
Temos que
0=1(u)(u) = / (VuVu' + V(z)uu' — |ufP~uu’)de
RN\ (A;UrA;)
+ / (VuVu' + V(z)uu' — |ulP~ uu')d
(AiUTAi)
= / (VuVu' + V(z)uu' — |ulP~ uu")da
(A;UTAy)
= [ (TP V@ -
(AiUTAi)
- / (IVa'? + V() [ = '[P de = I, (u') ().
RN
Assim, u' € Nj, para todoi=1,... ke
I\/<U> = Iv('u,1> + -+ ]V(Uk) Z km{/,
como queriamos. [

Finalmente, no que segue, provaremos nosso principal resultado.

Prova do Teorema 1.1. Seja {u,} C NJ uma sequéncia minimizante. Pela
Proposicao 1.2, temos que

Iy(uy,) = mj, e I(u,) — 0.
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Claramente, {u,} ¢ limitada em E. Portanto, a menos de subsequéncia, u, — ug
fracamente em E com I{,(up) = 0. Em vista do Lema 1.1 temos que ou w, — ug
fortemente em E ou existem dois inteiros ki, ko > 0, k; solucoes v/, j = 1,....k; e ks
solucbes T-antissimétricas uj, j = k1 + 1,..., k1 + ko do problema (Py), satisfazendo as
conclusoes do Lema 1.1. Desde que pela Proposicao 1.1, m{j, < 2m, segue do Lema 1.1
item 5 que k1, ko = 0. De fato, suponhamos por contradicao e sem perda de generalidade
que k; > 1 entao

k1 ' k1+ko
mi = Iv(ug) +2) L)+ > Io(u)
j=1 j=k1+1

> Iy (ug) + 2kimeo + kam?,

> Iy (ug) + 2me + kaml, > 2me,

contrariando myj, < 2me,. Assim, k; = ko = 0, e portanto, u,, — v fortemente em E e
mj, = Iy(up). Na Proposigao 1.2 temos que Iy (u) > 0 para todo v € Ny, de onde segue
que m{, = Iy (ugp) > 0, e portanto, uy # 0.

Desde que ug # 0 é T-antissimétrica entao é uma solucao que muda de sinal. Devemos
mostrar que ug muda de sinal exatamente uma vez. De fato, pela Proposicao 1.3 obtemos
que

m(/ = IV(uO) > km{/a

dessa forma k = 1 e a prova do teorema esta completa.
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Capitulo 2

Existéencia de solucoes
antissimétricas para uma classe de
equacoes de Schrodinger nao lineares

Neste capitulo consideramos a equacao de Schrédinger nao linear

—Au+V(z)u= f(u) em RY
u(rz) = —u(z) (Pr)
u(z) =0 if |z| = oo,
em que N > 3 e7:RY — RN ¢ uma transformacao linear ortogonal tal que 7 # Id
e 72 = Id, onde Id é a funcao identidade no RY. Consideramos V : RY — R com as
mesmas hipdteses do Capitulo 1.
Estamos interessados no caso em que o termo nao linear ¢ mais geral, assim para a
nao linearidade f, comecamos assumindo que

(f1) f e CY(R,R);
(f2) f(0) =0 = f(0);
(f3) existem constantes aj,as >0 e 1 <p < 2*—1 tais que

1f'(5)] < a; +ag|s|P™! para todo s € R;

(f4) existe uma constante p > 2 tal que, se F(s) := fos f(t)dte,
0<uF(s)<sf(s) e (u—1)sf(s) < f'(s)s* para todo s # 0;

(f5) f ¢ impar;

Usando uma versao do resultado devido a M. Struwe [40], denominado “lema
de splitting”, cuja prova é ligeiramente diferente daquela dada no capitulo anterior,
estabelecemos a existéncia de solugdo antissimétrica para o problema (Pf). Além disso,
mostramos que essa solucao muda de sinal exatamente uma vez.

O préximo teorema contém o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.1 Se V satisfaz (V1) — (V4) e f satisfaz (f1) — (f5) entao o problema (Py)
tem uma solugdo nao trivial u € HY(RYN), T-antissimétrica, que muda de sinal ezatamente
uma vez.
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2.1 A estrutura variacional e alguns resultados
técnicos

Consideremos E, E™ e T, como no Capitulo 1. Definamos Iy, : £ — R por

Iy(u) = %/RN (IVul® + V(z)u?) do — /RN F(u)dz.

Notemos que pelo Lema A.1 o funcional Iy estd bem definido. Além disso, Iy € C'(E,R)
com

I (u)p = / (VuVe + V(x)up) de — f(u)pdr para todo u,p € E.
RN RN

Consequentemente, pontos criticos do funcional [y, sao precisamente solugoes fracas do
problema (Pf). A variedade de Nehari associada é dada por

AW={u€E\W}%%WLw=ﬂ}={UGEHN<WM%=A;fwwﬁ}-

Para obtermos solugoes 7-invariantes, estudamos pontos criticos de [y restrito a
seguinte variedade de Nehari 7-invariante

Ny, ={u e Ny : T;(u(z)) = u(z)}.
Veremos posteriormente que N{, nao ¢ vazio. Como antes, denotaremos por

my = ulel}\ﬁ/ Iy(u) e my = uler]l\% Iy (u).

Consideraremos ainda o seguinte problema limite associado a (Py)

—Au+Veu= f(u) em RN (Py)
cujo funcional associado é dado por

Io(u) = %/RN (IVul® + Voor?) da — /RN F(u)dz.

Além disso, denotaremos a variedade de Nehari desse funcional por

Ny :={ue E\{0}: (Il (u),u) =0} = {u € E\{0} : ||ul]* = /RN f(u)udx}

NI :={u € Ny : T-(u(z)) = u(xz)} = N N E",

onde .

2

= [ [, v+ Vi) ]

define uma norma associada ao produto interno
(u,v) 1= / (VuVv + Vouv)dz, para todo u,v € E.
RN

Na sequeéncia, denotaremos

Moo = ugzlvfoo Io(u) e ml = ulerjlvfgo Ioo(u).
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2.2 Uma versao do “Lema de Splitting” relacionado
ao problema (P;) devida a M. Struwe

Como no Capitulo 1, também neste caso o funcional Iy, sobre NNy, pode nao satisfaz
a condigao (PS). para todo nivel de energia c¢. Para superar a falta de compacidade
apresentaremos uma versao generalizada do Lema 1.1.

Lema 2.1 Seja {u,}neny C Ny, tal que
Iv(un> —C € I{/‘N‘T/(Un) — 0.

Entao, a menos de subsequéncia, existem dois inteiros ki, ko > 0, ki 4+ ko sequéncias
{42}, uma solugao T-antissimétrica ug do problema (Pg), ki solugoes w?, j = 1,....k; e
ko solugoes T-antissimétricas v?, j = ki + 1,..., k1 + ko do problema (Py ), tais que, ou

1. u, — ug fortemente em E, ou
2. sej=1,..ky, entao Tyl # yl, e |yl| — oo quando n — oo;

8. sej=ki+1,.. ke, entio Ty, =yl e |y)| — oo quando n — oco;

k1 k1+k2
4oun(x) = uo(w) + Y [ (x —y)) + Tod (w —y)] + > w(x—y)) +o(1);
j=1 j=k1+1
k1 . k1+k2 .
5. Iy(un) = Iy(ug) +2)  Lo(w) + D Io(u?).
j=1 j=k1+1

Prova. Desde que {u,} é uma sequéncia (PS). para o funcional Iy restrito a variedade
N7, entao {u,} ¢é uma sequéncia (PS). para o funcional Iy,. A prova deste fato esta
contida na prova da Proposicao 2.2. Usando isto e (f4) mostraremos que {u,} é uma
sequencia limitada em E. De fato, para n suficientemente grande, temos que

Iy(un) <1+c e Iy(un)(—un) < pllunle-

Assim,

1
Ltetllunlle = Iv(un) == v (tn) ()

(V]
VR
N | —
|
RS~
N———
=
2
S

de onde segue que {u,} ¢é limitada em E. Portanto, u, — ug em E. Mostremos que
I'(up) = 0. De fato, como

E — L (RY) est4 imerso compactamente, para 1 < r < 2*.

T

" (RY), para 1 <r < 2*. Logo, a menos de subsequéncia

temos que u,, — ug em L
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(i) un(z) — up(x) para quase todo z € K,
(ii) existe h € LP(K) tal que |u,(z)|, |uo(z)| < h(x) para quase todo z € K,
onde K ¢ um compacto qualquer em RY. Por (i) e pela continuidade de f, temos
fun(x)) = f(u(z)) para quase todo x € K. (2.1)
Fixada ¢ € Cg°(RY), consideremos K = supp(p), por (f2) e (f3) temos que
[f (un())p(2)] < [[o]lochn(z)  para quase todo x € K,

e por (2.1)
flun(z))e(x) = f(u(z))p(x) para quase todo = € K.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

lim [ f (un (2))p()dz = . fu(z))p(x)de (2.2)

n—oo RN

para toda ¢ € C§°(RY).
Por outro lado, segue da convergéncia fraca em E que

lim Vu,Vo + V(z)u,p = VuoVp + V(x)ugp, para toda ¢ € Cg°(RY). (2.3)

n—o0 RN RN
Assim, por (2.2) e (2.3), obtemos que

lim Iy, (u,)e = I{,(ug)p, para toda ¢ € C3°(RY).

n—oo
Mas, por hipdtese lim,, ;o 1, (u,)e = 0 para toda ¢ € C5°(RY). Logo,
I (ug)p =0 para toda ¢ € C°(RY), (2.4)

como queriamos.
Desde que u,(x) — ug(x) para quase todo z € K e u,, € N{, , entdo

T (uo(x)) = uo(),

logo, up € Ny,.
Seja ul := u, — ug, temos que

(1) llupllZ = lunllE = lluollz + o(1);
(ii) Io(ul) — ¢ — Iy (up);
(iii) I’ (ul) — 0.

De fato,
(i) Segue imediatamente da convergéncia fraca;
(ii) Desde que uy € L*(RY) e u,, — up em L2 (RY), entdo

/ Vol U :/ Vaouddz + o(1). (2.5)
RN RN
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Por (f2) e (f3) podemos aplicar o Lema B.1 com j(s) = F'(s). Com isto, usando (2.5)
e a convergéncia fraca de (u,), argumentando como em (1.22), obtemos que

Lo(ub) = Iy () + Iy () = % /]R (Ve =V)((w)? = (o)) dz +0(1). (26)

Por (2.6) e (1.23), obtemos que

oo (uy) = Ty (un) + Iy (ug) = o(1). (2.7)
De onde segue (ii).
(iii) Mostraremos que
I' (ul) =0 quando n — oo. (2.8)
Em (1.26), temos que
I () = Iy (u,,) + o(1), (2.9)
Agora afirmamos que
Iy (u,) = I (un) — Iy (u0) + o). (2.10)

De fato, por (f2) e (f3) podemos aplicar o Lema B.1 com j(s) = f(s)¢ para toda
¢ € C°(RY) obtendo que

— [ F—wdo == [t [ fluhotot), para toda g € CFRY)

Assim,
Fy(wh)e =Ty —we = [ (V¥ + Ve — fun)o)ds
R

N /RN(VUOVSO + V(@)uop — f(uo)p)dz + o(1)
= Ly (un)e — I (ug)p + o(1).

De onde segue (2.10). Dessa forma, por (2.9), (2.10), usando o fato que {u,} é uma
sequéncia (PS) de Iy e que por (2.4) temos que I{,(ug) = 0, obtemos

I (up) = I (up) + 0(1) = Iy (un) — Iy (uo) + o(1) = o(1),

de onde segue (2.8). Portanto, obtemos que (u)) ¢ uma sequéncia (PS) para I,. Além

disso, desde que u,,uy € Ny, e T, é linear segue que T, (ul)(z) = ul(z). Sabemos que
ul — 0 em H'(RY), entdo consideremos agora

d := limsup sup / |ul (2)|*d.
Bi(y)

n—oo ycRN
Se § = 0, segue do Lema de Lions [31] que

ul =0 em LYRY), para qualquer 2 < ¢ < 2*. (2.11)
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Por (2.8) temos que I’ (ul) — 0 e desde que {ul} é uma sequéncia limitada entdo

I' (ub)ul — 0 quando n — oo, isto é,
/]RN |Vul|? + Vo (ul)? — f(u))ur — 0, quando n — oo. (2.12)

Como 2 < p+ 1 < 2% por (2.11), de maneira andloga ao que fizemos para mostrar (2.2),
usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos que

f (up ), = 0.
RN

Assim, substituindo em (2.12)

/|wmwwu@fﬁa
RN

segue que
Uy — Ug em F,

isto €, ugp é uma solugao T-antissimétrica do problema (Py) e a prova esta completa. Agora,
se § > 0, obtemos uma sequéncia {y,} C RY tal que

/ ik (2)2da > . (2.13)
Bl(yn) 2

Definamos uma nova sequéncia {v.} C F fazendo

v,ll = u}l( + Yn)-

Como {ul} ¢ limitada entao {vl} também o é, e portanto podemos assumir que v} — u!

em F e vl (r) = u'(z) para quase todo x € RY. Por (2.13) temos que
1,32 0
v, ()| de > —. (2.14)
B1(0) 2

Da convergéncia fraca sabemos que v} — u! fortemente em L?(B;(0)) e, portanto, para

n suficientemente grande
J
| @pds =3,
B1(0) 2

de onde segue que u! # 0. Além disso, como u} — 0 em FE, segue que {y,} é uma
sequéncia ilimitada. Portanto, a menos de subsequéncia, podemos assumir que |y,| — oo.
Desde que estamos sob as hipéteses do Lema B.2, obtemos que I’_(u') = 0.

Como no Capitulo 2, consideremos RY =T @ T, onde T' := {z € RY : 7(x) = z}.
Consideremos ainda Pr a projegao sobre o subespaco I'. Assim, distinguiremos dois casos:

Caso I: Se |y, — Tyy,| ¢ limitada, definimos ¥} := Pr(y,);

Caso II: Se |y, — Tyy,| é ilimitada, definimos y. = y,.

Estudaremos cada caso:

Caso I: Pelo Lema 1.1, sabemos que |yl| — oo quando n — oco. Logo, podemos
considerar a sequéncia {u!(. + yl)},, que é limitada, logo, a menos de subsequéncia,
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ul(-+yl) = u' em E, e u' # 0 é solugao do problema limite (Py). Além disso, como
7(yl) = y! entao u' é T-antissimétrica. Definamos

U () =ty () — u' (2 — yy,).

Verificaremos que {u2}, é uma sequéncia (PS) para I,,. Temos que

Tnd) = 5 [ V(@) = ule = )P + Val () (o) = vl o = )

_Awpwa@—u%x—ﬁﬁ-

Se z =x —y! entao x = z + y! e dr = dz. Renomeando z por z na mudanca de variavel,
obtemos que

Tud@) = 5 [ 19 ) = ol @)+ Vil ) = ol (@)

- [ P+~ @),

Como ul(. +y!) = u! em F entao
= [ =l I* = [l [ + o(1). (2.15)

Por outro lado, pelo Lema B.1 obtemos

/RN Flul(z +yb) — ul(z))dz = /

RN

Plulo +yi)do — [ P(ul(a))ds + of1).

RN

Assim,

1 1
L) = bl = St 4 o)) = [ Pl +yh)da
RN

4—/ F(u)(2))dz + o(1) (2.16)
RN
= Ioo(u:l) - IOO(Ul) +o(1),
de onde segue que I, (u?) converge.
A seguir, mostraremos que
I' (u2)p — 0 para toda ¢ € C3°(RY). (2.17)

1

De fato, sabemos que {ul} é uma sequéncia (PS) para I, e u' é uma solugio fraca do

problema (P,) . Por uma mudanga de varidvel, obtemos que
I (up)el = | / Vi, (2)Vip(@) + Vi (2)¢(2) = Vi (2 — y,) V(o) = Vasu! (z — yp)0(2)
RN
— | flug(@) = u' (@ = y))p(2))|
RN

= 1 S e+ 8) = etz )

~ |, Flun(z + ) —u! (2))p(2 + yp) + (1) . (2.18)
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Usando (f3) e procedendo como no Lema A.2, obtemos que

[+ 500) = Flub(e +2) = wa(2) = Flan Gl + 38| < Celllna

Aplicando a desigualdade acima para (2.18) obtemos que I’_(u?) — 0. Logo, {u2} é uma
sequéncia (PS) para [.

Caso II: Neste caso, |y, — Ty,| ¢ ilimitada e definimos y} = y,. Além disso, sabemos
que u! # 0 é solugao fraca do problema (P,). Consideremos u? := ul — ~,, onde v, é
dada em (1.40). Desde que 7 é uma transformacao linear ortogonal, segue que

T (up () = up ().

Mostraremos que {u?},en é uma sequéncia (PS) para I,. Afirmamos, primeiramente,
que

Lo(ul) = Io(up) — 2Io(u') + o(1) (2.19)
De fato, por (1.45), temos que

lunll® =l l* = 2[lu" I + o(1). (2.20)

Para concluirmos (2.19) precisamos avaliar os termos nao lineares em I, (u?) e mostrar

h /RN F(u?) = /RN F(ul) — Q/RN F(u') +o(1). (2.21)

Para tanto, estimemos finalmente

[ ) = [ e - - [ F (vt =t — i (o221
o AR N C )

F(u, ().

/RN\[szn (Y1)UB2p, (Ty3h)]

1
B;:/ F(u}l—ul(x—y,ll)x (—|x yn‘)) ,
Bapn (Y1) Pn

1
B = / F (ui +ut(tr —yh)x (—|T$ y”|)) e
Bapn (Ty5) Pn

B = /
RN\[BQPW, (y}b)UB2ﬂn (Tygz)}

Sejam

Assim, por mudanca de variavel, obtemos que

B[ (uhte b -t (1))
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mef w (uhre b+t (1)),

Desde que u;, é T-antissimétrica entao ul(7(z +yl)) = —u) (2 + y}). Logo,

B=[ F (uixz Tyl — () (U)) _ B!
|z]<2pn Pn

Por outro lado, sabemos que

et -t () =0 em @)

Pn

Além disso, {ul} é limitada em E, logo por imersao de Sobolev {ul} e {ul(z)x (%)}

sao limitadas em LP*!. Assim, pelo Lema B.1 obtemos que

S IR ) (e (E) +o,

Da mesma maneira,

S R (v () o

Afirmamos que

/|Z<2pn F (ul(Z)X (‘p%')) = /RN F(u(2)) + o(1).

De fato, temos que

forwen= [ r(een(G) = [ e[
s ( (o)) =

B= [ FeEr) - [ ) o)

Da mesma maneira,

gi= [ FGEr) - [ ) o)

Assim,

Portanto segue que

| Fda) = [ Puie) =2 [ Faa)+ o), (2.22)

De (2.20) e (2.22), obtemos (2.19). Como {ul} ¢ uma sequéncia (PS) para I, entao
I (u?) converge.
Para completar a prova, mostraremos que se n — oo, entao

I' (u2)p — 0, Yo € C(RY). (2.23)
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Se S, := R¥\{Bsy,, (y}) U B, (Tyl)}, temos que
|]</>0(U31>Q0| :| - V(’LL}I - ’yn)vcp + Voo<u7lz - %)90 - f(u7lz - 7n)90|

=| . Vu, Vi + Vot = V1,V — Vigynip — /B gy =)

2pn (y‘llz)

—14 S e [ g =

- [ s w+/‘f

=| [ Vu,Ve+ Veuhe — V7,V — Vet + / [f(up) — flu, —
RN B2pn (yn)

o RN R (R Ry TR
Bap,, (Ty}) Sh

/tf [l =)o

=| [ Vu,Ve+ Vauhe — V7,V — Ve + / [f(up) — flu, —
RN BQpn (yn)

s i) - = e+ [ G
BQpn Tyn Sn

/ f(u —/Snf(ui)sol
:|/RN Vup, Vo + Vagtiy o — /RNf(ul)w

—/“V%V¢+V£mw+/i Fub) = Flub — )l
RN B2y, (Y1)
+/ Fud) = flul — )]l

BZPn (Ty')li)

Desde que {u;.} é uma sequéncia (PS) para I, temos que

Eube = [ Vet Vo - [ fu)e = o)
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De (2.24), da defini¢ao de 7, e desigualdade triangular, obtemos que

1
T =Yy,
|]<,>o<uq2m)90| =|o(1) —/ ( )Vul(x — y}L)X (g> Vo
B2Pn y'rlz

n
1

x— 1yl r—
Bapn (Y1) Pn

n

|z — Ty, |

_ 1

_ / Vul(m: - yi)x (—) Vo + Vmul(Tx _ ?/}JX (M) ©

Bap,, (Tyk) Pn On

o

+/ ul(mj — y}z)VX (M) Vo

B2Pn(7—y'}b) pn

|

+/ [f(ui)—f(u}l—ul(x—y}l)x <M>>]¢

Bapy, (uh) Pn

_ 1

R N e )

BQpn(Ty'rlz) Pn

_ a1
<[ s s (e (2]
B2Pn(y}1,) pn
r—yl z -yl
= Vu'(z — yp)x ('p—y”|> Voo + Voot (z — yb)x (%) o
_ 1

+/ ut(z = y) Vx <—|x y”') Vgo‘

Bapn (yr) Pn

_ 1

o[ [ (v (B2 6

BQPn(Ty',lL) pn

— 1 _ 1
— V' (12 — yp)x (|$p—7'?/n|) Vo + Veu'(tz — yl)x (M) ol

n pn
°)
BQPn (Ty'rlz)

Notemos que

|z — Ty}

oot

u (o —yl)Vx (

n

‘[éo<ui)90| < K:L—FK?%—FO(U, (2.25)

=t (=t (B2 )
f ‘_/Bw}t)zpnl[f(u") f(u" wle y")x( Pn 4

| 1

1
xr — n T — yn
— Vul(z — yp)x (—y ‘) Vo + Vieul(z — v2)x (‘p_’) ol

1
R
B(yy) 1%

onde

2pn n
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2. 1y U g — o |$_7%1L|)>]
Kn T /;an(Ty%)| |:f(un> f (un u ( z yn)X( Dn %

_ 1 . 1
— Vul (T — y,)x (—'x pTy”|) Vo + Voou! (T2 — y,,)x (—'x Ty”|) |

n p'fb
1
x—T
+ / u(tz — 1yt )Vyx (—| y”|> Vgp’ .
Bapn (Ty3)
Estimemos K} como segue. Por mudanga de varidvel e o fato que u

problema (P,,), usando (1.51), obtemos que

1 ¢ solucao do

Kl = /| e e+l
2| <2pn

a Lkgpn f (’“W +yp) —u'(2)x ('p%’)) o(z + yl)dz
. /|z|<2pn [f <U1(2)X (%))} (2 + yp)dz

Como fizemos anteriormente para A2, o termo com Vy converge a zero quando n — 0o.

|2

u'(2)Vx (—) V(2 +y,)

dz + o(1).
Pn ()

Usando isto, o Lema B.1, a convergéncia fraca ul(z + yl) — u'(2)x (%) — 0 em E, e
da mesma forma como fizemos em (2.17) usando o Teorema do Valor Médio obtemos que
K}! = 0(1). Da mesma maneira podemos estimar K2, substituindo em (2.25) obtemos
(2.23). Segue portanto que {u?} é uma sequéncia (PS) para I.

Agora procedemos por iteracao. Notemos que se v é um ponto critico nao trivial de
I e 1 é a solugao do problema (P,,) dada por Berestycki e Lions [12], entao temos por

(f4) que

Lo(u) > Lo(@) = /R ) G Fla)i — F(ﬁ)) > 0. (2.26)

Por outro lado, por (2.19) e (2.7) obtemos

Lo(u2) = Lo(ub) = 2L (u') 4 0(1) = Iy (uy) — Iy (tg) — 2L (") + o(1)

2.27
=c— Iy(up) — 21 (u') +o(1). (2.27)
De (2.26) e (2.27) a iteragao deve ser finalizada em algum indice k € N.
n
Lema 2.2 Temos que
2Meo <M. (2.28)

Prova.
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Mostraremos que se u € N7 entdo u™,u~ € N,,. De fato, usando mudanga de varidvel
e definindo B™ := {z : (Tx) > 0}, obtemos que

e = f >0}<\Vu\2+v<>>da:— / f(u)(u)da

{z: u(z)>0}
= (IV(=u(r2))] + Voo ((—u(r2) clx—/ f(—u(rz) Tx))dx
BT
= (e Vet = | —u(2)(-u(2)dz
{z: u(2)<0} {z: u(z)<0}

- / (IVu™? + Vao (u™)?)dz — / fw™))(u™)dz
{z: u(2)<0} {z: u(2)<0}
= /RN(WU—F + Vo (u™)?)dz — - fw))(u™)dz

= L (u)(u).
Por outro lado,
0=1_(u)(u) = (|Vul® + Vao (u)?)dz — / f(u)(u)dx

{z: u(z)>0} {z: u(z)>0}

4 / (IVuf? + Vi (w)2)dz —/ Fu)(u)da
{z: u(z)<0} {z: u(z)<0}

_ / (V] + Vie (u*)?)da — / Ft) () da
{z: u(z)>0} {z: u(z)>0}

Vu~|? + Vo (u)?)de — u” ) (u”)dx
o e = [ )
/RN(|VU+|2 + Voo (u™)?)dx — - flu™)(u)dx
+ /]RN(|Vu|2 + Vao(u™)?)dx — - fu™)(u™)dx

L (u) (") + I (u™)(u™) = 210 (uh) (uh) = 205 (u™) (u").
Segue que I’ (ut)(ut)=0e I (u")(u") =0. Logo u™,u” € N.

Agora, temos que
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Finalmente,

Ioo(u)

(IVu 21V, dr — F(u)dx

/{;;: u(z)>0} | | " ( ) ) /{m: u(x)>0} ( )

K; ()2 + Vi ((— (x»fﬂx—/:FGﬂﬁwWh
(IVu 24V, dz — F(—u)dz

/{z u(z)<0} (Wl Vol ) ) /{z: u(z)<0} -

/ (Va2 + Vio (u ﬁ@—/‘ Fu~)dz
{z: u(2)<0} {z: u(2)<0}

(IVu™? + Vi (u )2)dz—/RN F(u™)dz

= N = N= N = N =

RN

(u”

8’\‘

DO | =
\

(|Vul* + Vi (u)?)dz — / F(u)dx

{2+ u(z)>0} {2: u(x)>0}

/) qwm+mmﬂw—/ Flu)da
{z: u(z)<0} {z: u(z)<0}

(|VuT)? + Voo (u™)?)dz — / F(u")dx
{z: u(z)>0}

+
N —

NN
\

{z: u(z)=0}
/ (IVu™* + Vo (u™)?)dz — / F(u™)dx
{a: u(x)<0}

{z: u(z)<0}

+
DN | —

%;\

(|Vu™ > + Voo (u™)?)dw — /RN F(u)dx

/RN(|Vu_]2 + Vo (u™)H)dx — /RN F(u™)dx
so(u) + Ing(u™).

1
2

DN | —

+
I

Logo, para todo u € N, temos que

Assim,

Io(u) = Io(ut) + Ino(u™) = 210 (uh) > 2m.

ml, = ugzlvfgo Io(u) > 2me.
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2.3 A condicao de Palais-Smale

Nesta secao verificaremos que o funcional Iy associado ao problema (Py) satisfaz (P.S).
abaixo de um nivel dado.

Como consequencia do Lema 2.1, apresentaremos o seguinte resultado de compacidade
que sera usado na prova do Teorema 2.1.

Corolédrio 2.1 Se f satisfaz (f1) — (f4), o funcional Iy |n; satisfaz (PS). para qualquer
c < 2Mgo.

Prova. Consideremos {u,} C Ny tal que Iy (u,) — ¢ < 2my e I, (u,) — 0.

Usando (f4), segue como no Lema 2.1 que {u,} é uma sequéncia limitada em FE.
Portanto, a menos de subsequéncia, podemos supor que u,, — uy em E e argumentando
como na prova do Lema 2.1 novamente, obtemos que I{,(ug)p = 0, para toda ¢ € E. Em
particular,

0= Fyuyuo = [ [Vuof + Vi)~ [ flun)luo)
RN RN
isto é,

Jealls = [ | Flan)(uo) (2.29)

Assim, novamente por (f4) e (2.29) obtemos que

teu) = gl = [ Fo) = [ (G w) - Flu)) 20

Se u,, nao converge fortemente a uy em E entao, pelo Lema 2.1 mais uma vez, obtemos
dois inteiros ki, ky > 0, em que k; > 1 ou ky > 1, k; solucoes v/, j = 1, ..., k1 e ko solucoes
T-antissimétricas u/, j = k; + 1, ..., k1 + k2 do problema (P,,), satisfazendo

k1 ki+ko
lim Iy(u,) = c¢=Iy(up) + QZIOO(uj) + Z Io(u?)
n—00 sy Pt
k1+ko
> Iy(uo) + 2kimee + Y To(t?)
j=k1+1

> ki2meo + kaml > 2m,

o que contradiz a nossa hipdtese. Portanto, u, — ug em FE e segue que o funcional Iy | N7
satisfaz (PS). para qualquer ¢ < 2m.,. ]

2.4 Demonstracao do Teorema 2.1
Nesta secao provaremos o resultado de existéncia deste capitulo.

Lema 2.3 Para cada u € E\{0} eziste um tunico nimero real t, > 0 tal que t,u € Ny e
Iy (t,u) € o mazimo para a fungao

tva(tU), t>0.
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Prova. De fato, dado u # 0, coloquemos, para t > 0,

oult) i= Iv(tn) = [

RN

5 (VuP V@) do— [ P,

RN

Temos que

gﬁﬁ)z:éNtﬂVuP+WKxﬁF)—uf@@d@

gu(t) = /RN (|Vu|2 + V(ZB)UQ) —u?f'(tu)dz.
Se g, (t) = 0 temos que
t_/RN (|Vul* + V(z)u?) do = /]RN wf(tu)de. (2.30)

De (2.30) e (f4) segue que

t2gl(t) = ?/RN (|Vul®> + V(z)u?) do — fQ/R u? f(tu)dx

= / (tuf(tu) — *u’ f'(tu)) dz < 0,

Assim, t é um ponto de méximo para g,.

Mostremos agora que ¢ é tinico. Seja t < ¢, assim, por (f4) temos que % < fi-u“)
Logo, desde que ¢/, (t) = 0 obtemos que
) = tlul = [ s
RN
t
— {Hu”% _/ 21 u)dx}
RN tu
t:
zthw@—/‘ﬁﬂﬁhﬂ
RN tu
- 0,
isto é,set <t
g.(t) > 0. (2.31)
De maneira andloga, se t >t
g.(t) <0. (2.32)

Segue de (2.31) e (2.32) que ¢ é o tinico ponto de maximo para a fungao t — Iy (tu), t > 0.
Assim,

gu(t) = max g, (t),

>0
e portanto
0= g,(t) = Iy (tu)u.
Logo,
I (tu)tu = 1, (tu)u = 0.
Assim, tu € Ny e a prova do Lema 2.3 estd completa. [

Estabeleceremos a seguir uma relagao entre mj, e 2mq.
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Proposicao 2.1 Suponhamos que V' satisfaz (V1), (V2), (V4) e f satisfaz (f3) e (f4).
Entao
my < 2Me. (2.33)

Prova. Seja u € Ny, a solu¢ao do Problema (P, ) dada por Berestycki e Lions [12].
Definamos

zy(r) = u(zr —y) — u(z — 7y)
onde |y| e |y — Ty| s@o suficientemente grandes com |y| escolhido posteriormente. Assim,

z,(z) # 0. Além disso, como u ¢ radialmente simétrica e |rz| = |z| para todo z € RY ¢
facil ver que
Tr(zy(x)) = zy(2).
Mostraremos na sequéncia que ¢, > 0 do Lema 2.3 ¢ tal que .2, € Ny, et ¢
limitado. E claro que t.,zy € ET\{0}.
Do Lema 2.3, segue que existe um unico ¢, > 0 tal que

I\//'(tzyzy)tzyzy = O’
isto ¢, t., 2z, € Ny, e portanto que

my =: inf Iy < Iy (., 2,). (2.34)
Ny

Na sequéncia, mostraremos que ., ¢ limitado quando |y—7y| é suficientemente grande.
Para tanto, provaremos o seguinte

Afirmacao 4

/RN Fz) = /RN F(ﬂ(x—y))Jr/RN F(u(z — 1)) + 0,(1)

= 2/sz F(u)dx + oy(1).

quando |y| — oo e |y — Ty| — 0.

De fato, pelo Lema B.4 e mudanca de variavel, temos que

/RN F(zy) = /RN F(u(z —y)) — /RN Fu(z — Ty))‘
< 2 [ [tale—y)ule — o) + flate )t~ )

= 2| )y - ) +2 [ f@E)E - - )

=4 fu(z))a(z +y —7y).

Seja A, = B‘y;ly\(l_é)(O) C RY, onde 0 < 6 < 3. Assim, por (f3), (f4), obtemos que

[l +y - rla:

Ay

< /A (a1]u(2)|dz + as|u(z)|P) |a(z + y — Ty)|d=

- /‘mmunww+y—7wwz+/ asl(2)Pla(z + y — ry)ld=.
Ay

Ay
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Como nas Afirmacoes 1 e 2 do Capitulo 1, segue que
/ Fa()a( +y — ry)ldz < C@)eT==ul L (5)e V=it (2.35)
Ay
De maneira anéloga, usando (f3), (f4) e as Afirmacoes 1 e 2 do Capitulo 1, obtemos que

/ f(a(2))a(z +y — Ty)|dz < C()eVVrli=mv130-20) 4 ¢(§)e=VVelvulzir (01-20)
RN\ Ay

(2.36)

Com 0 < (1 —26) < 1, por (2.35), (2.36) e o fato que 3 < 47, obtemos que

fa(2)u(z +y —ty)dz < C(a)e—mw—w\%(l—za)
RN
C(g)efx/ﬁ\yfry\p%(lf%)

+

< C((g)e—\/@\y—w\%(l—%),

de onde segue a Afirmacdo 4. Observe que o,(1) 1= Ce~VVecly=yl3(1-20),
Na sequéncia, provaremos que t., é limitado quando |y — 7y| — co. Pelas observagoes
1.1 e B.2, temos que

21z = 2llall% + o(1).

Portanto,
|all% < llzll% < 3llallz,  para |yl — oo (2.37)

Por outro lado, por (f4), obtemos que
F(s) > Cs", paratodo s> 1. (2.38)
Agora, desde que t., 2, € Ny, entao
£2 |zl > p°. (2.39)

Por (V2), como em (2.37) temos que

Il = [ 9aP+V@lal < [ 1952+ Vel
RN RN
— 2P + (1) < 3

Com isto e (2.39) obtemos que

2 2

P Y
2 > > =
w7z llE T 3lal?

=C>0. (2.40)

Suponhamos que t,, — oo quando |y — 7y| — oo ou |y| — oo. Desde que @ é uma
fungao continua e @(x —y) — 0 quando |y| — oo, entdao dada B;(y) C RY a bola fechada
unitdria, centrada em y € RY existe uma constante positiva m; tal que para |y| e |y — 79|
suficientemente grandes, pela defini¢ao de z,

t,,zy(r) >1 e z(x)>m; >0 para todo =z € Bi(y).
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De onde segue que
[z, [ —whn B =i BOL (4]
Bi(y) Bi(y)

Agora, por (2.38) temos que

/ it 2| < / F(t,z) < / Fit.,2)dr. (2.42)
Bi(y) Bi(y) RN

Além disso, desde que
L (tzyzy)tzyzy = O’

entdo, usando (V2) , a Afirmagao 3 e a observagao 1.1 obtemos que

/ flteyzy)(teyzy) = 13 (/ ]sz|2+V(x)z§>
RN
< 2 (/ V2, |* + Voozj)
RN

22, (/ \Val* + Vooqf) + 0,(1)
RN

2 —112
< 22 J[all” + o(1).

Com isto, usando (2.41), (2.42) e (f4) obtemos que

oty < [ Pt z)de < [ (6,2)(05) < 26 4l + o).

Assim,
2|]al|?
n—2
tzy S C + 0(1)7
isto é,
th=2 < C,

o que ¢ uma contradigao, uma vez que, u — 2 > 0 e estamos supondo ¢., — +oo. Com
isto e (2.40) obtemos que existem constantes t1,t, > 0 tais que 0 < ¢; < t., <to.

Provemos agora que

Afirmagao 5 Para |y| — oo e |y — Ty| — o0 obtemos que

Iy (t.,zy) < 2me. (2.43)
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Com efeito, fazendo ¢, = t, temos que

Iy(tz,) = % - \Va(x —y)|*de + % /RN \Vii(x — 7y)|*dx
+ 2% - Vu(z —y)Vu(zr — 1y)dx
+ 5 [ V@l -pPdr+ 5 [ V@t - r)Pds
+ 2? . V(z)u(x — y)u(x — Ty)dz
- /]RN F(tu(x —y) — tu(z — 7y))dz
= I(tu(z —y)) + I (tu(x — 1y))
t? ~ ) t2 _ )
w5 [ @ vl - pPis+ 5 [ () - Valate - )P
+ . Vu(z —y)Vu(zr — Ty)dz
+ /RN F(tu(x—y))dm—l—/ﬂw F(tu(x — 1y))dx

- /RN F(tu(x —y) — tu(x — Ty))dz
+ . V(z)u(zr — y)u(x — 1y)dx

= In(tu(z —y)) + Is(tu(z — 7y)) + R(V, Vi, [y — Ty]).

Por outro lado, defina

t2
(1) = To(td) = & / Valde + Vi (i)2dz — / F(ta)dz.
2 RN RN
Como @ é solugao do problema limite entao
t2
g0 (t) = 5 f(u)u —/ F(ta). (2.44)
RN RN

Assim, derivando (2.44) obtemos
gy =t [ s [ ara.
RN RN
Logo, g=°(t) = 0 se, e somente se t = 0 ou t = 1. Como ¢°(¢) é uma fungao concava e

na origem é igual a zero entao atinge o maximo exatamente em t = 1. Isto é, a fungao
t — I (tu) atinge o méximo em ¢ = 1. Com isto e invariancia por translacao, temos que

Lo(tu(z = y)) = Loo(tu(z)) < Loo(u(2)) = Mmoo

L(ti(e — my)) = La(ta(x)) < L)) = me.

65



Portanto,
Iy (tzy) < 2mo + R(V, Ve, |y — Ty|). (2.45)

Provaremos a seguir, que para |y — 7y| suficientemente grande e t., =t temos que
R(V, Veo, |y — 7yl) < 0.

Primeiramente, desde que ¢, = t é limitado, assim como na Afirmacao 4, obtemos
que

[ F) = [ Fea -+ [ R ) +o,)

RN

= Z/N F(tu)dr + o,(1).

quando |y| — oo e |y — Ty| = 0.
Por outro lado, por (V4), mudanga de variavel e pela observacao B.2, obtemos que

/ (V(x) - Vao)la(e — )Pdx < —C / e a(z — )2
RN RN
= —C/ e I a2(2)dz
RN
< —C’e””/ e lu(2)dz
]RN
< _CeM / o=l Vsl g
RN

Assim,

/RN(V($) — Voo |u(x — y)|?de < —Ce (2.46)

Da mesma forma, temos que
/RN(V(I) —Voo)|a(z — 1y)|2dx < —Ce 1™ = —CeIm, (2.47)

Estudaremos agora, o sinal de R(V, V., |y — 7y|). Aplicando a observagao (1.1), (2.46)
e (2.47) na expressao que define R(V,V,, |y — 7y|), relembrando que ¢, ¢ limitado e

1 - P
2 < i obtemos que

RV, Voo, [y = yl) < —Cye™ W 4 CuemVTelv=msl 555 4 gpomvTaly=ral3(0-20)
< —Cae MW 4 066_\/‘/00‘7!_7?/‘@7
onde Cs3, Cy, Cs, Cg sao constantes positivas. Seja

g: (yla -'7yka"'7yn)7
Tg: (yl)"'ay/w_yk-‘rlw"7_yn)7
Ppgj:(yl,...,yk,o,...,O),
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|9 — 79| =(0,...,0,2Uk41,- -, 2yn)| = 2](0,...,0, Ykt1,-..,yn)| tal que
[(0,...,0,Ygs1, -y Yn)| = 0.
Se escolhermos y := Prg = (0,...,0, Yrs1,- - - Yn), tal que 2|y| = |y — Ty|, entdo
R(V, Ve, ly — 1y|) < —Cye™ M 4 06€—x/@\y|(1—25)’
Por hipdtese
v <V Vo,
entao podemos escolher um 0 < § < % tal que
v <V Vo (1 —20).

Logo, para |y| suficientemente grande

R(V, Vi, ly — 1y|) < —Cae W 4 Cye=VVltl1-20) (2.48)
Segue, de (2.45) e (2.48) que

Iy (t.,zy) < 2me + R(V, Vi, |y — Ty]) < 2meo, (2.49)

para |y — 7y| = | Pry| suficientemente grande, de onde segue (2.43). Portanto, desde que
t.,2zy € Ny entao, por (2.49) obtemos que

my < Iy(t.,zy) < 2me,

e segue (2.33), como querfamos.
]
Desde que Iy|n; satisfaz (PS). para qualquer ¢ < 2m,, e m{, < 2mq,, mostraremos
que existe uma sequéncia (PS). no nivel ¢ = m{,, como segue.

Proposigao 2.2 Eziste uma sequéncia {u,} C Ny, satisfazendo
Iy(uy) = mj, e I, (u,) — 0.

Prova. Usando (f1), (f2) e (f3), obtemos que Ny ¢é limitado inferiormente, isto é, existe
p > 0 tal que
llul|g > p >0, paratodou € Ny. (2.50)

De fato, por (f1) e (f2), temos que
f(s)s <es® se |s| <. (2.51)
Por outro lado, por (f3) existe M > 0 tal que
f(s)s < M|s|Ptt se |s| > 6. (2.52)
Assim, por (2.51) e (2.52), obtemos que
f(s)s < es® + M|s|Pth. (2.53)
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Desde que u € Ny, por (2.53), obtemos que

lul% = / Jluu < e / uf? + M / fufr+?

< eCillullf + MCollull3
isto é,
(1= eC)llullf < MClfullF,

assim,
lullg > (1 — eCl)P 1:=p>0, para e suficientemente pequeno,

de onde segue (2.50). De (2.50) e o fato que Ny, = J71(0), onde
JeCBR), Jw= - [ fluuds,

obtemos que Ny ¢ fechado em E. Além disso, usando (f4), para u € Ny temos J'(u) # 0
uma vez que

T = 2= [ (F+ S
= /RN(f(u)u — f'(u)u*)dr < 0.

Logo, Ny é uma variedade de classe C! de E. Como E7 é um subespaco fechado de E e
Ny, = Ny N E7, entao N{, é uma subvariedade fechada de Ny em E7.

Seja {u,} C N{, uma sequéncia minimizante, isto é, u,, ¢ tal que Iy (u,) — m{,. Notemos
que [y restrito a Ny, é limitado inferiormente. De fato, se u € Ny, entdo u € E\{0} e

= | s

o) = glalls = [ F = [ (G- Fw) o

Desde que Iy restrito a Ny, subvariedade fechada, é limitado inferiormente, podemos
aplicar o Principio Variacional de Ekeland (ver [23]) em E7 e obtermos sequéncias
{w,} € Ny e {\,} CR tais que Iy (w,) = m] e

Logo, por (f4) obtemos que

I (wy)v — A\ J' (wp)v = 0o(1)  para todo v € E". (2.54)

Para obtermos que Ij,(w,)v = o(l) para todo v € ET é suficiente mostrarmos que
An = 0(1). De fato, por (f4) e o limite inferior em (2.50), obtemos que

J (w)w, = Q/RN |Vw,|* + V(z)w? — /RN [ (wp)w? + f(wn)w,]
2 [ S = [ (e = f)e)

= (2—p) fwp)wpde < —C < 0.
RN
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Além disso, a limitagdo de {w,} implica que J'(w,)w, também ¢é limitado. Por outro
lado, como w,, € Ny, entao I{,(w,)w, = 0. Portanto, considerando (2.54) com v = w,,
temos que I{, (wy)w, — ApJ'(w,)w, = o(1), de onde segue que A\, — 0 quando n — oo.
Substituindo em (2.54) segue que I{,(w,)v — 0 para todo v € E7. Mas, desde que a acao
T, é isométrica, provemos por (V3) e (f5) que

T 1, (w,) = 1L (wy). (2.55)

Pela hipétese (f5) obtemos que F(s) = F(—s). Com isto, usando mudanga de varidvel,
(V3) e a definicao de T, temos que

I (T (w,)) = Iy (). (2.56)
Por outro lado, novamente por (f5), mudanga de variavel e (V3), temos que
L (Towa(e() = F(—wn(r())e(.
= Vo (y)V(=v(ry)) + V(y)wn(y) (—v(Ty))dy

RN

~ f(wn(y))(—v(Ty))dy.

De onde segue que

Iy (Trwg(@)v(z) = I (wa(2)) Tr (0(2)). (2.57)
Como T’ é isométrica entao
(L (wn), T (v)) = (- (L (wn))), T (T7(v))) = (T (Li(wn))), v) - (2.58)

Segue de (2.57) e (2.58) que
Iy (Tr (wn)) = Tr (1 (wn)).- (2.59)
Desde que w,, € E™ entao por (2.59) obtemos que
T (I (wy)) = L (Tr(wy)) = I (wy,), (2.60)

e (2.55) segue. Com isto, obtemos que I{,(w,)v = 0 para todo v € (ET)*. Assim,
I{,(w,)v — 0 para todo v € E.

Iy(w,) = mi, e I,(w,) — 0.
Logo, sem perda de generalidade, podemos assumir que
Iy(uy,) = mj, e I (u,) — 0.

O préximo resultado é uma versao mais geral da Proposicao 1.3 e serd 1til para mostrar
que a solucdo do problema (Pf) muda de sinal exatamente uma vez.

Proposicao 2.3 Se u € uma solugao do problema (Pf) que muda de sinal 2k — 1 vezes,
entao Iy (u) > km,.
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Prova. Suponhamos que o conjunto {x € RY : u(z) > 0} tem k componentes conexas
Ay, ..., Ag. Consideremos

ir ) u(x) se xeAUTA,
u'(w) = { 0  caso contrario, (2.61)
Temos que
0=1I(u)(u') = / (VuVu' + V(z)uu' — f(u)u')dz
RN\ (A;UrA;)
+ / (VuVu' + V(z)uu' — f(u)u')dw
(A,L‘UTAZ')
= / (VuVu' + V(z)uu' — f(u)u')dz
(AiUTAi)
= [ (P V@ - s
(A;UTA)
= / (IVa'? + V(@) |u'[? = f(u)u')de = I (u')(u').
RN
Assim, u* € N{, paratodoi=1,..., ke
[V(u) = Iv(ul) +---+ [V(Uk) Z km(,,
como queriamos. [

Na sequéncia, provaremos o principal resultado deste capitulo.

Prova do Teorema 2.1. Seja {u,} C NJ uma sequéncia minimizante. Pela
Proposicao 2.2
Iv(u,) = mj, e I,(u,) — 0.

Assim, {u,} é limitada em E. Logo, a menos de subsequéncia, u, — ug fracamente em
E com I{,(ug) = 0. Pelo Lema 2.1 temos que ou u, — uy fortemente em E ou existem
dois inteiros ki, ko > 0, ky solugoes uw’/, j = 1,...,k; e kg solugoes T-antissimétricas u;,
j=ki+1,....,k1 + ko do problema (P,,), satisfazendo as conclusoes do Lema 2.1. Visto
que pela Proposigao 2.1, mj, < 2my segue do Lema 2.1 item 5 que &y, ks = 0. Pois, caso
contrario, sem perda de generalidade, se k; > 1 entao

k1 k?1+k2
my = Iv(ug) +2) L)+ D ILo(u;)
j=1 j=k1+1

2 [V<u0) + 2k1moo + kgmgo
> Iy (ug) 4 2Mmeg + koml, > 2me,
contrariando mj, < 2me,. Assim, k; = ko = 0, e portanto, u,, — uo fortemente em E e
mj, = Iy (up). Na Proposigao 2.2 temos que Iy (u) > 0 para todo v € Ny, de onde segue
que mi, = Iy (up) > 0, e portanto, uy # 0.
Visto que uy # 0 é T-antissimétrica entao é uma solugao que muda de sinal.
Finalmente, pela Proposicao 2.3 obtemos que

my, = Iy (ug) > kmyi,,

70



dessa forma k = 1, e portanto, ug muda de sinal exatamente uma vez, com isto, segue a
prova do teorema.
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Apeéendice A

Resultados Auxiliares

Nesta secao, apresentaremos e provaremos alguns resultados que foram usados no

trabalho.

Denotaremos por |z| a norma euclidiana para z € RY, Bg(0) := {x € RY : |z| < R}

e C' é uma constante genérica.

Lema A.1 Assuma (V1) e (V2) entio [,y [Vul> + V(2)u*dx define uma norma em

HY(RY) que é equivalente a norma usual.

Prova. De fato, por (V'1), temos que
/ (Vul? + V(2)udz > / |Vul? + Voudz > min{l,Vg}/ Vul|® + u’dx.
RN RN RN

Por outro lado, por (V2), obtemos que

/ |Vul? + V(z)ude < / (Vul? + Veu?dr < max{1, VOO}/ |Vu|? + udz.
RN RN RN
Segue, portanto, que
lul| = / Vul? + V(2)udde
RN

define uma norma em H'(RY), equivalente & norma usual.

A seguir apresentaremos um lema devido a Brézis-Lieb [15], (ver Lema B.1).
Lema A.2 Sel<p<2"—1 eseu, —uy em H(RY), entdio,
Py — |ty — uo|P ™ (un — o) = JuolP tug

em H~H(RY).

Para a prova desse lema seguiremos as idéias encontradas em ([41], Lema 8.1).

Prova. Defina f(v) := |v[P~1v, assim,

F'w) = = D2 (lu) v + o]
=(p = Dol 2| |U+|U|p '

=(p =D + o
=plv['~.
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Pelo Teorema do Valor Médio existe 0 < 0 < 1 tal que

|fun) = flun —uo)| = [f (un — uo + Oug)uol
[plun — (1 = 0)uol"~ uo|
< pllun| + (1= 0)|uol" Juol
< plunl + Juol]"™ uol.

Assim, fixados R > 0 e w € H'(RY), obtemos pela desigualdade de Hélder, por imersdo
de Sobolev e pela limitagao de {u,}, que

[ Vrtun) = S = wolsds| < p [ ffun] + fuall” uolfolda
lz[>R |z|>R

1
_ wH
< plllunllzeer + ol o P ]| o U |uO|p“d‘”]
|

z|>R

< 27U [[lunllTois + loll7pia] ol o [/

|u0|p+1dx] o
z|>R

< CHWHHl(RN) |:/ |u0‘p+ d$:|
|z|>R

Novamente pela desigualdade de Holder e imersao de Sobolev, temos que

/ f (ug)wdz S/ |u0|p_1|u0||w|dx:/ |uo|?|w|dx
|z|>R |z|>R |z|>R

yd
p+1 p+1
[ /| ol dx] -
x|>

P
+1

Cllwllar ey [/ |U0|p+1dﬂﬂ} :
|z|>R

Como para cada € > 0 existe R > 0 tal que

/ lup[Pdr < e,
|z|>R

entdo, para todo w € H'(RY), usando as desigualdades acima, obtemos que

IN

IN

/|>R(f(un) = f(un = uo) — fluo))wdz| < /|>R|f(un) — f(un = o) ||w|dz

n / ol

1
p+1
OHWHHl(RN) |:/ |u0|p+1dl':|
|z|>R

Fs)

P

+ C”WHHl(RN) |:/ |u0|p+1dx:|
|z|>R

Cellwl| g1 mm).

IN

IA
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Afirmamos que

f(un) = fun —uo) = f(uo) em L"(Bg(0)) := L"(B), (A.3)

onde r := 2L,
Admitindo a nossa afirmacao acima, obtemos que

‘/| \<R(f(un) = f(un —uo) = f(uo))wdz| < [|w|lpo+ || f(un) — fun —uo) — fuo)llzr(m)

< CEHwHHl(]RN)-

Resta-nos verificar (A.3). De fato, temos que u,, — ug em H'(RY), assim, u,, — ug
em LI (RY), para 1 < ¢ < 2*. Logo,

loc
up —up — 0 em LY(Bg(0)),

un(r) = uo(z) para quase todo x € Bg(0).

Dai segue que

Up () — (up —up)(x) = up(x) para quase todo =z € Bg(0). (A.4)
Também,
[un(@)], lu(2)] < g(z), g € L{,(RY),
e
[(un = uo)(@)| < h(z), h € L, (RY).
Assim,

ptl
Hun’pilun — |un — u0|p71(un — ) — ‘Uolpiluo‘ P

| f(tn) — f(un —uo) — fluo)| 7

p+1
P

IN

(tn” =+ fun = uol” + |uol”)
2% (™ 4 = wal? ™!+ o)
Cg(x)P™ + Ch(z)**.

IA A

Desde que 1 < p < 2* — 1 entdo g,h € LPT(Bg(0)), dai, g**!, h?** € L'(Bg(0)). Com
isso, e usando (A.4), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
obtendo que

fun) = fun —uo) — fug) em L"(B),
_ ptl

onde 7 : o Dessa forma concluimos a prova do lema.

Observacao A.1 Se 7: RN — RN ¢ uma involugdo ortogonal ndo trivial, ou seja, uma
transformacao linear ortogonal em RN tal que 7 # Id e ™ = Id, aqui Id denota a
identidade em RY, entdo 7 é diagonalizdvel.
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Prova. De fato, é suficiente mostrar que 7 é simétrica, isto é, 7 = 7.

Temos que 72 = Id se, e somente se, 7 = 7!, onde 77! é a inversa de 7. Mas, 7 é
uma transformacao linear ortogonal, logo, 7=! = 7*, onde 7* é a adjunta de 7. Por outro
lado, 7* = 7t, aqui 7! denota a trasposta de 7. Assim, 7 = 7¢, e portanto, 7 é simétrica,
de onde segue que 7 é diagonalizavel.

[ ]

Observacao A.2 Usando a Observagao A.1, podemos supor, sem perda de generalidade,
que
T(XT1y ooy Thy Tt 1y oy TN) = (X1, ooy Thy =Tt 1y ooy —TN)- (A.5)

Prova. De fato, visto que 7 é diagonalizavel, podemos considerar {ey,...,ex} a base

de autovetores. Sabemos que 7(e;) = \e;, onde \; é o autovalor associado a e;.
Por outro lado, desde que 7 é ortogonal, entdao |7(e;)| = |e;|, de onde segue que
lei] = |7(e;)] = |Meil = |Nilles], isto implica que A; = +1. Assim, qualquer que seja

N N
v = (T1,..., T, Tpy1, ..., Ty) em RY | temos que v = inei, logo 7(v) = Zxﬂ(ei) =
i=1

=1
N
E :L‘i)\ieia isto é’ T(xla"kaaxk-i-la“wxl\f) = (Alxla"'7Akxka)\k+1xk+17“'7AN$N)7 onde

=1
A; = 1. Logo, sem perda de generalidade, podemos supor \; =1,i=1,....ke \; = —1,
i=k+1,..,N, de onde segue (A.5). [ |

Observagao A.3 Se u € HY(RY) € uma solugdo fraca do problema (Py), entio u €
CL*(RN), com 0 < a < 1.

loc
Prova. De fato, definamos
assim, u é solucao fraca de
—Au = h(u) em Bg(0).
Por (f1) — (f4) e o fato de V ser limitado em Bg(0), encontramos C' > 0 tal que

[h(w)] < Clul + [ul’], em Br(0), (A.6)

1 < p < 2*—1. Consideremos s > 1 tal que sp = 2*, pela relagdo (A.6), existe uma
constante C'; > 0, dependendo exclusivamente de s, tal que

[h(w)]* < Cr[[ul® + [uf*], em Bg(0). (A7)
Por Brézis-Kato [14], u € LI (RY) para todo ¢ > 1, e desde que

—Au = h(u) € L}, (RY), para todo s > 1,

entao
we WEHRY), para todo s > 1,

loc
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e portanto,

u € O (RY).
Além disso,
[ull 2= (€2) < Cllulle, (A.8)
onde Q C RY é limitado e C' depende somente do diametro de €. [ ]

Observacao A.4 Seu € E ¢ a solugao T-antissimétrica apresentada neste trabalho, pela
Observagao A.3, obtemos que u € CZIO’S‘(RN), com 0 < a < 1. Com isto, notemos que
u(z) = 0 quando |z| — oo.

Prova. De fato, visto que ||u|]|g = M entao dado € > 0 existe R = R(¢) tal que

/|>R (Vu(x)|? + V(z)(u(z))?dr < e (A.9)

Consideremos |y| > R+ 2, Q= Bi(y) = {x e RN : |z —y| < 1} e ' = By(y), entdo
[ullze (B1(y)) < Cllulle(Ba(y)) < Cé, (A.10)

onde C' é independente de y, mas depende do diametro de B; e da distancia da fronteira
de B; a fronteira de By. Portanto, |u(z)| < Ce para todo |z| > R + 2, isto é, u(x) — 0
quando |z| — 0. u
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Apeéendice B
Resultados Técnicos

Esta secao apresenta alguns resultados que foram usados nos capitulos anteriores.

A prova do préximo resultado pode ser encontrada em Brézis-Lieb [15].

Lema B.1 Considere j : C — C wma fun¢io continua com j(0) = 0. Em adi¢do
considere j satisfazendo as sequintes hipoteses: Para cada € > 0 suficientemente pequeno
existem duas funcoes continuas e nao negativas p. e V. tais que

j(a+0) —j(a)| < epe(a) + ve(b) (B.1)

para todo a,b € C.

Considere f, = f 4+ g, uma sequéncia de funcoes mensuraveis de 2 em C tais que:
(1) gn — 0 quase sempre;

(i) j(f) € L',

(#01) [ @e(gn(z))dp(z) < C < 0o para alguma constante C, independente de € e n.
(i) [e(f(z))du(z) < oo para todo € > 0. Entdo, se n — 0o

/ GO+ 90) — (g) — 3(F)ldu— 0. (B.2)

O préximo lema pode ser encontrado em [41], (cf. Lema 8.3).

Lema B.2 Se |y,| — oo e
Un (. +yn) = u em HY(RY),

Un (. + yn) — u quase sempre em RY,
P(un) = c,
V' (uy) — 0 em H (),
entdo ' (u) =0 e vy, :=u, —u(. —y,) € tal que
[lonll* = luall* = [[u][* + o(1),

Y(vn) = ¢ —P(u),
V' (v,) — 0, em H(Q).
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No que segue apresentaremos um lema devido a Lions [31].

Lema B.3 Sejam r >0 e 2 < g < 2*. Se {u,} € uma sequéncia limitada em H'(RY) e
se

sup / lun|? = 0, quando n — oo,
yeRN J By (y)

entdo u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Segue um resultado de existéncia de solugdo para o Problema (Py), devido a
Berestycki-Lions [12].

Proposicao B.1 O Problema (Ps) tem uma solu¢ao positiva e radialmente simétrica
u € HYRY) tal que I(1) = me. Além disso, se a fungdo f € impar, para qualquer
0 < 0 < +/Vy existe uma constante C' = C(0) > 0 tal que

u(x) < Ce ' para todo x € RY. (B.3)

O préximo lema apresenta uma importante desigualdade dada por Alves, Carriao e
Medeiros em [2].

Lema B.4 Seja F € C*(R,R,) uma funcgao convexa e par talque F(0) = 0 e f(s) =
F'(s) > 0 para todo s € [0,00). Entdo, para todo u,v > 0,

|F(u—v) = F(u) = F()] < 2(f(u)v + f(v)u). (B4)
O teorema a seguir é um resultado devido a Gidas, Ni e Nirenberg [27].

Teorema B.1 Seja u € C? uma solugdo positiva de

—Au+m*u=g(u), em RNY N>2 m>0 (B.5)

com u(x) — 0 quando |x| — oo e g continua, g(u) = O(u®), a > 1 prézimo de u = 0.
Sobre o intervalo 0 < s < ug = maxu(z), assuma

9(s) = g1(s) + ga(s)
com go nao decrescente e g1 € C* satisfazendo, para algum C > 0, p > 1,
|91 (v) = g1(v)] < Clu — v|/[logmin(u, v)[", 0 < u,v < up.

Entdo u é esfericamente simétrica sobre algum ponto do RN e u, < 0 para r > 0, onde r
€ a coordenada radial sobre este ponto. Além disso,

lim "= D/2emy(r) = 3 > 0. (B.6)

r—00

Observacao B.1 Em particular, se u > 0 tende a zero no infinito e satisfaz
—Au+ f(u) =0,
feC™ >0, f(0)=0 e f(0) <0 entio o Teorema B.1 se aplica.
Como uma consequécia do Teorema B.1, temos que

Observacao B.2 O limite em B.6 permite-nos encontrar um decaimento exponencial
para u(r), mais precisamente, obtemos que

(N-1)

u(r) < Cr= "z e ™. (B.7)
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