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RESUMO

Seja M™ uma subvariedade imersa, completa e minima de R™". Neste trabalho
provamos que, sob certas condicoes sobre o crescimento da norma em L? do comprimento
da segunda forma fundamental, temos que M é um plano afim. Fazemos isso de duas
maneiras distintas. Consideramos primeiro o caso em que M é super-estavel e tem fibrado
normal plano. Apds, estudamos o caso em que M tem fibrado normal arbitréario e satisfaz
uma desigualdade tipo-estabilidade. Resultados similares sao obtidos quando M tem
curvatura média constante. Na segunda parte deste trabalho analizamos a estrutura de
subvareidades com curvatura média constante segundo a parabolicidade ou nao-paraboli-

cidade dos seus fins.

Palavras-chaves: Subvariedade super-estavel, minima, curvatura média constante, parabdlica, nao-
parabdlica.



ABSTRACT

Let M"™ be a complete immersed minimal submanifold in R"*¢. In this work we
prove under some condition on the growth in the L? norm of the length of its second
fundamental form that M is an affine plane. This is done in two different ways. We
consider first the case when M is super stable and has flat normal bundle. After that,
we study the case when M has arbitrary normal bundle and satisfy some stability-type
inequalities. Similar results are also proved when M has constant mean curvature. In the
second part of this work we study the structure of constant mean curvature submanifolds

by means of the parabolicity or nonparabolicity of its ends.

Key Words: Super stable submanifolds, minimal, constant mean curvature, parabolic, nonparabolic.
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Introducao

Considere uma imersao isométrica i : S < R3 de uma superficie abstrata no espaco
euclidiano. Dizemos que S é uma superficie minima se sua curvatura média H é identica-

mente nula.

A palavra minima esta intimamente relacionada ao famoso problema proposto por
Lagrange em 1760 [22]: Dada uma curva simples (sem auto-intersec¢oes) e fechada C,
encontrar a superficie de menor drea que tem C' como bordo. Lagrange apresentou esse
problema como uma mera aplicacao de um novo método por ele desenvolvido que permitia
determinar curvas ou superficies que minimizassem certas quantidades como comprimento,
area, energia, etc. Para o caso das superficies minimas, o método de Lagrange, hoje

conhecido como Cdlculo das Variagoes, pode ser descrito da seguinte forma.

Seja D C S um dominio relativamente compacto de S com bordo suave 9D.
Considere a familia de imersdes i; : D < R® onde t € (—¢,¢) e ip = i. Vale salientar
que a existéncia de tal familia {i;}ic(_e,), chamada uma variagao de D, é garantida pelo
teorema da funcao implicita. Dizemos que a variacao fixa o bordo de D se i;(x) = i(x)

para todo x € dD e todo t € (—¢,€). O campo de variagao de i; é definido como
S dt

E(z) li—0, x € D. (0.0.1)

Suponha que S é orientavel. Uma variacao é dita normal se E(x) = f(z)v(x),
onde f : M — R é uma fungao suave tal que supp(f) C D e v é o vetor normal da

imersao. Nas condigdes acima, se A(t) representa a drea de i;, pode-se verificar que

dA(t),
ﬁhﬂ——Afﬂf (0.0.2)

A partir da equagao (0.0.2), podemos provar facilmente [7] que S é minima se, e

somente se, é um ponto critico do funcional area para toda variacao normal fv. Conclui-se



dai que se existe uma superficie de area minima, entao H = 0. A reciproca, no entanto, nao
é verdadeira. Pelo que vimos, as superficies com H = () sao pontos criticos da funcao area,
entretanto, nao se pode garantir sequer que tal superficie seja um minimo relativo para
qualquer variacao normal. De qualquer forma, o nome de superficies minimas aplicado as

superficies com H = 0 tornou-se aplamente difundido.

Em geral, encontrar exemplos de superficies com H = 0 nao é uma tarefa facil.
Mesmo para o caso mais simples quando S é o grafico de uma funcgao diferencidvel u :
U C R? — R, onde U é um aberto do plano, Lagrange provou que a condicao H = 0 é

equivalente a equagao
ou\’| 0*u  _Oudu 0*u ou\’| 9%u
1+ (=) | 2=+ 4+ 1+ (=) | == =o0. 0.
[ * <8y) ] Ox? * Ox Oy 0x0y * [ * (63:) ] dy? 0 (0.0.3)

Claramente, os planos de R?, representados pela fungoes lineares u(z,y) = ax +

by + ¢ onde a, b, c € R, sao solugoes triviais da equacao de Lagrange.

Somente dezesseis anos apos Lagrange ter obtido sua famosa equagdo, Meusnier [30]
obteve solugoes nao-triviais de (0.0.3). Meusnier considerou o caso em que S é uma
superficie de revolugao. Sob essa nova hipotese, a equacgao é simplificada consideravelmente
e verifica-se que a curva geratriz de S deve ser uma catenaria. Portanto, a menos de
isometrias do espaco euclidiano, o catendide é a tnica superficie minima de revolucao.
Neste mesmo trabalho, Meusnier verificou que com a condi¢ao adicional que as curvas de

nivel u(z,y) = const. fossem retas, o helicéide é solucao de (0.0.3).

Durante muito tempo o catendide e o helicoide foram os tnicos exemplos conhecidos
de superficies minimas. Mais tarde, novos exemplos de tais superficies foram obtidos, e

para mais detalhes sugerimos ao leitor, por exemplo, [7].

Apesar da aparente multiplicidade de solugoes da equacao de Lagrange, em 1916,

Bernstein [4] provou o surpreedente resultado:

Teorema 0.1. Se uwma superficie minima é grdfico de uma funcdo suave u : R> — R,

entao ela € um plano.

Ou seja, o mero fato de u estar definida em todo o plano R? exclui todas as solucoes

nao-triviais de (0.0.3).



O teorema de Bernstein pode ser considerado um marco na teoria de superficies
minimas e, como veremos, tem inspirado uma enorme gama de novos resultados e promovido

um grande desenolvimento matematico nessa area.

Considere agora o caso de uma hipersuperficie minima do espaco euclidiano ¢ :
M" — R"1. Neste caso, se M é o grifico de uma funcio diferenciavel u(zy, ..., z,)
definida em um dominio aberto U C R™™!, entao pode-se verificar que u deve satisfazer a

seguinte equagao diferencial:

"L 0% "L Ou du %
1 ) i gudu gu 0.4

Observe que no caso n = 2, reobtemos a equacao de Lagrange.

Apenas na década de 60, devido aos esforcos de Federer, Fleming, de Giorgi,
Almgren, Simons e Giusti, foi obtida uma uma versao do teorema de Bernstein para

dimensoes mais altas.

Teorema 0.2. Se uma hipersuperficie minima i : M" — R"™(n < 7) € grdfico de uma

funcao suave u : R™ — R, entdo ela € um plano.

Por outro lado, Bombieri, de Giorgi e Guisti em [5] encontraram contra-exemplos
para o caso em que n > 8, encerrando de uma vez o questao da validade do teorema de

Bernstein para dimensoes maiores.

Existe uma relacao bastante intima entre o teorema de Bernstein e o conceito de

estabilidade de uma imersao, que passaremos a introduzir agora.

Sejai : M™ — R™"! uma hipersuperficie minimamente imersa, completa e orientével
do espaco euclidiano. Seja {i;}ic(—e,) uma variacdo normal fr de um dominio limitado
D C M que fixa dD. Se |A|* denota a norma ao quadrado da segunda forma fundamental

de M na métrica induzida, a segunda variacao da area é dada por

d>A(t)

o= [ (7R PlaR). (005)

onde V é o gradiente de f calculado também na métrica induzida.

Como mencionamos anteriormente, as superficies minimas nao sao necessariamente

pontos de minimo do funcional area. Aquelas que de fato cumprem a condicao de



minimizar a drea para toda variacao normal, isto é A”(0) > 0, serdo chamadas minimas

estaveis. Dessa forma dizemos que M ¢é estavel se

/|ny22/ FAAPR Yfe e (M), (0.0.6)
M M

De certa forma, as superficies minimas estaveis podem ser consideradas como
aquelas que de fato ocorrem na natureza. Tais superficies aparecem em um outro contexto

que permitem dar um significado mais intuitivo a palavra estavel.

Considere a seguinte experiéncia. Seja C' uma curva fechada feita de um arame
bem fino. Mergulhando C' em uma solucao de dgua e sabao, obtemos uma fina pelicula que
tem C' como bordo. E possivel provar que tal pelicula, que esta em equilibrio em relacao a
tensao superficial do liquido, é minima. Além disso, a superficie assim obtida é estavel no
sentido da mecanica, pois apds pequenas perturbacoes nas suas condicoes iniciais surgem
forgas que a trazem de volta a sua posigao original. Podemos dizer que peliculas de sabao
dao uma representacao fisica aproximada de uma superficie minima estavel. A relacao
entre superficies minimas e peliculas de sabao motivaram o célebre problema de Plateau:
provar que para cada curva fechada C C R? existe uma superficie que minimiza a drea
e tem C' como bordo. Observe que nao hd muita restricao em relagao ao “formato” da
curva C. Assim, a principio, podemos obter superficies com auto-intersecgdo ou nao-
orientaveis. Definir quais curvas sao permitidas ja é parte nao-trivial do problema. Uma
versao do problema de Plateau foi provada por Douglas e Radé em 1930. Desde entao
muitos avangos matematicos foram alcangados na tentativa de obter generalizagoes desse

resultado. Para maiores informacoes no assunto consultar [23].
Em [2] Barbosa e do Carmo provaram o seguinte teorema.

Teorema 0.3. Seja D C S uma regiao limitada de uma superficie minima S e G(D) C
S2(1) a imagem esférica de D pela aplicacio normal de Gauss. Se drea N(D) < 27, entdo

D ¢ estavel.

Nao é dificil verificar que a imagem esférica de um grafico estda contida em um
hemisfério de S?(1). Assim, pelo teorema de Barbosa-do Carmo, graficos minimos sdo

apenas exemplos de uma classe mais ampla de variedades : as minimas estaveis. Esta



pequena observacao conduz imediatamente a questao de verificar se vale um teorema tipo-
Bernstein para essa nova classe de superficies. Uma resposta afirmativa para essa questao

foi obtida em 1980 por do Carmo e Peng [9].

Teorema 0.4. Seja M?* C R® uma superficie completa minima e estdvel. Entdo M é um

plano.

Independentemente, Fisher-Colbrie e Schoen [17] mostraram que uma hipersupeficie

M minimamente imersa, completa e estavel em uma variedade tridimensional N com
1 a iva d f ival 1 R?

curvatura escalar nao-negativa deve ser conformemente equivalente ao plano ou ao

cilindro R x S!. Para o caso especial onde N = R? eles provaram também que M é o

plano.

Uma versao do resultado de do Carmo-Peng para dimensoes maiores (n < 7) ainda

¢ uma problema em aberto. Entretanto, nesta diregao, Bérard [3] provou o seguinte.

Teorema 0.5. Seja i : M™ — R"™ (n < 5) uma hipersuperficie completa, minima

estdvel. Entao, se [, |A[* < oo, M €é um hiperplano.

Em analogia ao caso bidimensional, a integral [, |A[* é chamada de curvatura
escalar total de M. Portanto, Bérard provou que com a condicao adicional que a curvatura
escalar total ¢ finita, o resultado de do Carmo-Peng pode ser extendido para dimensoes
menores que 6. Alguns anos mais tarde, Shen e Zhu generalizaram o teorema de Bérard

para dimencoes arbitrarias.

Por outro lado, em [10] do Carmo e Peng demonstraram o seguinte teorema.

Teorema 0.6. Seja i : M"™ < R wma hipersuperficie completa, minima estdvel.

. fB (z) |A|2 2
}%1_{20 % =0, qg < ﬁ (007)

Entao M ¢ um hiperplano.

Suponha que

Aqui Bg(x) representa a bola geodésica de raio R centrada em um ponto = € M
arbitrario. Logo, o teorema acima nos diz que sob certas condi¢oes no crescimento da
norma em L? da segunda forma fundamental, uma conclusiao semelhante & do teorema de

do Carmo-Peng ¢ valida.



Podemos estender a definicao de estabilidade para o caso de hipersuperficies com
curvatura média constante. Nete caso, dizemos simplesmente que M é estavel se (0.0.5)
¢ vélida. Quando M tem curvatura média constante do Carmo e Zhou [11] provaram o

seguinte

Teorema 0.7. Sejai: M™ — R"™ (n < 6) uma hipersuperficie nao-compacta, completa,

estavel com curvatura média constante H. Suponha que

®
lim =228 . (0.0.8)

Entao M ¢ um hiperplano.

O tensor @ é definido como ® = A— H1d, onde Id representa a matriz identidade. O
operador ® tem traco nulo e propriedades geométricas semelhantes as da segunda forma
fundamental no caso em que H = 0. Por essa razao, esse é o operador natural a se

considerar no caso de curvatura média constante.

Em 1997, Cao, Shen e Zhu [6] iniciaram uma nova e frutifera linha de resultados

inspirados no teorema de Bernstein. Explicitamente, eles provaram o

Teorema 0.8. Se M" é uma hipersuperficie completa, minima estdavel do espaco euclidiano,

entao M tem um unico fim.

De maneira imprecisa, um fim é uma componente conexa ilimitada de M\ Bg,(z),

para algum Ry > 0. Um plano, por exemplo, possui apenas um fim.

Antes de continuarmos essa pequena historia sobre os principais resultados relacio-
nados ao teorema de Bernstein, faremos uma pausa para introduzir um importante conceito:

o indice de um operador eliptico em M.

Seja L um operador eliptico de segunda ordem em M. Associada a L temos a

forma quadratica
1=~ s (0.09)

definida no espago vetorial C§°(D) das fung¢oes com suporte em um dominio limitado
D C M. Para cada D definimos o indice de L em D, denotado por ind;D, como a

dimensao do maior subespago de C§°(D) onde I ¢é negativo definido. Agora, se {D; }ien



¢ uma exaustao de M por dominios limitados, isto é, D; C D, e U;enD; = M, entao a
seqiiéncia {indy D, }ien € nao decrescente. Se o limite desta sequéncia existe, definimos
ind, M = sup (ind.D;), (0.0.10)
ieN

caso contrario dizemos que ind; M = oo.

Nao ¢ dificil verificar que a definicao acima nao depende da escolha da familia

{D;}ien. Observe ainda que M ¢é estavel se, e somente se, inda a2 M = 0.
Apoés essas consideragoes, podemos voltar ao nosso assunto principal.

Li e Wang em [27] generalizaram o teorema de Shen-Zhu. Eles provaram que uma
hipersuperficie minima completa de R™! tal que inda ApM < oo deve ter um ntimero
finito de fins. Em um trabalho posterior [28], os mesmos autores generalizaram seus
resultados para o caso de hipersuperficies em variedades completas com curvatura escalar

nao-negativa.

Em 2008, Cheng, Cheung e Zhou [40] provaram uma versao desse ultimo resultado
para o caso de hipersuperficies com curvatura média constante. Explicitamente temos o

seguinte:

Teorema 0.9. Seja N"*' uma variedade reimanniana completa de geometria limitada e
M™ uma hipersuperficie completa, nao-compacta, fracamente estavel com curvatura média

constante H. Suponha que inf Ricy < —nH? e que

- n?(n —5)

Ricn (X, X) + Ricn(v,v) — Kny(X,v) > H?

i . |X|=1. (0.0.11)

Entao M tem apenas um fim.

Uma variedade N tem geometria limitada se sua curvatura seccional satisfaz Ky <
0%, 0 > 0 e seu raio de injetividade iy(z) > 49 > 0. Além disso, dizemos que M ¢é

fracamente estdvel se vale (0.0.6) para toda fungdo de suporte compacto satisfazendo

fo:O'

Neste mesmo trabalho, Cheng, Cheung e Zhou estudaram também a estrutura de
hipersuperficies nao-compactas com H = cte segundo a parabolicidade ou nao-parabolici-

dade dos seus fins. A classificacao dos fins depende da existéncia ou nao de fungoes



de Green positivas para o laplaciano de fungoes. Uma variedade é dita nao-parabdlica
se ela possui pelo menos um fim nao-parabdlico. Caso contrario ela é dita parabdlica.

Estudaremos esse assunto com maiores detalhes no capitulo 1 deste trabalho.

Por enquanto enunciamos o interessante resultado

Teorema 0.10. Seja N" ! uma variedade riemanniana completa e M uma hipersuperficie
completa nao-compacta, fracamente estdvel com curvatura média constante H. Se M é
nao-parabolica e

n*(n —5)

Ricn(X, X) + Ricy(v,v) — Kn(X,v) > I

H? |X|=1 (0.0.12)

entao M tem um unico fim nao-parabdlico.

Para o caso parabdlico Cheng, Cheung e Zhou provaram o

Teorema 0.11. Seja N™™' uma variedade riemanniana de geometria limitada e M™
uma hipersuperficie completa, nao-compacta, fracamente estdavel com curvatura média
constante H. Se Ky > —H? e M € parabdlica, entao M € totalmente umbilica e tem

curvatura seccional nao-negativa. Mais ainda, uma das duas situagoes abaixo deve ocorrer:

1. M tem um unico fim; ou

2. M =RxP, onde P é uma variedade compacta de curvatura seccional nao negativa.

Motivada por um teorema de Spruck [35], Wang [41] introduziu a nogao estabilidade

para o caso de subvariedades do espago euclidiano. Precisamente temos a seguinte definicao.

Definigao 0.1. Uma subvariedade i : M™ — R"™™™ ¢ super-estdvel se indajap = 0.

A patir dessa definicao, Wang provou o teorema abaixo, generalizando o ja mencio-

nado resultado de Shen e Zhu para codimensoes arbitrarias.

Teorema 0.12. Seja i : M™ — R"™™ uma subvariedade completa, minima super-estdvel.

Entao, se [, |Al"* < co, M é um plano afim.

Feito esse breve apanhado sobre os principais problemas que motivaram esta tese,
podemos agora mencionar quais os principais resultados e como esta estruturado o presente

trabalho.
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No capitulo 1 estabelecemos de maneira clara e formal todos os fatos, defini¢oes
e resultados classicos que serao utilizados durante o texto. Em particular, trataremos
rapidamente da teoria das imersoes isométricas e discutiremos em detalhes os conceitos

deixados de maneira imprecisa nesta introducao.

No capitulo 2, a luz da definicao de Wang, generalizamos para codimensoes arbitra-

rias os teoremas (0.6) e (0.7) sob dois aspectos distintos.

Primeiramente, consideramos subvariedades com fibrado normal plano. Verificamos
que essa ¢ uma condic¢ao natural que permite reobter os resultados mencionados. Observe
que no caso de uma hipersuperficie (m = 1) o fibrado normal de M é trivialmente plano

e a definicao de Wang coincide com a defini¢ao classica de estabilidade.

Posteriormente, supomos a validade de desigualdades tipo-estabilidade mais fortes
que (0.0.6) e retiramos a condicao de fibrado normal plano. Os igredientes necessarios para
tais generalizagoes sao fornecidos por Xin [38]. Neste trabalho, Xin provou um teorema
tipo Barbosa-do Carmo para codimensdes mais altas que indica a condi¢ao geométrica
necessaria para a validade das desigualdades que usamos em nossos resultados. Usando
essas mesmas idéias, provamos também um teorema semelhante para hipersuperficies do

espago hiperbélico.

Por fim, fornecemos uma nova demonstragdo do teorema (0.7), que apesar da
sua absoluta simplicidade, permite generaliza-lo para dimensoes arbitrarias. Este mesmo
resultado nos permitird provar um interessante teorema de rigidez para o caso de subvarie-

dades tipo-espaco com curvatura média constante em um espaco de Lorentz.

No capitulo 3, generalizamos os resultados de Cheung, Cheng e Zhou para codimen-
soes quaisquer. Neste caso, provamos certas estimativas para a curvatura de M. Tais
estimativas, aliadas a alguns teoremas classicos sobre a teoria de fungoes harmonicas em

variedades riemannianas, sao os principais igredientes envolvidos nesse resultado.

Para finalizar esse pequeno texto introdutorio, informamos ao leitor como estao
organizadas as equacoes e os teoremas desse trabalho. As equacoes sao numeradas de
acordo com o capitulo, secao e ordem de aparicao no texto respectivamente. Assim,

(1.2.13) refere-se a décima terceira equacao numerada da segunda segdo do primeiro
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capitulo. Por sua vez, os teoremas, coroldrios, etc. estao numerados de acordo com o
capitulo e ordem de aparigao. Por exemplo, a proposicao 2.1 corresponde a primeira

proposicao do capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sera feito um rapido estudos dos principais resultados da teoria de
imersoes isométricas. Tais resultados serao usados extensivamente durante todo o trabalho.
Também serao definidos, de maneira precisa, todos os objetos matematicos envolvidos em

nossos resultados.

Assumimos que todas as variedades consideradas neste trabalho sao orientaveis.

1.1 Imersoes Isométricas

. . . . = n+tm . ~
Seja (M, g) uma variedade riemanniana e f : M" — M uma imersao de M em

uma variedade riemanniana (M, g). Dizemos que f é uma imersao isométrica se

9e(;0) = G0y (dfa(w), dfo(v)) (1.1.1)

para todo x € M e u,v € T,M. Portanto, f é uma imersao isométrica se a métrica

original de M coincide com a métrica induzida pela imersao f.

E uma consequéncia do teorema da funcao inversa que toda imersao é localmente
um mergulho. Assim, para cada x € M podemos encontrar uma pequena vizinhanca U de
z, tal que a sua imagem f(U) é uma subvariedade de M. E usual fazer-se a identificagao
f(U) = U pois, além da consideravel simplificagdo de notagao, para a geometria local de

M tudo se passa como se tivéssemos, de fato, M C M com a métrica induzida.

Dessa, forma, o espaco tangente de M se decompde na soma direta T, M = T, M ®

N,M, onde identificamos df,(T,M) = T,M e N, M é o complemento ortogonal de T, M

12
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em T, M segundo a métrica de M. N, M é chamado de fibrado normal de M em z e cada

secao v do fibrado NM ¢é dito um campo normal a M.

Seja {e1, ..., €n, €ni1y vy €nim um referencial ortonormal adaptado a M definido
em uma vizinhanga possivelmente menor V' C U. A partir de agora estabelecemos a

seguinte convencao para o dominio de variagao dos indices:
1<4,9,k, ... < n;
n+1<apB,7..<n+m;

1<ABC,...<n+m.

Tal convengao sera adotada livremente durante todo o trabalho.

Seja {w?} o correferencial asociado. Neste caso as equagoes de estrutura [34] de
M sdo dadas por

dw? = wPAwd, Wwl=—-wa
{ By A B (1.1.2)

dwf = Wi AwWB — %EECDWC AwP,
onde Eic p e {wh} sdo, respectivamente, as componentes do tensor curvatura e as formas
de conexdo de M. Nas equacoes acima e nas que se seguirdo, usamos a regra de Einstein
para somas: os indices repetidos em cima e em bairo sao somados sequndo a nossa
CONVENEao.
Agora, observe que a restricao w®|y; = 0. De fato,

(Frw), (v) = (W) (dfu(0) =0 ¥z € M, Yo e T,M, (1.1.3)

uma vez que df,(v) é um vetor tangente a M e w® pertence ao fibrado conormal N*M.

Assim, por (1.1.2) temos que

O:dwo‘:wi/\wf‘anﬂ/\wgf:wi/\wf‘. (1.1.4)

Portanto, pelo lema de Cartan [8], segue que

w = hiw’, RS = h,. (1.1.5)

Podemos agora definir a segunda forma fundamental de M como o tensor misto
dado por
A=hjw' @w @ eq. (1.1.6)
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Observagao 1.1. Como temos o isomorfismo de fibrados Hom(N*M,T*M & T*M) =~
T*"MT*M @ NM, podemos pensar na sequnda forma fundamental de M em termos de
uma aplicacao linear B : N*M — T*M & T*M dada por

B(w?) = A% = Biw' @ W (W e,) = hfjwi ® w,

onde a notagao (,) representa o pareamento entre TM e T*M. As vezes B é chamada

de aplicagao de Weingarten.

A curvatura média de M é definida como a média do traco de A. Dessa forma,

temos que
1
H=- (Z hf;) eq = H%,. (1.1.7)
n i

Definicao 1.1. Dizemos que M tem curvatura média constante se

H = Z(H‘“)2 = cte.

[0

Dizemos ainda que M é minima se H = 0, i.e., se o vetor curvatura média de M ¢é

identicamente nulo.

De (1.1.2) obtemos as equagoes de estrutura de M

dw' = wl AWt
- i - (1.1.8)
{ dw] = wf Aw] — LRI W AW,

onde ngl sao as componentes do tensor curvatura de M
Por (1.1.8), (1.1.2) e (1.1.5) temos que

Loi b aw! = dwd — o A

3 W AW = dw; —w; Aw;,

) 1—;

= wa Awj — §nglwk AW
a o 1_j k l
donde derivamos imediatamente a equacao de Gauss:

Ry —Rhy = (hhS — h3hs,) . (1.1.9)

«
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Observacao 1.2. Note que

g ajw' ANw! = g a;jw' A\ w! + g a;jw' A\ w’

ij i<j j<i
= g a;jw' A\ w! + g a;w! Aw'
1<j 1<j
= E (aij - CLji) w' A w.
i<j
Particularmente, se a;; = —aj;, entao
1 J i J
5 E a;jw; Nw’ = E QW A\ w
,J 1<J

Temos ainda as equacoes de estrutura do fibrado normal de M

5 i (1.1.10)
agj :

{ dw® = WA wg
_ 1l
dw? = WA wf —5R

As componentes do tensor de curvatura normal RLiij mantém uma relagao semelhante
a (1.1.9) com a curvatura do ambiente M. Passamos agora ao calculo de tal expressao,

classicamente conhecida como equacao de Ricci.

Por (1.1.10), (1.1.2) e (1.1.5) temos que

1 .8 -
—§R oW AW = dw? wg/\wf

1— , A
= whA w,f - §R§i]~wz A w?
e h’B 1 =5 i 7
k

Logo,
B -8 o [e%
RJ_aij — Ry = Z < kihgj - kjhgz) . (1.1.11)
k

Veremos, a partir de agora, o motivo pelo qual {w%} sdo chamadas de formas de
conexao. Para isso introduzimos a defini¢do abaixo. No que se segue, I'(-) representa o

conjunto das secgoes dos respectivos fibrados.

Definicao 1.2. Uma conexao afim em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagcdo

V:T'(TM) - T'(TM*®TM) satisfazendo as sequintes condigoes:
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1. V(X1+X2) =VX; +VX,, VXl,XQ € F(TM),

2. V(fX)=df ® X + fVX, VX eT(TM) eVf e C®(M).

Pode-se provar que a equagao
Ves =wh ®ep, (1.1.12)
define uma conexao V em M.

Uma variedade possui infinitas conexoes. Entretanto, dada uma variedade riema-
nianna (M, g), existe uma tinica conexdo que é simétrica e que preserva a métrica de M
(num sentido que precisaremos mais tarde). Tal conex@o é chamada de conex@o de Levi-
Civita ou riemanniana de M. Ocorre que as formas {wB} determinam, pela expressao
(1.1.12), a conexao riemanniama de M. Dai a razdo pela qual sio chamadas de formas

de conexao.

Seja V a conexao de Riemann de TM. A conexao riemanniana induzida em T*M

que denotamos por %, ¢ definida pela expressao
(Vw, X) = d(X,w) — (VX,w). (1.1.13)
Assim, se {©8} sdo as formas de conexio de T*M, ou seja Vw? = &4 @ w?, temos
que

C:)g = <€WA7 €B>

= dop — (Vep,w?)

= —(wg ®ec,w’)
= —wSw(ec) = w§os = —wi.

Finalmente, induzimos uma conexao em T*M ® T'M pela seginte equagao:

Viw®X)=Vw®X +w® VX, (1.1.14)

Seguindo a notacao de [33], a partir desse momento, usaremos o mesmo simbolo

V para denotar todas as conexoes consideradas.



1.1 Imersées Isométricas 17

Agora podemos definir pecisamente em que sentido a conexao {w%} preserva a

métrica. Se o tensor métrico de M é dado por § = §,pw” ® w?, de (1.1.14) temos que

Vi = djap@w? @w? + 7,5V @ WP + g p0? @ Vo
= dgsp ®@w! ®@wP —Gpwd ®wC QWP — Gpwl ® W @ W’

= (dgap — Gopws — QACWB) ®w! @ w”

Como escolhemos o referencial ortonormal, temos que gap = d45. Portanto

Vg = (déAB—écBwA 5Ach)®w ®w

= ( wf—w3)®w ® w?

= 0

Como M tem a métrica induzida de M, nao ¢ dificil verificar que as formas {w; }

e {w’} definem as conexdes riemannianas de TM e N M respectivamente.

Observagao 1.3. De maneira geral, as métricas g;; e g = gigl de T'M e T™* M respectivamente,

induzem uma métrica riemanniana no fibrado

S vezes
A

T'M)=T'M®..0 T"MTM&...@ TM.

s

N~
T vezes

Tal métrica, que ainda denotamos por g, € definida pela formula

i1k isks . g1 gr 1. dr
g<t7 S) =9 -9 ° nglll e g]rlrtll s Skl ks

onde tfll fr e si} lks sao as componentes dos tensores t e s. Pode-se demonstrar que a

conexdo definida por (1.1.14) preserva essa métrica.

Feitas essas consideracoes, estamos prontos para prosseguirmos com nosso trabalho.
Vale salientar que a teoria de conexoes em fibrados vetoriais é basante vasta e abrangente.

O leitor interessado pode obter mais informagoes sobre o assunto no belissimo livro [15].

Derivando a segunda forma fundamental obtemos

ek

VA = (dho‘ o —h wl+hﬁ )®w R w! ® e,

ohs: , A
( L — htwh(er) — hiwh(ex) + bl wﬁ(ek)) WwRWew e,

= hmkw QW' ®w ® eq.
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Diferenciando exteriormente (1.1.5) e usando (1.1.8) vem

dwi = dhy AW + h§dw?

8hf‘] i e
= akw Aw —l—hw/\wl
Ohij
= 33315” /\uﬂ+h°‘w A Wl (e )wk

Por outro lado, a equagao (1.1.2) implica que o lado esquerdo da expressao acima

é dado por
B = W AW+ Wl AWt — ST ok A
1 |
= whep)w® A (ho‘wj) + hﬁ w A (w 5 (en)wr) — §Rikjwk AW’
e! B 1 —a k 7
= l]wi( k) — h; wﬂ(ek) 2Rikj W AW,

Juntando tudo obtemos

) :
< L — hiw! (ex) — hijw Z(ek)—l—hﬁwﬁ(ek)—i— “R;, )wk/\wJ:O,

donde obtemos a equacao de Codazzi

(67

«@ a D
A equacao de Codazzi juntamente com as formulas de Gauss e Ricci constituem
as equacoes fundamentais de uma imersao isométrica e serao utilizadas com bastante

frequéncia durante nosso trabalho.

Agora, sejam {i;}e(—e,) uma familia a 1 parametro de imersoes M — M com a
propriedade que ig =i e I : (—e,€) x M — M uma aplicacao diferencidvel definida por

I(t,z) = i,(z). Neste caso dizemos que {i,} é uma variacdo de i : M — M.

A variagdo {i;} induz um campo de vetores em M definido ao longo da imagem de
M. Este campo, que denotaremos por V', pode ser construido da seguinte forma. Seja %

o vetor tangente canonico a (—¢, €) em (—e, €) X M (com a estrutura produto). Definimos

Vix )—dl(aat( z)). (1.1.16)



1.1 Imersoes Isométricas 19

O campo V, assim definido, se divide em suas componentes tangente V' e normal
VL. Se M tem forma de volume induzida 6, como V' é um campo tangente sobre M,
podemos enunciar o seguinte teorema
Teorema 1.1. Suponha que M é compacta. Seja A(t) a drea induzida de i,(M). Entao
A(t) e C™ e
A'(0) = —/ g(VL,ﬁ) +/ Oy, (1.1.17)
M

oM

onde Oyt representa a (n-1)-forma em OM obtida pela contrag¢ao da forma de volume 6

pelo vetor tangente VT .

Demonstragao: Para uma demonstracao em coordenadas locais sugerimos [16].
Uma prova global do resultado pode também ser encontrada em [1]. A abordagem global
é particularmente 1til no calculo da segunda variacao do volume que passaremos a tratar

agora.

Observe que se considerarmos variagoes que fixam o bordo de M, isto é, i;(x) = i(x)

para todo x € OM, entao a equagao (1.1.17) fica
A =~ [ g H)
M
donde vemos que as subvariedades minimas sao pontos criticos de A(t).

Sejam v € NM e {e;} uma base ortonormal qualquer de T'M. Definimos a

aplicacdo Rc: NM — NM dada por

onde R é o tensor curvatura de M.

Teorema 1.2. Sejai: M™ < N™™™ uma subvariedade compacta minimamente imersa e

{it} uma variagcao de M tal que i,(OM) = i(OM). Entdo

A"(0) = /M{|vvi|2 — g(Re(V*H), V) = |B(VH]}. (1.1.18)

Demonstragao: Veja [19].
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Considere, sem perda de generalidade, um referencial ortonormal adaptado {e}

em uma vizinhanga de x € M tal que

wh(z) =0.
Assim, se escolhemos uma variagdo normal V' = fe, com f € C§°(M), temos que

of of\"
V=l el = [Pt el = 3 (L) = 0P,

g(Re(V*Y), Zg Re, jetis fea) = fPRicy(€a;€q)

[BV)]? = f2lA%P.

Substituindo as expressoes acima na equagao (1.1.18), vem

A”(0 / {IVf? = [*Ricn(ea, ea) — [P|AY]}.

Portanto, se M é um ponto de minimo do funcional volume, temos que
[ 195tz [ 7 Ries(easca) +14°F )
M M

Usamos essa ultima equacao como o pano de fundo que motiva a definicao de

variedade super-estavel. Precisamente estabelecemos o seguinte.

Definicao 1.3. Uma subvariedade imersa i : M™ — N™™ & dita super-estdvel se

/MIVf|2ZAfQ{ZRz’cN(ea,ea)ﬂAF}, (1.1.19)

para toda fungao f € C°(M). Aqui |A]* = Z |A%|*> € o comprimento da sequnda forma
fundamental de M e {e,} sao diregoes normais unitdrias tais que Ger{e,} = NM.

Observe que no caso em que N = R"™™ reobtemos a definicao de Wang [41].
Ainda, se m = 1, a definigao coincide com a inequagao classica de estabilidade para

hipersuperficies.
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Definigao 1.4. Dizemos que uma subvariedade i : M™ — N"t™ € fracamente super-

estdvel se vale (1.1.19) para toda f € C3°(M) com a propriedade adicional que

| =0

Obviamente toda subvariedade super-estavel é também uma subvariedade fracamente
super-estavel. FEntretanto, a reciproca nao é verdadeira. Considere, por exemplo, a
imersao totalmente geodésica S? C S3, isto é, pensamos em S? como o “equador” de

S3. A inequacao de super-estabilidade se escreve como

/52|Vf|222/52f2.

Como S? é compacto se escolhemos f = 1 obtemos uma contradicao. Portanto, a
imersao nao é super-estavel, mas é fracamente super-estavel pois se f tem média 0, isto
é,

=0,
S2

como \;(S?) = 2, pela deigualdade de Poincaré vale
[wseze [ 5
52 52

1.2 Fins e Teoremas Relacionados

Comecamos formalizando a definicao de fins em variedades riemannianas.

Definicao 1.5. Seja M uma variedade riemanniana completa. Um fim E com respeito
a um compacto @ C M € uma componente conezxa ilimitada de M\S). O nimero de fins

de M relativamente ao compacto ), que denotamos por No(M), é o numero de fins de

M\Q.

E claro que se Q; C Oy entdo temos que Nq, (M) < Nq,(M). Seja {Q;}ien uma
exaustao compacta de M, isto é,

D; C D,y

|JDi=Mm.

1€EN
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Dessa forma, a seqiiéncia {Ng,(M)}ieny é nao decrescente. Se tal seqiiéncia é
ilimitada, dizemos que M tem infinitos fins. Caso contrario, M tem finitos fins e definimos

o numero de fins de M como

N(M) = max No,(M).
1€

Nao é dificil verificar que a definigdo acima nao depende da escolha de {€; };en. De
fato, pelo que vimos acima, deve haver algum iy € N tal que N(M) = Na,, (M). Portanto,

para todo €2; D §2;, temos que

Nﬂz(M) < maXNQi(M) = N(M> = NQiO(M> < NQZ<M)

1€N

Concluimos que N(M) = Ngq,(M). Logo, para fins praticos, podemos sempre
assumir que M\Bpg, () tem N(M) fins para algum Ry > 0 suficientemente grande. Aqui

Bp,() é a bola geodésica fechada de raio Ry centrada em um pondo arbitrario z € M.

Sejam M uma variedade compacta com bordo OM e A o laplaciano de funcoes em

M. A teoria de equacoes diferenciais parciais elipticas garante a existéncia de uma fungao

G: M x M\D — R, onde D = {(z,z)|x € M}, tal que
flo) == [ Gl.arw, (121)
M
para toda funcao suave f : M — R com condicoes de fronteira de Dirichlet

floamr = 0.

Mais ainda, temos que G(x,y) = 0 paray € OM e x € M\OM. Como G e f

satisfazem a condigao de fronteira de Dirichlet, integrando por partes (1.2.1) vem

f(z) = —/MAyG(fE,y)f(y)dy, (1.2.2)

donde
AyG(z,y) = —62(y), (1.2.3)

Lembramos que o funcional linear §, : C§°(M) — R ¢ definido como

(6., f) = /M 5.(0) f (w)dy = f(x).
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Se substituimos f(z) = G(z,z) em (1.2.2) temos

Glzr) = — /M A,G(z,4)G (=, y)dy

_ /M Gz, y) A, Gz, y)dy
T (1.2.4)

Substituindo f(z) = A,G(z,z) em (1.2.2) vem

AuGeva) = = [ MG )y

Como o lado direito é simétrico em x e z obtemos que

A,G(z,x2) = A,G(z, 2).

Finalmente , por (1.2.4), concluimos que
A, G(z,2) = AG(z,x),
donde (1.2.2) pode ser reescrita como

A, /M G, y) f(y)dy = /M AGla,y) f(y)dy = — f(2). (12.5)

Uma fungao G : M x M\ D — R com as propriedades acima e satisfazendo (1.2.3),
(1.2.4) e (1.2.5) é chamada de fun¢do de Green. Ela permite obter solugoes explicitas
para o problema de Dirichlet. Quando M é nao-compacta sem bordo, gostariamos de
obter uma funcao de Green para funcgoes de suporte compacto em M. Uma primeira
demonstragao para este fato foi dada por Malgrange [30]. Mais recentemente, Peter Li e
Tam [26] obteram uma demonstragao construtiva do resultado. Explicitamente temos o

seguinte.

Teorema 1.3. Seja M uma variedade completa sem bordo. FExiste uma funcao suave
G : M xM\D — R satisfazendo (1.2.3), (1.2.4) e (1.2.5). Mais ainda, G pode ser tomada
positiva se, e somente se, existe uma fun¢ao super-harmonica positiva f em M\Bg,(x)
com a propriedade

liminf f(z) < inf  f(2). (1.2.6)

T—00 z€0BR, ()
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Demonstragdo: Sugerimos [26].

Enfim, podemos definir o importante conceito de variedades parabdlicas e nao-

parabdlicas.

Definicao 1.6. Dizemos que uma variedade completa M € parabolica se ela nao admite

uma funcgao de Green positiva. Caso contrdario ela é dita nao-parabolica.

Seja E um fim de M. Definimos o seu bordo dF como dB,(Ry) N E.

Definicao 1.7. Um fim E ¢ dito parabdlico se ele nao admite uma funcdo harmonica

positiva f : E — R com as sequintes propriedades:

1. f|dE = 1,’

2. inf f(z)<1.

Tr—r00
zeE

Caso contrdrio, dizemos que E € nao-parabdlico e a funcao f é dita uma func¢ao barreira

de E.

Note que se E' é um fim nao-parabdlico de M, podemos extender a funcao barreira
f como sendo identicamente 1 em (M\Bg,(z))\E. Dessa maneira, construimos uma
fungdo harmoénica positiva g : M — R que cumpre a condi¢ao (1.2.6), donde M possui
uma funcao de Green positiva. Portanto, M é nao-parabdlica se, e somente se, possui
pelo menos um fim nao-parabdlico. Entretanto, nada impede que uma variedade nao-

parabdlica possua muitos fins parabdlicos.

Vale mencionar que um fim é nao-parabdlico se, e somente se, possui uma funcao
de Green positiva com condigoes de fronteira de Neuman. As idéias para provar esse fato
sao semelhantes aquelas envolvidas na demonstracao do teorema 1.3 em uma variedade

com bordo e para fungoes com condi¢oes de Newman em OF.

Como um antidoto para a complicada definicao 1.7, a proposi¢ao abaixo fornece um
critério que permite verificar a nao-parabolicidade de um fim. Tal resultado foi provado

pela primeira vez por Cao, Shen e Zhu.
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Proposicao 1.1. Seja E um fim de uma variedade riemanniana completa. Suponha que,

para algum n >1 e C >0, vale em E a sequinte desigualdade tipo-Sobolev

Entao E tem volume finito ou € nao-parabélico.

Demonstragdo: Veja [6].

Nesse mesmo espirito temos a

Proposicao 1.2. Seja E um fim de uma variedade riemanniana completa. Suponha que,

para algum n > 1 e C' > 0, vale em E a sequinte desigualdade tipo-Sobolev

</ '“'2")n =C /EIWIQ: Vu € Cg°(E). (12.8)

Entao existe um constante Cy = C1(C,n), tal que o volume da bola geodésica de raio R

contrada em x € M, denotado por V,(R), satisfaz

2n

V,(R) > CyRvr.

Demonstragao: Sugerimos [24].

Combinando as proposigdes acima, obtemos como coroldrio que se vale (1.2.8) com
n > 1, entao E deve ser nao-parabdlico. Quando n = 1, obtemos a desigualdade de

Poincaré, e neste caso pode haver fins de volume finito.

Como aplicacao do que vimos, seja M uma subvariedade minima do espago eucli-
diano R™ (m > 3). Em [31] Michael e Simon verificaram que vale a seguinte desigualdade

em M

m—2

(/ |u|n3’”2> g/ IVul?, (1.2.9)
M M

donde clonclui-se que todos os fins de M sao nao-parabdlicos.
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Em geral uma estimativa do nimero de fins de uma variedade nao é uma tarefa

simples. Entretanto, se definimos
HY(M) = {u:M—HR\Au:O,M <K e/ |Vu\2<oo},
M

em [25] Peter Li e Tam provaram o famoso resultado as seguir, estabelecendo uma
interessante relagao entre o niimero de fins nao-parabdlicos e a teoria de fungoes harmonicas

em variedades.

Teorema 1.4. Seja M uma variedade riemanniana completa. Entdo o nimero de fins

nao-parabdlicos de M € limitado superiormente por dimH%(M).

Por outro lado, em 1997, Cao, Shen e Zhu [6] provaram que se M é uma hipersuper-
ficie minima de R™ entao dimH% (M) = 1. Observando a validade da desigualdade (1.2.9)

em M, eles concluiram o

Teorema 1.5. Seja i : M"™ — R™ (m > 3) uma subvariedade completa minimamente

imersa. Entao ela possui um unico fim nao-parabolico.

Desde entao, o teorema 1.4 tem sido uma importante ferramenta utilizada ostensi-
vamente no estudo da estrutura de variedades. Como exemplos desses avancos temos os
resultados obtidos por Cao, Shen e Zhu [6] e Peter Li e Wang [27] [28], sobre os quais j&

comentamos durante a introducao desse trabalho.



Capitulo 2

Teoremas de Rigidez Tipo-Bernstein

O objetivo deste capitulo é demonstrar o teoremas tipo-Bernstein que generalizam
os resultados (0.1) e (0.2), obtidos por do Carmo e Peng [9] e do Carmo e Zhou [11]
respectivamente, para subvariedades do espaco euclidiano com codimensoes e dimensoes
arbitrarias. Dividimos o presente capitulo em duas secoes distintas. Primeiramente
consideramos o caso de subvariedades com fibrado normal plano. Na segunda parte
assumimos a validade de uma desigualdade tipo-estabilidade mais forte que a inequagao de
super-estabilidade classica. Como veremos, tais relacoes permitem um generalizacao dos
resultados acima sem a hipétese R+ = 0. Além disso, damos um nova demonstracao para
o caso H = cte que permite provar a validade do teorema (0.2) para dimensoes arbitrérias.
Por fim, inspirados nas técnicas utilizadas, provamos um resultado para hipersuperficies
do espacgo hiperbdlico e um teorema para subvariedades tipo-espago em uma variedade

pseudo-riemanniana com curvatura nula.

2.1 Subvariedades do Espaco Euclidiano com Fibrado
Normal Plano

Nesta se¢ao demonstraremos a existéncia de estimativas tipo-Kato semelhantes aquelas
obtidas em [9] para o caso de hipersuperficies. Conforme veremos a seguir, tais relagoes
permitem obter de maneira imediata generalizacoes dos resultados mencionados acima

para codimensoes maiores.

Sejam M™ uma subvariedade imersa em R™*" e {e4} um referencial ortonormal

27
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adaptado em uma vizinhanca U de x € M. Se M tem fibrado normal plano, pela equacao

de Ricci (1.1.11) temos que

Z ( gihij - gjh§i> = 0.

k

Pela observacao 1.1 e por linearidade podemos reescrever a equagao acima como
0 = g((A°A7 — A7A%)(X),Y)
= g([4%5A"(X),Y),

para todo X, Y €e TM e &,ne NM.
Concluimos que [Af , A”} = 0.

Portanto, por um resultado de algebra linear, existe uma base de T, M que diagonaliza
simultaneamente todas as formas fundamentais A®, associadas a cada vetor normal e,.

Logo, podemos assumir que

Aa(ei, e]-) = kf‘é;

Considere a familia de operadores ®* = [dH* — A®. Por definicao, temos que

& — (I)a(ei’ej) = ulad; (211)

]
onde,
i =HY — k.
Observacao 2.1. Quando M tem vetor curvatura média paralelo, isto é VLﬁ =0, os

tensores ®“ téem as mesmas propriedades da sequnda forma fundamental de M no caso

P o ‘ e o .
H =0, isto ¢, sdo tensores simétricos, tipo codazzi (¢ = ¢5,;) e tém trago nulo.

Definigao 2.1. Dizemos que uma imersao i : M™ — N™™ ¢ totalmente umbilica se

d =0.

Seja f : M — R uma funcao suave em M. Temos que

of

w
8(Ei

Vf=

0? ) . . . ,
vii= (aéf —wf<ej>a—xfk) W' QW = fw' @,
]

onde {w?} é o correferencial associado e {w5} sdo as formas de conexao.
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Definicao 2.2. Se f: M — R é uma func¢ao suave, definimos o laplaciano de f como o

traco de V2f, isto ¢,
Af =) fu

Observagao 2.2. A defini¢io acima pode ser estendida imediatamente para o caso de

um tensor t € TI(M). De maneira geral, se
t=ti oMo . e ee ®... e,

temos que

vt té:ll’ ’;‘lT‘Z]wk1®®wks®wl®w]®ell®®€lr

Dai, definimos que

by
At = Z tkll kst
i
No caso em que o vetor curvatura média é paralelo, em [13], Cheng e Yau verificaram

que

1 «
§A|(I) |2: Z z]k ZRUU ) (212)

1,5,k
onde ¢%k sao os coeficientes da derivada covariante do tensor simétrico ®“ e R;ji; € o

tensor de curvatura riemanniana.

Pela férmula de Gauss (1.1.9), temos que o tltimo termo na equagao acima é dado

por
1 (0% (0% (0% (0%
5 2 Rl —15)* = 5 Z = ) H = ) (i — )’
Z'7j7a 7]&7/8
« 1 « «
= Zmuj =i =5 D H !+ ) (s — w§)* +
7]@5 i7j7a75
1
- BN2(,,a _ , \2
+2 ‘Zg(H )= (he Nj) .
17.]7&7

Agora daremos uma estimativa para cada termo dessa ultima expressao.

Lembrando que ), u* = 0, pela desigualdade de Holder, temos



2.1 Subvariedades do Espaco Euclidiano com Fibrado Normal Plano 30

Z Wil (g —p2)? = {Z Pl () + > i () =2 ) ufufu?u?‘}

woaﬁ i,5,0,3 i,5,0,8 i,5,0,3

= =) wilpug
(Zuzu])}

i,J,008
(5
« )2

(Z s
= (Z(M?)QZ(M?)2)

R
-y

= —|A], (2.1.3)
1 (0% o, 6%
SO HY (g - = 2 > HOP L) = 208 + (1)}
i’j’a76 i7.j7a7/8
| 3 .
- S (o)« 5 (Sorrsor)
J B Ja ( B Jsox
— nH?|®[ (2.1.4)
€
1 1 (0% o, 03
5 2 H + i) =5 = 5 Y HO () {()? = 20§ + (15)%}
i7j7a7ﬁ i7j7a7ﬁ
1 « o « o,
= 5 > E ) ) ) = 2
i7j7a7ﬁ
=20 s + uf(uj-“)Q}
1 « «
= 3 > ) )
i,4,0,8
= nZHB,uZ p)? (2.1.5)
i,

Demonstraremos a seguir um importante lema.
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Lema 2.1. Seja i : M™ — R"™™ wuma subvariedade com vetor curvatura média paralelo

e com fibrado normal plano. Neste caso temos que

2
Vo[ — V][] > =|V]e|*
n

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é bastante semelhante a do lema

2.3, por esse motivo omitimos os seus detalhes aqui.

Observacao 2.3. Em [37], Xin provou o lema acima para o caso H = 0. Precisamente,
ele verificou o sequinte: seja M — R™™™ wuma subvariedade minimamente imersa e

orientdvel. Se A € a sequnda forma fundamental de M entdo vale

2
VAP = [VIAP = ~[V]AJP

Agora mais um lema.

Lema 2.2. Sejam A, B : R™ — R"™ operadores lineares simétricos tais que trA = trB = 0
e [A, B] =0, isto €, podem ser diagonalizados simultaneamente. Entao

n— 2

-2 1
T2 (A (4B < rA?B < — DL (4rA?)(trB?)5.
LAY} < B < L () 1)
Demonstragao: Veja [32].
"
Pelo lema acima, podemos estimar (2.1.5) como
ny w(ui)? = n)y Hir(@%(2%)?)
1,03 o,
n(n —2) 9 1
—— tr(®" H (tr(®7)%)2
T e S @)
n(n —2)H

= —[0*)  H|2”
B

vn(n—1)

n(n—?)H®2< q)ﬁ?>
n(n —2)H
n(n —1)

N[
N[

IN

(5w

8
.

3
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Usando as estimativas acima e o lema 2.1, a equagao (2.1.2) se reescreve como

1 (0% 1 (0% (0%
SAIRP = D () — 5 D HP (] + ) (g — i)
i,5,k, i,5,0,8
1 (8% (6% 1 « «
+5 D s — i) 5 Y (H)P (= )’
7:7‘7‘7&’5 i1j1a76

2 —2
(— ; 1) V10)2 = (o) = =2 g H 4 nE?op
n n(n—1)

v

Pela identidade
AlD[> = 2|P|A|D| + 2| VD[,

obtemos finalmente a seguinte desigualdade tipo-Kato

—2 2
o|a0]+ [0 + =2 opH — nHo? > 2|v|o|? (2.1.6)
n

vn(n—1)

Estamos prontos para enunciar nosso primeiro teorema

Teorema 2.1. Seja i : M"™ — R"™™ uma subvariedade completa, minima e super-estdvel

do espaco euclidiano com fibrado normal plano. Suponha que

fBR(po |A|2 2
: (po) _ 2
Ly N

Entao M é um plano afim.

Demonstracgao: Introduzindo f|A|'*? na inequacio de super-estabilidade (1.1.19)

temos que
/ PlAM < / V(LA 2
M M
- / g (AT F 4 (14 g)fIAPVIAL AV + (14 q)f| APV A])
M
= (149 / APV AR 2 + / AP £ (2.1.7)
M M

12(1+q) /M FIAPT (Y £, V] Al).

Multiplicando (2.1.6) por |A]??f? e integrando em M vem:

2 / AP VAP < / APTH A + / APt 2. (2.1.8)
nJm M M
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Pelo teorema da integracao por partes obtemos
Jappajal = - [ vy, viap
M M
=~ +1) [ JAPPVIALR
M

) / FIAPT (T 1, V| A]).
M

Substituindo em (2.1.8) segue que
2 [appwap < [ apmpajas [ japege
nJm M M
= —Ca+ 1) [ APPIVIAIR 2 [ APTG99 ]A)
M M

+ [ japrp
M

donde, apods simplificacao dos termos semelhantes vem

2 q q+4 02 _ 2q
(2 201) [appwial < [ e -2 [ apetgersia). @

Agora, nosso objetivo é eliminar o termo que contém g(V f, V|A|) em (2.1.7). Com

este intuito, multiplicamos (2.1.9) por (1 + ¢) obtendo

v (2rzgen) [ 1APPRIAR < <2k [ AR5 1)

+(1+q)/M|A|2q+4f2. (2.1.10)

Agora, somando (2.1.7) e (2.1.10) e simplificando vem:

2
(1+49) (E“’)/ |A|2qf2\V|A||2§q/ |Ay2q+4f2+/ APV 2 (2.1.11)
m M M

Temos que
2

b
20b < ea® + —, Ve>0
€

Fazendo a = f|V|A|| e b = |A||Vf|, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz
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calculamos

/M 2| APV, VA < /M 2| APV £ V1A

a

9 —
= [ AP (fFIVAA[IV f])
M b

1
< [ 1ape (ef2|VAl2+—|A\2|Vf|2)
M €
1
— . / PIAPIVIA? 4 L / APV 4P,
M € Jm

Substituindo em (2.1.7) segue que
/ PIAR < (14 ) / PIAPIV A + / AP fP
M M M
(149 / 2f| AP g(V £, V| A]
M
< (1+q? / PIAPIV A + / APV FP +
M
21 112 2 4y Q+ 2q+2 2
(a+1)e [ PIAPIVIAR+ = [ japrvy
M
~ (e g+a+a) [ FlAPTLAR

+ (1 + ﬂ) / |A[2242|7 £ 2. (2.1.12)
M

Introduzindo (2.1.12) em (2.1.11) e simplificando temos finalmente que
| A < qrasasd [ PAPIVIAlR
M
1
+ (1+ ﬂ)/ APV £

2
“ A2q+4 2 A2+2qv 2
< <1+q+e>( +q) {q/| et [ japen f|}
+(1+—)/ APV £

B[ plapi<c [ apevp, (2.1.13)
M M

Logo,

onde,

9 -1
B=1—(14q+¢) (ﬁ+q> 4
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2 -1
C=(1+q+¢) (EJrq) +1+

Observe que se ¢ < \/% temos

14+¢

Portanto, para todo ¢ < \/g podemos encontrar € > 0 suficientemente pequeno de

forma que B > 0. Para este € obtemos

[apmp<cn [ japrw s
M M

onde C; = C4(n,q) > 0 é uma constante.

Agora lembre da desigualdade de Young:
da® ot
+

ab < :
S t

onde § > 0 é arbitrarioe 1 < t,s < +o0.

(2.1.14)

Seja p € (0,2 + 2¢) um nimero a ser determinado. Usando a desigualdede acima

temos:
ik
’A|2q+2’Vﬂ2 — f2 (’A|2q—&-2T
= f2 (,A‘2q+2p’A‘p
< f? f‘A’S(%Jr%p) 5_ | AP L
- S
Resolvendo o sistema
pt
2sq + 25 — ps
-
obtemos
b= 2 . q+1
1 + q? q )

)

f2

t=1+4q.

Usando esses valores e substituindo (2.1.15) em

g+1

— 1+q
/ \A|2q+4f2<C' q(:_ / |A|2q+4f2+cv 5 / | |2|

|Vf!2)

V£
f2

(2.1.14) vem:

)

vyper
f2q+2

(2.1.15)
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donde a1
qo @ (51+ V f|2at2
(1—01 )/ | AJ2a+e f2 >C’ | |2’ f2l+2 .
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno de maneira que
a+1
qo +
1-C > 0,
' q+1
temos
|Vf|2q+2
/ AP 2 < 0, / AP (2.1.16)

onde 'y é uma nova constante positiva.

Agora, trocando em (2.1.16) f por f19 temos finalmente

/ |A|2q+4f2q+2 < C / ‘A|2 |v flJrq) |2)1+q
M

f2q(1+q

2q(g+1) vf|2q+2
_ 2(1+q) 2 f |
- 02(]- + Q) I /]\/[ |A| fgq(q+1)

— 03/ |APP|V f|2at2. (2.1.17)
M

Considere a fungao distancia r(z) = d(z,py) a partir de um ponto fixo py € M.

Fixando numeros R e 6 € (0,1), considere f € C§°(M) dada por:

1, se r(x) <OR
flz) = g:—%, se R<r(z)<R
0, se r(x) > R

Entao, lembrando que |Vr| <1 e substituindo f em (2.1.17) temos que

/ |A|2q+4f2q+2 < / |A‘2q+4f2q+2
Bor(po) M

< G [ Jappospe
M
fBR(P0)| |2

= G (1 + O)R)2at2’

Fazendo R — 400 temos, por hipdtese, que o termo a direita é zero. Logo,

[ 1ap <o,
M

o que implica |A| = 0, isto é, M é um plano afim.
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Agora passamos a tratar o caso ﬁ é paralelo. Antes observamos que

2 = > (¢5)

a?lh?

= Z(Ha(sij - h?j)2

a?lh?

= > {0;(H*)? = 26,;h5 H* + (h)*}

a?lh?

= ny (H)? -2 (HO‘Z hg;) + ) (hg)?

a7z7]

= |A? —nH? (2.1.18)

Teorema 2.2. Seja i : M™ < R"™™ (n < 6) uma subvariedade completa, nao-compacta,

super-estavel com vetor curvatura média paralelo e fibrado normal plano. Suponha que

2
hm fBR(pO) |(I)‘

— =0.
R—o0 RQ—g

Entao M é um plano afim.

Demonstracao: A demonstracao do resultado acima é bastante semelhante a
do teorema 2.1. Por essa razao mencionaremos aqui apenas os principais pontos onde o

argumento é diferente daquele que usamos acima.

Primeiramente, observe que por (2.1.18) a inequagao de super-estabilidade se

reescreve como

Jorwse= [ ek amry.

Procedendo da mesma forma como no teorema 2.1 e levando em conta os termos

com H em (2.1.6) obtemos a seguinte expressao:
| PP {alep 4 Blol + ¢y <D [ jeprwsp
M M

onde
9 -1
A—1—<1—|—q+€)(ﬁ+Q) q,

n(n —2)
n(n —1)

?

B=(14q+e€) (%Jrq)_l(lJrq)
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C = <1+(1+q—|—e) (%+q> (2+q)> nH?,

14¢q
—

9 —1
D=(1—|—q+6)<g+q> + 14
Agora calculamos.

—4AC = {n'¢" +2n'(e+2)¢® + n*(n’*¢* 4 6n’e + 6n° — 16n + 16)q”
2n [n®e® + (3n* — 8n + 8)ne + 2(n* — 4n® — 4n +8)] ¢
+n(n —2)%€ + (2n*(n — 2)% + 16n — 16n%)e

+ [n*(n — 2)%e + 2n(n® — 4n® — 4n + 8)¢

2
4 nH

—4n® —12n% + 16 )
“+n n n° + ]}(n—l)(nq—i—2)2

Considere os termos sem e entre as chaves:
g(n,q) = n'¢*+4n'g® + n?(6n* — 16n + 16)¢>

+4n(n® — 4n* — 4n + 8)q + n* — 4n® — 12n* + 16.

Tomando q = —% temos

1
g (n, ——) = (n—1)(n*—T?+3n—1).
n
E facil verificar que g (n, —%) < 0 quando n < 6. Neste caso, podemos encontrar
€ > 0 suficientemente pequeno al que B? — 4AC < 0.
Observe que a nossa escolha ¢ = —% faz A > 0.
Usando a inequacgao de Young como no teorema 2.1

7T —(1+q) 2 24+2¢
[ o (e sl « 0y < pl 0 [ VIR
M 1 +q

+1

where A = A — Dng

g+l

Escolhendo 6 > 0 convenientemente, de forma que A > 0 e B2—4AC < 0 podemos

reescrever a expresséo acima como

— |V 2
I
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onde C' = C(n,q) > 0 é uma constante.

O restante da demonstragao segue exatamente como no caso H=0. Dessa forma,

/ |®*+2 = 0.
M

Concluimos que |®| = 0, isto é, M ¢é totalmente umbilica. Como M ¢é nao-

obtemos

compacta, por hipdtese, temos que M deve ser um plano.

2.2 Subvariedades do Espaco Euclidiano com Fibrado
Normal Arbitrario

Comecamos com um importante lema.

Lema 2.3. Seja i : M™ — R"™™ uma subvariedade do espaco euclidiano tal que VLF[) =
0. Neste caso temos que

2
Ve —|V[e[]* > —|V|P|*.
nm

Demonstragao: Suponha que |®|(z) # 0. Escolhemos, em uma vizinhanca U de

x € M, um refencial ortonormal {e4} adaptado & M, tal que

wh(x) =0.
Temos que
CEDIETTEEDS (Z 2¢%¢%k“k) =Y v
a,i,5,k a i,5.k «

Dai, usando que 2ab < a® + b* vem

VIeP? = ) V[en.V|ef)?
a,B

1
S S (TIBPE + [V

a?/B
= my |V]eP

IN
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Logo,
my [V|eff?
V]®P? 2

o 2.2.1
e 4> e (22.1)

V@[ =

Como |®| # 0, existem indices, digamos 7, k e [ tais que ¢}, # 0. Considere o vetor

de R™\{0} definido por

1
(¢k:l7 .. 7¢Z})
E claro que podemos encontrar uma matriz U € O(m) e z = (1,...,z™) tais que

2% #0 paratodo 1 <a<m,

Uion = 2",

O novo referencial {€4} definido como
€ =¢€ , €4= Ugeg,
tem as mesmas propriedades do referencial anterior.
De fato, por (1.1.12) temos
Vé, =VUles =dUS @ e+ UlVes =USVes = Ulwy @ ey,
donde conclui-se que W¥(x) = 0.

Neste novo referencial temos que

D912 = "(65)* > (é5)* > 0.

a77;7j
Logo, podemos sempre assumir que |®*| # 0 para qualquer a.

Seja 1 < v < m tal que

Ve VIR
_ = X RN S S
|7 o | [P

Entao, por (2.2.1) vem

m| V|7

V|®|?]? <
VIR < T
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Sem perda de generalidade, podemos encontrar {es,...,e,} que diagonaliza A7,

isto é, hj; = 0 se i # j. Dessa forma

Ve[ =

QZ¢ o "
()

<4y (Z( ;)2) (Z( >)
= 42 ¢2; Z uk
= 4’(1)’Y| Z mk

Portanto,
m|V|®7]??
4|P7|?

= mz zzk
= Z zzk +mz m . (222)

i,k
i#k

Vel <

Como ), ¢}, = 0, temos que

Z gb]jz zn = 0.

1#3

Dai

Z¢Jﬂ = (¢7::)". (2.2.3)

1737

Substituindo em (2.2.2) vem
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|V|q)||2 - Z uk +mz zu

'L;ﬁk
2
= MG m )| 36
'L;ﬁk ’ ];éz

IA

Z iik) —|—m; Z Z Jﬂ

J#

z;tk ]#'L i
= m g ”k (n—1)m E m
z;tk 'L;éj
= nmi : uk:

'L;ﬁk

Segue que

> (66" = V] (22.4)

a,iF£k

Neste referencial temos que

Vol =23 620 Ukwk L0 S sttt
g a,B,4,7,8,t,k
isto é,
‘V|@|2‘2 Z ¢%¢%k¢§t¢ik
7Bai7j7s,t,k
V|®|? _

oy ()

/8787t



2.2 Subvariedades do Espaco Euclidiano com Fibrado Normal Arbitrério

43

Dessa forma, pela equagao de Codazzi (1.1.15) obtemos

Ve[ -

V|®f*?

v

v

Z ¢ zyk stk

Z ( qu)Q_ o,f,i,7,8,t.k .
ik >, <¢ft>

B,s,t
Z(¢§t)2 Z zjk Z ¢ ’L]k stk
B,s,t a,i,j,k a,f3,4,75,8,t.k
D2
D DR (AR N
a,B,i,7,8,t,k
2[®[?
S0 {0650 + (05200 — 265050000}
af3,i,g,s,t.k
2|®[?
Z ( ¢stk gbstqbz]k)
a,f3,1,7,8,t,k
2|‘1>|2
2
Z (%Ztk z]k Z (¢ stk zgk)
a,i,j,k,s,t B,i,7,k,s,t
s#t i#]
2|2
Z ( Zaj Ztk)2+ Z (¢st¢zjk)
a,i,7,k,s,t B,4,3,k,s,t
s#t i#£]
2|92
D_(05)" D _(@%) + 3 _(62)* D _(613)?
a,t,] stk B,s,t i,J,k
s#t i#]
2|®[?
> (05’
5,k
i#£]
Z UZ Z UJ Z ij
il?fj #J 27];5

22 )2 (2.2.5)

173]

Substituindo em (2.2.4) em (2.2.5) obtemos finalmente

2
VO~ |VI@|* 2 —|V]o]?

Pela arbitrariedade de z € M concluimos o afirmado.
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Em [33], Simons provou a seguinte estimativa para subvariedades minimas do
espago euclidiano

A|A]? > =3|A]? + 2|VAP.

Pelo lema 2.3 obtemos a seguinte expressao

A[AP = 2|A|AJA] +2|VIAlf

2
> 2 (— + 1> — 3|A%
nm
donde
AIAIA] > VAP - 5] (226)
~ nm 2 ' -

Agora enunciamos nosso resultado

Teorema 2.3. Seja M"™ C R"™™ uma subvariedade completa e minima do espaco euclidiano.

Suponha que valha em M a sequinte desigualdade.

/ VP> kr/ FPlAR, Ve CF(M), (2.2.7)
M M
onde k > % (1—%). Se

fBR(PO) |A’2 2k =3+ \/4k2 —k (6 o 771721)

R

3

Entao M ¢é um plano afim.

Demonstragao: Introduzindo f|A['*? na inequagao (2.2.7) temos que
e[ e < [ AP
M M
= 0? [ APV + [ apee
M M

+2(1+q) /M FIAPT (7 £,V A) (2.258)

Multiplicando (2.2.6) por |A|??f? e integrando em M, vem:

i/ |A|2‘If2|V|A||2 < / |A|2q+1f2A|A|—i—§/ |A|2q+4f2.
nm Jay M 9 u
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Como
[rapieaial = - [ g (ape ), vl4)
M M
=~ +1) [ APPVIAlR
M
=2 [ flapg(v s,
M
temos, apdés multiplicacao por (1 + ¢), a seguinte expressao:
2 3
(1+q) (— +2q + 1) / AP f2|IVIA|]P < 5(1 + q)/ | A2ata f2 (2.2.9)
M M

(14 q) /M FIAPT (Y £, V| A,

Agora, somando (2.2.8) e (2.2.9) e simplificando vem:

o) (o) [1aPPRIAR < (Sa+n-k) [ japep

+/ A2 £ (2.2.10)
M

Considere o termo [, 2|A|**! f(V f, V|A[) em (2.2.8). Usando que

b2
20b < ea® + —, Ve>0
€

com a = f|V|A|| e b = |A||Vf|, obtem-se facilmente que a inequagao (2.2.8) se reescreve

CcOo1mo

1
e[ AP s a0+t [ |A\2q|V|AH2f2+(1+ﬂ) [ 1apms
M M M
(2.2.11)

Introduzindo (2.2.10) em (2.2.11) e simplificando temos finalmente que

B [ plapri<e [ japvip (2212)
M M
onde,

B=k—(1+q+e¢) (%+q)-1 (g(q+1)—k)

1+4+¢
—

2 -1
C=(1+q+e) <%+q> +1+

A parte sem € de B é dada por

—3nmq® + (4knm — 6nm)q + 4k + 2mnk — 3mn
2+ gnm '

p(q) =
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A condicao p > 0 implica

< mn
q 3 )

2 — 3+ /42— k(6 12)

e a hipotese k > % (1 — %) garante que a parte sob a raiz é positiva.

Neste caso, podemos encontrar € > 0 suficientemente pequeno tal que (2.2.12) se

reescreve como
| rap<cn [ japre s
M M

onde ('} é uma constante positiva

O restante da demosntragao segue exatamente como a do teorema 2.1

Como no caso de hipersuperficies, podemos definir a nocao de aplicacao de Gauss
para subvariedades do espago Euclidiano. Nese caso temos uma aplicacao v : M — G,
onde G, é a grassmanniana de m-planos orientados em R"*™. A partir da aplicagao 7,
Xin [39] provou que sob certa condi¢ao geométrica, vale uma desigualdade tipo-Sobolev

como (2.2.7) em M. Explicitamente temos a

Proposigao 2.1 (Xin [39]). Seja i : M™ — R™™ uma subvariedade minima do espago
euclidiano. Se a imagem da aplica¢io de Gauss y(M) estd contida em uma bola geodésica

de raio Y21 em Gpnom, entao temos

4
[ wrezz [ pap,

para toda fungao f € C§(M).

Portanto, a proposicao acima da um significado geométrico bastante interessante

para nosso resultado.

Observacao 2.4. Escolhendo k = % no teorema 2.3, verificamos que
2k — 3+ [4k? — k(6 - 12) 5
3 ~ Vo

Em particular, quando m = 1 reobtemos o resultado de do Carmo-Peng [9].
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Agora estudaremos o caso de subvariedades com curvatura média constante. Como
mencionamos anteriormente, nossa abordagem sera um pouco diferente daquela que vinha-

mos adotando até o presente momento. Antes introduzimos alguma notagao.

Seja A o laplaciano de fungoes em uma variedade riemanianna completa e Ay (M)

o primeiro autovalor de A, definido por

onde {£2;};en é uma exaustao compacta de M e A\1(£2;) é o primeiro autovalor de Dirichlet

de A em ();.

Além disso, se Br(x) é a bola geodésica de raio R, dizemos que M tem crescimento

de volume polinomial se

Vo(R) := Vol (Bg(z)) < CR*, k>0.

Feitas essas consideragoes, podemos enunciar o seguinte
Teorema 2.4 (Cheng e Yau). Seja M uma variedade riemanniana completa nao-compacta.

Se M tem crescimento de volume polinomial, entao \j(M) = 0.

Demonstragao: Veja [14]

Esses sao os igredientes necessarios para provarmos nosso resultado.

Teorema 2.5. Seja i : M™ — N"™ wuma subvariedade completa nao-compacta com
curvatura média constante H em uma variedade riemanniana N. Suponha que existem

€e>0,a>0eb>0 tais que

/ VP> e/ FAlA],  Yf e (M) (2.2.13)
M M
Entao, se
. fBR(a:) |A’b
i S0 10

temos que H = 0, isto é, M ¢é minima.
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Demonstracao: Usando que

IIM

(2.2.14)

temos

AP = ) ()

v

Z (Zz zz)

«

.nHC“2
Z(ZZ )

n

= nZ(H“)Q = nH?.

Suponha que H # 0. Neste caso

donde concluimos que

Logo, o volume de M tem crescimento polinomial. Pelo teorema 2.4 concluimos

que A (M) = 0.

Por (2.2.13) temos que
[ wseze [ plarzdomt [ p vrecgon.
M M M

Dai
JuIVIE
u

(VL]

> e(nH)3,  VfeCR(M). (2.2.15)
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Usando a caracterizagao variacional do primeiro autovalor e (2.2.15) concluimos
que

V£|? o
0=XM\(M)= inf M—JJZE(nH)2>O
receony [, f

Portanto, devemos ter H = 0 o que prova o afirmado.

Como corolario desse ultimo teorema, obtemos uma interessante generalizacao do

teorema de do Carmo-Zhou (0.6) para o caso de curvatura média constante.

Coroléario 2.1. Seja i : M"™ — R"™™ yma subvariedade completa do espaco euclidiano

com curvatura média constante H. Suponha que valha em M a sequinte desigualdade.

Jrwstzn [ plap vrecran, (2.2.16)
ondek>%(1—%). Se
Al? 2k —3 4 \/4k? — k (6 — 2=
lim S 1A =0, gqe€|-1, \/ ( )

3

R—+400 R2+2q

Entao M ¢é um plano afim.

Demonstracao: Pelo teorema 2.5 devemos ter H = 0 e o resultado segue pelo

teorema 2.3.

A partir das técnicas utilizadas até o presente momento, provamos dois novos

resultados. Comecamos com um teorema para hipersuperficies do espago hiperbdlico.

Teorema 2.6. Seja M™ C H"! uma subvariedade completa e minima do espaco hiperbélico.

S0 1A 2
. BR(I)| _ “
din =0 <)

Se vale em M a sequinte desigualdade

Suponha que

/\vﬂzz/ AP +a), VfeCE(M), (2.2.17)
M M

n(g+1)°
2+2ng+n’

onde o > Entao M é uma hipersuperficie totalmente geodésica.
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Demonstragao: Neste caso, vale a seguinte desigualdade [33]

2
|A|A|®] + |AI* +n]A]? > E|V|A||2. (2.2.18)

Introduzindo f|A|'*? na inequagao (2.2.17) temos que
/ PIA 4 o / PlAP < / IV (F A
M M M
— (1+qP / AP A 22 + / AP £ P
M M

#2149 [ APAVAVIAL (2210

Multiplicando (2.2.18) por |A]*?f? e integrando em M vem:

2
5/ |A|2¢Jf2|v|A||2 Sn/ f2|A|2q+2_|_/ |A|2q+1f2A|A| _|_/ |A|2q+4f2.
M M M M

Como
/ APPAA = - / (V (JAP12) , V]l
M M
— 2+ 1) / AP 2V AP — 2 / APTH (V1T AD,
M M

temos, apds multiplicagao por (1 + ¢), a seguinte expressao:

2 q q
(o) (2o 201) [APPRIAR < <20 q) [ 1P vsTIA)
H1eq) [ (AP
M

+n(q+1)/ FAAP2. (2.2.20)

Agora, somando (2.2.19) e (2.2.20) e simplificando vem:

2 2q r2 2 2q+4 f2 24-2q 2
e (2oa) [1appvial < o [ apps [ apegey
+(n(g+1) —a)/ |A[2t2 2 (2.2.21)
M

Considere o termo [, 2|A|*"! f(V f, V|A[) em (2.2.19). Usando que

b2
2ab§ea2+?, Ve > 0



2.2 Subvariedades do Espaco Euclidiano com Fibrado Normal Arbitrério 51

com a = f|V|A| e b= |A||Vf]|, obtem-se facilmente que a inequacao de super-estabilidade

(2.2.19) se reescreve como
o fraperp s [ plapet < qroegrd [ APITIARS
M M M

+<1+1—J€rq>/ APV (2.2.22)
M

Introduzindo (2.2.21) em (2.2.22) e simplificando temos finalmente que

/f2|A|2q+2{B\A|2+O}§D/ A2V P2, (2.2.23)
M M

-1
+Q> 4;

C=a—-(14+q+e <%+q>_l(n(q+1)—a);

onde,

S

B:1—(1+q+6)<

2 - 1+
D:(1+q+6)<—+q> +1+ 1
n €
Tomando g < \/g verifica-se facilmente que
1
e (2.2.24)
w4

Agora, observe que a parte sem ¢ em C' é dada por

plo) = o - LFDA+a) =) (2.2.25)

(2+4)

n?(g+1)?
24-2ng+n

e que a condicao a > implica p(a)) > 0.

Portanto, nas condigoes acima, podemos encontrar € > 0 suficientemente pequeno

de forma que (2.2.23) se reescreve como

[ e < e [ japr (2226)
M M
onde C] e uma constante positiva.

O restante segue exatamente como nos casos tratados anteriormente.
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Passamos agora para uma segunda aplicagao. Estudamos o caso de uma subva-
riedade tipo-espaco em uma variedade pseudo-riemanniana com curvatura constante. Mais

precisamente temos o seguinte.

Considere N*™(c), uma variedade pseudo-riemanniana com curvatura constante
¢ e indice m. Sejam ainda M™ C N""™(¢) uma subvariedade tipo-espaco, {€4} um

referencial lorentziano ortonormal adaptado a M e {w?} o corefencial associado.

Neste caso a métrica de N»*™ é dada por

2 A
dsy = E €AW,

A

onde convencionamos que €; =1 e €, = —1.

Temos ainda que as equagoes de estrutura de N sao dadas por

A _ Ba,A B_ _, A
dw = epw” Awp, wji =—wp
dwf = epwh Nwf — secepREpwC AwP (2.2.27)

RECD = C((SAC(;BD_(;AD(;CB)

A métrica riemanniana induzida em M é dada por ds3; = Y. (w')". Como w?®|y; =

7

0, pelo teorema de Cartan, segue que wf = h%wj , onde hf: = h$;. A segunda forma

fundamental de M é o tensor misto definido como

N N J
A= hiw' @uw ® e,
Analogamente ao caso riemanniano, definimos a curvatura média de M como

1 o 1o
H= ’ Zh e = H%,. (2.2.28)

Seja

§2 =" (h)".

a71/7.7
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Neste caso verificamos facilmente que

$ =387 = Y3 (hg)”
>y

(he)?

Z (Zz( zz)

n

= nZ(Ha)2 = nHZ.

v

A partir das notagoes estabelecidas acima, podemos enunciar o seguinte teorema,

provado por Ishihara.

Teorema 2.7. Seja M uma subvariedade tipo-espago isometricamente imersa em NI (c).
Se H = 0 entao a imersao € totalmente geodésica e M é uma forma espacial de curvatura

C.

Demonstragao: Veja [21]

Repetindo a demonstracao do teorema 2.5 e combinando com o teorema acima,
podemos obter o seguinte resultado para o caso de subvariedades com curvatura média

constante.

Corolério 2.2. Seja i : M™ — R wuma subvariedade tipo-espago, completa, com

curvatura média constante H. Suponha que existe um € > 0 tal que

/ VP> / P8 vfecr(
M M

Se

entao |A| =0, isto €, M é um plano afim.



Capitulo 3

A Estrutura de Subvariedades
Super-Estaveis com Curvatura
Média Constante

Neste capitulo estudamos a estrutura de subvariedades super-estaveis com curvatura
média constante segundo a sua parabolicidade ou nao-parabolicidade de seus fins. Os
resultados do presente capitulo seguem as idéias de [40], generalizando os resultados

obtidos pelos seus autores para codimensoes arbitrarias.

3.1 Caso Nao-Parabodlico

Nesta secao trataremos apenas o caso de variedades nao-parabdlicas. Inicialmente
provamos algumas estimativas para a curvatura de M. Vale recordar que seguiremos

neste capitulo as mesmas notagoes estabelecidas nas preliminares desse trabalho.

Proposicao 3.1. Seja i : M™ — R"™™ uma subvariedade completa do espaco euclidiano
com cuvatura média constante H. Se {ea} € um referencial ortonormal adaptado a M,

considere a familia de operadores de traco nulo ®* = A* — H*Id. Nessas condigoes temos

—1 —1
Ricas(en) > (n = 1) H? = (n = 2) H|®| | =—— — “— 0]

Demonstragdo: Seja {e4} um referencial ortonormal adaptado a M. Entao, pela

que

54
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95

equagao de Gauss (1.1.9) temos que

donde

mn Z {hznhg = (i, }

KM(ena ez

i
L

RicM(en) =

7

Mm(€iren)
Zhﬁnhﬁ— h, }

K
{Z ho s — (h$)? + (he,)? — (hﬁnf}

1

thnhz i he)? (W}

=1

N EM QM @M

nhgnﬂa - (Z h?n)Q} .
=1

«

n
Portanto, devemos apenas estimar Z {nhgnH o — (Z hfn)Q}
i=1

Observe que

Dai, usando (2.2.14) vem que

Logo,

D ST RS YUY S,

ij i=1

(3.1.1)



3.1 Caso Nao-Parabdlico 56

pois,
min n ,2 0 = n
n—1 n—1
A partir de (3.1.1) concluimos que
n—1
22> (00.)° + D _(65)% = (67,)%,
i=1
donde,
1 «
[ |2°]. (3.1.2)
Observando que
gb% = hf; se i #£J
e

o = hi -+ H,

de (3.1.1) e (3.1.2) obtemos,
n n—1
nhi, HY =Y (h)* = ndn,H +n(H®)? = (67,)° = 260, H* = (H*) =Y _(67)

- M—DGVV+W—%$JV—{(%Y+i]3X}

> (n—1)(H")* + (n - 2)¢y,

> (n—1)(H")* = (n—2)¢}, |H

v

(n —1)(H ) (n —2)|@°*| H?|

2. (3.1.3)

Agora, escolhendo um referencial tal que

e =2
|
por (3.1.3) temos
n n n+m n
O Ty S N R YIRS 9p 9
« 1=1 i=1 a=n+2 =1
n+m n
> (n_1>H2_n_|(I)n+1’2 Z Z
a=n+2 =1

—(n— 2)@"“;21{,/”7_1. (3.1.4)
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Neste referencial temos que H* = 0 para &« = n + 2,...,n + m. Logo, por (3.1.1)

ve
n

—1
S e <@ a=n+2..0+m. (3.1.5)
wm n

=1

Além disso, certamente temos

B =) [2%7 > [, (3.1.6)

Substituindo (3.1.5) e (3.1.6) em (3.1.4) conclumos

n+m

- —1 -1
Z{nhiﬂ“—(Zh?n)Q} L LN ) DL
i=1

« n a=n+2
—(n—2)|®PH | L 1
n
—1
= (n—1)H?— (n—2)|0PH/"
n

-1
DT (3.1.7)

n

Observacao 3.1. Veja que poderiamos ter enunciado este lema de uma forma puramente
algébrica; a desigualdade (3.1.7) € vdlida para qualquer familia de matrizes com as pro-
priedades mencionadas . Preferimos escrever o lema como feito acima no intuito de dar

um significado mais geométrico para 0s nossos calculos.

Corolario 3.1. Nas condicoes do lema anterior

n 2 2
2 apa a2 > n (5_n)H
AR Y (nH = D00 ) SR

i=1

Se n=2, vale a igualdade se, e somente se, M € totalmente umbilica:

Demonstragao: Lembre que conforme (2.1.18) temos

|A]> = |®]* + nH>.
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Portanto, pelo lema anterior

= P2 n—1
2 a a2 > | - 2 . 2
1A +§a (nHahm ) (hm)> > 4 (20— DH? — (n = 2|0 H | —

i=1

@ (n-2vn—1_\"  n*G-n) .,
= (ﬁ‘ 2 H) A
> @H? (3.1.8)

Agora, quando vale a igualdade em (3.1.8), devemos ter

[®] (n=2)vn-1

H=0.
N4 2 0

Se n = 2, cloncluimos que |®| = 0.

Reciprocamente, se A* = H*Id, obtemos a igualdade em (3.1.8).

Lema 3.1. Seja M" uma subvariedade com curvatura média constante em N™t¢. Suponha
que u: M — R € uma fun¢ao harmonica em M. Se p € C§°(M) € tal que ¢|Vul| satisfaz

a inequagao de super-estabilidade (1.1.19), entdo

1 —1
[ = so!Vu!{—\<I>\2— e (n = 2)H(9| + (2n ~ A +
M M n n

n+m

s () 5 [ (5]

a=n+1

1
+ [ Il
myn—1

Demonstracao: Comecamos lembrando a férmula de Bochner para funcoes harmonicas,

provada pela primeira vez por Yau [42].

n__ |[VIVul*?

2 > 3
AVu|? > Ricy (Vu) + 1) [Vup

(3.1.9)

Como V(fg) = fVg+ gV [ temos

VIVul*[* = 4|Vul*|V|Vul]".
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Substituindo em (3.1.9) vem

A|Vul® > Ricy (Vu) + IV |Vu|]*| Vul?.

(n—1)
Utilizando a identidade
%mw? _ V| AVY| + V|Vl
obtemos finalmente que
VulAIVu| > Riea(Va) + ﬁmwn?. (3.1.10)

Agora, seja ¢ € C§°(M). Substituindo f = ¢|Vu| na inequagao de super-

estabilidade, pelo teorema da divergéncia e pela equagao (3.1.10) vemos que

[ v <1@|Q+ZRicN<ea>+nH2) < [ W
M o M

_ /M [Vl Vaf? + 2V Vul, V| Vul)
+ | V|Vl }
— [ AVePIVul — ¢ (Vula v}
M

1
<[ {w Va2 — — |V

, v
—?|Vul*Ricyy (ﬁ) } . (3.1.11)

Pela féormula de Gauss temos que

KM<€1761'> — KN(€1,€i> = Z {ha ha - h?l }

Calculamos.

RiCM<€1) = ZKN(el,ei) + Z {

=2

= Ricy(es) ZKN €1, €a +Z{h(ﬂzh Z hi;) }
=2
=2

n

= Ricn(e) ZKN (e1,€q) + Z {nh?lHo‘ — z:(hﬁ)2 . (3.1.12)

=1

n

1535 — (h53)?] }

1=

3
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Agora, escolhemos um referencial tal que e; = ‘g—u“'. Substituindo (3.1.12) em

(3.1.11) temos

1
| vt ([0 + 3 Riew(en) +nt? ) < [ [DePIval - 2 [ 0w
M o M n—1Ju

/ ©*|Vul|? {RICN e1) ZKN (€1,€q)
+Z (”h?lHa + Z(h?z)Q) }
Finalmente, pela proposicao 3.1

1
/ B2+ 3" Ricx(ea) +nH? | o Vu? < /|w\2|vu|2——/ S|V Vul? +
M o M n—1Ju

/ ©*|Vul? {RICN er) ZKN €1,€q)
M
+(n—1)H? -

—(n —2)|®*H

donde conclui-se o desejado.

Provaremos agora um resultado classico.

Lema 3.2. Sejam N™™ wuma variedade completa, simplesmente conexa com curvatura
seccional nao-positiva e M™ C N™ uma subvariedade completa e minima. Se n > 3 entdo

M tem apenas fins nao-parabdlicos.

Demonstragdo: Nas hipéteses acima, seque de [20] que existe uma constante

(/ f) gc/ IVf], VfeOr(M). (3.1.13)
M M

C > 0 tal que

Observe que

[ = [ () :{(/Mg)} (3.1.14)
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onde

2(n—1)

g =111

Portanto

2(n—1 n
Vol = 222D sty

Substituindo em (3.1.14) e usando (3.1.13) obtemos

n

/lel’l%? = {(/Mg""ly;l}nl
< O(/MIVQI)&
_ 5(/M|f|ﬂ2\w|)’ﬁl
<o) ([ wee)T

Dai obtemos a seguinte desigualdade de Sobolev

(/M|f|3"2)%2§5/M|Vf|2,

Se n > 3 temos que "5 > 1. Obtemos o pedido diretamente da proposicao 1.2.

Seja

H%(M):{U:M%R\Au:O,MSKe/ |Vu|2<+oo}
M

Estamos prontos para provar o seguinte resultado

Proposigao 3.2. Seja M™ C N™™™ uma subvariedade nao-compacta fracamente super-

estavel com curvatura média constante H. Se, para todo x € M temos

- n?(n —5)

Rien(X) + Y [Ricy(ea) — Kn(X, €0)] > . H?, X eT,M, |X|=1,

entiao se u € HY(M) temos que u =cte.
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Demonstragao: Por contradicao, suponha que podemos encontrar u € H% (M)
nao constante. Entao existe x € M tal que |Vu| # 0. Por continuidade, podemos garantir

que Ya > 0 temos

/ V| > 0.
Ba(x)

Afirmamos que [, [Vu| = +o0.

De fato, pelo teorema da divergéncia e usando a hipdtese sobre a limitacao de u

temos que

[ owar= [ wvwn<c[ v,
Br(z) OBR(x) OBRr(z)

onde 7 é o vetor normal exterior de Bg(z).
Como u tem energia de Dirichlet finita, i.e., fM |Vul? < 400, para R > 1 vem que

0<Cy= / |Vul? < / |Vul? < C/ |Vul,
By (z) Bgr(z) OBg(z)

portanto,

O0BR(x)

Pela férmula de coarea [12]

R
/ |Vul z/ / |Vu| > CyR.
Bg() 0 JoBg(=)

Fazendo R — +o00 provamos o que haviamos afirmado.

Para R > a considere as seguintes fungoes em C§°(M).

1, em B,(x)
pi(a,R) = ¢ D em B,y p(x)\B,(x)
0, em M\B, r(x)
e
0, em B, gr(x)
%ﬁr(z)’ em Byyor(2)\Bayr(T)
902(a’ R) = -1, em Ba+2R+b(I)\Ba+2R(x) )
M]W? €m Ba+3R+b(x)\Ba+2R+b<x>
0, em M\B,i3gpib(7)

onde b > 0 ¢ um numero a ser determinado e r(z) = d(z, z).

Definindo
Y(t,a, R) = p1(a, R) + tps(a, R) t€[0,1]
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e lembrando que —1 < @y < 0, temos

/M (L0, R)| V| = /M {o1(a, R) + ¢a(a, R)} |Vl

Y R—
_ / \vu|+/ arazny r(x)\Vu\Jr/ 2(a, R)| V4l
Ba(x) Butr(2)\Ba(2) R M

< / IVl _/ IVl (3.1.15)
Ba+R(I) Ba+2R+b(I)\Ba+2T(I)

Pela afirmacao ja provada, dados a e R fixos podemos escolher b suficientemente
grande de maneira que o termo a direita em (3.1.15) torna-se maior, em médulo, do que

o termo a esquerda. Dessa forma

/ o(1,a, R)|Vul < 0.
M

Além disso,

/ ¥(0,a, R)|Vu| > (0, a, R)|Vul Z/
M )

Ba(z

|Vu| > 0.
Ba(z )

Portanto, por continuidade, existe to € (0,1) tal que [, ¥(t,,a, R)|Vu| = 0.
Como M ¢é fracamente super-estavel em N, temos que a equagao (1.1.19) vale para

f = ,lvb(toa a, R)lvu|
A hipétese sobre a curvatura implica que

L@ — /2L (0 — 2) H|®| + (20 — 1) H? + Rie (724 ) +
. Vu
+Z |:R1CN(€a> — KN (W’6a>:|

1 /n—1 (n—1)(n—2)?

2
_ <% _ n71(4n72)H> > 0.
Logo, pelo lema 3.1 temos que

1
n—1

/¢2(to,a,R)|V|vu|2§/ |V (to, a, R)|*|Vul?. (3.1.16)
M M

Agora, lembrando que |Vr| =1, calculamos
IVi(to,a, R)|? = (Vei(a, R) +tVy(a, R), Vi (a, R) + tVsy(a, R))
= |V(,01(CL, R)|2 + 2t<v901(a7 R)’ v902(a7 R)> + t2|v902(a7 R)|2
= |V901(a7 R)P + t2‘v§02(a7 R)|2>
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pois, por definigao, (Vi (a, R), Vya(a, R)) = 0.

Dado ¢ > 0, existe R suficientemente grande tal que % fM |[Vul? < e. Dali,

observando-e que 9(t,,a, R) = 1 em B,(z), por (3.1.16) vem

1
n—1

/ VIVl < / (to, a, R)|V|Vul?
Ba(z) M

< [ IVolto.a RV
M

1
- L / ywu%/ v
B2\ By n(@)\Ba(x) Batsris(@)\Baorib(x)

2 / IVu?
Bo+2r(z)\Batr(T)

1
- L / |w2+/ Vu?
B2\ JB,ian(@)\Ba(2) Bassns(\Batan i (2)

1
ﬁ/M|VU\2 < €.

Como € > 0 é arbitrario temos que |V|Vu|| = 0, donde |Vu| = k = cte. Se k # 0,

IN

temos que u : M — R é uma funcao harmonica limitada e nao-constante em M, isto é,

M é uma variedade nao-parabdlica.

Por outro lado, como provado por Grigor'yan [18] e Varopoulos [36], se uma

variedade é nao-parabélica entao devemos ter
/ o0 tdt -
— < .
r Vol(Bi(z))
Consequentemente, o volume de M tem crescimento pelo menos quadratico, isto

/ |Vul? = k*Vol(M) = oo.
M

Portanto, devemos ter |Vu| = 0, isto é, u = cte.

Agora estamos em posicao de estabelecer o
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Teorema 3.1. Seja N™"t™ wuma variedade completa, simplesmente conexa com curvatura
seccional nao-positiva. Se M™ C N™™ (n > 3) é uma subvariedade completa, ndo-
compacta, fracamente super-estdvel com curvatura média constante H tal que para todo
x € M vale

(n—95)

Rien(X) + 3 [Riew(ea) — Kn(X,eq)] = © ik

1 , XeTl,M, |X|=1,

entdo ela possui um unico fim.

Demonstracao: Observe que, pelo lema 3.2, todos os fins de M sao nao-parabdlicos.
A proposi¢ao 3.2 garante que dim(HE (M)) = 1. Portanto, pelo teorema 1.4 de Li e Wang,

temos que M possui um unico fim nao-parabdlico, donde concluimos o afirmado.

Definicao 3.1. Dizemos que uma variedade N tem geometria limitada se sua curvatura

seccional satisfaz Ky < 02, 0 > 0 e seu raio de injetividade iy (x) > ig > 0.

E agora mais um lema classico.

Lema 3.3. Sejam N wuma variedade riemanniana completa com geometria limitada e
M C N uma subvariedade completa, nao-compacta. Assuma que o vetor curvatura média

H de M satisfaz \ﬁ| < Hy < 00. Entao cada fim de M tem volume infinito.

Demonstragdo: Segue de [6] que existe uma constante positiva ¢ tal que, para
qualquer € M, o volume de Bj(x) é maior ou igual que ¢y. Seja £ um fim de M com

volume finito. Neste caso podemos encontrar 7" > 0 tal que

Vol(E) < Te.

Escolha pontos x € E e y € OF tais que d(x,y) = d(z,0F) > 2T. Seja v :
[0,27] — R uma gedésica minimizante ligando y até z. Neste caso as bolas geodésicas

Bi(7(0)), B1(7(2)), ..., B1(v(2(T — 1)) sao disjuntas e estao contidas em E. Portanto,

WI(E) 2 Y vol(Bi(3(20)

> T

Obtemos uma contradi¢do, o que prova a infinitude de vol(E).
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Como aplicacao dos resultados acima podemos provar o seguinte.

Teorema 3.2. Seja N"™™ uma variedade riemanniana completa com geometria limitada.
M™ C N™™ ¢ uma subvariedade completa, nao-compacta com curvatura média constante

H. Suponha que M € super-estdvel e que, para todo x € M, vale

S n*(n —5)

Rien(X) + > [Ricy(eq) — Kn(X, eq)] > T XeT.M, |X|=1.

Entao, se inf Ricy > —2H?, M possui um 1inico fim.
m

Demonstracao: Pelo lema anterior, todos os fins de M tém volume infinito.

Como M é super-estavel, dado um fim £, temos que

2 2 2 : 2
/E‘Vﬂ > /Ef {!‘I)! "‘;RZCN(QQ)—FRH}

> (ﬂ”LinfRz'c]\f+nl—]2)/f2
E

> C/Efz,

para toda f € C§°(M).

Portanto, combinando a proposi¢ao 1.1 e o lema 3.3, vemos que todos os fins de

M sao nao-parabdlicos. O resultado segue pela proposicao 3.2.

Nos teoremas acima, se assumimos que M é nao-parabdlica, podemos retirar as
hipéteses sobre a variedade N. Neste caso, obtemos apenas limitacao para o numero
de fins nao-parabdlicos. De fato, uma andlise mais cuidadosa do método uilizado acima,
demonstra facilmente que as condigoes mais restritivas sobre a geometria de N sao necessa-
rias apenas para garantir que todo fim de M é nao-parabdlico. Excluidas essas condigoes,
ainda podemos utilizar a proposicao 3.1 para estimar o nimero de fins nao-parabdlicos de

M.

Neste caso, os resultados acima podem ser reescritos como
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Corolario 3.2. Seja N uma variedade completa. Se M™ C N™t™ € uma subvariedade
completa, nao-parabolica, nao-compacta, fracamente super-estavel com curvatura média

constante H tal que para todo x € M wvale

- n*(n —5)

Riex(X) + > [Riey(ea) — Kn(X, eq)] > 7 H?, X eT,M, |X|=1,

entdo ela possui um unico fim ndao-parabolico.

Corolario 3.3. Sejam N™™™ uma variedade riemanniana completa e M™ C N™™ € uma
subvariedade completa, nao-parabdlica, nao-compacta com curvatura média constante H.

Suponha que M € super-estavel e que, para todo x € M, vale

- n*(n —5)

Ricx(X) + > [Riey(ea) — Kn(X, eq)] > 7 H?, X eT,M, |X|=1.

Entao, se inf Ricy > —2H?, M possui um tinico fim ndao-parabélico.
m

3.2 Caso Parabdlico

Passemos agora a tratar o caso em que M é uma variedade parabdlica. Comecamos

com o seguinte:

Proposicao 3.3. Seja M" uma variedade parabolica tal que Vol(M) = +oo. Considere
o operador em M definido por L = A + q(z) onde ¢ : M — R € uma fung¢do continua.
Suponha que q(x) > 0 e nao identicamente nula. Entdo, para toda ¢ € C§°(M) com

Jy ¥ = 0 temos que
—/ WYl < 0.
M

Demonstragao: Veja [40].

Agora podemos provar o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Seja M"™ C N""™ wuma subvariedade parabdlica, fracamente super-
estdvel com curvatura média constante H tal que Vol(M) = +oco. Entao, se a curvatura

seccional de N satisfaz Ky > — H? temos que

(n+m—1)m
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1. M ¢ totalmente umbilica em N,
2. Z Ricy(eq) = —nH?;

3. A curvatura escalar de M, Sy, € ndao negativa.

Demonstragdo: Fixado um referencial ortonormal {e,} de NM, considere o

operador em M definido por L = A + ¢g(x) onde

q(z) = |®)* + ZRicN(ea) +nH?.

Pela hipotese sobre a curvatura de N temos que Ricy > —H 2. Portanto,

q(z) = |®]* + ZRiCN(Ga) +nH? > |®|* > 0.

Como M é fracamente super-estavel em N temos que para todo ¢ € C§°(M) com

Jy; ¥ = 0 vale que

— _ A 2 . N 2
/M?ﬂle /M{@D Y+ || +ZO;RZCN(6)+nH}

- /M {]VWZ — (\(I)\z + ZRicN(ea) + nH2> } > 0.

Portanto, pela proposi¢ao acima vemos que
|D|* + Z Ricy(eq) +nH? =0,
(63
ou seja, |®| = 0. Consequentemente M ¢ totalmente umbilica e

Z Ricy(eq) +nH?* = 0.

Isto prova os dois primeiros itens.

Como |®| = 0 temos que

hi:=0, i #j

ij

hiy=H" i=1,..,n.
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Dai, pela férmula de Gauss

Kulei, e) — Ky (e, e)) Zh;;h;; = (H*)?=H". (3.2.1)
Logo,
Ricp(e;) = ZKN(% ej) + (n—1)H?
i
= Ricy(e) ZKN e €a) + (n—1)H?,
donde

Sy = ZRICN e;) ZZKN €i,€q) +n(n —1)H?

« 7

> ——HQ— K o) F o+ Ky(en, eq —1)H?
z za:( n(er,eq) + .o+ Kn(en, €a)) +n(n —1)
2
n
= ——H*— Ri o K ) €a —1)H?
- Z icy(eq) Z n(es,eq) | +n(n—1)
“ s
2
n .
= —EHQ_ZRlcN(ea)—Z;KN<€5,6(X)+H(TZ—1)H2
« « 5o
2
n
> ——H2 H2 K o _1H2
> ——H'+n +; v(egs ea) +n(n—1)
Ba
>

(_n_2+n2_n(m—_1>)[{2
m n+m—1

B m?(n? —n) + m(n® — 2n% + n) + (n* —n?®)
B (n+m—1)d "
= L 2
B (n+m—1)mH’

onde f é o polinomio
f(m) =m?(n* —n) + m(n® — 2n* + n) + (n* — n®).
Agora observe que m = 1 (caso de uma hipersuperficie) é solugao de f(m) = 0.
Portanto, temos que f(m) > 0 param = 2,3, ..... Concluimos entao que

Sy > 0.
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Lembramos mais um resultado ja bem conhecido

Proposicao 3.5. Seja M™ uma variedade completa tal que Ricyy > 0. Entao ou M tem
um unico fim ou € isométrica ao cilindro M =R x N com a métrica produto, onde N é

uma variedade compacta cm curvatura de Ricci nao-negativa.

Demonstragdo: Veja [24], capitulo 7.

Finalmente temos o

Teorema 3.3. Seja N"™™ wuma variedade de geometria limitada. M™ C N"T™ wuma
subvariedade parabdlica, nao-compacta, fracamente super-estdvel com curvatura média
constante H. Se a curvatura seccional de N satisfaz Ky > —MHz entao M ¢
totalmente umbilica em N e tem curvatura escalar nao-negativa. Mais ainda, ou

1. M tem um unico fim; ou

2. M = Rx P onde P é uma variedade compacta com curvatura de Ricci nao-negativa.

Demonstracao: Como M tem geometria limitada, temos que VolM = +oo e

a primeira parte do teorema segue da proposi¢ao 3.4. Agora, por (3.2.1) e como Ky >

—mﬂﬂ temos que

KM<€1'76]') = KN(ei,ej)—i—Hz
((n—i—m—l)d—n) B2

- 2(n+m—1)d
(m Crr n) i

Novamente, o polinomio no numerador tem zero em m = 1 e é estritamente positivo

para m > 2. Concluimos que K,; > 0.

Portanto, pela proposi¢ao 3.5, ou M tem exatamente um fim ou é isométrica a

M = R x P onde P é uma variedade compacta com Ricp > 0.
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