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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver alguns ensaios de macrodinamica do
crescimento, tendo como focos a questdo da distribuicdo da renda e de como as
expectativas, vis a vis a histdéria sdo condicionantes dos equilibrios. No Capitulo 1 ¢
apresentada uma introdugdo do trabalho. O capitulo 2 mostra como a assimetria
comportamental entre trabalhadores e capitalistas em relagdo a possibilidade de deixar
heranca impacta as decisdes dos agentes em termos de consumo, poupanca e estoque de
capital. E apresentada uma abordagem alternativa ao modelo de Baranzini para o caso
continuo, permitindo o progresso técnico e também introduzindo diferencas
comportamentais entre trabalhadores e capitalistas tanto em termos de dotagdes iniciais
quanto em relagdo as preferéncias. Dentro da abordagem pos-Keynesiana, o presente
trabalho obteve importantes resultados: (i) A utilizagdo de métodos matematicos mais
modernos e a confirmagdo dos resultados obtidos por Baranzini (1991); (ii) como a
possibilidade de deixar heranga por parte dos trabalhadores altera o seu consumo e o seu
estoque de capital; (iii) a determinagdo enddgena da propensdo marginal a poupar dos
capitalistas e (iv) a distribui¢do funcional da renda agregada do modelo de Baranzini. O
capitulo 3 avalia a trajetoria do ‘“capital share” em um modelo de variedades. O
arcabougo tedrico ¢ o modelo de Ciccone e Matsuyama “Start-up cost and pecuniary
externalities as barriers to economic development”. A andlise da dindmica da
participagdo da renda do capital na renda total dos agentes da economia mostrou que
mesmo que o numero n de variedade (que ¢ também o numero de produtos
intermediarios) aumente, entdo a participacdo do capital na renda da economia nao
cresce indefinidamente; ou seja, existe um numero limite de variedades (insumos
intermediarios) que corresponde ao limite de crescimento do “capital share”. Se o
nimero de insumos intermediarios for maior do que o nimero limite de variedade a
divisdo da participacdo na renda dessa economia se manterd constante. O capitulo 4
mostra a relacdo entre historia e expectativas na gera¢do de multiplos equilibrios em
modelos de migragao setorial. A pesquisa aqui realizada questiona a critica de Benabou
e Fukao ao artigo de Krugman “History versus expectation” e analisa qual o impacto da
utilizagdo de outras formas funcionais da produtividade do trabalho sobre a dindmica do
modelo.

Palavras Chaves: Classes, Heranga, Crescimento, Distribuigdo de renda e Expectativa.

Classificacdo JEL: E12 ¢ O11



ABSTRACT

This study attempts to develop macro-dynamic growth essays, focusing on income
distribution and the question of how expectations vis a vis history is equilibrium
determinants. Chapter 1 reveals how behavior asymmetry between workers and
capitalists relative to the possibility to leave bequest impacts on their decisions in terms
of consumption, savings and capital stock. Within the post Keynesian approach, the
underlying research has obtained important results, such as the way the possibility to
leave bequest on the workers” end alters their consumption pattern and their capital
stock. Chapter 2 assesses the “capital share” path in a variety model. The theoretical
framework used is the Ciccone and Matsuyama model “Start-up cost and pecuniary
externalities as barriers to economic development”. When assessing the dynamics of
the capital income share within total income of agents in the economy, it can be seen
that even when the number n of varieties increases, the capital share in total income in
the economy does not always increase, that is, there is a specific number of varieties
(intermediate inputs) that corresponds to capital share’s upper boundo. If the number of
intermediate inputs is larger than this specific number of varieties, the division of
income participation will be kept steady. In other words, the economic growth process,
which raises income participation on the workers” end in a sector of finished goods.
Chapter 4 estudies the relation between history and expectations in the generation of
multiple equilibria with migration between 2 sectors. The research questions Benabou's
and Fukao’s criticism of Krugman'’s paper “History versus Expectations” and analyses
the impact on the model’s dynamics of the case where other functional forms for labor
productivity are used.
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CAPITULO 1

INTRODUGCAO GERAL

O presente trabalho ¢ uma extensao, em separado, de trés artigos:

(1) O artigo de Baranzini (1991) que mostra que a dindmica econdmica do
processo de acumulagdo de capital das classes depende da riqueza herdada. Existe uma
classe rica, na qual todas as geragdes investem em capital, o trabalho ¢é especializado e
deixam uma grande heranca. Existe uma classe pobre, na qual as pessoas nada herdam,
o trabalho ndo ¢ especializado e deixam menos para seus filhos. Por essa razdo, a
distribuicdo inicial da riqueza determina o tamanho desses dois tipos de classes e,
portanto a dindmica da economia.

(i1) O artigo de Ciccone e Matsuyama (1995) que mostra como ¢ possivel uma
economia de concorréncia monopolistica cair na armadilha do subdesenvolvimento caso
o numero de variedades (insumos especializados) seja suficientemente pequeno.

(ii1)) O modelo de Fukao e Benabou (1993) que critica o modelo de Krugman
(1991) em relagdo ao tempo em que a economia atinge o seu bordo (o limite de mao-de-
obra) e também quanto aos estados terminais da dinamica do modelo.

O capitulo 2, através de uma abordagem Pos-Keynesiana (de duas classes),
obteve importantes resultados: (i) a confirmacdo dos resultados obtidos por Baranzini;
(i) como a possibilidade de deixar heranca, no sentido imperativo, por parte dos
trabalhadores altera o seu consumo e o seu estoque de capital; (iii) a determinacao
endogena (a partir de pardmetros do modelo) da propensdo a consumir dos capitalista e
(iv) a distribuicdo funcional da renda agregada do modelo de Baranzini. Diferente do
que supde Baranzini, atualmente, ndo somente os capitalistas, mas também os
trabalhadores, em um esforgo altruista, podem também deixar heranga, caso isso ocorra,
o modelo mostrou entdo que o consumo inicial dos mesmos diminui, porém os
respectivos estoques de capital, aumentam. Como o estoque de capital agregado ¢ dado
pela soma dos estoques de capital de trabalhadores e capitalistas, notamos que na

hipotese de trabalhadores e capitalistas deixarem heranca, mesmo que estes deixem um
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estoque maior de heranca do que aqueles, o estoque total de capital da economia
aumentard, expandindo, portanto, o crescimento da economia.

O capitulo também mostrou, a partir da obten¢do da expressdo da renda dos
trabalhadores, que apesar da hipotese dos trabalhadores poderem deixar heranca, a
distribuicao de renda nao ¢ melhorada, o que sinaliza para a necessidade de politicas por
parte do Governo a fim de melhorar a distribui¢do de renda, tais como politicas de
transferéncia de renda ou subsidios financiados por impostos sobre o capital.

O capitulo 3 faz uma andlise da participacdo do capital do modelo de Ciccone e
Matsuyama (1995), o que permite estudar como se dd o processo de acumulagdo em
uma economia cujo motor de crescimento ¢ a adogdo de novas tecnologias. A analise
dindmica dessa participacdo da renda do capital na renda total dos agentes econdmicos
mostrou que € possivel, a0 mesmo tempo, que a economia cres¢a € haja um aumento da
participagdo da renda do capital. Porém a partir de um niimero critico de variedades,
mesmo que o numero de produtos intermediarios aumente, a participacao do capital na
renda da economia ndo cresce indefinidamente; ou seja, existe um niimero limite de
variedades (insumos intermedidrios) que corresponde ao limite de crescimento do
capital share. Se o nimero de insumos intermediarios for maior do que o nimero limite
de variedades a divisdo da participagdo na renda dessa economia se manterd
constante.Em outras palavras, ndo necessariamente um processo de crescimento
aumenta a participagdo da renda por parte dos detentores de capital do setor final da
economia.

A analise do modelo mostra que caso se deseje estudar a implicacdo da
distribuicdo para o crescimento, o0 modelo deve ser estendido através da introducao do
setor governamental e a introducdo de alguma politica de transferéncia de renda
financiada por impostos. O capitulo também mostra uma tipologia das trajetorias de
equilibrio das varidveis do modelo cuja andlise indica que as possibilidades de
armadilha do desenvolvimento ndo necessariamente seguem a linha indicada por
Ciccone e Matsuyama.

O capitulo 4 apresenta um importante trabalho de Krugman (1991) sobre o papel
das expectativas e das condigdes iniciais como determinantes das trajetorias de
equilibrio. A distin¢do entre historia e expectativas como determinantes do equilibrio ¢
importante. Como mostra a Literatura tanto o aspecto das questdes historicas quanto o
das expectativas auto-realizaveis sdo diferentes ndo apenas do ponto de vista padrao de

competitividade, mas também sao significantemente diferentes uns dos outros. Para
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Krugman (1991), devem existir casos nos quais ambos sejam relevantes. Também ¢
apresentada a critica de Fukao e Benabou (1993) quanto: (i) ao horizonte de tempo; (i1)
em relagdo aos pontos terminais da economia. Mostramos que a apesar da primeira
critica ser pertinente, o argumento utilizado em relagdo aos pontos terminais nao
especificou de modo correto o preco-sombra e conseqiientemente, essa critica nao € tao
robusta como afirmam os autores.

As linhas de pesquisa futura, a partir dos resultados obtidos neste trabalho, terdo
como objetivo:

(1) Em relagdo ao modelo de Baranzini, mostra como a introdu¢do do governo e
uma aplicacdo de politicas redistributivas de transferéncias de renda ou subsidios,
financiadas por tributagdo sobre o capital, pode melhorar a distribui¢ao de renda.

(i1) Em relacdo ao modelo de Ciccone e Matsuyama e o modelo de Krugman,
elaborar um modelo que permita realizar uma sintese dos modelos acima citados.

(ii1) Ainda em relacdo ao modelo de Ciccone e Matsuyama, pesquisar como a
introdugdo de politicas (fiscal ou monetaria) ou a introdugdo de expectativas podem tirar
a economia da armadilha do subdesenvolvimento.
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CAPITULO 2
CRESCIMENTO E DISTRIBUICAO DE RENDA: O EFEITO HERANCA
SOBRE O PROCESSO DE ACUMULACAO DE CAPITAL EM UMA
ABORDAGEM POS-KEYNESIANA

1. Introducgéo

O texto de Baranzini (1991) tem como objetivo estender o modelo Pasinettiano
em diversas direcdes. Sua abordagem ¢é pds-Keynesiana no sentido de tratar da
distribuicao e acumulacao de riqueza, no contexto de um modelo do tipo Kaldor (1955)-
Pasinetti (1962), envolvendo duas classes sociais—trabalhadores e capitalistas. Por
hipdtese o modelo de Baranzini no tempo continuo permite tratar o progresso técnico,
onde capitalistas deixam heran¢a, mas o mesmo nao ocorre com os trabalhadores. Essa
assimetria de comportamento afeta as decisdes de consumo, poupanga € acumulagao de
capital.

O presente capitulo ¢ uma alternativa a metodologia utilizada pelo modelo acima
citado e segue a mesma linha de pesquisa executada por Teixeira, Sugahara e Baranzini,
(2002), além de Baranzini, Benjuino, e Teixeira (2003). O texto analisa como a
possibilidade dos capitalistas deixarem heranca, em contraste com a impossibilidade dos
trabalhadores fazerem o mesmo, afeta decisdes de consumo, poupanga e acumulacio de
capital dessas classes.

Existem diferengas metodoldgicas entre a teoria neoclassica da produtividade
marginal e a abordagem pds-Keynesiana de crescimento e distribuigdo. O modelo de
Baranzini utiliza elementos de ambas as abordagens e, portanto pode ser considerado
um modelo heterodoxo. Entretanto essa disputa metodoldgica esta fora do escopo do
presente trabalho. O trabalho de Branzini (1991) faz parte do contexto de pesquisa de
diversos autores como Samuelson e Modigliani (1966), Baranzini (1975), Ramanathan
(1976), Darity (1981), O"Connell (1995) e Faria e Teixeira (1999).

Uma limitagdo do modelo de Baranzini é que capitalistas e trabalhadores

possuem as mesmas preferéncias. Isto representa uma limita¢do no sentido de que, em
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Baranzini trabalhadores e capitalistas, além de possuirem a mesma func¢do utilidade,
possuem também a mesma taxa de desconto intertemporal', e esta ¢ exatamente a critica
que Masson (1992) faz ao modelo de Baranzini. Para esse autor a taxa de desconto
intertemporal que aparece na fun¢o utilidade dos capitalistas ¢ a mesma que ¢ utilizada
na fung¢do de utilidade dos trabalhadores. Neste sentido o presente trabalho ¢ mais geral
no sentido de que o presente modelo permite realizar analises, como por exemplo, a
comparagdo relativa entre os consumos otimos de trabalhadores e capitalistas, analise
esta que o modelo de Baranzini ndo permite, pois no seu modelo esses consumos sao
exatamente iguais.

Além disso, ele opera apenas em situacdo de steady-state, e utiliza um
instrumental matematico que negligencia os avancos recentes de economia matematica.
No presente trabalho ndo se pretende simplesmente utilizar técnicas mais modernas,
pois ndo se trata aqui de se superestimar a aplicagdo do principio do maximo em
problemas econdmicos, pois como ressalta Shell (1966), raros sdo os problemas tratados
com o principio do maximo que ndo podem ser resolvidos com uma extensao do calculo
de variagdes, mas sim de apresentar uma andlise de acordo com as técnicas mais
utilizadas de controle 6timo, contornando assim, como fez Baranzini, a necessidade de

se dar uma énfase na modelagem das restricdes dos agentes.

Uma diferenga fundamental entre o presente trabalho e o de Baranzini ¢ que a
taxa de desconto intertemporal dos trabalhadores ¢ maior que a taxa de desconto dos
capitalistas, ou seja, os trabalhadores possuem uma preferéncia pelo consumo presente
maior do que os capitalistas.Apesar de ndo haver evidencia empirica de que as taxas de
desconto sejam diferentes para trabalhadores e capitalistas, como mostra Dynan et. Alli
(2004), do ponto de vista tedrico, € sob certos aspectos, o presente trabalho vai ao
encontro do artigo de Le Van e Vailakis (2003).

Além dessa introducdo, na se¢do 2 apresentamos:

(1) O modelo utilizando técnicas de otimizagdo dinamica, em particular o Principio do
Maximo de Pontryagin, que possibilita a otimizagdo dos comportamentos dos agentes,
j& incorporando a remuneragdo sobre os estoques de capital ao invés de uma forma
indireta como ¢ utilizada por Baranzini;

(i) Uma andlise comparativa com os resultados de Baranzini,

! Veja Masson (1992), onde essa preocupagio ¢ salientada em relagdo ao modelo.
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(i11) A anélise do consumo inicial (determinada a partir dos parametros do modelo) que
mostra que o mesmo ¢ maior para o capitalista, mesmo este deixando heranca.

A secdo 3 apresenta os macro-modelos. Na secdo 4 analisamos o caso em que
tanto capitalistas quanto trabalhadores deixam heranca. A quinta se¢do contém a
expressao da participagdo da renda do trabalhador na renda agregada. A ultima secao

contém, as conclusdes.

2. O modelo: os impactos do efeito heranca sobre as decisbes dos agentes
econémicos

O Objetivo do presente trabalho ¢ mostrar como a assimetria entre capitalistas e
trabalhadores em relacdo a possibilidade de heranga afeta o processo de acumulacdo de
capital da economia.

A seguir mostraremos as principais hipoteses e caracteristicas do modelo.
(i) A divisdo da economia em duas classes: Seguindo a tradicdo dos macro-modelos
pos-keynesianos a economia ¢ composta de duas classes: trabalhadores e capitalistas. Os
trabalhadores possuem duas fontes de renda: a primeira é fruto do seu trabalho, isto é,
eles recebem um salario w(t) que cresce a uma taxa m (suposta a mesma para todos os
trabalhadores); a outra renda dos trabalhadores ¢ derivada de seus ativos acumulados

(k). Os capitalistas obtém toda sua renda de seu capital financeiro (k_), ou seja, os

capitalistas sdo rentiers puros.

(ii) O horizonte intertemporal: Os individuos (trabalhadores e capitalistas) exercem suas
atividades (trabalhando ou administrando seus ativos) durante um horizonte finito de
tempo T.

(iii) As hipoteses biologicas e demogrdficas: No instante t=0 todos os individuos
iniciam suas atividades, ou seja, ou iniciam sua vida laboral (caso sejam trabalhadores)
ou recebem seus ativos de heranga (caso sejam rentiers puros). O modelo possui
progresso técnico do tipo Harrod-neutro no qual a taxa de crescimento populacional ¢
exogena, constante, e igual a g. O nimero de individuos (sejam capitalistas ou
trabalhadores) em um instante t ¢ dado por N(t)=No.egt, onde Ny é o numero de

individuos no instante t=0 ( V, para os capitalistas ¢ N para os trabalhadores), ou seja

a taxa decrescimento populacional ¢ suposta a mesma para capitalistas e trabalhadores.
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Seguindo a tradigdo de Harrod (1948) chamaremos a taxa natural de crescimento da
economia de n=g+m, onde m ¢ a taxa de progresso técnico-aumentativo.

Os trabalhadores ndo deixam heranca. Cada capitalista nascido em t=0 herda um
estoque de capital ko e deixa de heranga, no instante T um montante igual 2 ko.e"" , pois
se supoe que, diferente dos trabalhadores, os capitalistas possuem a capacidade( em
termos de rendimentos dos seus estoque de capital) de deixar heranga. O modelo supde
preferéncias dinasticas, ou seja, o capitalista deixa uma herangas no instante T, apesar
do horizonte de tempo do modelo ser exatamente T.

Os capitalistas sdo rentiers puros, isto €, derivam sua renda do capital que possuem. Os
trabalhadores possuem dois tipos de renda: (a) a taxa de salario w(t) que cresce a uma
taxa m, isto ¢, w(t) = wo e™ e (b) a renda derivada de seus ativos acumulados (rky), ou
seja, o estoque de capital dos trabalhadores k, sdo remunerados também a uma taxa de
juros r.

A taxa de juros r, que tanto trabalhadores quanto capitalistas auferem sobre suas
poupancas acumuladas, ¢ igual a taxa média de lucro e também ¢ suposto um mercado
perfeito de capital no qual cada agente possa emprestar ou pegar emprestado a uma
mesma taxa de juros r.

Os agentes possuem funcdo utilidade do tipo utilidade marginal iso—elastica®

U (c(t))=yﬂ c(t)” , onde P<Il. Note que portanto y =1 ! ¢ a elasticidade de

substitui¢do intertemporal.

A funcdo de produgdo ¢ do tipo Kaldor- Pasineti, semelhante a de Leontief:
Y=min{K/v; No.e™" }, onde K é o estoque de capital e v é a relagdo capital/produto. Isto
é, a economia atinge o pleno emprego com Y= K/v= Ng.e" , e a forca de trabalho
crescendo a uma taxa g, ou seja, o crescimento do produto ¢ limitado tanto pelo
crescimento do estoque de capital quanto pelo crescimento da for¢a de trabalho e em
equilibrio a taxa de poupanca s= S/Y ¢ igual a v(g+m),isto ¢, a taxa de garantia s/v ¢

igual a taxa natural g+m.

? Devemos notar que essa fungdo utilidade é continua. Basta definir em =0, U(c(?)) =1n ¢(¢),

resultado este obtido apos aplicar o Teorema de L Hospital para uma transformada monétona da fungdo
utilidade.
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Uma hipdtese crucial ¢ a taxa de desconto intertemporal dos trabalhadores dy, ¢
maior que a taxa de desconto dos capitalistas d., em outras palavras os trabalhadores

possuem uma preferéncia pelo consumo presente maior do que os capitalistas.

2.10s micro-modelos

Seguindo a tradi¢ao de Harrod (1948), a taxa garantida (s/v) deve ser igual a taxa
natural de crescimento da economia (g+m), que por sua vez ¢ igual a taxa de
crescimento esperada (g°). Caso a taxa de crescimento esperada seja maior que a taxa de
garantia entdo o produto realizado serd maior que o produto esperado, de modo analogo,
o produto realizado serd menor que o produto esperado caso a taxa de crescimento
esperado seja menor que a taxa de garantia, de maneira que, em um contexto de
crescimento em estado estacionario, a taxa de crescimento esperado deve se igualar
tanto a taxa de garantia, quanto a taxa de crescimento natural da economia.

Como a taxa de garantia € igual a taxa de crescimento e conseqiientemente ¢é
uma constante, entdo, a flexibilizagdo da relacao s/v, é feita através da distribuicao
funcional da renda, ou seja, a taxa de poupanca ¢ decomposta na poupanca do
trabalhador e na poupanca do capitalista. Portanto a analise dos micro-modelos deve
contemplar tanto o comportamento do trabalhador quanto o comportamento do rentier.
2.1.1 O comportamento do trabalhador

O problema de um trabalhador ¢ de escolher a trajetdria 6tima de consumo que
maximizar o valor presente da utilidade do consumo, ou seja, ele deve resolver o

programa de otimiza¢do dinamica:

il B =0t
max I—cwe dt
0 IB

sujeito a: léw =w+rk, —c, (2.1)

kw(0)= kw(T)=0 (2.2)
No problema acima a varidvel de estado (ky) ¢ o estoque de capital de um
trabalhador e o consumo do mesmo trabalhador (cy) ¢ a varidvel de controle. A restri¢ao
(2.1) diz que a renda por trabalhador, auferida com salarios e remuneracao do estoque
de capital, deve financiar seu consumo e a variagdo do estoque de capital’. A equagio

(2.2) indica que o trabalhador ndo recebe e nem deixa heranca.

3 Como o leitor notara estamos em um contexto de uma economia descentralizada a la Sidrauski. Veja
Blanchard e Fischer (1989) e Foley &Sidrauski (1971).
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e . 1
O Hamiltoniano de valor corrente sera: H = ch +A(w+rk,—c,)

Aplicando o Principio do Maximo de Pontryagin segue-se:

. . H —
(a) da condigdo de primeira ordem 2— =0 para o Hamiltoniano:
c

w

At)y=c""! (2.3)

(b) da equagdo de movimento A = _STH + 0,4 para a variavel de coestado A:

w

A(t) = ﬂoe_(r_a‘”)t (2.4)
Onde se supde que r >, >J.. As equagdes (2.3) e (2.4) fornecem a equagdo
. , . "t * (r_5 ) r
da trajetoria do consumo de um trabalhador ¢, () =c, (0)e*’, onde g = (1 ﬂw) ¢a

taxa de crescimento do consumo do trabalhador.
~ . - OH .
(c) a equacdo de movimento k, = Y =w(t)+rk, (t)—c,(t) para o estoque de capital

do trabalhador k, fornece a equacao diferencial:
k, —rk, =we™ —c, (0)ef (2.5)

A solugdo homogénea dessa equagio é k. (f)=De" e a solugdo particular &

kP(t)= Ee™ + Fe¢"', onde E = BNy LO)* . Entdo a equacdo da trajetoria do
m—r r—g
estoque de capital do trabalhador ¢:
0) -
k (f) = De" +—20 ¢ + (0 e (2.6)

m-—r r—g
(d) As condigdes de contorno ky(0)= ky(T)=0, quando substituidas na equagdo (2.6)

permitem obter os valores das constantes D e ¢, (0):

_ p(m=g)T
p=-"0 H-e - ] e c,(0)=w,
r—m [l_e(f*g )T]

(r—-g)[1-e"""]
(r—m) [1-e® 7]
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E interessante notar que a condi¢io de segunda ordem” para o Hamiltoniano ¢ satisfeita,

2 b
isto é, aai[ =(B—-1c’? <0 eportanto c ()= A" maximiza H(c,,t).

Como resultado da andlise até aqui desenvolvida segue-se:
(i) A trajetéria 6tima de consumo para um trabalhador representativo, isto €, o plano

otimo de consumo é€:

cn(t)=c,(0)e” 2.7)
« — o 1_ (m—-r)T
onde: g :(r—d"), c,(O):woAr £ ¢ Aze—*.
a-p r—m [—ete T

Devemos notar pelas equagdes acima e pelo fato de que B<1 , que a taxa de juros
r deve ser maior do que a taxa de desconto intertemporal do trabalhador, dy, , para que o
consumo do trabalhador seja uma fung¢do crescente do tempo.

Diferenciando c,, (0) parcialmente em relacdo aos pardmetros d,, ¢ T obtém-se
uma andlise das propriedades de c,, (0):
0cw(0)/08y, > 0 : O consumo inicial do trabalhador ¢ uma fungdo crescente da sua taxa
de desconto intertemporal, ou seja , quanto maior a taxa de desconto intertemporal
maior serd o consumo inicial requerido pelo trabalhador.
0cw(0)/0T > 0 : quanto maior o horizonte de tempo maior sera o consumo inicial
requerido pelo trabalhador.
(i1) A trajetoria 6tima do estoque de capital de um trabalhador representativo:

w, [1—e™ 7] wy [1—e" "]

r=ml-e" 7] m—r (r=m)[1—e 7]

ko (f) = Wo _ gmt et (2.8)

Podemos notar que o estoque per-capita do trabalhador ¢ uma funcao

crescente da taxa de juros r e da taxa de crescimento do consumo g = ((l—ﬂw)) .

2.1.2. O comportamento do rentier
O problema do capitalista também ¢ o de maximizar o valor presente do

consumo, ou seja:

. 1
* Note que k,, ¢ uma fungdo linear de ky e c,, e portanto concava e que a fungdo objetivo —cvlj

também ¢ concava e consequentemente as condig¢oes de suficiéncia de Mangasarian sao satisfeitas.
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1
max j— cledt
0

sujeito a : k,(0) =k,

k. =rk, —c,

ko (T) = kye"
A equagdo kc =rk.—c. diz que a remuneracdo dos estoque de capital do
capitalista ¢ alocada no seu consumo € no seu investimento (variacao do estoque do seu

capital). A equagdo k.(T)=k,e" é imposta pela hipotese de que o capitalista, no

nT

instante T, deixa de herangas um estoque de capital igual a ke" . Também aqui o

estoque de capital ¢ a varidvel de estado e o consumo ¢ a varidvel de controle. O
capitalista recebe ao nascer um estoque ko de heranca e por sua vez deixa de heranca ,

no tempo T, um estoque de capital igual a ko.e"" .

c

o 1 :
O Hamiltoniano de valor corrente ¢ H :Ecﬂ + A(rk, —c,). A condicdo de

primeira ordem é 2—1_] =c/"—=2=0,logo: A(t)=c/" (2.9)
C

c

Pela equacdo de movimento para a variavel de co-estado A tem-se:

2z—6ﬂ+5c/1
ok,

)1:—/1r+5c

A+ (r=58)A=0

A solucdo dessa equacdo diferencial homogénea é:
At) = Qe "% (2.10)
Igualando as equagdes (2.9) e (2.10) obtemos:

ccﬁ—l — ﬁoe—(r—()'()t

=8,
C. (t) = X’Oﬁile a
c.(t) = c,(0)e* onde g = ((’1:‘;0)) @.11)

Da equacdo de movimento para o estoque de capital do capitalista obtemos:
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k =="=rk —c, (2.12)

Substituindo (2.11) em (2.12) segue-se:

k, —rk, =—c,(0)e* (2.13)
A solucdo dessa equagdo diferencial ¢ dada pela soma da solugdo homogénea com a
solugdo particular. A solugdo homogénea ¢ k”(f)=D"e” e a solugdo particular é

. 3 . ¢ (0

kP (t)=E e*,onde E =L_).

r-8

Entdo a trajetdria 6tima do estoque de capital do capitalista representativo é:
c.(0)

g 2.14
-2 @19

k'(t)=D"e" +

Substituindo as condigdes de contorno, k,(0) =k, e k (T)=k,e"" na equagio (2.14)
obtemos os valores de D" e c,(0):

. [1—e"®7] [1-e"""]

———ec.(0)=k(r-g9)———+— 2.14a

[1 _ e(r—g)T] ( ) ( )[1 _ (5. r)T] ( )
Conseqlientemente a trajetdria 6tima do estoque de capital do capitalista representativo

sera:

[1-e"2"] [1-e"""] &

k. (t) =k, r-e 1, ————e*

( ) [1 (r g)T] 0 [1 _e(g*r)T]

(2.15)
Podemos notar que o estoque de capital do capitalista ¢ uma funcdo crescente

tanto da taxa de juros r quanto da taxa de crescimento do seu consumo g.

O plano 6timo de consumo do capitalista representativo é:

(r ) —e" 7T

A=p) 1=

Devemos notar, que se a taxa de juros for maior do que a taxa de desconto

c.(t)y=c,(0)e® =k,(r—g)Be*, onde g = (2.16)

intertemporal (r > O, ), entdo o consumo do capitalista também ¢ uma funcao crescente
do tempo.
Diferenciando, parcialmente, a expresao (2.15) em relacdo aos parametros o, € T

obtemos as propriedades de c (0):
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0c(0)/05, > 0 : O consumo inicial do capitalista ¢ uma fun¢do crescente da sua taxa de
desconto intertemporal, ou seja , quanto maior a taxa de desconto intertemporal maior
serd o consumo inicial requerido pelo rentier.
0ce(0)/0T > 0 : quanto maior o horizonte de tempo maior serd o consumo inicial
requerido pelo capitalista.

Comparando os consumos do trabalhador com o do capitalista, dados

respectivamente, pelas equagdes (2.8) e (2.15), notamos que como J, >, entdo

* — . . . . .
g < g e conseqiientemente o consumo do capitalista cresce mais rapidamente do que o

dos trabalhadores e que o consumo inicial de um trabalhador depende do seu salario
inicial enquanto que o consumo inicial de um capitalista depende da sua dotagdo inicial

de heranga. E interessante notar que da equagdo (2.8), se T tende para infinito, temos

que k, =0 e entdo voltamos ao modelo de Harrod-Domar.

2.2 Anélise comparativa com o modelo de Baranzini

O arcabougo teorico deste trabalho ¢ o modelo de Baranzini (1991) no qual ¢
realizada uma analise com geragdes superpostas, que utiliza uma analise de steady state’
para o problema de otimizacdo intertemporal dos agentes. E claro que a analise de
steady state e a utilizacdo do Principio do Maximo de Pontryagin sdo equivalentes,
porém naquela é necessario uma correta modelagem das restricdes dos agentes a fim de
que os resultados das duas abordagens sejam semelhantes. Como mostraremos a seguir
os resultados contidos na secdo anterior podem ser interpretados como um caso
particular das equagdes obtidas pelo mesmo, cujos resultados mostraremos a seguir:

(a) Plano 6timo de consumo dos agentes.

O consumo do trabalhador e do capitalista ¢ dado por:

*

c(t) = C(O)eg*t =w, A, F78 et , onde :
. _ 1_ R(m—r) R(m=r) _ _T(m-r)
g = r—o e A, = e + p(e - e ) 2.17)
1-p 1—el&n

Na expressao acima, T € o horizonte de tempo, isto ¢, os agentes morrem no periodo T e

R ¢ o periodo correspondente a sua vida laboral. O parametro p (0< p <I) representa a
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parcela dos salarios utilizada para financiar o consumo durante o periodo de
aposentadoria, ou seja, durante sua aposentadoria o trabalhador recebe uma pensao igual
a pw(t).

Neste modelo T=R e p=0, logo a expressdo Ap dada em (2.17) torna-se:

_ ,T(m-r)
a4, =1z (2.18)
1— eT(g -r)
(b) Estoque de capital do trabalhador representativo.
O estoque de capital de um trabalhador na idade ativa ¢;
a WO rt mt *t rt
ki(ty=—"—[e" —e™ + A,(e*" —e")] (2.19)

onde A, ¢ dado por de acordo com (2.17). Fazendo T=R e p=0 em (2.17) obtemos uma

expressao para Ag dada por (2.18).

(c) estoque de capital do capitalista representativo.
A expressao para o estoque de capital de um capitalista na idade ativa ¢:
R(n-r)

l-e

k(t) =k,e" (1—B,e'*™"")) onde B, = (2.20)

1— eT(g*—r)

Mostraremos agora os resultados encontrados neste artigo.

(a) Plano 6timo de consumo dos agentes.

Devemos perceber que o consumo do trabalhador dado por (2.7) € o mesmo
resultado obtido em (2.17). O consumo 6timo do capitalista dado pela equagdo (2.17) ¢
obviamente diferente da expressdao obtida por (2.16), pois naquela tanto trabalhadores
como capitalistas possuem o mesmo plano 6timo de consumo, possuem também a
mesma fung¢do utilidade, bem como a mesma taxa de desconto.

E interessante notar que apesar da diferenca entre a trajetéria 6tima do
trabalhador e do capitalista, a expressao do consumo agregado, obtida na secdo
seguinte, ¢ a mesma obtida por Baranzini, o0 que mostra a perspicacia do mesmo na
modelagem das restrigdes intertemporais dos agentes.

Uma diferenca importante neste trabalho ¢ a diferenciacdo na taxa de desconto
intertemporal dos agentes. A taxa de desconto dos trabalhadores ¢ maior do que a taxa

de desconto dos capitalistas (5, > o,), pois os trabalhadores possuem uma maior

U’ (c(0)) — o)
U (C(0))

> O modelo parte da equagdo de Euler do célculo de variagdes
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preferéncia pelo presente do que os capitalistas, isto ¢, em termos de consumo, os
trabalhadores sdo mais impacientes do que os capitalistas’.

(b) Estoque de capital do trabalhador representativo.
A equagdo (2.8) deste artigo fornece a trajetdria do estoque de capital do trabalhador,
mostraremos agora como essa expressao ¢ equivalente a equacao (2.19):

Da equacio (2.8) deduzida neste texto temos que:

(m-g")T (m=r)T
wo [1=e" ] L W e, Wy [1=e"]

ke, (1) = - et
r—mill-e"¢)7] m—r (r—=m)[1-e® 7]
_em T 1 —emeT
Se definirmos 4 = ———1ogo 1 - 4 = ——— entdo:
—el& " 1—e 8"
* W, W W *
kw (t) — 0 (1 _ A)ert _ 0 emt + 0 Aeg t
r—m r—m (r—m)

k() = e — ™ 4 A(ef —e™))

que, por intermédio da equagdo (2.18), ¢ a expressdo obtida em (2.19).
(c)Estoque de capital do rentier

A equacdo (2.14) fornece o estoque de capital do rentier:

k()= Do+ 5O om
(r-g)
. 0 0 :
como k_(0) = k, entio D +%(§) =k, - j_(; —k,-D (2.21)
Substituindo (2.21) em (2.14):
k. (t)=D"e" +(k,—D")e* (2.22)
_ =T _ =T
De (2.14 a) temos que D" =k, B=e” 1 pazendo B =B=¢ 1 btemos:
0 [1 _ e(r—g)T] [1 _ e(r—g)T]
* l_ e(n_r)T £ £
1-B =1_6W=B,ent50D =kOB :ko(l—B) (223)

Substituindo (2.23) em (2.22) temos:
k.(t)=k,B"e" +(k, —k,B")e*

% Como afirma Blanchard, e Fischer (1989), essa diferenciagio ¢ importante, pois os agentes possuem
diferentes graus de impaciéncia. Em stead state a taxa de juros deve ser igual a menor das taxas de

. .. C, . r—-o, ¢ _ r—-o, _ .
desconto, pois caso contrario — = g = e —=g= ndo seriam constantes.
c - ¢ 1-p

w c
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=~k (t)=k,B e" +k,(1-B")e*

ok (t)=k,(1-B)e" +k,Be® . Multiplicando o 0ltimo termo do lado direito da

rt

equagdo acima por ee”" segue-se:

k. (t)=k,(1-B)e" +k,Be¥e" e, colocando k,e" em evidéncia segue-se:
Sk () =kee"[l—B+Be® "]
skl () =kye"[1- B(1—e® )]

Perceba que a expressdo acima ¢ o mesmo resultado, apenas fazendo T=R,

encontrado na equagdo (2.20).

2.3 Analise do consumo inicial

Como a economia ¢ descentralizada preferimos comparar os beneficios dos
agentes em relagdo ao consumo inicial ao invés de uma anélise de bem-estar. Podemos
reescrever os estoques de capital do trabalhador e do capitalista em funcdo dos

respectivos consumos iniciais:

k() = [ = SO qpr | O e W (2.24)
r-m r—g r—g r—m
. 0 rt c O gt
k() =k, — A _)]e A _)eg (2.25)
r—g r—g

Como a taxa de juros r ¢ maior do que a taxa de progresso técnico trabalho

aumentativo (m) e também maior do que as taxas de crescimento do consumo do
trabalhador (g" ) e do capitalista ( g ), entdo as equagdes (2.24) e (2.25) mostram que a
fim de que a parcela do estoque de capital relacionada com o crescimento exponencial

w0
r-m r—g

da taxa de juros seja positiva, & necessario . Por outro lado a condigdo

necessaria para que o estoque de capital do capitalista esteja positivamente

(AQ)

correlacionada com o crescimento exponencial da taxa de juros ¢ ko > 7’ 0 que

implica um nivel de consumo inicial absoluto maior para o capitalista do que para o

trabalhador.
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3. Os macro-modelos

Para analisar o comportamento agregado ¢ necessario estabelecer as hipoteses

demograficas do modelo. Denotaremos por N, o nimero de capitalistas nascidos em
t=0 e por N, o numero de trabalhadores nascidos nesse instante t=0. Se a populagdo

cresce a uma taxa g entdo o nimero de trabalhadores ativos no intervalo de tempo

. T
wegt(l_e ¢ )

definido por (t-T,T)¢é N, (t)=N, e o numero de capitalistas na mesma

*

o (1—e¥ . .
coorte € Nc(t)=N§eg’¥ Os salarios crescem a uma taxa m, isto &,
g

w(t) = we™ .

O consumo da classe trabalhadora ¢ obtida pela agregacao do consumo do trabalhador,

t
ou seja, C, (1) = .[ Nyef" e (v)dv, o que resulta em:
0

A r-g :

C.(0)=N;ywye"
t

O consumo da classe capitalista ¢ C.(t)= IN ce*e (v)dv, ou
0

seja: C_ () = Nok e"B— 2 [1—e®™7] (3.2)

A equagdo do consumo agregado da classe capitalista, segundo Baranzini, ¢é:

Co(t) = Nikoe "By —E-[1+ (g — D™ — e ]
n-g

T-R

onde ¢, = —[R " egR(T_R)]

caso T=R (visto que no presente modelo ndo existe tempo de aposentadoria) e fazendo
g=g entdo ¢, =0. Fazendo ¢, =0 na equagdo acima encontraremos O mesmo

resultado de (3.2), esse resultado ¢ interessante pois as equagdes do consumo 6timo do

capitalista obtidas pelo mesmo e as expostas neste texto sdo diferentes.
t

O estoque de capital agregado dos capitalistas ¢ dado por: K_(¢) = J-N oek (t=v)dv,
0

que resulta em:
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K.(0)=Nekpe" T2 - ey + B e —1y (33)
r g

Sabemos que c,(t) =rk, (t)—/éc (t) . Esta equagdo mostra que em termos agregados a
renda dos capitalistas (7K,) € alocada no consumo agregado (C,) e na parcela

necessaria para financiar o crescimento natural (nK_). E interessante notar que na
modelagem a restrigdo do capitalista ¢ dada por k, =rk.—c,e ndo por

Iéc =(r—n)k, —c,, pois como salienta Atkinson e Stiglitz (1980), em um crescimento

do tipo Harrod-neutro o aumento do estoque de capital deve financiar ndo apenas o

consumo, mas também a parcela nK_,onde n=m+g.
lintegrando essa equagdo de 0 a T, e lembrando que k,(0) =k, € k_ (T) = k,e"" entdo:

C.=(r—-n)k,

C . ~
Portanto K, = —— . Substituindo (3.2) nessa equagao teremos:
r—n

nt

e

K (t)= Nk, BITE [T que é a equacio encontrada por Baranzini,
r—-n n-g

nt

fazendo ¢B =0 em Kc (t) — Ngko e BB l"—g* [1+(¢B _l)eR(g*_n) _¢BeT(g*_n)] .

t
A integral J.N ,e"k (t—v)dv fornece o estoque de capital agregado dos trabalhadores,
t-T

ou seja:

e (A=A =) (" =1)  A(efT -1
K, (0= Nywo——] p +E—— - ] (3.4)

A poupanca da classe capitalista ¢:
T —

S, (1) =K, (t)= [ N,e" e, (v)dv =K, (t) - Nokoe" B=—5[1- "] (3.5)
0 n-g

A poupanca da classe trabalhadora sera:

A 78 10T 36)

T
S, =K (1)~ [ N,e" e, ()dv =K, (t) = Ny wye”
7 n—-g r—-m
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O consumo agregado ¢ C(¢) = C, () + C.(¢), o estoque de capital agregado ¢ dado por
K(#)=K, (t)+K.(t) e a poupanca agregada ¢ S(¢)=S, (£)+S (¢). Em equilibrio,

Ko _S0 _Co _
K@) St C@)

portanto, teremos que

Em um contexto pds- Keynesiano a taxa de juros de equilibrio ¢ determinada
: ~ I,
pela interacdo entre a oferta e a demanda de poupanca. A demanda de poupanga (?) ¢

dada pelo produto entre a relagdo capital/produto (K/Y) e a razdo entre Investimento e
capital (I/K), suposta constante. A oferta de poupanca ¢é dada pela razdo
poupanca/produto (S/Y) que ¢ igual a propensdo a poupar dos capitalistas.

Conseqiientemente a taxa de juros de equilibrio ndo ¢ unica. Das equagdes (3.1)

a (3.4) é facil obter que C,=(r-n)K, e C,=(r—-n)K,+w(l-e"")/n. A partir da

e . , N P n
equacdo de Kaldor —Pasinetti, a taxa de lucro (ou de juros) ¢ dada por r = I =—,
SC
. o , (rK,-C,) )
onde a propensdo a poupar dos capitalistas é: s, = —r taxa essa determinada
r

c

em funcdo dos parametros do modelo.

4. Como a possibilidade de deixar heranca altera o comportamento dos

trabalhadores

Vamos supor agora que os trabalhadores apesar de ndo receberem heranga de

seus pais, em um esforco altruistico, deixam heranga para seus filhos. O total deixado de
heranga sera e””, isto é, os trabalhadores deixam de heranga o crescimento exponencial
da taxa de crescimento técnico trabalho aumentativo acumulado na sua vida laboral.
Tanto trabalhadores como capitalistas deixam heranca, porém, em termos per-capita,
para cada unidade de capital deixada de heranca pelo trabalhador , o capitalista deixara
ket .

O problema do trabalhador continuard o de maximizar o valor presente de sua

utilidade intertemporal e apenas haverd uma mudanca nas condi¢des de contorno do

. . k nT
Hamiltoniano que serdo : k,(0)=0 e k (T)=¢e"" = OegT .

kye

O problema do trabalhador sera :
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T

1

ﬂ 7§wt

max | —cLe “dt
! p

sujeitoa: k, (0)=0

k, (T)=e™
k,=w+rk, —c,

O estoque de capital ¢ a variavel de estado e o consumo ¢ a variavel de controle.
O trabalhador ndo recebe heranca ao nascer, mas deixa, no tempo T, um estoque de

capital igual a ™ .

e 1 .
O Hamiltoniano de valor corrente ¢ H = —c” + A(w+rk,—c,). A condigio de

primeira ordem ¢é OH _ /1 —21=0,logo: A(t)=c’" 4.1)

Pela equagdo de movimento para a variavel de co-estado A tem-se:

A= _8_H+ oA
ok,
A=-Ar+o

A+(r—=8)2=0
A solugdo dessa equacao diferencial homogénea ¢:
At) = Age 0 (4.2)
Igualando as equagdes (4.1) e (4.2) obtemos:
et =,

1 (5,
c,(t)y=A"e 7

A partir deste momento denotaremos o consumo, caso o trabalhador deixe heranga, de

¢!, entdo:
* * _5 )
¢ (1) = ¢ (0)e" onde g” = L2 (4.3)
-4
Da equagao de movimento para o estoque de capital do trabalhador obtemos:
k, =8—H=w+rkw —c! (4.4)
oA
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Substituindo (2.11) em (2.12) segue-se:
k, —rk, =w,e™ —c:’V(O)eg*’ (4.5)
A solucdo dessa equagdo diferencial ¢ dada pela soma da solugdo homogénea

com a solugdo particular. A solugdo homogénea é k! () = D,e" e a solugdo particular é

h
! 0
kP(t)=E,e™ + F,e®', onde E:i e F = ¢, ( Z .
m-—r r—g

A trajetoria 6tima do estoque de capital do trabalhador representativo é:

h
WO emt+ CW(O) eg*t

ky(t)=D,e" + : (4.6)
m—r (r-g)

Substituindo as condigdes de contorno, k' (0)=0 e k"(T)=e"" na equagdo (4.6)

obtemos os valores de D, e ¢’ (0):

D, = 4 + 20 (- A)e ¢! (0)=w, A8 —y,
r—g r—m r—m

mT
onde ¢ = (r—g")—° (4.7)
e

T T
_eg

O plano 6timo do estoque de capital do trabalhador representativo é:

£

kﬁ(l‘) Z&[ert _emt n A(eg*t _ert )]+ ¢ (erT _eg*T) (48)
r

Podemos notar que o estoque de capital do trabalhador, caso deixe heranga,

também ¢ uma funcao crescente tanto da taxa de juros r quanto da taxa de crescimento
*
do seu consumo g.

O plano 6timo de consumo do trabalhador representativo sera:

*

ch(t)=cl (0", onde c/(0)=wd"—5——¢ 4.9)

A equagdo (4.9) mostra, como era de se esperar, que a possibilidade de
deixar heranga por parte do trabalhador ndo altera a taxa de crescimento do seu
consumo. Pela equagdo (4.8) notamos que o estoque de capital per-capita do trabalhador
aumenta, caso o mesmo deixe heranca.

Comparando (2.7) com (4.9) observamos que c(t) =c, (0)—¢, onde c,(0) éo
consumo inicial de um trabalhador caso ndo deixe heranga, ou seja o consumo inicial

do trabalhador diminui caso ele também deixe heranca.
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Denotaremos por k'(t) o estoque de capital de um trabalhador que deixe

heranca e £k, (¢) o caso onde a heranga nao ¢ contemplada. Comparando (2.8) com (4.8)

¢

notamos que k' (¢) =k, (t) + —— (e —e* "), ou seja seu estoque de capital aumenta.

*

5. Participacéo da renda do trabalhador na renda agregada.

A renda total Y da economia é dadapor Y=Y +Y, (5.1)

onde Y, ¢ arenda agregada da classe capitalista e Y, ¢ arenda agregada da classe
trabalhadora. A renda da classe dos trabalhadores Y ¢ dada pela soma do consumo e
da poupanga dessa classe, ou seja, Y, (t)=C, (t)+S, (t). O consumo e poupanga da

classe trabalhadora sao dados respectivamente pelas equagoes (3.1) e (3.6). Somando as

equagdes (3.1) e (3.6) obtemos a expressao da renda total da classe trabalhadora:
Nywee™ (1-A)eT—1) e™ -1 At -1

r—m r m g

Y, (1) =r{

Portanto a renda total da economia Y(t) =Y, (t)+ Y, (t) € dada pela equacdo a
seguir:

N¥we™ (1-A)eT =1) e™ -1 A.(et’ -1
Fwie” (=AY -1 e o1 AT D),

r—m r m g

Y(t) = NSk e" B2 [1-e® ™ ]+ 1{
n-g

Dividindo a expressao (5.2) pela equacdo acima da renda total tem-se a

participacdo da renda da classe trabalhadora na renda total da economia:

Nok,B(r-g)
Y, (t 1 —n).(n-g)
O 1 e (r=n).(n—g) |
Y(t) 1+H NYw, [(I—A)(erT —1)+e“‘T —1)+A(egT —1)]

r-m r m g

[1 _ e(Q—H)T ]

(5.3)

Utilizando o MathCad foram realizadas varias simulagdes e verificou-se, a partir
da equagdo (5.3) que a participagdao da renda da classe trabalhadora na renda total da
economia permanecia praticamente constante para varias parametrizacdes realizadas.
Isso evidenciou que o modelo de Baranzini na forma continua, diferente do modelo

discreto, ndo ¢ um bom arcabouco para se estudar a questdo da distribui¢do de renda.
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6. Conclusoes.

Dentro da abordagem Pos-Keynesiana, o presente trabalho obteve importantes
resultados: (i) a confirmagdo dos resultados obtidos por Baranzini (1991); (ii) como a
possibilidade (imposi¢do) de deixar heranca por parte dos trabalhadores altera o seu
consumo € o seu estoque de capital; (iii)) a determinacdo enddgena da propensdo
marginal a poupar dos capitalistas e (iv) a distribuicdo funcional da renda agregada do
modelo de Baranzini.

E importante ressaltar que as expressdes, obtidas neste trabalho, para o consumo
e o estoque de capital do trabalhador, bem como, para o consumo e o estoque de capital
do rentier, sdo casos particulares dos resultados encontrados por aquele, ja que o
presente trabalho ndo contempla o problema de geragdes superpostas (no sentido de
Kotlikof). O uso das técnicas de otimizagao dindmica permite uma abordagem mais
moderna e mais clara da andlise e também contornando o comentério levantado por
Masson (1992) em relacgdo a diferenga de preferéncia intertemporal dos agentes.

O trabalho também mostrou a partir da obtencdo da expressdo da renda dos
trabalhadores que apesar da hipotese dos trabalhadores poderem deixar heranga, a
distribuicdo de renda ndo ¢ melhorada, o que sinaliza a necessidade de politicas por
parte do Governo (tais como transferéncias de renda financiadas por impostos sobre o

capital) a fim de melhorar a distribuicao de renda.
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8. Apéndice

Inicialmente lembramos que com heranca nés temos que

Y=YV+Y°
c  _ wvC
Ycarhm - Yser hm

Yy =Cp +Sy

9.1 Os macro-modelos com heranga

C'(t) = IOTN;; " Ch (v) dv

*

Chty=[ Ny e .{WOAr_g —e} et dv

r-m

*

Ch () =N . e wOA@ = e} jOTe-“V. e Vdv

r—m

_WOA(r_g*) _ e_ IT e(g*—n)vdV

0

Cl(t)=Ny .e"
r—m

r-m g —n

— - * T
—o (g —n)v
Chty=Ny ot | WeATZ2) g {e* }
0

(g —n) r—-m
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Ch (1) = No - € {WOA(r—g ) _ e} e
n-g r—-m

Ch(n = Nl(;W\iv—;*em [1 - e(g*_n)T] - fg_—eglj 0 [1 — e(g*—n>T]

Cw(t)

K" (1) :ffTNSV e™ K" (t—v)dv

K= L [en —e™ + A(e®" —ert]+ 2 —(e" —et™)
r—m r—g

w B B - ) o *
Ku(t=v) " m [er(t Ve A Y e V)]+ —g*(ert — ™)

I‘_

t W B ) . )
I(lvlV (t) = J.t TNSV env{_() [er(t ) _em(t v) + A(eg (t=v) _er(t v)]+
a r—m
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Lo NS E - -]

*
r-g n
t w nv 0 It v mt
I = Ny e™. e —¢".e
=T r-m
Seja I:
t w -
= Ny e™.—2e".e™dv
=T r—m
Seja II:

- [ Ny e™ o em o™ gy
=T r-m

Seja II1:

t W * ot
= | Nye™.—2 Aet'.e*"dv
=T r-m

Seja IV:

T W .
:J Ny e™ . —2 Ae" .e™™ dv
=T r-m

w t _
I= NX.—Oe“J e
r-m =T
W e(n—r)v t
I= Ny.—%¢"
r-m (n—r) ]
rt
W WO c [ (n-r)t
I'= Ny . € —¢€
r-m (n—r)

(n-r)t ) e—(n—r)T]
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It
I= NY. W, © (Dt [1 _ e—(n—r)T]
“r—m (n-r)

t

1= Ny, Yo & [i_et]

r-m (n—r)
W _
II — NE)N nv 0 mt e mv dV
=T r—-m
w _
II — NOW 0 mt ) e(n m)v dV
=T r-m
w t _
M= Ny —% ™ j ™™V dy
r-m =T

W e(nfm)v t
M= N — ™

(n—m) -

mt

w e _ —m)(t—
n= NV o [e(n m)t _ g(n-m)(t T)]
r-m (n—m)

mt

M= Ny Wo € ) [e(“_m)‘ — et .e"(n"m)T]
r-m (n—m)

w emt ~ o
= NV 0o enmt [1 e m)T]
r-m (n—m)

mt
T
r-m (n—m)
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m= | Ny e™ Yo Aeft etV dv

=T r-m

t % W o % W t ok
M= [ Nyet'.— Ac"*"dv =Ny e*' . —A[ " dv

=T r-m r-m T

ey
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CAPITULO 3

CRESCIMENTO E DISTRIBUICAO FUNCIONAL DE RENDA EM UM
MODELO DE VARIEDADES

1. Introducgéo

A teoria de desenvolvimento econdmico utiliza um fato estilizado de que um
aumento da produtividade estd correlacionado a um aumento da terceirizagdo do
processo de produgdo e um conseqiiente aumento da especializagao. De modo geral, nas
economias subdesenvolvidas, a terceirizagdo ou ndo ocorre ou entdo € um processo
muito lento. Como os métodos de produgdo sdo relativamente simples e existe uma
disponibilidade limitada de mao de obra especializada, as tentativas de replicar
tecnologias avancadas para essas economias freqiientemente acabam em desastre em
termos de possibilidade de crescimento (Stigler (1951); Jacobs (1969)).

O texto de Ciccone e Matsuyama (1996) tem como objetivo extender o modelo
Grossman e Helpman (1991) em diversas direcdes e enfatiza que ha uma relacao ciclica
entre a escolha de tecnologias feita por produtores de bens de consumo e a variedade de
insumos intermedidrios disponiveis. De fato, esses autores mostram que essa relagdo
ciclica ¢ tdo forte que uma economia que herda uma gama restrita de insumos
intermediarios cai na armadilha do desenvolvimento economico. O modelo de Ciccone
e Matsuyama consiste de uma economia de dois setores: um setor produzindo um bem
final (de consumo) e o outro setor, de bens intermediarios. Na economia existe um
unico fator de producao (trabalho).

O setor de produtos finais € por hipotese um mercado perfeitamente competitivo
e produz um bem de consumo, cuja funcao de producao ¢ homogénea de grau 1, usando
o trabalho e um bem composto de uma variedade de insumos intermedidrios
diferenciados, enquanto o outro setor, que fornece insumo intermediario aos produtores
de bens finais, ¢ de concorréncia monopolistica. A producido de cada bem intermediario

necessita do fator trabalho.
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A fim de recupera os custos iniciais a firma vende o produto por preco maior que
custo marginal.

Segundo Ciccone e Matsuyama a presenca de fatores monetérios
externos leva a um induzimento insuficiente para iniciar uma empresa € a introducgao de
novos produtos e esses dois fatores, custos iniciais e fatores monetarios externos, juntos
implicam numa relacdo ciclica entre o grau de especializagdo e a parte do mercado de
insumo intermedidrio, além de apresentar barreiras ao desenvolvimento econdmico.

O presente capitulo faz uma analise do capital share do modelo de Ciccone e
Matsuyama , o que permite estudar como se dd o processo de acumulagdo em uma
economia cujo motor de crescimento ¢ a adogdo de novas tecnologias. A segdo 2
apresenta o modelo bésico de Ciccone e Matsuyama. A secdo 3 faz a andlise do capital

share. A secdo 4 mostra uma tipologia das possibilidades de armadilha do

subdesenvolvimento. Na ultima se¢ao apresentamos as conclusdes.

2. O modelo de variedades de Ciccone e Matsuyama (1996).

2.1 O modelo basico (sem efeito de transbordamento de conhecimento)

O objetivo desta se¢dao ¢ de apresentar o0 modelo de Ciccone e Matsuyama, na
seqliéncia apresentada pelos mesmos, mostrando no apéndice a abertura das equacdes
desses autores.

Apresentaremos a seguir o modelo de Ciccone e Matsuyama, que consiste de uma
economia de dois setores: de bens finais:
1. O setor no qual se produz o bem C para consumo e,
1i. O setor de bens intermediarios X
Existe um unico fator de producao (trabalho).
As familias ofertam L unidades de trabalho inelastica e consomem um bem final

homogéneo (tomado como numerario). O problema dos consumidores ¢:
Max U, = [e™".log(C,)dz
t

0 2]
s.a. je’(Rf’R').CTdT < L_[e’(Rf’R').wTdT +W,
t

t

onde p ¢ ataxa de desconto. R, ¢ a taxa de juros cumulativa ao longo do tempo, w, ¢ a
taxa de salédrio e W, ¢ o valor dos ativos que consiste de ownership shares da realizacdo

de lucro das firmas.
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A solugdo desse problema de maximizagao ¢ dada pela condigdo de Euler:

c, . : . . < g
— =R —p (1}, ousejao consumo cresce & uma taxa igual a diferenca entre
C t

t
as taxas de juros e de desconto intertemporal.

A restri¢ao das familias é:

[et(C, —w,.Lyd, =W, )

t
O bem de consumo final ¢ produzido por firmas competitivas e utilizam uma

fungdo de produgdo homogénea de grau 1 C, = F(X,,H,)onde H, ¢ o insumo trabalho
e X,¢é um bem composto de pereciveis,de insumos intermediarios diferencidveis que
tem a forma de uma ESC:

X, = ﬁ[x, (i)]lj;di:l sl 3)

0
onde:

x, (i) ¢ o montante de variedade usado.

o ¢ a elasticidade de substitui¢do parcial direta entre cada par de produtos diferenciados.

Ciccone e Matsuyama mostram que por simetria segue-se que x(i) = x e sendo

M a quantidade total de insumos intermediarios utilizados temos que nx =M e de (3)
L
_ (oD
segue-se que — =17 .
M

. , ) 1
O custo marginal ¢ constante e igual a wa,e a, =1-—, e o preco de bem
o
intermediario € :
. 1.
p,(l)=(1—;) ayW, =W, )

De (4) o indice de preco do bem intermedidrio composto ¢:

1

P = {I [p, ()] d,} o, )

De (5) segue-se entdo que
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. : . . . F.(X,H)X
Seja «, o share do insumo intermediario, ou seja,a=X(—)

F(X,H)
a= a(ﬁ) ¢ dado por:
w

1
a,=an")=A(n,)

(6)

De (6) e do fato de que o lucro ¢ dado por 7, =(p,—a,w,)x, = P _ 2.C

o o.n
A(n
Tem-se que: 7, = Q.Ct (7)
o.n,
Seguindo a logica de Ciccone e Matsuyama, em equilibrio tem-se;
wa,z2v, ,n, 20, (wa,—-v,)n =0 (8)
O valor de mercado de um produtor de bem intermedidrio €,
v, = Ie‘<R’"R’).7err , 0 que resulta em:
0
T, +v .
— =R, ©)
vt

Como n,p,x, =nwx, =a,C, e wH, =(1-¢,).C, , 0 que resulta em :

L=a,n, +H, +n,a,x,

L=an +(1-¢, )[Qj +(1- i)a, (Q)
o w,

Wt
4
L=a,n, +(1_(_”t))(ﬂj (10)
o \w,
Ct
Resolvendo (10) para e usando n,wx, =a,C, , wH, =(1-¢,).C, tem-se
Wt
que:
A C
a i, :L—[1— (”f)J - (11)
g

F(no™ A(n,).1 - A(n,))
A renda nacional ¢ obtida utilizando as equacdes (7), (8) e (10):

wL+n n=C, +v, n
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Utilizando (9), fazendo n,v, =W, e integrando a restri¢do intertemporal obtém-

S¢:

T—w

limn,v,e™ = J.ef(R’fR’).(er -C . )dr+n,v, =0 (12)
0

: . v (1 .
Definindo-se a variavel V' EE como o valor médio de uma firma produzindo

um insumo intermedidrio, a partir das equagdes (1), (7) e (9) tem-se:

V= py, -2 (13 a)
De (8) e (10) segue-se :
n, = max{i—(l —M}L,O} (13 b)
a, o )V,
De (1)e (12):
limVne” =0 (13 ¢)

t—o
A derivagdo dessas equagdes (13 a,b,c) estdo disponiveis no apéndice deste
capitulo.

As formas dos dois “locus” sdo:

V= Alr) , quando V=0 \'AY%

pon
V=&(1—MJ,quando ne =0 NN

L o

Esses dois locus se interceptam em n = n* caso:
o L
d(n*) =n* -1|=— 14
= (A(n*) J pa, (9

w

PROPOSICAO 1 DE CICCONE E MATSUYAMA: Seja 3(5] a elasticidade

de substitui¢dao entre X e H na producao de bens finais quando o prego relativo do fator

, P P P ~ . . ,
¢ —. Se 8(_j <¢ para todo — entdo VV ¢ decrescente e intercepta o 16cus NN no
w w w
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maximo uma vez e a partir de cima (VV > NN). Se g(+©) < ¢ entdo (14) tem uma Unica

~ .. , . , ~ L
solucdo positiva n* > (). Além disso n* ¢ uma fungao crescente de —.
pa,

. H A g
A partir de =1+ V;—X , como mostrado no apéndice, tem-se que:

A(n)
B
ng(sl°)—o

n
——=n+ Bexp J-l (o)

A(n)

Como também mostrado no apéndice, temos que

1

ns(sg)—cds
®d(n)=(c-n+cp eL (1=e)s

Logo &m) ¢ estritamente crescente em n quando ¢.)<o e que:

fim () = o
Segue-se entdo que:
i.  VVintercepta NN uma Unica vez e a partir de cima (/' acima de NN).

ii.  aequacdo (14) tem uma Unica solugdo positiva caso g(w) <o e também

porquer M @(m)=0.

L . , ~
1. n* cresce com —— pois Pm) ¢ uma fungdo crescente de n, como
pa

n

mostrado na figura 1 (de Ciccone e Matsuyama ) abaixo.

&= Ny

0. n

Figura 1
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A seguir Ciccone e Matsuyama, fazem uma discussdo sobre bens
complementares e substitutos segundo Hicks-Allen. Para traduzir essa definicdo no
desses autores, considere o seguinte problema:

Para n fixo, escolher x(i); i € [0, n] e escolher H de forma a minimizar

Ionp(i)x(i) di + wL
sujeito a F(X,H) = F[( jon[x(i)]l‘i di)ﬁ, Hj >C

A demanda Hickisiana por x(i) dada por
&)
x(i)z{%ﬂ .X:[%l)} TW.C

Entdo, como mostrado no apéndice, os insumos especializados sdo substitutos

Hicks-Allen se a elasticidade de substitui¢do parcial de Allen entre x(i) e X for:

£ 82 {2 42
x(i) dP W w

Caso essa expressao seja positiva entdo x(7) e X sdo substitutos, se a expressao

for negativa eles sao complementares de Hicks-Allen. A seguir Ciccone e Matsuyama

1

ng(slo ) -
fazem a derivada da equagio —— = 1 + fexp J‘ #7)-0
An)

ds | ; a condicao sob o qual o
1 (I-0)s

An)

lucro por empresa, medido em utilidade, ——= , decres¢a como niimero de empresas ¢:
n

1
{1- A(n)} {s(nl“’) - 1} <o-1

Vamos agora, seguindo a explanagdo de Ciccone e Matsuyama, estudar o caso
com armadilha do desenvolvimento, com a introducao de um efeito transbordamento.

O argumento desses autores sugere que, com uma grande substituicdo entre X e
H, os insumos diferenciados poderiam tornar-se complementos Hicks-Allen, e por essa
razao, um aumento no namero de empresas incubentes d4 um maior incentivo a abertura
de novas empresas, pelo menos numa certa area. Conseqiientemente a evolugdo

dindmica da economia seria muito diferente do caso analisado anteriormente.
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2.2 Modelo com efeito transbordamento de conhecimento
O efeito transbordamento de conhecimento ¢ introduzido fazendo com que o
trabalho necessario para introduzir um novo produto a partir do instante ¢ seja
inversamente relacionado com o numero total de produtos que foram introduzidos até

aquele tempo, ou seja:

Y (14a)’

n
nt

onde a, ¢ uma constante positiva

Seguindo a logica de Ciccone e Matsuyama , definiremos agora uma nova

variavel fazendo Q, = —+=—=n_V, que nada mais ¢ do que o valor total das agdes

de propriedade das empresas produtoras intermedidrias medidas em unidades de bens de

consumeo.

Entao as equagdes (13 a), (13b) e (13 c), como mostrado no apéndice, podem ser

escritas como:

0, = max{p +£JQt ~1,p0, - A(”f)} (15)°
a, o

A _ max{i - (1 - M}L,o} (16"

n, a, o 0,

limQ,e ™" =0 (16a)"°

t—o0

O locus QQ (correspondente a Q., = ()) intercepta o locus NN (correspondente a

n, = 0) em um valor especifico n,, . O valor de A(n, )correspondente a esse n,, ¢ :

7 Equagdo (17) do texto de Ciccone e Matsuyama

% equagdo (18 a ) do texto de Ciccone e Matsuyama

? equagdo (18 b ) do texto de Ciccone e Matsuyama

1% equagdo (18 ¢ ) do texto de Ciccone e Matsuyama
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Amm,.n):a.(ﬁij’ y an

p-a,

3. Anélise do “capital share” do modelo

A fun¢do de produgdo do bem final C= F(X,H)é homogénea de grau 1.

_FXX_

a, .)€ o share de Xe (1-a, )é o share de H.

A renda do capital € entdo «,.C, - w,(n,a, .x, +a,n, )e portanto o capital share ¢é:

A(nt )‘Ct - W (ntath + an’;lt)

d = 18
, c (18)
onde w,(n,a,x, +an, )éarenda do trabalho na producdo do bem composto X.
d, A(n)-—nax -Kan (19)
Ct Ct
I . 1
comoa, =/-—entdo na x, =nx,(1-—) (20)
o o
c nx = atct _ A(nt)ct 21
= = t~ - -
como n,p.x, =nwx, =aC, entdo "1y W, W, (21)
substituindo (21) em (20) temos : n,a_x, = A(” A )G, ) A(” A )G, ) 22)
Substituindo (22) em (19) segue-se:
d - A(nt) 'ﬁan .t = A(nt) _ﬁan t (23)
o C o C
De (8) sabemos que: n, 20, wa, 2v, , (wa,-v,)n, =0
1° caso: wa,=v, ,n >0, d tzﬁ—an
o C
substituindo w,a, = v, na expressdo acima temos: d ,= Aln) (%} n, (24)
o t
mas V, =Y entio: d —é—V n, (25)
C, o
ou seja :
Am) _ g vy, (26)
o
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2°caso: n,=0,wa,>v, ,d ,Zé-Vt.ﬁt ,como n, =0, entdo d fM (27)
2 o
~ ; A I
Da equagdo (13 a) temos que: V, = p.V,-— , que multiplicada por n, resulta em
on,
nt.Vtzn,.p.Vt-é (28)
o

teremos novamente dois casos a considerar:

[\ . —
1°caso: n,>0,wa,=v, ,

substituindo (26) em (28) segue-se que:
nV =n.pV —-d-V n,
nV +V.ah =n.pV —d,

mas n,.V,+V,.i, ¢ o diferencial de Q, = n,.V, , logo temos que:

Qt :nt'p‘Vt-dt (29)
ou seja Q, =p.0 -d, (29 a)
: : A _
ou ainda que Q, = p.Q, -ﬂJrV,.rlt ,como O =n.V, entdo V, = %, substituindo na
o n,
expressao anterior segue-se que Qt =p.0, -MvLQZ.(ﬂ] (29 b)
o n,
Substituindo (16) na equacao (29 b) encontramos : Qt = [ p. +£j 0 -1 (29 ¢)
a,

2° caso: 7, =0,wa, >v, substituindo(27) em (28) temos que:n,.V, =n.p.V,-d, (30)
Mas como 7, =0, o diferencial de Q, =n,.V,, dado por Q, =n.V,+V .5, , resulta em
0,=n.V, 31
substituindo (31) em (30) temos de novo que : Q, =n.p.V,-d, , ou seja

A ~ ~
O=n.pV-— (31), mas Q =n.V,, entdo essa equagdo se transforma em
o

0,-0.p-2 32
o

Notamos entdo que as equagdes (29 c) e (32) sdo equivalentes a equacdo (15) de

Ciccone e Matsuyama.
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Da equagao (13 b) temos que:

n, = max{i - (1 - Mji ,O}
a o )V,

n

1° caso: wa,=v, ,n, >0 e A(n’)ZdtJrI/t.fzt
o
4
n, —i—(l—(—nt)j.L (33)
a, o )V
Multiplicando por V, temos:
L Y|
2 L L), (34)

a o

n

Substituindo a equacao (26) em (34) segue-se:

V.L
V., =———1+d 4V, ., logo
an
V.
d=1- [—’j.L (35)
an
mas Yo_Ven _Q pois O, =n.V, ¢ a, :&, substituindo b =-na equagio (35)
a, a,n a n, a, 4
L ) (I-
temos:d, = - 9 (36) , ou seja Q, = 4.(1-d,) (37)

L

a,

Da equacdo (29 ¢) Q't =(p +£j O, -1, temos que o locus correspondente a Qt =0¢

a

1
7 (38)

pt—
al

(p.+£th 1=0,isto é, O, =

a,

Substituindo (38) em (36) temos que o valor correspondente de d, quando O, ¢

constante é: d, = p.Q, (39)
A . A
2°caso: n,=0,wa,>v, ed, = ﬂ Da equagdo (32) O, =0, .p.—(—n’)temos que o
2 2
’ N r A(l’l[)
l6cus correspondente & O, =0 ¢ dado por Q,.p.= —= (40)
2
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-1
Da equagdo (17) sabemos que  A(n,, )=a.(]+L] <I, ou seja

p-4a,
y LY
(nmin) — (]+ ] (41)
o p.a,
De (27) e (40) temos que d, = Al ) (42)
o
L -1
Igualando as expressoes (41) e (42) temos que d, = (1 +—j (43).  Podemos
p-a,

entdo utilizando as equagoes (40) e (43) construir o diagrama de fases como mostrado

na figura 2 (Ciccone e Matsuyama) e a relagdo entre d, e QO na figura 3 .

Q¢

A

max —_ QMin

Q no N min g nt
Figura 2
dt A
P T | S .
o a
Qmax g Qt
Figura 3
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1

pt
al

— A (nmin )
max po

Notamos entdo que se (O, >

1 :
— o capital-share
o

permanece constante apesar do nimero de produtos intermediarios aumentar. Em outras

palavras, mesmo a economia crescendo, haverd limite na distribui¢dao de renda.

4. Tipologia das possibilidades de armadilha do subdesenvolvimento.

No artigo original de Ciccone e Matsuyama a analise sem a presenca do efeito

transbordamento de conhecimento (a, fixo) ¢ feita nas varidveis V, e n, , enquanto que

a analise com efeito transbordamento de conhecimento (a, = ﬂ) ¢ feita nas variaveis
nt

O, e n,. A partir dessas andlises os autores fazem uma discussdo sobre a possibilidade

ou ndo da armadilha do subdesenvolvimento nas duas diferentes situagdes. Na presente

secdo sera feita a andlise sem a presenca do efeito transbordamento de conhecimento

(a,fixo) nas variaveis Q, e n, e também ¢ feita andlise com efeito transbordamento de

. a o
conhecimento (@, =—1) nas varidveis V, e n,.

t

. P . ..
Caso a elasticidade ¢(—) seja constante, o que ocorre no caso da elasticidade de
w

substitui¢do constante (ESC) ¢é possivel fazer uma tipologia da possibilidade de

armadilha (trap) ou ndo armadilha, em presenca ou nao de efeito transbordamento de

) . a “ o
conhecimento, ou seja com a, =—-ou a, fixo. As demonstragdes desta se¢do sdo

n,

apresentadas no item 7.6 do apéndice.
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t

. . P
Sem Efeito Transbordamento ( a, fixo) nas variaveis V, e n, e &(— ) constante
w

e>leo>1

A(n) ¢é crescente em n

O l6cus NN ¢€ decrescente

e<leo>1

A(n) ¢ decrescente em n

O l6cus NN ¢€ crescente

oc>leoc=>¢

A(n) ,
Q ¢ decrescente em n

O locus VV € decrescente

n
o>1 e o<¢ | A(n) , O locus VV ¢ decrescente
¢ decrescente em n
o-12 "
n>( )i-e
E—0O
o>1e o<e A(n) O l6cus VV ¢ crescente
——= ¢ crescente emn
o-17" "
n<( )1
&E—0O
. a, . P
Com Efeito Transbordamento (a, = —) nas varidveis V, e n,e g(—) constante
n w
t
oc>leoc=¢ O 16cus VV ¢ decrescente
_1 ! O l6cus VV € decrescente
o>leo<e¢;n>(——)=
&—0
1 ¢t O locus VV € crescente
o>leo<e ;n<(——)"*
&E—0O
o>l ¢>1 o>2¢ €+o>2 O 16cus NN ¢ decrescente
c+o<2 € o>1 o>¢ | Olocus VV € crescente
o1
1_ o 1-¢
n>
(6‘ + 0') -2

. o P
Sem Efeito Transbordamento ( a, fixo) usando as varidveis Q, e n,e g(— ) constante
w

e<l

O locus QQ ¢ decrescente

e>1

O 16cus QQ ¢ crescente
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. a e P
Com Efeito Transbordamento (a, = —) usando as variaveis Q, e n,e ¢(— ) constante
n w
t

e>leo>1 O locus QQ € crescente

e<leo>1 O locus QQ ¢ decrescente

Como mostra o estudo acima apresentado da tipologia dos caminhos de
equilibrio, o fato de haver armadilha do subdesenvolvimento independe da utilizagdo do

efeito transbordamento e também independe das variaveis utilizadas (Q, ou V) como o

artigo original de Ciccone e Matsuyama induzem.

5. Conclusdes.

A andlise da dindmica da participacdo da renda do capital na renda total dos
agentes da economia mostrou € possivel a economia cres¢a € a0 mesmo tempo haja um
aumento da participagdo da renda do trabalhador, porém a partir de um niimero critico n
de variedade,mesmo que o numero de produtos intermediarios, aumente entdo a
participacdo do capital na renda da economia nao cresce indefinidamente, ou seja, existe
um numero limite de variedades (insumos intermediarios) que corresponde ao limite de
crescimento do capital share. Se o nimero de insumos intermedidrios for maior do que o
nimero limite de variedades, a divisdo da participacdo na renda dessa economia se
mantera constante.Em outras palavras ndo necessariamente um processo de crescimento
aumenta a renda do trabalho (pelo lado da participacdo no consumo) no setor de bens
finais da economia.

O trabalho também mostra uma tipologia das trajetérias de equilibrio das
variaveis do modelo que sinaliza que a andlise das possibilidades de armadilha do
subdesenvolvimento ndo necessariamente ¢ a mesma indicada por Ciccone e

Matsuyama.
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7. Apéndice
7.1. O modelo basico

* tempo continuo
* L = unidades de trabalho

bem final de consumo (tomado como numerario)
* 2 setores ] o
bens intermedidrios

O problema do consumidor representativo ¢é:

Max U, = J'we'p(f") log(C, )dt
t
s.a. Iwe'(R"R') .Cdr<L J-Ooe'(R"R’) .wdt + W,
t t
onde p> 0 ¢ a taxa de desconto
R; ¢ a taxa de juros ao longo do tempo

w; € a taxa de salario

W; é o valor total dos ativos
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A solugdo desse problema ¢ dado pela equagao de Euler:

C_jip (1)

alo-

ou seja, 0 consumo cresce a uma taxa igual a diferenga entre a taxa de juros e a taxa de

desconto intertemporal.

A restricdo das familias pode ser escrita como:

Iwe'(Rf'Rf) (C, -wLdr=W,
t

C; = F(X, H) onde H, ¢ o insumo trabalho e X; ¢ um bem composto de pereciveis, isto

¢, de insumos intermedidrios que tem a forma de uma ESC:

X, = [ NG dz}'”, o>1

onde x,(7) ¢ o montante de “variedade” i utilizado. A elasticidade de substituicao parcial

direta entre cada par de produtos diferenciados ¢ o.

Seja M a quantidade total de insumos intermediarios utilizada. Devido a simetria x(i) =

x, entdo M = nx.

X
De (3) temos: — = n°’, pois
3) ;i p

Como M = x . n entao:

57



seguindo a logica dos autores, por conveniéncia de notacao ¢ escolhida uma unidade de

. 1. , . .
medida de modo que se tenha a, =1-— isto ¢, a despesa marginal (DM, ) iguale o custo
o

marginal (CM ).
1

DMg = w(l - —j =CMg=w,a,
n

1

(o)

1
w .(I—HJz)Vt a, =a, =1-
Cada produtor de bem intermedidrio conseqiientemente estabelece o prego igual a:

. 1
pt(l) = a_ AW =W (4)

X

onde a ultima igualdade ¢ devida a escolha de normalizagdo, isto ¢, as unidades de mao-

~ . 1
de-obra sao definidas para que a, =/-—.
o

Devido a simetria no setor intermediério, todos os produtores estabelecem o mesmo

prego. Usando (4) o indice de preco do bem intermediario composto torna-se:

1
1

n, l-o -6 s
P, = |:.L [p. ()] di:| = ntl_c - Wy (5)

Pois:
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1

P = [ [" . _Gdi]_c _

[l o]

1

= l-c
W, .10,

. P 1
Note entdo que —=n,'° = l—g/a =

W, G_HHt

O share («,) como uma fun¢do do numero de variedades do produto:

o, = o{ij = a[ntl“’] =A(n,) (6)
Wt

F,.X F .X
" = = aC, =F.X

mas
OF
P ax _ E(XH)
w OF  E;(X,H)
OoH

Mas:
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X X
_:nc—l 10gOM:—
1
M =
X L o
1’1X=—1 * X:n nG—l X:nG—l X

Ili_1
P _FE OF
— ==X : F = _ _
w FH H aH t pt
mas

1 1 |
P — F P . L
_:ntc_l _X:_:ntl—c ‘Fx :ntl_c
w P: W
entao

S b

— _ 1 1
0,C=X.F, =n°"".x.p,.n,°

0“tCt =0 . Xy . Py

0 lucro 7, ¢ dado por:

a,.C

n, = (P, —a,w,)x, =?=#.Defat0:

on

7T, =Pt Xt —aAx . Wt . Xt
ﬂ-t: (Pt - aXWt) Xt mas wi = pt

7, =(pr—ax. P) x; =Py (1 —ay) . x

mas a zl-l 10g0121—ax

T, =P . — . X = =

mas
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X a’tct
a, C, =n, p, X, entdo p,x, = ——
t

atct
. pt : Xt nt O(‘t Ct
. Tct = = =
c c on,

Mas de (6) a, = A(n). Entdo

A .
T, = % .C, = (@) .C, ouseja,
on, on,
A
T = (o) O (7)
on,
Em equilibrio nds temos:
wa, 2v, ; 20 ; (wa, —v,).n =0 (8)

O valor de mercado de um produtor de bens intermediarios ¢ igual ao valor presente do

lucro:

T, + Vi _ lit (9)

Demonstracdo da equacao (9)

Por Leibntiz temos:
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. © . c e .
v, + T, :j e ®R) Ry, mdt =R, I e ® R dt =R, v,
t 0

ou seja,
Vi + T, =Ri.v,

. \'/'t + 7T
SR = t

Vi

CQD
A equacdo (9) mostra que a taxa de retorno das acdes de propriedade € igual a taxa de

juros.

Sabemos que npx; = nwix; = a, C

e que wiH; = (1 — a, )C; pois
XFy(X, H) + HFy(X, H) = 1 . F(X, H) = C,

XE, | HE;(X, 1) _

1
Ct Cl
H.
o, + Y1 ou o,C, +wH, =C,
Ct
H
Wé tol-a, = wH, =(-0a,)C,
t

No mercado de trabalho, a oferta (L) de trabalho ¢ inelastica por suposi¢do.Entao:

L=a, .ne+ H, +n, a, x,

C
wH, =(1-0)C, . H =(1-a,).—

t

(&

p— 1 p—
n.a x, =n, 1—; .X, e nx,w, =0,C,

nx, = at“;tCt
logo
na.x, = (1 - éj N X, = (1 - éj a\f‘
entdo
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. C
Lzan.nt+—f[1—ﬁ}

mas o, = A(n;) entdo

L=ayi[1-200) [C_j (10)
c W,
Resolvendo (10) para (3] eusando nwx;= ,C; ; wHi=(1-¢«,)C; ¢
Wt

Ci=F(X, H) obtemos a expressdo de wy, inserindo de volta em (10) temos:
A C (an

c e
F(ntc_lA(nt); 1- A(l’lt)]

anflt=L—(1

Demonstracdo da equacao (11)
A fungdo de produgido do setor do bem de consumo é C, = F(X, H,), com retorno

constante de escala e elasticidade de substitui¢ao variavel.

X (e}
- - -1
X, =X, .n, =xn,.n°
1 ac
— —1 tt
Xt - ntG
Wt
R
— 1- —
a,=a|n'° |=A(n,)
mas
1 1
a,.C — — C
— t t —1 _— -1 t
X, = .n°!=A(n,).n°
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wH =(1-0a)C, ..
C C
H=(l-a)—=(0-A)) —
w w

t t

entao:

1
C, = F(A(nt) .o 3; (1-A(n,)). 3]
w w

t t

pela homogeneidade de grau um da funcao F(X;, H):

1
C, = F[A(nt) .net 3; (l—A(nt)j S
w w

t t
C 1
=—t F{A(nt) .n°1 11— A(nt)]
w

C

- Wt — L t
F[n“‘1 A 1- A(nt)J
De (10) temos que:
a,ni=L- (1 - —A(nt)J o
c )W,
_A@) C

a, l:lt =L - (1
c 1
F(n A(n), 1—A(nt>]

CQD

Usando as equagdes (7) e (8) obtemos a conta de renda nacional:
wL+n n =C, +v, n

De fato, multiplicando a equagao (10) por w; temos:

. A
w,L=a, niw, +(1—ﬂj.ct

(¢
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Usando (7): &, = A, C, temos:
on

t

CA,)
(¢}

W, L=anf1twt +C, -
Usando a equagdo (9), equacdo (2) e o fato de nyv¢ = W, e integrando a conta de renda
nacional w L +n, m, =C, + v, n, ,obtemos a restrigio intertemporal

%im npvp e " = foe_(Rf_R‘)(WTL -C)dt+n,v, =0 (12)

Demonstracao da equagdo (12)

De fato:

w,L+nm =C, +v,.n, (1)

De(9): @ +v, =V, R

w, =V, Rt — v,
w.L-C, =v,.n —n,m,

substituindo m, na equagdo (i):
w,L —C, =v, n. —n,[v,Ri — v¢]

wL-C,=v,ni—n,.vi —n, v, Ry
_
[vin]

w L -C, =[vn]-nyv,R¢

Integrando de t a + co temos:

I:O e ®RI(w L -C)dr= J.:O e ® Ry n Jdt - JTO e ®®n v Redr (i)

Vamos primeiro calcular a integral abaixo
I e ® Ry n_]dt
t

e R,
-1

u=e ®RO - qu=
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T

dv=[vn Jdt=v= J‘[Van]d‘E =v.n
I e (R R0, [v.n ]dt= I:VTHT e_(R‘_R‘)] +J‘e_(R‘_R‘)VTnTRTdr
t t
t

Substituindo a integral acima em (i) temos:

+ J‘e’(R"R‘)VTnTerI —J‘e’(R"R‘)VTnTRTdT
t t

L e’(RFR‘)(th -C,)dr :[VTnt e’(R"R‘)]

t

I e_(R‘_R‘)(WtL -C,)dr :[tht e_(R‘_R‘)] =

t t

-(R;-R,) ]"" _

= lim [VrnT e .

T—o

. -R;+R . —(Rt+R
= lim vynp CRR— lim von, e R0 RY
T—w T—w

o0
-(R-R,) _ — lim Ry _
It e (wL-C)dr=1 vin;e v,

0
[T wL=C)dr+vn, = imving

mas v, =w, = J.OC(Ct -w/L)dt
t

lim Ry _
logo Mvn e =0

7.2. O equilibrio de mercado: O caso sem armadilha do subdesenvolvimento
Para analisar o equilibrio de mercado a dindmica econdmica ¢ feita em duas variaveis:

n = extensao (largura) da faixa de variedades disponiveis e
também o nimero (a medida) de firmas especializadas em insumos intermediarios.

Definicao v
V = a = valor de cada empresa produtora de insumo intermedidrio, medido em bens de consumo.

Vamos mostrar que de (1), (7) e (9) temos que
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A(n,)

Vi =pV, - (13a)
on,
Demonstracao da equacgdo (13a)
De fato:
C .
De (1) temos: — =R: —p
Ct
De (7): x =20 o %)
on,
De (9): T VR, 9)
Vt
entao:

V:% = InV=Inhv-InC

diferenciando em relagdo aotempo:

Vo ¥ G

Vt Vt Ct

vi=Yv_-Lv
% C

mas de (9)

&‘F&:Rt :>X:Rt _ﬂ

vV, v, v Vv,
e N

De (1): R¢ “C +p entdo
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—L="typ L ;de (7) temos:
v, C, \2
&J’_p_A(nt).Ct

on,

Vo Co__Am) G

v, C, on, Vv,
mas \'/t R V, e G _1

Vt Ct Vt Vt
Ve Awm) [ 1
V, on, ' V,
V. = pv, - A1) (13a)

on,
CQD
De (8) e (10) temos:
n. = max {L—@—MJi,o} (13b)
a, c V,

Demonstracéo da equacéao (13b)

De fato:

De (8) temos: (w, a, —v,).n; =0

De (10) L=anfn+(l—mj.&
c w,

i1

c w,

ﬁtzg_(l_m)g.
a, c

mas de (8): caso n#=0=>w,a, =v,
oL (1-80) &
a, c v,
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Também de 8: caso

A = max {L - (1 - MJ € o} (13b)
a, c V

t

CQD
De (1) e (12) temos que

limV,n, e =0

(13¢)
t—o0

Demonstracéo da equacao (13c)
De fato:

De (1) C_Ri-p

De (12) limn, v, e X" =0

Toow

=ty =V,.C
C

t st

limn;V; C;.e " =0

T—w
N
Seja N, =C,.e™
N, =C, e +C, .e™ . (-R))
N, =C, e -C,.e™ R,
. . . R . (:t
N, =(C, -C,R))e " mas R, =C—+p

t
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N, =& -& - Ctp}:_k‘

N, =Cpe ™ =N, =-pC,.e™
—

N

: N
N, =-pN, :Ft:—p =N, =¢e™

t

logo 1limVn, .e™ =0 (13¢)
t—o0

CQD

A dinamica de equilibrio depende das formas dos dois “locus” VV e NN:

V, = Alm) (VV) pois V=0 entao
pon
VoZpy S AW (L Am)
on, on,
V, = An) , locus VV, locus V; =0
pon
e V=a—“(1——A(n)j (NN)
L c
pois

quando w;a, >V temos n, =0

ﬁtzi—(l—ﬂj.izo
a o \Y%

n

Entdo a expressdo para V' ¢

v="20 (1 - A(n)j (NN) locus n¢ = 0
L c

Esses dois locus se interceptam em n = n* se somente se:

A(n*)

n

<I>(n*)=n*( ° 1J=L (14)
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Demonstracao da equacéo (14)

De fato:
V= A(n) (NN)
pon
V=a—n(1—wj (VV)
L c
A s, atn)
pon L c
L on [1 3 A(n)j
pon B A(n) c

oo L _ O _
q)(n)_pcn n [A(n*) IJ (14)

7.3. Prova da proposicao 1 de Ciccone ¢ Matsuyama

Seja 8(£J a elasticidade de substituicdo entre X e H na produ¢ao de bens finais
w

. , P ~ .
quando o preco relativo do fator ¢ —. Se e(ﬁjﬁa para todo L entdo VV ¢
w w w

decrescente e intercepta o 16cus NN no maximo uma vez e a partir de cima (VV > NN).
Se ¢(+tw) <o entdo (14) tem uma Unica solugdo positiva n* > (0. Além disso n* ¢ uma
~ L
fun¢ao crescente de —.
pa,
Prova:

Primeiro, integrando

)

a demanda do fator relativo, usando a equacao (5), pode ser escrita como:

H %s(z) B n s(sg)
X" Bexp[fl — dz] = Bexp J.l m dz

onde B ¢ uma constante positiva.

Vamos dividir a demonstragdo em duas partes:
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P
Parte (a): % = Bexp{[lwﬂ dz} e
V4

1

0 efcl-c
Parte (b) % _ Bexp{[} % dz

Demonstracéo da parte (a):
X
( p j dlog (Hj
8 — =_—_—

W dlog [Pj
w

Ao

Demonstracéo da parte (b)

De (5) nos temos que

1
—n l-o
P =n"°w,

|

CQD
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— 1-o
=n,

1
i -
t

P
z=—t - z=nl"°
wt

logo, diferenciando:

1 o

dz = .nl-°dn

l-o

o

dz=— 0% 4

l-o n
dz:L.Edn

l-oc n
dz 1 dn
—=— logo

-0 n

CQD

wH
=1+ —
A(n) PX

A partir de

nos temos que:

1

n ns(sg)—c
A =n + Bexp J-l —(l—G)S ds (15)

Demonstracdo da equacao (15)

De fato: a, = A(ny)

Deixando de usar o subscrito t para simplificar a notagao:

_ PX :>i_PX+wH
PX + wH o PX
1 wH
_=1+_
o PX
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L i

A(m)  PX

PX PX

o=——=
PX+wH C

PX + wH = C, desde que C=F(X,H) ¢ homogénea de grau 1.

H_nt
X A(n)

1
J‘n e(s!9)ds
1

H
mas —=Be' 7
X

1
1-o L
=—+nl>°

X

logo
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1

% 1 j"a(sg)ds
. n — C(ors

entdo Tznl—c +B.et (o

1

1 —
— 1 ng(sl-o)ds
1-o _
n.n :nl—c —’—B,GJ‘I (1-o)s
n.A
s
1 1 J‘ﬂa(slf")ds
D plo —plo 4 B¢ (o>
A
ne
1 J'ns(SI* )ds
n n-° B.e" (ok
ALt
nl—c nl—c
e
1 ng(s!-9)ds
J

£=n+[3.n_§.e (1=e)s
A

1
)

n Inn o (1-6)s
—=n+f.e .e
A p
mas '[ o & ___oy |'=-——.Inn
- s l-oc ! c
=Inn o
" o ds ﬂa(sg)ds
R B. eIl (-o)s eIl (1=e)s
A
"s(sg)—c
n L 7(1_ ) ds
—=n+P.e o) 15
L=n+p (15)
CQD
o P Am) . o
A equagdo (15) mostra que se ¢ — | <o, ¢ estritamente decrescente em n. Entdo
w n
A(n) , .
VV dada por ¥ = ——=¢ decrescente, pois como ¢( . )<o
pon
A 1 n(e() —
LA . [e0mos
n ) “7"(15 1 (1-o0)ds
Thn+ e (1m0

logo como o l6cus de VV ¢
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T

n poc

Isso também implica que o lado esquerdo da equacao (14) seja:

1

G J‘ S(SE)_GdS

d(n’)=n" ——1|=(c-Dn" +oPe” "
A(n’)
Demonstracéo da equacéo acima:
De fato:
Como
L
.[n g(sl—o‘)_o-ds
=n+Be' 1  entdo,
A(n)
R
ng(slo)— o
n [ s

—n=B.e" (O
A(n) P

multiplicando por ¢ temos:

1

s(sg) )
on - s
—Gn:csBeI (1=o)s
A(n)
e
g(sl°)-oc
on “aen &
—c5n+csBej (-o)s
A(n)
i
n g(sl—c ) - d
on I
-n=on-n+oP e'[1 (-o)s
A(n)
i
n g(sl—c) —-c
on - ds
-n=(c—1)n+of eJl (1-0)s
A(n)

mas de (14) temos que:

(I)(n*)zn*[ o _1}: Gni L
A(n) A(n')

entao
1

n a(sg) -o
L —————ds

d(n’)=(c-Dn +cBe’

CQD
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7.4. Disgressdo sobre bens substitutos e complementares segundo Hicks-Allen

Considere o seguinte problema: para n fixo, escolher x(i); i € [0, n] e escolher H

de forma a minimizar

jo"p(i)x(i) di + wL

sujeito & F(X,H) = F{[ L“[x(i)]l‘é di]%, Hj >C

Entdo a demanda Hickisiana por x(i) dada por

P
. -c . —c O(-(J
x(i){%} .X:[&} W ¢

P P

Demonstracao da equacéo acima:

De fato:

|
—_— = =n )
w Fy

X_ o5

.—=n°

X

X \o-1

—_ =n

X
entao

1
% |1-o 1

P_P (X _[(X)°
w  p(i) X X
entao
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x(i) = (?) X

PX PX

o==——=
PX+wH C

aC
logo X=—
8 P
entdo a demanda Hickisiana para x(i) ¢ dada por:

)
. -0 . - O] —
x(i)z{%ﬂ .x:[p(l)} : (W .C

P P

CQD
Entdo os insumos especializados sdo substitutos Hicks-Allen se a elasticidade de
substitui¢do parcial de Allen entre x(i) e X for

P dxi)

—. (c-1)-(1-a)e-1),onde ae ¢, dependem de 3
x(i) dP w

Demonstracao da equacéo acima:
Vamos dividir a demonstracdo em 4 passos
Passo 1:

De fato:

x = P! .a.% desde que p(i)=p=w, Vi
w

Inx=(c-1)InP+Ina +Ina + ln(%j

w

dx
L‘dx(l)zizd(lnx):(c_l)_kdlnoc+0 (i)
x(1) dp dp  d(Inp) dInP

p

o3l
5o

1n§ =—¢gln—
H w
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Passo 2

1 wH

_=1+_

a PX

1 1 1

—=1+ =1+

o P X P (P
w H w \w

1 1

l-a=a P whe

o [1+P£‘1 .wl‘g] =1

1 e—1 l-e\—1
a=———=(1+P" . w
1+P7  w'™® ( )

Passo 3:

dlnoc_d_oc B_ 1

p
dinP  dP o (1+P°1.w') o

S (e=1).PF W

dlno 1 ’ (e—1.P 2w
dInP 1+P whe | o

dlna o e-1) (I-a)
dInP o

—-(e-Dd-w)

Passo 4:
Entdo substituindo em (i) acima:
P dx(i)

() dp =(c-D-(0-a)(e—-1)

CDQ
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Diferenciando a equagdo (15) com respeito a n, a condigdo sob o qual o lucro por

A(n)

empresa, medido em utilidade, —= , decres¢a como numero de empresas €:
n

{1- A(n)} {s(nl‘“) - 1} <c-1

Demonstracéo da desigualdade acima:

De fato:

Lﬂ_@_mw

dn n n’

J‘"s(s;) =% 4
1

=n+pe’ (8

> | s

1
.‘-ng(slfo‘)_c ds
1 B.e" (-o)s
A n
1

J‘ns(sg)—sds
1 (l1-o)s

1
J‘" s(sg) =0 4
1 (l-o)s

1
“s(sg)fc
-1 [l

Al=1+E.¢" @

1
es™)-o

(I-o0)s

Chamando I(s) = entao

"1(s) d
Ao B oS
n
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derivando ambos os lados da equagao:

1
s(ng)—c
) L"l(s)ds [ } ~ Ilnl(s)ds
_AZOJFB.e '—(1—6),17{ .A-1.B.¢
A? n’
Inl(s)ds N
) B.e" [S_G]—Bej‘ I(s) dx
—i—0+ l-o
A? n’
. 5. ejl"l(s)ds _(8 - c) ~ 1}
A l-o
I R—
. Bejl“I(S)ds_S—,e’—l+,0’
A L (-9
Al n’
A g
A’ (l-o)n’
A pd™ oo
A> n (-on
A _(-A) -1
A’ A (I-o)n
—é:(l—A) (€ —1)
A "(1-0)n
A_(-AE-D
A (1-o)n
AA0=A)E-D
" n (1-o0)
A<é:>£—(l_A)(8_l)<£
n A (-0 b4
1-A)e-1)<o-1
1
[I—A(n)].{s(nl‘“)—l}<c—l
CQD
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7.5. O caso com armadilha do subdesenvolvimento causado pelo efeito do

. a
transbordamento do conhecimento (a, = —1).
n
t

Sabemos que:

(Wa,-v,).ng=0 ; ng>0
Q, EnéVt :%:ntvt Vi :&
t t nt

De 13a, 13be 13c

A(n,)

on,

Vt Ith —

A
Vi = th - (nt)
on,
V-2
n,
A A
oo Q)1 ]
n, on, 0,
Qt = ntVt

ét :ﬁtvt + n, 'Vt
()t _— .&+nt .{p&——A(nt)}

n, n, on,

De Qt =0, teremos a curva QQ dada por:
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1° caso (com armadilha)

. a
n=0 ¢ w,—>v,

n,
A(n,)
Qt = Qt - ‘
c
2° caso (sem armadilha)
ne#0 e w,an=y,
a
wt.n— =v, = wa =nv, =QC,
t

ne # 0 tais que em (13 b):
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2° caso : sem armadilha

1.1t¢0

| oond| 4 Al

Q = p+nt .Q,

S PO LR Y C S O | I
Qt__p+[all Qt+ - .QtH.Qt

. A
Q, =pQ, + = Q, ~ 1+ %—Af{r

1

Qt:[p+£]Qt—1

a;

Q, = max{(p v ij Q, -1, pQ, - m}
a (e}

1

limV,n, e ™ =0

t—>00 b —
limQ, e ™ =0
t—o0
I.ltio, QtZO
. L
Qtz[p+—].Qt—l=O
a
L
(p+—j.Qt:1
a,
1 . )
Q, = parant #0, Q, =0
pt+—
a,
h=0 = Q=pQ, - AW _g
A(n
Qt: (t)
op

84
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(¢

ﬁt:E_(I_MJ.&ZO
o Q,

n, {L—(I—MJ.L}=O
a, o Q,

L—(I—MJ.Lzo caso n, >0

G t

ﬁzg_(l_w);o
Q

Ou seja:
a; A(n,)
S N B O S 4
Q- [1-A

Para achar o ponto onde NN e QQ se interceptam, e a partir do qual n, >0, temos:

a, ( A(nt)j 1
it U Iy I = T
L c o+

a;
a; A(nt)= 1

L L o o+
a;
A(n) a; _ a 1
c L L o+
a;
A o L1 L
c L a, o+ = A
a
A _ L _py+X-K
c pa, + L pa, + L
-1
Am) _ pay 1 :(HL]
c pa; + L 1+L pa,
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Vamos chamar este valor de n,, de n_, , assim:
LY
pay
n_L (1 _ MJ L
ng o a o Q,
mas de QQ, dada por Q, = temos:
p+—
a

ERY
Q, a;

.. ~ nt
substituindo na equacao para —:
t

_L(lL)j i L
n, a c a,
&:%_p_%+pA(nt)+A(nt).£
n, 1 1 (¢) () a,

b A0 L[ A)
n, c a, c

lim DL = fim 200 L (1 - A(nt)J p
toon,  tow G a, c

mas A(n,) >1 quando n — o equando t -, n — 0.

e 1 L 1
Iim—=—.——-|1-—|p
t>on,  C a4 c

Ou seja, a taxa de crescimento de variedades tende para um valor limite constante.
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7.6.Tipologia das possibilidades de armadilha do subdesenvolvimento.

P wH 1
Temosque —=n'"7¢ =l+—=1+-<—7+
w A(n) PX (Pj X
'H
()
mas —=|—
H w
! :1+;_8:1+ 11_5
Bt R 9 R 9
w) (w w
! =1+ 1176:1+ }76
A(n,) [ 1} Pl
n[l—o‘ nt
1-¢
: =1+ (1178) =1+n7"!
Aw)
Comoo>lesee>] =
1-¢
! =1+n°"
A(n,)
1 1
TAm) =——
1+ no!
' 1+ lg% l
TntO'—Pr

Se € >1 A(n,) € fungdo crescente de n
Se € <1 A(n,) ¢é fungdo decrescente de n
a) Caso: sem o efeito de transbordamento do conhecimento (a, fixo)

Proposi¢ao

NN(n=0) = iV:‘Z—"(l_TMj

(o)
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Come>1 o>1 A(n,) é crescente em n , entdo, VV € decrescente.

Demonstragao:
yoAm) 1 (VV)
! n  po
mas
1
l+neot
1
I-&
- 1 1+n
po
1
V- 1 1 1
t - T - °
PO 1y neo! g
- 1 . 1 _
Po oy + et
1 1

Logo VV ¢ decrescente

CQD

. . a
b) Caso : com efeito transbordamento do conhecimento (a, = —)
nt

1_n
an al
\./t =th —Lnt):)VV(Vt)j V = M
on, pon,
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L(idm) L
a, B c )V

t

v :L_(I_Mj

o

. . . a
Introduzindo o efeito transbordamento de conhecimento a_ =—1, temos:

n
v, =L.&(1——A(nt)j
a, c

t

t

V, =LTn‘ —(L.int.A(nt)]

a, a,c
1
An) = ———
l+neot
n, 1
nA(n) = = 2 (¢-0)
— 1 —T
l+n°t —+n
nt
c> 1}
ce+o>2
e>1
G2>¢
1
InA(n) =
\L [T lj + (514-0')—2-*-
n
! T”l o-1 +

TV, =t - Edn A

a, ao
(a) Sem efeito transbordamento de conhecimento
Tirando o subscrito t para simplificar a nota¢do temos:

Caso: o>l,o<¢

Ay 1 1
n+n;
Tn+ I
e L |
Tncr—1+

&9



dy
=n..—=1
y dn
c-¢ 1-¢
y—n;:>—y=6_'g ne-!
dn o-1
1-¢
Se (©-8) o <1
o-1
1—78
-1<0< n°! <1
G_
e—c —
n°! >1
o—1
o<ég
o>1
111 o—1
n°" >
£E—0

o-1
Se n >(G_ 1)1_5
£E—0C

An
entdio — { e VV é decrescente
n

c-1

Se n < (G ~1 ]18 entao (ﬂj T e VV é crescente
£E—0 n

(b) Com efeito transbordamento de conhecimento

=0y y=22 L
n  po
. n L
NN(ni=0) = V,=L™ - —nA(n,)

1 a1
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c
1
nA(n):¢ I I
—
(e+0)-2+
Tn T D+

Caso o >1ee>1 entdo VV é crescente

o>1
e+o0<2
1
nA(n) =
1 1 A
ﬁ+ (e+0)-2
n c-1 +
ct+o-2<0
c+o<?2
1 -1 dy -2 _1
=—=n —=-1l.n""=—
- dn n’
1 g+o0-2
Y=oz =1 e
n o-1
dy e+o0-2 e
dn l-o

ce+o0<2 o>1
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‘ 1 (8+0—2)‘
e+20 -3 ° (I—G) ‘

o-1

1 1 2-(¢+0)

>
26 -3 °
n’ AL c-1)
n °!

e+20 -3

n°->n °°! c -l

‘2—-(e+0)

ol

l-o I-e
Se n>| ——
|:(8 + G)—2j|

entdo VV € crescente

(a) Sem efeito transbordamento de conhecimento

U _ oy A

- t
on,

A(n,)
pon

VYW, =0) = V =

t

t
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usando agora a variavel Q, teremos:

Qt :ntVt = Vt :&
nt
Q _A®m)
i, pow,
LQ = Ay |
pcC
Se e<1 = ¢édecrescente emn

£e>1 = écrescente emn

INTERCESSAO DOS LOCUS NN e VV

pon L o

L - n*a* (1_14(”*)}:”*( a* _1]
pon  A(n) o An)

A(n) _ &(1 ~ A(n*)]

Wop=%h L 1
L o =
1+ no!
1
JAMm)=a = o,
1+(H(TG—1J ]¢
. o>1,
Fixado n,
e>1
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ed, o, AV

_7;'¢n,+¢@ﬁii”j¢

Fixando n

-
ST}“T

Sec>lec>e = m, ¢ fungdo decrescente de n

Se e=0c A(n)= ! = !

T
I+n" .1

n

Locus:

1 1 1

94



Intercessao

a a n 1

n _ n

L E'n+1=pa(n+l)

1 a,.n a,
+ =
po(n+l) Lo (n+1) L
po(n+1)

L+a, . np=a,po(n+l)

a,po.n +L=apo.n +a poc
n(a,p—anpo)=a,pc — L
ap.n(l-oc)=apoc-L

+ _a,po—L
a,p(1-0)

L
N apo-L 1‘(¢an¢pa¢j¢

_anp—anpO'_ »L(le—l
o

Quanto Ly, anT,pT, 6T = n" =

c 1 C
c (n+l) (m+1).c

t

entdo (n+1)c = S
o

t
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CAPITULO 4

REVISITANDO O DEBATE ENTRE KRUGMAN E FUKAO-BENABOU
SOBRE HISTORIA E EXPECTATIVA

1. Introducgéo

Na literatura recente modelos de crescimento econdmico com “externalidades
pecunidrias” tem alcancado um papel relevante. De acordo com Krugman (1991),
elencaremos a seguir algumas delas.

Murphy, Shleifer e Vishny (1989) mostram de que maneira o tamanho do mercado
podem criar economias externas entre empresas do setor industrial e usaram esta
abordagem na reformula¢do da teoria do “grande empurrdo” do desenvolvimento
econdmico de Rosenstein-Rodan [1943]. Krugman (1981, 1987) utilizando as
economias externas apresenta um modelo de desenvolvimento no qual a divisdo do
mundo entre nacdes ricas e pobres acontece endogenamente. Ethier (1982) e Panagariya
(1986) fazem uma analise de estabilidade utilizando as dindmicas Marshallianas e que
resultam no fato de que a escolha eventual do equilibrio depende das condigdes iniciais
da economia. Em Krugman (981) a dindmica de acumulagao de capital mostra que uma
regido que comece com um estoque de capital menor termina praticamente por ser
abandonado.

Ainda segundo Krugman, pela doutrina do “Big Push” de Rosenstein-Rodan (1943)
o investimento das empresas depende das suas expectativas de que outras empresas
também invistam. Para Farrell e Saloner (1986), dependendo dos valores de alguns
parametros podem existir equilibrios multiplos auto-realizaveis. Diamond e Fudenberg
(1987) e Howitt ¢ McAfee (1988) também abordam a existéncia de equilibrios
multiplos.

O texto de Fukao e Benabou tem sido citado com alguma freqiiéncia na literatura.
Para Ottaviano (1997) uma reducdo nos custos de comércio ou de migragdo fortalece o

papel das expectativas e enfraquece o efeito da histéria. Hirose (2005) cria uma
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tipologia para tipos de aglomeracao. Baldwin (1999) mostra que a questdo da historia
versus expectativas surgem quando os custos de migrac¢do sdo baixos.

A secdo 2 mostra o modelo de Krugman (1991). A secdo 3 apresenta a critica de
Fukao e Benabou (1993). A secdo 4 traz a proposicao de Fukao e Benabou. A se¢do 5
analisa a forma funcional da produtividade do trabalho. A se¢ao 6 faz uma discussao
sobre os pontos terminais. A se¢do 7 critica o argumento de Fukao e Benabou e a ultima

secdo traz as conclusoes.

2. O modelo de Krugman
O objetivo desta sec¢ao ¢ apresentar o modelo de Krugman.
O modelo de Krugman ¢ caracterizado pelas seguintes hipdteses:
1. SO existe tnico fator de produgdo: o trabalho.

ii. A economia produz somente dois tipos de bens: o bem C cuja funcio de
producao ¢ homogénea de grau 1 e o bem X.

iii. A produg¢do do bem X estd sujeita a uma externalidade: A produtividade do
trabalho ¢ diretamente proporcional a for¢a de trabalho empregada no setor, ou
seja:

r=n(L,),com 7(0)<1 e 7(L)>1 (2.1)

Krugman assume que m(L,)é de classe C', crescente em L, e que

0<nm(0)<L,I<m()<+oo,onde L ¢a oferta inelastica de trabalho total da economia.
O Salério no setor C ¢ normalizado em 1, pois Krugman faz com que uma
unidade de trabalho nesse setor produza exatamente uma unidade de C (cujo valor ¢
igual a unidade). No setor X, o salario ¢ igual ao produto médio pois cada firma desse
setor toma a produtividade do fator trabalho como constante, ou seja:
wo=nl,) (2.2)
onde ¢ a taxa de salario real em X relativa ao setor C. A seguir

Krugman faz com que L, seja o valor critico que satisfaz (L,  )=1 e a Renda

Nacional da economia ¢ dada por :

Y=r(L) Ly +(L ~Ly)— %).(L'X)z (2.3)
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onde Y ¢ a Renda Nacional da economia, n(L, ).L, ¢ a renda do setor X, (L -L,)éa
1 . .

renda do setor C , ( > ).(L, )’ é o custo de deslocamento suposto quadratico (que é o
/4

modo mais simples de modelar esse custo) e y é um indice inverso do custo de

ajustamento.

Sendo r, a taxa de juros, o objetivo dos agentes ¢:
H= I Ye'dt (2.4)
0

Ainda segundo Krugman a taxa de movimento do trabalho ¢ igual ao produto dos custos
de mudanga marginais por um prego-sombra que representa a diferenga (em valores

nominais) entre ter uma unidade de trabalho no setor X e no setor C, ou seja:

Ly=y4q (2.5)

onde q ¢ o preco-sombra definido como:
g(t) = j (r—De " dr (2..6)

Krugman também adota a regra de arbitragem:
rq=(r-1)+gq (2.7)
onde 7-/ ¢ a diferenga em ganhos atuais entre o trabalho nos setores X e C ¢ ¢g ¢ a taxa
dos ganhos de capital . Para fornecer a dindmica de ¢, a equagdo (2.7) € reescrita como:
g=rq—7n(Ly)+1 (2.8)
onde ¢ ¢ o valor presente dos ganhos futuros extras para uma mudanca de C
para X no tempo ¢.

A dindmica do sistema, no plano (g;L,), é dada elas equacdes (2.5) e (2.8).

mostradas na Figura I (de Fukao e Bebabou)
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3. A critica de Fukao e Benabou
Nesse modelo existem multiplos caminhos de equilibrios auto-realizaveis caso:
1. Os autovalores do sistema dindmico sejam numeros complexos;
ii. O trabalho alocado no setor com externalidade Marshalliana estiver dentro do
“overlap”,
Fukao e Benabou mostram que a condi¢do terminal apresentada por Krugman esta
errada. Convergindo este erro para uma modificagdo da amplitude do “overlap” desse
autor.

A solu¢ao do sistema, dado pelas equacdes (2.5) e (2.8), mostra que existe um

unico ponto estacionario dado por (L, =L, ,g =0) e que os autovalores do sistema sdo:

[re Nt =4yr'(L)]
- 2

P

A andlise do termo dentro do radical acima mostrado evidencia que existem dois

caminhos de equilibrio:
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i. O sistema linearizado (visto que n(L, )tem uma forma funcional linear) diverge

do ponto estacionario caso r*> > 4yx'(L, ) pois nesta casso as raizes sio reais e
positivas.

ii. O sistema linearizado diverge através de oscilagdes caso r* <4yz'(L)), pois
neste casoas raizes sdo nimeros complexos conjugados com a parte real
positiva.

Mas como essas duas situagdes acima citadas sdo ambas de divergéncia, Fukao e

Benabou, lembram que se torna necessario realizar uma analise global ao invés da

analise local feita por Krugman.

4. A Proposicéo de Fukao e Benabou
Fukao e Benabou apresentam a seguinte proposi¢ao:

PROPOSICAO DE FUKAO E BENABOU: Para todos os valores iniciais
(L, (0),q(0)) que satisfaz 0 < L, (0) < L, exceto para o ponto estacionario , a solugio do
sistema dindmico (3.1)-(3.2) ird atingir os limites L, =0 ou L, =1 em um tempo
finito.

A fim de demonstrar sua proposi¢do os autores acima citados utilizam algumas
técnicas de sistemas dindmicos que mostramos no apéndice. A prova deles segue o
roteiro abaixo.

(1) O primeiro passo ¢ quando os autores mostram que ndo existe Orbita fechada.

[2D)-1 , ,  [ZO-1]
r r

(i1) Em seguida os autores a lembram que caso g >

3

entdo a economia ird atingir, respectivamente, os parametros limites L, =0 ou L, =1

em um tempo finito.

Em resumo segundo Fukao e Benabou, os dois equilibrios terminais possiveis
mostrados por Krugman, gerados a partir do ponto de equilibrio ndo estacionario, estao
errados, porque ndo podem admitir ponto estacionario com pre¢o sombra g do trabalho
usado nos setores com externalidades positivas diferente de zero (como Krugman
sup0s). Isto ocorre porque, em virtude da existéncia de externalidades na produgdo do
setor X, expectativas autorealizdveis conduzirdo os trabalhadores a se empregarem todos

no setor X ou no setor C. Nestes dois pontos estacionarios, para Fukao ¢ Benabou, nao
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deverd haver incentivos para que os trabalhadores mudem de setor, de modo que ¢
devera ser zero.

Notamos também que Krugman estd certo ao afirmar que existe um regido de
alocagdes do trabalho (que ele chama overlap) no interior do qual a escolha do
equilibrio dependera, ao mesmo tempo, da alocagdo inicial (histéria) e das expectativas.
Todavia, Fukao e Benabou provam que esta regido ¢ menor do que aquela suposta por

Krugman.

5. Estudo da forma funcional da produtividade do trabalho.
Krugman utiliza uma forma linear para a produtividade do trabalhoz(L, ), a
pesquisa aqui realizada pretende analisar qual seria a dinamica do modelo caso sejam

utilizadas outras formas funcionais da produtividade do trabalho. A seguir apresentamos

os resultados encontrados.

Até que ponto a existéncia de equilibrios estacionarios multiplos € o0 modo de

convergéncia para eles a partir de uma situacdo inicial dependera da fungdo =(L, )?

1 Qualquer fungdo 7 com derivada positiva na solugdo (L, ),

representando crescimento da produtividade com o aumento do trabalho no setor
X (externalidade a la Marshall) leva aos mesmos resultados do ponto de vista

qualitativo.

2 Eventualmente, uma fung¢do crescente periddica por exemplo, poderia

o ~ * PO . , .
gerar varias solugdes m(L, ), mas os equilibrios estacionarios no longo prazo
seriam os mesmos (ao redor de cada m(L, ) haverd um overlap) levando a
trajetorias em espiral parao L, =L ou L, =0.

Nao achamos conveniente explorar casos deste tipo mais complexos, pois o
modelo de Krugman foi escrito de maneira simples apenas para ilustrar situagdes em
que o equilibrio escolhido no longo prazo dependera de ambos, da historia (situagdo
inicial: no overlap ou fora dele) e das expectativas (a trajetdria de convergéncia
adotada). O estudo de situagdes em que 7 seria periddica s6 complicaria as contas sem

acrescentar nenhuma informagao adicional sobre a questdo historia versus expectativas.
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Além disso notamos que as correcoes feitas por Fukao e Benabou em modo nenhum
dependem de uma forma funcional especifica para 7. A parte real das raizes do sistema

nao dependem da sua derivada, no caso de overlap.
6. Discussao sobre os pontos terminais

Para Krugman a economia atinge um dos dois pontos terminais:

(i) (Ly = L.q=[=(L)-1]/r) ou

(i) (Ly =0,q9=[m(0)-1]/) .

Esses pontos sdo denotados na figura I (de Fukao e Benabou) por E, e E., e

sdo atingidos através dos caminhos de equilibrio mostrados em linhas cheias nessa
figura.

Para Krugman ¢(?) ¢ dado pela equagao:

a(0) = [ (F(Ly ()~ De

Segundo Fukao e Benabou esse argumento de Krugman sobre as condicdes
terminais ndo ¢ correto, de acordo com esses autores, os verdadeiros pontos terminais
atingidos pelos caminhos de equilibrio (que sdo mostrados por linhas pontilhadas na
figura I) sdo:

(i)  Ex’ (Ly,=L,g=0)ou
(1)  Ec’(L, =0,q=0) sdo.

Segundo Fukao e Benabou a equagdo ¢(?) deve ser:

q(t) = T[ﬂ(LX(T)) ~1le"""dr

Sendo 7 o tempo (finito) no qual a economia atinge o seu bordo.

Segundo Fukao e Benabou , na figura I, caso a economia estivesse localizada em
um ponto A sobre o caminho de equilibrio de Krugman e préximo do ponto terminal
E, , um trabalhador no setor C teria um ganho positivo e um custo de deslocamento
nulo se postergasse seu deslocamento até que todos os outros trabalhadores tenham se

deslocado e portanto o ponto A ndo poderia estd numa trajetoria de equilibrio. Segundo
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esses autores os unicos caminhos que nao permitem essa arbitragem sao aqueles para os
quais g ¢ praticamente nulo. No seu artigo original eles mostram que os verdadeiros
caminhos de equilibrio sdo aqueles que levam ao ponto terminais, para os que a

condicdo (2.8) de arbitragem nao seja mais valida.

7. Uma critica ao argumento de Fukao e Benabou
Notamos entdo que o tempo T em que a economia atinge seu limite (sua borda)

depende do tipo de “landing” (pouso):

(1) O equlibrio do tipo de Fukao e Benabou, com “soft landing” (pouso suave) temos

L,=0,¢<0eq=0

(1)) O Equilibrio do tipo de Krugman, com ‘“hard landing” (pouso brusco) temos
L,>0,4=0eq>0

Como mencionado acima, Fukao e Benabou argumentam que em um ponto A

sobre a trajetoria ¢ =0 de Krugman nao poderia terminar em equilibrio. Discordamos

dessa argumentagdo como veremos a seguir. E verdade, como mostrou Fukao e
Benabou, que a economia atinge seu limite em um tempo finito 7 ¢ ndo em 7 =o0.
Porém, o mesmo nao podemos dizer sobre o tempo utilizado para se determinar q.

Fukao e Benabou definem o prego-sombra como:
T

q(t) = [[x(Ly(2)~1le”dz
t
Ao nosso ver uma melhor defini¢do seria:

q(1) = J.[H(LX (7))—1le""dr+ T[;z(LX () =1]e"dr

Mesmo que a economia venha a atingir seu limite nos pontos terminais L, =0
ou L, =1 em um tempo finito 7, o mundo ndo acaba em 7. Portanto devemos também

incluir nos incentivos dos trabalhadores, os ganhos para além de 7.

104



Entdo temos que:

q() = J[H(LX (1) —1]e""dr + T[yz(LX () ~1]e" " dr
seja [ = T[”(Lx (7)) -1]e"" dr

h
entdo:  =lim [[7(Ly (7)) -1l " "dz
T

Supondo como Fukao e Benabou que a economia ird atingir seu limite
L, = L (normalizado para 1, isto é, L, =1) em um tempo finito T e ali permanega

entao:

logo: 7#(Ly(r))~1=7(L,(T)~-1=n(L)-1,V 7>T

h
logo: I =[z(L)—-1] IITimJ'e_’(T"T)dz'
T

_ ) e—r(z’—T) r=h
1=[(L)~1lim| ~—

=T

=228 "; (@), lim| e 00 —¢ """ | =) ‘7; (@), lgn[e(l) - 1} & "; (@),

7(L)-1
r

T
ou seja: q(t) = j [Z(L(0)~1]e " dr+[ ] (7.1)

t

. I
Temos que L, =y.q,logo g=— e g=rqg—n(L,)+1.
4
L] 2@-1
r

No l6cus g =0temos que g(¢) = #(L)-1 ,ouseja g = (7.2)
r

para todo ponto pertencente ao locus ¢ = 0. Substituindo (7.2) em (7.1) temos que:

(2L, (r) -1l "dr=0 (7.3)

= —
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Mas se vale a equacao (7.3) entdo apds a economia atingir os pontos limites em
T finito, a condi¢do de arbitragem, dada pela equacdo (2.8), ndo ¢ mais valida.

Se a condigdo de arbitragem ¢ =rq-n(L, )+ 1 ¢ valida mesmo para t>T entdo
o resultado de Krugman ¢ valido com ¢(7)=0. Se essa condi¢ao ndo ¢ mais valida a
partir de 7, entdo o resultado de Fukao e Benabou ¢ valido com ¢(7)=0 e ¢(7)<0.

Portanto a critica que Fukao e Benabou fazem a Krugman ndo estd correta.
Diferente do que esses autores argumentam, nao ¢ verdade que o ponto terminal
apontado por Krugman esteja errado e conseqiientemente a condicdo de arbitragem ndo
¢ mais valida apds a economia atingir, para esses autores, os verdadeiros pontos
terminais. O que ocorre € o oposto. Caso a condi¢do de arbitragem ndo seja mais valida,

entdo os pontos finais da economia serao aqueles por eles apresentados.

8. Conclusdes.

O presente capitulo apresentou um importante trabalho de Krugman sobre o
papel das expectativas e das condigdes iniciais como determinantes das trajetorias de
equilibrio. Logo a seguir foi apresentada a critica de Fukao e Benabou quanto ao tempo
em que a economia atinge o seu bordo e também em relacdo aos pontos terminais da
economia. No capitulo ¢ feito um estudo de como a forma funcional da produtividade
do trabalho poderia afetar a dindmica do modelo, e ¢ mostrado que ndo existe perda de
generalidade ao se supor uma forma linear para a produtividade do trabalho. O capitulo
também mostra a fragilidade da critica de Fukao e Benabou que a principio parecia
muito robusta, ndo sé pela sofisticacdo das ferramentas utilizadas, mas também pelos
argumentos econdmicos. O fato é que, apesar da economia alcangar o seu bordo em um
tempo finito, a economia ndo termina nesse instante e, portanto e expressao que Fukao e
Benabou apresentam para os incentivos para trocar de setor deveria levar esse fato em
consideragao.

Apesar da economia atingir seu limite em um tempo finito 7, existem duas
situagoes distintas possiveis:

(1) Caso a condicdo de arbitragem seja valida para todo tempo ¢ até
infinito entdo a economia atinge um ponto terminal do tipo apontado
por Krugman s6 que com pouso brusco.

(11) Caso a condi¢do arbitragem nao seja valida a partir do tempo 7" (no

qual a economia atinge seu limite) entdo a trajetoria de equilibrio
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possui um ponto terminal do tipo apontado por Fukao e Benabou sé
que com pouso suave.
Em outras palavras os pontos terminais da economia dependem de qual hipdtese
¢ adotada em relagdo a como sdo tratados os incentivos dos trabalhadores apds a

economia atingir o seu bordo em um tempo finito.
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10. Apéndice

Sistema dindmico auténomo.

x=f(xy)

O sistema { ¢ dito ser autébnomo pois f e g nao dependem
y=g(xy)

explicitamente da variavel ¢ (tempo).

Orbita de um sistema dindmico.

O conjunto  y=y(P)={(x(t),y(t):te R}¢é chamado Orbita de um sistema
dinAmico auténomo através do ponto P e R’.
Semi-orbita positiva.

Definimos a semi-6rbita positiva como y* = " (P) = {(x(2), y(¢) : t > 0}

Conjunto w-limite.

o conjunto w-limite de uma 6rbita que passa por um ponto P ¢ definido como:
o(P)=a(y)={(x,y)eR*:3 1, >+ tal que (x,y)=lim(x(z,), ¥(t,))}
—w
Teorema de Poincaré —Bendixon.
Suponha que a semi-orbita y*(P) é limitada e que o conjunto ®-limite w(P) ndo

contém uma singularidade (ponto de equilibrio). Entdo o conjunto w-limite w(P) ¢ uma

orbita fechada.

Critério negativo de Bendixon.
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Seja £ wuma regido simplesmente conexa do plano. Suponha que

of og

div (f,g) :8_+_ ¢ sempre positivo o sempre negativo em Q. Entdo um sistema
X

dindmico auténomo nao tem solugdo periodica contida em 2.

Teorema de Green

Seja D um dominio do plano xy e seja C uma curva simples, fechada, lisa por
partes, contida em D e cujo interior também estd em D. Sejam P(x,y) e Q(x,y) definidas
e continuas em D, possuindo derivadas parciais primeiras continuas. Entao:

ch Pdx+Qdy = [H ( (Z—f - Z_)]/) )dxdy onde R ¢ a regido fechada limitada por C.
R

Caso a integral [ﬁdeJery for independente do caminho em D entdo

Pdx+Qdy =10
i
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CAPITULO 5

CONCLUSAO GERAL

Os trabalhos apresentados nesta tese possuem como foco o estudo de modelos de
crescimento e¢/ou a evolucgdo da distribui¢ao de renda.

No Capitulo 2, utilizamos um ferramental mais atual do que aquele utilizado por
Baranzini. Foram confirmados alguns resultados desse autor ¢ mostrado como a
possibilidade de deixar heranga altera o comportamento dos trabalhadores. Uma linha
de pesquisa futura seria a utilizacdo dos resultados obtidos para estudar a propensdo
média a consumir de longo prazo e também como a introdugdo do governo no modelo
pode melhorar a distribuicao de renda.

No capitulo 3 foi mostrada a possibilidade e limitagdes do crescimento com
distribuicdo de renda em um modelo de crescimento econdmico de variedade. Neste
capitulo duas linhas de pesquisa se mostram promissoras: (i) a introdu¢do de algum
mecanismo (moeda ou expectativas) que possibilitem a retirada da armadilha do
subdesenvolvimento; (i1) como a introdu¢do do setor governamental e politicas fiscais
podem melhorar a distribuicao de renda.

No capitulo 4 mostrou-se a fragilidade da critica de Benabou ¢ Fukao em relagao
aos pontos terminais das trajetorias da economia, apontados por Krugman. Aqui muito
pode ainda ser investigado. Por exemplo, a introducdo de um planejador central no
modelo e a busca de politicas maximizadoras de bem-estar ¢ uma linha de pesquisa

muito interessante.
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