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Resumo

Consideramos 7, uma arvore regular uni-raiz de valéncia n > 2, A seu grupo
de isometrias e G(n) o subgrupo de A das isometrias finitdrias, onde uma isometria
é dita finitaria se ela é uma extensao rigida de uma permutagao de um determinado
nivel. Estudamos em alguns detalhes a estrutura de G(n). Descrevemos, de maneira
indutiva, como produzir representantes de classes de conjugagao de isometrias de G(n) e
determinamos explicitamente um sistema completo de representantes de suas classes de

conjugacao.

Tomamos N4(G(n)) o normalizador de G(n) em A, End4(G(n)) o semigrupo de
endomorfismos de G(n) induzidos por conjugagao por elementos de A. Mostramos que
a € End4(G(n)) se e somente se existe uma sequéncia {g; };>0 de elementos de G(n) tais
que o = ---gfi) > -ggl)go e que 3 € Endg,(G(n)) se e somente se 3 = 3™ g para algum
m >0, g € G(n), onde F, é o subgrupo das isometrias com um nimero finito de estados,

e a notacdo a”) indica a isometria (a,a,--- ,a) com n" repeti¢oes. Investigamos condigoes

em g; e em g tais que « € No(G(n)) e B € Ng, (G(n)).

Palavras-chave: automorfismo de arvore; grupo de isometrias; endomorfismo;

normalizador; grupo finitario; classes de conjugacao;



Abstract

We consider 7,, the regular one-rooted n-ary tree, n > 2, A its group of isometries
and G(n) the finitary subgroup, where an isometry is said to be finitary if it’s one rigid
extension of a permutation of a determined level. We study in some details the structure
of G(n). We contruct inductively representatives of the conjugacy classes of G(n) and we

determine explicitly a complete system of representatives of his conjugacy classes.

We let N4(G(n)) be the normalizer of G(n) in A, End4(G(n)) the semigroup
of endomorphisms of G(n) induced by conjugation by elements of A. We show that
a € Endy(G(n)) if and only if there exists a sequence {g;}i>o of elements of G(n) such
that o = ~~~gl-(i) i -g%l)gg and that 3 € Endg, (G(n)) if and only if 3 = 3™ g for some
m >0, g € G(n), where F,, is the subgroup of finite-state isometries and the notation a(")

indicates the isometry (a,a,--- ,a) with n" repetitions. We investigate conditions which

gi, g should satisfy for &« € N4(G(n)) and 5 € Ng, (G(n)).

Keywords: tree automorphism; group of isometries; endomorphism; normalizer;

finitary group; Conjugacy class;
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Introducao

Grupo de automorfismos de arvores regulares uni-raizes também denominado grupo
de isometrias, despertou e tem despertado interesse, motivados pela construcao de certos
grupos que possuem propriedades importantes e que podem ser realizados como grupos de
isometrias de arvores regulares uni-raizes [1-4], ou ainda por aplicagoes [5]. Estes grupos
tém sido usados em teoria combinatéria de grupos e sistemas dinamicos [5]. Fatos sobre

a estrutura desses grupos vem sendo esclarecidos [6-8].

Denotamos por 7,, uma arvore regular uni-raiz de valéncia n > 2 e por A = Aut(7,)
o seu grupo de isometrias. Em [7], A. Brunner e S. Sidki definiram o grupo finitdrio G,
para arvores bindrias, como um subgrupo de Aut(75), constituido daquelas isometrias que
admitem uma “descrigao finita” em sua acao em 73. Os referidos autores estudaram em
detalhes a estrutura de G, Aut(G) o grupo de automorfismos de G e End4(G) o semigrupo
de endomorfismos de GG induzidos por conjugacao por elementos de .A. Dando continuidade
a estes estudos, A. Brunner e S. Sidki publicaram recentemente, um artigo intitulado
“Endomorphisms of the Finitary Group of Isometries of the Binary Tree”, veja [8]. O
presente trabalho é baseado nestes estudos, abordando aqui os casos de arvores n-arias,

n > 2.

No capitulo 1, apresentamos conceitos e resultados preliminares, relacionados a arvores
regulares e seus grupos de isometrias e também iniciamos o estudo do grupo finitario.
Neste texto, reservamos os simbolos ¢ e 7 para denotarem as permutagoes (nn—1 --- 2 1)
e (1 2), respectivamente, de S,. O grupo finitario G(n) de uma arvore n-dria pode ser
dado por

G(n) = (03,7 [ i =2 0),

vii
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onde 0g = o eparai > 1, 0, = (e,--+ ,e,0;_1) (n coordenadas), analogamente para ~;.
O grupo G(n) satisfaz duas condigbes particulares: ele age transitivamente em cada nivel
da arvore 7, e denotando por ¢ x o a isometria « induzida na subarvore i.7,,, 1 € Y =
{1,2,--- ,n}, temos i * G(n) < G(n). Um subgrupo de Aut(7,) que satisfaz estas duas
condicoes é denominado estratificado. Também provamos a seguinte versao do teorema

de Krull-Schmidt para os grupos estratificados:

Teorema A. Suponha que um grupo N admita decomposicoes em soma direta Ly + Lo +
oo+ Ly e My + My + -+ -+ M,, onde cada fator L; é isomorfo a um grupo estratificado
L; < A e cada fator M; é isomorfo a um grupo estratificado M; < A. Entao m =r, e
{Li|1<i<m}={M,; |1<j<r}

Este resultado estende & drvores n-drias a versao dada em [7] para arvores bindrias. A
versao original do teorema de Krull-Schmidt (1928) para um grupo N requer que N
satisfaca ambas as condigoes de cadeia ACC e DCC em subgrupos normais. Na versao
aqui apresentada o grupo N nao satisfaz estas condigoes, basta lembrar por exemplo que
L > Stp(1) > Stp(2) < --- nao é finita, qualquer que seja o grupo estratificado L.
Ressaltamos ainda que os grupos estratificados sao indecomponiveis e possuem centro

trivial.

Ainda neste mesmo capitulo, estudamos as classes de conjugacao de G(n). Descre-
vemos, indutivamente, como produzir representantes de classes de conjugacgao de isome-
trias do grupo finitario e determinamos explicitamente um conjunto de representantes
de suas classes de conjugacao. Mais especificamente, consideramos os subgrupos finitos
Gox(n) = (5,7 | 0 <i < k) de G(n), k > 0, construfmos Cj um conjunto de represen-
tantes das classes de conjugagao de Gy x(n), para cada k > 0, e provamos que o resultado

obtido em [7] se estende & arvores n-drias:

Teorema B. O conjunto C = |J ék ¢ um sistema de representantes das classes de
k=0
conjugagio de G(n).
O Capitulo 2 é destinado ao estudo do subgrupo H(n) = (o; |i > 0) de G(n). Com

um processo semelhante ao utilizado na demonstracao do teorema B, descrevemos como



X

produzir representantes de classes de conjugacao de isometrias de H(n) e determinamos
explicitamente um conjunto de representantes de suas classes de conjugacao. Mais espe-
cificamente, consideramos os subgrupos finitos Ho x(n) = (o; | 0 < i < k) de H(n), k > 0,
construimos Dy um conjunto de representantes das classes de conjugagao de Ho x(n), para

cada k > 0 e provamos o seguinte:

Teorema C. O conjunto D = fj ﬁk ¢ um sistema de representantes das classes de con-
k=0

Jugagdao de H(n).

Consideramos ainda o subgrupo H(p), onde p é um nimero primo, estudamos a estrutura

dos centralizadores de um gerador o; nesse subgrupo. Neste estudo é essencial que, para

i # 0, tenhamos ¢* um p-ciclo, e portanto necessitamos que p seja primo. Provamos que

o resultado mostrado por A. Brunner e S. Sidki em [7] para arvores bindrias, continua

valido para arvores p-arias:

Teorema D. (i) Seja s um representante de uma classe de conjugagio de um elemento
de ordem p tal que C(s) = C(o;) para algum i. Entdo s = o;.
(i1) Um automorfismo de H(p) € rigido, no sequinte sentido, ele aplica cada o; a um

conjugado of' para algum g; € H(p).

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo dos endomorfismos induzidos por A-conjugacao,
mais precisamente ao estudo do semigrupo End4(G(n)) = {a € A | a 'G(n)a < G(n)}.
Consideramos N4(G(n)) = {a € A | a”'G(n)a = G(n)} o subgrupo de endomorfismos
que normalizam G(n). O problema de determinar se um endomorfismo de G(n) induzido

por uma A-conjugacao é um elemento de N4(G(n)) tem sido uma motivagao desse estudo.

Inicialmente, observamos que a forma normal dada aos elementos de End4(G(2))

em [7], também ocorre para drvores n-arias e provamos o seguinte:

Teorema E. (i) Dado o« € Enda(G(n)), existe uma sequéncia {g;}i>0 de elementos

g, (Wgy. Reciprocamente, dado uma sequéncia {g;}i>o de

de G(n) tais que a = --- gyl
elementos de G(n), a = -+ gsP g, Mgy é um endomorfismo rigido de G(n) em relagdo ao

conjunto gerador {o;,7v; | 1 >0}, ondec=(nn—1--- 21) ey=(12).



(i1)Seja p € Enda4(G(n)). Entao p € F, o grupo das isometrias com um nimero finito
de estados de T, se, e somente se, existe um numero natural m e g € G(n) tais que
p=pmg.

(i13) Seja L < Aut(7,) um grupo estratificado. Entao Aut(L) = N4(L).

Definimos o grupo L(n) = (¢, ~® | i > 0),onde s = (nn—1--- 21) ey = (12) sdo
permutacoes de S,. Consideramos o fecho L,, em relacio ao produto infinito de elementos
de L, e vimos que L, < N4(G(n)). Entdo, determinamos uma condi¢do necessaria para
que elementos de End4(G(n)) estejam em N4(G(n)), mostrando que o resultado dado

em [8] admite uma extensao a drvores n-arias:

Teorema F. Seja o € Enda(G(n)). Entdo existem k € L, e uma sequéncia {h(j)};>o0 de
elementos de G(n), h(j) = (e, h(j)2, -+ , h(j)n), tais que o/ = ar = ---h(§)0) -+ h(1)PA(0).
Se o normaliza G(n) entao para cada k € {1,2,3,--- ,n} e para todo I > 0, exis-
tem m(l) > 1 e um conjunto de palavras {e(i) | le(i)] = m(l) —i+ 1, 0 < i <

m(l) — 1} tais que h(l + m), é um elemento do subgrupo finito gerado pelos estados

h(Deqys AU+ D)erys =+ 5 b+ D)eqiys =+ R+ — 1)egno1)-

Decorre desse resultado que podemos estender a arvores n-arias o teorema 8.1 de [7]. Mais

precisamente, provamos o seguinte.

Teorema G. Seja a € Ends(G(n)) tal que o = arx = ---h(5)9 - h(1)MA(0) para

algum k € Ly, e

Se eziste um inteiro jo > 0 tal que a sequéncia {0(h(j)) | 7 > jo} € ndo decrescente, entio

a ¢ Nao(G(n)). Em particular, o subsemigrupo
T={acAla=aY(g, - ga1.€), g: € G(n)}

de Enda(G(n)) tém a segquinte propriedade: Ends(G(n))(\T! = {e} .



x1

Para m > 1 definimos
Enn)={aeA|a= a™g, ge G(n)},

An(n)={a€A|a=a™g, g€ Gym_1(n)} um subconjunto de &,,(n) e mostramos o

seguinte.

Teorema H. Ng, (,)(G(n)) = A1(n)G(n).
Também produzimos para m > 2 um subgrupo H,,(n) de Ng, ) (G(n)) tal que
H, (n) = (Xpm H,, (n))Gom-2(n), H,,(n) N E(n) = {e},
para todo r < m.

Caracterizamos as involucées de grau 2, a = a®)g € &(n), para g = ux*0, 0 € S, é
uma involucao que nao fixa vértice algum do primeiro nivel de 7,,, n par. Formalmente,

provamos o seguinte teorema.

Teorema 1. Seja 0 € S, uma involucao que nao fixa vértices do primeiro nivel da drvore
T, n par. O elemento o = a® (ux0) € uma involucdo se, e somente se, u = ¢, ou |u| =k
€ impar e nenhum prefivo de u de comprimento impar é um sufizo de u, se e somente se,

{(ux6) | i>0} ¢ comutativo.



Capitulo 1

Automorfismos de Arvores
Regulares e o Grupo Finitario G(n)

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e definigoes preliminares, definimos G(n)
o grupo finitario de automorfismos de uma &arvore regular 7,,, provamos uma versao do
teorema de Krull-Schmidt para grupos estratificados e determinamos explicitamente um

conjunto de representantes para as classes de conjugacgao do grupo finitario.

1.1 Arvores Regulares

Seja Y um conjunto que chamaremos alfabeto. Por M = M(Y) denotamos o conjunto

{yl?/2"'yn \inY}

de todas as palavras finitas sobre o alfabeto Y, incluindo a palavra vazia ¢. Em outros
termos, M é o mondide livre gerado por Y. Seja 7y o grafo cujo conjunto de vértices
é M e tal que dois vértices sao conectados se, e somente se eles sao da forma v e vy,
onde v € M ey €Y. O grafo 7y é uma arvore que chamaremos drvore regular uni-
raiz ou simplesmente drvore regular, onde a palavra vazia é a raiz. Quando |Y| = n,

escreveremos 7y = 7,,. Para Y = {1,2} temos a arvore binaria 7, veja figura 1.1.

Definindo sobre M uma relacao de ordem < dada por:

v < u <= u ¢é prefixo de v,



1/¢\2
N
NN N

Figura 1.1: arvore binéria 7
temos que a arvore 7y é o grafo de (M, <).

O comprimento de uma palavra v € M (o nimero de letras dela) é denotado por |v|,
onde |¢| = 0. A fungao comprimento | |: v — |v| induz uma distancia entre os elementos

de M dada por:
d(ua U) = ’ul + ‘U’ - 2’11)’,

onde w é o maior prefixo comum entre u e v. Assim, (M, d) é um espago métrico.

Para k > 0, conjunto Y* = {v € M | |v| = k}, é denominado k-ésimo nivel de Ty .

1.1.1 O Grupo de Automorfismos de Arvores Regulares

Dados duas arvores @ e R, uma aplicacao a : @ — R é um isomorfismo se ela
¢é bijetora e preserva a adjacéncia dos vértices; isto €, se para quaisquer dois vértices

adjacentes v, vy € M os vértices (v)a e (vy)a sdo também adjacentes.

Para cada u € M, considere a subarvore uZy = {u.v | v € M} de Ty que possui u

como raiz. Agora note que uw.v — v é um isomorfismo de uZy em 7Ty .

Uma aplicacao « : Ty — Ty é um endomorfismo da drvore Ty se ela preserva a

adjacéncia dos vértices.

Definicao 1.1.1. Um automorfismo de uma drvore reqular Ty é um endomorfismo

bijetor de Ty .

Equivalentemente, podemos dizer que um automorfismo de uma arvore regular 7y é



uma bijecao sobre M que preserva a funcao distancia d. Um automorfismo de uma arvore

regular 7y é também denominado uma tsometria de 7y.

O conjunto dos automorfismos de 7y forma um grupo que denotaremos por A =
Aut(7Ty) e chamaremos grupo dos automorfismos de Ty ou grupo de isometrias

de Ty.

Dado uma permutagao o € P(Y'), podemos estendé-la a um automorfismo de 7y da

seguinte forma:

(yu)o = (y)ou, Yy €Y, Yue M.

Por outro lado, um automorfismo o € A induz uma permutagio o4(c) sobre o conjunto
Y. Assim, podemos escrever o = o’.04(cr), onde o estabiliza Y ponto a ponto. Para cada
y € Y, o induz sobre a subarvore y.7y um automorfismo «;,. Considerando o isomorfismo
y. Ty — Ty podemos identificar y.7y com 7y e assim identificar ;, como um elemento
de A. Desta forma, podemos considerar o/ como uma funcao de Y em A e assim temos
que

A=F(Y, A % P(Y).

Denotamos o/, por a,, e escrevemos o = (), ey.04(a). A acao de a em 7y é dada por:
Yy Yy y)ye ¢

(yu)a = (y)os(a).(w)ay, Yy eY, Vue M.

Podemos repetir para o, o mesmo processo de descricao visto para o, assim o, =
(yz)zey.04(ay) € podemos repetir novamente o processo para cada o,,. Sucessivos desen-
volvimentos de a produzem, para cada v € M, um automorfismo a, = (Quy;)iey.0p()-
Vamos denotar o4(c,) por o,(®) e a por ay. Podemos entdo considerar os conjuntos
Y(a) = {ou(a) | u € M} e Qo) = {ay | uw € M}. O conjunto Q(«) é denominado
conjunto de estados de . Um estado «, de a é dito ser ativo se o,(a) # e, caso

contrario, ele é denominado inativo.

Seja a € A. Escrevemos a = a(® e denotamos por o) o automorfismo de 7y onde
(M), = a,Vy €Y, eos(a) = e Indutivamente, para k > 1, denotamos por a¥)
o automorfismo de 7y onde (a®)), = a*=V V¥V y € YV, e o4(a®) = e. Por exemplo, se

Y = {1,2,--- ,n}, temos oM = (a, -+ ,a) e a® = (=D ... o* D) v E > 1 onde



os vetores possuem n coordenadas.

Definicao 1.1.2. Seja G < Aut(7y).

(i) O estabilizador em G de um vértice v € Ty, € o subgrupo G, ={a € G | (v)a =

v}.

(i7) O estabilizador do k-ésimo nivel é o subgrupo Stg(k) = ﬂk G,, onde Y* é o
{vey*}

k-ésimo nivel de Ty .

(1ii) G € nivel-transitivo se ele age transitivamente em todos os niveis da drvore Ty,.

Observacoes 1.1.3.
(1) Seja G < Aut(7y), entdo V k > 1, Stg(k) é um subgrupo normal de indice finito em
G; N Sta(k) = {e} e Sta(k +1) < Sta(k).

k>1
(i1) O grupo de automorfismo Aut(7,) é um grupo profinito. Se 7, ; denota a arvore

n-aria truncada no nivel j, entao
Aut(T,,) = limAut(T, ;).

Notamos que 7,, ; ¢é finita, V j > 0 e portanto Aut(7, ;) é também finito, V j > 0. Quando
Y| = 2, temos que Aut(7T,;) = W;_qwrCsy, onde W;_; é o produto entrelacado iterado
j — 1 vezes de Cy, o grupo ciclico de ordem 2. Portanto, Aut(7;) é um 2-grupo finito e

assim, Aut(73) é um grupo pro-2. Mais detalhes podem ser encontrados em [5].

1.1.2 Automorfismos com um Numero Finito de Estados

Um automorfismo de 7y pode ser interpretado como um autéomato de Mealy que é uma
maquina de Turing definida por uma séxtupla (Q, L, T, f,1, q), onde:

e (Q é o conjunto de estados;

e L é o alfabeto de entrada:

e [' é o alfabeto de saida;

o f:(Q x L — (@ éafuncao de transicao de estados;
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Figura 1.2: Diagrama de Moore

1/2
@@
)@
2/1
()@@ @)+

Figura 1.3: Diagrama de Moore de A(a) onde a = (o, a?)o

e [:(Q) x L — T éa funcao de saida;

® (o € o estado inicial,

Um autoémato ¢ finito se o conjunto de estados @ ¢ finito, veja [9] e [10].

Para um automorfismo o € A, associamos o autémato A(«) dado pela séxtupla A(a) =
(Q = Qa),L =Y, T =Y, fl,q0 = «), onde as fungées f : Q(a) x Y — Q(a) e
[:Q(a) xY — Y sao dadas por f(ay,y) = au. e l(ay,y) = 2z, onde z = (y)a,. A(a) é

denominado o automato de .

E conveniente definir autématos usando o diagrama de Moore. Para o autémato A(«),
a € A o diagrama de Moore é um grafo orientado, com os vértices identificados com os
estados Q(a). Se z = (y)ay,, entdo temos uma aresta iniciando em «,,, finalizando em «,,

e rotulada por y/z, onde u € M ey, z € Y. Veja figura 1.2.
Exemplo 1.1.4. Seja a = (o, a?)o € Aut(7T;) onde o = (1 2). Entao, a? = (a?,a?) e

3k 3k)

a™ = (o, « o = (31
Y

Oé3k+2)0.

Y Y

Entdo Q(a) = {a* | k > 1} é um conjunto infinito e seu autémato é portanto infinito. O

diagrama de Moore de A(a) é dado na figura 1.3.



2/3 1/1, 2/2, 3/3
Sy
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Figura 1.4: Diagrama de Moore de A(«) onde a = (e, e, )0

Exemplo 1.1.5. Seja a = (e,e,a)0 € Aut(73) onde 0 = (1 2 3). Entao Q(a) = {e,a} e

seu automato é portanto finito. O diagrama de Moore de A(«) é dado na figura 1.4.

Para mais exemplos veja [11], [12] e [6].

Definigao 1.1.6. O automorfismo o € Aut(7y) € denominado um automorfismo com

um nuimero finito de estados se Y e Q(a)sao conjuntos finitos.

Assim, a € Aut(7y) é um automorfismo com um nimero finito de estados se, e somente
se o automato A(«) é finito. Para quaisquer automorfismos a e 3 em Aut(7y) temos que
Qla) = Qa)™ e Q(af) C Q(a)Q(B). Ainda, os autdomatos com um nimero finito de
estados formam um conjunto enumeréavel. Seja Fy o conjunto dos automorfismos com um

nimero finito de estados. Entao temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.7. O conjunto Fy € um subgrupo enumerdvel de Aut(7Ty).

Para mais detalhes sobre automorfismos com um nimero finito de estados veja [13].

1.2 Grupo Estratificado
1.2.1 O Grupo Finitario G(n)

Uma das consequéncias da estrutura iterada do grupo de automorfismos A é a riqueza de
subgrupos que sao produto direto. De fato A contém o produto direto de uma quantidade
enumeravel de cépias de si mesmo como um subgrupo. Podemos ilustrar isto na arvore
bindria: considere as cdpias isomorfas Aut(u;73) de A nas subérvores tendo como raiz os
vértices uy = 2, us = 12, uz = 112, ---. Estas copias comutam, e como apenas uma
quantidade finita delas tem acao nao trivial em qualquer nivel dado, seu produto direto é

bem definido.



Definigao 1.2.1. Um grupo G ¢ indecomponivel se G # {e} e, se G = H x K entdo
H = {e} ou K = {e}.

Vamos construir subgrupos indecomponiveis com estrutura iterada, para isto introdu-

zimos algumas notagoes.

Dado um conjunto Y e um grupo K < Aut(7y), defina os grupos Fo(Y, K) = K,
F(Y,K) = F(Y,K) o grupo das funcoes de Y em K, e para i > 1, F;(Y,K) =
F(Y,F,_1(Y, K)). Quando |Y| < 0o, 0 i-ésimo grupo nesta defini¢ao é isomorfo ao produto

direto de |Y'|* cpias de K.

Agora suponha que K é um subgrupo de P(Y), o grupo das permutacoes de Y.
Construimos de K dois subgrupos de automorfismos da drvore 7y-. O primeiro, K(Y') é o
grupo gerado por F;(Y, K) parai > 0. O segundo K(Y') é o fecho de K(Y’) sobre produtos
infinito; seus elementos sao representados como produtos infinito: o = -+ f - -+ f1 fo, onde
fi € Fi(Y,K), parai > 0 (veja obs. 1.2.5 adiante). Notamos que a seguinte decomposigao
ocorre: K(Y) = K(Y)Wry K, ou ainda K(Y) = F(Y,K(Y)) x K.

Defina K;;(Y) = (F;(Y,K), Fin(Y,K), ---, F;(Y,K)) parai, j =0, 1, 2, --- e
i < j. Em particular, Ko ;(Y) = (K, Fi(Y,K), ---, F;(Y,K)). Colocamos ; (YY) =
(F,(Y,K), Fi1(Y,K), -+ ). Assim Ko;(Y) = ((--- (KWryK) - )Wry K)Wry K, onde
K aparece j+1 vezes. Além disso, se 7y; denota a arvore truncada no nivel (j+1), entéo

Ko ;(Y) é isomorfo a um subgrupo de Aut(7y,;). Claramente temos IC(Y) = [J Ko ;(Y).
=0

Definigao 1.2.2. Um grupo L < Aut(7y) € estratificado se é nivel-transitivo e F(Y, L) <
L.

Devido a decomposicao K(Y) = F(Y,K(Y)) x K, o grupo K(Y) é estratificado quando
ele é nivel-transitivo. Entao, quando K é um subgrupo transitivo de P(Y) o grupo de

permutagoes de Y, obtemos que IC(Y) é estratificado.

Quando Y é finito, C(Y") é um subgrupo do grupo de automorfismos com um nimero



finito de estados F(Y'). Neste trabalho tratamos apenas de drvores n-arias, entao consi-

deraremos Y = {1,2,3,--- ,n} e denotaremos K(Y), K, ;(Y), etc, por respectivamente

K(n), K;;(n), etc, e P(Y) por S,.
Seja ¢ uma isometria arbitraria em S,,. Definimos indutivamente

Go=¢ ¢G=1(e, e --,e (1) parai> 1,

/
-~
n

e para um subgrupo K de §,, definimos
Ko=KeK,={G=(e, ,e,G1) | (-1 € Ki_1}, Vi>0.
Entao, se K é um subgrupo transitivo de S,, temos que
Kn)=(K; |i>0), K;j(n) = (K, Kis1, -, Kj) e Kjo(n) = (K; | i > j).

Definicao 1.2.3. Se na constru¢ao acima tomarmos K = S, entio K(n) é chamado
grupo finitdrio ou grupo base e serd denotado por G(n). Neste caso G(n) € todo o

grupo A.

Lema 1.2.4. O grupo finitdrio G(n) é um grupo estratificado, localmente finito e é gerado
pelas isometrias oo, Yo, 01,71, -+, ondec = (nn—1 --- 21) ey = (1 2) sdao permutacoes

de S,,.

Demonstracao. Que G(n) é nivel-transitivo segue imediatamente da defini¢ao 1.2.3.
Como S,, = (0,7), Gox(n) é gerado pelas isometrias oo, Y9, 01,71, -+ , Ok, Yk € € finito. As

demais afirmagoes seguem do fato que G(n) = |J Gox(n). =
k=0

Observacoes 1.2.5.

e O grupo A é o limite inverso dos grupos Gy x(n). Isto significa que um elemento o € A

pode ser escrito como um produto infinito o« = - - fy. -+ fifo, onde f; € F;(Y,S,), para

i>0.

e Em geral, dado uma sequéncia de automorfismos {c; | i > 0}, seus produtos § =
SeQcr Qg € Y = apQa--- ;- sao automorfismos bem definidos se para qualquer

nivel k, existe um nimero natural my, tal que apenas uma quantidade finita de fatores «;,

i < my, tém agao nao trivial. Se u € M tem comprimento k, entao (u)5 = (u)m, - - - 20



e (u)y = (u)arag -+ -, -

e Sejam p um nuimero primo e o € S,, um p-ciclo. Se escolhermos o subgrupo de .S,, como
sendo K = (o), entao K(n) é um p-grupo localmente finito gerado pelos elementos oy,
i > 0, e ¢ um produto entrelacado infinitamente iterado ((---C,)wrC,)wrC,. Como é
bem conhecido, todo p-grupo finito é isomorfo a um subgrupo de um produto entrelacado
de C, iterado um numero finito de vezes, portanto segue que K(n) contém uma cépia de
qualquer p-grupo finito.

e No capitulo 2 apresentamos alguns resultados para K(n) onde K = (o), o é um n-ciclo

em S,.

Dado a € A e um vértice u € 7,,, escrevemos u * o € A, para denotar « induzido
na subarvore u7, e fixando os vértices fora desta subarvore. Por exemplo, para ( € 5,

temos nx( = (i, nn*( = (e, em geral, n'x( = (; parai > 1 e K; = ux K, onde u = n'.

Definicao 1.2.6. Seja G < A um grupo que age transitivamente no primeiro nivel. O

fecho estratificado de G é o subgrupo
G.=(vxG|veT,).
O grupo G(n) é o fecho estratificado de S,, e, de modo geral, KC(n) é o fecho estratificado
de K < 5,.
Os dois préximos resultados podem ser encontrados em [14].

Lema 1.2.7. Se L < Aut(7,) € um grupo estratificado, entdo existe um subgrupo transi-

tivo K de S,, tal que L = Lwry K.

Proposicao 1.2.8. Se L < Aut(7,) é um grupo estratificado, e N # e um subgrupo

normal de L, entao N contém o subgrupo derivado Str(j)' para algum inteiro j > 1.
Segue do lema 1.2.7 que um grupo estratificado L. = Lwry K, onde K é um subgrupo

transitivo de S, contém os subgrupos F;(Y, K), Vi > 0. Entao K(n) < L.

Lema 1.2.9. Seja L um subgrupo estratificado de G(n), entdo S, admite um subgrupo

transitivo K tal que L = K(n) = (K; | i > 0).
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Demonstragao. Segue do lema 1.2.7 que existe K, um subgrupo transitivo de S, tal

que L = Lwry K. Agora h € L se e somente se h € Ky ,(n), para algum r, se e somente

sehel(n). =

1.3 Um Teorema de Krull-Schmidt para Grupos
Estratificados

Apresentamos nesta secao uma extensao a arvores n-arias da versao do Teorema de Krull-

Schmidt para arvores bindrias, dada por A. Brunner e S. Sidki em [7] .

Teorema 1.3.1 (Krull-Schmidt). Suponha que um grupo N admita decomposicies em
soma direta Ly + Lo+ +++ Ly, e My + My+-- -4 M,, onde cada fator L; € isomorfo a um
grupo estratificado L; < A e cada fator M; € isomorfo a um grupo estratificado M; < A.
Entiom=r, e{L; |1 <i<m}={M;|1<j<r}

Para a demonstracao utilizamos o seguinte lema.

Lema 1.3.2. Seja L < A um grupo estratificado.

(i) A intersegao de subgrupos normais nao-triviais de L é também nao-trivial.

(17) Sejam B e D grupos com centro trivial e N um subgrupo normal de B x D. Se L é
isomorfo a N, entdo N é um subgrupo de B x {e} ou {e} x D.

(13i) L € indecomponivel.

Demonstragao. (i) Sejam N; e Ny, subgrupos normais nao triviais de L. Segue da
proposicao 1.2.8 que parai = 1, 2, StL(ji)/ < N, para algum j;. Sem perda de generalidade
podemos supor que j, > j1, logo Str(j2)" < Str(j1)'. Assim, e # Str(j2) < Ny N No.

(17) Cada elemento g € N é um par (gp,g9p) com gg € B, gp € D. Defina Ng =
{95 g€ N}eNp={gp|ge N} Entdo Ny<aB e NpaD. Sejam N; = [N, B x {e}] =
[Ng x Np, B x {e}] = [Np,B] x {e} e N, = [N,{e} x D] = [Ng x Np,{e} x D] =
{e} X [Np, D]. Agora N; e N; sao subgrupos normais de N e Ny NNy = {e} x {e}. Como
N = L, segue de (i) que Ny ou Ny é trivial. Suponha que Ny = {e}, entdo [Np, B] = {¢}
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e Np é central em B. Mas B tem centro trivial, logo Np = {e}, e isto mostra que

N <{e} x D.

(#4i) Suponha que L = B x D. Observamos que L tem centro trivial. De fato, vimos do
lema 1.2.7 que L = Lwry K para um subgrupo transitivo K de S, e portanto (n) < L.
Seja e # g € K(n), entdo g move algum vértice v € 7,,. Agora tomando e # h € v K(n),
obtemos que [h, g] # e pois ele age como h~! em v.7,. Entao B e D tém centros triviais

e segue de (ii) que B={e}ou D ={e}. =

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o Teorema de Krull-Schmidt.

Demonstracao do Teorema 1.3.1 (Krull-Schmidt).
Como Ly + Lo+ -+ Ly, = My + My + -+ M, para i € {1,2,--- ,r} temos que
M; <Li+Ls+---+ Ly 1+ Ly Faga L1+ Lo+---+L,, 1 =BeL, =D. Os grupos
B e D tém centros triviais, pois centro de £;, 1 < i < m, é trivial. Segue do item (i)
do lema 1.3.2 que M; < B ou M; < D. Se M; < B, entao repetimos o argumento para
B=Li+Ly+---+ L, o+ Ly_1, fazendo By = L1+ Lo+ -+ Ly, 5e Dy = L,,_;.
Assim, obtemos M; < Lj, para algum k& € {1,2,--- ,m}. Da mesma forma podemos
mostrar que para j € {1,2,---,m} temos L; < M; para algum i. Agora suponha que
L; < M;eM; <Ly, entdo L; < Lj. Segue que L; = Ly, sendo L; N Ly, = {e} pois trata-se
de soma direta. Entao j = k. Como L; < M, implica M; < L;, temos que L; = M;.
Assim, se 7 < m existem duas parcelas distintas L e Lj, iguais a uma parcela M;, ou

seja, Lj, = Lj, com j; # ja, 0 que contradiz o fato da soma ser direta. m

1.4 Classes de Conjugacao de G(n)

Nesta secao descrevemos como produzir indutivamente representantes de classes de con-
jugacao de automorfismos do grupo finitdrio e determinamos explicitamente um conjunto

de representantes das classes de conjugacao de G(n).

Como G(n) = |J Gox(n), cada elemento g € G(n) pertence a algum G x(n) e por-
k=0

tanto g = (g1, go, - - ~_,gn)5, onde g; € Goi—1(n) e 6 € S,.
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Iniciamos com duas situacoes bésicas que serao exploradas.
Na primeira, seja ¢ = (g1, ,gn)0 € Gor(n), onde 0 = (nn—1 --- 2 1). Conjugando
g por b= (g1, 9291, 939291, - » Gn—1 - G201, €), obtemos ¢g* = (e, -+ , €, gn - g2g1)0.
Na segunda situacao, dado um automorfismo g = (e, -+ ,e,h)o € Gox(n), para efetivar
a conjugacao de h por algum b € Ggj_1(n), nés simplesmente conjugamos g por b =

(b,---,b), produzindo ¢g* = (e, - -+ ,e,h’)o onde h® € Gy_1(n).

A proposigdo a seguir nos mostra como fica a primeira situacdo acima quando (6)
nao é necessariamente transitivo no primeiro nivel da arvore. Segue como corolario desta
proposi¢ao que, se quisermos determinar quando dois elementos de Gy i(n) sdo conju-
gados, entao nés precisamos apenas considerar quando dois determinados elementos em

F(Y,Gox-1(n)) sdo conjugados.

Proposigao 1.4.1. Sejam g = (g1, ,gn) € Gox(n), para algum inteiro k > 0, e # § €

Sny {Ya}aea o conjunto de (§)-orbitas em'Y = {1,--- n}, e escolha um conjunto {yx}rea
de representantes das drbitas. Dados um inteirot >0 e c = (c1,--- ,¢,) € Gor(n), existe
um elemento b = (by,--- ,b,) € Gor(n) tal que:

(i) by, = ¢y, VA EA;
(11) b~'gob = ¢'6, onde g = (g, . g), 9y =€, Yy € Y\{mr}ren,
€ gy = Cpl Gy 95(yn) 952 (yn) * “Gsal-1(yy)Cyas A € Ao Em particular tomando ¢y, =€, ¥V X €

A, temos que ¢'6 € Goi(n).

Demonstracao. Definimos b de maneira construtiva. Primeiro definimos
by, = ¢y, VA €A
Agora, seja |Y,\| = m, entao definimos
boi(yn) = Goiyn)Dsitr (), E=m — 1+, 2, 1. (1.4.1)

Isto define b de maneira tinica. Segue que para todo y € Y \ {ya}aea, a seguinte equagao

ocorre

by = gybg(y). (1.4.2)
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Assim, temos que

b=lgdb =(by - b ) (g1, gn) (Bsay, -+ s begny)O
:(bl_lglb5(1)7 T bT_ngnb(S(n)>6
=g'6 (1.4.3)

onde b, gybsy = ¢, V' y € Y \ {ya}rea devido a equacao 1.4.2. Podemos escrever ¢’

explicitamente, para isto notamos que das equacoes 1.4.3 e 1.4.1 temos respectivamente,
Gn" = 0 Gunbstws) € bown) = Gowa)barun)- 1080, g, = b,19,,9552)b2()- Repetindo o
mesmo argumento obtemos,
—1
gZ//A :byA JyrYs(yr) *- -g5m71(yA)b5m(y/\)
—1
=0y, GyaGoyn) = Jom—1(yx) by,
:C;/\lgyxgé(y)\) T gsml(ya)Cys
Corolario 1.4.2. Sejam § € S,, d # e, g = (g1, ,9n) € h = (hy, -+, hy) elementos
em Gox(n). Entio gd e hé sio conjugados em Go(n) para um inteiro t se, e somente se,

para um conjunto {yx}ren de representantes para (5)-orbitas {Ya}aea de Y, g, e b sao

conjugados em Gos—1(n), onde g/, e h!, sao como no item (it) da proposicao anterior.
0, 4 Y Y

Notamos que conjugando g = (g1,--- ,¢s) POr a = (a1,---,a,) € Gor(n) obtemos
(1%, -+, gn™). Assim, podemos trocar g, pelo respectivo representante de sua classe de
conjugacao.

Caso 0 # e, segue da proposigao 1.4.1 que existe b € Gor(n) tal que (gd)’ =
(91, »9n)0, onde g, = e, Vy € Y\{yr}rea. Conjugando novamente por d = (dy,--- ,d,) €
Gox(n), onde d é constante em cada (§)-6rbita, i.e., dsi,,) = dx, 1 <7 < V3], A € A,
obtemos (g8)* = (g™, -+, ¢,™)d onde g’ydy =e, Vy € Y\{yr}rea. Entdo podemos

rocar representan u njugacao.
trocar g, pelo representante de sua classe de co acao

1.4.1 Representantes das Classes de Conjugacgao de G(n)

Agora, definiremos de maneira indutiva os representantes das classes de conjugacao dos

elementos de G(n) e os listaremos em camadas, correspondendo aos subgrupos G x(n).
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Como cada elemento g de G(n) pertence a G x(n) para algum inteiro k, podemos escrever

g=1(91,92," ,gn)d, onde g; € Gor_1(n) e 6 € S,,.

Iniciamos definindo, C_; = {e} e Cy como um conjunto de representantes das classes
de conjugacao de S, onde retiramos o elemento neutro e. Entao 6’0 =(C_1UCy é um
conjunto de representantes para Go(n). Antes de ordenarmos 50 lembramos a seguinte

definicao.

Definigao 1.4.3. Sejan > 2. See#p€e S, esep=(ay1---a) (- ay,) € a sua
decomposicao em ciclos disjuntos com 1 < ry <1y < --- <1y, entao dizemos que p tem

decomposi¢ao do tipo {ry,--- ,r¢}.

Dados g e h em Cy, onde g é do tipo {ry, -+ ,r:} e h é do tipo {s1, -+ , Spm}, dizemos
que g < h se uma das situagdes ocorrem: (i) t < m; (ii) t = m e 11 < s1 ou existe um
inteiro ¢ > 0, tal que 71 = $1,--- , 11 = s;_1 e 1; < 85, 1 <4 < t. Fazemos ainda e menor

que qualquer elemento de Cy. Por exemplo: (12 3) < (12)(34) < (123)(456).

Em seguida vamos definir o conjunto 6’1 de representantes para Goi(n). Sejam
g = (g1, ,9n) € Goa(n) ee # 6 € S,, entdo g, € Gop(n). Tratamos separada-

mente os casos g e gd.

e Conjugando g = (91,92, ,gn) por b = (b1, ba,--- ,b,)p onde b, € Goo(n) e p € Sy,
obtemos ¢® = (g,-11)" ' ®, -+, gp-1(m)» ™). Note que a classe de conjugagio de g coin-
cide com a classe de conjugacdo de qualquer elemento (g,,,--- ,gy,) obtido a partir de
uma permutagao das coordenadas de g. Denotando por g, o representante da classe de
conjugacao de g, em Gog(n), 1 <y < n, escolhemos o representante da classe de con-
jugagdo de g como sendo ¢' = (g, -+ ,g, ) uma permutacdo de (gy,---,g,) tal que
9y, < Gy < - < g, , segundo a ordenagao de 50. Dessa forma podemos listar todos
os representantes das classes de conjugagao dos elementos de G 1(n) \ Goo(n) da forma

g=1(91,92," " ,9n) em um conjunto que chamaremos B;. Entao,

Blz{(f1,"',fn)|fy€6'o, 1<y<n-1, fobeCie fi < fo < - < fiu}

e Para ¢gd, 6 # e, utilizando a conjugacao em S,, temos que existe ¢ € S, tal que
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6% = &y onde §y € Cy, portanto, (¢g6)? = hdy, onde h = ¢g®. Devido a proposicio 1.4.1,
a classe de conjugacio de hdy coincide com a classe de conjugagao de h'dp onde h = e,

4 (VRS Y\{y)\})\GA (S hg//\ S Go@(ﬂ).

Entao escolhemos o representante da classe de conjugacao de gé como sendo fdgy, onde
para cada A € A, f,, é um representante da classe de conjugagao de hj, em Goo(n) e
fy =6 VyeY\{yr}rea. Assim, para cada representante p € C, seja {Y)}rea 0 conjunto
de (p)-6rbitas em Y = {1,--- ,n} e escolha um conjunto {y} e de representantes das

orbitas, entao o conjunto

Fip={fp € Gor(m\Goo(n) | f = (fi,, fu) fy =e.Vy € Y\{tabren € fyy € Co, VA € A}

consiste dos representantes das classes de conjugacgao dos elementos de Gg1(n)\Goo(n)
da forma g¢d, onde § é conjugado a p, e que ainda nao foram listados em Cy. Observe que
devido ao corolario 1.4.2, dois elementos fp e gp em F} , sao conjugados se, e somente se

sao iguais.

Fazendo p variar sobre Cjy obtemos uma familia de representantes de classes de conjuga-
¢ao de elementos de Gy 1(n)\Goo(n), entdo para go € Gp(n) onde § # e, o representante

de sua classe de conjugacao pertence ao conjunto J Fy, U Cy.
peCo

Definimos

01 - Bl U U Fl,p-
p€Co
Ordenamos B, o primeiro subconjunto de C, conforme a ordem lexicografica inversa, ou

/

seja, (81, ,8,) < (81, -+ ,5),) se, e somente se s, < s/, ou existe um inteiro ¢ > 0 tal

— o ! ! /
que Sp = Sy, Sp—1 = Sp_1, " Sn—i = Sp_i € Sn—(i+1) < Sp_(i41)-
O segundo subconjunto de C; é ordenado de forma que fp; < gpy se, e somente se uma

das situagoes ocorre:

(1) p1 < p2;
(2) p1 = p2 e neste caso ordenamos o conjunto {yx}ren = {v1, - ,y-} de forma que
Y1 < Yo < --- <y, e dizemos que fp; < gp; se uma das situagoes ocorre:

(2.1) Jor < Gy

(2.2) existe um inteiro i > 0 tal que f,, = gy, fy, oy = Gy © furs < Gyo_s-
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Ainda, qualquer elemento de B; é feito menor que qualquer elemento de |J Fi,. Entao
peCo
definimos

61:50U01

que é um conjunto completo de representantes das classes de conjugagdo de Gpi(n),

ordenado de forma que qualquer elemento de 50 é feito menor que um de C4.

Indutivamente, tendo listado 5k = 51971 UC%, um conjunto completo de representantes
para G x(n), onde Cr_1 é um conjunto de representantes para elementos de Ggx_1(n) C
Goxr(n) e Cj é um conjunto de representantes para elementos de Ggx(n)\Gox-1(n) que

nao foram listados em C}%_1, vamos determinar C .

Seja g = (91,92, ,9n) € Gos1(n), 0 € Sy, entdo g, € Goi(n). Tratamos separada-

mente os casos g e go:

e Conjugando g = (91,92, - ,gn) por b = (b1, ba,- -+ ,b,)p onde b, € Goi(n) e p € Sy,
obtemos ¢* = (gpa(l)bﬂ‘l(l), e ,gpa(n)bﬂ‘l(")). Assim, a classe de conjugacao de g coin-
cide com a classe de conjugagao de qualquer uma de suas permutagoes. Denotando por
g, o representante da classe de conjugacio de g, em Gor(n), 1 <y < n, escolhemos o
representante da classe de conjugagao de g como sendo g = (g, - ,g,,) Uma permu-
tacao de (g1, -+ ,g,) tal que g, < g, <--- < g, ,segundo a ordenagao de Cy. Dessa
forma, podemos listar todos os representantes das classes de conjugacao dos elementos de
Goxr1(n)\ Gox(n) da forma g = (g1, 92, , gn), em um conjunto que chamaremos By 1.
Entao,

BkJrl:{(flaafn)’nyéka 1§y§n—17 anCkeflngSan}

e Para gd, 6 # e, utilizando a conjugacao em S,, temos que existe ¢ € S, tal que
6% = &y onde §y € Cy, portanto, (g0)® = hdy, onde h = ¢g®. Devido a proposigao 1.4.1,
a classe de conjugacao de hdy coincide com a classe de conjugacao de h'dy onde h, = e,
Vy € Y\{yurhrea € by, € Gog(n). Seja b = (by,---,b,) € Gors1(n) tal que b'éy é ob-
tido de bdy pela aplicacao da proposicao 1.4.1. Entao segue do corolario 1.4.2 que h'dgy

e b'dy sdo conjugados se, e somente se, g, e b, sdo conjugados em Gox(n), ¥V A € A.
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Entao escolhemos o representante da classe de conjugacao de gé como sendo f¢', onde
para cada A € A, f,, é um representante da classe de conjugacao de hj, em Gox(n) e
fy =€, Yy e Y\{yr}rea. Assim, para cada representante p € Cp, seja {Yy}rea 0 con-
junto de p-6rbitas em Y = {1,--- ;n} e escolha um conjunto {y,}rer de representantes

das érbitas, entao o conjunto
Frevrp ={fp € Gopr1(M\Gox(n) | f=(fr.- foa) fy =e,Vy e Y\{mahren e fy, € Cr, ¥\ € A}

consiste dos representantes das classes de conjugacao dos elementos de G j+1(n) da forma

9o, onde ¢ é conjugado a p. Fazendo p variar sobre Cy obtemos uma familia de represen-

tantes de classes de conjugacao de Gog11(n). Segue que para gd € Gog41(n) onde § # e,
k

o representante de sua classe de conjugagao pertence ao conjunto |J Fyy1, U U Cj.
p€Co Jj=0

Definimos

Crs1 = B U U Fri1,p
peCo

Ordenamos Bj.1, o primeiro subconjunto de Cjy1, utilizando a ordem lexicografica in-
versa.

O segundo subconjunto de C,1 é ordenado de forma que fp; < gps se, e somente se uma
das situagoes ocorre:

(1) p1 < pa;

(2) p1 = p2 e neste caso ordenamos o conjunto {yx}ren = {1, -+ ,y-} de forma que
Y < ys < --- <y, edizemos que fp; < gp; se uma das situagoes ocorre:

(2.1) fy. < gy

(2.2) existe um inteiro i > 0 tal que f,. = g,,, - ooy = Gy oy © Jons < Gy
Ainda, qualquer elemento de By é feito menor que qualquer elemento de |J Fii1,.

~ . peCo
Entao definimos

Cir1 = Cr UGl

que é um conjunto completo de representantes das classes de conjugacdo de Ggpt1(n),

ordenado de forma que qualquer elemento de O, é feito menor que um de Clq.
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Agora definimos
c=JC
k=0

Seja g um elemento de G(n), entao g pertence a G x(n) para algum inteiro &, e pelo visto

acima, g é conjugado a algum elemento de C.

Teorema 1.4.4. O conjunto C' = | @; € um sistema de representantes das classes de
k=0
conjugagao de G(n).

Demonstracao. Que cada elemento de G(n) é conjugado a algum elemento de C,

segue do paragrafo anterior.

Agora suponha que s e s’ sdo conjugados em G(n), onde s € C e s’ € Cy com k < k.
Usaremos inducdo em k para mostrar que s = s'. Se k = —1, entdo s = e o elemento
identidade de G(n) e, portanto, s’ = e.

Suponha primeiro que s € |J Fj,, entdo para algum p € Cj temos s = (f1,--- , fu)p €
peCo

Fi,onde fy =¢, Yy e Y\{yrbren, fy, € Cl_1 € yx é o representante de uma (p)-érbita.
Como s e s’ sao conjugados em G(n), segue que eles sao conjugados em Go.(n), para
algum inteiro t. Assim, s’ € Fj, e portanto s’ = (g1,--- ,gn)p, onde g, = e, ¥V y €
Y\{yr}rea € gy, € 51{/71, A € A. Segue do corolario 1.4.2 que f,, e g,, sao conjuga-

dos em Go-1(n), ¥V X € A e, portanto, conjugados em G(n). Por indu¢do em k temos

fur = Gyy» A E A

Agora suponha que s € By, entdao s = (f1,---, f,) onde f, € ék_l, 1<y<n—-1,

fan€Crqe fi < fo<--- < fn. Como s e s s@o conjugados em G(n) segue que eles sao

conjugados em Gy +(n), para algum inteiro ¢ e, portanto, s = (g1, - , ¢g,) onde g, € Ch_1.
1<y<n—1,0,€Cp_1eg <ga<---<g,. Logo, existe b= (by,---,b,)¢ em Go(n)
tal que s* = ((fe10)" O, (Feoim) 7' ®) = (g1, ,gn). Entdo, g, e fe1(, sao
conjugados em G(n) e, por indugao em k, temos que g, = fe-1¢,y. Como g; < --- < gy,

segue que fe-1q) < -0 < feoign). Entao, fy < --- < f, implica feoiy) = fy, 1 <y < n.

Logo, g, = fy, 1 <y <neportanto s =s". m

Exemplificamos o teorema anterior para os casos n =2 en = 3.
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Exemplo 1.4.5. Caso n = 2. Este exemplo corresponde ao teorema 5.1 de [7].

L 071 = {6}, C() = {O' = (1 2)} (S
60 = Cfl UCO = {6,0'}
¢ o conjunto de representantes das classes de conjugacao de G o(2).

[ ] Bl = {(6,0’),(0',0’)} € U Fl,p = Fl,o = {(6,0')0'}. Entao Cl = Bl UFl,o =

peCo

{(e,0),(0,0),(e,0)c} e
C, = CouCy = {e,0,(e,0),(0,0), (e, )0}
¢ o conjunto de representantes das classes de conjugacao de G (2).

o By ={(e,(e,0)), (e, (0,0)), (e, (e,0)0), (0, (e, 0)), (0, (0,0)), (0, (¢, 7)), (e, 0), (€, 0)),
((e,0),(0,0)), ((¢,0), (¢, 0)0), ((0,0), (0,0)),((0,0), (¢, 0)0), ((¢,0), (¢;0)0)} e
U Fop=For ={(e,(e,0))o, (e, (0,0))0, (e, (e,0))o}. Entdo Cy = By U I, e

peCo

Cy =Cy U Cy
={e,0,(e,0),(0,0),(e;0)0, (e, (€,0)), (e, (0,0)), (¢, (e, 0)0), (0, (€, 0)), (0, (0, 7)),
(0, (e,0)0), ((e,0),(e,0)), ((e,0), (0,0)).((e,0), (¢,0)0), ((0,0), (0, 0)),
((0,0),(e,0)0), ((e,0)0. (e,0)0), (¢, (¢, 7))o, (¢, (7,0))0, (e, (¢, 0))o}

¢ um conjunto de representantes das classes de conjugacao de G 2(2).

Indutivamente, tendo listado 5k temos:

b Bk+1 = {(f17f2> ‘ fl € 6167 f2 € Cka fl < f2} € U Fk+1,p = Fk+1,a = {(ean)O' ’

peCo
f2 € Cy}. Logo, Cri1 = Bry1 U Fryi 0 ©

5k+1 = 6’k U Clia

¢ um conjunto de representantes das classes de conjugacao de Go1(2).

O teorema 1.4.4 nos diz que o conjunto C' = 5k ¢ um sistema de representantes
k=0
das classes de conjugacao de G(2).
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Exemplo 1.4.6. Caso n=3.

e C 1={e},Ch={6=(12),7=(123)}e
50 = C_l UC() = {6,5,7’}
¢ o conjunto de representantes das classes de conjugacao de G o(3).

b Bl = {(67675>7(e757 5)7<57 67 5)7(67677)7<€757T>7<67 677—)7(677—77—)7(577—77—)7(7—7 7—77—)} €
U F,=FsUF

peCo
onde:

Fis = {(e,0,e)0, (e, 7,€)d, (e e, 0)d, (e, 0,0)d, (e, T,6)0, (e e 7)o, (e, d,71),(e,T,7)},
pois temos duas (d)-6rbitas: {1,2} e {3} onde escolhemos os representantes y; = 2
e Yo = 3; assim, a primeira coordenada é sempre e;

Fi; ={(e,e,d)r, (e,e,7)T}, pois temos uma (7)-érbita:{1,2,3} onde escolhemos o

representante y; = 3 e portanto, a primeira e segunda coordenadas sao iguais a e.

Entao Cl = Bl U FL(; U FI,T [§]

6’1 :50 UC) ={e,0,7,(e,e,d),(e,0,0),(0,0,9), (e, e,7), (e d,T),
(0,0,7), (e,T,7),(0,7,7),(7,7,7), (e,e,8)d, (e, 0,0)0, (e, e, T)d,
(67 57 /7—)67 (67 7—’ 7—)57 (67 67 0-)7_7 (e’ e? T>T}

¢ um conjunto de representantes das classes de conjugacao de G 1(3).

Indutivamente, tendo listado 5k temos:

o B =1{(fi,fo, f3) | i, o €Ch; f3€Cy, i< o< f3}e
U Fit1p = Frt1,6 U Figrr
pECo
onde:
Fiiis = {(e, fa, f3)0 € Gogs1 \ Gox | fo fs € 5’k}, pois temos duas (d)-6rbitas:
{1,2} e {3} onde escolhemos os representantes y; = 2 e yo = 3; assim, a primeira
coordenada é sempre ¢;

Feiir = {(eye, f3)T | f3 € Cy}, pois temos exatamente uma (7)-6rbita: {1,2,3}

onde escolhemos o representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas
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sao sempre e;

Logo, Ci1 = Bry1 U Fp15U Fip - e

6k+1 = 61@ U Crt1

¢ um conjunto de representantes das classes de conjugacao de Go +1(3).

O teorema 1.4.4 nos diz que o conjunto C' = | 5k ¢ um sistema de representantes
k=0
das classes de conjugagao de G(3).

By ={(e,e,9),(e,0,9),(0,9,9), (e e,7),(e,6,7),(0,0,7), (e,T,7),
(0,7,7), (T, 7,7)}



Capitulo 2

O Subgrupo H(n) e suas Classes de
Conjugacao

Neste capitulo definimos H(n), um subgrupo do grupo finitério de isometrias da &rvore 7,
e apresentamos um conjunto completo de representantes para suas classes de conjugacao.
Além disso consideramos n = p, um numero primo, e estudamos os centralizadores de

elementos de ordem p em H(p).

2.1 O Subgrupo H(n)

Considere o conjunto Y = {1,2,3,--- ,n} e 0 € S, um n-ciclo. Definimos H(n) como
o subgrupo do grupo finitario G(n) gerado pelas isometrias og, o1, o9, ---, de 7, onde

op=o0,0,= (e, e, -+, e, 0,1)parai > 1. Assim, H(n) é o produto entrelagado iterado

infinito ((---wrC,)wrC,) do grupo ciclico C,,. Para facilitar os cdlculos escolhemos o
como o n-ciclo (n n—1 --- 3 2 1). Observamos que H(n) é o fecho estratificado do

grupo ciclico C,, = (o) e, portanto, é um grupo estratificado.

Defina H; ;(n) = (04, 041, ---, 0j) para i, j =0, 1, 2, --- e i < j. Em particular,
Hoj(n) = (o9, 01, -+, 0j). Colocamos H;o(n) = (0i, 0it1, -+ ). Assim, Ho;(n)
¢ isomorfo ao produto entrelacado iterado de €, tomado j-vezes. Além disso, se 7, ;
denota a arvore truncada no nivel (j + 1), entdo Hp ;(n) é um subgrupo de Aut(7, ;).

Claramente temos H(n) = |J Ho(n).
=0

22



23

2.2 Classes de Conjugacao de H(n)

Nesta secao descrevemos como produzir indutivamente representantes de classes de con-
jugacao de H(n) e determinamos explicitamente um conjunto completo de representantes
das classes de conjugacao de H(n). Adotaremos aqui um procedimento andlogo ao utili-
zado na segao 1.4. Neste sentido temos que, tanto a proposi¢ao 1.4.1 quanto o corolario

1.4.2 possuem uma versao para Hox(n) dadas a seguir.

Proposicao 2.2.1. Sejam g=(g1, - , gn) € Hor(n), para algum inteiro k, e # 6 € (o),
{Ya}rea o conjunto de (§)-orbitas em'Y = {1,--- ,n}, e escolha um conjunto {y,}ren de
representantes das orbitas. Dados um inteiro t e ¢ = (c1,- -+ ,¢,) € Hox(n), eziste um
elemento b = (by,--- ,b,) € Ho+(n) tal que:

(7) by, = ¢y, VA EA;

(11) b='gob = ¢'d, onde g' = (gi,--- . g,), e g, = ¢, ¥y € Y\{taaea,

Gy = cy_klgwg(;(w)ggz(yk) e GsIval=1(yy) Cuns A € A. Em particular tomando ¢, =e, VX € A,

temos que ¢'6 € Hox(n).

Corolario 2.2.2. Sejam e # 6 € (o), g = (91, ,gn) € h = (h1,--+ , hy,) elementos em
Hox(n). Entao g e hd sio conjugados em Hoi(n) para um inteiro t se, e somente se,
para um conjunto {yxtrea de representantes para (5)-orbitas {Ya}aea de Y, g, e b sao

conjugados em Ho(n), onde g, e h; sio como no item (ii) da proposi¢do anterior.

2.2.1 Representantes das Classes de Conjugacgao de H(n)

Agora, definiremos de maneira indutiva os representantes das classes de conjugacao dos

elementos de H(n) e os listaremos em camadas, correspondendo aos subgrupos Ho x(n).

Como cada elemento g € H(n) pode ser escrito na forma g = (g1,¢2,--+ ,gn)0", onde
gy € Hox—1(n) para algum inteiro k e r € {0,1,--- ,n — 1}, observamos que:
e Caso r = 0. Temos que g pode ser conjugado por a = (ay,as, - ,a,) com a, €

Hok—1(n), obtendo g* = (1™, g2, -+ - , gn""). Portanto, g, pode ser trocado pelo
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respectivo representante de sua classe de conjugacao em Hpx—1(n), assim que esse

representante tenha sido escolhido.

e Caso r # 0. Segue da proposigio 2.2.1 que existe b € Hox(n) tal que g* =
(91, sgn)0", onde g, = e, V y € Y\{yr}rea. Conjugando novamente por d =
(dy, -+ ,d,) € Hog(n), onde d é constante em cada (o")-érbita, i.e., d

ot (yx)

dy, 1 < i < |Yi], A € A, obtemos (go")* = (g;™,--+,g,™)o" onde g, = e,

[

Vy € Y\{yr}rea. Entdo podemos trocar g,, pelo representante de sua classe de

conjugacao.

Iniciamos definindo, C_; = {e} e Cy = {0,0%,--+ ,0™'}. Entdo Cy = C_;UCy é o

conjunto de representantes para Hoo(n), e é ordenado tal que e < 0 < g% < --- < o™ L.

Em seguida definimos o conjunto 51 de representantes para Ho1(n). Notamos que ao
conjugar um elemento g de Ho1(n) da forma g = (¢,0%,--- ,0™), 0 < i < n—1, por
outro elemento b = (a7, 0%, ... o")ot, obtemos ¢° = (o%+1,---  oin ot g2, ... %) =
¢°". Assim, dois elementos inativos de Ho1(n), estdo na mesma classe de conjugacao, se
e somente se, um pode ser obtido do outro através de uma permutacao ciclica de suas
coordenadas. Assim, podemos escolher o representante de g onde requeremos que 4, # 0,

para algum y, da seguinte forma:

e se em ¢ temos exatamente uma coordenada maior que as demais, segundo a ordena-
cao de Cp, entao escolhemos o representante da classe de conjugacao de g, como sendo a

permutacao ciclica cuja n-ésima coordenada é a maior.

e se em ¢ temos exatamente duas coordenadas iguais, maiores que as demais, entao
temos exatamente duas permutacoes ciclicas de ¢ cuja n-ésima coordenada é a maior.
Dessas duas, escolhemos como representante da classe de conjugacao de g aquela cuja
(n—1)-ésima coordenada é maior. Caso estas coordenadas também sejam iguais, passamos
a comparar a (n—2)-ésima coordenada, escolhendo como representante aquela permutagao

ciclica de g cuja (n — 2)-ésima coordenada é maior. E assim por diante.

e Procedimento andalogo é adotado para ¢ tendo trés, quatro, etc, coordenadas iguais,

maiores que as demais. Dessa forma, podemos listar todos os representantes das classes
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de conjugacao dos elementos de Ho1(n) \ Hopo(n) da forma g = (o,0%,--+ ,0'), em
um conjunto que denominaremos B;. Note que um elemento (s,--- ,s,) de By é tal que
{s1,89,+ ,8$n_1} CCy e s, € Cy.

Para os elementos de Ho1(n) \ Hoo(n) da forma g = (o,0%,--- ,o™)o" , r # 0,

temos da proposicao 2.2.1, que eles estao na mesma classe de conjugacao em Hy1(n) que
g = (g1, ,g,)0", onde g, = e, Vy € Y\{yr}rca, onde yy é o representante de uma (o")-
érbita Yy, A € A. Agora, seja h = (hy, -+, hy,)o" € Ho1(n) tal que b’ = (hY,--- ,hl)o" é
obtido pela aplicacao da proposicao 2.2.1. Entao segue do coroldrio 2.2.2 que ¢’ e h' sao
conjugados em Hp1(n) se, e somente se, g, e h; , sao conjugados em Hog(n). Assim,
escolhemos o representante da classe de conjugagao de g como sendo (fy,--- , f,)o", onde
para cada A\ € A, f,, é um representante da classe de conjugacao de g, em Hop(n) e
fy =6, VyeY\{yr}rea. Logo, para cada representante 0" € Cj, seja {Y)}rea 0 conjunto

de (0")-6rbitas em Y = {1,---  ,n} e escolha um conjunto {y,}rea de representantes das

orbitas. Entao o conjunto

Fior = {fo" € Hoas(n)\Hoo(n) | f = (f1,-  fa)y fy =&V y € Y\{tahren € £y, € Co, ¥ A € A}

consiste dos representantes das classes de conjugacao dos elementos de Hg 1(n)\Hoo(n) da
forma (g1, -+, gn)o". Fazendo o” variar sobre Cy obtemos uma familia de representantes

de classes de conjugacao de Ho 1(n)\Hoo(n). Entao para (g1, , gn)o" € Ho1(n)\Hoo(n)
n—1

onde r # e, o representante de sua classe de conjugacao pertence ao conjunto |J Fjr.
r=1

Definimos

n—1
ClzBl U UFl’Ur.

r=1

Ordenamos Bj, o primeiro subconjunto de C', conforme a ordem lexicografica inversa.

O segundo subconjunto de €} é ordenado de forma que dados f = (f1, -+, fn)o"™ e
g="(91, " ,gn)0"™ em nol F .-, dizemos que f < g se, e somente se, uma das situacoes
ocorre: .

(1) m < ro;

(2) 7 = 7y e neste caso ordenamos o conjunto {yxtxea = {v1, -+ ,yx} de forma que

Y < Yo < -+ <y e dizemos que f < g se uma das situagoes ocorre:
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(2'1) fyk < gyk;
(2'2) fyk =Gy, © fyk—l < Gy
(2'3) fyk = Gy fyk—l = Gyp_1 © fyk72 < Gy—2s

(Qk) fyk = Gyi> fyk—l = Oyr—1> """ fy2 =Gy, © fyl < Gy, -

Ainda, qualquer elemento de B; é feito menor que qualquer elemento do segundo

subconjunto em C4. Entao
61 == 50 U Cl

é o conjunto de representantes para Hy1(n) e é ordenado de forma que qualquer elemento

de Cy é menor que um de C4.

Indutivamente, tendo listado 5’k = 61<;—1 U Ck, o conjunto de representantes para
Ho x(n), onde 51@71 ¢ um conjunto de representantes para os elementos de Hox—1(n) C
Hox(n) e Cx é um conjunto de representantes para os elementos de Ho x(n)\Hox—1(n),

vamos determinar Cy1, o conjunto de representantes para Ho g11(n).

Seja g = (91,92, » Gn)0" € Hog41(n). Entdo g, € Hox(n) e r > 0, temos o seguinte:
x se r = 0, entdo g = (91,92, ,gn), € conjugando por b = (by, by, -+ ,b,)o" onde
b, € Hox(n), obtemos g* = (g1, gry2"*2, -+, gu, 1®, -+ , ™). Entdo a classe de

conjugacao de g coincide com a classe de conjugacao de qualquer uma de suas permutagoes
ciclicas. Assim, escolhemos o representante da classe de conjugacao de g como sendo uma
certa permutacao ciclica do elemento ¢’ = (g1', ¢2’,- -+, g»), onde g, é o representante da

classe de conjugacao de g, em Hy,(n), ja escolhido anteriormente:

e Se ¢’ possui exatamente uma coordenada maior que as demais, segundo a ordenacao
de CY%, entao escolhemos o representante da classe de conjugacao de g, como sendo

a permutacao ciclica de ¢’ cuja n-ésima coordenada é a maior.

e se ¢ possui exatamente duas coordenadas iguais, maiores que as demais, entao

temos exatamente duas permutacoes ciclicas de ¢’ cuja n-ésima coordenada é maior.
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Dessas duas, escolhemos como representante da classe de conjugacao de g aquela cuja
(n — 1)-ésima coordenada é maior. Caso estas coordenadas também sejam iguais,
passamos a comparar a (n — 2)-ésima coordenada, escolhendo como representante
aquela permutacao ciclica de ¢’ cuja (n — 2)-ésima coordenada é maior . E assim

por diante.

e Procedimento analogo pode ser adotado para escolher o representante da classe de
conjugacao de g quando ¢’ possui trés, quatro, etc, coordenadas iguais e maiores que

as demais. Assim, podemos listar todos os representantes das classes de conjugagao

dos elementos de Ho g+1(n) \ Hox(n) da forma g = (g1, 92, - , g») €m um conjunto
que chamaremos By,i. Note que um elemento (s1, S92, -+ ,8,) de By é tal que
{s1,89,+ ,8n_1} C Cy e s, € Ch.

x se r > 0, temos da proposi¢ao 2.2.1, que g estd na mesma classe de conjugacao em
Horr1(n) que g = (g1, -+ ,g,,)0", onde g, = e,V y € Y\{ya}arca € y € um representante
de uma (o")-érbita Yy, A € A. Agora, seja h = (hy, -+ ,hy)0" € Hop1(n) tal que
h' = (hy,---,hl)o" é obtido pela aplicacao da proposigao 2.2.1, entao segue do corolario
2.2.2 que ¢’ e b’ sdo conjugados em Hyxy1(n) se, e somente se, g, e b , sdo conjugados
em Hor(n). Assim, escolhemos o representante da classe de conjugagao de g como sendo
(fi,---, fu)o", onde para cada A € A, f,, é um representante da classe de conjugacao de
gy, em Hop(n) e fy = e, ¥y € Y\{yr}rea. Logo, para cada representante 0" € Cj, seja

{Y)}rea 0 conjunto de (o")-6rbitas em Y = {1,--- ;n} e escolha um conjunto {y,}rea de

representantes das orbitas. Entao o conjunto

Fivior ={f0" € Hopr1(n)\Hor(n) | f = (fr,- - fo), fy=e, Yy e Y\{ir}rene fy, € 5kaV)\ € A}

consiste dos representantes das classes de conjugacao dos elementos de Ho j+1(n)\Hox(n)
da forma (g1, - ,gs,)0". Fazendo o” variar sobre Cy obtemos uma familia de repre-
sentantes de classes de conjugacao de Hoy+1(n)\Hox(n), entdao para (g1, ,gn)0" €

Ho2(n)\Hor(n) onde r # e, o representante de sua classe de conjugagio pertence ao
n—1

conjunto |J Fyi1,r. Definimos
r=1

n—1

Cry1 = Bry1 U U For.

r=1
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Ordenamos Bj.1, o primeiro subconjunto de Cjy1, utilizando a ordem lexicografica in-

versa.

O segundo subconjunto de Cy é ordenado de forma que dados f = (fi, -+, fn)o" e
g="(g1, " ,gn)0"™ em nL_Jl F, or, dizemos que f < g se, e somente se, uma das situagoes
ocorre: "

(1) ry < ry;

(2) 7 = ry e neste caso ordenamos o conjunto {yx}xea = {v1, - ,y} de forma que

Y < Yo < --- <y e dizemos que f < g se uma das situagoes ocorre:
(2.1) S < 9ues

(22) fyo = 9y © fymr < Gy

(2:3) fyr = Gyer fys = s © Frme < Gyess

(2:8) fuo = Gyos Frurs = Gyers s Jio = Gy © fir < gun-
Ainda, qualquer elemento de By é feito menor que qualquer elemento do segundo sub-

conjunto em Cj4q. Entao
Cr1 = Cr U Cip

é o conjunto de representantes para Ho x+1(n) e é ordenado de forma que qualquer elemento

de ék ¢ menor que um de Cjy;.
Agora definimos
k=0
Seja g um elemento de H(n), entdo g pertence a Hy x(n) para algum inteiro k, e pelo visto
acima, g ¢ conjugado a algum elemento de C.

Teorema 2.2.3. O conjunto C' = |J 5k € um sistema de representantes das classes de
k=0
conjugagdio de H(n).

Demonstracao. Que cada elemento de H(n) é conjugado a algum elemento de C,

segue do paragrafo anterior.
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Agora suponha que s e s’ sdo conjugados em H(n), onde s € Cy e s’ € Cy com k < k',
Usaremos indugao em k para mostrar que s = s'. Se k = —1, entdao s = e o elemento

identidade de H(n) e, portanto, s’ = e.

n—1
Suponha primeiro que s € |J Fj,r, entdo para algum o” € Cj temos que s =
r=1

(fi,---, fa)o" pertence a Fj, onde f, = e, Vy € Y\{yalrea, fy, € Chy © Yy € 0
representante de uma (¢")-6rbita. Como s e s’ sdo conjugados em H(n), segue que
eles sao conjugados em Hy:(n), para algum inteiro t. Assim, s’ € Fp,r e portanto
s'=(g1,-- ,gn)0", onde g, = e, Yy € Y\{yrlrea € gy, € Cr_1, A € A. Segue do co-
roldrio 1.4.2 que f,, e g,, sao conjugados em Hg,—1(n), V A € A e, portanto, conjugados

em H(n). Por inducao em k temos f,, = g,,, A € A.

Agora suponha que s = ($1,82,---,5,) € Bi. Como s e s’ sdo conjugados, entao

/

= (s1,s9,-,s,) € By e existe b= (by,ba, -+ ,b,)0" € H(n), tal que

Sb - 07t<b1_17 b2_17 e 7bn_1>(517 S9, "¢ 75n>(b17 b27 Tt 7bn)0t

= ait<31b17 32b27 o 7Snbn)0t

= (St_Hbtﬂtl7 St+26t+27 o ,Snb”, Slbl, 32172’ .. 7$tbt)

— (81/,82/, - ’Sn’)
Segue que s1" = 51", s’ = 5072, o sy = 8, Sa_gen) = $17 Su__g) =
5522 --- | 5," = 5%, Por inducdo em k, temos que s’ = s;11, S9' = Si2, *-c, Sn = S
Assim, s = (Sy11, St42, 5 Sny S1, 52, "+ ,S¢) € By é uma permutagao ciclica de s, e pela

ordenacao de By temos s’ < s. Por outro lado, s € By é também uma permutacao ciclica

de §', logo s < §'. Portanto s =s'. m

Exemplo 2.2.4. Vamos exemplificar o teorema 2.2.3 para o caso n = 3. Observe que

quando n = 2 temos H(2) = G(2) ja visto no exemplo 1.4.5.

o Ho,g(?))i

C.i1=¢, Cy={o,0%}e Co = {e,0,0?} é um conjunto completo de representantes

para Hoo(3).
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® HO,I (3)

By ={(e,e,0),(e,0,0),(0,0,0),(e,e,0%),(e,0,0%),(0,e,0%),(0,0,0%),
(e,02%,0%),(0,0%,0%), (02,02, 0%)}.

e LQJ Fior=Fi s UF ;2

onde:

Fi, = {(e,e,0)0,(e,e,0%)a} pois temos uma (o)-6rbita {1,2,3}, onde escolhemos
o representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas sao sempre e;

Fi .2 ={(e,e,0)0?, (e,e,0%)0%} pois temos uma (o?)-6rbita {1, 2,3}, onde escolhe-
mos o representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas sao sempre e;

Entao,

Cl :Bl U Fl,a U F17U2
:{(67 €, U)? (67 g, 0)7 (07 g, U)? (67 €, 02)7 (67 g, 02>7
2

(0,e, 02), (0,0, 02), (e, o2, 02), (o, o’ 02), (02, o ,02),

(e,e,0)0, (e,e,0%)0, (e, e,0)0?, (e, e,0%)0*}

e Cy = Cy UC} é um conjunto completo de representantes para Ho1(3).
L4 H072(3):

By ={(s1,50,5) | 51,80 € C1, s € C, 51 <5, 52 <5}
U{(s1,5,5) | s1 € Cy, s €y, 51 < s}
2
e | Foor = Fop UF) 52
onde:
F, ={(e,e,s)0 | s € C1} pois temos uma (o)-6rbita {1,2,3}, onde escolhemos o
representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas sao sempre €;

Fy .2 ={(e,e,8)0? | s € C1} pois temos uma (o?)-6rbita {1,2, 3}, onde escolhemos o
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representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas sao sempre e; Entao,

Cg :B2 UFQ’O— UF27U2
={(s1,52,8) | $1,82 € 51, seC, $1<s, $3< s}
U{(s1,5,5) | s1 € Cy, s €y, 51 < s}

U{(e,e,s)o | s € C1yU{(e,e,5)0% | s € O1}.

e 52 = 51 U C5 é um conjunto completo de representantes para Ho,2(3).

Indutivamente, tendo listado Cj, o conjunto de representantes para Ho x(3) temos:
® Hopr1(3):

Bit1 ={(s1,2,5) | 51,82 € Ch, s € Ch, 51 <5, $9< s}
U{(s1,s,8) | s1 € é'k, s€C, s1<s}
2
e U Fitior = Fry10 U Figi02
onde:
Fii10 = {(e,e,s)o | s € Ck} pois temos uma (o)-6rbita {1,2, 3}, onde escolhemos
o representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas sao sempre e;
Fii102 = {(e,e,8)0% | s € Ci} pois temos uma (o?)-6rbita {1, 2, 3}, onde escolhemos
o representante y; = 3; assim, a primeira e segunda coordenadas sao sempre e;

Entao,

Cr1 =Brp1 U Fry10 U Fioyq o2
={(s1,52,9) | 51,82 € Ck, s € Ck, 51 <8, 59 <5}
U{(s1,5,5) | s1 € Ch, s € Cy, 51 < s}

U{(e,e,8)0 | s € Cr} U{(e,e,5)0” | s € Ci}.
e 5k+1 = é’k U Ci4+1 é um conjunto completo de representantes para Ho g+1(3).

0o
e O teorema 2.2.3 nos diz que o conjunto C' = |J C}, é um sistema de representantes
k=0
das classes de conjugacgao de H(3).
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2.3 Centralizadores de elementos de ordem p em H(p)

Nesta secao estudamos a estrutura dos centralizadores de um gerador o; em H(p) onde p

é primo. Antes porém, consideramos os centralizadores de elementos individuais em um

subgrupo de A = Aut(7,).

2.3.1 Centralizadores

Lema 2.3.1. Sejam G < Aut(7,), a = (aq, -+ ,a,)d e 5= (61, , Bn) A elementos arbi-
trarios de G. Entao B € Cg() se, e somente se A comuta com 6 e sy = aj’lﬁja,\(j), 1<

7 <n.

Demonstracao. Como

BB = ((Br-10)) tar1)Ba-16a1))s  » (Broim) " a1y Bt sy )07,

segue que [ € Cg(a) se, e somente se

(7) A comuta com J;

(1) (Br-10)) " an-10)Ba-1(500)) = i, 1 < i <.
Fazendo A\7'(i) = j, obtemos f3; = O{jﬁg(j)a/)_\(lj), 1<j<n. =

O proximo resultado fornece os centralizadores de alguns elementos particulares.

Corolario 2.3.2. Sejam G < Aut(7,), 0 € S, NG e a = (ay,- -+ ,a,) € G. Entdo:
(i) Ca(0) = {(B1, -+, Bu)N | A comuta com 0, (B, ,Bn)€ constante em todas as (6) —

orbitas}. Em particular, quando 6 é um n-ciclo temos
Cq(0) ={(B1, -, B1)A | A comuta com 0}.

(i1) Ca(a) = {(Br, -+, Bu)A |ang) = B; '8, 1 <j <mn}. Em particular, se a; = -+ =
ay, entao Co(a) = (Cglag) X -+ x Cg(ay))S,.

Demonstragao. Para o item (i), notamos do lema anterior que 5 = (£, -, B)\ €

Cc(0) se, e somente se, A comuta com 6 e (5, = f;, 1 < j < n. A dltima igualdade
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equivale a dizer que (01, ,3,) é constante em todas as (4)-6rbitas. Se 4 é um n-ciclo,

entdo temos apenas uma 6rbita. O item (i7) segue imediatamente do lema anterior. m

E claro que para G(n) e H(n) os resultados acima sdo vélidos e possuem enunciados

andlogos. Para H(n) podemos enunciar o corolario anterior como segue.

Corolario 2.3.3. Sejam 6 € (o) e a = (aq,- -+ ,a,) elementos de H(n). Entao,

(1) Cry(0) = {(Br, -, Ba)A € H(n) | (B1,- -+, Bn)€ constante em todas as (0)—orbitas}.
Em particular, quando 6 € um n-ciclo temos Chym)(6) = {(Br,---,Bu)A € H(n) | 1 =
= G).

(i1) Crmy(a) = {(B1,- -+, Bu)X € H(n) |ang) = B "B, 1 < j < n}. Em particular, se

a1 = = ay temos Cypy () = (Crpy (o) X -+ X Crymy(an)) (o).

2.3.2 Centralizadores de elementos de ordem p

No intuito de simplificar a notacdo, dado g € H(p), o centralizador de g em H(p) serd

denotado simplesmente por C(g).

Por razoes técnicas é conveniente incluir a identidade nas classes de conjugacao dos
elementos de ordem p de H(p). As classes de conjugagao dos elementos de ordem p
sido representadas por e, o', (e, - ,e,0%), (e, ,e,0,09), (e, -+ ,e,0%,e,07), etc. Seja I,
denotando o conjunto de elementos de ordem p em 5k e seja I, denotando o conjunto
de elementos de ordem p em C}. Entao [, é constituido dos elementos de By,; que
podem ser representados como p'-uplas para algum inteiro ¢t < k e cujas entradas sao e

ou ¢, i # 0. Entao colocamos j;€+1 = fk U Jpy1.

Temos do item (i) do coroldrio 2.3.3 que, para i # 0, C(c') = A.(o), onde A =

{(g9,-+,9) | g € H(p)} é um subgrupo isomorfo a H(p).

Lema 2.3.4. Seja s = (s1,52,---,5p) um representante de uma classe de conjugacao
de H(p). (i) Se s1 = s9 = --- = sp, entdo C(s) = (C(s1) x C(s1) x -+ x C(s1))(0).
(i1) existem inteiros k e j, 1 < k,j < p, tais que s, # s; se, e somente se C(s) =

C(s1) x C(sg) x -+ x C(sp).
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Demonstracao. A primeira parte segue do coroldrio (2.3.3) (i7). Para a segunda
parte, suponha que existem inteiros k e 7, 1 < k,7 < p, tais que s, # s;. Segue do
coroldrio 2.3.3(ii) que C(s) = {(B1, -+ ,Bu)A € H(D) Isag) = B 8B, 1 < j < n}.
Agora observamos que A = e pois do contrario, sy(;) = ﬁj_ls]ﬂj implica sy(j) = s; pois
estes sao representantes de uma classe de conjugacao, e sendo A um p-ciclo obtemos
sp = -+ = §, e temos uma contradicdo. Logo, C(s) = C(s1) x C(sz) x -+ x C(sp).
Para a reciproca, suponha por contradicdo que s; = so = --- = s,. Segue de (i) que
(C(s1) x C(s2) X - x C(sp)){o) = C(s) = C(s1) x C(s2) x --- x C(sp) 0 que é uma

contradicao. m

Observagao 2.3.5. e Note que o lema 2.3.4 (i7) ndo ocorre necessariamente para um
representante s das classes de conjugagao de H(n) quando n nao é primo. Veja
por exemplo, que para o representante s = (o,0y,0,01,0,01) de uma classe de
conjugacao de H(6), o conjunto (Cre)(o) x Crey(o1) x Crey(o) x Crey(or) x
Cre)(0) X Crye)(01))0? = {(B1, Bas B3, Bas Bs, B6)0? | Bi € Crey(0),i = 1,3,5;0; €
Crey(01),J = 2,4,6} C Cxye)(s).

e Dois representantes distintos de classes de conjugacao de elementos de ordem p,

podem ter centralizadores isomorfos.

Para um exemplo deste fato, considere os representantes s = (e,--- e, o), o) e s =

(e,--+,e,01, (e, ,e,0M)). Segue dolema 2.3.4 que C(s) = H(p) x - - x H(p) xC(cW)x

-2

C(o2) e C(s') = H(p) x -+ x H(p) xC(o1y) x (H(p) x -+ x H(p) xé’)(o—(l))). Novamente

N S . S

do lema 2.3.4 temos: " "

C(eW) = (C(a) x -+ x C(0)){o);

Clo1) = H(p) x --- x H(p) x C(o);

C(o2) = H(p) x H(p) x C(o1) = H(p) x -+ x H(p) x(H(p) x --- x H(p) xC(0))
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Logo,
Cls) =Tp) x -~ x Hp) x((Clo) x -+~ x Cla){o)) x (Flp) X - x Hp) x
(H(p) Xp-j x H(p) xC(0))), p a
C(s") = H(p) x ilx Hp) x (Fp) x -+~ x Hp) xC(0)) x (Hp) X - X Hp) ¥
(Clo) ij - x C(0))(a)) " B

Entao, C(s) é isomorfo a C(s"). Observamos ainda que o subgrupo L, de C(s), dado por

Ly =H(p) x --- x H(p) X(C(0) x -+ x C(0)) x (H(p) X -+ x H(p)

N [ S [ J
-~

[\

p p—1

x (H(p) x -~ x H(p) xC(0))),

p—1

¢ um subgrupo normal em C/(s), isomorfo ao grupo K = H(p) x --- x H(p) x C(o) -+ x C(0),

. J

'

—
3p—4 p+1
onde 3p—4 ¢é a quantidade de vezes que o elemento e aparece em s ao desenvolvermos seus

parénteses, e p+ 1 é a quantidade de vezes que o elemento o aparece em s neste desenvol-

vimento. Fazendo C(o) = A.{o), obtemos I = H(p) x --- x H(p) x A.(o) x --- x A.(0).

3p—4 p+1
Observando que 6 : (g,--- ,g)o" — ((g,--- ,9),0") é um isomorfismo de A.(c) em A X (o),

e lembrando que A = H(p), temos I = H(p) x --- x H(p) x (o) x --- x (7). Segue que

i . 7

g

4p-3 pt1
C'(s) contém o subgrupo normal L, isomorfo a H(p) X - -+ x H(p) X () x --- X {7), onde

Vv vV
4p—3 p+1
4p — 3 é a soma do nimero de e com o numero de o que aparecem em s ao desenvolver-

mos seus parenteses, e p + 1 é o ntimero de vezes que o elemento ¢ aparece em s neste

desenvolvimento.

Definicao 2.3.6. Dado s € I, definimos n.(s) como o nimero de vezes que o elemento
neutro e aparece em s ao desenvolvermos seus parénteses, e similarmente, definimos n,(s)

como o nimero de vezes que elementos da forma o', i # 0, aparece neste desenvolvimento.

Lema 2.3.7. Seja s € I;.

(i) C(s) contém um subgrupo normal Ls que é isomorfo a um produto direto de n.(s)
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copias de H(p), e ny(s) cdpias de C(o). Além disso, Ly € isomorfo a um produto direto
M, x N, onde My é um produto direto de n,(s) copias de (o), e Ny € um produto direto
de n.(s) + ny(s) cdpias de H(p).

(i1)Indicando os subgrupos de C(s) correspondentes a Ny e M, pelos mesmos simbolos,

temos que My é o subgrupo normal abeliano maximal de C(s).

Demonstracao. (i) O subgrupo L, é construido da seguinte forma: L(s) = C(s) se
C(s) nao possui componente da forma (C(s') x -+ x C(s'))(o). Caso contrério, L(s) é
obtido de C(s) trocando (o) por e em cada componente da forma (C(s") x -+ x C(s")){o)
que aparece em C/(s), e conservando as demais. Assim, L, possui 0 mesmo nimero
de componentes que C(s). O subgrupo L(s) é normal em C(s), pois podemos olhar
C(s) como um produto direto de suas componentes. Assim, dado g € C(s)\L(s), temos
da definigdo de L(s), que existe uma coordenada g; de g onde, para algum « € C(f3),
gi = (a, -+ ,a)c?, 7 # 0 e a componente correspondente em L(s) é (C(3) x --- x C(3)),

[ um representante de ordem p. Como g~ !L(s)g é desenvolvido coordenada a coordenada

e g H(CB) x - xC(B))gi = (C(B) x -+ x C(B)), temos que g~ L(s)g = Ls,.

Desenvolvendo os parénteses de s, podemos escrevé-lo como uma p'-upla (ay, -+, ay),
para algum inteiro ¢, onde a; € {e,07}. Segue da definigao de L(s) que L(s) = C(ay) x
-+ X C(ayt), onde C(a;) = H(p) para a; = e, e C(a;) = A.(o) para a; = 07, j # 0. Logo,
em L(s) temos n.(s) copias de H(p) e n,(s) cépias de A.{g). Portanto,

L(s) = H(p) x --- x H(p) x Ao) x -+ x A{0).

S

ne(s) o (s)

Usando que A.{(o) = A x (o) e A = H(p), temos que Ly é isomorfo ao produto direto
M, x Ny onde My = (o) x -+ X (o) e Ny = H(p) X --- x H(p).

.

W;ZS) ne(s)ji-,ng(s)

(1) Notamos que Mj é o centralizador de N; em C(s), e portanto é o subgrupo normal

abeliano maximal de C(s). =

Segue do lema 2.3.7 (ii) que M é invariante por automorfismos de C(s) e portanto, é

um subgrupo caracteristico de C(s).
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Lema 2.3.8. Sejam s e s’ representantes de classes de conjugacao de elementos de ordem

p em H(p), tendo centralizadores isomorfos. Entdo n.(s) = n.(s") e ny(s) = n,(s')

Demonstracao. Como M; e My sao subgrupos caracteristicos de C(s) e C(s') respec-
tivamente, e C(s) = C(s) temos que M(s) = M(s'). Consequentemente n,(s) = ny(s').
Agora, como %‘? = ]\LTSS'/ temos N; = Ny . Segue do teorema 1.3.1 (Krull-Schmidt) que o
ntimero de cépias de H(p) em N; é igual ao nimero de copias de H(p) em Ny. Pelo lema

2.3.7 (i) temos ne(s) + 1y (s) = ne(s’) +ny(8") € como n,(s) = ny(s") temos ne(s) = n.(s').

Teorema 2.3.9. (i) Seja s um representante de uma classe de conjugagio de um elemento
de ordem p tal que C(s) = C(o;) para algum i. Entdo s = o;.

(i) Um automorfismo de H(p) aplica cada o; a um conjugado o' para algum g; € H(p).

Demonstracao. Como C(s) = C(o;) e 0; é um representante de um elemento de
ordem p em H(p), segue do lema 2.3.8 que n.(s) = n.(o;) =i(p—1) e ny(s) = ny,(0;) = 1.
Entao, pela escolha dos representantes, s possui a maior coordenada mais a direita, e a
primeira afirmacao que s = o0; segue. Para a segunda afirmagao, um automorfismo v de
H(p) aplica C(0;) em um subgrupo isomorfo C(0;)¥ = C(k), onde k = 0;¥. Seja s o
representante de uma classe de conjugagao de k, entdao s = k9, para algum g € H(p). Seja
By : H(p) — H(p), a — a¢. Temos que C(k)% = C(r) onde r = k% = k9 = 5. Assim,
C(o;) =2 C(k) = C(r) = C(s). Logo, C(o;) = C(s) e pela parte (i), temos 0; = s = kY,

. —1 -1
ou ainda k = 0,9 e portanto, o;¥ =0;9 . =



Capitulo 3

Endomorfismos Induzidos por
A-conjugacao

3.1 Endomorfismos de G(n) induzidos por A-conjugacao

No intuito de obtermos maior clareza na linguagem, neste capitulo o grupo A dos auto-

morfismos de 7, serda denominado grupo de isometrias.

Sejam G(n) o grupo finitario das isometrias da arvore n-aria 7,, Endi(G(n)) =
{a € A| a”'G(n)a < G(n)} o conjunto dos endomorfismos de G(n) induzidos por
A-conjugagao e Ny(G(n)) ={a € A| a'G(n)a = G(n)} o grupo de endomorfismos que

normalizam G(n).

Dado um grupo K gerado por um conjunto ordenado {z, 21, - }, para cada inteiro
positivo n, seja K, denotando (z,, 2,11, - - ). Definimos um endomorfismo rigido ¢ de K
como um endomorfismo tal que ((z;) = ;" para algum k; € K. Notamos que o conjunto
de endomorfismos rigidos de K é um semigrupo. Se acrescentarmos que k; € K; para
cada v = 0,1,---, entao dizemos que ( ¢ um endomorfismo positivo. Note também que
o conjunto de endomorfismos positivos de K forma um subsemigrupo dos endomorfismos

rigidos. Daremos agora uma forma especifica aos elementos de End4(G(n)).

Proposigao 3.1.1. Dado a € Enda(G(n)), existe uma sequéncia {g;}i>0 de elementos

de G(n) tais que a = --- 3P gWgo. Reciprocamente, dado uma sequéncia {g;}i>o de

38
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elementos de G(n), a = --- g, P g Mgy € um endomorfismo rigido de G(n) com relacdo

ao conjunto gerador {o;,7v; | 1 >0}, ondec=(nn—1---21)ey=(12).

Demonstracao. Sejaa € End4(G(n)) tendo o desenvolvimento o = (o, g, -+ -, i) 6.
Entao a toa = 6oy oy, as oy, a3 tag, - o ta,_1)0d é um elemento de G(n),
somente se os elementos b1 = a1 lay,, he = atay, hs = a3 tag, - hy = oo
estao em G(n). Entdao a,, = arhy, oy = aghg, -+, a1 = ayhy,. Logo,

g = aghs = aghshs = ashshahs = - -+ = ahy, - - - hshahy = v hih,, - - - hshahs
a3 = aghs = ashshy = aghghsha = -+ = aphy, -+ - hghsha = ahihy, - - - hghsha

Qp_2 = Oénflhnfl = anhnhnfl - alhlhnhnfl
Qp—1 = Oénhn = alhlhn
ay = O./lhl

EHtéO, a = (Oél, T 70[1)(67 hlhn cee h4h3, hlhn Tt ]’L5h4, cee ,]’Llhn, h1)5 Fazendo Jgo —
(e, hahw - - - hahg, hih - - - hsha, - hahg, hi)d e 1Y = a1 obtemos a = 8 gy. Como

CY_lo'loé = gO_l(ﬁlila e 75171)(67 e 7670)(617 T 751)90 € G(”) temos que /Blilo'ﬁl €
G(n). Isto implica similarmente (trocando a por (1) que a; = By, para algum

g1 € G(n). E portanto, a = 5;Vgy = (5,Mg1) Vg = 3291V gy. Caleulando a oy,

1 (r+1)

<o, a o, v > 0, obtemos a = (3,44 g, - g5 g;(Mgy. Contudo, um automorfismo

B "tV age como o automorfismo identidade na arvore 7, até o (r+1)-ésimo nivel. Como

G(n)
Stan) (1)

A é o limite inverso dos quocientes (veja obs.1.2.5), temos que o = - - - g2 g,V gy.

Reciprocamente, dado {g; }i>o em G(n), a = - - - 5® g; M) gy é um elemento bem definido
deAdea=(-gWMg)Vg = (- g3WVg)PgVgy = --- (veja obs.1.2.5), entdo para um
gerador \; de G(n) temos

- i i -1 i i
a N = [( : '9i+2(1)9z‘+1)( +1)gi( ) '91(1)90] Ai(- 'gi+2(1)gi+1)( +1)gi( ) '91(1)90
= (" 1M g0) " N6 - 91V go)

onde k; = ¢;V---:WMgy € G(n). =
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Proposicao 3.1.2. Seja p € Enda(G(n)). Entao p € F, o grupo das isometrias de
7, com um numero finito de estados se, e somente se, existe um niumero natural m e

g € G(n) tais que p = p'™g.

Demonstracao. Suponha que p € F,. Denote pu por py. Da demonstragao da
proposicao 3.1.1 existem p; € Enda(G(n)), g; = (e, gj2, -, gjn)d; € G(n) tais que para
J =0, pu = uﬁ)lgj. Temos que p; é um estado de p, Vj > 0. Substituindo a expressao
para p; em fig, obtemos g = ug)hg, para algum hs € G(n). Sucessivas substitui¢oes

produzem gy = u§j)hj, para algum h; € G(n). Mais geral, para m = j+ k, k > 0,

1 2) k) (k-1 1 k m—j
temos p; = M§'+)19j = M§‘+)29]('+)19j == M§'+)k9§+(k11) " '93('+)19j = N§'+)k-h = ",
k—1 1
onde h = ;('+(k)—1) e j(jlgj € G(n).

Como Q(p) é finito, entdo o conjunto {p, p1, p2, - - - } € finito e portanto existem inteiros
m, j tais que m > j e i, = p;. Considerando que p; = ufffﬁj)h, obtemos ,, = u%n*j)h,

do qual segue que p) = ™A, Como pii = poh1 concluimos que ud) = poh U,

e fg = ,u%)(hfl)(j)hm. Portanto,

ug" ™ = ) (R = pohn (R,

m

implica
po = 1" (b)Y IR by = "k, k= (B DR, € G(n).
Reciprocamente, sejam p = u(m)g, para algum m > 1, e g = (91,92, - ,gn)0. Entao
H= (N(m_1)7 o 1) (g1, 92, -+, 90)0 € G(n), do qual deduzimos que

Q) = {pyu Q™ Vg u--- U Q™ Vg,).
Portanto, podemos assumir m = 1; entao

Qp) = {u} UQ(ug) U---UQ(ugn).

Agora seja gg1 = (hy, -+, hy)A. Entao, hq,--- , h, sdo elementos do grupo finito gerado
por Q(g) e pg1 = pWggi = (uhy, - phy)X. Portanto, Q(ug1) = {ugi} U Q(uh1) U
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-+ U Q(uhy,). Repetimos o argumento acima para hy no lugar de g; e obtemos gh; =

(hy, by, -+ RN onde bl € (Q(g)) e também
Q(phi) = {phi} U Q(phy) U - - U Q(uhy,).

Logo, Q(1) € {u}.(Q(g)), que é um conjunto finito.

Notamos que, se ao invés de tomarmos m = 1, escolhermos m arbitrario, teremos:

Q(u) € {p, pM, - ™ DHQ(g)). =

A seguir apresentamos as versoes das proposicoes 3.1.1 e 3.1.2 para o grupo H(n).

Proposicao 3.1.3. Dado o € End4(H(n)), existe uma sequéncia {g;}i>o de elementos

de H(n) tais que o = --- gy g1 Mgy, Reciprocamente, dado uma sequéncia {g;}i>o de
elementos de H(n), a = --- g.P g Wgy € um endomorfismo rigido de H(n) com relagdo
ao conjunto gerador {o;, | i >0}, ondec=(nn—1---21).

Demonstracao. Analoga a demonstracao da proposi¢ao 3.1.1. =

Coroléario 3.1.4. Seja H(n) o fecho de H(n) sobre produtos infinitos bem definidos.
Entao,

Endo(H(n)) = Endsgzs(H(n) e Na(H(n)) = Ny (H(n)).

Demonstragao. Dado o € End4(H(n)) temos da proposicao 3.1.3 que a = - - - o g, M go,

g; € H(n). Portanto, a € H(n). A outra inclusao é imediata. =

Proposicao 3.1.5. Seja u € Ends(H(n)). Entio p € F, o grupo das isometrias de
7T, com um numero finito de estados se, e somente se, existe um niumero natural m e

g € H(n) tais que p = p™yg.

Demonstracao. Veja proposicao 3.1.2. =
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Defina D(n) como o subgrupo de H(n) gerado por {cU)|j > 0} e seja D(n) o grupo

consistindo de produtos infinito bem definidos de elementos de D(n).

o)

Lema 3.1.6. Se r > s entao 0?” =o05. Ser <s entao 07 =ol".
Demonstracao. Notamos que
() () 1\ (r— 1\ (r— _ _
07" = (e, ,e,00.1)" = ((c 1)(r Do (o 1)(r 1))(6’ . ,6,0871)(0(’” Do ol 1))
(r—1) (r—2)
=(e,---,e,07, )= (e, - ,e,(e,--,e,075,7)). (3.1.1)
Assim, se r > s entao
o o(r=9) .
Us - (67 767( (67 ,6,0 ) )) = 0s
Se r < s entao pelo visto na equagao 3.1.1 temos
o ey e (e (e, e, 07 ) ) ) = (e, e, (e (e, 6,05 ) )T =07, m

Lema 3.1.7. D(n) é um subgrupo abeliano de Na(G(n)) isomorfo ao produto direto
wrrestrito C,, x Cp, X+ -+ de grupos ciclicos C,,. Em particular para n = p um numero primo,
temos que D(p) é um p-subgrupo abeliano elementar de N 4(G(p)) livremente gerado por

{cD]j > 0}.

Demonstragao. Do lema 3.1.6 segue que D(n) é abeliano, pois se r > s entao
oMo = (c0=)g)®) = (gor=9)) = ()5 Além disso D(n) consiste dos elemento
§ = (02)?(e")Wg% onde cada i; € {0,1,2,--- ,n — 1}. Portanto, D(n) é isomorfo
a C, x C,, x ---. Agora a proposigao 3.1.1 garante que § € End4(G(n)). Como 6! =

- (072)@) (g=1)M g~ pois os fatores comutam, temos novamente da proposicao 3.1.1

que 6! € Ends(G(n)). Portanto temos 6 'G(n)d = G(n). =

3.1.1 Grupos Fracamente Ramificados e Saturados

Definigao 3.1.8. Seja G < Aut(7,) um grupo de isometrias de T,,.

(1) Seja v um vértice de T,,. O conjunto de isometrias g € G, que fizxa todos os vértices
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fora da subdrvore v, é chamado grupo vértice (ou estabilizador rigido de um
vértice) e é denotado por G|v].
(17) O grupo gerado pelo conjunto |J G[v] € chamado estabilizador rigido do m-

veEY ™
éstmo nivel e é denotado por RiStg(m).

Os termos estabilizador rigido e grupo vértice pertencem a [15]. Claramente temos

RZSt(;(m) S St(;(m).

Proposicao 3.1.9. Seja G um grupo de isometrias de 7,.

(i) Para todo v € M e g pertencente ao normalizador de G em Aut(7,), temos Gv]9 =
G[(v)g]. Portanto, o estabilizador RiSte(m) é um subgrupo normal de G.

(17) Se G € nivel-transitivo entao todos os grupos vértices de um nivel fizado sao conju-
gados.

(131) Se uma palavra v € o prefizo de uma palavra uw € M, uw = vx para algum x € M,
entao Glu| < G[v].

(iv) Se as palavras v, uw € M sao tais que nenhuma delas € o prefizo da outra, entao

Gv]NGlu] = e, [G[v], Glu]] =1 e o estabilizador RiSts(m) é o produto direto X,cymG|v].

Demonstracao. (i) Dado a € G[v], seja u um vértice de 7, tal que u ¢ (v)g7,.
Entao temos (u)g~' ¢ v7, que implica (u)g 'ag = ((u)g~')ag = u. Portanto, G[v]? fixa
os vértices fora de (v)g7,, isto é, G[v]? < G[(v)g]. Reciprocamente, dado 5 € G[(v)g], seja
u um vértice de 7, tal que u ¢ v7,. Entao temos (u)g ¢ (v)g7, que implica (u)gBg~' =
((u)g)Bg~" = u. Portanto, gBg~! = a € G[v], o que implica 3 = g~ 'ag € G[v]9. Segue
que G[(v)g] < G[v)?.

(i7) Dados u e v em um nivel Y™, existe g € G tal que (v)g = u. Segue de (i) que
¢~'Glelg = Gl(v)g] = Glu].

(73) Decorre imediatamente da definigdo de G[v].

(iv) Como u e v nao sao prefixos um do outro as subdrvores u7, e v7, sao disjuntas e
portanto os grupos vértices G[u] e G[v] tém intersegao trivial e comutam. Segue que os
grupos vértices de um nivel m fixado sao disjuntos e comutam, entao o estabilizador rigido

RiSte(m) é um produto direto X,cymG[v]. m
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Corolario 3.1.10. Seja G um grupo de isometrias nivel-transitivo de 7,,. Entdo apenas
um dos sequintes dois casos ocorre:
(a) A menos de um nimero finito, todos os estabilizadores rigidos RiSts(m) sao triviais.

(b) Todos os estabilizadores rigidos G[v] e RiStz(m) sdo infinitos.

Demonstracgao. De fato temos apenas duas possibilidades para G:
(a) Existe apenas uma quantidade finita de grupos vértices G[v] ndo triviais. Entao, a
partir de um certo nivel Y™, todos os RiStg(m + k), k > 0 sdo triviais.
(b) Existe uma quantidade infinita de grupos vértices G[v] nao triviais. Se um grupo
vértice G[v] é nao trivial, entao todos os grupos vértices Glu|, onde u é prefixo de v, sdo
nao triviais. Como G tem uma quantidade infinita de grupos vértices nao triviais entao ele
tem um grupo vértice nao trivial em todo nivel. Da proposicao 3.1.9(ii) todos os grupos
vértices de um nivel sao conjugados. Assim, todos os grupos vértices s@o nao triviais e

infinitos. Segue que todos os rigidos estabilizadores RiStg(m) sdo infinitos. =

Definigao 3.1.11. Seja G um grupo de isometrias nivel-transitivo de 7,. Se todos os
estabilizadores rigidos RiStg (k) sdo infinitos (equivalentemente, ndo triviais), entdo di-

zemos que G € fracamente ramificado (weakly branch).

Um grupo de isometrias nivel-transitivo G ¢é dito ser ramificado (branch) se RiStg(m)
tem indice finito em G para todo m (veja [10,14,15]). Os grupos ramificados sao fraca-

mente ramificados.

Lema 3.1.12. Seja G < Aut(7,). (i) Se G contém um subgrupo T fracamente ramifi-
cado, entao G € fracamente ramificado. (ii) Se G € estratificado entao G € fracamente

ramificado.

Demonstracao. (i) O grupo G é nivel transitivo pois 7' 0 é. Como RiStr(j) # {e}
entao também RiSte(j) # {e}, V7 > 0. (i) Sendo G estratificado, ele é é nivel-transitivo
e para cada vértice v, seu grupo vértice é nao trivial. Segue da proposicao 3.1.9(iv) que

RiSta(j) # {e},¥j > 0. =
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Segue do lema anterior que dado K um subgrupo transitivo de S, entdo K(n) =
(K; | i>0) é fracamente ramificado. Em particular Aut(7,), G(n), H(n) ¢ H(n) o fecho
de H(n) sobre seus produtos infinito bem definidos, sdo grupos fracamente ramificados.

Para mais exemplos veja [16].

Definigao 3.1.13. Um grupo G < Aut(7,) é denominado saturado se para todo inteiro
positivo j existe um subgrupo K; < Sta(j) caracteristico em G e nivel-transitivo em toda

subdrvore do j-ésimo nivel.

Em [14], L. Bartholdi e S. Sidki mostraram que os grupos G(n) e Aut(7,) sao satu-
rados. Vamos mostrar que um grupo estratificado é necessariamente saturado. Para isto,
utilizaremos um conhecido resultado sobre produto entrelacado que exibe uma forma de

rigidez deste produto, veja [20,21,23].

Teorema 3.1.14. Se A e B sao grupos nao triviais com B agindo em um conjunto Y,
entdo o grupo base AY ¢é caracteristico no produto entrelacado AwryB, a menos que A
seja um grupo ciclico de ordem 2 e B tenha um subgrupo abeliano By de indice 2 contendo

raiz quadrada unica de todos os seus elementos.

Proposicao 3.1.15. Seja L < Aut(7,) um grupo estratificado, entio L é saturado.

Demonstracao. Escrevemos L = Lwry K, K subgrupo transitivo de S, (lema 1.2.7).
Escolha y € Y e escreva L = RiSty(y)wry K; entao escolhemos H; = LY, o grupo base de
L. Como L ¢ estratificado segue que H; é nivel-transitivo em cada subarvore do primeiro
nivel. O teorema 3.1.14 nos diz que H; é caracteristico em L. Indutivamente, seja A
uma cépia de H,_; dentro de RiStr(y) = y * L; entdo H,, pode ser escolhido como AY

caracterfstico em LY que é caracterfstico em L. m

A reciproca da proposicao anterior é falsa. O 3-grupo de Gupta-Sidki G = (v, o) onde
v=(0,07,7) e o =(1,2,3) é um exemplo de um grupo saturado (veja [16]), que apesar

de ser nivel-transitivo, nao é estratificado, jd que o = (0, 0,0) ¢ G. Na verdade, um grupo
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estratificado nao pode ser finitamente gerado (ao aumentar o nivel, o grupo finito precisa

de mais geradores que o anterior).

Em [16], Y. Lavreniuk e V. Nekrashevych mostraram o seguinte resultado.

Y

Teorema 3.1.16. Seja G um grupo saturado e fracamente ramificado. Entio Aut(QG)

NAG).

Temos portanto o seguinte corolario.

Corolario 3.1.17. Seja L < Aut(7,) um grupo estratificado. Entao Aut(L) = N4(L).
Em particular, dado K um subgrupo transitivo de S, e K(n) = (K; | i > 0) temos que
Aut(K(n)) = Na(K(n)).

Demonstragao. A proposicao 3.1.15 e o lema 3.1.12 (i7) implicam que L é saturado

e fracamente ramificado. Agora o teorema anterior conclui. m

3.2 Um subsemigrupo de End(G(n))

A construgao do produto entrelagado para H(n) = (09,01, - - - ) equivale a afirmagao de que
para cadai = 1,2,--- os subgrupos H; (n), Hio(n), Hi7oo(n)"l'2*1, Hiyoo(n)"?fl, e
Hi,oo(n)g?:ll geram o produto direto deles em H(n) (veja capitulo 2, segdo 2.1). Baseado

nesta observagdo podemos derivar a seguinte apresentacao de H(n)

) 2 n—1
H(n) = <0070-170-2’ Tt |0n =6, [O-me’?(fj-ﬁ-i] =1, [O-kai’aj-i-i] =1, [O-Z«Z:i 7Uj+i] =1,

ij Z 17 Z:071727"'>
Seja w € H(n) e suponha que na expressao reduzida para w, o; é o gerador envolvido
cujo [ ¢ minimo. Entao podemos escrever
W= Up0; U 0} U - - - Up— 10" Uy

onde ug, -+ , U € Hit100(n) e 1 <e; <nm—1, 1 <i <r. Noentanto, se ¢; +¢c41 = n+e,
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para algum j € {1,2,--- ,n—1} e 0 <& <n — 1 podemos reescrever

€jp LSitl,  Eit2 e =€, _&i+1) . _Ei+2 _ e gj—€, i+l _Ej+2
o ujo)" w07 =0y (‘71 u;o, )UJ_HO'I = 01" Uj+1 (al u;o, >0’l

— 4 gj—¢ gj+1tej+2
= 0] Uj+10, U;0,; .

Desta maneira, o elemento w pode ser reescrito na forma

ds

(1) UOO'?1U10'?2U2 0 ‘lvs_lafsvs
onde vy, , 05 € Hiz100(n); 1 <0; <m—1,1<i<s; 0;+0i11<n, 1<i<s—1;0u
na forma
(II) U()O'lél'l}lO'?Q’UQ tee O'?sjl’UsflO'lS
onde vy, ,V5-1 € Hip100(n); 1 <6, <n—1, 1<i<s; 0;+0i41<n, 1<i<s—2.
Cada v; tem comprimento menor que w como palavra nos geradores {og, oy, },

entdo podemos continuar o processo indutivamente em v;. Ao final do processo (w tem

comprimento finito) obtemos uma palavra que chamaremos de reescrita de w.

Vejamos algumas destas situacoes. Suponha que n =4, e que

(a) w1 = upoPuiougouzo?. Podemos reescrever wy na forma (I) como segue:

3 2 3 2 2 2 2 2 2
W1 = Uyg (UZ ulol) U207U30; = UpU2 (Ol U110, ) U30; = Up,20] (Ul U0, ) U30; = Up,200U30; U

up,2

onde u; € Hit1.00(n).

(b) wy = ugouyotusciug. Podemos reescrever wy na forma (II) como segue:
2. 3 3 3
Wo = UgO U1 <0l U220, ) Uz = UgoU10] (O—IUQO—Z ) Uz = Ugo|U10;U3 (UlUQO'l)

onde u; € Hit1.00(n).

Agora tomamos h € H(n) e consideramos o elemento de A definido recursivamente

por a = (ah,--- ,ah,a) = aY(h,---  h,e). Entdao
a=---(h,--- ,h,e)(Q)(h,-«~ ,h,e)(l)(}%.“  h,e)

Seja S={acA|a=aV(h,--- he), h € H(n)}.
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Lema 3.2.1. Se a = aW(h,--- hye) € S entio a 'H(n)a < H(n). Ainda, S C
Enda(H(n)) N F,, onde F, é o grupo de isometrias de T, com um niumero finito de

estados. O resultado continua vdlido se trocarmos H(n) por G(n).

Demonstragao. Para H(n) segue das proposigdes 3.1.3 e 3.1.5. E a parte de G(n)
segue das proposicoes 3.1.1 e 3.1.2. =

Estamos interessados em descrever os elementos h € H(n) tais que oo € N4(H(n)).

Lema 3.2.2. O conjunto S definido acima é um semigrupo sobre a multiplicacado.

Demonstracao. Dados ae fem S, tais que o = (ag, - ,ag,a)e 3 = (Gh,---, (h, )
temos:

Oéﬁ = (Oégﬂh, e JOég/gh? Oéﬁ) = (Oéﬂgﬂh, T ,O[ﬁgﬁh, Oéﬁ) = (Oéﬂ)(l)<gﬁh7 to 796h7 6)' Como
g°h € H(n) devido ao lema 3.2.1, entdo a3 € S. =

Agora estudamos S e S7! = {a™! | a € S} em alguns detalhes.

Observagao 3.2.3. Dado a = (ah, -+ ,ah,a) € S temos:

(i) a' = aW(ahtal,--- ,ah~ a7l e). De fato, a = (acha™'a,--- ,aha™ o, a) =
(aha™, -+ aha™t, e)al),

(17) Segue de (i) que para um arbitrario v € A

a e, ev)a=a Yaha™ - JahlaTte) (e, e, v)aM (h, - he)

Lema 3.2.4. Seja o = aV(h,---  h,e) € S. Entdo a € Na(H(n)) se, e somente se,
aha™! € H(n).

Demonstragao. Se a 'H(n)a = H(n) entao aH(n)a~! = H(n) e temos
acat =aW(h,---  he)a(h™, - h7he)aW = aW(he, - e, h )a" Ve

= (aha e, e,ah™a™)o € H(n). Segue que aha™! € H(n).
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Reciprocamente, se aha™! € H(n) entao yy = aca™ = (aha™te, -+ ,e,ah™la ™o €
H(n). Logo, ¢ = a'ypa € a 'H(n)a. Assuma que 0, = a'y,a € a'H(n)aq,
entdo segue da observagao 3.2.3(ii) que g,41 = (e, - ,€,0,) = (€, -+ ,e,a”ly,a) =
a e, e yn)a € a " H(n)a. Assim a indugdao mostra que {og,01,--} C a 'H(n)a e

portanto, H(n) C a 'H(n)a C H(n). =

Consequentemente se aha™! ¢ H(n), para algum h € H(n), entdao a 'H(n)a é sub-

grupo préprio de H(n) e portanto, H(n) < aH(n)a~!. Entao a~! ¢ Enda(H(n)).
Algumas vezes é usual trabalhar com HNN-extensoes definida a seguir.

Definicao 3.2.5. Seja G um grupo com subgrupos isomorfos A e B, e seja ¢ : A — B

um 1somorfismo. Entao o grupo com apresentacao dada por
K =(G,t| ¢(a)=d", Vac A

¢ chamado uma HNN-extensao de G. O grupo G € chamado a base e o gerador t é

chamado a letra estdvel.

Consideramos a HNN-extensao K de H(n) usando o isomorfismo
¢:H(n) — Hio(n), o, o1 (1 >0),

entao

K={(ot|o"=e,011 = oi’, [U_latkav Utj] =1,

2

[0'_ O'tk0'270'tj] = 17" : 7[0_—n+10.tko_n—170_tj] =1k Z] > ]-7 1= 07 ]-7 o >

Assim, H(n) é o subgrupo de K gerado por {¢'' | i=0,1,2---}.

Em nossa nota¢ao se h = 0,04, -+ 0;. é um elemento de H(n) entdo ¢(h) = h' =

(67"' 767h) = (67"' 7670-i10-i2"'0-’ir) = (67"' 7€a0-i1)(67"' a670-i2)"'(67"' 7670-ir) =

i1 4104541 " * " Ot 1-

Como vimos no inicio desta se¢do, tomando e # h € H(n), podemos reescrevé-lo em

uma das formas (1) ou (/1) em termos dos geradores {0g, 01, - - - } de H(n). Denotemos por
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C(oy,-++ ,04) areescrita de h em uma das formas (I) ou (I71), com o; o gerador envolvido

com menor subscrito, e o, 0 gerador envolvido com maior subscrito. Seja

CT = ¢r(<—) :Ctr = (6a"' ) €, (67"' ae>('”<67"' 7€7C)>)) = C(0l+ra"' aUs+T)>
onde os parénteses sdo tomados r vezes. Claramente ¢, € H, (n).

Lema 3.2.6. Sejam a = aW(h,---  h,e) € S, ¢ a reescrita de h em uma das formas (I)
ou (II). Entdo
a "H(n)o = (GooG T Gonde ).

Demonstracao. Primeiramente,
aloga=a W(ah o™, - ahta Tt e)og(ahat, - ahat €)oY
=a W@aha™t - Jahta"te)(e,ahat, - ahaHaWay
=(hte, - e h)og
=(e,---,e,h)oo(e, - ,e,h™ )
= (o061

Para o passo de inducao,

atopa= (e, e,atona) = (e, e, Cup10nCus1 V)
= (67 T, 6 Cn-i-l)(ea T, 6 Un)(ea L6 Cn-l—lil)

= Cn20ni1Gni2 - ®
Sejam a; = (;110:(Y, i > 0; portanto, a; = ¢'(ag). Sejam A, 5 = (a,, a1, ,as), 0 <
r <s. Entao A < Hj(n) e
—k k —k (1 ko -1 —k (-1 k —k k
aj—lAJ}OOaj—l = (j [Uj—l(Cj Aj,oogj)ajqu } = Uj—1(Cj Aj,oon)Uj—1 < o-j—lHJ}OO(n)O-j—l’
1 <k <n-—1. Temos que o conjunto

—1 -2 2 —(n-1) n—1
{400, ajflAj,OOaj—l’ ajflAJ}OOaj—l’ Ty G5 Aj,ooajfl
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gera seu produto direto em o 'H(n)a. Agora a aplicagao o; — a;, (i > 0) induz um

endomorfismo de H(n) sobrejetivo em o~ 'H(n)a. Entao a reescrita para os elementos de

H(n) em termos dos geradores {og, oy, - - - } induz uma reescrita similar para os elementos
de a™"H(n)a em termos dos geradores {ag,ay, - }.
Lema 3.2.7. Sejam a = aV(h,--- h,e) € S e ( a reescrita de h. Entdo of € Ao,

para algum inteiro 6 tal que 0 < 6 < n se, e somente se, (1 € Ay .

Demonstracao. Se (; € Ay, < A, entao ¢ € Ao € 09 = (T lagCy € Ao
Reciprocamente, se o € Ao entao quando ele é escrito em termos dos geradores de
a 'H(n)a, o elemento ay tem que ser envolvido, pois ele é o tinico gerador de a™'H(n)a

que envolve gy. O procedimento de reescrita mostra que temos dois casos a considerar.

e No primeiro caso ¢ tem a forma dada por (I): o) = v a5101a62v2 . vs,laésvs onde
0 0 0o 0 0 Uss

Vg, - - ,USEAl,m; ]_S(;ZSTL—]_, 5Z+5z+1§n—1 Entao

8y 8o -
03 = 19C105' ; 1U1C1002C1 Ly - '%4(108%1 g

ou equivalentemente,

- -6 81— 8o Ss
Vg 1C1 =0y U0C1001C1 1UlConZQ 1Uz - 'Usflfl% . (3.2.1)

Observe que o primeiro membro da equagao acima é tal que v;'¢; € Hy,u(n) e nao
envolve o gerador gy. Entao temos duas possibilidades, ou o segundo membro é passivel
de reducao, ou ambos os membros sao iguais a identidade e. A segunda possibilidade ja
nos fornece diretamente que (; = v € Ay ,,. Vamos examinar a primeira. Para termos

reducao é necessario que d; = § e a equacao se torna:

_ _ s 5469 5
0,1 = G Gog Cueiog T oy - v 1 Groge (3.2.2)

Analogamente temos duas possibilidades para 3.2.2, uma delas é que ambos os membros
sao iguais a e. Esta implica que (; = v, € Ay ,,. A outra, que consiste em continuar a
reducao do segundo membro e eliminar os fatores og, implica § + d, = 0, ou seja d = 0.
O que contradiz a escolha de d,. Entao nao podemos ter s > 2. E a equagao 3.2.1 s6 pode

ser escrita da seguinte forma:

_ _ 5
Uy ICI =0y 6U0C10'01~
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Segue que vflgl = e ou equivalentemente, (; = v1 € Ay .

e No segundo caso 0 tem a forma dada por (II): o = Voad Va2 vy - - - ve_1ad7, onde
Vo, Usm1 €A1 1 <6, <n—1;6+d41 <n—1(1<i:<s-—2). Entao
b 81 p—1 82— 85—
0y = 106100' ¢ v16100* G EURE “Us-16100"Gy '
ou equivalentemente

(1= 030006100 T 0y Lo G g - - v CLoe (3.2.3)

Observe que o primeiro membro da equagao acima ¢ tal que ¢; € Hi,n(n) e ndo envolve
o gerador op. Entao o mesmo deve acontecer para o segundo membro (pois (; # e), logo

o segundo membro é passivel de redugao. Segue que 0; = d e a equagao se torna:

_ _ 6+09 — Os
G o= G oiGog tueCiog G e - vsi oy

Para continuar a reducao do segundo membro e eliminar os fatores oy, devemos ter d+dy =
0. Quando s > 3 temos necessariamente que 6o = 0, o que contradiz a escolha de d5. Entao

devemos ter s < 2, e a equagao 3.2.3 s6 pode ser escrita da seguinte forma:

_ 81— 5
G = 05 (o0 (Mo Gog.

Novamente devemos ter §; = e consequentemente

(1= G oiGiog voliog T,
Assim, devemos ter §; + d = §(mod n) e vo(; = e. Portanto, (; = vo_l €Ay =

Proposicao 3.2.8. Enda(H(n)) # Na(H(n)). Mais especificemente, vamos mostrar
que dados o = aM(h,--- hye) € S eh = =03, 0<§<mn, areescrita de h. Entdo
a YH(n)a # H(n).

Demonstragao. O lema 3.2.1 garante que a € End4(H(n)). Suponha que a *H(n)a =
H(n), logo o € a *H(n)a ji que of € H(n) . Assim, 0§ € Ag,,, para algum m que
escolhemos como sendo minimo. O lema 3.2.7 garante que (; € Ay,,. Segue do isomor-
fismo ¢ : H(n) — Hioo(n), op — ope1 que 0y = ¢ = ¢ 1((y) € Agm_1, 0 que contradiz a

minimalidade de m. =
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Corolario 3.2.9. End4(G(n)) # Na(G(n)).

Demonstracao. Seja o = aY(o,--- ,0,¢). Devido ao lema 3.2.1 o € End4(G(n)).
Segue da proposicao 3.2.8 que existe h € H(n) tal que aha™' ¢ H(n). Suponha que
aha™! € G(n). Entao aha™ = x125---x, onde cada x; é um gerador de G(n). Mas

1

aha™! s6 envolve geradores de H(n), entdo x5 - - - x, € H(n) o que contradiz a escolha

de h. Logo, aha™ ¢ G(n). m

Teorema 3.2.10. Seja S = {a € A | a=aW(h,---  he), h € H(n)}. Entdo S é um
subsemigrupo de End4(H(n)) com a propriedade que End (H(n)) (S~ = {e}.

Antes de iniciarmos a prova do teorema faremos algumas observacoes.

e Que S é um subsemigrupo de End4(H(n)) segue dos lemas 3.2.1 e 3.2.2. O lema 3.2.9
estabelece o teorema para o caso h = 0. O caso geral h = ((0y,--- ,0,) serd tratado de
maneira similar.

e Como h = ((oy,- - ,05) entao na reescrita de ¢ como um elemento de Ay ,,, o gerador
de a~'Ga com menor subscrito que aparece é @;. Para ver isto, suponha que a; é o
gerador de a~'Ga com menor subscrito que ocorre na reescrita de ¢, com k < [. Aqui
ap = Ck_}rlo-kck__&l, com Cri1 € Hir1,00(n). O procedimento de reescrita mostra que uma
das seguintes situagoes ocorre:

(A) ¢ = voailvlaz%g . ~'Us,1aisfus ou (B) ( = voailvlai%g . ~vs,1ais;

A situagdo (A) nao pode ocorrer, pois

(= voailvla?w . -vs_laisvs
_ 01 —1 o2 /—1 s ~—1
= V0Ck+10% Cop1 V1Ck410% G V2 + Vs1Grp 103" G Us

onde 0 < &; + d;11 < n; v (i, Qk_jlvi € Hit1.00(n). Assim, oy (devido a ag), tem que
ser envolvido na reescrita de ¢ em H(n), o que contradiz a escolha de [. A situacdo (B)
pode ser tratada de maneira anédloga.

e Sendo ¢ : H(n) — Hi(n), ok +— 0ky1, um isomorfismo, definimos (1 = ¢~ ().
Analogamente definimos (_; = ¢~'(¢). Assim, se ( € Agm-1 entdao (; € Agm_i—1. Esta

nocao de subscrito negativo serd usada no que segue sem maiores comentarios.
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O lema seguinte é um passo importante na nossa argumentacao para a prova do teo-

rema.

Lema 3.2.11. Seja € € H(n) tal que oy € o gerador com menor subscrito envolvido na
reescrita de . Se §_j € Agm—1 € (1 € Ay, entao
(A) & = v0081v1032v2~-vs,1035v3 onde v; € Aim, 1 < 6 <n—1(1<1i<s),

i+ <n(1<i<s—1); ou
(B) & = 000811)1082112 . -vs_lags onde v; € Ay, 1 <6, <n—1(1<i<s), 6+ <

n(l<i<s—2).

Demonstracao. O processo de reescrita de {_j garante que (A) e (B) ocorrem para

v; € H(n). Vamos mostrar que v; € Ay .

Caso (A). Cada ocorréncia de oy em &_j, produz uma ocorréncia de ag na reescrita

de £ em a 'H(n)a, de forma que: & = uoaglula?qu . -us_lagsus, onde u; € Ay 1.

De fato, suponha que upag'uiagus - - - u,—1ag u, seja a reescrita de £_, em termos dos

geradores de a‘lH(n)Oz. Como por hipétese (_j € Agm_1, temos que u; € Ay ,,,—1. Entao
E = 1)0081111082112 . ~vs,1agsvs = Upag uragi Uty - - Up—105 Uy

-1 1 _
= up(10G (110G us w1 GO G

¢é equivalente a
- b 8 5\ 1 - -
Vs, G = (V000 1007V - vs100°) wpCio6 (G urGioGRC s - w1 GO

ou ainda,

_ 1 e — 5 — _ _
vyt ot (g Mg ueCiogt) G lunGo GG us w1 o

(3.2.4)

vsur_lgl = ao_(ssv

Como o primeiro membro nao envolve oy temos duas possibilidades:

(1) ao_‘slvg’luoclagl =e, ou

(i) 05 vty -+ vy og oy og Mg oGt G un QoG G g - w1 (o = e

e v, t( = e.

Primeiramente vamo examinar a possibilidade (7). Ela implica que vy = uo(; € Ay m,
€1 = 01 e a equacao 3.2.4 se torna

_ 5. — 1 S 1A _
sty G = 0g oy vy (o Py T Gog )G g w1 o (3.2.5)
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Novamente temos duas possibilidades: (i1) oy vy ¢ uiCio0f = e, ou (iy) andloga a (ii).

(4,) implica que v; = ¢ 'ui(y € Ay, 02 = € € a equagao 3.2.5 se torna

Vet NG = Jaésvs__ll . ~vz_1C1_1u2 U1 (O (3.2.6)

Novamente temos duas possibilidades. Se prosseguirmos examinando as primeiras possi-

bilidades obteremos que r = s, €; = &;, v; = ({ ;{1 € A (1 <4 < 5).

Agora vamos examinar a possibilidade (ii). Ela implica que vy = ¢ 'u, € Ay, €

—0s—1, —1 _—0s—2 -1 _—62, -1 _—61 —1 €1 —1 € —1 € _—0s __
0g  VUg_90y Ce Uy OGPy 0 MU 0G0 G0 Gy Ut U 1(10G 0y % = Us—g

Como vs_; # e nao envolve 0y, a andlise segue como no caso (7). Obtemos assim que

vo = upC1 € Ay, € = 0;, V; = G luGy € A (1 <i<s)er=s. E portanto,
E k= voaglvlag%Q . -vs_lagsvs

onde v; € Ay .
Caso (B). Pode ser examinado de maneira andloga ao caso (4). =

Prova do Teorema 3.2.10. Antes de proceder a prova formal, um exemplo especifico
pode servir para ilustrar o argumento restante. Tome ( = o5'oi?005'0f", 0 < € < n.
Assuma que m é escolhido como sendo minimo com o € Ay, para algum §, 0 < § < n.

B —1
O lema 3.2.7 mostra que (; € Ay ,,, ou seja (; = 05101_50530540‘15 € Ay n; entao d’ =( €
Apm-1. O lema 3.2.11 implica que ambos 05! e 07?05" estao em Ay ,,. Agora 05" € Ay,
fornece o1' € Agm-1. Mas o' € Hy o(n) e portanto, o' € Agm-1 NHico(n) = A m-1.

Logo (05)?" = 05 € Agm—2, 0 que contradiz a minimalidade de m quando tomamos

(5261.

Agora, para o argumento geral seja o = oY (h,--- ,h,e) € Stal que h = ((oy,-- -, 04).
Vamos supor que aH(n)a~t = H(n), logo 0 € a’H(n)a~! para algum §, 0 < § < n. Seja
m o menor inteiro positivo com ag € Apm. Pelo lema 3.2.7 temos ¢; € Ay,,. Entao,

¢=¢") € Agm_1. Aplicamos o lema 3.2.11 a ¢ e obtemos
(A) ¢, = voaglvlag"’vg . -Us,lagsvs ou (B) (= voaglvlag%Q .- ~v3,1ags,

onde v; € Ay ,,. Notequeocasov; =e, Vi € {0,1,--- s}, foi tratado na proposicao 3.2.8,

e que &' # 0 para algum i, pois ¢ envolve o;. Contudo v; tem comprimento estritamente
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menor que o de ¢ em termos de sua reescrita. Considere 1 como sendo um dos v;'s;
podemos supor sem perda de generalidade que 1 # e. Entao n € Ay,,, ou seja 71 €
Apm—1. Seja g, o gerador com menor subscrito envolvido na reescrita de n (v > 1) entéo
N-y € Aom-1. Se n_, = o € Agm—1 para algum €, 0 < e < n, entdao obtemos uma
contradi¢gdo para a minimalidade de m tomando = €. Senao, aplicamos novamente o

lema 3.2.11 e obtemos que 7_, assume uma das formas

1 8% 1 / &y 1 811 Oy / L
(A) n-y = vy0y' V10> Vy - - - Uy 104"Vl ou (B) (o = 100" 100>V - - - V1047,

onde v, € A;,,. Mas v; tem comprimento estritamente menor que o de 1 em termos de
sua reescrita. Além do mais, v # e para algum ¢. Considere e # 1’ como sendo um v};

entdao 1’ ; € Agm-1.

Como (¢ tem comprimento finito, continuando desta maneira deduzimos que of €
Apm—1, paraalgum €, 0 < € < n. Entao escolhemos § = € e obtemos uma contradigao para
a minimalidade na escolha de m. Segue que nao podemos supor o 'H(n)a = H(n). Como
a " 'H(n)a < H(n), temos que a'H(n)a é subgrupo préprio de H(n) e portanto existe
h € H(n) tal que h ¢ a~'H(n)a, isto é, aha™t ¢ H(n). Segue que a~' ¢ End4(H(n)), o

que conclui a prova do teorema para o caso (A). O caso (B) ¢é inteiramente andlogo. m

Corolario 3.2.12. S ¢ um subsemigrupo de End(G(n)) com a propriedade que

End4(G(n))n S~ = {e}.

Demonstracao. Que S é um subsemigrupo de End4(G(n)) segue dos lemas 3.2.1
e 3.2.2. Seja a = aW(h,---  h,e). Devido ao lema 3.2.1 a € End4(G(n)). Segue do
teorema 3.2.10 que a ¢ N4(H(n)). Agora o lema 3.2.4 nos diz que aha™! ¢ H(n).
Suponha que aha™! € G(n). Entao aha™t = 2129 -+ 2, onde cada z; é um gerador de

G(n). Mas aha™! s6 envolve geradores de H(n), entdo x129 - - -z, € H(n) o que contradiz

a escolha de h. Logo, aha™' ¢ G(n). =
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3.3 Formas para Endomorfismos de G(n)

Nesta segao determinamos uma condigao necesséria para que elementos de End4(G(n))
estejam em N4(G(n)), mostrando, assim, que o resultado dado por A. Brunner e S. Sidki

em [8] admite uma extensao a arvores n-arias.

Como vimos na proposicao 3.1.1, « € End4(G(n)) se e somente se existe uma sequén-

cia de elementos {g;}i>o de G(n) tais que a = - - - g5 g; M gy

Escrevemos a = a(0) = a(1)Mgy, a(i) = a(i + 1)Mg;. O inverso de a é dado por
ali) =g la(i+1)"W = a(i+1)"O(g e+ onde um elemento w1 ¢ entendido
como (w™H)M. Entdo a~! induz um endomorfismo de G(n), ou seja, a € N4(G(n)) se e

somente se g?(iﬂ)il € G(n), Vi > 0.

Observagao 3.3.1.

(i) Se a € Na(G(n)) entdo a(j) = a(j + 1)Mg; € N4(G(n)), ¥ j > 0. De fato,
a = a(0) = a(1)WMgy € Na(G(n)) implica a(1)M = agy! € N4(G(n)). Suponha que
a(1) ¢ Na(G(n)), entdo existe g € G(n) tal que g®® ¢ G(n) ou g®M" ¢ G(n). A
primeira condicao implica que (g, - - - , ¢)*M” = (g°@ ... ¢°1V) ¢ G(n), 0 que contradiz
o fato de (1)) € N4(G(n)). Andlogo para a segunda condicdo. Entao o (1) € N4(G(n)),
e a(l) = a(2)Mg, implica a(2)M) € N4(G(n)), ou seja a(2) € N4(G(n)), e assim por

diante.

(77) Uma situagao particular onde podemos verificar que para a € End4(G(n)) temos

a € N4(G(n)), é quando {gzm | i > 0} é um conjunto comutativo, pois neste caso a~! =

go_lgl_(l) x -gi_(i) cee= e -gi_(i) x -gl_(l)go_1 e agora segue da proposicao 3.1.1. Estudaremos
esta condicdo em mais detalhes na subsecao 3.4.1. O grupo D(n), o fecho sobre produtos
infinitos de elementos de D(n) = (¢ | i > 0), exemplifica esta situacio. Vejamos outro

exemplo. Seja L(n) = (¢, v® | i >0),ondec = (nn—1--- 21) ey = (12)sdo

permutacoes de S,,. Entdo, todo elemento o de L(n) pode ser escrito na forma

a=0"...020"g,

r

onde #; € S,,, 0 < i < r. Note que 02@ comuta com 9§j). Seja L(n) o fecho de L(n) em
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relacdo ao produto infinito de seus elementos. Dado « € L(n), temos que

a=-00...090Mg,

T

onde o conjunto {01@ | ¢ > 0} é comutativo e, pelo observado anteriormente, o €

NA(G(n), logo L(n) < Na(G(n)).

A forma de o € End4(G(n)) pode ser modificada: sejaa = 3¢, onde g = (ky,--- , k)b,
k; € G(n), 8 € S,,. Entao,

a=0Wg = (Bk) V(e ki o, ki ks, -k k)6

Assim, a = 6(0)M (e, h(0)2, h(0)s,- -, h(0),)8(h(0)), onde §(0) = Bk proporciona a
mesma sorte de desenvolvimento: §(0) = 6(1) (e, h(1)g, h(1)3,- -+, h(1),)0(h(1)). Assim,
a é determinado pela sequéncia h(i) = (e, h(i)2, h(i)s, -+, h(i),)0(h(7)), i > 0, de elemen-
tos de G(n). Isto produz uma forma normal para o. De fato, se « = 6 (e, hg, hs, -+, hy)0 =
(e, by, by, W )0 entdo § = 0, (n='0)V) = (e, hyhy*, - -+ W h1) e, portanto, p='d =
e,hht=e 2<i<n.

Observagao 3.3.2. A forma de a € End4(G(n)), pode ser modificada também para cada

i €{2,---,n}, basta escrever

a=p"g

= B (ky, ka, -+ k)0 = BOEN (b kg, -+ ki Kisy, ek Yy - K )0

»

= (5]%)(1)(/?[%07 oo kT ki ek ik TR )O

?

Assim, a = 6(0)M(A(0)1,~(0)2, -+, h(0)i-1, €, 2(0)is1, - -+, 7(0),)0((0)), onde 6(0) =
[Bk; proporciona a mesma sorte de desenvolvimento. Segue que « é determinado pela

sequencia

de elementos de G(n).
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Entao temos,

a =6(0)" (e, h(0)2, -+, h(0),)0(h(0))
= (51 (e, (L), h(1)s, -+ h(1D),)0(h(1))) " (€. h(0)2, h(0)s, -~ , h(0),)8(h(0))
= 5(1)P (e, h(1)2, (1), -+, (1)) VO(R(1)Y (€, 2(0)2, h(0)s, -+ , h(0),) B((0))

(.

-~ -~

h(1) h(0)
= h(3)P(h(3)?. h(2)P6(h(2)?. h(1)V6(R(1)D. h(0)8(h(0))

Multiplicando a por & = 6(h(0))"*0(h(1))~Mo(h(2))~@ ... € L,, transformamos o
conjunto dos h(i) = (e, h(i)2, h(i)s, -+, h(i),)0(h(i)), i > 0, em elementos inativos h'(i) =
(e, W (i)a, W' ()3, -+ , W (i),). Obtendo,

ar =---h(3)OR (2@ 1)V (0).

Assim, dado o € End4(G(n)) temos que a € N4(G(n)) se, e somente se, ak € N4(G(n)).
Podemos continuar e fazer h(i)q, h(i)s, - - , h(i), inativos multiplicando ak por
p=k(0) k(1)=W ... k()" ... onde

k(5) = (e,0(h'()2), -, 0(W (4)n)), O(H'(4):) € Sy ¥j 20, 2< i <.

Mas, como veremos no coroldrio 3.3.6, 1 ndo esté necessariamente em N4(G(n)).

Defini¢ao 3.3.3. Definimos a profundidade de e # h € G(n) como o menor inteiro

nao-negativo d = d(h) tal que h € Gy q(n).

Observagao 3.3.4.

(i) Dado e # h € G(n) tal que d(h) = d, o grupo (h, | |u| > 1) gerado pelos estados

préprios de h esta contido em Gg4-1(n) e portanto, ndo contém h.

(17) Sejam h tal que d(h) = d e a € Enda(G(n)), a imagem h* de h sobre a acao de «

é h” onde x = g((id) x -ggl)go. De fato, como 0(h) = d, entdo h comuta com gc(li.i), 1> 1.

Assim, 0(h) < 9(h*) < maz{0(h), i +9(g;) | 0 <i < d}.
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(i1i) Se « € N4(G(n)) entdo, dado um inteiro positivo m, sempre existe um elemento
h € G(n) tal que d(h* ") = m. De fato, seja g € G(n) tal que d(g) = m. Como o' é

um automorfismo de G(n), existe h € G(n) tal que h* ' = g.

Considere o dado pela sequéncia {h(i) };>0, h(i) = (h(i)1, h(i)a, - - - , h(i),), onde h(i); =

e ei > 0. Analisamos agora a acdo de ()™ = h()'a(l+1)"M, 1 >0, em G(n).

Seja 9= (91, e agn)e € G(n)a NS Sn7 entao

ga(l)fl _ [(h(l)b h(Day -+ h(D)n) (g1, -+ 5 9n)0 ((h(l)_l)l, (h(l)_l)z, o (h(l)_l)n)]a(lﬂ)—(l)
= (A1 (D)0, A2 (D), h(Dga () ),0) " 6
— <(h(l)191(h(l)—1>19)a(l+1)—17 (h(l)ggg(h(l)_1>20)a(l+1)_17"' ,(h(l)ngn(h(l)_l)ne)O‘(l“)_l) N
(3.3.1)
Assim,
gt = e
= ((h(())191(h(O)—l)lg)a(l)—l7 (h(0)292(h(0)_1)29)a(l)_l, o ,(h(O)ngn(h(())_l)ne)a(l)_l> 9

-1

onde h(0); = e. Segue que o estado (g% );, 1 <i < n, é dado por
(9° )i = (7(0)igi(h(0))i0)* V"

Agora, fazendo h(0); = (h(0)i1,- -+, h(0)in)0(hi), i = (i1, -, Gin)0(g:), onde, O(h;) e

0(g;) estao em S, temos que

h(0)igi(R(0) )0 =
- (h<0)“’ B h’(o)m)(gil‘)(hi)a to 7gme(hi))G(higi)((h((])*l)i@h cee <h<0)71)19n)9(h;91)
= (h(0)i1g30000 (R(0)™ o100, -+ - ,h(O)iTLgi'nﬂ(hi)(h(o)_l)iene(higi))e(h‘igih’i_el)'

Assim, escrevendo

(9" )i= (h(o)igi(h(o)_l)iﬂ)a(l)il = ((g"

e utilizando a equacao 3.3.1 obtemos

a(2)!
(9% )iy = (h(l)j h(0)i; 9i;0(hi) (h(o)_l)igjf’(higi) (h(l)_l)jemigihiel))
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um estado de g® e 0((g* ');) = 0(higih,') € S

Prosseguindo com este argumento, para cada palavra v de comprimento m > 1, po-

demos escrever

(gail)u = )\(gv u)a(m)*l’

onde
u,m—1 ,1 ,0
)\(g,u) = (h(m _ 1)8( ))v(u,m—l) .. (h(l)s(u ))v(u,l) (h(o)s(u ))v(u,o) '
G’ -
—t(u,0 —t(u,1 —t(u,m—1
e, v(u,j), w(u,j) para 0 < j < m — 1 sdo palavras tais que |u| = |v/|, |v(u,j)| =

lw(u, j)| =m — j, e onde s(u,i), t(u,i) € {0, 1}. Em particular,

)‘(gv U) € <h(0)e(0)a h(1>€(1)7 te 7h(j>e(j)7 ) h(m - 1)e(m71)7 gu’>a

para algumas palavras e(j) de comprimento m — j e alguma palavra v’ de comprimento

m.

Daremos agora uma condigao necesséria para que os elementos de End4(G(n)) estejam

em N4(G(n)).

Teorema 3.3.5. Sejaa € Ends(G(n)). Entdo existem r € L,, e uma sequéncia {h(j)} ;>0
de elementos de G(n), h(j) = (e,h(j)a, -+, h(j)n), tais que o/ = ak = ---h(5)V - h(1)Dh(0).
Se o normaliza G(n), entao para cada k € {1,2,3,--- ,n} e para todo | > 0, existem
m(l) > 1 e um congunto de palavras {e(i) | |e(i)| = m(l) —i+ 1, 0 <i < m(l) — 1} tais

que

h(l + m(l))k € (h(l)e(o), h(l + 1)6(1), cee ,h(l + i)e(i), <o ,h(l + m(l) — 1)e(m(l)71)>-

Demonstracao. A primeira parte ja foi mostrada acima. Para a segunda parte,

suponha que o/ € N4(G(n)). Entao, temos da observacao 3.3.1(i) que

o (j) =/ (j+ 1)Vh(j) € Na(G(n)), Vj > 0.
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Dado um inteiro positivo m, segue da observacao 3.3.4(iii) que podemos escolher
g € G(n), de forma que:
(1) 8(9""(0)71) = m e portanto, existe uma palavra u, de comprimento m > 1, tal que
(g O, #e, (97O, = e, qualquer que sejay € {1,2,---,n};
(i1) (¢ @), =0€S,, onde 1° =k, k€ {2,3,--- ,n}.

Assim,

0=(g""")
= Mg u)™ ™™
= [(Ag, w1, Mg, w)a, -+, Mg, u))0)* ™
(Mg, s (h(m) 1)) 0

(h(m)e (g, u)a(h(m) ™ )pe)* D

—1

)

(h(m)aXg, u)n(B(m) ™)) 070,
Entao, A(g,u); = h(m). Como

)\(g’ u) - (h(m - 1)8(u’m71))v(u,mfl) o <h<1>5(u’1))v(u,1) (h(O)S(%O))v(u,O) '
Gu’-
(h(o)—t(u,o))

w(u,0)

Obtemos,

h(m)k _ )\(97 U)l _ (h(m i 1)8(U7m_1)>v(u,m—l)ym_1 - (h(l)S(%l))v(u,l)yl (h(O)S(%O))v(u,O)yo )

Gu'z-

(h<0>7t(U70))w(u,0)zo (h(:l)it(u’l))w(u,l)zl T (h<m - 1)7t(u,m71)>w(u,m—1)zm,1

para algum y;, =, z € {1,2,--- ,n}; na verdade y,, 1 = 1.

Como observamos anteriormente em 3.3.4(ii), m = d(g*'© ") > d(g), entdo gy, = e,

pois |u'z| = m + 1. Obtemos assim que

h(m)i € (h(0)e(), M(1)eqr), - -+, h(m — 1)epm—-1))



63

onde e(i) é uma palavra de comprimento m —i+ 1,0 <i<m — 1.
De maneira geral, para [ > 1, escrevemos o = o/()Df(I — 1) onde f(Il — 1) =
h(l — 1) .. h(1)MA(0). Assim, dado fy € G(n) temos

/

fo = )V fol (1),
onde f= f(I—1).fo.f(I—1)"1

Devido a observacao 3.3.4(iii), podemos escolher f; tal que:
(z) O(f) > [. Portanto, f possui um estado f, = g # e, para alguma palavra v de
comprimento [, tal que ga/(l)(fl) # e. Seja m(l) > 1 a profundidade de ga/(l)(fl). Existe
uma palavra u de comprimento m(l) tal que (9@ ), =0 € S, e (¢*D ), =e¢, Yy €

(1,2,--- ,n).
(i) 6 € S, onde 1Y =k # 1.

Por outro lado, utilizando a equagao 3.3.1 obtemos

= (@1 (@) )10)™ D7 (Do (A1) )20) T (D) g (1)) 07 0
(3.3.2)

Assim, (9%07); = (h(D)sgi(A(1) ™)) T

Agora, fazendo h(l); = (h(D)i, -+, h(Din)0(hi), gi = (gi1, - -, gin)0(gi), onde, O(h;) e

0(g;) estao em S, e utilizando novamente a equagao 3.3.1 obtemos
(970 = (h(Diga(h (D)™ )io) 7 = (WO )i, (7O iz, (97D i) (9™ )0)

o (142)~1
onde (ga/(l)fl)ij — (h(l + l)j h(l)ij Gijoh ) (h(l)*l)iejg(hu)igi) (h(l + 1)*1) ,9(h(l)igih(l>-91))
J 2
é um estado de g* @' e 0((¢*D7),) = 0(h(1);gih(1)5") € S.

Prosseguindo com este argumento, para cada palavra u de comprimento m((), podemos

escrever
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onde

Mg u) = (R +m(l) = 1)2mO=D) oy ()7 D) (RO M) -
Gu’ -

(h(l)ft(u,O))w(u’O) (h(l + 1)7t(u,1)) .. (h(l 4 m(l) _ 1)7t(u,m(l)fl))

w(u,l)

e lul = [u'], |v(u,j)] = w(u, )| = m(l) —j, 0 <j <m(l) -1, e onde s(u,i), t(u,i) €

{0,1}.

Assim,

0= (g0,
= A(g, u)* trmO)

= [(Mg, )1, Mg, 1)2, Mg, u),)0)~ +m®)

eq.3.3.1 (Mg, u)1(R(I + m(l))—1)19)a’(l+m(l)+1)71’

(h(l + m(1))2A(g, w)a(h(l + m(l))1)ge ) HmO+D

-1

‘

(h(l 4+ m(1)) Mg, w)n (AL + m(1)) )0 )@ DTN g,
Entao, A(g,u); = h(l +m(l)), e da equagao 3.3.3 obtemos,

h(l4+m(l))k
=g, u)
= (h(l +m(l) — 1)s(u,m(l)—1))U(Wﬂ(l)_1)ym(l>71 .. (h(l + 1)S(u’1))v(u71)y1 (h(l)S(U’O))u(u,O)yo )
Gu'z-
(RO g A+ e (A M@ = )T O s
para algum y;, =, z € {1,2,--- ,n}.
Como observamos em 3.3.4(ii), m = d(g® D) > d(g), entdao gu, = e, pois |u'z| =

m(l) + 1. Obtemos assim que

h(l +m(l))x, € <h(l)6(0)7 h(l + 1)@(1)7 e b+ m(l) - 1)e(m(l)—1)>
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onde e(i) é uma palavra de comprimento m(l) —i+1,0<i<m(l)—1. =
Devido a observacao 3.3.2, no teorema anterior podemos tomar o’ tal que

h(j) = (h(3)1, h(G)2, - h(G)iz1 € h(G)igas - - 5 h(G)n) € G(n), Vj = 0.

Corolario 3.3.6. Seja o € Enda(G(n)) tal que o = ar = ---h(5)V) - h(1)Dh(0) para

algum k € Ly, e
h(j) = (e,h(§)a,- -, h(§)n), h(j)i € G(n), Vj >0, 2<i<n.

Se existe um inteiro jo > 0 tal que a sequéncia {0(h(j)) | 7 > jo} € ndo decrescente, entdo

a ¢ Na(G(n)).

Demonstracao. Suponha que o/ € Ny(G(n)). Segue do teorema 3.3.5 que para

[ > jo, existe m(l) > 1 tal que
h(l+m(D)xk € (h(Deq), R+ D)eqry -+ AL+ m(l) = D)en-1)), (3.3.4)

para cada k € {1,2,3,--- ,n}, onde |e(i)] > 2. Seja d = O(h(l +m(l))), entdo existe
ke{1,2,--- ,n} tal que (h(l+m(l))x) = d — 1. Por hip6tese, d(h(l+m(l))) > d(h(l +
i), 0<i<m(l)—1. Entao d — 1 = d(h(l + m(l))x) > O(h(l + i)ew), 0 <i < m(l) — 1,

pois |e(i)] > 2, e isto contradiz a inclus@o em (3.3.4) (veja observacao 3.3.4(i)).

Como consequéncia do corolario 3.3.6, obtemos que o teorema 3.2.10 continua valido

se trocarmos S pelo semigrupo T = {a € A | a = aW(gy,--- ,gn_1,€), g € G(n)}.

Corolario 3.3.7. Seja T ={a € A| a=aV (g, - ,gu_1,€), g € G(n)}. Entio T é

um subsemigrupo de End4(G(n)) com a propriedade que End(G(n)) T~ = {e}.

Demonstragao. Dado a € T temos, na notacao do corolario, h(j) = (g1, , gn_1,€),
V j > 0. Assim, a sequéncia {9(h(j)) | j > 0} é constante e portanto, a~! & End4(G(n)).
A demonstragao de que T' é um semigrupo é andloga a do lema 3.2.2. =

Lema 3.3.8. Seja o = ---géz)gg)go € Enda(G(n)) e para j > 0 escreva

() ,G—=1) (1)

a = a(j) 9j—1" 91 Yo-
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Entio o € No(G(n)) se, e somente se, a(j) € N4(G(n)) para algum (equivalentemente
todo) j > 0.

Demonstragao. Observamos que se 3 € N4(G(n)), entdao ) € N4(G(n)). De
fato, Vg € G(n), temos g = (g1, ,gn)f, onde g; € G(n) e 6 € S,. Portanto, g*" =
(67, g%)0 € G(n), jé que g° € G(n). Analogo para ¢° . Assim, se a(j) € N4(G(n))
entao a(j) € Na(G(n)), (a()) = a(j)® € Na(G(n)), -+ a(j)¥) € Na(G(n)).

Como a = a(j)(j)gj(fll) > ~g§1)go, temos que aw € N4(G(n)). A reciproca é imediata. m

Lema 3.3.9. Seja a € Endy(G(n)). Entio a € Na(G(n)) se, e somente se, algum
(equivalentemente todo) estado de o estd em Na(G(n)). Em particular, N4(G(n)) €
fechado por estados.

Demonstracao. Da demonstracao da proposicao 3.1.1, obtemos que para a =

(o, g, -+, 0, )0(0), temos a = agl)go; para a3 = (1,092, ,a1,)0(1), temos ag =
agll)gl; para aj; = (011, Q112, -+, Q11,)0(2), temos ag; = aﬁ)ng. Continuando assim,
temos que

a=afg’ " gilge Vi1,

onde a palavra v = 11---1 tem comprimento 5. De maneira andloga, podemos reescrever
a tal que

i j—1 1
a=allg? V. gV,

onde u é uma palavra arbitraria de comprimento j > 1. Segue do lema 3.3.8 que

a € Ny(G(n)) se, e somente se a,, € Ny4(G(n)) para alguma palavra u de comprimento

721 =

Corolario 3.3.10. Seja o € A admitindo estados o, € Na(G(n)) e a, & N4(G(n)).
Entao o ¢ Ends(G(n)).

Demonstracao. Suponha que a € End4(G(n)). Como a, € N4(G(n)) segue do

lema 3.3.9 que o, € No(G(n)) o que contradiz a hipétese. m
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Corolario 3.3.11. Se uma isometria a estd em Enda(G(n)), entio Q'(«), o conjunto
dos estados proprios de o, é um subconjunto de Ends(G(n)). A reciproca nao € ver-
dadeira, isto €, wma isometria que possui todos os estados em End,(G(n)) ndo estd

necessariamente em End(G(n)).

Demonstragao. A demonstracao do lema 3.3.9 nos mostra que cada estado a,, pode
ser escrito na forma «, = -- -géQ)g§1)90 para certos g; € G(n). Segue da proposicao 3.1.1

que o, € Ends(G(n)).

Para ver que a reciproca nao vale, considere a isometria a = (v, a9, -+, )0 dada
por: ay = ---gi7 - gi"go onde g; = (e,0(j)2, -+ ,0(7)a). € # 0(j); € S, Vj 20, 2 <
i<n;ap=g¢€Gn), 2<k<n Temos que ap € Enda(G(n)), 1 <k < n, logo seus
estados também estao em End4(G(n)). Agora observamos que a; ¢ N4(G(n)) devido ao

corolario 3.3.6 ¢ o, = g € N4(G(n)). Segue do coroldrio 3.3.10 que o ¢ End4(G(n)). m=

3.4 Endomorfismos de Finitos Estados

Definicao 3.4.1. Para m > 1 definimos
Em(n) ={a € A|a=a"yg, geGn)}

e Ap(n)={a€eA|a=a™yg, g€ Gymn1(n)} um subconjunto de &, (n).

De maneira andloga ao que foi feito no lema 3.2.2, podemos mostrar que &,,(n) é um
semigrupo. Ainda, da proposi¢ao 3.1.2, temos que & = Endg, (G(n)) = |J &En(n), onde
m2>0
Eo(n) = G(n).

Lema 3.4.2. Para m > 1, o conjunto A,(n) € um subgrupo de N4(G(n)) isomorfo a
GO,m—l(n)-

Demonstragao. Dados a = a™ge 8= 3™h em A,,(n) temos:

(i) a.8 € A, (n) pois g comuta com B,

(i) o=t = a~ (Mg~
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(43i) O elemento neutro é a = a(™e;

Logo A,,(n) é um grupo. Agora defina o isomorfismo

¢ Ap(n) — Gom-1(n), oz(m)g = g.

Observe que para g € G(n), podemos escrever g = g™ (g~ g) e portanto, G(n) =
E(n) C En(n), YV m > 1. Além disso, para m > 1, a forma a = a(™g é tnica; se

a=aMg, =7p"hea=/,entdo o™ = 3" e g = h.
Proposicao 3.4.3. Sejam p, q inteiros. Se p # q, entdo E,(n) # E,(n), eseq>p>1
entao E,(n) NEy(N) = Emde(p,g) ().

Demonstracio. Sejam o = aP0 € &,(n) e ¢ > p. Suponha por contradigdo que
E,(n) = E,(n), entdo existe 3 = BPh € &,(n) tal que a = 3. Temos

a=a9 =aPV5@g = ... = PPN ... 50 g

e como « = [ também temos,

a=aPh=a@p®p =... = ql)pe=p) . p@Op

Segue que ¢(P~19) ... 5@ g = plla=Dp) ... P} Aplicando a funcio profundidade a ambos

os membros obtemos
(p—1g=(—1Dp+0(h), g=p—0(h) <p
o que contradiz a escolha g > p.

Para a segunda afirmacdo, dado a = a¥g € £;(n), d = mdc(p, q), podemos escrever

p =dp; e ¢ = dqy, para alguns inteiros p;, ¢;. Assim,

a=a@g—aqlhy@g ... _ (mdg(nDD @Dy g )

e da mesma forma
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e portanto, a € &,(n) N &,(n). Por outro lado, dado a = a®Ph = aWg, ¢ = sp + r (ou

r =q— sp) temos
a=aPh=a®pPp=...=qEps=0p @] = P

onde B’ = h(=DP) ..., h. Segue que o = PR que implica a@ = o) (h’)_(r) .
Assim,

a=aPg=a"H)"g=a"n €& n)
onde hy = (h/)f(’") g € G(n). Pelo algoritmo de Euclides, p = syr 4171, s1 >0, 0 <7y <r,

e repetimos o argumento acima utilizando o = o h; = ah. Prosseguindo, atingiremos

a=adfe&n). =

Observagdo 3.4.4. Dados e # g = (e,g2, - ,gn) € G(n) e ¢ > 0, temos que a = a!?g €
E,(m)\E,y(n) para todo p < g. De fato, se a € £,(n) entdo da proposi¢do anterior temos
a € &4(n) onde d = mdc(p,q). E utilizando o argumento da demonstragao anterior,
obtemos o = a!Oh g, para algum h € G(n). O que implica em e = h@g ou ainda,

g =h~@ e isto contradiz a escolha de g.

Dado m > 0, existe um primo p > m, logo & (n) C &,,(n). Agora, do corolario 3.3.7,
temos que &, (n) € Na(G(n)).

Proposigao 3.4.5. Seja U, (n) = {a = a™g | g € G(n), gim = e}. Entio U, (n) é um
transversal a esquerda de G(n) em &, (n). Além disso, seja Viy(n) = {a = a™g | g =
(€, gim-11,"++ , gum)}. Entao, E,(n) = Vin(n)A,(n)G(n) e a correspondente fatorizagdo

dos elementos de €, (n) € unica.

Demonstracao. Demonstragao andloga a dada em [8]. =

Observe que dado o = aMyg, onde g = (g1, --- , gn)0}, entdo existe r € G(n) tal que,

ar = (ar)M(e, hg, -+, hy)0. De fato, escrevendo
a=(ag)M(e, g1 92,91 g3+, 91 gn)0L,
e multiplicando ambos os membros por g; = (11, g12, " * * , gin )02, Obtemos

agr = (@g1) V(g0 97192919+ 91 0G0 0102
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Se Jan = 6 fazemos r = g;. Senao, repetimos o procedimento e numa quantidade finita

de passos, ja que 9d(g) < oo, obteremos o r desejado.

Teorema 3.4.6. Ng () (G(n)) = Ai(n)G(n).

Demonstraciao. Suponha que o = aVg € Ne,(n)(G(n)). Pelo observado acima,
existe r = (rq, -+ ,7,)0 € G(n) tal que ar = 8 = W (e, hy, -, h,)01, onde h; € G(n),
2<i<nef €58, Seb =e, entio = 3D (e, hy,---,h,) e pelo corolario 3.3.7, h; = e.
Logo, ar = 3 = e ou seja, a = r € G(n). Se #; # e, entdo usando & = 6Mg; "' € Ai(n),
temos que 35 = M (e, hy, -+, hy)010060, 71 = (86) (e, hS,--- ,h%), onde h® € G(n).
Segue novamente do coroldrio 3.3.7 que h? = e. Portanto, 3 = e ou equivalentemente,

a=0"1r"1 e Ai(n)G(n). A outra inclusao segue imediatamente da proposi¢io 3.4.5. m

3.4.1 Fatores comutativos

Sabemos da observacao 3.3.1 que para a = --- ¢2? ¢, Mgy, onde o conjunto {gi(i)}iz() C
G(n) é comutativo, temos que a € N4(G(n)). De maneira geral, se o conjunto {gz-(im)}izo C

G(n) é comutativo entdo o = - - - g ®™ g, (™ gy € N4(G(n)).

Exemplo 3.4.7. Dado m > 1, definimos L,,(n) = (c@ ~) | i > 0), onde 0 =
(nn—1---21)evy=(12)sao permutagoes de S,,. Entao, todo elemento a de L,,(n)

pode ser escrito na forma

a =00 ... g8mem g,

onde 6; € S, 0 < i < r. Note que 05"”"”) comuta com Qj(jm). Seja Ly, (n) o fecho de L,,(n)

em relacdo ao produto infinito de seus elementos. Dado o € L,,(n), temos que
a =00 .. gl ey,
onde o conjunto {9§im) | @ > 0} é comutativo e, pelo observado anteriormente, a €
Na(G(n)), logo Ly(n) < Na(G(n)).
Agora, para m > 1, dado h € G(n) tal que o conjunto

P(m,h)(”) = {h7 h(m)7 h(2m)7 R h(sm)7 T }
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é comutativo, entao a« = a™h € N, (,)(G(n)). Descrevemos os elementos h = (e, ga, -+ , )
€ G(n) para os quais P,y (n) é comutativo. Devido ao coroldrio 3.3.7, para m = 1,

P py(n) é comutativo somente quando h = e.

Proposicao 3.4.8. Sejam m > 2, h = (g1,92, - ,9n) € G(n) onde gy = e e h #
e. Entdo, Py, p(n) € um conjunto comutativo se e somente se, para toda palavra u de
comprimento sm — 1, s > 1, giy = (Giut, Giuzs " * * > Giun)Oiu, Satisfaz o sistema

4 —1 —1
o—1 o—1 g. o1 = €
(Dl T (1) % Tiu(1) i

-1 -1 _
wnt Jet Jue 927°

1 g

\ 'Lu(n)el_u

1 9, 71 Gn—=02¢€

(n)liu  “iu(n) iu

onde 2 <i<n.

Demonstracao. O conjunto P, »)(n) é comutativo se e somente se, [g;, hesm—D] = ¢,
para todo s > 1 e 2 <1 < n; se e somente se, para toda palavra u de comprimento sm —1,
temos [giu, (€, 92, ,gn)] = €; se e somente se, para toda palavra u de comprimento

sm — 1a Giu = (giulagiu27 o 7giun)9iua 2 S [ S n, satisfaz o sistema

Corolario 3.4.9. (i) Sejam m > 2, h = (e, g2, - ,gn) € G(n), h # e. Se para toda
palavra u de comprimento sm — 1, s > 1, temos gy, inativo e g, gx] = €, 2 < i,k < n,
entao Puy, py(n) € um conjunto comutativo. Em particular, se O(h) < m—1 entdo Ppy, py(n)

é comutativo.
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(ii) Sejam m > 2, h = (e,g2,-- ,9p) # € € H(p), p primo. Entao, Pu,p)(p) € um
conjunto comutativo se e somente se, para toda palavra u de comprimento sm—1, s > 1,

temos gi, nativo e [Giuk, gx) = €, 2 < i,k < p.

Demonstracao. Na primeira afirmacao, as hipdteses implicam claramente que o

sistema A; ¢ satisfeito, logo Py, p)(n) é um conjunto comutativo.

Para a segunda afirmacao, suponha inicialmente que P, »)(p) é um conjunto comu-
tativo. Segue da proposicao 3.4.8 que, para toda palavra u de comprimento sm — 1,
Giv = (Giw1, -+, Giup)o”, 7 € {0,1,--- ,p — 1}, satisfaz o sistema A;. Suponha que r # 0,

entdo 0" é um p-ciclo e 1" =a, a € {2,3,--- ,p — 1}. Do sistema A; temos

Gtyer Ja ' e =€ = ga=e.

Novamente de A; temos

-1 1 B B
giu(a)U_T g(a)U_T g’iu(a)a_Tga =€ = g(a)a—r = €.

Continuando este procedimento, obtemos gp = e, V k, ou seja, h = e, o que contradiz
a escolha de h. Logo, r = 0 e segue de A; que [giuk, gr] = €, 2 < i,k < p. A reciproca

segue da parte (i). =

Vamos considerar o subgrupo D,,(n) = (¢¥™ | j > 1) de D(n) = (¢ | j > 0). Vimos
na proposigao 3.1.7 que D(n) é um grupo abeliano isomorfo ao produto direto restrito
do grupo ciclico C,,. Agora vamos determinar um subgrupo de Ng,, (,)(G(n)) isomorfo ao

produto direto de n — 1 cépias de D,,(n).

Proposicao 3.4.10. Seja m > 2, entao
D,(n)={a|a=a"™(e,g2,- - ,gn), gi € Dm(n), 2<i<n}

¢ um subgrupo de Ng, (G (n)) isomorfo ao produto direto de n — 1 cdpias de Dy, (n).

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que ID,,(n) é fechado para o produto. Se-

jam a = o™ (e, g2 ... glnm)) e 3 = g (e gltzm) ... gEm)) elementos de ID,,(n).



73

Entao

. (m—1) . (m—1)
af = (aB)™ (e, (Umm))ﬂ 7(U(Jnm))ﬂ Ye, o2 .o glinm)y, (3.4.1)

B(mfi)

Agora, notamos que (a(jm_”l)) = oUm=*) v 4§ >1 0<i<m-—1 Vamos

mostrar isto por inducao em j. Para j = 1 temos

e O (L ) I (L L (e e
— ((0(1))(e7a<m)7~~,a(m”))(mi) _ (0(1)>(m7i) _ glm—it1).
Para 7 > 2 temos,
(O_(jmfiJrl))ﬁ(m_i) _ ((O_((jfl)erl))(mfi))ﬁ(m_i) _ ((U((jq)mﬂ))ﬁ)(m—i)
- ((J((J'*l)erl))ﬁ(m)(e,a(mt),-n ,g(mw)) (m—9)
1 m mt (m_z)
- (<U((Jfl)m+l))(e’a< Vot ))> (indugao)
= (((o“f“m))(n)(ewmt%---,a<mt>>)(m‘“
= (oGm0 plmit),
Voltando a equacao 3.4.1 obtemos
af = (af)™(e,a2™ ... glinm))(e gltzm) ... gty
= (aB)™ (e, gm gltm) ... Glinm) g inm)y
Entdo, de maneira geral, dados o = a™ (e, ga,- -+ ,gn) € B = B (e, hy,--- , hy,) com g; e

h; em D,,(n) temos

Oéﬁ = (a6>(m)(67g2h27 e 7gnhn)

Agora observamos que para os elementos g; = o™, 2 < i < n, do grupo D,,(n) temos
que h = (e, go, - , gn) satisfaz as duas condigdes de comutatividade dadas no corolario
3.4.9(7). De fato, para toda palavra u de comprimento sm — 1, s > 1, temos que: (i) se
1 < s < j;, entdo (J(j"”))u = gUm=lul) = (Gi=s)m+1) “onde 1 < (j; — s)m + 1. Assim,

(a(jim))u é inativo e [(oim)) - ogUim)] = [glUi=9Im) gliim)] = ¢ 2 < k < n; (i) se s > jj,

uk
entao (a(jim))u = e, segue que (J(jim))u ¢ inativo e [(J(jim))uk,a(jm)] =e2<k<n.

Entao segue do corolario 3.4.9 que o = a™h € Ng, () (G(n)).
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Concluimos que ID,,(n) é um subgrupo de N, ,)(G(n)). O isomorfismo é dado natu-

ralmente:

(927935"' 7gn) = a:a(m)(e>g27“' 7gn)7

v (927 e 7gn) S Xn_le(n). n

Corolario 3.4.11. Dado m > 2, entao
D (n)={a|a=a™(e,d" ,d" 2% - d*d), de D,(n)}

¢ um subgrupo de Ng, (G (n)) isomorfo a Dy, (n).

Demonstracao. Segue imediatamente da proposicao anterior. m

Lema 3.4.12. Seja m > 2, entao
H,(n)={9g€Gn)|Y|ul=sm—1, s>1, g, éinativo e gy =€, 2 <k <n}

é um subgrupo de G(n). Além disso, Hy,(n) = (Xpm Hp(n))Gom—2.

Demonstragao. Sejam g, h € H,,(n), entdao para qualquer indice u tal que |u| =
sm — 1 existe um indice u’ de mesmo comprimento tal que (gh), = g,h.. Portanto, (gh),
é inativo e (gh)ur = gurhwr = €, 2 < k < n. Se h é o inverso de g € H,,(n), entdo
V |u| = sm — 1, temos (hg), = hygw = €, logo h, é inativo e (hg)ux = hukrgur = € € como

gk = € obtemos h,, =e, 2 <k <n.

Para a segunda afirmagdo, observamos que Go,,—2 < H,,(n) pois os elementos de
Gom—2 tém profundidade m — 2 < m — 1, veja corolario 3.4.9(i). Seja z € X,mH,,(n),
uw um indice de comprimento sm — 1, u = ru/, |r| = m, |v'| = (s — 1)m — 1. Entéo,
x, € Hp,(n) pois ele é uma das coordenadas de z, z, = (z,), € entdo x € H,,(n). Agora,
se g € Hp,(n) entdo para |u| = m — 1 temos g, inativo e portanto, podemos escrever

g = (gwla T agwnm)h onde h € G07m_2 e |w,| =m. =n

Utilizando H,,(n) vamos definir um subgrupo de &,,(n). Antes provamos o seguinte

lema.
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Lema 3.4.13. Seja 3 = 8™ (e, hg, -+ , hy) tal que h; € H,,(n), 2 < i <n. Entdo g™

centraliza H,,(n).

Demonstracao. Dado um arbitrario g € H,,(n) vamos verificar, por indu¢ao na
profundidade de g, que ¢ = g. Se d(g) < m — 1 é imediato que ¢*"" = g.
Escrevemos g = ¢'m onde ¢' = (g, .4, ,._,) € Stabem)(m — 1), |wi| = m —1e
7 € Gom_o. Entao ¢’ = gr' € H,,(n) devido ao lema anterior, d(g) = d(¢'), e portanto,

suas entradas g}, , 1 < <n™ ! sdo inativos. Assim, ¢°" " = (¢')°" V7 e
()"

= ((g)" . (g;nm_1>ﬂ)

= ((g,)"""

(m—1) (m—1)\ P pBlm—=1) glm—1) h
(™ ),---,((%nm_ll) e () ))

onde h = (e, hy,- -+, hy,). Como g' € H,,(n) temos que g, , = e,2 <k <n, g,,.1 € Hy(n),

Bmp

OUERS
Q
E\

3
3
L
N——

1 <i<n™! etém profundidade menor que ¢’. Segue por inducao que

()"

h h h
((9;11767"'76) 7(g;;217€7"'76) 7"'7<gq{unm,11767”'a6>)

= ((giml?ea”' 76)7(g;)21767”' 76)7"' ) <g;unm_117e7”' 76>)

Por outro lado, como ¢ € H,,(n) e |w;| = m — 1 temos que

/

g :<(g£u117€7”' 76)7(921;21767"' 76)7"'><91/unm_11a6>"' ,6)).

Entdo, (¢')*" " = ¢ que implica (¢)*"™" =¢. =

Proposicao 3.4.14. Seja m > 2. Entdo
H,,(n)={a|a= a(m)(e,gg, o Gn), Gi € Hyp(n),2 <i<n}

¢ um subgrupo de Ng, ) (G(n)) isomorfo ao produto direto de n — 1 cdpias de Hy(n).
Além disso, H,,(n) N E.(n) = {e}, qualquer que seja r < m.
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Demonstragao. Sejam o = o™ (e, g2, - ,g.) € B = B (e, hy, -, hy) elementos

de H,,(n). Entao

m (m—1) (m—1)
Qﬁ:(aﬁ)( )(eagg h2>"' 795 hn)

= (aﬁ)(m)(e, g2ha, -+, gnhn) (aplicando o lema 3.4.13)

¢ um elemento de H,,(n). Entao, a™! = (a‘l)(m) (e,95 %, -+ ,g-1). Assim, temos um
isomorfismo natural

(927"' agn) = Q= &(m)(6’927"' 7gn)

Agora segue da observacao 3.4.4 que H,,(n) N &.(n) = {e}, paratodor <m. =

Decorre da proposigao anterior que, fixando uma coordenada j, H,,(n,j) = {a | a =
a™M(e, -+ e gje - ,e€), gj € Hn(n)} é um subgrupo de H,,(n) isomorfo a H,,(n) =
(Xpm Hin(n))Gom—2, ou seja, H,p,(n,j) = (Xpm H,y, (1, 7))Gom—2. Além disso, H,,(n,j)N

E-(n) = {e}, qualquer que seja r < m. Segue que

H,,(n) = H,,(n,2) x H,,(n,3) X -+ x H,(n,n).

A aplicacdo p : @ — oV é claramente um endomorfismo de A, F, e G(n). Notamos
ainda que p é também um endomorfismo de &,,(n). De fato, dado a = a™g € &, (n)

temos: af = aV) = (a(m)g)(l) — (a(l))(m) g € £,.(n), e portanto,
pra=a™g— ol = (&(1))(m) e

¢ um endomorfismo de &,(n). Segue que p € End(Ng,, () (G(n))). Assim, IDy,;(n) =

(Dpm(n))” e H,y,i(n) = (Hm(n))p sao subgrupos de Ng, ) (G(n)), para todo i > 0.
Note ainda que D, ,,(n) < ID,,(n)G(n) e H,y,,m(n) < H,,(n)G(n).

3.4.2 Involugoes de Grau 2

Iniciamos lembrando uma notacgao utilizada na secao 1.2 que sera muito ttil nesta secao.
Dado o € A e uma palavra u € M, escrevemos u *x o € A para u fixo, como « induzido

na subdrvore u7,, e fixando os vértices fora desta subdarvore.
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Seja a = a®g € £(n). Se a é uma involucdo entdo a!®g = g~'a(?. Reciprocamente,
se a(2)g = gila@) entdo o? = oz(2)goz(2)g = a(2)gg*1a(2) = (a(2))2 = (042)(2) e portanto
a? =e. Assim, a®g = g~'a® 6 equivalente a ¢*” = g~'. Em [8], S. Sidki ¢ A. Brunner
questionaram a respeito da caracterizacao de g e responderam a esta questao para as
involugoes basicas ¢ = u * 0 em arvores binarias. Estendemos este resultado a arvores
n-arias, para involugoes u x #, onde # € S,, e # nao fixa vértice algum do primeiro nivel da

arvore.

Lembramos que 6 é uma involucao em 5, se, e somente se,  pode ser escrito como um
produto de transposicoes disjuntas. Agora, o fato de 6 nao fixar elementos de {1,2, -+ ,n},

obriga n a ser par.

Teorema 3.4.15. Seja 0 € S,, uma involugao que nao fixa vértices do primeiro nivel da
drvore T,,, n par. O elemento a = o' (u * 0) ¢ uma involucio se, e somente se, u = @,
ou lu| =k € impar e nenhum prefivo de u de comprimento impar é um sufizo de u, se e

somente se, {(ux*0)*) | i >0} é comutativo.

Demonstracao. Escreva u *x # = v. Temos que o = v é uma involucdo para
u = ¢,1,2,--- ,n, pois neste caso & € Ay(n) < Ng,p(G(n)), veja lema 3.4.2. Seja

U= j1jo - Jr—2Jk—1Jk, k > 2. Como vimos no inicio desta subsecao, a é uma involugao

(2)

(2)
se e somente se v = v, se e somente se, (va ) =1, = 0.
u

Temos:
(2) (1) (1) (1)
(0% _ 03 (0% (0% _ (6% (0% (0% (0% (0% (0% (0% (0% (0%
v _(Ul yUg 5o, Uy )_((011’1}127"' 77}171)’(”2170227"' ,1)2”),--- ’(Unlwvn%"' » Unn
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) a(g)v (2)
_ 6% v « v (0% v (6% v (67 v . (6% v . (0% v . (0% v .
- ((Ull y V12 5, Uy )7<U21 yUsa » Uap, )7 7(Un1 »Yn2 )y Ynn ))7
(2) (1) (1)
a\“y atuy a Mo,y avir |, aviny .. Qup1 AVnn\\.
vg = (v i ) = (i1 Vi) (Uit Vi)
prs — 0P vrs _ ( aWvrvegr a(l)vnvrsn)
ilrs ilrs ilrsl ) » Yilrsn
_ aV11Vrs1l QUInVUrsln ... AUn1Vrsnl AVUnnVUrsnn
((Uilrsll ) 7Uilrsln )7 ’ (Uilrsnl ’ ) Yilrsnn ))

Seja k > 3. Entao, para s < k, temos

(2) E

« _

(U ) T Ve
J1J2:Js—1]s
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onde

1 sz
— W (05, 5513 (Vi seajesissis1is) ** (Visjamga2je 1js)s se s > 3 € Impar ,
se s >2épar.

a(vjs—ljs)(Ujs—3j3—2js—1js) o (Uj3j4-"js—2js—1js)’

Agora tomamos s = k e vamos supor que k é par. Entao, para

w = (/Ujkfljk)(Ujk73jk72jk71jk) T (Uj3j4"'jk72jk—1jk)

) E )

N 6% — — aw __ (6% rw vw S

temos 0 = <v > =, =0 =10 = 6. Escrevendo vw = (viwy, -, vwy),
u

obtemos de # = 6" que
VW] = V1oWqe, Vol = VgolWas, **+ , UpWy = VpoWyo.

Sabemos que existe i(=j;) € I = {1,2,--- ,n}talquev; #eev; =e, Vj#i, je I
Assim, v;w; = vpw;e ou ainda, v; = vpwew; . Por hipétese, § nao fixa elementos de I,

1

logo i? # i e portanto v = e. Segue que v; = wpw; . Mas como 9(v;) > d(wpw; '),

temos uma contradigao. Portanto k é impar. Escreva

w = (’Ujk72jk71jk)(Ujkfsjk74jk73jk72jkfljk) e (’Ujsjzl"'jkfzjkfljk)'

~ a? E a(1>vjkw aMuy; w Vi, W
Entao temos 6 = (v = v, = Uy = 0% Y = 0", Escrevendo v w =
u
(vj w1, -+ ,Vj,,Wy), obtemos de 6 = §"x" que
Vj,1W1 = 'Ujk(l)ﬂwlﬁ, Vj2Wo = 'Ujk(2)6w297 oy UipnWp = Ujk(n)owne.
ou equivalentemente,
- _ —1 - _ —1 - _ -1
(Viye) Vi = wiowr, (Vie0) Vi = waewy e (Vi) Vi = Wae(wa)

Em cada uma das equagoes acima, a profundidade do primeiro membro é diferente da
do segundo quando algum deles é nao trivial. Isto implica que cada membro é igual a

identidade. Portanto,

Vi) = Vjpl = Uj(1)0 = Uj1 = €, W1 = Wye

Vje(n)? = Vjpn = Vjp(n)? = Ujpn = €, Wy = Wy
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Entao v;, = e e, portanto, j; # ji. A equacao w; = w;s fornece

=0 o =¢€, 1 <1<n,

Vst _ajk—1Jki Jk—27k—1Jk (4)

ou Se€ja, Vj, ,jx 1jx = €, portanto jijajs # jr—2Jk—1Jk-

Entaov w = (Ujkfsjkf4jk73jkf2jk71jk)(Ujk77.7‘k76jk75jk74jk73jk72jk71jk) T (/Uj3j4”'jk72jk71jk) e

O = QUi = ¥ = eyjk—sjk—4jk—3jk—2jk—1jkw/
- - - )

I — . . . . . . . . ... . . . . . 1 -
onde W' = (Vi i gjrsie_aiksin—sin-1i) """ Vjsjas_aje_rjx). Repetindo a argumenta

gao acima, obtemos Vj, i, iic_sjr_2ik_1i e, portanto

Vg 7ik—6dk—5Jk—adk—3Tk—20k—1Jk

J1J2J3Jad5 F Jh—adk—3Jk—2Jk—1Jk € J1J2737475J6J7 F Jk—6Jk—5Tk—aJk—3Jk—2Jk—1Jk- De maneira

geral obtemos,

sk = Ujp_agk—1dk = Vik—sik—adk—sik—2ik—1k — " = Ujsjaju_sin—2dk—1jk — €3

W F ik J1J2J3 F Jh—2Jk—1Jk, s Jijecc Jk—2 F J3Jac Jh—2k—1Jk-

Se o conjunto A = {(u * 0)2) | i > 0} é comutativo entdao a é claramente uma invo-
lugdo. Suponha que u = ¢, entao A = {Q(Qi) | 1> O} é comutativo. Agora suponha que
|u| = k é impar e nenhum prefixo de u de comprimento impar é um sufixo de u. Se k =1
entdao o € Ay(n), veja lema 3.4.2, portanto A é comutativo. Suponha k > 3 e u = iuq,
para algum i € I, i > 2. Entao iu; x0 = (e, -+ ,e,g;,€,--- ,e). Pelo coroldrio 3.4.9,

precisamos mostrar que para todo w de comprimento impar g;,, é inativo e gy, g;| = e.

Como ¢g; = uy * 6 temos g;, = e, exceto quando r é um prefixo de u;. Se w é um

. , . - , oy ..
prefixo de u; de comprimento impar entao u; = wuj e g, = uj * 0 o qual é ativo
somente quando u] = ¢, portanto u; = w; o que nao pode ocorrer pois |u;| é par. Agora
suponha que wi é um prefixo de uy, isto é, uy = wiu}. Entao, g, = u} * 6. Como u
é um sufixo de u; de comprimento impar, ele nao pode ser um prefixo de u; e portanto

[giwivgi] = [U/1 * 0, uq * Q] =e. n
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Apeéendice A

Notacao

‘/I/‘y

[, Y]

U *
u*x G

AxB
AWryB
Awry B

AwrB

A=~ B

(21, T2, 2
A

Co(x)

PY)
End4(G)
Na(G)

d(h)

y oy

x_ly_lxy

arvore regular n-aria

arvore regular definida sobre o alfabeto Y
mondide livre gerado por Y

grupo dos automorfismos (isometrias) de 7,
conjunto das funcoes de Y em A

conjunto dos estados do automorfismo «

H ¢ subgrupo normal de G

produto direto dos grupos A e B

automorfismo « induzido na subarvore u7,,
grupo G induzido na subarvore u7,

produto semidireto dos grupos A e B

produto entrelagado permutacional (completo) dos grupos A e B
produto entrelagado permutacional (restrito) dos grupos A e B
produto entrelacado padrao dos grupos A e B
A é isomorfo a B

grupo gerado por zy, - , T,

subgrupo derivado

centralizador do elemento z em G

grupo de permutacoes do conjunto Y
endomorfismos de G induzido por A-conjugacao
normalizador de G em A

profundidade do automorfismo h
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