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RESUMO

Seja K um anel associativo, comutativo e com unidade e seja L{X) a &lgebra de Lie
livre sobre K, livremente gerada por X = {xy,29,...}. Seja f = f(z1,...,2,) € L(X)
e seja G uma algebra de Lie sobre K. Dizemos que f = 0 é uma identidade em G, se
f(g1,--.,9,) = 0, para todo g1,...,9, € G. Dois sistemas de identidades {u; = 0| i € I}
e {v; =0 | j € J} sao equivalentes, se toda dlgebra de Lie sobre K satisfazendo todas
as identidades u; = 0, satisfaz todas as identidades v; = 0 e vice-versa. Se o sistema de
identidades {u; = 0 | i € I} ¢é equivalente a algum sistema finito de identidades, entao
dizemos que o sistema {u; =0 | i € I} tem uma base finita.

Nesta dissertacao, demonstraremos que, sobre um corpo de caracteristica 2, o sistema
de identidades de élgebras de Lie formado pelas identidades [[z1, 2], |23, z4],25] = 0 e
[[z1, x9, 23, ..., xp], [x1,22]] = 0 (n = 3,4,...) ndo tem base finita. Provaremos também
que, sobre um corpo infinito K de caracteristica 2, a dlgebra de Lie gly(K) das matrizes
2 x 2 nao tem base finita para suas identidades. Finalmente, mostraremos que a algebra de
Lie M, de todas as matrizes 3 x 3 sobre Q com a primeira coluna e a terceira linha nulas,
vista como um anel de Lie, nao possui base finita para suas identidades. E conhecido que as
identidades de M, vista como dlgebra de Lie sobre QQ, tém base finita. Esta dissertacao esta
baseada nos artigos de Vaughan-Lee [17], de Krasilnikov [12] e também no livro de Drensky
[5].

Palavras-chave: Identidades em algebras de Lie, variedades de algebras de Lie,

problema (ou propriedade) da base finita.



ABSTRACT

Let K be an associative and commutative unitary ring and let L({X) be the free Lie
algebra over K freely generated by X = {xy,2o,...}. Let f = f(z1,...,2,) € L(X) and
let G be a Lie algebra over K. We say that f = 0 is an identity in G if f(g1,...,9,) =0
for all g1,...,9, € G. Two systems of identities {u; =0 | i € I} and {v; =0 j € J} are
equivalent if every Lie algebra over K satisfying all the identities u; = 0 satisfies all the
identities v; = 0 and vice versa. If the system of identities {u; = 0| € I} is equivalent to
some finite system of identities, we say that the system {u; = 0 | i € I} has a finite basis.

In this dissertation, we will demonstrate that, over a field of characteristic 2, the system of
identities of Lie algebras consisting of the identity [[z1, z2], [z3, 24], 5] = 0 and the identities
[[z1, 9, 23, ..., @p], [x1,22]] = 0 (n = 3,4,...) has no finite basis. We will prove also that,
over an infinite field K of characteristic 2, the Lie algebra gly(K) of the 2 x 2 matrices has
no finite basis for its identities. Finally, we will show that the Lie algebra M, of all the 3 x 3
matrices over (Q with the first column and the third row with zeros, viewed as a Lie ring,
has no finite basis for its identities. It is known that the identities of M viewed as a Lie
algebra over Q have a finite basis. This dissertation is based on the articles of Vaughan-Lee
[17] and Krasilnikov [12] and also on Drensky’s book [5].

Keywords: Identities in Lie algebras, varieties of Lie algebras, finite basis problem (or

property).
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INTRODUCAO

O problema de base finita para identidades de algebras

Neste trabalho, nosso objetivo serd estudar o comportamento de algumas dlgebras (ou
variedades de élgebras) de Lie com relacao as suas identidades, isto é, se estas dlgebras
(ou variedades) tém uma base finita para suas identidades. Mais precisamente, seja K
um anel associativo, comutativo e com unidade e seja L(X) a édlgebra de Lie livre sobre
K, livremente gerada por X = {x1,xs,23,...}. Seja G uma algebra de Lie sobre K. Um
elemento v = v(z1,x9, ..., x,) € L(X) é uma identidade em G quando v(g1, g2, ..., 9n) = 0,
para todo g; € GG. Neste caso, dizemos também que a expressao v = 0 é uma identidade
de G. Dois conjuntos de identidades {u; | i € I} e {v; | j € J} s@o equivalentes quando
toda algebra de Lie sobre K, satisfazendo todas as identidades wu;, satisfaz também todas
as identidades v; e vice-versa. Se {u; | i € I} é equivalente a algum conjunto finito de
identidades, nés dizemos que o conjunto {u; | i € I} é finitamente baseado ou tem uma
base finita. Seja {fi(z1,...,2,,) € L(X)| i € I} um conjunto de polinémios da algebra de
Lie livre L(X). A classe V de todas as algebras de Lie sobre K que satisfazem as identidades
fi =0, 1 € I, é chamada de variedade de élgebras de Lie definida (ou determinada) pelo
sistema de identidades {f;| i € I}. As defini¢bes destas nogdes para algebras associativas
sobre K sao analogas.

O problema de base finita, para um sistema de identidades em &lgebras, é descobrir se
o sistema é equivalente a algum sistema finito de identidades. Observe que toda variedade

é definida por um sistema de identidades e dois sistemas de identidades sao equivalentes se,
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e somente se, eles definem a mesma variedade. Por isto, o problema de base finita pode
ser formulado para variedades de algebras: “Pode uma dada variedade ser definida por um
conjunto finito de identidades?” Note também que este problema pode ser levantado para
uma algebra G: “O conjunto de todas as identidades satisfeitas em G é equivalente a algum
conjunto finito de identidades?” Nos casos em que a resposta é positiva, nés dizemos que
o dado sistema ou a dada variedade tem uma base finita de identidades, ou seja, que
estas identidades sao finitamente baseadas ou tém uma base finita.

Ainda é um problema em aberto se toda algebra de Lie sobre um corpo de caracteristica 0
tem uma base finita para suas identidades. Por outro lado, as identidades de cada dlgebra de
Lie de dimensao finita sobre tal corpo tém base finita (II'tyakov [10]). Observamos que, para
algebras associativas sobre um corpo de caracteristica 0, o problema (também chamado de
problema de Specht) tem solucao positiva, isto é, cada dlgebra associativa sobre tal corpo
tem base finita para suas identidades. Esse é um resultado celebrado obtido por Kemer em
1987, em [11].

Sobre um corpo K de caracteristica p > 0, existem algebras de Lie, cujas identidades nao
sao finitamente baseadas. Mais ainda, se K for infinito, entao existem algebras de Lie de
dimensao finita que nao tém base finita para suas identidades (Vaughan-Lee [17], para p = 2;
Drensky [6], para p > 2; vide também [1], Teorema 1.5.7). Em particular, as identidades da
algebra de Lie gly(K), de todas as matrizes 2 x 2 sobre um corpo infinito K de caracteristica
2, ndo tém base finita (Vaughan-Lee [17]).

Por outro lado, Vasilovskii demonstrou em [16] que se K for um corpo infinito de
caracteristica # 2, entdo as identidades de ¢glo(K) tém uma base com uma ftnica
identidade, que ¢ |y, z, [t, z], ] + [y, z, [z, 2], t] = 0. Para um corpo de caracteristica 0, isto
foi provado anteriormente por Filippov [7], porém vale a pena ressaltar que foi Razmyslov
[13] que encontrou a primeira base finita de (trés) identidades da algebra de Lie gl (K') sobre
um corpo de caracteristica 0. Observamos que sobre um corpo finito, as identidades de uma
algebra de Lie de dimensdo finita sempre tém base finita (vide Bahturin e Ol’sanskii [2]).
Vale observar também que para a dlgebra de Lie gl,(K'), das matrizes p x p com entradas
em um corpo infinito K de caracteristica p > 2, ainda é um problema em aberto se as suas
identidades sao finitamente baseadas.

Note que sobre um corpo K de caracteristica p > 0, existem algebras associativas, cujas
identidades nao tém base finita. Isso foi provado por Belov [3], por Grishin [8] (para p = 2)

e por Shchigolev [14] (vide também [4, 9, 15]). Para algebras associativas de dimensao finita
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sobre um corpo infinito de caracteristica p > 0, ainda nao sabemos se as identidades destas
algebras sempre tém base finita. Em particular, nao é conhecido se a algebra associativa
M, (K), das matrizes 2 X 2 com entradas em um corpo infinito K de caracteristica 2, tem

uma base finita para suas identidades.

Resultados principais

No primeiro capitulo, o nosso foco principal sera apresentar as definigdes necesséarias para
o entendimento do conteido desta dissertacao, tanto para as demonstracoes dos teoremas
principais que apresentaremos abaixo, quanto para os resultados auxiliares, junto com elas
algumas proposigoes e teoremas que sao resultados relativamente bem conhecidos da algebra
em geral.

No segundo capitulo, nosso objetivo principal serd a demonstracao do seguinte teorema,

provado por Vaughan-Lee, em [17]:

Teorema 1 (Vaughan-Lee). Seja K um corpo de caracteristica 2. Seja V a variedade de

algebras de Lie sobre K definida pelas identidades
[[1, 22, [x3, 24],25] =0 e [[x1, 22, 23,...,2,], [r1,22]] =0, com n=3,4,....

Entao, V nao tem base finita para suas identidades.

Este teorema, deu o primeiro exemplo de uma variedade de dlgebras de Lie sem base
finita para suas identidades. Observe que, no artigo de Vaughan-Lee [17], este teorema foi
enunciado de forma diferente. Nesta forma, o teorema foi escrito por Drensky, em [5].

No terceiro capitulo, nosso objetivo principal serd a demonstracao do seguinte teorema,

também provado por Vaughan-Lee, em [17]:

Teorema 2 (Vaughan-Lee). Se K ¢é qualquer corpo infinito de caracteristica 2, entao

a dlgebra de Lie gla(K) das matrizes 2 x 2 sobre K nao tem base finita para suas identidades.

Este teorema, deu o primeiro exemplo de uma algebra de Lie de dimensao finita que nao
tem base finita para suas identidades.

Agora, note que as dlgebras de Lie encontradas por Vaughan-Lee [17] e Drensky [6]
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nao tém base finita para suas identidades, se elas forem vistas como anéis de Lie (isto é,
algebras de Lie sobre o anel Z dos ntimeros inteiros). Portanto, existem anéis de Lie, cujas
identidades nao tém base finita. Por outro lado, todo anel de Lie nilpotente e todo anel de
Lie metabeliano tém uma base finita para suas identidades (vide [1]).

Seja G uma algebra de Lie sobre o corpo Q dos numeros racionais. Entao, observe
que a algebra GG pode ser vista como um anel de Lie. E possivel mostrar (e serd provado no
Capitulo 4) que se as identidades do anel de Lie G tém uma base finita, entao as identidades
de G, vista como algebra de Lie sobre Q, também tém uma base finita.

No quarto capitulo, nosso objetivo principal sera a demonstragao do teorema abaixo,
provado por Krasilnikov em [12], que deu um exemplo que comprova que a reciproca desta
afirmacao nao é sempre verdade.

Seja M a algebra de Lie sobre o corpo Q, definida da seguinte maneira:

0 Q Q 0 a2 a3
M=|0Q Q [|= 0 az ass a;; € Q
0O 0 O 0 0 0

Teorema (Krasilnikov). As identidades da dlgebra de Lie M tém uma base finita, apesar

de M, vista como um anel de Lie, nao ter uma base finita para suas identidades.

Seja Lg a algebra de Lie livre sobre Q, livremente gerada por z;, z2,z3,... € seja Lz o
anel de Lie livre sobre Z, livremente gerado por xi, 2, z3,... . Denotaremos por V(M) o
T-ideal em Lq formado pelas identidades da algebra M e denotaremos por Vz(M) o T-ideal
em Lz formado pelas identidades da algebra M, onde M é a dlgebra de Lie sobre Q definida
acima. Por uma questao de conveniéncia, o teorema acima pode ser reformulado em uma

forma equivalente (vide [12]):

Teorema 3 (Krasilnikov). O T-ideal V(M) € finitamente gerado, apesar de o T-ideal

Vz(M) nao ser finitamente gerado.

Este teorema serd a versao que nés adotaremos no quarto capitulo desta dissertacao.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, o nosso objetivo principal serd descrever e definir alguns pré-requisitos
necessarios para o perfeito entendimento dos principais teoremas enunciados na Introducgao.
Para isto, apresentaremos os conceitos de algebras, subalgebras, algebras de Lie, algebras
associativas, anéis de Lie, ideais a esquerda e a direita de uma algebra, homomorfismos
entre algebras, algebras livres e relativamente livres, identidades, variedades de algebras,
T-ideais ou ideais verbais, algebras finitamente baseadas e também estudaremos algumas

propriedades importantes em relagao a estas algebras e aos polinomios.

1.1 Algebras: Definicoes, exemplos e propriedades

Seja K um anel associativo, comutativo e com unidade.

Definicao 1.1. Uma dlgebra (ou K-dlgebra) R é um mddulo sobre K munido de uma
operacao bindria *, isto €, uma aplicacao *x : R X R — R, chamada de multiplicacao, tal

que satisfaz para quaisquer a,b,c € R e a € K o0s sequintes itens:
. (a+b)xc=a*xc+bxc
2.ax(b+c)=axb+axc

3. a(a*b) = (aa) b= ax (ab);
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Definicao 1.2. Uma dlgebra W sobre K € dita uma dlgebra associativa quando temos
que

(axb)xc=ax(bxc),

para todo a,b,c € W.

Definicao 1.3. Uma dlgebra G sobre K ¢ dita uma dlgebra de Lie quando, para todo

a,b,c € G, tivermos que

axa=0  (alei anticomutativa)

J(a,b,c) = (axb)xc+ (bxc)*xa+ (cxa)xb=0 (a identidade de Jacobi).
Observagao 1.4. Seja G uma élgebra de Lie sobre K, com multiplicagdo dada por [, |:
a) Normalmente a multiplicagdo em uma algebra de Lie é denotada por [, |.

b) Como [a + b,a + b] = [a,a] + [a,b] + [b,a] + [b,b], a lei anticomutativa implica que
[a,b] + [b,a] = 0, ou seja, [a,b] = —[b, a], para todo a,b € G.

c¢) Se a caracteristica de K é 2, entdo g = —g e [g1, 92| = [92, 1], para todo g, g1,92 € G.

Definicao 1.5. Toda dlgebra de Lie sobre Z é chamado de anel de Lze.

Exemplos de algebras

Exemplo 1.6. Alguns exemplos de algebras associativas:
(1) K[z], K[x1,...,xm] - 05 polindmios em uma ou vdrias varidveis (comutativas);

(17) M,(K) - o espago vetorial de todas as matrizes n x n com entradas em K e com

multiplicacao usual de matrizes;

(1i1) Up(K) - o subconjunto de M,(K) consistindo de todas as matrizes triangulares

supertores, com a multiplicacao usual de matrizes;

(1) EndgV - o conjunto de todos os operadores lineares do espago vetorial V' sobre K,

coOm as operacoes USUaGLs.

Exemplo 1.7. Alguns exemplos de algebras de Lie:
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(i) Toda dlgebra associativa R com multiplica¢ao é uma dlgebra de Lie com a
multiplicagao dada por [a,b] = a-b—b-a. Nds denotaremos esta dlgebra de Lie

por R

(17) gl (K) - o conjunto de todas as matrizes nxn com entradas em K e com multiplica¢ao
dada por

[11,79] = TT9 — 1oy, com 11,79 € gl,(K).

Também denotamos gl,(K) por M, (K)(7);

(1i1) sl,(K) - o subconjunto de gl,(K) consistindo de todas as matrizes n X n com trago
zero, ou seja, o subconjunto de gl,,(K) formado por todas as matrizes n X n, tais que

a soma dos elementos da diagonal principal é nula,

(iv) (EndgV)7) - o conjunto de todos os operadores lineares do espaco vetorial V' sobre

K, com a multiplicagdo dada no item (7).
Exemplo 1.8. Alguns exemplos de anéis de Lie:

(1) gl(Z) - o conjunto de todas as matrizes n X n com entradas em Z e com multiplicagdo
dada por

[11,79] =TT —1rory , com 11,72 € gly(Z);

(17) $ln(Z) - o subcongunto de gl,(Z) consistindo de todas as matrizes n X n com trago zero,
ou seja, o subconjunto de gl,(Z) formado por todas as matrizes n X n, tais que a soma

dos elementos da diagonal principal é nula.

Definigao 1.9. O subespaco vetorial S da dlgebra R é uma subdlgebra (de R) quando ele
for fechado para a multiplicacao, ou seja, se si,s9 € S, entao temos que s1 x S, € S. A
subdlgebra I de R ¢ um ideal a esquerda de R quando RI C I (ou seja, r xi € R, para
todor € R ei € I). Da mesma maneira se define ideal a direita de R. Agora, uma
subalgebra I de R € um tdeal desta dlgebra quando I € ideal a esquerda e a direita da mesma

e denotamos por I < R.

Definicao 1.10. Sejam G uma dlgebra de Lie sobre K e I um ideal qualquer de G. Entao,

0 modulo T sobre K, com multiplicagao definida por

G G G
L) FxT = 7

Ir 1 I

(a+1,b+1) — Ja+I1,0+1]=][ab]+]

?
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€ uma dlgebra de Lie sobre K, chamada de dlgebra de Lie quociente.

~ L G . .
Proposicao 1.11. A multiplicagio |, | em 7 estd bem-definida.
Demonstracao: Se aq,a2,b; e by sao elementos quaisquer de G, tais que

am+1 = ay+1 ay = az+c
, entao podemos afirmar que ,
bl + [ - b2 —+ [ bl = b2 -+ d

para alguns ¢ e d pertencente a I. Desta forma, temos que
[al,bl] +[ = [CLQ +C,b2 +d] —|—[ = [ag,bg] + [az,d] -+ [C,bg] —+ [C,d] +[
Como I é um ideal de G, entao os comutadores [as, d], [¢, bs], [¢,d] € I. Logo,
la1,b1] + 1 = [ag, b + [az, d] + [c,bs] + [c,d] + I = [ag, bo] + 1,
: o G . :
ou seja, a multiplicagdo [, | em T estd bem-definida.
|

Definicao 1.12. Uma dlgebra de Lie L sobre K € dita nilpotente quando existir uma cadeia
de ideais {L;}1<i<n de L, tal que

Li=L D> Ly=[L,L] D Ly=[Ls,L}] D ... D L,=[L,—1,L] D ... D L,={0},
para algum n € N.
Seja ¢ um numero natural.

Definigao 1.13. Uma dlgebra de Lie L sobre K € dita nilpotente de classe c, se L. # 0
e Leyr =0, ou seja, se [by, b, ..., b # 0 para alguns b; € L e [a1,as,...,a.41] =0 para

todo a; € L.

Definigao 1.14. O produto Cartesiano de uma familia arbitrdria {G;},c; de dlgebras de

Lie sobre K € a dlgebra de Lie sobre K dada por H G, cujos elementos sao as aplicagoes
jeJ

g:J—>UGj
J ;

i = g(j)
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com a propriedade que g(j) € G, para cada j € J. Nds consideraremos os elementos de

HGj como vetores com entradas ou coordenadas indexadas pelos elementos de J. Assim,
jeJ
um elemento tipico serd escrito como (g;); este elemento corresponde da fungdo que leva j

em g]

Homomorfismo de algebras

Definigao 1.15. A transformacao linear ¢ : Ry — Ry é um homomorfismo da dlgebra
Ry para a dlgebra Ry quando ¢(a x b) = ¢(a) * ¢p(b), para todo a,b € Ry. Se ¢ € um
homomorfismo bijetivo, entao ¢ é chamado de tsomorfismo entre as dlgebras Ry e Rs.
Neste caso, Ry e Ry sdao dlgebras isomorfas e nds denotaremos por Ry = Ry. Se ¢ €
um homomorfismo sobrejetivo, entao ¢ é chamado de epimorfismo. Caso ¢ seja um

homomorfismo ingetivo, entao ¢ serd um monomorfismo.

Definicao 1.16. Seja ¢ : Ry — Ry um homomorfismo da dlgebra Ry para a dlgebra Ry. O
nicleo de ¢ € o conjunto Ker(¢) ={r € Ry | ¢(r1) = 0} e o conjunto Im(¢) é a imagem

deste homomorfismo, ou seja, Im(¢) = ¢(Ry).

Propriedade 1.17. Seja ¢ : Ry — Ry um homomorfismo da dlgebra Ry para a dlgebra R,.
Logo, o seu nicleo Ker(¢) € um ideal de Ry e a sua imagem Im(¢) é uma subdlgebra de Rs.

Temos também que ¢ é injetivo se, e somente se, Ker(¢) = {0}.

Teorema 1.18 (Teorema do Homomorfismo). Seja ¢ : A — B um homomorfismo da

algebra A para a dlgebra B. Entdo, temos que a aplica¢do

- A
. Ker(¢) Im(¢)
a —  ¢(a)
S um i t ilgeb 4 I ' 1oy
€ um isomorfismo entre as dlgebras Ker(9) e Im(¢), ou seja, Ker(d) m(e).

Demonstracao: Primeiramente, note que ¢ é uma funcdo bem definida. De fato, se a; e as
sao elementos quaisquer de A, tais que a@; = @y, entao (a; —az) € Ker(¢). Logo, isto implica
que ¢(a; — az) = 0, mas como ¢ é um homomorfismo, entdao temos que ¢(a;) = ¢(as), ou

seja, ¢ é uma funcdo bem definida. Agora, note que

ker@ = {7 € gy |90 =0} = {7 oy

€ Ker(o) } = (0}
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ou seja, a aplicacao ¢ ¢é injetiva. Finalmente, observe que ¢ é sobrejetiva, pois se b é um

elemento qualquer de Im(¢), entdo existe um elemento a;, € A, tal que ¢(ay) = ¢(ay) = b.

1.2 Algebras livres e identidades em algebras de Lie

Definicao 1.19. Seja V uma classe de dlgebras sobre K e seja F' € V uma algebra gerada por
um conjunto X. A dlgebra F € uma dlgebra livre na classe V, livremente gerada por
X, quando, para toda dlgebra R € V, temos que toda aplicagao X — R pode ser estendida
para um homomorfismo F' — R. A cardinalidade |X| do conjunto X €é chamada de posto
de F.

Seja X o conjunto enumeravel dado por X = {x, x5, x3,...}.
Exemplo 1.20. Alguns exemplos de dlgebras livres:

(1) K[X] - o conjunto de todos os polindmios comutativos sobre K, com varidveis que
pertencem a X = {x1,x9,23,...} € com as operagoes usuais, isto €, o espago vetorial
sobre K, cuja base € formada pelos mondmios comutativos x;" x)* . .. xZ”, ondel >0,
mi >0 e i <iy < ...<i. E possivel verificar que a dlgebra K[X| € a dlgebra
livre na classe de todas as dlgebras associativas comutativas e com unidade sobre K,

livremente gerada por X.

(1) K(X) - o conjunto de todos os polinomios nao-comutativos sobre K, com varidveis que
pertencem a X = {x1,x2,23,...} € com as operagoes usuais, isto €, o espago vetorial
sobre K, cuja base € formada pelos monomios xj xj, ... xj,, onde k >0 e j, > 1,
para qualquer s € {1,2,3,...}. E possivel verificar que a dlgebra K(X) € a dlgebra

livre na classe de todas as dlgebras associativas sobre K, livremente gerada por X.

Teorema 1.21 (Witt). A subdlgebra de Lie L(X) de K{(X)7) gerada por X ¢ isomorfa a

algebra de Lie livre sobre K com X como conjunto gerador livre.
Portanto, L(X) é a dlgebra de Lie livre sobre K, livremente gerada por X.

Defini¢ao 1.22. Seja G uma dlgebra de Lie sobre K. Um elemento v = v(xq,...,x,) de
L(X) € uma identidade ou uma lei em G quando v(¢i,...,g,) =0, para todo g; € G.
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Observagao 1.23. Se o elemento v € L(X) é uma identidade da &lgebra de Lie G, entao

dizemos também que a expressao v = 0 é uma identidade em G.

Definigao 1.24. Dois conjuntos de identidades {u; | i € I} e{v; | j € J} sao equivalentes
quando toda dlgebra de Lie sobre K, satisfazendo todas as identidades u;, satisfaz também
todas as identidades v; e vice-versa. Se {u; | i € I} € equivalente a algum conjunto finito
de identidades, nds dizemos que o conjunto {u; | i € I} € finitamente baseado ou tem

uma base finita.
Seja I um conjunto qualquer.

Definigao 1.25. Seja {fi(z1,...,2,,) € L(X) | i € I} um conjunto de polindmios da
dlgebra de Lie livre L(X). A classe V de todas as dlgebras de Lie sobre K que satisfazem
as identidades f; = 0, i € I, é chamada de variedade de dlgebras de Lie definida (ou
determinada) pelo sistema de identidades {f; | i € I'}. A variedade W é uma subvariedade
de V quando W C V. O congunto T(V) C L(X) de todas as identidades satisfeitas por todas
as dlgebras da variedade V é chamado de T-ideal ou ideal verbal de V. Nos usamos a
notagio T(V) = (f; | i € I)T e dizemos que o conjunto {f; | i € I} é uma base para as
tdentidades de V.

Observagao 1.26. Dois conjuntos de identidades {u; | i € I} e {v; | j € J} de L(X) sao
equivalentes quando eles definem a mesma variedade de algebras de Lie. Em outras palavras,

{u;|iel}e{v;|je J} sao equivalentes quando eles geram o mesmo T-ideal em L(X).

Definicao 1.27. O ideal de L(X) gerado pelo conjunto {h; | i € I} é o subespago
vetorial de L(X) gerado pelos comutadores de Lie [h;,uy,...,w], onde | >0 e u; € L(X),
para todo j € {1,2,...,1}.

Observagao 1.28. Note que V ¢ um T-ideal de L(X) gerado pelo conjunto {f; | i € I}
quando V ¢é o ideal gerado por fi(g1,...,dn;), Para todo i € I e para todo g; € L(X). Em
outras palavras, V é um T-ideal de L{X) gerado pelo conjunto C = {f; | i« € I} quando
V é o menor T-ideal que contém C, ou seja, V é a intersecao de todos os T-ideais que
contém C. Observe também que um ideal W de L(X) é um T-ideal quando ele é fechado
por endomorfismos de L{X), isto é, (W) C W, para todo endomorfismo ¢ de L{X).

Definigao 1.29. Sejam C; = {g; =0 |j e J} e Cy={f; =0|i € I} dois conjuntos

de identidades de uma dlgebra de Lie sobre K. O conjunto C7 é uma consequéncia do
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conjunto Cy quando Cy C (f; | i € I)T, isto é, quando C estd contido no T-ideal gerado por
Cy.

Definicao 1.30. O fecho-verbal de um conjunto P de identidades é o menor T-ideal que

contém P, ou seja, € o T-ideal gerado por P.

Definicao 1.31. Seja Y um conjunto fizo. A dlgebra Fy (V) da variedade V € chamada de
dlgebra relativamente livre de V quando Fy (V) é livre na classe V e € livremente gerada

por'Y .

Observacao 1.32. E possivel demonstrar que

Definicao 1.33. Uma variedade de dlgebras de Lie V sobre K ¢ finitamente baseada
ou tem uma base finita para suas identidades quando V puder ser definida por um

sistema finito de identidades.

1.3 Teorema de Birkhoff

Seja K um anel associativo, comutativo e com unidade e seja V uma classe de algebras
sobre K.

Definicao 1.34. Nos denotaremos por CV, SV e QV, respectivamente, as classes de todos

os produtos Cartesianos, subdlgebras e quocientes de dlgebras obtidas de V.

Agora, enunciaremos um teorema, demonstrado por Birkhoff (vide [5]), que é muito

importante para o entendimento do Capitulo 4 desta dissertacao.

Teorema 1.35 (Birkhoff). A classe de dlgebras V € uma variedade se, e somente se, V é

fechada por todos os produtos Cartesianos, subdlgebras e quocientes de dlgebras obtidas de
V, ou seja, quando CV,SV,QV C V.

Corolario 1.36. Seja G uma dlgebra de Lie sobre K. Logo, todos os produtos Cartesianos,

as subdlgebras e as dlgebras quocientes de G satisfazem todas as identidades de G.

Demonstracao: Vamos dar uma demonstracao independente do Corolario 1.36. Seja

v = v(xy,Te,...,x,) € L{X) uma identidade qualquer de G. Logo, v(g1,g2,-..,9,) = 0,
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para todo g; € G.

Prova para subdlgebras : Seja H uma subdalgebra qualquer de G. Como v(gy,...,g,) = 0,
para todo g; € G, entao temos que v(hy,...,h,) = 0, para todo h; € H C G. Isto implica
que v é uma identidade de H.

Prova para algebras quocientes : Seja K um ideal qualquer de G. Logo, temos que
% ={g+ K| g € G} é a élgebra quociente de G pelo ideal K, onde a soma e o produto dos

seus elementos sao definidos da seguinte maneira
(a+K)+(b+K)=(a+b)+K e (a+K)-b+K)=(a-b)+K,

para todo a,b € G (vide Definigao 1.10 e Proposicao 1.11). Portanto, para todo g; € G,
observe que

v+ K,....9,+K)=v(g1,...,9,) + K =0+ K =0,
ou seja, v é uma identidade satisfeita pela algebra quociente T

Prova para produtos Cartesianos : Seja HG o produto Cartesiano de L cépias de G,

leL
onde L ¢ arbitrario. Vamos mostrar que v é uma identidade de H G . Para simplificar as
leL
notagoes, suponha que L = N. Observe que a demonstragao com L arbitrario é semelhante,
usando as fungoes L — G, em vez de “vetores” (mg1,mya,...,my,...). Se f; € H G , para
leL
todo ¢ € {1,...,n}, tal que f; = (M1, My, ..., My, ...), entdo temos que
o(fr, o fa) = (Wmar, . mn, ) v(magy o gy )y e UMy My, )
= (07 07 * Y O? )
= 0’

ou seja, v é uma identidade do produto Cartesiano de L copias de G.

1.4 Algumas construcoes de Algebras de Lie

Sejam K um corpo qualquer e G uma dlgebra de Lie sobre K. Sabemos que (EndyxG)™)
é a élgebra de Lie sobre K de todos os operadores lineares de G. Seja D(G) o espaco
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vetorial sobre K de todas as derivagoes de G, isto é, operadores lineares § € (EndKG)(_)

que satisfazem a equacgao
d([u,v]) = [0(u),v] + [u, d(v)], para todo u,v € G.
Lema 1.37. D(G) ¢ uma subdlgebra de Lie de (EndrG)7).

Demonstragao: Para provarmos este lema, temos que mostrar que se d1, 0, € D(G), entao
[51’ 62] S D(G)v 1sto é7 [51’52]([U’U]) = [ [51,52](U),U ] + [ u, [51,52](11) ]7 para todo u,v € G.
Portanto, dados 61,02 € D(G) e u,v € G, note que

01 002([u,v]) = 61(62([u, v]))
= 01([02(u),v] + [u, 62(v)])

= ([01 0 05(u), v] + [62(w), 01(0)]) + ([61(w), 62(v)] + [u, 1 © G2(v)]).

Logo,

01 0 09 ([u, v]) = [071 0 do(u), v] + [d2(w), d1(v)] + [61(w), d2(v)] + [u, b1 © d2(v)]. (1.1)
Assim, pelo mesmo motivo, temos que

82 0 01 ([u, v]) = [0 0 81 (w), v] + [d1(w), da(v)] + [02(w), b1 (v)] + [u, b9 0 61 (v)]. (1.2)

Observe também que

(01, 02] ([u, v]) = (61 02 — d2 0 61)([u, v])

= 01 0 62([u, v]) — b2 0 51 ([u, v]).
Desta maneira, usando as equagoes (1.1) e (1.2) na igualdade acima, temos que

[0, 0a] ([, v]) = ([01 0 d2(w), v] + [02(w), 61.(v)] + [01(w), b2(v)] + [u, 01 0 Ga(v)] ) +
= (02001 (w),v] + [01(u), 62(v)] + [02(w), 01(0)] + [, 62 0 61 (v)] )

= ([6100a(u),v] = [0z 001 (u),v] ) + ( [u,61002(v)] = [u,05 081 (v)] )

= [[517 52](u)7 U] + [u7 [517 52]<U)]7

o que completa a demonstracao. |
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Lema 1.38. Seja D a subdlgebra de Lie de D(G) sobre K das derivagoes de G e seja H a
algebra definida por H = G & D como um espaco vetorial sobre K, com multiplicacao dada
por

(91 + 01, 92 + 02] = [g1, g2] + 01(g2) — d2(g1) + [01, 02], (1.3)

onde g; € G e 0; € D, para todo i = 1,2. Entdo, H é uma dlgebra de Lie e G é um ideal
de H.

Demonstracao: Primeiro vamos provar que H é uma algebra de Lie sobre K. De fato,
como [g + 0,9 + 0] = [g,9] —(g) + I(g) + [0,0] = 0, para todo g € G e § € D, entao vale a
lei anticomutativa em H. Logo, falta mostrarmos que vale a identidade de Jacobi em H, ou
seja, que

J(h1, ha, hg) = [h1, ha, h] + [he, hs, hi] + [hs, b1, ko] = 0,

para quaisquer hq, ho, hy3 € H. Assim, sejam hy, ho, hg3 € H quaisquer, tais que h; = g; + ¢;,

onde g; € G e 0; € D, para todo i € {1,2,3}. Logo, como o comutador [, | é multilinear,
temos que
J(h17h27h’3> == [h17h’27h3] + [h27h37h’1] + [h’37hlah2]

= [91+ 01,92+ 62,93+ 03] + ... +[g5+ I3,91 + 61,92 + 0]
= J(917927g3)+2Aj+ZBj+J((51,52,53)7
J J

onde A; sao comutadores que contém dois elementos de D(G) e um de G (isto é, comutadores
do tipo (i, iy, 0i ], com @ € {1,2,3}) e B; sdo comutadores que contém dois elementos de G

e um de D(G) (isto é, comutadores do tipo [g;,, 9i,, di5], com i € {1,2,3}). Agora, note que

J(91,92,93) = [91, 92, 93] + [92, 93, 1] + 93, 91, 92] = O,

pois G é uma algebra de Lie e, portanto, vale a identidade de Jacobi em B. Do mesmo

modo, temos que
J(01,02,03) = [61, 02, 03] + [02, 03, 01] + [03, 01, 02] = O,

pois provamos no lema anterior que D(G) é uma élgebra de Lie e, portanto, vale a identidade
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de Jacobi em D(G). Observe também que, para todo iy, 9,43 € {1,2,3}, temos que

J(gil y Gins 513) - [gi1 sy Jios 513] + [giza 5i37 gil] + [5137 Giy s giz]
= _51'3 ([gil ) giz]) - [513 (giQ)v gil] + [613 (gh)a giQ]
- _[5i3 (9@‘1), giz] - [gi1 ) 51'3 (gi2)] + [gil’ 6i3 (gi2)] + [513 (gi1)> giz]

= 0.
Isto implica que Z A; = 0. Veja também que, para todo i1,12, 13 € {1,2,3}, temos que
J

’](g’il’ 5127 6 ) = [gi17 6Z27 6 ] [5Z27 6137 gll] [51'37 Giys 6Z2]
= 613 © 5’i2 (gh) + [51'27 523](911) - 5i2 © 5i3 (gi1)
= [6137 5 ](gil) [6137 5 ](gh)

= 0.
Com isto, temos que Z B; = 0. Logo, temos que J(hq, ho, h3) = 0, ou seja, vale a identidade

de Jacobi em H. Portjanto, H ¢é uma algebra de Lie sobre K.

Agora, vamos mostrar que GG é um ideal de H. Para isto, temos que provar que [H,G] C G
e [G,H] € G. Como —1 € K e [h,g] = —[g,h], para todo g € G e h € H, entdo
basta mostrar a primeira inclusdo. Portanto, seja [g; + d;,¢;] um elemento qualquer de
[H,G], onde ¢;,9; € G e 6; € D. Vamos mostrar que [g; + 0;,9;] € G. Observe que
[9: + 0iy 951 = 93, 9;] + [0i5 g5] = [, 9;] + 0i(g;) € G, pois [, ] é uma operacao binaria em G e
d; ¢ um operador linear de G. Logo, [H,G] C G. Entao, G é um ideal de H. Isto completa

a demonstracao deste lema.

1.5 Algumas propriedades dos polin6mios de L{X)

Seja K um anel associativo, comutativo e com unidade. Sejam L(X) a algebra de Lie

livre sobre K, livremente gerada por X = {x1, 25, x3,...} e J um T-ideal qualquer de L{X).
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Definigao 1.39. Os elementos da dlgebra de Lie livre L(X) sdo chamados de polinémios.
L{X)

Também chamaremos de polinémaios qualquer elemento de
Observagao 1.40. Sejam U e V' dois conjuntos de polinémios de L(X) quaisquer. Portanto,
sabemos que U é uma consequéncia de V' quando U estd contido no fecho-verbal de V', ou
seja, quando U esta contido no T-ideal gerado por V. Sabemos também que U e V sao

equivalentes quando cada um é consequéncia do outro.

Definigao 1.41. Se U e V sao dois conjuntos de polinomios de L(X), entdo dizemos que

V emplica U quando U é uma consequéncia de V.

Sabemos que todo polinémio de L{X) pode ser escrito como combinagao linear de

comutadores de L(X). Logo, nosso estudo sobre polinomios serd focado nos comutadores.
Definicao 1.42. O grau de um comutador é o seu comprimento.

Exemplo 1.43. O grau dos comutadores [x1, T3, x3] € [x1, 21, 21] é 3. Por outro lado, o grau
de [z, T9, 3, 74] € de [xo, To, x4, 4] é 4. Logo, os comutadores de grau 1 sdo da forma z;,

parat=1,2,3,....

Propriedade 1.44. Se mq,ms sao comutadores de graus k,l , respectivamente, tais que

[mq,mg] # 0, entao [my, ms] € um comutador de grau k + 1.

Propriedade 1.45. O comutador x; tem grau 1 em relacdo a x; e tem grau 0 em relacdo
axj, sei#j. Semy emy sao dois comutadores que tém grau k e l, respectivamente, em

relagdo a x;, tais que [my,ms] # 0, entao [my, ms] tem grau k + 1 em relacao a x;.

Note que os comutadores de L{X) geram L{X) como um espaco vetorial sobre K.

Polindmios homogéneos e multi-homogéneos

Propriedade 1.46. Se w = w(zy,x2,3,...,T,) € um elemento de L(X), entdo para cada

inteiro i (1 < i < n) existe um inteiro r;, tal que
wW=wy+w +wy+ ...+ Wy,

onde, para cada j = 0,1,...,7; , w; € uma combinagao linear de comutadores de grau j em
relagcao a x;. Neste caso, w; é chamado de componente de w de grau j em relagao a x;.

Se w = w; para algum inteiro j, entdo w € dito homogéneo de grau j em relagao a ;.



Capitulo 1 e Preliminares 18

Observagao 1.47. Sejam u = u(xq,...,2,) e v =uv(xy,...,x,) dois elementos quaisquer
de L({X), tais que, para cada inteiro ¢ (1 <1 < n), temos que u = ug+u; +us + ... +u,, e

v =1y+v+v2+...+v,,onde u; e v; sao combinagoes lineares de comutadores de grau j

em relagao a x;, para cada j = 0,1,...,7;. Logo, u = v se, e somente se, u; = v;, para cada
j=0,1,...,7;. Isto segue imediatamente do fato de L(X) ser isomorfo, como médulo sobre
K, aLy®lLi®...®L,®...,onde L é o conjunto formado pelas combinagoes lineares de

comutadores de grau k, para todo k& € NU{0}.

Lema 1.48. Se K é um corpo infinito e w = w(xy,...,x,) € um polindmio de L{X) sobre
K, entao w implica suas componentes de grau j em relagao a x;, para cada 7 = 0,1,... €
para cada it =1,2,...,n. Em outras palavras, se T € o T-ideal de L{X) sobre K gerado por
w, entao suas componentes de grau j em relacao a x; pertencem a'l', para cada j = 0,1,. ..

e para cada v =1,2,....n.

Demonstracao: Sejam i € {1,...,n} e w=wy+w; + ...+ w,, onde w; é a componente
de w de grau j em relagao a x;, para cada j = 0,1,...,r. Observe que, para todo a € K,

w(xy, ..., x,) implica w(xy, ..., ;i 1, Qr;, Tity, ..., T,), que é igual &
wo +awy + ... +Fdwj+ ...+ a"w,.

Como K ¢ infinito, nés podemos escolher r 4+ 1 elementos distintos ag, aq,...,a, € K.

Considere o subespago vetorial sobre K gerado por

wo+ ... +adwj+ ...+ og"w,

onde £ =0,1,...,r. Sabemos que este tem dimensao r + 1 se, e somente se,
2 r
1 g g o O
1 (03] 0112 R al’"

£ 0.

1 o o -+ «

Como este determinante ¢ igual a
IT (-
0<k<j<r
e ag,qq,...,q, sao todos distintos, entao o determinante é diferente de zero. Logo, o

subespago vetorial sobre K gerado por

wo+ ... +adw; + .+ o w,
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onde k£ = 0,1,...,r , tem dimensao r + 1 e, portanto, contém w;, para todo j = 0,1,...,r.

Isto completa a prova deste lema.
|

Corolario 1.49. Se K é um corpo infinito, entdo todo polinomio de L(X) sobre K é
equivalente a um conjunto finito de polinomios multi-homogéneos, isto €, polinomios que

sao homogéneos em cada varidvel envolvida.

Demonstragao: Se w é um polinémio de L{X) sobre K, entao w implica suas componentes
de grau i em relagao a xy, para i =0,1,...,r;. Cada uma dessas componentes implica suas
componentes de grau j em relagdo a x,, para j = 0,1,...,7ry. Logo, por inducao, temos
que w implica um conjunto de polinomios, no qual cada um é homogéneo em cada variavel

envolvida. Com isso, demonstramos o corolario, pois w é a soma de todos esses polinomios.
|

Portanto, podemos concluir que w é uma identidade de uma &lgebra de Lie GG sobre um

corpo infinito K se, e somente se, as suas componentes homogeéneas sao identidades de G.

1.6 Algumas identidades em algebras de Lie

centrais-por-metabelianas

Seja K um anel associativo, comutativo e com unidade.

Observacao 1.50. Seja G uma algebra de Lie qualquer sobre K. Todos os comutadores

serao considerados da esquerda para direita, ou seja, [a, b, ¢] = [[a, b], c] , para todo a, b, c € G.

Agora, considere K um corpo qualquer de caracteristica 2. A variedade de algebras de

Lie centrais-por-metabelianas sobre K ¢é determinada pela identidade

[[z1, 22], [23, w4, 25] = 0. (1.4)
Lema 1.51. A identidade (1.4) € equivalente a identidade

[[71, 22, 5], [23, 2a]] + [[21, T3], [73, 24, 5]] = 0. (1.5)
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Demonstragao: Sejam a = [r1,x5], b = [x3,24] € ¢ = x5. Logo, por (1.4), temos que

la,b,c] = 0. Pela identidade de Jacobi, temos que
la,b,c] + [b,c,a] + [¢,a,b] =0+ [b,c,a]l + [c,a,b] =0,

entao

b, c,a] = —[c,a,b] = [c,a,b] (1.6)

pois a caracteristica de K é 2. Portanto,

[[1'3, Ly, 3:5]’ [xla xQ]] = Hx?n 5174], Ty, ['7;17 m?]] = [.7}5, [xh xZ]a [:E3a ZE4]],
ja que vale a equacao (1.6). Deste modo, vemos que

[[23, 24, 5], [21, 22]] = [5, [21, 22, [23, 74]] = [[w5, [21, 22]], [23, 24]]

- [Hxlv ‘TQ]? ZL‘5], [173a :E4H

= [[x1, z2, T3], [x3, 24]].

Como
(23, 4, w5], [1, w2]] = —[[1, 2], w3, 24, 5]
e temos que
([z3, T4, 5], (21, w2]] = [[w1, @2, @5], w3, 4],
entao
[[w1, @2, @3], (w3, 2a]] + [[21, 23], [03, 24, w5]] = 0.

Seja F' a algebra de Lie livre central-por-metabeliana sobre K, livremente gerada por

X>, onde I é o T-ideal de
L({X) gerado pela identidade (1.4) e y; = z; + I, para todo ¢ € N. Lembre que a variedade

Y = {vy1,y2,93,...}, ou seja, F é a &lgebra de Lie quociente

de algebras de Lie centrais-por-metabelianas sobre K ¢é determinada pela identidade (1.4).

Note que a dlgebra F’ = [F, F'] é gerada, como um espaco vetorial sobre K, pelos produtos

[Yirs Yigs - - - s Uiy | (onde k > 2). (1.7)

Assim, usando a identidade de Jacobi e as identidades [a, a] = 0, [a, b] = —[b, a], nés podemos

assumir em (1.7) que i1 > 15 < 3.
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Lema 1.52. Seja L(X) a dlgebra de Lie livre sobre K, gerada por X = {xy,x9,23,...}.
Entao,

[$1,$2,$3,$4] - [l’l,xg,l'gl,l'g] == [[IlamQ]y [Z’3,I4]].

Em particular, [x1, 2,3, T4] — [T1, Te, x4, x3) € L"(X) = [[L(X), L{(X)], [L(X), L(X)]].

Demonstracao: Pela identidade de Jacobi, observe que
(1, X9, T3, k4] = [[T1, 2], 3, 4] = —[23, 24, [11, T2]] — |24, [21, T2], 23]
Logo,
[T, X9, T3, k4] = —[x3, x4, [T1, T2]] + [[21, T2], T4, T3] = —[x3, 24, [T1, 2]] + [21, T2, 24, 73]
Portanto, temos que

[x17x27x371:4] - [.’171,372,&347373] = —[xg,le,[xl,.rg]]
= —[lzs, x4l [x1, ]|

= [[w1, za), [w3, 24]].

Corolério 1.53. Temos que [r1,%2,%3,...,%k] — [T1,%2, To3),-- -, To)) € L"(X), para
qualquer permutacao o de {3,...,k}.
/

ﬁ) é gerado, como espaco vetorial sobre

Dessa forma, vemos que F’ médulo F” (isto é,

K, pelos produtos
[yi17yi27"‘7yik] (onde k>2 e 21>22§23§§Z]€) (18)

Lema 1.54. Temos que F" é gerado, como espaco vetorial sobre K, pelos elementos da

forma
Hyi17yi27”'7yik]> [yjl7yj27"'7yjl]] )
onde /{?,ZZZ, 11>19<13<...50 e j1>732<733<...<7.

Demonstracgao: Sabemos que se A é uma dlgebra de Lie sobre K gerada por aq, as, . . ., entao

oideal A" de A é gerado, como espaco vetorial sobre K, pelos comutadores [aj,, a;,, .- ., a;,.]
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onde m > 2. Portanto, F” é gerado, como espaco vetorial sobre K, pelos comutadores
[c1,¢2, ..., ), onde m > 2 e todos os elementos ¢; sao da forma (1.7). Agora, note que se
m > 3, entao [c1,Ca,. .., Cn] = 0, pois o comutador [c, cz] é central em F. Logo, m = 2.
Assim, se ¢ = u;+v; e ¢ = us + v, tal que u; é da forma (1.8) e v; € F”, entao temos que
[c1, ca] = [ur + v1,ug + vo] = [u, usl, ou seja, que F” é gerado, como espago vetorial sobre

K, pelos elementos da forma

[[yipyiw s 7yik]7 [yjuij’ c 7y]l“ )

onde kI >2, i3 >1<i3<...<id e J1>7J3<7j3<...< 7. Istocompleta a

demonstracao deste lema.

Lema 1.55. Se a,b,c,d,g1,92,...,9, € F', entao

HCL, b7 g1, - - 7gn]7 [CJ d]] - [[CL, b7 9o(1): 9o(2)5 - - - 790'(7’)]7 [C, d? Go(r+1) o(r+2)5 - - - 790(71)]] ) (19)
para qualquer permutacao o e para qualquer inteiro r (0 < r < n).
Demonstracgao: Para todo [ > 2, note que

[[a’7buglu"'7gl]7[c7d]] = [[0’767917"'7gkflugk7gk+17"'7gl]7[c7d“
= H[a’ b7 g1, agk—l]agk7gk+17 cee 7gl]7 [Cv d“

= H[a’v b7 g1, 7gk*1]7gk+17gk7 v 7gl]7 [Ca d“ +
+ [[[(17 b7 g1, - -- 7gk—1]) [gk7 gk+1]7 Gk4+2, - - - 79[], [Ca d]]

= HCL> ba 9155 9k—159k+1, Gk - - - 7gl]7 [Ca d]] +
+ [[[CL, b7 g1, .- Jgk*1]7 [gkh ngrl]? Gk+2, - - 7gl]7 [67 d]]

Como [[F, F], [F, F], F] =0 e o comutador

[[[a7b>gla---ugkfl]?[gkygk+1]7gk+27-"7gl]7[cad]] S [[Fv F]? [Fv F]aF] )

entdo vemos que [[[a,b,91, ..., gk-1], [9k, Gkr1], Grro, - - -, 1], [¢, d]] = 0. Portanto, temos que

[[aabvgla"'agl]v[cvd“ = [[aabvgla'"agk‘7gk+17"'7gl]7[Cvd“

= Hau baglv co oy Gk415 Gk - - 7gl]7 {Ca d“ )
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paratodo k € {1,...,l—1}. Como as transposi¢oes da forma (k (k+1)),com 1 < k < (I—1),
geram o grupo S; das permutagoes do conjunto {1,...,[}, entdo podemos permutar todos

os elementos g;, com i € {1,...,l}, ou seja, que
Haa b> gi, ... 7gl]> [Ca d” = HCL, ba 9p(1)r 9p(2)s - - - » Gp(l ] [C d]]

para qualquer permutagao p de [ elementos. Do mesmo modo, podemos demonstrar que
[[CL, ba gi,--- 7gl]7 {C, d“ = [[(1,, b7 Gu(l), gu(l—l) s 7gu ] [C d]]

para qualquer permutacao p de [ elementos.

Desta forma, seja 0 uma permutagao qualquer de n elementos. Observe que

[[aa b7 Go(1)s - - -y Go(n) ] [C d]] = Ha7 b: 9o(1)s -3 Y9o(n—-1), go(n)]v [C, d“

= [Ha7 b? gd(l)a ce e 790‘(1171)], gg(n)], [C, d]]
Logo, denotando [z1, 2] = [a,b, Go(1) - - -» Gon—1)] , [T3,24] = [c,d] , ©5 = go(n) € usando a

equacao (1.5) na igualdade acima, temos que

Haa b7 Go(1)s - - - 790(71)]7 [67 d]] = [[[CL, b7 go’(1)7 s 790'(71—1)]7 gU(n)]7 [Ca d]]
= —H(I, b> Jo(1)s - -+ 7ga(n71)]7 [C, d7 go(n)“
- [[CL, b, Go(1)s - - - 7ga(n—1)]7 [07 d7 ga(n)“ 5

j& que a caracteristica de K é 2. Agora, denotando [z1,72] = [a,b,9,1),- -, Gomn—2)],

(23, 4] = [¢,d, go(n)] s T5 = go(n—1) € usando a equacao (1.5) na igualdade acima, temos que

[[aa b7 Jo(1)s - -+ 7ga(n)]7 [C, dH = [Ha7 ba 9o(1)y - - - aga(n—Q)] Jo(n—1 ] [C d ga(n)“
= _Ha>bvga(1)a <oy Go(n—2 ] [C d y 9o (n)s Jo(n— 1)“

= [[av b7 9o(1)s - - - 790(71—2)]7 [C, d’ Jo(n), ga(n—l)]] )

ja que a caracteristica de K ¢é 2. Fazendo isto sucessivamente, podemos afirmar que

[[0’7 ba g1, - .. 7gn]7 [Cu d]] = Ha’u b7 gU(1)7 90(2)7 s 7g0'(7l)]7 [Ca d”
= Haa b7 9o(1), 95(2)s - - -1 9o r)] [C d Jo(n)s Yo(n—1)y - - - ago(r+1)“

= Ha’u b7 gU(1)7 go’(2)7 s 7g0'(7")]7 [07 d7 gU(?‘+1)7 gU(?‘+2)7 s Jgo'(n)]] )
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para qualquer inteiro r (0 < r < n). Isto completa a demonstracao deste lema.
|

Desse modo, vemos que F” é gerado, como espaco vetorial sobre K, pelos elementos da

forma
Hyinyiza st 7yik]7 [yik+1vyik+2“7 (1'10)

onde k > 2, 11 >0 <13 < ... < g, ik+1 > ik+2 <z, 19> ’ik+2 e se iy = ik+2, entao

temos que %1 > tgy1.



CAPITULO 2

Uma variedade de algebras de Lie sem

base finita

Neste capitulo, nosso objetivo principal serda a demonstracao do seguinte teorema,

provado por Vaughan-Lee em [17]:

Teorema 1 (Vaughan-Lee). Seja K um corpo de caracteristica 2. Seja V a variedade de

dalgebras de Lie sobre K definida pelas identidades
[[x1, 22, [x3, 24],25] =0 e [[x1,22,23,..., 2], [T1,22]] =0, com n=3,4,....

Entao, V nao tem base finita para suas identidades.

A demonstracdo do Teorema 1 que sera apresentada neste trabalho, é baseada no
Capitulo 3, do livro [5].

2.1 Uma familia de algebras de Lie

Sejam K um corpo de caracteristica 2, n € N fixo e

Cp = Klto,t1, ..., ta]/{ts, 10, .. 12),

25
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onde Kltg, ..., t,] é a dlgebra de polindmios sobre K com varidveis ty, ..., t, e (t5, t3, ... %)
é oideal de K|ty, ..., t,] gerado pelos monomios t3, 3, ..., t2. Seja G,, o espaco vetorial sobre

K com base B,, dada por
B, = {ulto,t1,...,ty)a, t3ty .. . t,b | u é um mondémio monico nao-nulo em C,,}.
Nos definimos a multiplicacao entre os elementos da base de GG,, por

3ty ... tyb, se ujug = 3ty .. . ty;
[Ula,uﬂ] =

0, caso contrario;
e todos os outros produtos dos elementos da base sao 0.

Lema 2.1. O espaco vetorial G,,, com a multiplicacao | , | definida acima, é uma dlgebra

de Lie sobre K. Mais ainda, G,, € nilpotente de classe 2.

Demonstracao: Vamos mostrar que G, é uma algebra de Lie sobre K, isto é, que G,
satisfaz a identidade de Jacobi e a lei anticomutativa. Primeiro, observe que G,, satisfaz a

identidade de Jacobi, ou seja, a identidade J(z1, xq,x3) = 0, onde
J(x1, 9, 23) = [T1, T2, T3] + |22, T3, 1] + [T3, 1, T2].
De fato, sejam gy, , Gn,, gns € G quaisquer, tais que
G = D035 s Gna =Y _Belle © Gy = Y _ U
j k l
onde «aj, Bk, € K e y;,ys, y1 € By, para todo j, k,l. Logo, temos que

J(Gnir Gna> Gns) = [9n1s Gna> Gns] + [Gnas Gnss Ina] + [Gnss> Gnys G|

= > >N B (W vk vl + e vyl + [ v5 we)
7 k l

— ZZZajﬁﬂl-J(yj,yk,yz)-
ik 1

Como [y1, Y2, y3] = 0, para todo y1, Y2, ys € By, entdo temos que J(y;, yk, yi) = 0, para todo
J, k, 1. Portanto, usando a equagao acima, podemos afirmar que J(gn,, Gn,, gns) = 0, OU seja,
G,, satisfaz a identidade de Jacobi.



Capitulo 2 e Uma variedade de algebras de Lie sem base finita 27

Agora, vamos provar que a multiplicacdo [, | em G,, é anticomutativa, isto é, que o
comutador [g,g] = 0 , para todo g € G,,. De fato, seja g um elemento qualquer de G, tal
que g = Zaiyi, onde o; € K e y; € B,, para todo i. Sabemos que o comutador [, | é

i
bilinear. Logo, temos que

[9.9] = [Z az’ymzoﬁyz’] = Zaj2[yj,yj] + Z aray ([Yr, vil)

k£ 1

= Zaj2[yj,yj] + (Z araulyr, yi] + Z OéWl[?Jh?Jz])

k<l k>1

= Zaj2[yj,yj] + Z o ([Yr, vi] + [yi, val) -
J k<l

Portanto, para provarmos a anticomutatividade em G, basta mostrarmos que [y;,y;] e

Yk, wi] + [y, yk] s@o nulos, para todo yj,yx,yi € B,. Assim, vemos que ¢ suficiente

provar que vale a igualdade
(1) : [wia,usa] = —[usa, ujal

e a igualdade

(17) : [ua,ua) =0,

para quaisquer monomios 1y, g, u € C,,.
Prova da igualdade (i): Pela definigdo da multiplicagdo entre elementos da base de G,
sabemos que
urugh, se ugug = 13ty .. . ty;
[ura, usal =

0, caso contrario;
e, do mesmo modo, temos que
—ugu1b, se ujug = ity .. . ty;

—[uga, uya] =

0, caso contrario;

Como a caracteristica de K é 2 e uy,us comutam entre si, ja que eles pertencem a algebra

quociente C,, da élgebra comutativa Klto,t1,...,t,], entdo temos que wujusb = —usuyb.
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Portanto, vale a igualdade (i), j& que [uja, usal = —[usa, ujal.
Prova da igualdade (i7): E 6bvia, pois n > 0 e u® # t2t; .. . t,, tendo em vista que 2t .. .1,
nao é o quadrado de algum monomio.

Logo, G,, é uma algebra de Lie sobre K. Agora, note que G, é nilpotente de classe 2.
De fato, G,, nao é abeliana, pois [toa, tot; . .. t,a] = t3t; ... t,b # 0. Por outro lado, sabemos
que o produto de quaisquer trés elementos desta algebra é igual a 0. Portanto, temos que

G, ¢é nilpotente de classe 2.

|
Na notacao do lema anterior, sejam dy, d1, . . ., d, operadores lineares de (G,, definidos nos
vetores da base de GG,, por
d;(ua) = tyua, d;(ub) =0, i=0,1,2,... n.
Seja D,, o espaco vetorial sobre K gerado por dy,dy,...,d,.
Lema 2.2. Os operadores lineares dy,dy,...,d, de G, comutam entre si.
Demonstracao: Vamos mostrar que os operadores lineares d;,d; (i,7 = 0,1,...,n) de G,

comutam entre si, isto é, d;(d;(z)) = d;(d;(2)), para todo z € G,,. Como d;, d; sdao operadores
lineares, entao podemos considerar que z é um elemento qualquer de B,. Desta maneira,
observe que temos dois casos para analisar:

Caso 1: Seja z = ub, onde u = t2t ...t,. Portanto, temos que
ds(ds (b)) = di(0) = 0 = d;(0) = d;(ds(ub)).
Caso 2: Seja z = ua, onde v é um mondémio monico pertencente a C,,. Logo, vemos que
di(dj(ua)) = d;(tjua) = titjua e dj(d;(ua)) = d;(t;ua) = t;t;ua.

Note que os monomios t;,t; comutam entre si, pois eles pertencem a élgebra quociente C,, da
algebra comutativa Klto,...,t,]. Com isto, podemos afirmar que d;(d;(ua)) = d;(d;(ua)).
Logo, provamos que d;,d; (i,7 = 0,1,...,n) sao operadores lineares de G,, que comutam

entre si, ou seja, [D,, D,| = 0.

Lema 2.3. Os operadores lineares dy,dy,...,d, sio deriwagoes de G,,.
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Demonstragao: Vamos provar que cada d; age como uma derivagao nos produtos dos
elementos de G, ou seja, d;([4, B]) = [d;(A), B] + [A, d;(B)], para todo A, B € G,,. Como
d; é um operador linear e o comutador de Lie [, | é bilinear, entao podemos considerar que
A, B € B,,. Logo, para quaisquer uy, us monomios monicos em C, e i = 0,1,...,n , note

que o Unico caso nao trivial é d;([u;a, ugal), pois
d;([ura, ugbl) = d;([urb, ugal) = d;([u1b, ugb)) = d;(0) = 0,
ja que cada d; é um operador linear e, portanto, leva o vetor 0 no 0. De fato, temos que:
d;([ura, ugal) = d;(uiugb) = 0,
[di(u1a), ugal + [ura, d;(usa)] = ((tiur)uz)b + (uy(tiug))b = 2t;uusb = 0,
ja que a caracteristica de K é 2. Portanto,
di([ura, uzal) = 0 = [d;(ura), uga] + [uqa, d;(usa)]
e isto implica que d; é uma derivacao, para todo 7 =0,1,...,n.
|

Finalmente, podemos observar que D,, é uma subélgebra de Lie da algebra Der(G,,) (a
algebra de Lie das derivacoes de G,, sobre K), pois D,, é fechada pela multiplicagao [ , |.
Logo, podemos afirmar que o espaco vetorial D,, gerado por dy, d,...,d, ¢ uma subalgebra
de Lie abeliana (isto é, comutativa) da algebra de Lie Der(G,,) das derivacoes de G,.

Seja H, a algebra de Lie sobre K vista como o espaco vetorial igual a soma direta dos
espagos vetoriais G, e D,, sobre K, com multiplicacdo dada pela equacao (1.3), do Capitulo
1, da Secgao 1.4:

(g1 + 1, 92 + 2] = [91, g2] + 91(g2) — 02(g1) + [01, I2],

onde g; € G,, §; € D, para todo i = 1,2. Seja C(H,) o centro de H,, isto é, o conjunto de

todos os elementos z € H,, tais que [H,, 2] = 0.
Lema 2.4. O centro de H, coincide com o espago vetorial gerado por t3t; .. .t,b.

Demonstracao: Como o espaco vetorial H,, é a soma direta dos espacos vetoriais G,, e D,,

entdao a uniao das bases de G, e de D,, é uma base de H,. Seja z € C'(H,) qualquer, entao
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existem ag, aq,...,a, € K e g € Gy, tais que z = agdg + . . . + ad, + g. Logo,

[z,a] = agdp(a) + ...+ andy(a) + [g,d]
= wotoa + ... + aptpa + Pulto, ..., t,)b

= 0,

ja que z € C(H,). Se u(tg,...,t,) # 0, entdo observe que toa,...,t,a,a(tg,...,t,)b sdo
linearmente independentes. Agora, se u(tg,...,t,) = 0, entdo temos que tya,...,t,a, sdo

linearmente independentes. Enfim, nos dois casos acima, podemos afirmar que:
ag=...=a, =0, ouseja, z € G,.

Portanto,

z= Zﬁiuz‘(to, cootn)a+ Aty teb,
=0

onde cada w; ¢ um monomio monico que pertence a algebra quociente C),, da algebra
comutativa Kltg,t1,...,t,]. Dado w; € C,, existe um monémio v;(tg,...,t,) € C, , tal
que

wi(to, .. tn) - Vi(to, - .- tn) = Loty .. .ty

Com isso, denotando

U; = Ui(to, e ,tn) e v, = Ui(to, e ,tn),
para todo ¢ =0,1,...,r, temos que:
[z,va] = [Bwa,val + Z[ﬂjuja, vial + Mgty . .. tab, vial
J#

= Gty ... t,b+0+0

e O,

j4 que z € C(H,). Isto implica que 3; = 0, para todo i = 0,1,...,7 , pois t3t; ...t,b é um
elemento da base de GG,,. Logo,
z = M2ty ... t,b,
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para algum escalar A. Portanto, provamos que o centro C'(H,) de H,, esta contido no espago

vetorial sobre K gerado pelo elemento 3t ... t,b, ou seja,
C(H,) C {(t3t;...t,b)k.
Como t3t; ... t,b € C(H,), entao temos que

C(H,) = {tit; .. . t,b) k.

|
2.2 As identidades da algebra de Lie H,
Lema 2.5. A dlgebra H,, € central-por-metabeliana, isto €, satisfaz a identidade
[[x1, x2], [23, 4], x5] = 0. (2.1)

Demonstragao: Note primeiro que o ideal comutador H] = [H,, H,] estd contido em G,
pois

H1/1 = [HmHn]

ja que [D,, D,] = 0 e os comutadores [G,,G,]|, |Gn, D,] e [D,,G,] estdao contidos em G,,.
Pela definigao da multiplicagao em G,,, observe também que G!, = [G,,, G,,| = (tt1 ... t,b) k.

Portanto, pelo Lema 2.4, podemos afirmar que:
[H,, H,),[H,, H,)] = H! = (H) C(G,) =G, = (tit, ... t,b)x = C(H,).

Logo, temos que [[H,, H,|, [H,, H,], H,] = 0, ou seja, H, é central-por-metabeliana, ji que
o conjunto [[H,, H,], [H,, H,]] esta contido no centro de H,,.

Seja fe(z1, ..., xk) = [[x1, T2, X3, . .., Tk, [T1, x2]], para todo k > 3.
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Proposicao 2.6. Além da identidade (2.1), a dlgebra H, satisfaz as identidades
fr(x1, ..., zx), para todo k >3, k #n+ 2,

mas nao satisfaz

fTH-Q(xla B 7xn+2)-

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que f,1o # 0 em H,. Se x1 = a e x; = d;_o, para
todo i = 2,3,...,n + 2 e sabendo que [dy,ua] = di(ua) = tyua, para todo k = 0,1,... ,
entao

Jora(@r, - anae) = [z, 22,25, o), [21, 72

= [la,do,ds,...,d,],[a,d]]

= [[—do(a),dy,... ,d,],—do(a)]
= [[~toa,ds, ..., dy], —toa]

= [[—di(—toa),da, ..., dy], —toa]
= [[di(toa),ds, ..., d,], —toal

= Htltoa, dg, ce ,dn], —toa]

= [(=1)" oty ... tha, —toal
= (=1)""2[toty ... taa, toa)
= (=1)"[toty ...tna,toqal

= (=1)"t%ty ... t,b

% O?
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ou seja, provamos que f,.o # 0 em H,.
Agora, seja k # n + 2. Suponha que fy(x1,...,2x) # 0, para alguns z; € H,,. Note que
fr(x1,...,xx) € linear em cada varidvel z;, i = 3,...,k , pois cada uma delas tem grau 1

nesta identidade. Observe também que
[z, x2] = c1a + c2b, onde ¢y, ¢y € Cp,

pois [z1, x2] é um elemento de G, j4 que provamos no Lema 2.5 que [H,,, H,| C G,,. Dado

j € A{1,...,k}, sabemos que se z; € H,, = G, ® D,,, entao existem o, 1,y -5 O, € K@

n
g; € G, , tais que z; = g; + Zozi].di. Logo, temos que

i=0
fk(wla"‘axk) - [[l’l,l’Q,l’g,...,l’k],[l’l,l’g“
= [laa+eb, g5+ Y oundi, ..., g+ Y ondi], cla+ csb]
i=0 i=0
- [[Cla y g3 + Zaisdi y vy Gk + Zazkdz] ; Cla] )
i=0 i=0
pois ¢3b é um elemento central em H,. Como g; € G,, para todo j € {1,...,k}, entdo

existem polindomios wuy;, uy; € Cy, tais que g; = uy,a + uy,;b. Portanto, temos que

fk(‘rla"‘?xk) = [[Cla y g3+zai3di PEEEICIRI gk+zazkdz] ) Cla]
i=0 i=0
= [[aa , (u15a + ug,b) + Z Qigdi .., (ur,0+ ug,b) + Z@ikdi] , 10a]
i=0 i=0
= [laa, wa+ Zaigdi e UlkCL‘FZO@kdi] , aal
i=0 i=0
pois ug;b ¢ um elemento central em M, para todo j € {1,...,k}. Como sabemos que

UrUab, se ujug = t%tl U
[ura, usal =

0, caso contrario;
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e uyusb € C(H,), entdo os unicos elementos que dao uma contribuigdo nao-trivial para o
polinémio fg(xy,...,xx) sdo [z1,z3] = ca (onde ¢ € C,, é um polindmio sem termo constante)

exj=d;, j=3,...,k. Logo, nés podemos assumir que existe um comutador
[ca,d,, ..., d;,cal =ty ... t;,b#0,

pois fr(x1,...,2x) é a soma de comutadores deste tipo e supomos que fi(z1,...,zx) # 0.

Seja ¢ = Z a,y,, onde u, sao monomios que tém grau > 1 em C,,, a, € K e p € N. Como

p
a algebra associativa C),, é comutativa e a caracteristica de K é 2, entao temos que

2 _ 2 _ 2 2 , :
= E apuy)” = E U, + E Qply, - 0l + g Qqlly -
P P

p<q r<gq

_ 2 2
= E aju, + 2 g Qply + Qgllg
p

r<q
_ § 2,2
= apup.
p

Portanto,
[ca,di,, ..., d;,cal = Ptiy...t;, b= (Z o)ty ..., b # 0.
p

Como os elementos nao-nulos na forma f-b € H, (onde f é um polinomio de C,) sao

multiplos de #3t; .. .t,b, entao existe py € N tal que

Wty -ty =ttt

Logo, u,, =ty (pois o grau de u,, é > 1) e k =n+2, o que é um absurdo, ja que k # n+ 2.
Portanto, fi(z1,...,x;) = 0 em H,, para todo k # n + 2. Isto completa a demonstragao

desta proposicao.
|

Corolario 2.7. A identidade [[x1,%2,...,Tpyol,[T1,2]] nao é wuma consequéncia da
identidade (2.1) e das identidades

[[;pl,xQ, - ,:Ek], [551,552]]7

onde k>3 ek #n+2.
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2.3 Demonstracao do Teorema 1

Suponha, por absurdo, que V é definida por um sistema finito de identidades
gi(T1, o xy), 1=1,2,... k.

Note que, para todoi =1,2,...,k , g; pertence ao T-ideal T' = T'(V) gerado pelo polinémio

(2.1) e pelos polindomios
fo=l[z1, 22,23, . .., 2], [71,22]] (comn =3,4,...)

da dlgebra de Lie livre L(X) sobre o corpo K. Observe também que T é gerado pelos
elementos ¢; (i = 1,2,...,k), j4 que supomos que a variedade V é definida por eles. Logo,
cada g; pode ser escrito da seguinte maneira
i
9i = Qg " Cip + Z Qin, * Cin,
n>3
onde o, € K (para todo m > 0), ¢;o é uma combinagao linear de comutadores de Lie
que pertencem ao T-ideal gerado por (2.1) e ¢;,, com n > 3, é uma combinacao linear de
comutadores de Lie que pertencem ao T-ideal gerado por f,,. Como o nimero de elementos
g; € finito, entao existe r € {3,4,...}, tal que r > r;, para todo i = 1,2,..., k. Portanto,
temos que cada identidade g; (i = 1,2,...,k) pode ser escrita da seguinte forma
r
gi = Qg * Cip + Z Qip, * Cin,
n>3
onde o, € K (para todo m > 0), ¢;o é uma combinagao linear de comutadores de Lie
que pertencem ao T-ideal gerado por (2.1) e ¢;;,, com n > 3, é uma combinacao linear de
comutadores de Lie que pertencem ao T-ideal gerado por f,.

Logo, podemos concluir que todos os elementos g; pertencem ao T-ideal gerado por
(2.1) e por fs,..., f,. Por outro lado, temos que T é gerado por todos os elementos g;.
Desta forma, podemos afirmar que 7" é gerado pelo conjunto finito formado por (2.1) e por
fs3,..., fr. Assim, todas as identidades f,,, com n > 3, pertencem ao T-ideal gerado pelas
identidades f,, com 3 < n < r. Portanto, toda algebra de Lie central-por-metabeliana H
que satisfaz as identidades f,, com 3 < n < k, satisfaz também as outras identidades f,,,
com n > k, o que é um absurdo, pois isto contradiz a Proposicao 2.6. Logo, V nao tem

base finita para suas identidades e isto completa a demonstragao do Teorema 1.



CAPITULO 3

Identidades da algebra de Lie das

matrizes 2 x 2

Neste capitulo, nosso objetivo sera a demonstracao do seguinte teorema, provado por

Vaughan-Lee, em [17]:

Teorema 2 (Vaughan-Lee). Se K ¢ qualquer corpo infinito de caracteristica 2, entdo

a dlgebra de Lie gly(K) das matrizes 2 x 2 sobre K ndo tem base finita para suas identidades.

Desta maneira, iniciaremos o capitulo demonstrando alguns resultados necessarios para

provarmos tal teorema. Este capitulo serda baseado no artigo [17] de Vaughan-Lee.

3.1 Alguns resultados auxiliares

Sejam K um corpo de caracteristica 2 e L(X) a algebra de Lie livre sobre K, livremente
gerada por X = {zy,xq,x3,...}. Seja I o T-ideal de L(X) gerado pela identidade (2.1), ou
seja, o T-ideal de L(X) gerado pela identidade

Hxl,@], [I3,$4],$5]

L{X)

eseja F'= a algebra de Lie livre central-por-metabeliana sobre K gerada por Y, onde

Y ={y1,v2,93,...} tal que y; = 7; = x; + I, para todo i € N.

36
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Proposicao 3.1. O polinomio [[y1, Y2, Y3, - - -, Ynl, [Y1, 42]] de F', com n > 3 fizo, nao é uma
consequéncia do congunto {[[y1,y2,Ys, -, k), (Y1, y2]] | K > 3, k #n}.

Demonstracao: Observe primeiro que, pelo Corolario 2.7 do Capitulo 2, a identidade
P = [[x1, 22, ..., &), [T1, 22]] N8O é uma consequéncia da identidade [[x1,xs], [x3, z4], 25] €
das identidades

Pe = [[x1, T2, ..., 2k, [11,22]], onde k>3 e k#n.

Em outras palavras, p, nao pertence ao T-ideal T,, de L{X) gerado por [[z1, xa], [x3, T4], T5]

e pelas identidades py, com k > 3 e k # n. Seja ¢ 0o homomorfismo canénico de L{X) para
o LX)
T

, Ou seja,

p: LX) — LX)

I~

Note que, para todo a,b € L(X), temos que
o(la,b]) =[a,b] + I =[a+ 1,0+ 1] = [p(a), p()].
Logo, usando repetidamente a equacao acima, vemos que

(p(pn> = 80([[3717 L2, T3, .- 7xn]7 [xhx?]]) = [(,0([$1, L2, T3, ... 756”])7 90([1:171;2])]
= [@([[Ih L2, L3y - 7xn—1]7 In])v [@(Il)v QD(I'Q)H
= [le(lzr, z2,23,. .. 2a]), p(@0)]; [(21), o(2)]]

= [[p(z1), o(x2), p(x3), - . ., p(wn)]; [0(21), (22)]]

- [[y17y27y37"‘7yn]7[y17y2]]‘

Pelo mesmo motivo, temos que a imagem pela aplicagao ¢ do conjunto C,, formado pela
identidade [[z1, 23], [x3, x4], 5] € pelas identidades py (com k& > 3 e k # n) é o conjunto
0(C) = {0 U{lly1, 2,35 - > W), [y1, w2]] | B > 3, k # n}. Sabemos que se T;, é o T-ideal
de L{X) gerado por C,, entao ¢(T;,) é o T-ideal de F' gerado por ¢(C,,).

Suponha, por absurdo, que [[y1,Y2,Ys,---,Ynl, [Y1,¥2]] = ©(pn) = pn + I pertence ao
T-ideal p(T),) = % gerado pelo conjunto {[[y1, Y2, ¥s, - - -, Yk, [y1,¥2]] | K > 3, k # n}. Logo,
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existe um elemento t¢,, € T}, tal que p, + 1 = t, + I, ou seja, p, é congruente a t, médulo I.
Portanto, existe um elemento h € I, tal que p,, = t, +h. Como I CT,, e p, =t,+h, entao
temos que p, € T, o que é um absurdo, pois isto contradiz o Corolario 2.7 do Capitulo 2.
Logo, temos que o polindémio ¢(p,,) ndo pertence a Tn’ ou seja, que [[Y1, Y2, Y3, - - -, Ynl, (Y1, Yo)]
nao é uma consequéncia do conjunto {[[y1,y2,vs,---, Ykl [y1,42]] | & > 3, k # n}. Isto

completa a demonstracao deste lema.

|
Lema 3.2. O T-ideal Q, de F gerado por [[y1,Y2,Ys, -, Ynl, [y1,Ye]], visto como espago
vetorial sobre K, € gerado pelos polindmios da forma [[my, me, ms, ..., my], [m1, ms]], onde
mi, ..., My, Sao monomios de F'.
Demonstracao: Como [[y1, Y2, Y3, - - -, Un), [U1, Y2]] estd no centro de F', pois pertence a F”,
entao €, é gerado pelos polinémios da forma [[ay, as, as, ..., a,],[a1, as]], onde a; € F, para
todo i € {1,...,n}. Sabemos que todo elemento de F' ¢ escrito como combinacao linear de
monomios e, além disso, temos que [[y1, Y2, Y3, - - -, Ynl, [Y1, Y]] € linear em ys, ya, . . ., Yn, POis
eles tém grau 1. Portanto, nés podemos supor que as, ay, . .., a, sao monomios. Logo, falta

provarmos que a, as sao monomios. Suponha que a; = b+ ¢, onde 3,7 € K e b,c € F.

Entao,

(a1, as,as, ..., a,], (a1, as]] = [[(Bb+ v¢),as,as, ..., a.], [(Bb+ vc), as]]
= B3?[[b,az,as, ..., a),[b,as]] +¥*[[c, az, as, . . ., anl, [c, as]]

+57Hb7 G2, as, . . . 7an]7 [07 a’?]] + 57[[@ A2,Ads, ... 7an]7 [b7 CLQH'

Desta maneira, usando a equagao (1.9), temos que

[[ay, as,as, ..., a,), a1, a0]] = B?[[b,as,as,...,a,,[b,as]] +72[[c, as, a3, ..., a,], [c, as]]
+257[[b7 a2, a3z, . . . 7an]7 [Cv a2]]

_ 32 2
- 5 [[bv Gz, as, . . . aan]7 [bv a2]] + Y HC, A2,As, ... 7an]a [07 (12]],

pois a caracteristica de K é 2. Portanto, nés podemos supor que a; ¢ um monomio. Do

mesmo modo, podemos supor que as também é um monomio e isto completa a prova deste

lema.
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3.2 Demonstracao do Teorema 2

Sejam K um corpo infinito de caracteristica 2 e A = gly(K) = My(K)(7) a dlgebra de

Lie das matrizes 2 x 2 sobre K, a qual possui uma base formada pelo conjunto {a, b, ¢, [b, |},

1 0 0 1 00
a= , b= e c= :
00 00 10
Assim, note que A tem dimensao 4. Observe também que

(0
()G

ja que a caracteristica de K é 2. Portanto,

bd] = bo— b 1o0) (o o0\ (10
AT 0 0 o -1/ \o 1)’

o qual é central em A, pois [z, [b,c|]] = z - [b, ] [ c]-x=x—2 =0, paratodo z € A. Em

particular, temos que [a, [b, c]] = [b, [b, c]] = ,c]] = 0. Agora, note também que

1
ab =
01 10 0 0
ba = = .
0 0 0 0 0 0
Logo, sabendo que a caracteristica de K é 2, temos que

0 1 00 0 1
[b,a] = [a,b] = ab — ba = - = =b.
00 00 0 0
Veja também que
10 00 00
ac = =
00 10 00

onde

—_
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pois a caracteristica de K é 2. Assim, vemos que

0 0 0 0 0 0
[c,a]z[a,c]zac—caz(o 0)—(_1 0>:<1 O):c.

Seja B C A a algebra de Lie gerada por b,c. Como B possui uma base formada pelo
conjunto {b, ¢, [b, c|} e o elemento [b, ¢] # 0 é central em A, entdo B nao ¢é abeliana e o produto
de quaisquer trés elementos desta algebra é nulo. Portanto, temos que B ¢é nilpotente de
classe 2. Observe também que B é um ideal de A. De fato, sejam h e g elementos quaisquer

de B e A, respectivamente. Logo, existem elementos «, 3,7,9, \, 0, u € K, tais que
h=a-b+p-c+vy-[bc] e g=d-a+X-b+o-c+u-[b.

Portanto, temos que

hyg) = [a-b+F-c+vy-[b],0-a+X-b+oc-c+pu-[b]

= [ab,d-atA-b+ro-ctp-[bd] + [B-c,d-atr-bto-ctp-[bd]
+[v-[bc,0-a+A-b+o-c+p-[bd]

= ([a-b,6-al+[a-b,A-b+[a-bo-c]+[a-bu-[bc]])
+ ([66,5&]“‘[56,)\b]+[ﬁC,UC]+[ﬁC,/L[b,CH)
+ ([’y‘[b,C],é‘CL]—F[’}/'[b,C],)\'b]—l—[”)/'[b,c],0'~c]+[’y'[b,C],/L~[b,C]])

= ad-[ba]+ao-[bcl+ (5 [c,a] + BN [b, ]

= ad-b+p0-c+ (ac+ PN -[b,d,

ou seja, que [h, g] é um elemento de B, ja que [h, g] pode ser escrito como uma combinagao
linear de elementos da base {b, ¢, [b,c|} de B. Logo, temos que B é um ideal de dimensao
trés de A.

Lema 3.3. O elemento a € A age como uma derivag¢ao em B.

Demonstracao: Vamos mostrar que o elemento a € A age como uma derivacao em B, ou
seja, que

[CL, [U7U]] = Hav u]?”] + [u7 [a,v]],
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para todo u,v € B. Como o comutador [, | é multilinear, entao é suficiente mostrar que
a, [u,v]] = [[a,u],v] + [u,][a,v]], para todo u,v pertencente a base {b,c,[b,c|} de B. Como
[[a,b], c] + [b, [a,c]] = 2[b,c] =0 = la,[b,c]] (pois a caracteristica de K é 2) e este é o unico

caso nao-trivial, entao a é uma derivacao de B.
|

A
Note também que 5= (a), ou seja, que a dlgebra de Lie quociente — tem dimensao 1.
Logo, 3 ¢ uma algebra de Lie abeliana, ja que [z,y] = [aa, fa] = af[a,a] = 0, para todo

r=aa e y = [a pertencentes a % Portanto, temos que A" C B. Desta forma, podemos
afirmar que A” C B’. Como a algebra de Lie B’ é gerada, como espaco vetorial sobre K,
pelo elemento [b, ¢] que é central em A, entao temos que [A”; A] = 0, ou seja, que A é uma
algebra de Lie central-por-metabeliana.

Agora, vamos mostrar que A nao tem base finita para suas identidades.
Lema 3.4. A satisfaz a identidade [[x1, o, X3, ..., Ty], [21,22]] = 0, para todo n > 3.

Demonstragao: Sera necessario mostrar que [[ai,as,as,...,a,],[a1,a2]] = 0, para todo
ai,as,as,...,a, € Aen > 3. Como na prova do Lema 3.2, nés podemos supor que
ai, as, as, ..., a, sao elementos da base {a,b, ¢, [b,c]} de A. Se [aq, as] # 0, entdo pelo menos
um dos aq,as deve ser igual a b ou ¢. Logo, nao ha perda de generalidade em supor que
a; = b. Se lay,as,as,...,a,] ndo estd no centro de A, entdo ay = az3 = ... = a, = a.

Portanto, temos que

[la1,az2,as,...,a,],[a1,as]] = [[b,q,...,al],[b,a]] = [b,b] = 0.
Logo, A satisfaz a identidade [[x1, z2, z3, ..., 2], [r1, 22]] = 0, para todo n > 3.
]
Agora, suponha que w = w(y1, Y2, - - ., Yn) ¢ uma identidade em A, onde w € F. Como K

¢ um corpo infinito, entao nés podemos supor, pelo Corolario 1.49 do Capitulo 1, que w

¢ homogéneo de grau r; em relacdo a y; (para todo i = 1,2,...,n) e podemos supor também

que r; > 0 (para todo i = 1,2,...,n). Logo, pela equagao (1.8), vemos que F’, médulo F”
/

(isto é, , € gerado pelos produtos

=)

[yzpyw)aylk] <k227 Zl>22§23< Slk)
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e escrevendo [[a, b*~ Y], b] = [a,b®)] = [a,b, ..., b], temos que
k fatores

w= Z Oé’i[yia ygrl)a s >y§ii{1)7 yZ(Ti*l)’ yz(:—lzrl)a s 7y£Lrn)] + u<y17 Y2, .- 73/71)

2<i<n

para alguns as, g, ..., q, € K e algum v € F”. Suponha que «; # 0 para algum inteiro
J (2 <j <n). Entao, substituindo a + b em y; e substituindo a em y; (i # j) na identidade
w, temos que a;b = 0, o que ¢ uma contradicao, pois ndés supomos que «; # 0 e sabemos

que b é um elemento (ndo-nulo) da base de A.

Observagao 3.5. Note que w(a,...,a,a +b,a,...,a) = a;b = 0, tendo em vista que w é
uma identidade em A e que a subdlgebra G de A, gerada por a,b, é metabeliana (ou seja,
G" =0). Por isso que

u(a,...,a,a+ba,...,a)=0.

Logo, temos que a; = 0, para todo j (2 < j < n). Portanto, w € F”.

Agora, nés vamos considerar dois casos importantes:

Caso 1: Suponha que w nao é linear em todas as variaveis yi, s, ..., ¥,. Entao, nao
existe perda de generalidade em supor que r; > 2. Pela equagao (1.10), vemos que F” é

gerado pelos elementos da forma

Hyila Yigs - -+ >yik]7 [yz‘kﬂ,?/ikw]],

onde k > 2, 1 >0y <3< ... < ik, ik+1 > ik+2 < ig, iy > ik+2 el > ik+1 quando
19 = ikyo. Se pelo menos dois dos iy, 2s, . . ., ix10 S0 iguais a 1, entao temos que 19 = g0 = 1
e, portanto, 91 > tgy1.

Deste modo, w pode ser escrito na forma

2<i<n
r1—1 r i ri—2 T T
w = Z OéiHyi7y§1 )7yé2)a"'7y'§—11)7y§ )7y§+f—1)7"'7y7(1 )]7[%;%“ +
r;>2
ri—1 r Ti_ ri—1 T i ri—1 T o
Z ﬁz][[yﬂygl )7y§ 2)7"'7 ](’—jll)ay](‘J )7?J]('ﬁ1+1)7---7?/§_11)7y§ );y§+1+1)7~-ay£ )]7{y]7y1]]7
1>5>2

onde o primeiro somatoério indica a parte de w na qual i1 = ix11 e o segundo somatério indica
a parte de w em que temos i; > 5. Suponha que f;; # 0 para alguns inteiros 7,5 (com

i > j). Entao, substituindo a + b em y;, a + c em y; e a em y;, onde k # i, j, temos que

0= Bilb,a,...,a,[c al] = Bib, ],
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o que é uma contradi¢do, pois supomos que [3;; # 0 e sabemos que [b,c] é um elemento

(ndo-nulo) da base de A.
Observacao 3.6. Note que

Bijllb, a, ... a], [e, al] = Bi;[b, ] = O,
pois w é uma identidade em A.

Portanto, §;; = 0, para todo 4, j, onde ¢ > j > 2. Com isto, temos que

2<i<n

ri—1 T T ri—2 T rn
w = Z Q{i[[yi7y§1 )7yé 2)a"'7y§—11)7y§ )7yg+f1)7"'7y7(1 )]7[%‘;91“7
r;>2
que é a parte de w onde i; = i;11. Logo, no Caso 1, podemos concluir que w é uma

consequéncia das identidades

[[yla Y2, Y3, - - - 7yn]a [yla yQH = 07

onde n > 3.
Caso 2: Suponha que w(y1,ys, .- .,Yn) € linear em cada uma das varidveis yi, yo, - - . , Yn-
Entao, o fecho-verbal de w é gerado pelos polinémios w(my, ms, ..., m,), onde my, ma, ..., my,

sdo monomios de F'.

Lema 3.7. O polinémio w(my,msa, ..., my,) =0, a nao ser que my, ma, ..., m, sio todos de

grau 1.

Demonstracao: Suponha o contrario. Sabemos que nao existe perda de generalidade em
supor que w(my, ms,...,my,) # 0 para alguns my, ma, ..., m,, onde o grau de m; é maior

do que 1. Entao, certamente temos que

w(yn+1y17 Yo, - - 7yn) 7é 0 (31)
e W(Yni1Y1, Y2, - - -, Yn) €, também, uma identidade em A. Logo, como w(y1,ys,. .., Yn) estd
contido em F” e é linear em relacdo as variaveis yi, ya, . . . , Yn, temos que

W1y, Y20 oY) = > illti Y2, Y30 Vi1, Yiets - Ul Wi, 1]

3<it<n
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para alguns ag, ay, . .., o, € K, 0s quais nao sao todos nulos, pois vale a equagao (3.1). Com
isto, suponha que «; # 0, para algum 3 < j < n. Assim, substituindo b no lugar de y;, ¢ no

lugar de y,+1 e a no lugar de yy, para todo k ¢ {j,n + 1}, temos que
0= aj[[b,a,...,al,[c al] = a;b, ],

o que é uma contradigao, ja que nés supomos que «; # 0 e sabemos que [b, ¢] ¢ um elemento

(nao-nulo) da base de A.

Observacao 3.8. Note que
a;[[b,a, ..., al,[c,a]] = aj[b, ] =0,

pois w é uma identidade em A.

Logo, verificamos que w(my, ma, ..., m,) = 0, a ndo ser que my, mo, ..., m, sdo todos de
grau 1.

|

Desta forma, no Caso 2, nés podemos concluir que o fecho-verbal de w(y;,...,y,) em F é

gerado, como espaco vetorial sobre K, pelos polinomios que tém grau n.

Seja T'(A) o T-ideal de L(X) formado por todas as identidades de A. Portanto, de acordo
com a andlise feita nos dois casos acima, vemos que T(A) é gerado pela identidade (2.1) e
pelos dois tipos seguintes de identidades:

Tipo 1: Identidades da forma w(xy,...,x,), tais que o fecho-verbal de w(yi,...,y,) em

F' é gerado, como espaco vetorial sobre K, pelos polinomios que tém grau n. Logo, se f é

um polinémio homogéneo do fecho-verbal de w(xy,...,z,) em L(X) com grau maior que n,
entao f € [.
Tipo 2: Identidades da forma [[z1, X2, 3, ..., xy], [T1, 22]], onde n > 3.

Suponha, por absurdo, que A tem uma base finita para suas identidades. Entao, T(A)
é gerado pela identidade (2.1), por um conjunto finito de polinémios do Tipo 1 e por um
conjunto finito de polinémios do Tipo 2. Assim, seja m o grau maximo dos polindomios que

pertencem ao conjunto formado por (2.1) e por estes conjuntos finitos e seja
P = Hxhx?)x& cee 7xm]7 [xla'x?]]'
Portanto, temos que

P = Hxhx%x& cee 7xm]7 [xla'IQH = P(Z.l) + Pl + P27
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onde P21y ¢ um polinomio que pertence a I, P, ¢ um polinomio que pertence ao T-ideal de
L({X) gerado pelos polinémios do Tipo 1 de grau menor ou igual a m e P, é um polinémio
que pertence ao T-ideal de L{X) gerado pelos polinémios do Tipo 2 de grau menor ou igual
a m, ou seja, gerado pelos polinémios [[xy, z2, x3, . .., Tk, [T1, z2]], com & < m — 2. Sabendo
que o grau de P é m + 2, entao note que cada um destes polinomios pode ser escrito da

seguinte forma:

(
Poy = P(,2.1) + P(lé.l)
P1 — Pll + Pll, )
\ P, = Py+ Pf

onde P} é a parte homogenea de grau m + 2 de P; e P/ é a soma das partes homogeneas de

graus diferentes de m + 2 de P;, para todo j € {1,2,(2.1)}. Portanto, temos que

P=Pony+ P+ P = (Poyy+ Py + (P + P) + (B + F)

= (P(/2.1)+P1,+P2/)+(P(/é.1)+P1”+P2”)'

Desta maneira, vemos que P — (P, + P + P3) — (Pjy,y + P+ FJ) = 0 em L(X). Logo,

utilizando a Observagao 1.47, podemos afirmar que

Seja I; o T-ideal de L(X) gerado pelos polinémios do T'ipo 1 que tém grau no maximo m e
seja Iy o T-ideal de L{X) gerado pelos polinémios do Tipo 2 que tém grau no maximo m.
Analisando a defini¢ao de P;, temos que P| € 11, ou seja, que P{ é um polinémio homogéneo
de grau m + 2 que pertence a [;. Portanto, P| € I, isto é, P| é congruente a 0 médulo .
Logo, P('2_1) + P| € I, ou seja, P(,2.1) + P = P(’é’_l), onde P(’;’_l) pertence a I. Desta forma,
vemos que
P:P(/2.1)+P1/‘|‘P2/ :P(/g.1)‘|’P2/a

ou seja, que P é uma consequéncia da identidade (2.1) e das identidades do T'ipo 2 que tém
grau no maximo m, o que é um absurdo, pois isto contradiz a Proposicao 3.1.

Logo, A é uma algebra de Lie de dimensao 4 sobre K que nao tem base finita para suas

identidades. Isto completa a demonstragao do Teorema 2.



CAPITULO 4

As identidades de uma algebra de Lie

vista como um anel de Lie

Seja Lg a algebra de Lie livre sobre o corpo Q dos ntumeros racionais, livremente
gerada por x1, s, x3,... € seja Ly o anel de Lie livre, livremente gerado por xy, xs, T3, . . ..
Denotaremos por V(M) o T-ideal em Lg formado pelas identidades de M e denotaremos
por Vz(M) o T-ideal em Lz formado pelas identidades de M, onde M é a &lgebra de Lie

sobre Q definida da seguinte maneira:

0 Q Q 0 a2 a3
M=|0Q Q [|= 0 az a a;; € Q
0 0 O 0 0 0

Neste capitulo, nosso objetivo principal serd a demonstragao do seguinte teorema, provado
por Krasilnikov, em [12]:
Teorema 3 (Krasilnikov). O T-ideal V(M) € finitamente gerado, apesar de o T-ideal

Vz(M) nao ser finitamente gerado.

Algumas observacoes iniciais

Seja G uma algebra de Lie qualquer sobre o corpo @Q dos nimeros racionais. Entao,

observe que a algebra G pode ser vista como um anel de Lie. Falamos na Introducao que

46
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é possivel mostrar que se as identidades do anel de Lie G tém uma base finita, entao as
identidades de G, vista como algebra de Lie sobre Q, também tém uma base finita. De fato,
sabemos que Ly C Lg. Denotaremos por Vgp(G) o T-ideal em Lg formado pelas identidades
da algebra de Lie G e denotaremos por Vz(G) o T-ideal em Lz formado pelas identidades
do anel de Lie G.

Observe que Vz(G) = Vp(G) N Lz. Por outro lado, temos que Vg(G) é gerado, como
espago vetorial sobre Q, por Vz(G). De fato, se f € Lg, entdo existe um nimero m € Z
nao-nulo, tal que m - f é um polinomio de Lie com coeficientes inteiros, ou seja, m - f € L.
Logo, se f € Vp(G), entdo temos que m - f € Vz(G) = Vp(G) N Ly.

Note também que se um conjunto S C Lz gera Vz(G) como um T-ideal em Ly,
entdo temos que S gera Vp(G) como um T-ideal em Lg. Em outras palavras, uma base de
identidades do anel de Lie G é também uma base de identidades da algebra de Lie G sobre
Q. Logo, se as identidades do anel de Lie G' tém uma base finita, entao as identidades de G,

vista como algebra de Lie sobre QQ, também tém uma base finita.

Demonstracao do Teorema 3

Sejam G uma algebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica 0 e T'(G) o T-ideal de

L({X) formado por todas as identidades satisfeitas em G. Seja ad a seguinte representagao:

ad: G — End(G)

a +— ad(a):x— [z,a

Teorema 4.1 (II’tyakov [10]). Se G é uma dlgebra de Lie finitamente gerada como espago
vetorial sobre K, tal que o envolvente de ad(G) em End(G) é uma Pl-dlgebra, entio T'(G)

¢ um T-ideal finitamente gerado na dlgebra de Lie livre L{X).

Para provar o Teorema 3, vamos utilizar o seguinte teorema de Il'tyakov [10], que é uma

consequéncia do Teorema 4.1:

Teorema 4.2 (II'tyakov). Toda dlgebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de

caracteristica 0 possui uma base finita para suas identidades.

Note que este teorema é uma consequéncia do Teorema 4.1. De fato, se dim G = n < oo,
entao dim End(G) = n® < oo. Logo, a dlgebra associativa End(G) satisfaz a identidade

multilinear s,z 1(z1,...,%241) = Z (signo)To(1) - - - Tom241) 5 OU seja, End(G) é uma

0ES, 2.4
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PI-algebra. Portanto, pelo Teorema 4.1, podemos afirmar que G possui uma base finita
para suas identidades.

Como M é uma algebra de Lie de dimensao 4 sobre o corpo Q de caracteristica 0, entao,
pelo Teorema 4.2, a algebra M tem uma base finita para suas identidades, ou seja, o T-ideal
Vo(M) em Lg é finitamente gerado.

Portanto, para completar a demostracao do Teorema 3, falta provar que Vz(M) nao é
finitamente gerado como um T-ideal no anel de Lie livre Lz. Antes disto, vamos mostrar

que M satisfaz a identidade

[[Ilva]a[I3ax4]ax5] =0. (41)
Lema 4.3. A dlgebra de Lie M € central-por-metabeliana, isto é, satisfaz a identidade (4.1).

Demonstracgao: Sejam a,b, ¢, d, f elementos quaisquer da algebra de Lie M, tais que

0 * % 0 * % 0 * =
a = 0 Qoo * ,...,d: O d22 k ef: 0 * sk ,
0O 0 O 0O 0 O 0 0 0

onde agg, bag, Co9,das € QQ e x representa niimeros racionais que nao interferem no resultado.

Logo, temos que

[ 0 * = 0 % =
[a, b] = 0 axp =* | 0 by %
0O 0 O 0O 0 0
0 =* =« * ok 0 * =x 0 =* %
= 0 ag * 0 by * | — | O byy = 0 ag *
0O 0 O 0O 0 0 0O 0 0 0O 0 O
0 * * 0 * *
= 0 @by * - 0 bysage *
0 0 0 0 0 0
* %k

]
]
@]
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Do mesmo modo, temos que

* % O
* O O
o O O
(\
I
=
9,

Portanto, podemos concluir que
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o O O
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Desta forma, podemos observar que
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ou seja, a algebra de Lie M ¢é central-por-metabeliana. Isto completa a demonstragao deste

lema.

Para todo | > 5, seja U, o T-ideal em Lz gerado pela identidade (4.1) e por todas as
outras identidades de grau até no maximo [ satisfeitas na algebra M vista como um anel de
Lie. Entao, temos que

UsCUsC---CU,C---

Va(M) = Ui . (4.2)
=5

Logo, para completar a demonstracao do Teorema 3 é suficiente provar que a cadeia de

T-ideais acima satisfaz a seguinte regra de inclusoes préprias

Us CUs CU, CUg C - CUgp1 S Usp CTUzpyr S - (n > 3). (4.3)

De fato, suponha que vale (4.3). Queremos mostrar que Vz(M) nao é finitamente gerado
como um T-ideal em Lz. Portanto, suponha que Vz(M) é finitamente gerado como um
T-ideal em Ly, isto é, existem vy, ..., v; identidades de M, tais que Vz(M) = (vy,...,vx).

Como vale (4.2), entao existe [y € {5,6, ...}, tal que v; € U, , para todo 1 < i < k, ou seja,
V(M) = Ju =1,
1=5

e, pela cadeia (4.3), temos que existe [; € {5,6,...}, tal que

U, €Uy,

=

(onde l; > ly), o que é uma contradicao.
Seja P = Z[t; | i € N] o anel de polinémios com coeficientes inteiros sobre um conjunto

infinito enumeravel de variaveis. Seja H o anel de Lie dado por

0O P P 0 pi2 pi3
H = 0o P P = 0 pao po3 pij € P
0 0 O 0 O 0

Observe que M e H podem também ser vistos como anéis associativos, onde a soma e a

multiplicagao de matrizes sao as usuais.
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Lema 4.4. FExiste um homomorfismo sobrejetivo do anel associativo H para o anel

associativo M.

Demonstracao: Antes provarmos que existe um homomorfismo sobrejetivo do anel
associativo H para o anel associativo M, observe que Q é uma imagem homomorfica de
P. De fato, sabemos que o conjunto X = {t; | ¢ € N} das varidveis de P ¢é infinito

enumeravel e Q também é, entao existe uma bijecao

?: X — Q

i — g

entre X e Q. Portanto, sejam py(t1, s, ..., tx) um polindomio qualquer de P tal que
pr(ti,t, ooy th) = natt™ o gt gt

(onde k € N é o maior indice das varidveis que aparecem em py, n; € Z e my, € NU{0} )

e ¢ a funcao de P até QQ definida da seguinte maneira:

et e, 1) = @(nat™ T g7 R o T )
= g™ g e G g

Observe que a funcao ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetivo de P para Q . De fato, se py, ps sao

dois polinomios quaisquer de P, tais que

pr=pi(ti,ta, o ) = aptt o b ant P L aty?

pa = palty, to, .. b)) = bttt bt bt

(onde k € N é o maior indice das varidveis que aparecem em p; € em ps , (v m, € NU{0} e

Bryms € NU{0} , para todos os ny, my, ns, me € N), entdo temos que

o(pr+p2) = @(ayt®™ 0% gty byt b )
— a1 a1k Q1 &k 4 p) B11 B1k b.a°it Bik
a1q; - Qo FaiqT oo q 0 e @ 0 g

= ¢(p1) + ¢(p2)



Capitulo 4 e As identidades de uma algebra de Lie vista como um anel de Lie 52

poipe) = o (@t gt b )

i

_(y

m=1 [=1

= (Z a bltan-i-ﬁu o tzlk+ﬁlk 4.+ Z a]bltaﬂ-l-ﬁu o tzjk+,@1k>

blq?ml+ﬁl1 o qZémkﬂLﬁZk

7
_ Z alblq?n-&-ﬂu o q]‘:lk"!‘ﬁlk + .+ Z ajblqla]1+ﬁ“ o qZJk Bik
=1 =1

— (aqu‘“...qg”“—i-...—i-ajqféjl... )(bqﬁ“...qg““+ —i—bqﬂ”...q,f”“)

= @(p1)e(p2)

ou seja, ¢ é um homomorfismo de P para Q . Note que ¢ é uma aplicagao sobrejetiva, ja
que para todo ¢; € Q , existe um p; € P (p; = t;) tal que ¢(p;) = ¢;. Com isto, provamos
que Q é a imagem de um homomorfismo de P para Q .

Agora, vamos mostrar que M é a imagem de um homomorfismo do anel associativo H

para o anel associativo M. Sejam h; e hy duas matrizes quaisquer de H, tais que

0 fiz fis 0 gi2 913
hy = 0 foa fo3 e hy= 0 g2 923 |-
0 O 0 0 O 0

onde f;;,g;; € P, paratodoi € {1,2} e j € {2,3}. Seja ) uma funcéo de H para M definida
por
(R H — M
0 pi2 pi3 0 @(pi2) »(p13)

0 pa po3 — 0 w(p22) w(p23) |-
0O O 0 0 0 0
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onde ¢ é a fungdo definida no inicio da demonstracao deste lema, p;; € P e ¢(p;;) € Q,
para todo i € {1,2} e j € {2,3}. Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de
H para M em relacao a soma e a multiplicacao usual de matrizes.

Primeiro vamos mostrar que v é uma aplicacao sobrejetiva. De fato, seja

0 qi2 a3
m = 0 g2 @3
0O 0 O

uma matriz qualquer de M, onde ¢;; € Q , para todo i € {1,2} e j € {2,3}. Como ¢ é
uma aplicac@o sobrejetiva, entdo, para cada ¢;; € Q com 7 € {1,2} e j € {2,3}, existe um

polinémio p;; € P, tal que ¢(p;;) = g;; . Logo, existe uma matriz

0 pi2 pi3
hm = 0 p22 po3
0 0 O
0 @(piz) ¢(pi3) 0 g2 qi3
de H, tal que ¥(hy) = | 0 ©(p2) @(ps) = | 0 gn ¢3 = m , ou seja, ) é
0 0 0 0 0 O

também uma aplicacao sobrejetiva. Agora, note que

iz fi3 0 g12 413
U(hy+hy) = ¥ 0 fao fos |+ 0 g2 go3
0 0 0 0 0 O
0 fia+gi2 fiz+ 913
= 9 0 foo+g22 fo3 + go3
0 0 0

Logo, pela definicao de v, vemos que

0 ¢(fiz+g12) ¢(fis+ g13)
Uhy+hg) = | 0 @o(faz+ g22) ©(fos3 + g23)
0 0 0
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Como ¢ é um homomorfismo, temos que

0 @(fi2) +v(g12) @(fi3) + »(g13)

U(hy +hy) = 0 ©(f2) +¢(g22) ©(f2s) + ¢(g23)
0 0 0
0 ¢(fiz) ©(fi3) 0 ¢(g12) ©(g13)
= 0 ©(fa) @(faz) |+ | 0 wlga2) ¢(g23)
0 0 0 0 0 0
= 2/J(hf) + w(hg)~
Observe também que
0 fiz fis 0 g12 913
w(hf : hg) = 9 0 foo fo3 0 ga2 923
0 0 0 0 0 O
0 fi2-g22 fi2- go3

I
<
o

fo2 - 922 fa2 - 923
0 0

Logo, pela definicao de v, vemos que

0 @(fiz-g22) @(fi2- g23)
U(hyhg) = | 0 @(faz-g22) ©(fo2 - gos)
0 0

Como ¢ é um homomorfismo, temos que

0 @(fi2) - p(g22) ¢(fi2) - p(g23)

U(hy-hg) = | 0 @(fa)-p(g22) ©(fa2) - p(g23)
0 0 0
0 ¢(fiz) ¢(fi3) 0 ©(g12) ©(g13)
= 0 @(fez) @(faz) || O ¢(g22) (ga3)
0 0 0 0 0 0

= Y(hy) - P(hy).
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Portanto, provamos que v é um homomorfismo sobrejetivo do anel associativo H para o anel

associativo M.
[ |

Corolario 4.5. Eziste um homomorfismo sobrejetivo do anel de Lie H para o anel de Lie
M.

’

Demonstracao: Vamos provar que a aplicacao v, definida no Lema 4.4, é um
homomorfismo sobrejetivo do anel de Lie H para o anel de Lie M. Ja mostramos que
1 é uma aplicacao sobrejetiva, entao falta provar que 1) ¢ um homomorfismo do anel de Lie

H para o anel de Lie M. Usando as equagoes

Y(hy + ha) = Y(h1) + ¥ (ha)

¢(h1 : hz) = w(hl) ) ¢<h2)a

provadas no lema anterior, onde hq, ho sao elementos quaisquer de H, temos que

U([hy, hgl) = W (hg-hg—hg-hy)

= Y (hy-hg) =t (hy - hy)

= Y(hy) - Plhg) = ¥(hy) - (hy)

= [¢(hy), ¢ (hy)],

para todo hy, hy € H. Desta forma, temos que ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetivo de H para

M, ou seja, M ¢é a imagem do homomorfismo .

H
Corolario 4.6. —

Ker(9)

Demonstracao: Consequéncia imediata do Teorema do Homomorfismo, onde M ¢ a

I

M .

imagem do homomorfismo 1 e o ideal (de H) Ker(v) é o seu nicleo.
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Lema 4.7. Toda identidade do anel de Lie H € satisfeita pelo anel de Lie M, ou seja,
Vz(H) C Vg (M).

Demonstracao: Seja K um ideal qualquer de H. Portanto, pelo Corolario 1.36 do
Capitulo 1, temos que toda identidade de H é satisfeita pelo anel quociente % Logo,
tomando K = Ker(1) e usando Corolario 4.6, temos que toda identidade de H é satisfeita
por M, ou seja, Vz(H) C Vz(M).

|
Lema 4.8. A intersecao dos nicleos de todos os homomorfismos de H para M ¢ trivial.

Demonstracao: Vamos mostrar que se para todo homomorfismo ¢ de H para M, temos
que £(h) = 0 para algum h € H fixo, entdo h = 0. Em outras palavras, se {&;}ic; ¢ a familia
de todos os homomorfismos de H para M, tal que & (h) = 0 para todo ¢ € I, entdo temos
que h é um elemento nulo de H, ou seja, a intersecao dos nicleos de todos os homomorfismos

& € trivial.

0 fiz fis
Logo,sejah = | 0 foy fo3 | umelemento qualquerde H, onde f;; = f;;(t1,. .., t;) s@o
0 0 O
polinomios de P, tais que k € N é o maior indice das varidveis que aparecem em fio, ..., fos.

Seja {& her a familia de todos os homomorfismos de H para M. Se &(h) = 0, para todo
[ € L, entao temos que f;;(q1,-..,q) = 0, para todo ¢s € Q. Portanto, podemos afirmar
que fi; = 0, para todo i € {1,2} e j € {2,3}, ou seja, que h = 0. Isto completa a prova

deste lema.
[ |

Desta forma, provamos que se £ é o homomorfismo de H para o produto Cartesiano

HM definido por
leL
& H — [[Mm

leL

ho= (&(h), - &lh), ),

entdo o seu nucleo Ker (§) = ﬂ Ker (&) = {0} , ou seja, & ¢ um homomorfismo injetivo
leL
de H para o produto Cartesiano de L cépias de M. Com isto, vemos que H C H M. Em
leL
outras palavras, temos que H é uma subanel de Lie de H M.
leL
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Lema 4.9. Toda identidade do anel de Lie M ¢é satisfeita pelo anel de Lie H, ou seja,
V(M) C Vz(H).

Demonstracao: Pelo Corolario 1.36 dado no Capitulo 1, temos que se M satisfaz uma
identidade, entao o produto Cartesiano de L cépias de M também satisfaz esta identidade.

Como H é um subanel de Lie de HM e toda identidade de M é satisfeita por HM ,

leL leL
entao, usando novamente o Corolario 1.36, temos que toda identidade do anel de Lie M

é satisfeita pelo anel de Lie H, isto é, que Vz(M) C Vz(H). Isto completa a demonstracao

deste lema.
[ |

Lema 4.10. Os conjuntos formados pelas identidades dos anéis de Lie M e H coincidem,
ou seja, Vz(M) = Vz(H).

Demonstracao: Segue imediatamente do Lema 4.7 e do Lema 4.9.
|

Seja K um corpo infinito enumerdvel de caracteristica 2 e seja H uma algebra de Lie

sobre K, tal que

H=

o o O

K K

K K

0 O

Lema 4.11. O corpo K é uma tmagem homomdorfica do anel de polinomios P e a dlgebra
H, vista como um anel de Lie, é uma imagem homomdrfica do anel de Lie H.
Demonstracao: A prova é analoga a demonstracao do Lema 4.4 e do Corolario 4.5.

Sabemos que a algebra A, construida no Capitulo 3, é uma &lgebra de Lie sobre um

corpo infinito K de caracteristica 2 gerada pelos elementos a, b, ¢, tais que
la,b] =b , la,c]=c , [a,[b,c]] =[b,[b,c]] =]c, [b,c]] =0.

A &lgebra A tem dimensao 4 e os elementos a, b, ¢, [b, ¢|] formam a sua base. S6 para lembrar,

as matrizes a, b, ¢, [b, | sao

(1 o) (0 1) (o 0) <1 0)
a= , b= , c= e [bc] = .
0 0 0 0 10 0 1
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Seja e, com i € {1,2} e j € {2,3}, a matriz em H, tal que tem 1 na posicio (i,5) e 0 no

resto, ou seja,

, €13 = , €22 =

o O =
o O O
o o O
o O O
o O =
o O O
o O O
o O O
o = O

0 0 0
€12 = 0 10 € €93 =
0 00

Com isto, podemos afirmar que a dlgebra de Lie H tem dimenséo 4 e a sua base é o conjunto
formado pelos elementos ejs, €13, €22, €23 . Observe que, para todo i,k € {1,2} e 5,1 € {2,3},
temos que
e, sej=k;
Cij * Ckl =

0, sej#k;

Portanto, vemos que

erp-e13=0 e e3-e;p =0, ouseja, [e12,e13] =e12-e13—e13-€12=0;
€12 €2 = €12 € €e-e12 =0, istoé, [6127 622] = €12+ €22 — €22 €12 = €12;
€12+ €23 = €13 € €319 =0, ou seja, [6’12, 623] = €12 " €23 — €23 €12 = €13;
eiz-exn =0 e expn-e3=0, istoé, [613, 622] = €3 €33 — €9 - €13 = 0;
e13-e23 =0 € eg3-e13 =0, ouseja, [e13,e] = €13 €23 — €23 €13 =0;

€yp - €3 = €3 © €p3-€yp =0, isto &, [enn, €3] = €an- o3 — €23~ €2 = €23.

Portanto, olhando a multiplicacao entre os elementos da dlgebra de Lie H, podemos concluir
que o elemento eq3 é central em H. De fato, a tabela de multiplicacdo da &lgebra de Lie H

sobre o corpo K de caracteristica 2 é

[ ) ] €12 | €13 | €22 | €23

€12 01 0 |ex2|es

€13 0 0 0 0 )
€22 €12 0 0 | e

€3 || ez | O e | O
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onde vemos que e;3 é central em H. Agora, observe que a tabela de multiplicacdo da dlgebra
de Lie A sobre K é

onde [b, c| é central em A.

Seja h um elemento qualquer de H, tal que

[, ] b | [bc|a]| ¢
b 0 0 |b]][b(
bl o[ o [o] o
a b 0 0] ¢
c | b O |ec| O
0 ki2 Fis
h=10 kyn kg |,
0 0 O

onde k;; € K, para todo i € {1,2} e j € {2,3}. Vemos que h pode ser escrito como

combinacgao linear dos elementos da base de H da seguinte maneira:

Seja ¢ a aplicacdo linear da algebra de Lie H para a algebra de Lie A, tal que

onde a imagem de h por ¢ é definida da seguinte maneira:

o(h)=0c

0 ko
h=1| 0 ko

0 O

0 ki2
0 Koo
0 0

ki
ka3
0

k13
ka3
0

= k12 - €12 + ki3 - €13 + Ko - eaa + ko3 - €a3.

g .

0 (k1o - €19 + k13 - €13 + koo - €22 + kag - €23)

H
€12
€13
€22

€23

—

1111

ki - o(e12) + kis - 0(exs) + koo - 0(€2) + kas - 0(eas)

l{ilg'b—Fklg'[b,C]—l-/{ZQQ'CL—l-k’Qg'C.
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Lema 4.12. A aplicacio o é um homomorfismo da dlgebra de Lie H para a dlgebra de Lie

A.
Demonstracao: Observe primeiro que

o + By, vz + ow] = [aw,v2] + [, dw] + [By, vz] + [By, ow]
= (ax-vz—7yz -ax)+...+ (By-dw— 0z - fx)
= ay(z-z—z-2)+...+00(y-w—z-x)

= aylz, 2] + adlz, w] + B[y, 2] + Boly, w] ,

para todo a, 3,7,0 € K e x,y,z,w € H, ou seja, que o comutador [ , ] é bilinear. Note
também que a “imagem” pela aplicacdo o da tabela de multiplicacdo de H é a tabela de

multiplicacdo de A. Queremos mostrar que ¢ é um homomorfismo de H para A, isto é, que

o([u,v]) = [o(), o (@)] ,

para todo w,v € H. Como qualquer elemento de H pode ser escrito como combinagao linear
dos elementos da sua base e o comutador é bilinear, entao basta verificarmos a igualdade

acima somente para os elementos da base de H, ou seja,

o(leijs enm]) = [o(eij), o0 (enm)] (4.4)

para todo i,n € {1,2} e j,m € {2,3}. Como a aplicagao o leva a tabela de multiplicagao de
H na tabela de multiplicacdo de A, entdo claramente vemos que vale a equacao (4.4). Logo,

o é um homomorfismo de H para A.

Lema 4.13. A aplicacdo o € uma bijecdo entre as dlgebras de Lie H e A.

Demonstracao: Primeiro, observe que o é sobrejetiva. De fato, como ¢ é uma aplicacao
linear e todo elemento da base {a,b,c,[b,c]} de A é imagem de algum elemento da base
{e12, €13, €20, €23} de H, entdo todo elemento de A é imagem de algum elemento de H, ou

seja, o(H) = A. Logo, vemos que ¢ é realmente uma fungao sobrejetiva.
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Agora, vamos mostrar que ¢ é uma aplicagao injetiva. De fato, seja

h = k9 - e1g + ki3 - €13 + koo - eg2 + kog - €23

um elemento qualquer de H, onde k;; € K, para todo i € {1,2} e j € {2,3}. Se h € Ker(o),

entao temos que
U(E) =0(ki2- €12+ ki3 - e13 + koo - €20 + Koz - €23) = k12 - b+ ki3 - [b,¢] + koo - a + ko - ¢ = 0.

Como a, b, ¢, [b, c] sao linearmente independentes, ja que estes elementos formam a base de

A, entao temos que

ko = 0
ki 0
oo 0
ks = 0

Portanto, temos que h = 0, ou seja, Ker(c) = {0}. Isto implica que o é injetiva. Logo,

provamos que o é uma bijecio entre H e A.

|
Lema 4.14. A dlgebra de Lie H € isomorfa a dlgebra de Lie A construida no Capitulo 3.
Demonstracao: A prova segue imediatamente do Lema 4.12 e do Lema 4.13.

|

Observacao 4.15. Pelo Lema 4.9, sabemos que toda identidade do anel de Lie M é
satisfeita pelo anel de Lie H e, pelo Lema 4.11, sabemos também que toda identidade do
anel de Lie H é satisfeita pelo anel de Lie H, pois temos que H é uma imagem homomérfica
de H. Portanto, toda identidade do anel de Lie M é satisfeita pelo anel de Lie H.

Para todo [ > 5, seja W; o T-ideal em Ly gerado pela identidade (4.1) e por todas as
outras identidades de grau até no méximo [ satisfeitas na algebra H vista como um anel de
Lie. Entao, pela Observagao 4.15, podemos afirmar que U; C W, para todo [ > 5. Agora,

para todo m > 3, seja
Um = [.’fl,lfg, T3y Ty, [l’l?xQH - Hxla Lo, T3, ... 7mm]a ['rla x?]] € LZ~

Lema 4.16. Para todo k > 2, as identidades voy, sao satisfeitas em M.
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Demonstracao: Observe que o comutador de duas matrizes quaisquer de M é uma matriz

triangular superior com diagonal nula. Desta forma, seja

O P12 *
[z1,22]) =] 0 0 Py | €M,
0 0 0

onde Pjo, P53 € Q e * representa nimeros racionais que nao interferem na demonstracao

deste lema. Para todo i € {3,4,...}, seja

0 *= =
=] 0 o x | €M,
0 0 0

onde «o; € QQ e * representa nimeros racionais que nao interferem na demonstragao deste

lema. Desta forma, note que

[$1,$2,$3] = [[1171‘2],903] = [$1,952] " L3 — T3 - [!E17$2]
0 P12'Oé3 * 0 0 *
= 0 0 0 - 0 0 PQg'Oég
0 0 0 0 0 0
0 P12'0z3 *
— 0 0 —P23'043
0 0 0

Agora, observe que

[$17$2,$3,$4] = [[$1,$2,$3],$4] = [$1,$2,$3] * Ty — T4 - [$1,$2,$3]
0 P12‘063'Oé4 * 0 0 *
= 0 0 0 - 0 0 —P23'043'Oé4
0 0 0 0 0 0
0 P12'Oé3'044 x
= 0 0 +P3 - a3y

0 0 0
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Portanto, para todo m > 3, podemos afirmar que

0 Plg'(lfg'Oé4'...'Oém *
(1, X9, T3y ..oy ] = 0 0 (=)™ Py -z -ag-... apy
0 0 0
0 A, =«
= 0 0 B, |,
0 0 0
onde A, = Po-ag-ag ... qy, € By =(=1)"-Py-az-aq-... ay. Logo, para todo
m > 3, temos que
Um:H$17$2v~-7$m],[$1,$2“ = [$17$2;-‘-;$m]’[$17$2]—[$17$2]'[I1,$27~-7$m]
0 0 A, P 0 0 B, - P>
= 00 0 -1 00 0
0 0 0 0 0 0
O 0 (Am'ng—Bm'Pm)
= 0 0 0
0 0 0
Para todo m > 3, note que
Am'ng—Bm'Plg = Plg'ng'Oég'O[4'...'O./m — (—l)m-P12-P23-a3-a4-...~am
= (1—(—1)m)'P12'P23‘063'Oé4'...'04m.

Portanto, para todo k& > 2, temos que
A2k'P23_B2k'P12:(1_1)'P12'P23'043'044'-~'042k:0'P12'P23'043'044'~--'052k:07
ou seja, o anel de Lie M satisfaz as identidades vqy.

Sabendo que todas as identidades vor (kK > 2) sao satisfeitas no anel de Lie M e usando

a Observacgao 4.15, podemos afirmar que elas sao satisfeitas também nos anéis de Lie H e

H.
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Seja L(X) a élgebra de Lie livre sobre K, livremente gerada por X = {1, x9,23,...}
e seja I o T-ideal de L(X) gerado pela identidade (4.1). Seja F' = @ a algebra de
Lie livre central-por-metabeliana sobre K gerada por Y, onde Y = {y1,99,¥s,...} tal que
y; = x; + I, para todo i € N. Seja T'(A) o T-ideal de L(X) formado por todas as identidades
de A. Como a algebra de Lie A é central-por-metabeliana, entao temos que I C T'(A).

De acordo com a anélise feita nos dois casos estudados no final da prova do Teorema 2
do Capitulo 3, temos que T'(A) é gerado pela identidade (2.1) e pelos dois tipos seguintes
de identidades:

Tipo 1: Identidades da forma w(zxy,...,x,), tais que o fecho-verbal de w(yi,...,y,) em

I é gerado, como espago vetorial sobre K, pelos polinomios que tém grau n. Logo, se f é

um polindmio homogéneo do fecho-verbal de w(xy,...,z,) em L(X) com grau maior que n,
entao f € I.
Tipo 2: Identidades da forma [[z1, 2, T3, ..., x,], [£1, 22]], onde n > 3.

Note que, pelo Lema 4.14, a algebra de Lie H é isomorfa & algebra de Lie A. Logo,
podemos afirmar que as algebras H e A tém as mesmas identidades, isto é, que T(H) = T(A),
onde T(H) é o T-ideal de L{X) formado por todas as identidades de H.

Lema 4.17. Para todo | > 4, temos que v; ¢ Wiy1.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que existe um Iy € {4,5,...}, tal que v, € Wi, 11.
Para todo [ > 4, sabemos que v; é uma identidade em H. Logo, v;, é uma identidade em H.

Como o T-ideal T'(H) é gerado por (4.1) e pelos dois tipos acima de identidades, entao vy,

pode ser escrito como combinacao linear destas identidades da seguinte maneira:
Vi :P(4.1)+P1+P27

onde P41y ¢ um polinomio que pertence a I, P, ¢ um polinomio que pertence ao T-ideal de
L({X) gerado pelos polinomios do Tipo 1 que tém grau no méximo lo+1 e P, é um polinomio
que pertence ao T-ideal de L{X) gerado pelos polinomios do T'ipo 2 que tém grau no maximo
lo + 1. Sabendo que o grau de v, é [y + 2, entao note que cada um destes polinomios pode

ser escrito da seguinte forma:

p
Puy = P(,4.1) + P(,All.l)

P1 — P1/+P1// )

P, = P+ P



Capitulo 4 e As identidades de uma algebra de Lie vista como um anel de Lie 65

onde P ¢ a parte homogénea de grau lp + 2 de P; e P/ ¢ a soma das partes homogeneas de

graus diferentes de [y + 2 de P;, para todo j € {(4.1),1,2}. Portanto, temos que

vip = Pay + Put Py = (P + Fliy) + (P + P+ (P + Fy)

= (Pl + P+ P+ (Phyy+ P+ B

Desta maneira, vemos que v, — (P, ;) + P{ + P3) — (P, + P/ + P}) = 0 em L(X). Logo,

utilizando a Observagao 1.47, podemos afirmar que
Ulo_(P(/4.1)+P1,+P2,) =0, ou seja, vy :P(/4.1)+P1/+P2/'

Seja I; o T-ideal de L(X) gerado pelos polinomios do T'ipo 1 que tém grau no maximo o+ 1
e seja Iy o T-ideal de L(X) gerado pelos polinémios do Tipo 2 que tém grau no maximo
lo + 1. Analisando a definicao de P;, temos que P| € I;, ou seja, que P| é um polinémio
homogéneo de grau ly + 2 que pertence a [;. Portanto, P| € I, isto é, P| é congruente a 0
modulo I. Logo, P(/4.1) + P} € I, ou seja, P(’4.1) + P = P{fl"l), onde P(lzlll.l) pertence a I. Desta
forma, vemos que

Vg = Py + PL + Py = Py )y + P,

ou seja, que v, é uma consequéncia da identidade (4.1) e das identidades do Tipo 2 que
tém grau no maximo ly + 1, o que é um absurdo, pois isto contradiz o Corolario 2.7, do
Capitulo 2. Entao, temos que v; ¢ Wy 1, para todo [ > 4. Isto completa a prova deste

lema.
[ |

Portanto, pelo Lema 4.17, temos que vy ¢ Woyy1, para todo k > 2. Como Usy1 € Wopyg €
Vo, & Wapy1, entao vey, & Usgy1, para todo k > 2. Por outro lado, como vy é uma identidade
de grau 2k 4+ 2 em M, entao temos que vor € Usgyo. Logo, Uspiy © Uspia, para todo k > 2,

ou seja, provamos que vale a cadeia (4.3). Isto completa a demonstracao do Teorema 3.
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