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RESUMO

APLICACAO DA DESCRICAO CINEMATICA CO-ROTACIONAL NA ANALISE
NAO-LINEAR GEOMETRICA DE ESTRUTURAS DISCRETIZADAS POR
ELEMENTOS FINITOS DE TRELICAS, VIGAS E CASCAS

Autor: Renato César Gavazza Menin

Orientador: William Taylor Matias Silva

Programa de Pos-graduacio em Estruturas e Construcio Civil
Brasilia, maio de 2006

No presente trabalho, a formulagdo co-rotacional foi utilizada como descrigao cinematica
com o objetivo de avaliar o comportamento ndo-linear geométrico de diversas tipologias
estruturais em uma analise estdtica, permitindo o estudo da capacidade portante destas
estruturas apos a perda ou bifurcagdo de equilibrio. Ao longo deste trabalho, procurou-se
enfatizar os conceitos basicos da formulacdo co-rotacional, baseada na separagdo dos
movimentos de corpo rigido e deformacional, visando estudar o comportamento de

estruturas discretizadas com elementos finitos de trelicas, vigas ou cascas.

No estudo de trelicas e poérticos planos, as equagdes de transformagdo que permitem a
separacao dos movimentos de corpo rigido e deformacional puderam ser obtidas de forma
exata, considerando apenas argumentos puramente geométricos. Para o caso de porticos
espaciais e cascas, os deslocamentos deformacionais foram obtidos utilizando operadores
de projecdo, usados como pré e pds-processadores nas rotinas computacionais, sem a

necessidade de mudangas internas em rotinas lineares de elementos finitos pré-existentes.

Em funcdo dos exemplos numéricos analisados, pode-se concluir que a formula¢do co-
rotacional e a sua implementacdo computacional apresentaram, de uma forma geral,
resultados com grande concordancia em relagdo aos encontrados na literatura. Métodos
indiretos como o parametro de rigidez CST — Current Stiffness Parameter ¢ a alteragdao do
nimero de pivls negativos da matriz de rigidez foram capazes de detectar e classificar com

grande precisdo a ocorréncia de pontos criticos (limites ou de bifurcagio) e turning points.

Na resolucao do sistema de equacdes nao-lineares e obtencao das trajetérias de equilibrio,
foram implementados: o método de comprimento de arco cilindrico, 0 método de Riks-
Wempner (Normal Plane) e o método de Ramm (Updated Normal Plane), sendo estes

métodos combinados com o método de Newton-Raphson completo.



ABSTRACT

THE APPLICATION OF THE CO-ROTATIONAL KINEMATIC DESCRIPTION
TO THE GEOMETRICALLY NON-LINEAR ANALYSIS OF STRUCTURES
MODELED BY TRUSS, BEAM AND SHELL FINITE ELEMENTS

Author: Renato César Gavazza Menin

Supervisor: William Taylor Matias Silva

Programa de Pos-graduaciao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, May of 2006

The co-rotational formulation was used as the kinematic description to evaluate the
geometrically non-linear behavior of different types of structures on a static analysis.
Along the current research, it was aimed to demonstrate the basic concepts of the co-
rotational approach that is based on the separation of the total motion into rigid body and
deformational motion, in order to study the behavior of different types of structures

modeled by truss, beam and shell finite elements.

In the study of trusses and plane frames, the transformation equations which allow the
splitting of the rigid body and deformational motion could be obtained in a closed form,
considering only purely geometric arguments. In the study of space frames and shells, the
deformational motion was obtained using projector matrices, which are brought about

through the use of software utilities as pre and post-processors to the element routines.

Based on the numerical examples, it could be concluded that the co-rotational approach
and its numerical implementation showed excellent agreement with benchmark results
found by other researchers. It was also observed that indirect methods such as the CST -
Current Stiffness Parameter and the change of the number of negative pivots of the tangent
stiffness matrix were able to detect and classify with great precision the existence of

critical points (limit or bifurcation) and turning points.

The non-linear responses of the structures were obtained by different strategies, such as the
cylindrical arc-length method, the normal plane method of Riks-Wempner and the updated
normal plane method of Ramm. All these three strategies were combined with the full

Newton-Raphson method.
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1 - INTRODUCAO

1.1 - MOTIVACAO

Hoje em dia, se presencia o aumento da utilizagdo de estruturas cada vez mais esbeltas em
varias areas da engenharia, tais como: edificacdes, pontes, cascos de navios, fuselagens de
avioes, cupulas de coberturas, plataformas off-shore e estruturas aeroespaciais (antenas,
telescopios e painéis solares). Porém, devido a esta esbeltez, que ¢ possivel gracas a
utilizacdo de materiais com alta resisténcia e baixo peso proprio, estas estruturas podem
estar sujeitas a fendmenos de instabilidade de equilibrio, que podem ocorrer localmente ou
de maneira global. Portanto, ¢ necessario que o engenheiro tenha ferramentas que sejam
capazes de realizar uma andlise qualitativa e quantitativa do comportamento destas
estruturas, tanto na fase pré-critica, na qual estes fendmenos ainda ndo ocorreram, quanto

na fase posterior a perda de estabilidade de equilibrio, denominada fase pos-critica.

O fato de um sistema estrutural apresentar instabilidade de equilibrio ndo implica,
necessariamente, que o mesmo tenha perdido a sua capacidade portante. A perda ou nao
desta capacidade portante esta intimamente relacionada com a natureza da instabilidade de
equilibrio que possa ocorrer no sistema. Desta maneira, se torna necessario, conhecer a
natureza deste fenomeno, para melhor avaliar o desempenho da capacidade resistente da

estrutura, em especial, na fase pos-critica.

Nos estudos relacionados a estes fendmenos, observa-se que em um grande numero de
casos, a estrutura ou componente estrutural se comporta elasticamente mesmo na fase pos-
critica, de modo que ocorrem apenas ndo-linearidades geométricas (grandes deslocamentos
e rotagdes, acompanhados por pequenas deformagdes), possibilitando que se adote como
hipotese simplificada que as deformagdes sejam pequenas ou mesmo infinitesimais,
usualmente dentro do regime elastico. Esta simplificagdo resulta em uma série de
beneficios na constru¢do dos modelos de elementos finitos para a andlise de instabilidade,
de modo a permitir o uso de modelos lineares para obter a resposta deformacional do
sistema, ao passo que as grandes translacdes e rotagdes de corpo rigido, que caracterizam a

ndo linearidade geométrica, nas fases pré e pos-critica, possam ser tratadas separadamente.



A formulacdo co-rotacional utilizada na andlise ndo linear geométrica de estruturas ¢&,
justamente, baseada na separag@o explicita dos movimentos de corpo rigido (translacdes e
rotagdes) e dos movimentos deformacionais. Esta separacdo segrega a ndo-linearidade aos
movimentos de corpo rigido, de modo a permitir a reutilizacdo de modelos lineares de
elementos finitos j& existentes, respeitando-se certas limitacdes de modelagem (pequenas

deformacoes).

1.2 — GENERALIDADES SOBRE DESCRICOES CINEMATICAS

Em anélises ndo-lineares geométricas utilizando o método dos elementos finitos — MEF,
trés diferentes tipos de descrigdes cinemadticas tém sido amplamente utilizadas. Na
chamada descri¢do lagrangiana total (L7), as equagdes do MEF sao formuladas em relacao
a uma configuracdo de referéncia fixa, em geral, a propria configuracdo inicial assumida
pela estrutura, porém, em casos especiais como por exemplo em uma ponte pénsil, pode-se
escolher uma configuracdao de base, que ndo é efetivamente assumida pela estrutura. Na
descricdo lagrangiana atualizada (LA), as equagdes do MEF sao formuladas em relagdo a
ultima configuracdo de equilibrio, ou seja, a configuracdo de referéncia ¢ mantida fixa
durante o processo iterativo, dentro de um mesmo passo de carga e, uma vez atingido o
equilibrio, todas as tensdes ¢ deformagdes da estrutura passam a ser definidas em fungao
da nova configura¢ao de equilibrio. J4, na chamada descri¢do cinemadtica co-rotacional
(CR), as equagdes do MEF de cada um dos elementos sdo definidas em relagdo a dois
sistemas distintos: uma configuracdo de base, que permanece fixa ao longo de toda a
analise, sendo utilizada para medir os deslocamentos de corpo rigido e uma configuragao
co-rotacional que acompanha cada um dos elementos, a partir da qual sdo obtidos,
exclusivamente, os deslocamentos deformacionais, em fun¢do dos quais sdo definidas as

tensoes e deformacoes.

De um ponto de vista matematico, a presenca explicita de uma configura¢do co-rotacional
ndo ¢ necessaria. A separacdo dos movimentos de corpo rigido e deformacional poderia
ter sido apresentada em funcdo de uma decomposi¢do do campo de deslocamentos.
Entretanto, a presenca da configuragdo co-rotacional tem uma grande importancia para
facilitar o entendimento do significado fisico da decomposi¢ao de movimentos, bem como,

para visualizar as vantagens e limitagdes da descri¢ao cinematica co-rotacional.



A descrigdo cinematica co-rotacional ¢ a mais recente das formulacdes utilizadas na analise

ndo-linear geométrica de estruturas e, em func¢do disto, ainda ndo atingiu o mesmo nivel de

desenvolvimento da formulag¢do lagrangiana e, conseqiientemente, uma grande variedade

de assuntos ainda pode ser pesquisada. Segundo Felippa (2001), a formulagdo lagrangiana

total (LT) ainda ¢ a formulagdo mais utilizada hoje em dia, ao passo que o interesse pela

formulagdo lagrangiana atualizada (LA) tem diminuido bastante ¢ a mesma vem sendo

gradualmente substituida pela formulagdo co-rotacional (CR). Dentre as principais

vantagens da formulacdo co-rotacional sobre a formulagdo lagrangiana, pode-se destacar:

Eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes rotagdes e pequenas
deformacdes, lembrando que este assunto estd associado a uma grande variedade de
problemas praticos de engenharia estrutural, sendo particularmente importante em
estruturas aeroespaciais.

Permite a reutilizagdo de bibliotecas de elementos finitos lineares pré-existentes,
em uma andlise ndo-linear geométrica de estruturas, em especial, se a formulagao
EICR for empregada, conforme sera comentado posteriormente.

Facilidade no estudo de nao-linearidades materiais, caracterizadas por pequenas
deformacgdes, juntamente, com nao-linearidades geométricas.

Facilidade de adaptacdo ao estudo de elementos estruturais com graus de liberdade
de rotagdo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes rotagdes, lembrando que
tais elementos sdo razoavelmente complicados de serem estudados com descrigdes
cinemadticas lagrangianas.

Facilidade de interface com programas envolvendo multibody dynamics (MBD).

Dentre as principais desvantagens da formulagdo co-rotacional, em relagdo a formulacao

lagrangiana, pode-se destacar:

A formulacdo co-rotacional ndo ¢ vantajosa no estudo de problemas envolvendo
grandes deformagdes plasticas.

Pode levar a uma matriz de rigidez tangente ndo simétrica para elementos com
graus de liberdade de rotacdo no espaco. Entretanto, conforme ja foi apresentado
por um grande niimero de pesquisadores, pode-se utilizar processos de simetrizagao

sem prejudicar os resultados finais ou mesmo o grau de convergéncia da solucao.



e Envolve formulagcdes matematicas mais complexas na avaliagdo dos graus de
liberdade de rotagao.

e A formulagdo ¢ eficiente somente para o caso de elementos finitos com geometria
inicial simples: elementos de trelicas e vigas contendo dois nds e elementos de
placas ou cascas contendo trés ou quatro n6s. Para elementos com geometrias mais
complexas, o nivel de dificuldade aumenta bastante. Felizmente, os elementos com
geometria mais simples sdo, geralmente, os elementos utilizados com maior

freqiiéncia na analise ndo-linear geométrica de estruturas.

1.3 — HISTORICO DA FORMULACAO CO-ROTACIONAL

A formulagdo co-rotacional tem as suas raizes em uma idéia bastante antiga da mecanica
dos meios continuos: a separagdo dos movimentos de corpo rigido e deformacional. Esta
idéia surgiu inicialmente em teorias envolvendo pequenas deformagdes, acompanhadas por
grandes movimentos de corpos rigidos, sendo estudada pela primeira vez por Cauchy em

1827 (Truesdell, 1966) e posteriormente em problemas geoldgicos por Biot (1965).

Outros importantes avangos tecnoldgicos envolvendo esta decomposi¢do de movimentos
surgiram nas industrias aeronautica e aeroespacial. A idéia da separacdo de movimentos
de corpo rigido e deformacional, para uma estrutura completa, foi utilizada por projetistas
de estruturas aeroespaciais nas décadas de 1950 e 1960, tendo como grande objetivo o
monitoramento do movimento principal (mean motion) das estruturas e, neste sentido,
procurou-se definir um sistema de eixos cartesianos e ortogonais unico, que acompanhasse
o movimento do corpo e, em relacdo ao qual, os deslocamentos, velocidades e aceleragdes

de um ponto material eram unicamente deformacionais.

A extensdo desta idéia utilizada na industria aerondutica para a analise ndo-linear
geométrica utilizando o MEF esta baseada em uma modificacdao bastante simples: ao invés
de utilizar um sistema de eixos unico para a estrutura como um todo, deveria ser utilizado
um sistema de eixos por elemento. Esta modificagdo ¢ essencial para o sucesso da
formulagdo co-rotacional, uma vez que ela ajuda a satisfazer uma hipotese inicial basica:
que os deslocamentos e rotagdes deformacionais do elemento sejam pequenos em relagao

ao sistema de eixos co-rotacionais.



Caso esta hipdtese nao seja atendida para um elemento em particular, o mesmo deve ser
sub-dividido em mais elementos por meio de um refinamento da malha. A hipotese de
pequenas deformagdes € o grande trunfo para a re-utilizagdo de elementos finitos lineares

em problemas envolvendo ndo-linearidade geométrica através da formulacdo co-rotacional.

O conceito da descrigao cinematica co-rotacional foi introduzido em um contexto do MEF,
inicialmente, por Wempner (1969) que desenvolveu uma formulacdo para o estudo de
cascas submetidas a pequenas deformacdes e grandes deslocamentos e por Belytschko &
Hsieh (1973) que estudaram elementos finitos de viga submetidos a grandes rotacdes e
propuseram um método baseado em um sistema de coordenadas curvilineas denominado

“convected coordinates”.

Posteriormente, Fraeijs de Veubeke (1976) desenvolveu para a industria aecronautica uma
formulacao co-rotacional para a andlise dindmica de estruturas, porém, utilizando um tnico
sistema de eixos co-rotacionais para a estrutura como um todo, estando mais voltada para
uma solucdo analitica do problema do que para uma formula¢do de elementos finitos,

sendo denominada “shadow element”.

A determinacdo deste sistema de eixos unico para a estrutura como um todo criava uma
série de dificuldades, de modo que, o conceito da configuragdo fantasma ou shadow
element foi levado para o nivel do elemento por varios pesquisadores, dentre os quais se
destacam Bergan & Horrigmoe (1976) e Bergan & Nygard (1989). Nos trabalhos de
Bergan & Nygard (1989), o conceito da configura¢do fantasma transformou-se em uma
ferramenta de visualizagdo muito util, que facilitou o entendimento da formulagdo co-
rotacional. Este conceito foi usado pelos autores para eliminar os movimentos de corpo
rigido de cada um dos elementos e obter apenas o movimento deformacional, a partir do
qual, pode ser computado o vetor de forcas internas do elemento. Entretanto, as derivadas
do vetor de forgas internas ndo foram usadas diretamente na formagao da matriz de rigidez

tangente, fato que conduziu a uma perda de consisténcia.

Outra importante contribuicdo ¢ atribuida a Rankin & Brogan (1986), que introduziram a
chamada formulacdo EICR (Element Independent Corotational Formulation), que foi
posteriormente refinada por Rankin & Nour-Omid (1988) e por Nour-Omid & Rankin
(1991), sendo esta formulagao implementada no programa STAGS (Almroth et al., 1979).

5



Esta formulagdo nao utiliza, explicitamente, o conceito do “shadow element’, mas o
caminho para a obten¢do dos deslocamentos deformacionais, que se baseia no uso de
operadores de proje¢do, também chamados projetores, ¢ bastante similar ao processo
utilizado por Bergan & Nygard (1989). Estes autores usaram a formulagdo co-rotacional
diretamente para formar a matriz de rigidez tangente, proporcionando uma matriz de

rigidez consistente.

Entretanto, a formulagdo de Nour-Omid e Rankin (1991) ainda apresentava restri¢des no
nimero de graus de liberdade que poderiam participar na rotacdo do sistema de
coordenadas do elemento e ao mesmo tempo manter a consisténcia da matriz de rigidez
tangente. Para resolver este problema, Haugen (1994) desenvolveu um trabalho aplicado
para o estudo de cascas planas discretizadas por elementos triangulares e quadrangulares,
que continham o grau de liberdade de rotacdo torsional (drilling), combinando as
principais caracteristicas das duas formulagdes anteriores (shadow element ¢ EICR), ou
seja, combinando a natureza invaridvel da formulacdo de Bergan e o equilibrio e a

consisténcia da formulag¢do de Rankin.

Outras contribuigdes importantes sdo atribuidas a Hsiao & Hou (1987) e Hsiao et al.
(1987), que apresentaram formulagdes simples e eficientes para a remog¢do da restricdo de
pequenas rotagdes entre dois passos de carga sucessivos em uma analise ndo-linear
geométrica de porticos planos e espaciais. Pouco tempo depois, Cardona (1989) utilizou o

conceito da formulacao co-rotacional para o estudo de mecanismos.

Cole (1990) desenvolveu formulacdes consistentes para o estudo de vigas planas e
espaciais, utilizando a formulacdo co-rotacional, dando énfase especial nos diferentes
métodos para defini¢do, atualizacdo e parametrizacao de grandes rotagdes no espago, bem
como no estudo tedrico e implementacdo computacional de programas capazes de estudar

problemas com cargas seguidoras (follower loads).

Também podem ser destacadas as contribuicdes de Crisfield (1990) que apresentou uma
formulagdo consistente para a andlise ndo linear geométrica de porticos espacias; Peng &
Crisfield (1992) que apresentaram uma formulacio consistente para o estudo de estruturas
de cascas, utilizando uma combinacdo do elemento triangular de membrana com

deformacdes constantes € do elemento triangular de placa com curvatura constante; e

6



Crisfield & Moita (1996) que apresentaram um procedimento teodrico, inicialmente
introduzido para o estudo de elementos finitos solidos, sendo o mesmo, em seguida,

modificado de modo a abordar também o estudo de vigas espaciais e cascas.

Pacoste & Eriksson (1996) estudaram problemas de instabilidade para elementos de viga
no plano e no espaco, comparando as descricdes lagrangiana total e co-rotacional e,
posteriormente, Pacoste (1998) fez estudos de instabilidade de cascas utilizando elementos
finitos planos e triangulares de casca contendo trés nds e seis graus de liberdade por no,
seguindo, basicamente, a formulac¢do descrita por Nour-Omid & Rankin (1991) através da
utilizacao de projetores, porém, implementando uma parametrizagao das rotagdes finitas no
espaco, que leva a uma mudanca adicional de variaveis, de modo que, as varidveis
relacionadas as rotagdes no espago se tornem aditivas e com isso tornando desnecessario

eventuais procedimentos de atualizacao.

Battini (2002) implementou uma formulagdo co-rotacional para estudar problemas de
instabilidade elastica e pléstica de vigas planas e espaciais, partindo das formulagdes co-
rotacionais de Crisfield (1990) e Pacoste & Eriksson (1996), propondo modificagdes na
forma de parametrizacao das rotagdes finitas e incluindo um sétimo grau de liberdade para

consideracdo de ligacdes rigidas.

Cortivo (2004) estudou problemas de nao-linearidade fisica e geométrica de estruturas de
cascas finas, no dominio de pequenas deformagdes, adotando o modelo elastoplastico por

camadas baseado no critério de escoamento plastico de von Mises.

Dentre os trabalhos publicados pelo autor, podem-se destacar: Menin & Taylor (2003%) e
Menin et al. (2006) que estudaram o comportamento pos-critico de sistemas de barras
articuladas no plano e no espaco, utilizando distintas medidas de deformagdes; Menin &
Taylor (2003%) que estudaram problemas de instabilidade de pérticos planos, discretizados
com elementos finitos de viga de Euler-Bernoulli; Menin & Taylor (2004) que estudaram
problemas de nao-linearidade geométrica de porticos espaciais, baseando-se no conceito de
operadores de projecdo da formulagdo EICR; e finalmente, Menin & Taylor (2005%) e
Menin & Taylor (2005°) que estudaram problemas de instabilidade em estruturas de
cascas, discretizadas com elementos finitos triangulares, com base em modificagdes feitas

na formulacao EICR.



1.4 —SOLUCAO DE SISTEMAS NAO-LINEARES

Antes da metade dos anos 70, problemas estruturais envolvendo nao-linearidade eram
tratados com métodos puramente incrementais sob controle de carga, para os quais o erro
associado ¢ dependente do passo de carga e, freqlientemente, ¢ acumulativo durante a
analise, tanto que requer um passo de carga muito pequeno para uma analise mais precisa.
Esta deficiéncia motivou o desenvolvimento de métodos incrementais-iterativos, nos quais
os incrementos foram seguidos pelas iteracdes de corre¢dao do equilibrio. Estas corre¢des
trazem a solu¢do de volta para a trajetoria de equilibrio e o algoritmo ¢ menos dependente
do tamanho do passo de carga. Entretanto, um método baseado em controle de carga pode
ser capaz de detectar um ponto limite mas, em geral, ndo ¢ capaz de ir além deste ponto. A
necessidade de atravessar um ponto limite e obter a continuacdo da resposta estrutural ¢

motivada por diversos fatores:

O ponto limite pode ser apenas um maximo local e a estrutura ainda possui

capacidade resistente que pode ser aproveitada.

e A estrutura sendo analisada pode ser apenas um componente, sendo esta trajetoria
de equilibrio, futuramente, incorporada a andlise da estrutura completa.

e Obter um melhor entendimento do mecanismo de ruptura da estrutura, ou seja,
saber se 0 mesmo ocorreu de forma ductil ou fragil.

e Ter maior garantia que foi realmente atingido um ponto limite e iniciado um trecho
de instabilidade estrutural.

e Ultrapassando um ponto limite, ¢ possivel investigar, preferencialmente, através de

graficos, o real estado de uma estrutura (tensdes, deformagodes, deslocamentos,

zonas plasticas,...) € com isso, entender melhor a real causa de uma falha estrutural.

Existem na literatura diversos procedimentos baseados no controle de carga-deslocamento,
nos quais tanto a carga quanto o deslocamento podem variar simultaneamente, permitindo
que os algoritmos sejam capazes de ultrapassar um ponto limite e obter a continuagao da
resposta, dentre os quais se destacam o controle de deslocamento e os métodos de
comprimento de arco. No caso do presente trabalho, foram implementados os métodos de
comprimento de arco cilindricos (Crisfield, 1991), juntamente com o método de Riks-

Wempner (normal plane) e o método de Ramm (updated normal plane).



1.5—- OBJETIVOS

No presente trabalho, a formulag@o co-rotacional foi utilizada como descri¢do cinematica,
com o objetivo de avaliar o comportamento nao-linear geométrico de diversos tipos de
estruturas planas e espaciais, discretizadas por elementos finitos de trelicas, vigas ou cascas
planas triangulares e, com isso, estudar a capacidade portante destas diferentes tipologias

estruturais apds a perda ou bifurcacao de equilibrio.

Na andlise ndo-linear geométrica de treligas, partiu-se do trabalho de Taylor (2001) que
estudou o comportamento pos-critico de barras articuladas, utilizando uma formulagao
lagrangiana total e foi implementada uma formulagdo co-rotacional para treligas planas e
espaciais, sendo as variaveis cinematicas e os deslocamentos deformacionais determinados

em func¢do de parametros puramente geométricos.

Na analise ndo-linear geométrica de porticos planos, utilizou-se como ponto de partida, a
descricdo cinematica co-rotacional desenvolvida por Felippa (2001), para a qual, as
variaveis cinematicas sdo definidas em funcdo dos deslocamentos globais (u) e foi
desenvolvida uma nova formulacdo co-rotacional, para a qual, as novas varidveis
cinematicas, definidas nas Equagdes (3.17) a (3.19), sdo calculadas em fun¢do dos
deslocamentos globais rotacionados (u'”), gerando féormulas mais simples e de facil
visualizacdo. Ao contrario dos trabalhos de Felippa (2001) e Crisfield (1991), para os
quais as rotacdes totais estavam limitadas a 27z, no presente trabalho foram também
apresentadas formulas de recorréncia para a implementacdo computacional, de modo a

admitir rotagdes totais de qualquer ordem de grandeza.

Para o caso da formulagdo co-rotacional de treligas e porticos planos, as equagdes de
transformagdo que permitem a separacdo dos movimentos de corpo rigido e deformacional
podem ser obtidas de forma exata (closed form), considerando apenas argumentos
geométricos, sem a necessidade de tratamento especial para a determinagdo e atualizagao
dos graus de liberdade de rotacdo. Procurou-se apresentar a formulacdo de trelicas e
porticos planos, utilizando um mesmo formato, com o intuito de facilitar o entendimento
das semelhancas e diferencas existentes entre o elemento de viga e o elemento de barra

articulado.



Na analise nao-linear geométrica de porticos espaciais, foi simplesmente utilizada a
formula¢do EICR (Element Independent Co-Rotational Formulation), desenvolvida por
Nour-Omid & Rankin (1991), para a qual os deslocamentos deformacionais da estrutura
foram obtidos utilizando os chamados operadores de projecdo. Vale a pena enfatizar que,
com excecdo de mudancas na notagdo, nao foi feita nenhuma modificacdo na formulacao
original de porticos espaciais apresentada por Nour-Omid & Rankin (1991), sendo a
mesma implementada em um programa computacional e utilizada para obter a resposta

ndo-linear das estruturas.

Finalmente, na andlise ndo-linear geométrica de estruturas de cascas, partiu-se da
formulag¢ao EICR desenvolvida por Nour-Omid & Rankin (1991), porém, foram propostas
modifica¢des no alinhamento do sistema co-rotacional de eixos e foi incluido o operador
de proje¢do associado a translagdo de centrdide P;, que nao aparece na formulagao original
de Nour-Omid & Rankin (1991). Na defini¢do da matriz de rigidez linear k° do elemento
finito triangular, enquanto Nour-Omid & Rankin (1991) utilizaram o elemento de casca
“shell element 410” do programa STAGS (Almroth et al., 1979), no presente trabalho foi
utilizado o elemento finito de casca plano triangular do tipo ANDES — Assumed Natural
Deviatoric Strains, desenvolvido por Militello (1991), Felippa & Militello (1992) e
Haugen (1994).

Da mesma forma que havia sido feito com o caso de treligas e porticos planos, procurou-se
apresentar a formulacao co-rotacional de porticos espaciais e cascas, utilizando um mesmo
formato, de modo a facilitar o entendimento e a visualiza¢do das semelhancas ¢ diferencas

existentes entre os dois modelos.

Outro objetivo deste trabalho foi a detecgao e classificagdo de pontos criticos (limites ou de
bifurcacdo) e turning points, por meio de métodos indiretos, como o parametro de rigidez
CST — Current Stiffness Parameter ou pela alteragdo do niimero de pivos negativos da

matriz de rigidez tangente triangularizada, apds a resolucdo do sistema de equagdes.
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1.6 — DESCRICAO DO TRABALHO

O presente trabalho ¢ composto de nove capitulos e um apéndice, sendo as formulagdes co-
rotacionais para os diversos tipos de elementos finitos apresentadas em ordem crescente de
complexidade. O capitulo 2 ¢ destinado a apresentacdo da descri¢cdo cinematica referente a
formulac¢do co-rotacional de trelicas planas e espaciais, conforme Menin & Taylor (2003?),

sendo utilizadas distintas medidas de deformacdes.

No capitulo 3, ¢ desenvolvida a formulagdo co-rotacional para elementos de porticos
planos, discretizados utilizando-se o modelo matematico de viga de Euler-Bernoulli (CI),
sem o acoplamento dos efeitos dos esfor¢os axial e de flexdo, conforme o trabalho

apresentado por Menin & Taylor (2003b).

O capitulo 4 ¢ destinado a obtencdo da matriz de rotagdo que descreve o movimento de
corpo rigido no espago, cujo comportamento estd fundamentado no teorema de Euler.
Neste capitulo, também ¢ mostrada a obtencao do “pseudovetor de rotagdo” no espago
pelo algoritmo atribuido a Spurrier (1978), sendo, a matriz e o pseudovetor de rotagao
utilizados nos capitulos seguintes para o estudo de grandes rotagdes envolvendo elementos

de portico espacial e cascas planas triangulares.

Uma vez conhecida a matriz de rotagdo no espaco, de acordo com o capitulo anterior, no
capitulo 5 ¢ feita a apresentacdo da descricdo cinemadtica referente a formulacdo co-
rotacional de porticos espaciais, segundo a formulagdo EICR descrita por Nour-Omid &

Rankin (1991).

No capitulo 6, ¢ apresentada a descricdo cinematica co-rotacional para um elemento finito
de casca plano e triangular, segundo a formula¢ao E/CR descrita por Nour-Omid & Rankin
(1991), com algumas modificagdes propostas por Menin & Taylor (2005*) e Menin &
Taylor (2005").

No capitulo 7, sdo apresentados diferentes métodos para a resolucdo do sistema de
equagdes nao-lineares, bem como apresentados alguns métodos indiretos para a detecgdo e

classificagdao de pontos criticos (limites ou de bifurcacdo) e turning points.
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No capitulo 8, ¢ feita uma pequena descri¢ao dos programas computacionais desenvolvidos
para realizar as andlises e sdo apresentados diversos exemplos numéricos de estruturas
discretizadas por elementos finitos de treli¢as, vigas e cascas planas triangulares, de modo
a comprovar a eficiéncia da formulagdo co-rotacional na analise ndo linear geométrica de

estruturas, bem como na detecgdo e classificacdo de pontos criticos e turning points.

No capitulo 9, apresentam-se as conclusdes finais do presente trabalho e sdo feitas

inimeras sugestdes para investigagcdes futuras dos temas abordados.

Finalmente, no Apéndice 4, sdo apresentadas algumas deducdes matematicas utilizadas na
determina¢do da matriz 7”7, que compde o operador de projegado P, associado a rotagdo do
centroide de um elemento finito de casca plano e triangular, desenvolvido no capitulo 6,
lembrado que esta matriz depende da geometria atual e da orientagdo do sistema de eixos

locais do elemento.
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2 - FORMULACAO CO-ROTACIONAL DE TRELICAS

2.1 - INTRODUCAO

Atualmente, em geral sdo usados trés tipos de descrigdes cinemadticas na analise ndo linear
geométrica através do método dos elementos finitos, que podem ser distinguidas entre si,
basicamente, pela escolha da configura¢dao de referéncia. A primeira delas é a descricao
lagrangiana total, na qual a configuracdo de referéncia ¢ raramente ou nunca mudada,
sendo, em geral, igual a configura¢do inicial ao longo de toda a andlise, com as tensdes e
deformagdes medidas em relagdo a esta configuracdo. A segunda descri¢do ¢ a lagrangiana
atualizada, para a qual a ltima configuracdo em equilibrio, uma vez atingida, passa a ser a
nova configuragdo de referéncia para os passos subsequentes, sendo as tensdes e
deformagdes redefinidas assim que a configuragdo de referéncia ¢ atualizada. Ja, na
chamada descri¢do co-rotacional, a configuragdo de referéncia ¢ dividida em duas partes,
sendo as tensdes e deformagdes medidas a partir de uma configuragdo co-rotacionada, ao
passo que a configuragdo inicial € mantida como configuracao de referéncia para medir os

deslocamentos de corpo rigido.

Segundo Felippa (2001), a descri¢do lagrangiana total permanece sendo a formulagdo mais
utilizada hoje em dia, ao passo que o interesse pela descricdo lagrangiana atualizada esta
diminuindo bastante e sendo gradualmente substituida pela descri¢do co-rotacional. No
presente capitulo, serd apresentada a descri¢do cinematica referente a formulagdo co-
rotacional para o caso de elementos de barra bi-articulados (treli¢as) no plano e no espaco
de acordo com Menin & Taylor (2003%). O principal conceito desta formulacao ¢ a divisao

ou decomposi¢ao da configuracao de referéncia em duas parcelas:

1. A configura¢do inicial (Cy) que ¢ mantida fixa ao longo de toda a andlise.
Usualmente, se adota um sistema de coordenadas globais para toda a estrutura.

2. A configuragdo co-rotacionada (Cy) que varia de elemento para elemento. Para
cada elemento, a configuracdo Cyr pode ser obtida através do deslocamento de
corpo rigido em relagdo a configuragdo Cy. O sistema de coordenadas se move
conjuntamente com o elemento, sendo a deformacdo do elemento medida em

relagdo ao sistema de coordenadas locais da configuragao Cx.
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Seguindo a metodologia apresentada por Crisfield (1991), no presente capitulo, sao
utilizadas quatro medidas distintas de deformacdes, sendo duas delas descritas em
coordenadas materiais (deformagdo de engenharia e Green-Lagrange) e duas descritas em
coordenadas espaciais (deformag¢do de Biot e Almansi). A descricdo cinematica do
elemento ¢ feita em relagdo a configuragdo inicial ou indeformada, supondo uma relagao
linear entre o par conjugado de tensdo e deformagdo do tipo o = E¢, sendo £ o mddulo de
elasticidade do material e adotando-se o mesmo valor de E para as distintas medidas de
deformagdes. Serd demonstrado por meio de simulagdes numéricas que no caso de
deformagdes infinitesimais, as configuragdes inicial e atual se confundem e, portanto, se
obtém unicidade na resposta de uma estrutura, independentemente da configuracdo em que
se escolhe o modelo constitutivo e do tipo de deformacao que se utilize, porém, no regime
de deformagdes finitas, esta hipotese implica na definicdo de materiais diferentes e em
conseqiiéncia ndo se obtém unicidade na resposta. Para obter unicidade na resposta em
regime de deformagdes finitas € necessario recorrer a transformagdes tensoriais, que fazem
o mapeamento do tensor constitutivo entre as configuragdes inicial ou indeformada e a

atual, tema que nao serd abordado neste trabalho.

2.2 - DESCRICAO CINEMATICA

Considerando-se um elemento finito de barra articulado que se move no espago de acordo
com a Figura 2.1, por simplicidade, serd admitido como hipdtese inicial que os eixos locais
(x0°y0%20°) do elemento na configuracdo inicial Cy estdo alinhados com os sistemas de
coordenadas globais material e espacial, designados por (X,Y,Z2) e (x,y,z), respectivamente.
Somando-se a esta primeira hipdtese, também ¢ admitido que a origem do sistema de eixos
locais em Cj esta situada na metade do comprimento inicial do elemento, designado por L.
O elemento de barra se move da configuragdo inicial Cy até a configuracao atual C, cujos
eixos locais podem ser definidos como (x%,)“,z°). A chamada configuragdo co-rotacionada,
designada por C ¢ obtida pelo movimento de corpo rigido da configuracao Cy € se move
conjuntamente com o elemento até a configuracdo C, posicionando-se simetricamente com
respeito a configuragdo atual. Pode ser observado também, pela Figura 2.1, que os eixos

locais co-rotacionados (xz°,yr",zz°) coincidem com os eixos locais (x°,)",z°) em C.
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Figura 2.1 — Elemento finito de barra articulado nas configuragdes inicial e atual.

Tomando-se uma particula qualquer Py de coordenadas (X,Y) em Cy, que se move ao ponto
Pr de coordenadas (xzyr) em Cg, € em seguida se move para o ponto P de coordenadas
(x,y) em C, entdo, o deslocamento total # da particula, em coordenadas globais, pode ser

descrito por:

u=x-X (2.1)

Este deslocamento pode entdo ser decomposto em uma parte deformacional up e outra que

corresponde ao deslocamento de corpo rigido ug, de modo que:

u=ugp+up=(xp—X)+ (x—xp) (2.2)

Na formulagdo co-rotacional, as equacdes do movimento deformacional sdo escritas em

fun¢do das coordenadas locais (x°,)*,z°) em C, conforme a seguinte equagéo:

up’ = Q.up (2.3)

sendo Q@ uma matriz de rotacdo 2x2 (trelica plana) ou 3x3 (trelica espacial) para
transformar do sistema global (X,Y,Z) para o sistema local (x°)"z°). Os deslocamentos
deformacionais up® sdo utilizados para obter o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez

tangente, conforme sera comentado posteriormente.
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2.2.1 — Sistemas de coordenadas

Os sistemas de coordenadas local (x°)°z°) na configuragdo atual C e global (x,),z) se

relacionam através da seguinte equagao:
x=0.(x—uy (2.4)

Esta relagdo expressa na equagdo acima pode ser visualizada através da Figura 2.1, sendo
uy o vetor que representa o deslocamento do ponto Oy em Cy ao ponto O em C. A matriz
de rotagdo Q que aparece nas Equacdes (2.3) e (2.4) pode ser definida, segundo Gere &

Weaver (1981), no caso de trelica plana como:
c, C
0= . (2.5)

J& no caso de trelica espacial, a matriz de rotagdo Q pode ser expressa, também segundo

Gere & Weaver (1981) por:

C, C, C.
0-|-—=&  Jetier - S5 2.6)
2 2 x z 2 2 ’
C. +C, C. +C,
C C
_ z 0 X
I c’+c’ c’+C’ |

Deve-se ressaltar que a matriz Q apresentada na Equagdo (2.6) ¢ valida para todas as
posicdes do elemento de barra no espago, exceto quando o elemento estd alinhado com o

eixo Y, para o qual C, =0 e C. =0, e a matriz de rota¢do Q resulta em:

0 C, 0
0=|-C, 0 0 2.7)
0 0 1
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sendo (C,, Cy) no caso de treliga plana e (Cy, C,, C.) no caso de treliga espacial, os co-senos
diretores do elemento de barra na configura¢do atual C (dire¢do do eixo local x°), em
relacdo ao sistema global de coordenadas, conforme serd comentado posteriormente. Uma
vez que a matriz Q é uma matriz ortogonal, ou seja Q'Q = Q0" = I, sendo I a matriz

identidade, entdo a Equagdo (2.4) pode ser reescrita como:
x=0"x+uy (2.8)
2.3 - DESLOCAMENTOS DEFORMACIONAIS

Nos passos seguintes, sera apresentada a obtengdo dos deslocamentos deformacionais em
coordenadas locais, definidos anteriormente na Equacao (2.3). No caso de treligas planas,

as coordenadas da particula Pz em Cy podem ser definidas pela seguinte equacao:

R B e d L U L) P 2.9)
yR Cy Cx . Y VO '

A interpretagdo geométrica da Equagdo (2.9) para o caso de uma treliga plana pode ser
visualizada na Figura 2.2, na qual os co-senos diretores (Cy, C,) do elemento de barra na
configuragio atual C (dire¢do do eixo local x°) sdo calculados em fungdo do angulo y entre

os eixos locais x;° € x°, no sentido anti-horario, sendo designados por (cosy, seny).

0,

Figura 2.2 — Posi¢ao de uma particula P na configuracao co-rotacionada Cp.
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Ja as coordenadas da particula P na configuracao atual C podem ser expressas por:

X X+u
x= = =X+u=IX+u (2.10)
y Y+v

Lembrando que up = x — xg, conforme definido na Equagdo (2.2) e substituindo-se os

valores de x e xg definidos pelas Equagoes (2.9) e (2.10), obtém-se:

ul,:{”l’}z{x_xf‘}z{l_cx < }.{X}+{u_uo}=(I—QT)X+u—u0 .11
vy V=Yg —Cy 1-C. [|Y V=1,

Por ultimo, pode-se obter o deslocamento deformacional em relagdo as coordenadas locais

através da transformacgao de coordenadas definida na Equacao (2.3):

up’ = Q.up= (0 - DX+ Q(u — uy) (2.12)

No caso de treligas espaciais, as coordenadas das particulas Pz em Cr ¢ P em C sdo

definidas de forma analoga ao caso bidimensional, pelas seguintes equagdes:

Xp X u,
Xe=1Vet=Q Y t+dv, t =0'X+uy (2.13)
Zg VA w,
X X+u
x=3yr=1Y+v;=X+u=IX+u (2.14)
z Z+w

Lembrando que up = x — xg, conforme definido na Equagdo (2.2) e substituindo-se os

valores de x e xg, definidos pelas Equacdes (2.13) e (2.14), obtém-se:

u, X=X, X u—1u,
up= vy b=1y=ypt=@—-0) Y s +iv-v, i=I-ONX+u—-uy (2.15)
wp, Z—2z, Z w—w,
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sendo a matriz de rotacdo Q7 que aparece nas Equagdes (2.13) e (2.15), definida pela
transposta da matriz de rotagdo expressa na Equacdo (2.6) ou (2.7), conforme a posicao da
barra em relagdo ao eixo global Y. Vale lembrar que o deslocamento deformacional em
relagdo as coordenadas locais no caso tridimensional, também, pode ser expresso pela
Equagdo (2.12), definida para o caso bidimensional, bastando usar os vetores e matrizes

correspondentes no espaco.
2.3.1 — Movimento deformacional em fun¢io dos deslocamentos nodais

Neste item, os deslocamentos deformacionais definidos anteriormente para um ponto
genérico sdo particularizados para os nds das extremidades dos elementos de barra. No
caso especifico de trelicas planas, as coordenadas nodais do elemento em Cj com relagao
aos eixos locais sao X =—X; = o Lye Y, =Y, =0, sendo Ly o comprimento do elemento

nesta configuracao. Os deslocamentos dos nos de extremidade podem ser definidos por:
= (2.16)

De maneira similar, o movimento deformacional em fun¢do dos deslocamentos nodais

pode ser expresso da seguinte forma:

up’ (_ 1/2L0 :O)

)

U {“me} lee vDe(Xl’Yl) vDe 1/2]40’0)
. )
)

1t (/2L,.0) _—

Uma vez definida a Equagdo (2.17), a Equagdo (2.12) pode entdo ser re-escrita apos

algebrismos simples em funcao dos deslocamentos nodais:

Uy ¢ G 0 0 1w, —u, 1-C,
| |-c, ¢, 0o o0 c,
upr =1 L= N (2.18)
", 0 0 C C|lu-u| 27)C -1
v, 0 0 -C, C |lv,-v, e
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Uma vez que o campo de deslocamentos do elemento ¢ linear em X e em Y, o elemento

permanece reto na configuracdo atual C e portanto se pode escrever que:

Ug = Y .(l/l] + ug), Vo = Y .(V] + Vg) (219)

O préximo passo ¢ definir os valores dos co-senos diretores (C,, C,) em fungdo dos
deslocamentos nodais, e em seguida achar o comprimento do elemento (L) na configuragao
atual, conforme apresentado a seguir na Figura 2.3. Vale ressaltar que nesta deducdo, a

configuracdo inicial ja ndo se encontra mais alinhada com os eixos globais.

Figura 2.3 — Movimento do elemento de barra no plano.

Inicialmente, ¢ feita a rotagdo dos deslocamentos nodais em relagdo ao sistema de eixos

locais na configuragéo inicial (x,°,y0°.z0°), definido em fungio do dngulo «:

u21r0t _ uerot _ uzrot _uIVOf _ { XZI/LO YZI/LO j|{u21} (2 20)
Verot V2 rot Vlrot _ Y21 /Lo le /L() v21

Cosa:le/Lo :(Xz _Xl)/LO
Sena=Y21/L0 :(Yz _Yl)/LO

Uy = Uy —Uy

(2.21)

Vor =V, =V
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Uma vez conhecidos os deslocamentos nodais rotacionados, segundo a Equagao (2.20), ¢
possivel definir as demais varidveis cinemdticas envolvidas na formulacdo co-rotacional

em fungdo das relagdes geométricas apresentadas na Figura 2.3:

L
Cx=cosy/=°+%; C, :senz//:% (2.22)
rot 2 rot 2
L=z, ™ + (™) (2.23)

Nas proximas segdes, serdo obtidos o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente
dos elementos através das derivadas primeira e segunda do funcional da energia de
deformacao, respectivamente. Assim, serd calculada a derivada primeira de L em relagdo

aos deslocamentos nodais #, de modo que:

a_L:_a_L:COSl//’ a—L:—a—Lzsenw (224)
ou, ou, ov, ov,

cuja forma vetorial se expressa como

—cosy

oL _|=seny (2.25)

ou cosy ’
seny

Utilizando as Equagdes (2.22), (2.23) e (2.24) e a relagdo sen’y + cos’y = 1, pode-se obter

a derivada segunda de L em relacdo aos deslocamentos nodais u:

sen’ i —senwcosy  —sen’y sen iy cos
o°L _ 1| —senycosy cos’ sen iy cos —cos’ i (2.26)
ou’ L| —sen’y sen iy cos sen’ i —seny cosy
sen iy cos iy —cos’y  —senycosy cos’ y
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O procedimento utilizado para o caso bidimensional pode, também, ser estendido de forma
analoga para o caso de uma trelica espacial, na qual as coordenadas nodais do elemento em
Cy com relagdo aos eixos locais sio Xo =—X;= V2 Ly, Yo=Y, =0e Z;=Z,=0sendo Ly o
comprimento do elemento nesta configuracdo. Os deslocamentos dos nés de extremidade

podem ser entdo definidos por:

)] [u(-1/2L,,0,0)
Vi V(XI’YHZI) V(_ 1/2[’09070)
w(-1/2L,,0,0)
1 u(1/2L,,0,0) (27)
(/2 L,,0,0)

w(l/2L,,0,0)

De maneira similar, o0 movimento deformacional em funcdo dos deslocamentos nodais

pode ser expresso da seguinte forma para o caso tridimensional:

Uy “De(XleaZ1) “De(_ 1/2Lo ’O’O)
Vip VDe(XlaYlazl) VDe(_ 1/2Lo 50’0)
up’ = {“102} _ Wip' _ WDe(XI’YUZl _ WDee(_ /2L, ’030) (2.28)
u,p

v, (1/2L,,0,0)
w, (1/2L,,0,0)

)

Uy ”De(XzaYzazz) Up (I/ZLO,O,O)
)
)

Uma vez definida a Equacao (2.28), a Equacgao (2.12) pode entdo ser re-escrita para o caso

tridimensional em fun¢ao dos deslocamentos nodais:

e
Uip Uy —ug X,
e
Vip Vi =V Y
e
e_ JWip (_ Qi 055 [|w—w, Q-1 0. Z,
Up = (= + (2.29)
Uyp 0, Qs ||u, —u 0, Qs 1] X,
e
Vob Vo =V Y,
e
Wb Wy, =W Z,

sendo Qsx3 a matriz de rotagdo definida na Equagdo (2.6) ou (2.7) conforme a posi¢dao do
elemento de barra, 0353 uma matriz quadrada nula e I a matriz identidade de ordem 3.
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Uma vez que o campo de deslocamentos do elemento ¢ linear em X, Y e Z o elemento

permanece reto na configuracdo atual C e portanto se pode escrever que:

Ug = 1/2 .(l/l] + ug), Vo = 1/2 .(V] + Vz), Wo = 1/2 .(W] + Wg) (230)

O proximo passo € definir os valores dos co-senos diretores (Cy, C,, C.) em fungdo dos
deslocamentos nodais, e em seguida achar o comprimento do elemento (L) na configuragao
atual, lembrando que nesta deducdo, a configuragdo inicial j4 ndo se encontra mais
alinhada com os eixos globais. Assim como no caso bidimensional, inicialmente ¢ feita a
rotagdo dos deslocamentos nodais em relagdo ao sistema de eixos locais definidos na

configuracdo inicial:

rot rot rot
Uy, u, —u Uy
rot __ rot | __ rot rot _
U =9V, =4V, -V =Q v, (2.31)
rot rot rot
W) W, =W W)y

sendo Q a matriz de rotacdo definida pelas equacdes (2.6) ou (2.7), empregando-se os

seguintes co-senos diretores:

met :le/Lo :(Xz _Xl)/LO
C," =Y, /L, = (¥, - Y))/L, (232)
szt = 221/Lo = (Zz _Zl)/LO

Uma vez conhecidos os deslocamentos nodais rotacionados, segundo a Equacdo (2.31), ¢
possivel definir as demais varidveis cinematicas envolvidas na formulacdo co-rotacional de
trelicas espaciais em fungao de relagdes geométricas andlogas as apresentadas para o caso

bidimensional na Figura 2.3:

C, = L0+—u21m; C, :VLW; C. :WLM (2.33)
L ’ L L
L= \/(LO +uy,” )2 + (v21mt )2 + (wzlm )2 (2.34)
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Nas proximas segdes, serdo obtidos o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente
dos elementos através das derivadas primeira e segunda do funcional da energia de
deformacdo, respectivamente. Assim, sera calculada a derivada primeira de L em relagao

aos deslocamentos nodais u, utilizando-se as Equagoes (2.33) e (2.34) de modo que:

L _ O o L o Lk o (235
ou, Ou, ov, ov, ' ow, ow,

cuja forma vetorial se expressa como:

-C
a—L = : (2.36)
ou C

Utilizando as Equagdes (2.33), (2.34) e (2.35) e a relagdo Cl+ Cy2+ c’=1, pode-se obter

a derivada segunda de L em relagdo aos deslocamentos nodais u:

2+c?)  -cc e -lerrc?)  cc, CC.
-C.C, (cx2 + sz) -C,C. CC, - (cx2 + CZZ) C,C.
PL_1] -GG cc. e+ Cyz) C.C. o -leiec?) (2.37)
al L]-lcr+c?) g, C,C. cr+c?)  -cc -GG
cC, - (cx2 + sz) C,C. -C.C, (cx2 + sz) -C,C.
C,C. c,C. - (sz + cyz) -C,C. -C,C, (sz + cyz)

2.4 - ENERGIA DE DEFORMACAO

Admitindo uma relagdo linear entre o par conjugado de tensdo e deformagdo, pode-se

definir a seguinte relagdo entre tensdes e deformagdes nas configuragdes inicial e atual:

ox=F.& em Cy (2.38)

o.=FE.¢s em C (2.39)
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sendo £ o mddulo de elasticidade longitudinal do material. Considerando-se esta hipotese
e definindo-se a areca da secdo transversal dos elementos em Cy e C como sendo,
respectivamente, 4y ¢ A, as energias de deformacdo de um elemento de treliga nas

configuragdes inicial e atual podem ser definidas, respectivamente, da seguinte forma:

Ly

Up= % [ Edye,axe em C (2.40)
0
1 L

U= E.IEAgxzdxe em C (2.41)
0

Seguindo a metodologia apresentada por Crisfield (1991), no presente capitulo, foram
utilizadas quatro medidas distintas de deformagdes, sendo duas delas descritas em
coordenadas materiais (deformacdo de engenharia e Green-Lagrange) e duas em
coordenadas espaciais (deformacdo de Biot e Almansi), sendo expressas, respectivamente,

pelas seguintes equagdes:

L-L
P R
0
green L2 - ?
Bt L)
2L, 2 (2.42)
xbiot — L_Lo :1_271
L 2
 LP-L 1
almansi 0 -2
S HLY (B
' 20’ 2( )

2.4.1 — Vetor de forgas internas

O vetor de forgas internas descrito em coordenadas materiais pode ser obtido através da
primeira derivada do funcional da energia de deformagdo em relagdo aos deslocamentos

nodais, de modo que, derivando a Equagao (2.40) se obtém a seguinte expressao:

.. U, 0

15 £ r oe
fe= :EszAOgX—XdXe = [E4.e,
0 0

X dxe (2.43)
ou

ou ou
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Ja o vetor de forcas internas descrito em coordenadas espaciais pode ser obtido de forma

analoga ao anterior, derivando a Equac¢do (2.41) em relacdo aos deslocamentos nodais:

os,

L
ge U _ lszAgx
2

L
dx = | Ede, %55 gy (2.44)
ou 0 0

ou ou

Os esforcos axiais nos elementos de trelica nas configuragdes inicial e atual podem ser

definidos, respectivamente, da seguinte forma:
Ny = EApey, N =FAs, (2.45)

Levando-se em conta a Equagao (2.25) para o caso bidimensional ou Equag¢ao (2.36) para o
caso tridimensional, além das Equacdes (2.42) e (2.45) e efetuando a integracdo das
Equacdes (2.43) e (2.44), se chega as expressoes do vetor de forcas internas em

coordenadas materiais e espaciais dados, respectivamente, por:

B, =1= Engenharia

a_L
ou

B, = A = Green — Lagrange
[ =A""= Biot
L =217 = Almansi

ce e oL
=N 1= Np (2.46)

sendo os coeficientes f e [ resultantes da integracdo das Equagdes (2.43) e (2.44), em
fungio das diferentes medidas de deformagdes. E importante ressaltar que na segdo 2.2 foi
suposto que o sistema de eixos locais do elemento na configuragao inicial Cy esta alinhado
com os sistemas de eixos globais material e espacial. Em uma formula¢do mais geral, se
supde que existe uma certa inclinacdo entre estes sistemas de eixos e portanto se deve
escrever o vetor de forcas internas em coordenadas materiais e espaciais, em relacdo ao

sistema de eixos globais através da seguinte relagao:

fe=R"f", f=R"f (2.47)
o
RT :[Qo QT} (2.48)
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onde R" ¢ a matriz de rotacio que transforma do sistema de coordenadas local para o
sistema de coordenadas global, 0 ¢ uma matriz nula e QT, a transposta da matriz Q,
expressa na Equacdo (2.5) para o caso bidimensional ou Equagdes (2.6) e (2.7) para o caso
tridimensional, com os co-senos diretores definidos nas Equagdes (2.21) ou (2.32),

conforme se trate de treliga plana ou de treliga espacial, respectivamente.
2.4.2 — Matriz de rigidez tangente
A matriz de rigidez tangente em relacdo as coordenadas materiais pode ser obtida pelo

calculo da segunda derivada do funcional da energia de deformagao definida em Cy com

relacao aos deslocamentos nodais:

2 Ly T 2

ke=2Y_ | E4, 9oy YO8} | o 08k g (2.49)
ou 0 ou )\ ou Ou

Levando-se em conta as Equagdes (2.25) e (2.26) para o caso bidimensional ou Equagdes

(2.36) e (2.37) para o caso tridimensional, além das Equagdes (2.42) e (2.45) e efetuando a

integracdo da Equacdo (2.49), se chega apos algebrismos simples a expressdo da matriz de

rigidez tangente em coordenadas materiais:

- ! 2 =1= Engenhari
ke - FA, a, oL (oL PN, B, 6_]; aoz ngenharia (2.50)
L, Ou )\ Ou ou a, = (3/1 - 1)/ 2 = Green — Lagr.

Procedendo de forma analoga, a matriz de rigidez tangente em coordenadas espaciais pode

ser obtida pela segunda derivada do funcional da energia de deformacao definida em C:

. 00U ¢ oe, Yoe,\ o |, .
K =—3 :_([EAlZ[ - J( aﬁj o, (2.51)

Levando-se em conta as Equacdes (2.25) e (2.26) para o caso bidimensional ou Equagdes

(2.36) e (2.37) para o caso tridimensional, além das Equagdes (2.42) e (2.45) e efetuando a
integracao da Equagdo (2.51), se chega a expressao final da matriz de rigidez tangente em

coordenadas espaciais:
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r 2 _ 1792 _~g-l .
K :ga(aLj(aLj 0°L { a=32"-22" = Biot 252
a =

5 E 811_2 (5/1_4 —3172 )/2 = Almansi

Conforme comentado anteriormente para o caso do vetor de forgas internas, ¢ necessario
transformar do sistema de coordenadas local para o sistema de coordenadas global através

da operagao descrita abaixo, sendo R" a matriz de rotagdo definida na Equacgéo (2.48):
e __ T gre e _ T e
K,=R K°R, K,=R K°R (2.53)
2.4.3 — Unicidade na resposta estrutural

Para o caso de deformagdes infinitesimais, o parametro A = L/L,y que aparece na Equacao
(2.42) tende a 1 e conseqiientemente as diferentes medidas de deformagdes utilizadas s@o
praticamente iguais. Assumindo-se que o coeficiente de Poisson v=0, o que implica em
dizer que A=Ay, os valores dos esfor¢os axiais em Cy e C definidos na Equagdo (2.45)
também sdo praticamente iguais, ao passo que os coeficientes By e B que aparecem na
Equagdo (2.46) também assumem valores idénticos e, portanto, as componentes do vetor
de forgas internas definido na Equagao (2.46) também sao idénticas. Tomando-se o valor
da rigidez do elemento nas configuracdes inicial e atual como sendo ky=FEAy/Ly e k=EA/L,
nota-se que para o caso de A=>1 implica em k= k) uma vez que L= L) e A=A , que somado
ao fato dos coeficientes o e oy assumirem valores proximos de 1, também leva os
coeficientes das matrizes de rigidez definidos nas Equagdes (2.50) e (2.52) a serem

praticamente idénticos e portanto pode-se concluir que:

v=0—>A4=4,
L~L,
Eong = € green = Epior = € almansi
= = Geng ~ O-green ~ O pior = O uimansi = {.{Ie ~ fe (254)
N=N, K ~K°
a~a,
B=p,
k~k,
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Ja para o caso de deformacdes finitas, as diferentes medidas de deformagdes utilizadas
apresentam valores diferentes e portanto se pode concluir que as componentes do vetor de
forcas internas diferem entre si. Além disso, os coeficientes da matriz de rigidez tangente

também sdo diferentes e de um modo geral pode-se dizer que:

v=0—>4=4,
L#L,

E e % € yroon E Eviot £ E

eng green

7\' ;é 1 = O-eng # O-green

almansi
#*0, ,#*0 " fe ¢

biot almansi = -{‘ # f (255)
N =N, K°#K*
aF* ao
B # B,
k#k,

Observando-se a Equacdo (2.55) pode-se concluir que no caso de deformagdes finitas, ao
se adotar uma relagdo linear entre o par conjugado de tensdo e deformacdo, ndo se obtém
unicidade na resposta. Conforme comentado anteriormente, para se obter unicidade na
resposta no regime de deformagdes finitas ¢ necessario recorrer a transformagdes tensoriais
da mecénica dos meios continuos que fazem o mapeamento do tensor constitutivo entre as

configuracdes indeformada e atual, tema que ndo sera abordado no presente trabalho.
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3 - FORMULACAO CO-ROTACIONAL DE PORTICOS PLANOS

3.1 - MODELOS MATEMATICOS DE ELEMENTOS DE VIGA

Na mecanica estrutural, geralmente, sdo utilizados dois modelos matematicos distintos para
discretizar os elementos de viga que compdem as estruturas. O primeiro deles ¢ referente a
teoria classica de viga, também chamado modelo de Euler-Bernoulli (C”), no qual as forcas
cortantes transversais sdo obtidas a partir do equilibrio do elemento, porém o seu efeito no
calculo das deformacdes ¢ desprezado. A hipotese fundamental deste modelo ¢ que as
secdes transversais permanecem planas e normais ao eixo longitudinal deformado, com a

rotacao ocorrendo em torno do eixo neutro que passa no centroide da se¢ao transversal.

O segundo ¢ o modelo de Timoshenko (C”) que corrige a teoria classica de viga com o
efeito das deformagdes cisalhantes de primeira ordem. Nesta teoria, as se¢des transversais
permanecem planas e sofrem rotagcdes em torno do eixo neutro, da mesma forma que
ocorre no modelo de Euler-Bernoulli, porém elas ndo permanecem normais ao eixo
longitudinal deformado, sendo esta diferenca angular em relacdo ao eixo normal produzida

pelo esforco cortante transversal que € assumido constante ao longo da se¢do transversal.

De acordo com Faria (1998) e Felippa (2001), os dois modelos matematicos descritos
anteriormente estdo baseados na hipdtese de comportamento eldstico e isotropico do
material. Além disso, ambos nido consideram os efeitos de mudancas nas dimensdes da
secdo transversal a medida que a viga se deforma. Estes modelos podem considerar a nao
linearidade geométrica devido ao efeito de grandes deslocamentos e rotagdes, desde que as

outras hipoteses comentadas anteriormente sejam obedecidas.

No presente capitulo, sera apresentada a descrigdo cinematica da formulagdo co-rotacional
de porticos planos discretizados através de elementos de viga, utilizando-se o modelo de
Euler-Bernoulli, sem o acoplamento dos efeitos do esfor¢o axial e da flexdo, conforme o
trabalho apresentado por Menin & Taylor (2003°), procurando-se seguir 0 mesmo formato
do capitulo anterior, no qual a formulacao co-rotacional foi desenvolvida para discretizar
elementos de trelica, de modo a facilitar o entendimento e a visualizacdo das semelhancas

e diferengas existentes entre o elemento de viga e o elemento de barra articulado.
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Na descricao cinematica co-rotacional desenvolvida para o elemento de viga de Euler-
Bernoulli, a configuracdo de referéncia ¢ dividida em duas partes, sendo as tensdes e
deformagdes medidas a partir de uma configuracdo co-rotacionada, ao passo que a
configura¢do inicial ¢ mantida como configuragdo de referéncia para a obtengdo dos
deslocamentos de corpo rigido. Desta forma, o deslocamento total de cada né da viga
analisada pode ser decomposto em duas partes, sendo a primeira referente ao deslocamento
de corpo rigido, no qual ocorrem translagdes e rotacdes finitas; e a segunda que estad
associada aos deslocamentos deformacionais, consistindo de deformagdes na direcao axial
do elemento (alongamentos ou encurtamentos) ¢ na deformacdo angular do elemento em
torno do eixo z. Vale lembrar que sdo consideradas rotagdes e translagdes finitas para cada
n6 do elemento de viga em andlise, porém suas deformagdes sdo admitidas infinitesimais.
A energia de deformagao total ¢ obtida pelo somatorio das energias de deformacao axial e
de flexdo, isoladamente, sem consideracdo do acoplamento dos efeitos entre ambas,

conforme comentado anteriormente.

No final deste capitulo, sdo descritas algumas informagdes importantes para o calculo das
rotagdes de corpo rigido e deformacional, necessarias na implementagdo computacional do

elemento de viga segundo a formulagao co-rotacional descrita em Menin (2004).

3.2 — DESCRICAO CINEMATICA

Considerando-se um elemento finito de viga prismatico e reto que se move no plano de
acordo com a Figura 3.1, por simplicidade serd admitido como hipdtese inicial que os eixos
locais (x,°,y0°) do elemento na sua configuragéo inicial Cy estdo alinhados com os sistemas
de coordenadas globais material e espacial, designados por (X,Y) e (x,y), respectivamente,
tendo a sua origem Oy localizada na metade do comprimento inicial do elemento, definido
por Ly. O elemento de viga se move da configuragao inicial Cy até a configuragdo atual C
de modo que o eixo longitudinal passe através dos nés de extremidade na configuragdo
atual, definindo assim o eixo local x°. A origem do sistema de eixos locais (x°,)°) é entdo
definida na metade da distancia entre os nos de extremidade, formando um angulo y com
o eixo local x,°. A chamada configuragdo co-rotacionada Cy se move, conjuntamente, com
o elemento até a configuracdo atual C, posicionando-se simetricamente em relacdo a
configuragdo atual, de modo que os eixos locais co-rotacionados (xz°yx°) coincidam com

os eixos locais (x°,)°) em C.
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Figura 3.1 — Elemento finito de viga C’ nas configurag¢des inicial e atual.
Tomando-se uma particula P, de coordenadas (X,Y) em Cy, que se move ao ponto Py de

coordenadas (xz,yz) em Ci, € em seguida se move ao ponto P de coordenadas (x,y) em C,

entdo, o deslocamento total # da particula , em coordenadas globais pode ser descrito por:

u=x-X=4y-Y (3.1)

sendo #definido como sendo a rotagdo total, obtida pelo somatdrio da rotacao de corpo

rigido w com a rotagdo deformacional & , ou seja:

0= y+0 (3.2)

Este deslocamento # pode entdo ser decomposto em uma parte deformacional up e outra

que corresponde ao deslocamento de corpo rigido ug de modo que:

u=ugr+tup=xp—X) + (x—xp (3.3)

Na formulag@o co-rotacional, as equagdes do movimento deformacional sdo definidas em

fungdo das coordenadas locais (x°,)°) em C, conforme a seguinte equagio:

uDe = Q.MD (34)
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sendo @ uma matriz de rotacdo 3x3 utilizada para transformar do sistema global (X,Y) ao
local (x°)°). Os deslocamentos deformacionais up® sdo utilizados para obter o vetor de

forgas internas e a matriz de rigidez tangente, conforme serd comentado posteriormente.

3.2.1 — Sistemas de coordenadas

Os sistemas de coordenadas local (x°,)°) na configuragéo atual C e global (x,)) podem ser

relacionados por meio da seguinte equagao:

x=0.(x—uy (3.5)

Esta relagdo expressa na equacao acima pode ser visualizada através da Figura 3.1, sendo
uy o vetor que representa o deslocamento do ponto Oy em Cj ao ponto O em C. A matriz
de rotacdo Q que aparece nas Equacdes (3.4) e (3.5) pode ser definida no caso de porticos

planos segundo Gere & Weaver (1981) como:

c, C, 0
0=|-Cc, C, 0 (3.6)
0 0

sendo (Cy,Cy) os co-senos diretores do elemento de viga na configuracdo atual C (diregdo
do eixo local x°), em relagdo ao sistema global de coordenadas, conforme serd comentado
posteriormente. Uma vez que a matriz Q ¢ uma matriz ortogonal, ou seja 0’0 = 00" =1,

sendo I a matriz identidade, entdo a Equacao (3.5) pode ser reescrita como:

x=0'x+uy (3.7)

3.3 - DESLOCAMENTOS DEFORMACIONAIS

Nos passos seguintes, sera apresentada a obtencdo dos deslocamentos deformacionais em
coordenadas locais, definidos anteriormente na Equagdo (3.4) por up‘. No caso de um
elemento de viga no plano, as coordenadas das particulas Pz em Ci e P em C sdo definidas

pelas equagdes:
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C, -C, 0| X u, Xg
xk=0Q'X+u,=|C, C, OF7Y t+{v,t=1 y, (3.8)
0 0 1 HP() W HP0+I//

1 0 u
x=X+u=IX+u=|0 1 +ive= y (3.9
0 0 0

E importante enfatizar que as Equagdes (3.8) e (3.9), definidas acima, foram deduzidas
para um ponto genérico qualquer Py e que para um ponto situado sobre o eixo local x,° na
configuragao inicial Cy, conforme serd o caso dos nos de extremidade do elemento de viga,
o termo 6p, sera nulo, ou seja, Bp, = 0. A interpretacdo geométrica da Equacao (3.8) pode
ser visualizada na Figura 3.2. Nesta figura os co-senos diretores (Cy,C,) do elemento de
viga na configuragdo atual (dire¢do do eixo local x°) sdo calculados em fungdo do dngulo

entre os eixos locais xy° € x° no sentido anti-horario, sendo designados por (cosy, seny).

X.cos
H\V

ye s yRe

S Ly / Op,

Figura 3.2 — Posi¢do de uma particula P na configuragdo co-rotacionada Cg.

Lembrando que up = x — xg, conforme definido na Equagdo (3.3) e substituindo-se os

valores de x e xg, definidos pelas Equagdes (3.8) e (3.9), obtém-se:

X— X
up=x-xg=T-ONX+u—-up=:y-y, (3.10)
-y
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Finalmente, pode-se obter o deslocamento deformacional em relagao as coordenadas locais

através da transformacdo de coordenadas apresentada na Equacao (3.4):

up’ = Q.up= (0 - DX+ Q(u — uy) (3.11)

3.3.1 — Movimento deformacional em fun¢ao dos deslocamentos nodais

Os deslocamentos deformacionais definidos anteriormente para um ponto genérico sao
agora particularizados para os nés das extremidades dos elementos. No caso de elementos
de vigas prismaticos e retos no plano (2D), as coordenadas nodais do elemento em Cy com
relacdo ao sistema de eixos locais (X,Y) sdo Xo=—X; =% Lpe Y, =Y; =0, sendo Ly o
comprimento do elemento nesta configuracdo. Os deslocamentos totais # ¢ deformacionais

up’ dos nos de extremidade podem ser entdo definidos por:

u ) [(u(=1/2L,,0) u, | |up(=1/2L,.,0)
v, | |v(=1/2L,,0) v, | v, (=1/2L,,0)
uz{u,}: 6| _|o(-1/2L,0) | uDez{u,Df}: 6, | _]6,°(-1/2L,.0) G.12)
u,| |u, u(1/2L,,0) u, ) | |u,y, uy(1/2L,,0)
v, w(1/2L,,0) . v, (1/2L,,0)
0, 6(1/2L,.0) 0, 60,°(1/2L,,0)

Uma vez conhecida a Equacdo (3.12), a Equagao (3.11) definida para um ponto genérico

pode entdo ser re-escrita apos algebrismos simples em fun¢do dos deslocamentos nodais:

¢ 1-c,) [¢, S, 0 0 0 Olfu-u

Vip’ S, -5, C, 0 0 0 O|lv-v,
e_ )0 | _1,] 0 0 0 1 0 0 0||6-w (3.13)
up = == + :
P lu 2, -1 o 0 0 ¢, S, 0f|u—u,

Vap© -8, 0 0 0 -5, C, 0||v,—v,

0, o J Lo o0 0 0 0 1|6-v

sendo C,, = cosy e S, = seny os co-senos diretores do elemento de viga definidos em

func¢do da rotacao de corpo rigido y.
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Ja os deslocamentos translacionais do ponto Op em Cjp ao ponto O em C podem ser

expressos pelas seguintes equagoes:

Up = Y .(u1+u2), Vo= v .(V1+V2) (314)

O préximo passo € definir os valores dos co-senos diretores (Cy, S,) em fungdo dos
deslocamentos nodais, € em seguida achar o comprimento do elemento (L) na configuracao
atual, conforme apresentado na Figura 3.3. Vale ressaltar que nesta dedu¢@o, com o intuito
de se representar um caso bem geral, a configuragdo inicial j4 ndo se encontra mais

alinhada com os eixos globais.

Y
.x
L
o, |2
4
127 N
\ 4 U,
Ly

Figura 3.3 — Deslocamentos globais e deslocamentos globais rotacionados.

Na Figura 3.3 ¢ mostrado o movimento do elemento de viga no plano, sendo que do lado
esquerdo sdo indicados os deslocamentos globais, ou seja em relagdo ao sistema de eixos
globais (X, Y) e do lado direito os deslocamentos globais rotacionados. Portanto, o primeiro
passo ¢ fazer a rotacdo dos deslocamentos nodais globais em relagdo ao sistema de eixos
locais na configuragdo inicial (x°,y°), definido em fung¢@o do angulo ¢, lembrando que ndo

¢ necessario transformar os angulos de rotacao:
rot rot rot C S u
= Uy _Ju, Y _ a a 21 (3 15)
21 rot [ rot rot [ _ S C :
Vai V, =V a o V2
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sendo:
C,=cosa=X, /L, =(X,-X,)L,
S, =sena=Y, /L, =(Y,-Y,)/L,
Uy =U, — Uy

(3.16)

Vo =V, =V

Uma vez conhecidos os deslocamentos nodais rotacionados, segundo a Equacdo (3.15), ¢
possivel definir as demais varidveis cinematicas envolvidas na formulacdo co-rotacional

em funcao das relagdes geométricas apresentadas na Figura 3.3:

rot

L

Cp=cos y= "0 (3.17)

L

vzlr()t
Sy=sen y=—— (3.18)

L

FOi 2 Fo 2

L= \/(Lo T Uy, t) +(V21 t) (3.19)

Definidas as principais varidveis cinemadticas envolvidas na formulag¢do co-rotacional,
serdo apresentados na Figura 3.4, a seguir, os deslocamentos deformacionais em relacao ao
sistema de eixos locais na configuracdo atual C, de modo a possibilitar uma melhor

visualizacdo e entendimento dos mesmos. E importante salientar que sdo validas as

seguintes relagdes: uxp’ =—u;p° =d/2, vop°= vip° =0, 51 =0, -y ¢ 52 =0, -y.

Figura 3.4 — Deslocamentos deformacionais no sistema local.
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3.3.2 — Derivadas parciais dos deslocamentos deformacionais

Nas proximas segdes, serdo obtidos o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente
através das derivadas primeira e segunda do funcional da energia de deformacdo. A partir

das Equagoes (3.17), (3.18) e (3.19) pode-se definir as seguintes expressoes:

oL oL oL oL oL oL
s - Z_c,; == =—= (3.20a)
ou, ou, ov, ov, 00, 00,
2

oc, __oC, S, ¢, _ o, _ SC, o, &, (3.20b)
ou, ou, L v, 0w L~ 80, 06,
6s, os, s, @s, @&, C/ S, _ %, _, (3.20c)

= — = — 5 = — = ) == . C
ou, ou, L ov, ov, L 06, 00,
ow_ oy_ S  oy_ ov_C . oy _oy _, (3.20d)
ou,  Ou, L’ ov, ov, L’ 06, 06, '

Derivando-se cada um dos elementos do vetor up’ de deslocamentos deformacionais,

definidos na Equacao (3.13) em relagdo aos deslocamentos globais u, obtém-se:

ou,’| [C,/2 S,/2 0 -C,/2 -8,/2 0]fou,
v, 0 0o 0 0 0 0ffay,
06, | _|-S,/L C, /L 1 S,/L -C,/L 0|6, (321)
ou,, | |-C,/2 =S,/2 0 C,/2 S,/2 0]ou,
v, 0 0o 0 0 0 0ffov,
06, | |-S,/L C,/L 0 S,/L -C,/L 1|00,

Lembrando que up’=— u;p° = Y.d, a Equagdo (3.21) pode ser re-escrita da seguinte forma:

ou,

ov,
od -c, -5, 0 C, S, 0],
00, t=\-8,/L C,/L 1 S, /L -C,/L 0 al (3.22)
00,) |-S,/L C,/L 0 S, /L -C, /L 1[°°

ov,

00,
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Levando em conta as Equagdes (3.20) e (3.22), as segundas derivadas dos deslocamentos

deformacionais podem ser definidas por:
2 2 7
S, -s,Cc, 0 -§, SV/CV; 0
2
-5,c, C, o sc¢, -C, 0
2
(2 czz’ :% 0 2 0 0 02 0 0 (3.23)
u -S, sc, 0 S, -5,C, 0
s,.c, -¢’ o0 -sc, C’ 0
0 0 0 0 0 0
B 2 2 2 2 N
-25,¢c, ¢, -§, 0 25cC, S§,-C, O
c’-s,’ 2., 0 S°-C’ -25C, 0
0’0, 0’0, 1 0 0 0 0 0
P = P 22 :? 2 2 2 2 (3.24)
u u 2s,c, S -¢, 0 -2§8C, C -S5O
s’-c’ -28,c, 0 C’-5, 25,.C, O
0 0 0 0 0]

3.4 — ESFORCOS RESULTANTES

Os esforgos resultantes em cada um dos elementos de viga na configuracao atual C sdo: N,

V, M; e M, , sendo N o esfor¢o normal, V' o esfor¢o cortante ¢ M; ¢ M, os momentos

fletores nas extremidades inicial e final do elemento. Os esfor¢os N e J sdo constantes ao

longo de todo o elemento, ao passo que o momento fletor M = M(x°) varia linearmente ao

longo do elemento por se tratar de um modelo hermitiano. Estes esforgos resultantes, com

as respectivas convengdes de sinais, sao mostrados na Figura 3.5 apresentada a seguir,

sendo obtidos a partir das respectivas deformacdes, de acordo com as seguintes equacdes

apresentadas por Harrison (1973):

EA
N=EAdje= —2d;

M, +M, 6El (s =
vt 2_LL0(91+92)

(3.25)
M= 225, +20))
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sendo £ o mddulo de elasticidade longitudinal do material; 4y a area da secdo transversal; /
o momento de inércia da secdo transversal; Ly e L os comprimentos dos elementos de viga

nas configuragdes inicial e atual, respectivamente; e £ a conhecida deformagao nominal ou

de engenharia, ou seja, e= (L —Lg) / Lp=d / L.

Figura 3.5 — Convencdes de sinais positivos para deformacgdes e esfor¢os resultantes.

3.5— ENERGIA DE DEFORMACAO DA VIGA

A energia de deformagdo da viga, considerando-se apenas deformagdes infinitesimais e,
portanto, sem levar em conta o acoplamento dos efeitos dos esforcos axiais e de flexdo

pode ser expressa pela seguinte equagao:

U=U*+U" (3.26)

4 F . ~ : ~ .
sendo U“ e U" as energias de deformacdo axial e de flexdo, respectivamente. Desta

forma, adotam-se as seguintes expressdes definidas em Felippa (2001):

U=

EA,L,&* = (3.27)

1
2

267 +0,0,+6,*) (3.28)
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3.6 — VETOR DE FORCAS INTERNAS

O vetor de forgas internas f ¢ obtido pela derivada primeira do funcional da energia de

deformacao U em relacdo aos deslocamentos globais u:

_ou
== (3.29)

Substituindo-se os valores U* e U, definidos nas Equagdes (3.27) e (3.28), na Equacio

(3.29) e usando-se as derivadas primeiras de d,6, e 6, , chega-se as seguintes expressoes:

_ 0 (lEAodz]_E_Aod%_N%:

Nl-c -s o ¢ S of (330
L, Ou ou [ v ] (3.30)

v v v

=225 +00,+0,)| =22 20,94 . g, . 5,9% 125, 9% | (3314
ou Ou Ou Ou

ff=lvs, vc, m, vs, -vc, m,[ (3.31b)

Uma vez definidos os vetores f* e fF, através das Equacdes (3.30) e (3.31), pode-se obter o

vetor de forgas internas somando-se as contribui¢des dos esforcos axial e de flexao:
f=rt+rr (3.32)

E importante ressaltar que no capitulo 3.2 foi suposto que o sistema de eixos locais do
elemento na configuracdo inicial C, estd alinhado com os sistemas de eixos globais
material e espacial. Em uma formulagdo bem geral, se supde que existe uma certa
inclinacdo entre estes sistemas de eixos definida em fung¢do do angulo «, conforme
apresentado na Figura 3.3 e portanto se deve reescrever o vetor de forcas internas, em

relacdo ao sistema de eixos globais através da seguinte relaco:
fo= R"f (3.33)
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r |07 0
R _[0 QT} (3.34)

onde R" é a matriz de rotagio que transforma do sistema de coordenadas local para o
sistema global, 0 ¢ uma matriz nula de ordem 3 e Q7, a transposta da matriz Q, expressa na

Equacao (3.6), com os co-senos diretores definidos na Equacao (3.16).
3.7 — MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

A matriz de rigidez tangente ¢ obtida pela segunda derivada do funcional da energia de
deformacdo U em relag@o ao vetor de deslocamentos globais u, ou de forma similar através
da primeira derivada do vetor de forcas internas f, podendo ser decomposta em duas partes:

a matriz de rigidez material (Kj) e a matriz de rigidez geométrica (Kg).

o’V _ @
-2 :%: K, +K, (3.35)

Substituindo-se os valores das forcas internas f* ¢ f* apresentados nas Equagdes (3.30) e

(3.31) na Equacao (3.35) e usando-se as derivadas primeiras ¢ segundas das deformagdes

d, 51 e 52 definidas nas Equacdes (3.22), (3.23) e (3.24) chega-se as seguintes expressoes:

ou L,

ot EA, ad(adjf 0%d
= —|—| +d
ou \ Ou ou’

j: KMaxial + KG axial (336)

o' 281 0
ou L, Ou

[(20_1 + 52 )% + (51 + 252 )6ai2 J — KM_ﬂexzio + KGflexﬁa (3'37)

K, =K, +K,"™" (3.38a)

K, =K;"" +K;™" (3.38b)
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2 2
C s,c, 0 -C, s,C, 0
2 2
S,C, S, 0o -s,c, -5 0
Kol _ EA, 0 0 0 0 0
M - 2 2
L, | -C S, c;, 0 C, S, CZ'V, 0
-s,c, -8, 0 S§,.C, S, 0
i 0 0 0 0 0]
2 2
6S, 6s,C, 35, 68, 6S,C, 38,
L’ I? L L’ L’ L
2 2
_65,C,  6C, 3¢, 65,C,  6C, 3C,
L’ L’ L L’ I’ L
38, 3C, 38, 3¢, |
K, = 2E1 L L L L
2 2
L, | 6S, 6s,C, 38, 6, _65,C, 38,
I’ I’ L I’ I’ L
2 2
6s,C, ~ 6C,  3C, 65C, 6C, 1 3C,
L’ I? L L’ L? L
38, 3C, | 38, 3¢, )
L L L L
5 SC 0 -8S* sc 0]
% T Py y TPy vy
-s,c, ¢’ o sc, -C’ 0
g e _ N 0 0 0 0 0 0
G - 2 2
L| -5, s,C, 0 S, -5,C, 0
s,c, -¢’ o0 -s.c, C’ 0
0 0 0 0 0 0]
B 2 2 2 2 N
-28,c, C/’-5, 0 25.C, 2 s, -Cc,’ 0
2 2 2
c,’ -8, 2s,c, 0 S8°-c’ -25,C,6 O
K, 14 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2
L ZZSWCy 2 s, -Cc,” 0 - %chyz c, -8, 0
s,’-c, -28,c, 0 C, -85, 28,C, 0
0 0 0 0 0 0]

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Por fim, conforme comentado para o vetor de forgas internas, ¢ necessario transformar do

sistema de coordenadas local para o sistema global através da seguinte operagao:

Kg

=R"KR
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3.8 — ANGULOS DE ROTACAO NA FORMULACAO CO-ROTACIONAL

Neste item, serdo descritas algumas informagdes importantes para o céalculo das rotagdes
de corpo rigido e deformacional segundo Menin (2004), necessarias na implementacao
computacional do elemento finito de viga de Euler-Bernoulli utilizando a formulag¢do co-
rotacional. Vale lembrar que as rotagdes totais € podem ser obtidas, diretamente, a partir

do vetor de deslocamentos globais u, apos a resolucao do sistema de equagdes ndo lineares.

Inicialmente ¢ feita a determinacao da rotacdo de corpo rigido (), em fun¢ao dos co-senos
diretores C,, e Sy, descritos nas Equagdes (3.17) e (3.18), definidos pela posi¢do da viga na
configuragdo deformada. A escolha de qual co-seno diretor usar na determinacao da
rota¢do de corpo rigido ¢ definida em funcdo do quadrante no qual a viga se encontra na
sua configuragdo deformada, lembrando que, na maioria das linguagens computacionais,
dentre as quais estd o Fortran, na qual foi feita a implementagdo computacional do
elemento de viga, os valores do arco-seno de um angulo (sen™) sido fornecidos em radianos
no primeiro ¢ quarto quadrantes, de modo que correspondem a angulos entre —7/2 ¢ /2 ao
passo que os valores de arco co-seno de um angulo (cos™) sdo fornecidos em radianos no
primeiro e segundo quadrantes, compreendendo valores entre 0 ¢ 7. Em funcdo destes
fatores e observando-se a Figura 3.6 para um melhor entendimento, as rotagdes de corpo

rigido podem ser calculadas conforme a Equagdo (3.44):

C,0e S0 = (quad=1) e y= sen‘l(SV,) 0 Sys< a2

C,<0e S>>0 = (quad=2) e w= cos'(C,): nl2<y< n (3.44)
C,<0e S,<0 = (quad=3) e y=-cos'(C,) : -m<y<-m/2

C,0e S<0 = (quad=4) e y= sen‘j(S./,) D -2y <0

Uma vez conhecida a rotagdo total (&) e a rotacdo de corpo rigido (y ), o préoximo passo ¢
a determinagdo da rotagdo deformacional (). Ao contrario de trabalhos publicados por
outros autores sem a utilizagdo de quatérnios (Felippa, 2001 e Crisfield, 1991), nos quais
as rotagdes totais estavam limitadas a 27, ¢ importante ressaltar que no presente trabalho,
em funcdo de modificacdes apresentadas a seguir, pode-se admitir rotacdes totais de
qualquer ordem de grandeza tanto no sentido anti-horario (rotagdes positivas), quanto no

sentido horario (rotagdes negativas).
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Figura 3.6 — Rotacdo de corpo rigido w em func¢do do quadrante.

Em virtude da maneira pela qual sdo calculadas as rotacdes de corpo rigido pelo Fortran
através da Equagdo (3.44) e devido ao fato de as rotagdes poderem ser tanto positivas
quanto negativas, sdo necessarias algumas transformagdes de angulos, de modo que a
rotacdo deformacional definida na Equacao (3.2) seja calculada de forma correta. No caso
de rotacdes totais de até 2z, ou seja 360 graus, sdo apresentadas nas Equagdes (3.45) e
(3.46) as formulas para o célculo das rotacdes deformacionais em fun¢do do quadrante em
que se encontra a rotacdo de corpo rigido, respectivamente, para o caso de rotagdes totais

positivas ou negativas:

0<60<2n) e (quad=1) = 0—-y

0<0<2n) e (quad=2) = 0=0-y (3.45)
(0<0<27) e (quad=3) = 0=0-(y+2r)

(0<60<2n) e (quad=4) = 0=60-(y+2x)

(-27<0<0) e (quad=1) = 0 =(0+27)-y

(-27<0<0) e (quad=2) = 0 =(0+27)-y (3.46)
(-(27<0<0) e (quad=3) = O0=0-y

((2r<60<0) e (quad=4) = O0=0-y
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J& para o caso de rotagdes totais compreendidas entre 2z e 47, ou seja de 360 e 720 graus,
sdo apresentadas nas Equagodes (3.47) e (3.48) as formulas para o calculo das rotagdes
deformacionais em fun¢do do quadrante em que se encontra a rotagdo de corpo rigido,

respectivamente, para o caso de rotagdes positivas ou negativas:

Qr<0<4n) e (quad=1) = 6 =0-(y+2r)

Qr<0<4n) e (quad=2) = 0 =0-(y+27) (3.47)
Qrn<0<4n) e (quad=3) = 6 =0-(y+4r)

Qr<0<4n) e (quad=4) = 6 =0-(y+4r)

(-4 <0<-27) ¢ (quad = 1) 0 =(0+4r)-

(-47<0<-27) ¢ (quad = 2) 0 =(0+4r)- (3.48)

- )

= )
(-4n<0<-27) e (quad =3) = 6 =(0+2x1)-

= 0 )

(-4r<60<-27) e (quad = 4)

De forma andloga, o raciocinio pode ser estendido facilmente para o caso de rotagdes totais
de qualquer ordem de grandeza, compreendidas entre [n.27] e [(n+1).2 7], tanto positivas
quanto negativas, sendo apresentadas nas Equacdes (3.49) e (3.50) as formulas de
recorréncia para determinagdo das rotagdes deformacionais para um caso bem geral e

lembrando que n = 0,1,2,3....

(n27<0<m+1).27n) e (quad=1) = 6 =0—(y+n2x)

(27 <0<m+1).27) e (quad=2) = 6 =0-(y+n2x) (3.49)
(n2x<O0<m+1).27) e (quad=3) = 60 =0—(y+(n+1)27)

(27 <0<m+1).27) e (quad=4) = 0 =0—(y+(n+1)2r)
(-n+1).2n<0<-n27n) e (quad = 1) 0=0+n+1)27)-yw
(-(n+1).2x<0<-n27) e (quad = 2) 0=0+(n+1)27)-y  (3.50)

(-(m+1).2r<0<-n2nm e (quad = 3)

R

(-m+1).2r<0<-n27n) ¢ (quad = 4)
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Na Figura 3.7 sao mostradas, de uma forma bem geral, as rotagdes totais e de corpo rigido
para diversas posicoes da viga, em diferentes quadrantes. Nesta figura, sdo apresentadas as
rotagdes totais e deformacionais referentes ao no inicial do elemento, sendo indicados para
cada quadrante duas situagdes distintas que correspondem a rotagdes totais maiores ou
menores que a rotagdo de corpo rigido, em fungdo das quais as rotacdes deformacionais
podem assumir valores positivos ou negativos. Embora ndo tenha sido apresentado na

Figura 3.7, o raciocinio pode ser estendido, de forma analoga, para o n6 final do elemento.

A

9]<l// — 91>!//

Figura 3.7 — Rotacdes totais e deformacionais nos diversos quadrantes.

Na determinacao da rotagdo deformacional admitindo-se rotagdes totais de qualquer ordem
de grandeza, conforme comentado acima, ainda existem alguns casos especiais de rotagoes
que devem ser considerados na implementa¢do computacional. Estes casos especiais
envolvem, basicamente, a ocorréncia simultinea de angulos referentes a rotagdes totais e
de corpo rigido no primeiro e quarto quadrantes, respectivamente ou vice-versa. Existem,
na realidade, seis casos especiais que serdo abordados a seguir. Os dois primeiros casos
estdo associados a ocorréncia de angulos de rotagdo de corpo rigido ou totais iguais a zero,

sendo as rotagdes deformacionais calculadas segundo as Equagoes (3.51) e (3.52):

Caso 1: (y=00) = 6=0 (3.51)

Caso2: (y=0.0e0=0.0) = 6 =0.0 (3.52)
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Para facilitar o entendimento e proporcionar uma melhor visualizacdo, o caso especial / ¢
mostrado na Figura 3.8, no qual sdo apresentadas duas situagdes distintas, sendo a primeira
referente a rotacdo total maior que a rotagdo de corpo rigido, para a qual a rotagdo
deformacional é positiva e a segunda que estd associada a rotagdo total menor que a
rotacdo de corpo rigido, de modo que a rotagdo deformacional assume valor negativo. O

caso especial 2 corresponde, simplesmente, ao elemento na sua configuracao indeformada.

Caso 1° Caso 1°

glneg
o<y

Figura 3.8 — Casos especiais /°¢ 1° de rotagdes deformacionais.

Os demais 4 casos especiais envolvem a ocorréncia simultanea de angulos associados a
rotagdes totais e de corpo rigido no primeiro e quarto quadrantes, para os quais as
transformagdes propostas nas Equagdes (3.45) a (3.50) podem conduzir a erros. De modo
a resolver estes problemas, devem-se utilizar as seguintes equagdes complementares na

implementagao computacional das rotacdes deformacionais, sendon = 0,1,2,3...

Caso 3: 0<0<712) =0=0-y
Qr<0<257) =0 =60-(y+2x)

(n2r<0<n2m+m/2) = 0 =60—(y +n2r) (3.53)

Caso4: (1.57<0<27) = 0 =0-(y+27)

(B57<0<4n) = 0 =0—(y+4r)

(n+1).27-2<0<(m+1).21) = 0 =0—(y +(n+1)27) (3.54)
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Caso 5: (-(27r<0<-1.57) = 0 =(0+27)-y

(-47<0<-3.571) =

0 =(0+4r)-y
(-(n+1).2x <O <-(n+1).2m+7/2) = 6

0+ (n+1)27)-w (3.55)

Caso 6: (-72<0<0)= 0=0-y
(-25r<0<2n= 0 =(0
(-n2r-w2<0<n2m)= 0 =(0+n2r1)-y (3.56)

Os casos especiais 3 e 4 sdo referentes a rotacdes totais positivas ao passo que os casos
especiais 5 e 6 estdo associados a rotacoes totais negativas. A primeira linha de cada um
destes casos se refere a rotagdes totais em valor absoluto menores que 27, a segunda linha
se refere a rotagdes totais em valor absoluto entre 277 e 47 ao passo que a terceira linha esta
associado ao caso geral de rotacdes entre [n.27] e [(n+1).27]. Estes casos especiais podem
ser visualizados através da Figura 3.9, lembrando que as diferencas entre as rotagdes totais

e de corpo rigido, encontram-se exageradas apenas para facilitar a visualizagdo.

Caso 3 Caso 4
v:quad =4 v quad =1
0,7 : quad =1 0,7 : quad = 4
ejpos 2
I i TN
Jom
elpos
A A
Caso 5 Caso 6
v quad =4 v quad =1
6,"% : quad = 1 6, : quad = 4
6] neg 2
T _
’/ gneg
9[ neg

Figura 3.9 — Casos especiais 3, 4, 5, e 6 de rotacdes deformacionais.
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4 — MATRIZ DE ROTACAO NO ESPACO

4.1 —- ROTACOES FINITAS NO ESPACO

As rotagdes no plano (2D), por exemplo, no plano xy, podem ser definidas por um tnico
escalar, ou seja, um angulo de rotagdo ¢ em torno do eixo z, sendo valida a propriedade
comutativa: 6, + 6, = 6, + 6;, uma vez que os angulos de rotacdo sdo apenas escalares.
Por outro lado, o estudo das rotagcdes no espago € um pouco mais complicado, sendo o
assunto fundamentado no teorema de Euler, apresentado por Felippa (2001): o movimento
genérico de um corpo rigido fixo por um ponto pode ser descrito por uma unica rotag¢do
do corpo em torno de um eixo passando por tal ponto. Conseqlientemente, para se
descrever uma rotagdo no espago sdo necessarios ndo s6 o angulo mas também a dire¢ao
ou eixo de rotagcdo. Estes sdo, normalmente, os mesmos atributos que caracterizam um
vetor, entretanto, as rotagdes finitas no espaco nao obedecem as leis do calculo vetorial, em
especial ndo sendo mais valida a propriedade comutativa, uma vez que a alteracdo da
ordem de aplicacdo de duas rotacdes sucessivas ndo resulta na mesma resposta a menos

que o eixo de rotagdo seja mantido fixo.

A seguir serd apresentada a obtencdo da matriz de rotagdo no espago conforme descrito por
Monteiro (2004) e Crisfield (1997). O movimento de dois pontos genéricos P ¢ Q de um
corpo rigido é mostrado na Figura 4.1, sendo o movimento completo separado em duas
etapas. Inicialmente, todos os pontos transladam da mesma quantidade dj.4,s, de modo que
P e Q se deslocam para P’ e Q’, respectivamente. Em seguida, o corpo ¢ submetido a uma
rotagdo representada pelo angulo & em torno do eixo direcionado, segundo a diregdo

unitaria e que passa pelo ponto P’, fazendo com que o ponto O’ se movimente para Q.

Adotando-se a notagdo ry = P’'Q’, r, = P’Q” e d,os = Q’Q’’, conforme apresentados na
Figura 4.1, a matriz de rotacdo Ry ¢ o vetor d,,, podem ser definidos, respectivamente,

através das seguintes equagoes:
rn=Rg.ry (4.1)

diot=rn—ro (42)
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Figura 4.1 — Movimento de corpo rigido no espaco.

Por se tratar de um corpo rigido, a trajetoria descrita pelo ponto Q entre as posigdes O’ e

Q> define um arco de circunferéncia de raio R, que pertence ao plano perpendicular ao

eixo de rotagcdo cujo centro estd localizado no ponto O. Através da Figura 4.1, pode-se

observar que:

rm=rotdy=ro+ta+b

(4.3)

sendo os vetores a ¢ b descritos pelas equagdes a seguir, onde « € o angulo definido entre o

eixo de rotagdo (e) e o vetor ry:

exr, exr,
a =lal o= =ldl
lexr,|| I, |sen e
exa exa
b=l =l
lexal ™ [

Observando-se a Figura 4.1 novamente, podem-se definir as seguintes expressdes:

||r0 || sena = R ||a|| = Rsenf ||b|| = R(1-cos®)
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Substituindo-se os valores definidos pela Equagdo (4.6) nas Equacdes (4.4) e (4.5) os

vetores a € b podem ser re-escritos da seguinte forma:

a=senf.exry b= (l-cosO).exexry 4.7)

Inserindo os vetores @ ¢ b na Equagdo (4.3) e utilizando-se a seguinte propriedade

associada ao produto vetorial entre dois vetores m e n definida em Argyris (1982):

0 -m;, m,
mxn=S,.n Sm=| m, 0 -m (4.8)
-m, m, 0

sendo m;, m, e m3 os componentes do vetor m, obtém-se a seguinte expressao:

r.=r, +senb.exr, +(1—COS(9).e><e><r0 (4.9)
ro =1, +sen@.S,r, +(1-cosd)S,.S, r, (4.10)
Py = (I +send.S, +(1-cosd).s,’ ).ro (4.11)

que ao ser comparada com a Equacdo (4.1), fornece a seguinte equagdo para definir a

matriz de rotacdo no espaco, conhecida na literatura como formula de Rodrigues:

R, =1 +send.S, +(1-cosh)sS,’ (4.12)

Conforme comentado anteriormente, ao contrario do caso plano, as rotagdes no espago nao
podem ser tratadas vetorialmente. De modo a mostrar o carater ndo vetorial das rotacdes,
sera aplicada uma seqiiéncia de trés rotagdes finitas sucessivas de 90° ao corpo rigido
representado pelo retangulo 4, contido inicialmente no plano xy da Figura 4.2. Na figura
do lado esquerdo ¢ aplicada inicialmente uma rotagdo em torno do eixo x, levando o corpo
da posicdo Ay para a posicdo A;. Em seguida, aplica-se uma rotagdo em torno do eixo y,
levando o corpo da posi¢ao 4; para A, e por ultimo, aplica-se uma rotagdo em torno do

eixo z que leva o corpo da posi¢do A4, para a posi¢ao final 4;.

52



Ja na figura apresentada do lado direito, sdo também aplicadas trés rotacdes sucessivas de
90° ao corpo rigido representado pelo retingulo 4, contido, inicialmente, no plano xy,
porém as rotagdes foram aplicadas em ordem inversa, ou seja, inicialmente aplica-se uma
rotagdo em torno do eixo z, em seguida em torno do eixo y e por Gltimo uma rotagdo em
torno do eixo x. Pode-se ver claramente através da Figura 4.2 que a alteragdo da ordem na
qual foram aplicadas as rotacdes levou a resultados completamente diferentes, elucidando
o carater ndo vetorial das rotagdes finitas no espaco. No entanto, vale lembrar que quando
efetuadas em torno de um unico eixo, as rotacdes podem ser tratadas vetorialmente como

ocorre nos casos bidimensionais.

y y
AO AO
- -
\ - \ \
o o
\
o | |/
\ x 1 /| x
/ / / \ /\ \
/ vV | // o
4/77 / A2 Lff#iﬁ )
Al/ A /\/
/
L VA,
z z ‘/
%
A,

Figura 4.2 — Caréater nao vetorial das rotagdes no espago.

Vale ressaltar que, por defini¢do, o vetor ry ndo sofre alteragdes no seu comprimento com

uma rotagdo de corpo rigido e, portanto, pode-se dizer que:

T T
ro .ro=1r, .r,

roT Fo =(R9.r0)T (Rg.ry)

T TpT
rog .rg =ryp .Rg . Rg.l"o

ro' (I-Rg.Rg).1r9=0 (4.13)
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cuja validade para um vetor ry qualquer implica em:

Ry Ro=1 (4.14)

Conseqiientemente, pode-se afirmar que a matriz de rotacdo ¢ ortogonal e, portanto,
segundo Cole (1990), Ry em um ponto pode ser caracterizada por apenas trés componentes
(61, 6, e 6;) em vez de nove. Esta representacdo da matriz de rotagdo na forma de um
vetor 6, geralmente conhecido na literatura por “pseudovetor de rotagdo” (Argyris, 1982),

conforme apresentada abaixo:

91
0=:0,=0e 0=40"+0,"+6, (4.15)
6

permite reescrever a Equagdo (4.12) em funcao das componentes de rotagao:

0. 1 sen*(0/2
R, :1+%sg +5.%502 (4.16)

O problema inverso, ou seja, a obtengdo das componentes de rotagdo @ a partir de Rg,
simbolizado pela seguinte operagdo: @ = rot (Rg), pode ser obtido, facilmente, em fungao

da parte anti-simétrica de Rgexpressa por:
R
T" =send.S, (4.17)

que pode ser reescrita expandindo-se as matrizes de rotacao e anti-simétrica como:

1 0 R, —-R, R;-R;y 0 -e e
5 R, —R,, 0 R, —R,, |=send| e, 0 -—¢ (4.18)
Ry, —R,; Ry — Ry, 0 —e € 0

sendo R;; os componentes de Ro.
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Em funcao da Equacao (4.18) pode-se dizer que:

€ 1 Ry, — Ry,
senf.e =senfe, =5 R;—Ry =71
€3 Ry — R,

portanto, lembrando que €= 6.e, sendo e um vetor unitario e €= 0, tem-se que:

0=0 se i =0

0 =sen™ (“r”)ﬁ se ||r|| #0

(4.19)

(4.20a)

(4.20b)

Observa-se que os valores de @ estdo restritos ao intervalo (0,772). Entretanto, pode-se

facilmente ampliar o intervalo de amplitudes para (0,7) empregando-se um algoritmo

muito conhecido atribuido a Spurrier (1978), sendo apresentado a seguir:

tr(Rg) = Ry + Roz + Rs;
m = max[tr(Rg), R/, Rz, R33]

n=/1+2m-tr(R,)

se m = tr(Rg)
n 1 T
q== q=—[R32—Rx3 Ri3—Rs3; Ry —Ry)
2 2n
sem = R11
1 | r
q= _(R32 _Rza) q=—I[n Ry +Rp2 Rs3 +Rys)
2n 2n
sem = Rgg

1 1
q= E(Rn -R,) 9= E[Rlz +Ry 1’ Ryt Ryl
s€Em — R33

1 1
q= _(RZI _RIZ) q= Z[RU +R3; Ry + Rz nz]T
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Do algoritmo assim descrito se obtém, a partir da matriz de rotagdo, o escalar g € o vetor ¢

empregados no calculo do vetor w, descrito por Crisfield (1997) como
w= 2.tan(gje = 24 (4.25)

que define o pseudovetor de rotagdo através das seguintes expressoes:

0=0 se [w|=0 (4.26a)

0 =2.tan™ (Mjl se w0 (4.26b)
2 )|l

Vale ressaltar que, as quantidades ¢ e ¢ sdo as principais componentes da dalgebra dos
quatérnios, comumente utilizada no estudo de rotagdes finitas no espaco por um grande

numero de pesquisadores, com o intuito de reduzir o esfor¢o computacional.
4.2 — MATRIZ DE ROTACAO PARA PEQUENAS ROTACOES

Admitindo-se que o corpo rigido apresentado na Figura 4.1 gire de um pequeno angulo A9
em torno do eixo de rotagdo, tem-se que o comprimento do arco descrito pela trajetéria de
Q entre as posigdoes O’ e Q’°, pode ser definido, de maneira aproximada, pela corda que
une os pontos O’ ¢ Q”’, representada pelo vetor d,y:

R.AO=

d (4.27)

rot

ao passo que o deslocamento d,, pode ser considerado perpendicular ao plano formado

pelo eixo de rotagdo e pelo vetor ry:

exro _ rot

d —
|e>< r0|| R

exr, (4.28)

rot rot
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Substituindo-se a Equagao (4.27) em (4.28), obtém-se:
d, =A0exr,=40 xr, (4.29)

A equacdo acima pode entdo ser substituida na Equagdo (4.3) para se obter a matriz de

rotacdo no caso de pequenas rotagdes:

Fan=rg+A460 xry

Fe=rg+Ssg. 19

rn=(1+840)r0=Ryg.r19 = Rio=1+ S0 (4.30)
que ¢ a linearizagdo da formula de Rodrigues. Em decorréncia da linearizacdo, pequenas

rotagdes podem ser tratadas vetorialmente. Se o corpo sofre uma rotacdo A6, seguida de

uma rotagdo A6, tem-se:
Fn = Rag-Raor .¥o= Raer2 1o (4.31)
sendo a matriz de rotacao resultante
Ragr2= (I+Sag2 ). (1+Saar)
=1+ Sa01 + Saez +Saez -Saar
=1+ Sq0+Sse (4.32)
onde a parcela Syg.S401 pode ser desprezada por se tratar de um infinitésimo de ordem

superior. Nessas condicdes, Rag12 = Rag1 €, portanto, 46, + A6, = A0, + A6, sendo valida

a propriedade comutativa, assim como para o caso de rotagdes no plano (2D).
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5 - FORMULACAO CO-ROTACIONAL DE PORTICOS ESPACIAIS

5.1 - DESCRICAO CINEMATICA

Uma vez conhecida a matriz de rotagdo que descreve o movimento de um corpo rigido no
espago, no presente capitulo serd descrita uma formulacdo co-rotacional de porticos
espaciais, capaz de permitir que formulagdes lineares de elementos finitos possam ser
utilizadas em analises ndo-lineares envolvendo rotacdes finitas. Este procedimento esta
baseado na chamada formulagdo EICR (Element Independent Co-Rotational Formulation),
desenvolvida por Nour-Omid & Rankin (1991), na qual os movimentos de corpo rigido
(translacdes e rotagdes) sao separados da parcela deformacional do movimento total. Esta
separacdo ¢ possivel gracas a utilizagdo de um sistema local de eixos fixo ao elemento, de
modo que o movimento do elemento em relagcdo a este sistema local de eixos descreva

unicamente a deformacao do mesmo.

A energia de deformagdo do elemento depende somente deste movimento em relagdo ao
sistema local, sendo independente da parcela associada ao movimento de corpo rigido.
Esta separacdo de movimentos ¢ obtida através da utilizagdo dos chamados operadores de
projecao ou projetores, que podem ser usados como pré e pos-processadores nas rotinas
computacionais, de modo que ndo sejam necessarias modificagdes internas em rotinas
lineares de elementos finitos ja existentes, conferindo assim o grande poder e a facilidade

de implementag¢ao da referida formulacao.

O movimento de um elemento genérico de portico espacial (3D), desde a sua configuragdo
inicial Cy até a configuracdo atual C, ¢ mostrado na Figura 5.1, sendo utilizados trés
sistemas distintos de eixos cartesianos ortogonais da mesma forma que a empregada por

Rankin & Brogan (1986):

o Sistema global - xyz utilizado para definir a conectividade entre os elementos.

e Sistema local T que sofre translacdes e giros ao acompanhar o elemento, sendo, em
geral, conhecido na literatura como sistema co-rotacional.

e Sistemas nodais A ¢ B que estdo atrelados, respectivamente, aos nos inicial (/) e

final (2) de cada elemento.
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Figura 5.1 — Configuragdes inicial, co-rotacionada e deformada do elemento de viga (3D).

O sistema local de eixos 7, definido na configuragao inicial Cy como Ty, pode ser expresso

pela seguinte equagao:

Ly
.
Ty=|i, , (5.1
.7
L
. XZI . il OXV . . .
L= L o =T. L, o =13 g X1 (5.2)
x| o S S

sendo Xz; = X; — X, tal que o vetor X; representa a posi¢ao inicial do n6 i na configuragao
Cy e v € um vetor contido no plano local x;y, do elemento. No presente trabalho, a origem
do sistema local estd localizada no n6 / e o posicionamento de seus eixos locais coincide

com as diregdes principais de inércia do elemento.

As orientagdes iniciais dos sistemas nodais 4 e B na configuracdo inicial Cy, denominadas

Ay e By, respectivamente, sdo escolhidas iguais a do sistema de eixos locais:

A,=B, =T, (53)

59



O movimento do elemento de poértico entre as configuracdes inicial e atual pode ser
subdividido em duas etapas. Observando-se a Figura 5.1 novamente, inicialmente os nos /
e 2 sofrem translacdes representadas por u; e uy; sendo u; composto de uma parcela de
corpo rigido u; ¢ uma parcela deformacional u, resultando em deformagdes axiais do
elemento e em seguida, os sistemas nodais 4 ¢ B sofrem rotacdes de ; ¢ €, com relagdo a
referéncia inicial 7, gerando curvaturas no elemento. A posi¢do final dos n6s em C pode

entdo ser expressa por:
d
xXi =Xt u; w;=u; +uj (5.4)
ao passo que a orientacdo dos eixos nodais pode ser obtida por:

A=la, a, a;]=R,.A, B=[b b, b,]=R,.B, (5.5)

O sistema co-rotacional 7 na configuragdo atual C, por sua vez, pode ser definido da

seguinte forma, segundo Rankin & Nour-Omid (1988):

T=\|i,' |=R,’ (5.6)
iy
io= X L i, =i, xi, (5.7)
e i x|

observando-se que o eixo i; aponta no sentido da corda que une os nos / e 2 e os demais
eixos sdo definidos de tal forma que seja garantido que as rotagdes em torno do eixo da

viga permane¢am da mesma ordem de grandeza das rotagdes que produzem torgao.

Uma vez definido o sistema de eixos co-rotacionais, estabelece-se a mudanca de

coordenadas entre o sistema global xyz e o local x°)°z° através das seguintes operagdes,

sendo x ¢ X quantidades tensoriais de primeira e segunda ordem, respectivamente:
x‘=Tx X =TXT" (5.8)
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O proximo passo ¢ a determinagao dos deslocamentos e rotagdes deformacionais medidos
no sistema local, também denominados co-rotacionais, obtidos a partir dos deslocamentos
generalizados globais do elemento. Inicialmente, serd calculada a posicao do i-ésimo nod
do elemento genérico apresentado na Figura 5.2 em sua configuragdo atual C, designada
pelo vetor x;°.

x=T (xi—x1)=T.x;1 (5.9)

O deslocamento co-rotacional u;° pode entdo ser obtido, escrevendo-se localmente a

relagdo definida na Equag¢io (5.4) e substituindo-se o valor de x; definido acima:

u,'c: T. x,-Ifo

u,~”= T. (AXi]+ui])_Xvic (510)

sendo a posicao inicial local do n6 i em Cj definida através da seguinte equacao:

AXvic:To. ()(i—XI):To.Xvil (511)

Figura 5.2 — Translagdes e rotagdes de um elemento genérico de viga (3D).
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Lembrando que o deslocamento corrente de rotagdo 6; compde-se de uma parcela rigida 6,
seguida de uma parcela deformacional 8,; e que a rotacdo de corpo rigido do elemento ¢

por defini¢do a rotagdo entre os eixos Ty ¢ T, entdo:

R, =R, R, (5.12)

R, =T"T, (5.13)
Substituindo-se a Equagao (5.13) em (5.12), obtém-se:

Ry, =R,R, =R, (T"T,)

R,, =R, T, T (5.14)

A rotagdo co-rotacional @ pode entdo ser obtida efetuando-se a mudanga de coordenadas

proposta na Equagao (5.8):

R.=TR,T, 0 =roilR,.) (5.15)

a¢

A mudanca de variaveis, inerente a formulagcao co-rotacional fica, portanto, definida pelas
Equagoes (5.10) e (5.15). Os deslocamentos co-rotacionais nodais d;° ¢ d5° do elemento de

portico podem entdo ser definidos através das seguintes expressoes:

0
df = {”Ic} u, =10 0, =ro(T.R, T, )=rot(T.4)  (5.16)
0, 0
C L-1L,
4 = {gi} w=1 0 0, = rot(T.R, T,” )= ro(T.B)  (5.17)
2

sendo os comprimentos inicial e final do elemento definidos, respectivamente, por:
Ly =] X,| L=|x,| (5.18)
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5.2 — EQUACOES DE EQUILIBRIO

Uma vez atingida uma configuragdo de equilibrio, o trabalho virtual externo (JoW.),
realizado pelas forcas nodais generalizadas externas F.,,, sobre os deslocamentos virtuais
nodais generalizados de toda a estrutura oD, serd igual ao trabalho virtual interno (W),
proveniente do somatério do trabalho virtual realizado pela distribuicdo de tensdo que atua

em cada um dos elementos, de modo que a varia¢ao da energia total do sistema sera nula:

Wo+ SWi=0 (5.19)

W, = 6D". F,y (5.20)

W= = [(ee "5, (5.21)
Vo

Em virtude do principio da invaridncia da energia interna para o caso de movimentos de
corpo rigido, o trabalho realizado pelas forcas internas durante deslocamentos virtuais
rigidos serd nulo e conseqiientemente, este trabalho ¢ proveniente somente de od; que
representa a parcela deformacional de od. Além disso, por se tratar de uma quantidade
escalar, o trabalho virtual interno proveniente dos deslocamentos deformacionais medidos

nos sistemas global e local devem ser iguais e portanto:

oW; (od) = oW (oda) = oW; (od) (5.22)

sendo od° os deslocamentos co-rotacionais generalizados do elemento, representando a
parcela de deslocamentos deformacionais ody, escrita no sistema local. Vale ressaltar que
¢ muito mais vantajoso definir o par de tensdes e deformacdes conjugadas no sistema local,
uma vez que devido ao fato do campo de deslocamentos co-rotacionais ser exclusivamente
deformacional, pode-se linearizar a relacdo deslocamento-deformacdo desde que
localmente as deformacgdes sejam pequenas. Esta hipotese torna-se mais realista @ medida

que a malha ¢ refinada.
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Supondo uma relagao deformacao-deslocamento local linear, € possivel escrever a seguinte

expressdo para o campo de deformagdes & em fungdo dos deslocamentos co-rotacionais d*:

e=B, . d & =&x°)7") (5.23)

lembrando que neste caso B, independe de d°. Substituindo-se:

Se= [ Ce }.&16 - B, .3 (5.24)
od*

na Equagdo (5.21) obtém-se a seguinte expressao para o trabalho virtual interno:

W= -3 [(6a°) (B, ) wav, ==Y () .f* (5.25)

Vo

sendo f“ o vetor de forgas co-rotacionais generalizadas do elemento que realiza trabalho

com os deslocamentos virtuais &, tal que:

5o =[(B,) oar, o= o (' y° 2 (5.26)

Admitindo-se as seguintes expressdes que relacionam os deslocamentos virtuais (&d°),

(od°) e (&d), definidas por Nour-Omid & Rankin (1991):
od°=P. 5d° od’=G. od (5.27)
entdo:
od°=P.G.od (5.28)
e substituindo-se a equagdo acima na Equagdo (5.25), obtém-se:

Wi=-> A" G" P" f<=-6D" F (5.29)
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sendo F o vetor de forcas nodais generalizadas de toda a estrutura, obtido a partir da

contribuicdo f de cada elemento:
F=YG P  f =G f=>f (5.30)

E importante ressaltar que a transformacdo P que aparece na Equacdo (5.27) atua como um
filtro para os deslocamentos deformacionais, uma vez que ao ser aplicada sobre o vetor de
deslocamentos virtuais nodais od° extrai-lhe apenas a sua parcela deformacional &d°.
Portanto, se P elimina a parcela de deslocamento rigido de od°, entdo ao ser aplicada sobre

a sua parcela deformacional, resulta nela mesma:

& = P. od° (5.31)
M =P.P.od°=P. 5d° (5.32)

e conseqlientemente:
P=P (5.33)

caracterizando-o como um operador de projecdo segundo Rankin & Nour-Omid (1988) e
Rao & Mitra (1971). Vale a pena ressaltar que o projetor tem algumas propriedades bem
interessantes. Primeiro, este operador ¢ capaz de converter um vetor de forcas internas
desequilibrado em um vetor de forcas auto-equilibrado ao se multiplicar o vetor de forgas
pela transposta da matriz de projecdo. Segundo, a parcela de corpo rigido de um vetor de
deslocamentos incrementais pode ser totalmente eliminada ao se multiplicar pelo projetor.
Terceiro, o projetor ¢ capaz de transformar uma matriz de rigidez do elemento em uma
matriz de rigidez sem modos espurios de corpo rigido e caso a matriz de rigidez ja possua
os seus modos de energia nulos, a aplicagdo do projetor sobre a matriz de rigidez ndo
produzird nenhum efeito. Em outras palavras, o elemento ¢ for¢ado a apresentar as
propriedades corretas e desejaveis quando submetido a movimentos de corpo rigido. Sao
justamente estas propriedades que garantem ao projetor a capacidade de estender o alcance
de aplicacdo de muitos elementos finitos lineares de vigas, placas e cascas de modo a
permitir a consideragdo de grandes deslocamentos e rotagdes muito comuns em problemas

de instabilidade estrutural (Rankin & Nour-Omid, 1988).
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Substituindo-se as Equagdes (5.29) e (5.20) em (5.19) e considerando a arbitrariedade de
oD, resulta no seguinte sistema nao linear, cuja solucdo pode ser obtida pelo processo

incremental-iterativo de Newton-Raphson:
{T}:Fext*on (534)

Vale enfatizar o fato de que no método de Newton-Raphson, os deslocamentos nodais

generalizados sdo atualizados da seguinte forma:
Dy+1 = Dy + 0Dy, (5.35)

sendo, invariavelmente, inconsistente para os deslocamentos de rotacdo, representando
apenas uma estimativa arbitraria para a posicao de equilibrio e, portanto, desprovida de
sentido fisico. Uma nova estimativa para o deslocamento translacional u; ¢ obtida a partir

de seu valor corrente adicionando-lhe o deslocamento iterativo ou;:
u,-k+1 = u,-k + 5u,-k (5.36a)

ao passo que a atualizacdo para a rotagdo nodal, ndo podendo ser feita da mesma maneira,
¢ obtida atualizando-se a matriz de rotagcdo associada. Dada a estimativa inconsistente

natural do método de Newton-Raphson:
6 "= 9%+ 56" (5.36b)
a matriz de rotacdo associada ao deslocamento &; ¢ atualizada consistentemente na forma:
Re" " =Rg"+ oRg" + ... (5.37)

sendo a variacdo oRy calculada diferenciando a matriz de rotacdo definida pela formula de
Rodrigues na Equacao (4.12) e considerando a identidade definida na Equagao (5.38), que

pode ser facilmente obtida ap6s manipulacao algébrica:
S..Ro=Re. S, = cosb. S, + senb. S;° (5.38)

ORg =S.. Rg. 50 + sen. &S, + (1— cos0).(AS,. S, + S.. OS.) (5.39)
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5.3 — MUDANCA DA VARIAVEL ITERATIVA DE ROTACAO

Nesta sec¢do, sera efetuada uma mudancga na variavel iterativa de rotagdo, de acordo com a
formulacao co-rotacional EICR apresentada por Nour-Omid & Rankin (1991), segundo a
qual ¢ importante diferenciar o deslocamento virtual de rotacdo 06; da rotagdao do sistema
nodal 5@, , uma vez que esta Gltima rotagdo virtual ndo esta relacionada com a variagdo do
campo de deslocamento de rotacdo do elemento e sim com o giro instantaneo da triade

nodal. Portanto, serd empregada a rotagdo do eixo nodal 56, como variavel iterativa de

rotacdo no lugar do deslocamento virtual 06. Com esta modificagdo, a variavel de rotagao

passa a ser @ , estando associada a0 mesmo estado de rotagdo de 6:

R. =R, (5.40)

6
cuja matriz de rotagao pode ser atualizada na forma:

R =R_"R " (5.41)

Oi 00i 0i

porém, é importante salientar que 60 # &6, conforme sera mostrado posteriormente. O
sistema nao linear definido na Equacdo (5.34) pode entdo ser re-escrito através da seguinte

equacio, onde a barra sobre as quantidades indica dependéncia da varidvel 0 :
Wi=F.-F=0 (5.42)

Conforme comentado por Nour-Omid & Rankin (1991), ¢ importante mencionar que no
sistema local a matriz de rigidez constitutiva k¢ ndo simétrica, uma vez que a energia
potencial do elemento é definida em fungio dos deslocamentos co-rotacionais d*, ou seja,

dos graus de liberdade do elemento na formulagdo eléstico-linear, e ndo em termos dos

deslocamentos d “ que dependem das varidveis associadas a rotagdo da triade nodal.

Considerando a Equacao (5.40) e substituindo a matriz de rotacdo linearizada definida na

Equagdo (4.30) em (5.41) obtém-se a seguinte expressao:

R"™=R_'‘R'= (1+s5§i")R@k =R."+S_"R.'" (5.43)

0i 50i Oi o0i i
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que, ao ser comparada com a Equagdo (5.37), fornece:

S_=0R,R, (5.44)

A expressao definida na equacdo acima estabelece a relagdo existente entre a rotagdo
00 dos eixos cartesianos associados a matriz Ry com a variacdo consistente SRy no
sistema global de coordenadas. O proximo passo ¢ a determinacdo da relagdo entre as
rotagdes d@e 56 obtida aplicando-se as Equagdes (5.39) e (4.12) em (5.44), que apds
algebrismos que foram apresentados de forma bem detalhada por Monteiro (2004) resulta

na seguinte expressao:

6 —senf send 1—cosé@
S,=—7—0".80.5,+ 88, +———— (S8, .98, —.38, .S, ) (5.45)
0 0 0
a partir da qual, pode-se obter:
50 =Ap". 50 (5.46)

sendo:

g o0 sené’l 1—cosé 6 —senb

Ag 0 ) 1t S, + o 00" (5.47)
A relacdo inversa pode entdo ser expressa por:
50=Ng.560 (5.48)
onde:
A, :5—?:1—%& +£8,° (5.49)

_ 2send —6O(1+cosh)

d 20%send

(5.50)
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Uma vez feita a atualizagdo dos deslocamentos nodais u; através da Equacao (5.36) e da
matriz de rotacdo através da Equagdo (5.41), podem-se obter os deslocamentos co-
rotacionais do elemento utilizando-se as expressdes (5.10) e (5.15). Conhecido o vetor de
deslocamentos co-rotacionais d° e a matriz de rigidez constitutiva classica do elemento &,

o vetor de forgas co-rotacionais f“ pode ser calculado na forma:

fokar = {;} A ={} (551)

Porém, como foi feita uma mudanga da variavel de rotagao, torna-se necessario determinar
as quantidades f“e k‘do elemento, sendo as forgas fobtidas diretamente a partir de f*

aplicando-se a regra da cadeia sobre a energia potencial do elemento ¢ :

T T
. o) |[od a¢} r
C=d—=r =|—]| . =|H| .f¢ 5.52
4 {6{1"} {aw} {60[" [ ] 4 (-32)
sendo H° uma matriz quadrada /2x/2 definida por:
ge |04 || Hu Hi (5.53)
adc H21L H22c

e H;* sub-matrizes quadradas 6x6 que podem ser expressas por:

0.1 0

meo| o0 |=s," ° 5.54
T 59..{[}_’7'0/19” (559

00

l

onde J; é o delta de Kronecker e 0 sio matrizes quadradas 3x3 nulas. J4 a matriz de

rigidez k ° do elemento pode ser obtida da seguinte forma:

Ef{g_i}: agf [(H)Tf] (5.55)
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< [(H")T.f”]: ke + R (5.56)

As parcelas simétrica k,°e ndo simétrica k,° da matriz de rigidez podem ser expressas por:

k= (HC)T{afZHaiC } =(m°) ke .H (5.57)

od° || od°
on‘
¥
¢ ¢ Ae 1
L R A H

630 ((Aaz )r m2

lembrando que o vetor f* entra na derivada da equagdo acima como uma constante, tem-se:

on‘ | |om, |
{ T } = { T } =[0],,., (5.59)

ao passo que as demais sub-matrizes podem ser representadas apos algebrismos por:

ajc (Q‘g,t)?-ml‘?)%” Q° 0 0] Q° = ac (Qiglc}-mf) (5.60)

00,

aj,c (Q‘e;}r'mzd): [0 0 0 ch] Q° = 8:2” (ngzﬁy.mzc) (5.61)

sendo 0 matrizes quadradas 3x3 nulas, ao passo que as derivadas que aparecem nas

Equagdes (5.60) e (5.61) podem ser expressas pela seguinte equagdo, conforme demostrado

em detalhes por Monteiro (2004) e Nour-Omid & Rankin (1991):
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“(,) m)= —%sm 0T mI+Om —2mO” )+ 1S, mO” (5.62)

_1dé _ 6 (sen& +0)—8sen*(0/2)

5 (5.63)
0 do 467 sen(8/2)
Finalmente, substituindo as Equagdes (5.59), (5.60) e (5.61) em (5.58), obtém-se:
0
k=09 H° & = @ ’ (5.64)

QF

12x12

cuja influéncia segundo Nour-Omid & Rankin (1991) ¢é desprezivel quando as rotagdes co-

rotacionais sdo moderadas ou quando a malha ¢ refinada, para as quais a matriz k°“do

elemento ¢ simétrica para efeito pratico.

5.4 — OPERADOR DE PROJECAO

Nesta secdio serd apresentada a determinagdo do operador de proje¢io P do elemento,
definido em fun¢do da mudancga da variavel iterativa de rotacdo proposta na se¢do anterior.

Partindo da Equacdo (5.27), tem-se:

_éuf_ _auf_
— laed°| |P, P = |odf ou, | |00
P:[ai}:{f“ 52} P, = 6‘116 =|E ll = 5 9 (5.65)
ad 21 P22 12x12 ad/ 50ic 50ic
__é’uje_ —80‘16—_%6

Inicialmente, sera feita a determinag¢do da variagdo do deslocamento co-rotacional u;,

definido na Equagao (5.10):

ou =0T.x, +T.u, (5.66)
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Aplicando a propriedade estabelecida na Equacgdo (5.44) a triade local do elemento e

efetuando a mudanga do sistema de coordenadas proposto na Equacdo (5.8), obtém-se:

ouf =-T.S, x,+T.du,
=-TS,, T'T.x,+T.du,

=8 e =) (0~ ou)) (5.67)

lembrando que o nd inicial / foi definido como a origem do sistema local e admitindo-se
que ndo existam modos espurios de corpo rigido associados a translagdo da origem do

sistema local, t€ém-se que a sua posi¢do e seus deslocamentos locais sdo nulos e portanto:

ou=-S_.x +ou‘=8 .00, +ou’ (5.68)

1

Uma vez conhecida a variagao do deslocamento co-rotacional segundo a equagdo acima, o

proximo passo ¢ a determinagdo da variacdo da matriz de rotagdo associada ao

deslocamento co-rotacional @, definida pela Equagdo (5.15), de modo que:
R, = (TR, + TR, )T, (5.69)

Procedendo de forma anédloga ao caso do deslocamento co-rotacional e aplicando-se a
propriedade (5.44) a triade local do elemento e efetuando-se a mudanga do sistema de
coordenadas apresentado em (5.8), obtém-se:

R, =(-T.S, R, +T.S; R, )T,

Oi

T T T
7.8, I"T+T1.8,T" TR, T,

7.8, T +T.8, T")I.R, T, =[S R (570)

80i°-50,¢ ) i

isolando-se o termo entre parénteses na equacao acima:

(Sg@f,gg,e)= SR, R, (5.71)

G i€
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que resulta, considerando a Equagdo (5.44), na seguinte expressao:

0 =30°-0,° (5.72)

1 1

Em fun¢do das Equacdes (5.68) e (5.72) as derivadas dos deslocamentos co-rotacionais

u‘e 0. com relagio aos deslocamentos u,“e 8,° podem ser definidas por:

(5.73)
06| |o0° ]| [a0,c| |e0,

ou ou ou * ou

L _ L J L n J

oo |_|eo; | oo ]_s | aoo,

0| (oo | oo | " |od

Substituindo-se as derivadas definidas na Equacdo (5.73) em (5.65), podem-se obter as

seguintes expressdes para a sub-matriz P, em forma expandida ou compacta:

5 00, 5 00,
_ 1 | ou w00 ¢
P, =96, + ! ! (5.74)
I ou * a0 1
Y T
P, =5,1-VT, (5.75)

sendo:




Conseqlientemente, o operador de projecdo do elemento pode entdo ser expresso por:

ﬁ:[l } _{'PIFIT W}
T T
I 12x12 Y]Z Fl qlzrz 12x12

P=1-wrr’

sendo:

0 00 1 00 0 0 1
Y=/10 0 0] 1O 1 O 0 -L| |0
0 0 0] |0 0 1 L 0 0

(5.77)

(5.78)

(5.79a)

(5.79b)

(5.80)

O préximo passo serd a obtencdo da matriz /" definida acima, que depende da geometria

atual e da orientacdo dos eixos locais do elemento. Inicialmente, a propriedade (5.44) ¢

aplicada sobre a triade local do elemento 7 e em seguida ¢ efetuada a mudanca de

coordenadas apresentada na Equacao (5.8), tal que:

Sy =or".T

T.S; T" =TT .T.T"

S _.=ToT"

50,¢

que ao ser expandida fornece no sistema local de coordenadas:

V] (= 1 ola
80, =i, :éif -0 0 1]&if
+o, ) .| |+[o 1 o]ai
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A seguir serdo determinadas as variagdes i;° € di3° que aparecem na equagdo anterior. A

primeira variagdo pode ser obtida a partir das Equagdes (5.7) e (5.18):

I 1 1, ..
8 = d, —Faz.xz,zz(z—z,.tf)auz, (5.83)

que, localmente, pode se escrito por:

0
0 Lou,,* (5.84)
1

A varia¢do di;° pode também ser obtida a partir da Equagdo (5.7), no sistema local de

coordenadas, da seguinte forma:

e 1 e 1 o € e . €
o, = 5(:1 Xd, )——.5q‘ll xa, H)13 (5.85)
i,‘xa,’ Hi,e xa,’
Definindo o vetor a,° como:
q,
a,’ =4q, (5.86)
q;

e lembrando que, conforme a Equagao (5.7), os vetores i; € a, sdo ortogonais, entdo:

qz = 0 (5.87)
1 q, 0
i,°xa,”=:0tx3g,1=10 (5.88)
0 0 q,
Portanto:
8, = (8, v xany )~ (5.89)
q, q,
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A partir das Equacdes (5.3) e (5.5) tem-se:

0
a,=R,, T, {1 (5.90)
0

cuja variagdo, considerando-se a Equagdo (5.44), pode ser expressa por:

0 0
sa, =R, T, 1t=8, R, T, {1;=8_ a, (5.91)
0 0
que escrita localmente fornece:
o, = Sa‘éf a,’ = _Sa; 00, (5.92)
Definindo
a,
0°=1a, (5.93)
a;

e calculando da,° a partir da Equagdo (5.92) pode-se obter:

o9, =q,.00, (5.94)

Substituindo-se as Equagdes (5.84), (5.91) e (5.94) em (5.89) e definindo 7 = g, /g, tem-se

a seguinte expressdo para a variagdo ;" :

e e e o € e '5 o €
8, = (cay <y i <o, )-I0% (5.95)
9, q,

76



o 0 -1 . [o 00

S'=[0 0 g .5”%+ ~1 7 000°-nda,i, (5.96)
0 - O 0 0 7§

Uma vez conhecidas as variagdes de &,°e di,° definidas pelas Equagdes (5.84) e (5.96),

respectivamente, pode-se entdo calcular as componentes de 0, em (5.82):

50,1 [0 0 —p 1 -n 0

M, =160,°t=[0 0 -1 %Jr 0 0 0|9 (5.97)
50,1 101 0 0 0 0

Em funcao das Equagdes (5.80) e (5.97), finalmente obtém-se a matriz / na forma:

T

86_?CT10077 L —-pL 0] |0 O —n| [0 O O
F:{a‘{e} =7 0 0 1 0O 0 0] |0 0 -1 0 00 (5.98)
0 -1 0 0 0 O] 0 1 O 0 00
que pode ser decomposta da seguinte forma:
=Y, +Y,5 (5.99)
sendo
00 0]t o0oo0]fooo]foo ol
Y,=/|0 0 O |[O O Of |[O O O [0 O O (5.100)
0 0 Of [OO O |[OO O] |0 O00O
0 0 0 1 0] oo o] oo o]
Y,=[|0 O 0 0 0 |0 O —1] |0 O O (5.101)
0 -1 0 |O 0 O 1 0 0 00
. nL n 0]
E=—{0 1 0 5.102
7 ( )
0 0 1
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5.5— VETOR DE FORCAS INTERNAS E MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

O vetor de forcas internas ¢ a matriz de rigidez tangente da estrutura apos a mudanca da

variavel iterativa de rotacdo podem ser expressos pelas seguintes equagoes:

F=YG P f =G f=>f (5.103)
= _[oF]_ <[] <7
Kf_[aﬁ}_z{ai} Dk, (5.104)

sendo o vetor de forgas internas do elemento no sistema global e a matriz G” definidos por:

f=G' P f; G = - = diag,(T") (5.105)
' 12x12

ao passo que a matriz de rigidez tangente pode ser obtida pela variacdo do vetor de forcas

internas f do elemento, sendo composta por trés parcelas:

=G P
F =5GP F)=of, +f, + o, S, =G .5PT.f° (5.106)
. = 56" PT f*

Inicialmente, serd calculada a variagdo das forgas co-rotacionais Jf “, que em funcdo das

Equacdes (5.27) e (5.55), pode ser expressa por:

r g SR o
od ¢ od“ || od° || od

¥ =k PG (5.107b)
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Substituindo-se a equacao anterior na primeira parcela da Equagao (5.106):

& =G P (k*PGad)=k,od (5.108)
k, = F—q =G'k,'G k, =P kP (5.109)

O proximo passo é a determinagdo da variagdo do operador de proje¢do SP que pode ser
obtido calculando-se a variagdo do operador P definido na Equagdo (5.78) e lembrando

que as componentes Y, e ¥, definidas na Equacdo (5.99) sdo constantes, tal que:

OP =—¥I" -Wo="Y," (5.110)

Observando-se que as matrizes ¥ e I sdo bi-ortonormais, ou seja, I~ Ty=1 , €

considerando a Equagdo (5.99), a condicao de bi-ortonormalidade pode ser escrita por:
Y'Yy +¥'Y,E=1 (5.111)
Diferenciando-se a equagdo acima, pode-se obter:
T - T

dE:—(Y’ .Yz) orv - .r (5.112)

Assim, a variacdo do operador de projecdo pode ser escrita como
_ r -N\T
P =-5V.I" + W.FT.W((T .Yz) ) Y,

=-oP.r" + 'P.FT.é‘I’((Y’ "y, )le-YzT

1

=-WI" +¥r'svy (5.113)
que considerando-se a condi¢do de bi-ortonormalidade e a Equagao (5.78)
P =—WI" +wr’ ey (r’.rr)
—(r-wr’)swr’ =-pswr’ (5.114)
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Substituindo-se a equacgdo anterior na segunda parcela da Equagao (5.106):

&, =G" (-Powr’) fe
=-G'.Irs¥Y" . P .f°
=G ' Irsv'. f°

e levando-se em conta a derivada das Equacdes (5.79) e (5.10):

&, = GT.I’(SHIE &+ S 8¢,°)

= GT-F(SHIH -5“1c + Sazf '5u2c)

podendo ser compactado na seguinte forma:

&, =-G' . I'F".5d° F =

12x3

Portanto, a segunda parcela da Equagao (5.106) pode ser expressa por:

&, =-G".I'F".5d°

--G'.IF". a@” . a__e od
od® || od

——G' I'FTPG&d =k,.od

sendo:
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(5.116)

(5.117)

(5.118)
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7140 ’ . ~ T . .
Por ultimo, sera calculada a variacdo oG no sistema local de coordenadas. Considerando

a Equagdo (5.81) ¢ a matriz G” definida na Equagéo (5.105):

que fornece para a parcela f :

51;3 =6G" . P" f<=5G" f* :GT.diag4(S§§T€ )fe :—GT.diag4(S](, )5@@

podendo ser re-escrita da seguinte forma:

J112x3

e considerando a identidade

R K | U P e
od* od

pode-se escrever a Equacao (5.122) na forma:

&, =-G" HI" G5 =k, od

sendo:
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ST7 =T" diag, (Sa‘ar")

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)



Finalmente, agrupando-se as Equagdes (5.109), (5.119) e (5.125) obtém-se a matriz de

rigidez tangente do elemento de podrtico espacial no sistema global de eixos:
‘G (5.126)

sendo as matrizes de rigidez tangente de portico espacial no sistema local definidas por:

k'=k,+k, +k, =P k‘'P-T'F' P-HI" (5.127)

A parcela k,, é conhecida por rigidez material ou constitutiva e as parcelas k,, e k, , juntas

formam a chamada rigidez geométrica do elemento. Vale ressaltar que a matriz de rigidez
tangente do elemento € ndo simétrica, entretanto testes numéricos apresentados por Cole
(1990) e Crisfield (1990) evidenciam que, no equilibrio de sistemas conservativos, a matriz
de rigidez tangente da estrutura ¢ simétrica e, conseqiientemente, na implementagao
computacional foi feita uma simetrizacdo da matriz de rigidez tangente, calculando-a como

a média entre a parte simétrica e a parte anti-simétrica segundo a equagao abaixo:

(& +&") (5.128)

5.6 — ESFORCOS RESULTANTES

Os elementos de portico espacial estdo submetidos a seis esforgos resultantes em cada um
dos nos, representados na configuragio atual por N, V), V., T, M, e M., totalizando doze
esforgos por elemento. O esfor¢o normal N, os cortantes V), e V. e 0 momento torgor 7" sdo
constantes ao longo de todo o elemento, ao passo que os momentos fletores M, = M, (x°) e
M. = M., (x°) variam linearmente ao longo do elemento, admitindo-se tratar de um modelo
hermitiano. Estes esfor¢os, com as respectivas convencdes de sinais, sdo mostrados a
seguir na Figura 5.3, sendo obtidos a partir das respectivas deformagdes de acordo com as

seguintes equagoes apresentadas por Harrison (1973):

EA I
0 d r=Clige (5.129a)

N=EA = ;
L, L
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2EL . . 2EL,( . .
=00, +6,,°) y =0, 420,7) 5.129)
0 0
2EL (. . . 2EL (). . .
M =220 0. ) My === +20)  (sa290)
0 0
M, +M M, +M
v, :% v, = —% (5.129d)
M, +M M, +M
v, = Ty Ty v,. =y T2y (5.129¢)
L L

sendo £ e G os moddulos de elasticidade longitudinal e transversal; 4y a area da secdo

transversal; /. o momento de inércia associado a tor¢do de Saint Venant e /, e I os

momentos de inércia associados a flexdo nas diregdes y e z; € a deformacao de engenharia
~ ~ c c c c c c . .

e os angulos de rotacdo (Glx ,0,,,0,. ) e (02x ,0,,,0,. ) definidos, respectivamente, pelas

Equagdes (5.16) e (5.17).

Figura 5.3 — Esforcos resultantes e conven¢ao de sinais positivos.
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6 —- FORMULACAO CO-ROTACIONAL DE CASCAS

6.1 —- DESCRICAO CINEMATICA

No presente capitulo, serd descrita a formulagdo co-rotacional para um elemento finito de
casca plano e triangular, baseando-se, novamente, na chamada formulacao EICR (Element
Independent Co-Rotational Formulation) desenvolvida por Nour-Omid & Rankin (1991),
com modificacdes apresentadas em Menin & Taylor (2005%) e Menin & Taylor (2005").
Conforme comentado anteriormente para o caso de porticos (3D), este procedimento esta
baseado na separacdo explicita dos movimentos de corpo rigido e deformacional, gragas a
utilizacao de um sistema de eixos locais que acompanha o elemento sofrendo translacdes e
giros durante o movimento da estrutura no espaco e em relagdo ao qual os movimentos sao
unicamente deformacionais. Esta separacdo dos movimentos de corpo rigido é possivel
através da utilizagdo dos chamados operadores de proje¢do, empregados como pré e pos-
processadores nas rotinas computacionais de elementos finitos, de modo a permitir que
formulagdes lineares de elementos finitos possam ser estendidas para o caso de analises

ndo-lineares geométricas, envolvendo grandes deslocamentos e rotagdes.

Da mesma forma que havia sido feito anteriormente com trelicas e porticos planos, sera
apresentada a descricdo cinematica para um elemento finito de casca procurando-se manter
o mesmo formato do capitulo anterior, no qual a formulagdo co-rotacional foi desenvolvida
para o caso de porticos espaciais, de modo a facilitar o entendimento e a visualizacdo das
semelhangas e diferencas existentes entre os dois modelos. O movimento de um elemento
de casca plano e triangular contendo trés nos e seis graus de liberdade por nd, desde a sua
configuragdo inicial C’ até a configuragdo atual C", é mostrado na Figura 6.1, sendo
utilizados trés sistemas distintos de eixos cartesianos ortogonais da mesma forma que a

empregada por Rankin & Brogan (1986):

o Sistema global - xyz utilizado para definir a conectividade entre os elementos.

e Sistema local T que sofre translagdes e giros ao acompanhar o elemento, sendo, em
geral, conhecido na literatura como sistema co-rotacional.

e Sistemas nodais A, B ¢ C que estao atrelados, respectivamente, aos nos /, 2 ¢ 3 de

cada elemento triangular.
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Figura 6.1 — Configuragdes inicial, co-rotacionada e deformada do elemento de casca.

O sistema local de eixos 7, definido na configuracio inicial C’ como T, pode ser expresso

pela seguinte equagao:

L
T, =i, , (6.1)
0=t o .
. T
;)
. X . 0 e x Xy . b g XY
U o= v B3 o= o= (6.2)
” 21” H11_0XX31H H’3_0X’1_0H

sendo Xj; = X; — Xj, tal que o vetor X; representa a posi¢ao inicial do no i na configuragdo
C’. Este procedimento de fazer o alinhamento do sistema co-rotacional a um dos lados do
elemento ¢ semelhante ao apresentado por Nour-Omid & Rankin (1991), diferindo pelo
fato de que, enquanto Nour-Omid & Rankin (1991) escolheram o lado /3 para definir a
dire¢do unitaria i, y € 0 n6 / como a origem do sistema local, no presente trabalho, a
origem do sistema local T) estd localizada no centréide, definido como sendo a média
aritmética das coordenadas nodais de cada elemento, enquanto a direcdo unitéria i; o €
alinhada com a direcao do lado /2 do elemento. De modo a facilitar o seu entendimento e
visualizagdo, o sistema local T) ¢ mostrado na Figura 6.2, sendo o vetor i3 o perpendicular

ao plano local x°".
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1 & 2

Figura 6.2 — Sistema local Tj na configuragio inicial C’.

As orientagdes iniciais dos sistemas nodais A, B ¢ C na configuracao c’ , denominadas A4y,

By e Cy, respectivamente, sdo escolhidas iguais a do sistema de eixos locais:
A, =B, =C, =T, (6.3)

O movimento do elemento entre as configuracdes inicial e atual pode ser subdividido em
duas etapas. Observando-se a Figura 6.1 novamente, inicialmente os nés /, 2 e 3 sofrem
translacdes representadas por u;, u, € uz; sendo u; composto por uma parcela de corpo
rigido u; e uma parcela deformacional u,-d; e em seguida, os sistemas nodais A, B ¢ C
sofrem rotacdes de 6;, 6, e € com relacdo a referéncia inicial 7, gerando curvaturas no
elemento. A posi¢do final dos nds e a respectiva orientacdo dos eixos nodais podem entao

ser expressas na configuracdo atual por:

x;=X;+u; u;,=u; + u,-d (6.4)
A=la, a, a;]=R,.A, B=[b b, bj]=R,.B, C=[c, ¢, ¢;]=R,.C, (6.5)

Usando um raciocinio analogo ao da configuracdo inicial, o sistema co-rotacional T na

configuragdo atual C" pode ser definido da seguinte forma:

« T T
T=|i |=R, (6.6)
« T
L
. X . I, XX . i. %I
i =2 i;= .1 31 i= .3 .1 (6.7)
”le” ”’1 x x31|| ”’3 X ’1”



Uma vez definido o sistema de eixos co-rotacionais, estabelece-se a mudancga de
coordenadas entre o sistema global xyz e o local x°)°z* através das seguintes operagdes,

sendo x e X quantidades tensoriais de primeira e segunda ordem, respectivamente:

x¢=Tx X =TXT’ (6.8)

O proximo passo ¢ a determinagdo dos deslocamentos e rotagdes deformacionais medidos
no sistema local, também denominados co-rotacionais, obtidos a partir dos deslocamentos
generalizados globais do elemento. Inicialmente, serdo calculadas as posig¢des do i-ésimo
n6 do elemento genérico, conforme apresentado na Figura 6.3, nas configuragdes inicial C’

¢ atual C", designadas respectivamente pelos vetores X} e x;:

3
Xic :TO'(Xi _Xcentr) Xcentr :%ZXk (69)
k=1
1 3
xic = T(xt - xcentr ) xcentr = EZ xk (6 10)
k=1

O deslocamento co-rotacional u;" pode entdo ser obtido, escrevendo-se localmente a

relagdo definida na Equagdo (6.4) e substituindo-se os valores de x; ¢ X;° definidos acima:

(xi - xcentr )_ TO (X1 - Xcentr ) (61 1)

Figura 6.3 — Translagdes e rotacdes de um elemento genérico de casca triangular.
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Lembrando que o deslocamento corrente de rotagdo 6; compde-se de uma parcela rigida 6,
seguida de uma parcela deformacional 8,; e que a rotacdo de corpo rigido do elemento ¢

por defini¢do a rotagdo entre os eixos Ty ¢ T, entdo:
R, =R, R, (6.12)
R, =T"T, (6.13)
substituindo-se a Equag¢ao (6.13) em (6.12), obtém-se:
Ry, =R,R, =R, (T"T,)
R, =R, T T (6.14)

A rotagdo co-rotacional &° pode, entdo, ser obtida efetuando-se a mudancga de coordenadas
proposta na Equagdo (6.8):

R, =TR,T, 0 =rotlR, ) (6.15)

G

A mudanca de varidveis, inerente a formulacdo co-rotacional fica, portanto, definida pelas
Equagdes (6.11) e (6.15). Os deslocamentos co-rotacionais nodais d;‘, d;° e d;° do

elemento de casca podem, entdo, ser definidos através das seguintes expressoes:

dif = {;’1:} 0 = rot(RgI(, ): rot(T.RgI .TOT): rot(T.A) (6.16)
1
c ugc c T
df = {0 } 0, =rotlR, . )= rolT.R, T," )= ro/(T.B) (6.17)
2
ds° = {23} 0, =rolR,. )= roi(T.R, T, )= ror(T.C) (6.18)
3
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6.2 — EQUACOES DE EQUILIBRIO

Uma vez atingida uma configura¢do de equilibrio, o trabalho virtual externo (oW,) sera
igual ao trabalho virtual interno (oW;), proveniente do somatorio do trabalho virtual
realizado pela distribuicdo de tensdo que atua em cada um dos elementos, de modo que a

variagdo da energia total do sistema sera nula:

W, + SW;=0 (6.19)

Wo=6D". F oy (6.20)

W= =3 [(ee "5, (6.21)
Vo

Da mesma forma que havia sido comentado anteriormente para o caso de poérticos (3D), o
trabalho realizado pelas forgas internas durante deslocamentos virtuais rigidos serd nulo e,
conseqiientemente, este trabalho ¢ decorrente somente de od,, que representa a parcela
deformacional de od. Além disso, por se tratar de uma quantidade escalar, o trabalho
virtual interno proveniente dos deslocamentos deformacionais medidos nos sistemas global

e local devem ser iguais, portanto:
W (od) = oW (oda) = W (od°) (6.22)

sendo od° os deslocamentos co-rotacionais generalizados do elemento, representando a
parcela de deslocamentos deformacionais od,, escrita no sistema local, sendo mais
vantajoso definir as tensdes e deformacgdes conjugadas no sistema local. Supondo uma
relacdo entre a deformacdo e o deslocamento local linear, é possivel escrever a seguinte
expressdo para a variacdo do trabalho virtual interno em fungdo da variacdo dos

deslocamentos co-rotacionais:

o= -3 [(6a°) (B, ) wav, ==Y () .f* (6.23)

89



sendo f“ o vetor de forgas co-rotacionais generalizadas do elemento que realizam trabalho

com os deslocamentos virtuais od*, tal que:

ro=[(B,) aar, o= o (95 (6.24)

Vo

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado em porticos espaciais e admitindo-se as seguintes
expressdes que relacionam os deslocamentos virtuais (od°), (od°) e (od), definidas por

Nour-Omid & Rankin (1991):
od°=P. odf o' =G. od (6.25)

entao:

SM=P.G. 5 (6.26)

e substituindo-se a equagdo acima na Equagdo (6.23), obtém-se:

Wi=->8d"G".P" f°=-6D"F (6.27)

F=YG P f =G f=>f (6.28)

E importante ressaltar novamente que o operador P que aparece na Equagdo (6.25) atua
como um filtro para os deslocamentos deformacionais, uma vez que ao ser aplicado sobre
o vetor de deslocamentos virtuais nodais od° extrai-lhe apenas a sua parcela deformacional
od°. O projetor também ¢ capaz de converter um vetor de forgas desequilibrado em um
vetor de forgas auto-equilibrado, assim como transformar a matriz de rigidez do elemento
em uma matriz sem modos espurios de corpo rigido, de modo que o elemento seja forcado

a apresentar as propriedades corretas quando submetido a movimentos de corpo rigido.

Substituindo-se as Equagdes (6.27) e (6.20) em (6.19) resulta no seguinte sistema ndo

linear, cuja solugdo pode ser obtida pelo processo de Newton-Raphson:

(' =F,—F=0 (6.29)
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6.3 — MUDANCA DA VARIAVEL ITERATIVA DE ROTACAO

Procedendo de forma analoga ao caso de pdrticos espaciais, nesta se¢do serd efetuada uma
mudanca na variavel iterativa de rotagdo de acordo com a formulacdo co-rotacional E/CR
apresentada por Nour-Omid & Rankin (1991), segundo a qual ¢ importante diferenciar o

deslocamento virtual de rotagdo o, da rotagdo do sistema nodal 58, , uma vez que esta

ultima rotacdo virtual ndo esta relacionada com a variacao do campo de deslocamento de

rotagdo do elemento e sim com o giro instantaneo da triade nodal. Conseqiientemente, sera
empregada a rotacdo do sistema nodal &9, como variavel iterativa de rotagdo no lugar do
deslocamento virtual 8,. Com esta mudanga, a variavel de rotagdo passa a ser @ , estando

associada ao mesmo estado de rotagao de @ :

R, =R, (6.30)
cuja matriz de rotacdo pode ser atualizada na forma:

R"™=R_"R " (6.31)

i 00i 0i

porém, ¢ importante salientar que 50 # &6, conforme serd mostrado posteriormente. O
sistema nao linear definido na Equagdo (6.29) pode entdo ser re-escrito através da seguinte

equacio, onde a barra sobre as quantidades indica dependéncia da variavel 0 :
Wwi=F,-F=0 (6.32)

Conforme comentado por Nour-Omid & Rankin (1991) é importante mencionar que no

sistema local a matriz de rigidez constitutiva k “¢ ndo simétrica, uma vez que a energia
potencial do elemento é definida em fungdo dos deslocamentos co-rotacionais d*, ou seja,

dos graus de liberdade do elemento na formulagdo eléstico-linear, e ndo em termos dos

deslocamentos d “ que dependem das varidveis associadas a rotagao da triade nodal.

Considerando as Equagdes (5.37) e (6.30) e substituindo-se a matriz de rotacdo linearizada

definida na Equagao (4.30) em (6.31) obtém-se a seguinte expressao:
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S _=0R,R, (6.33)

A expressdo definida na equagdo acima estabelece a relagdo existente entre a rotacao
50 dos eixos cartesianos associados a matriz Ry com a variagdo consistente oRg no
sistema global de coordenadas. Conforme apresentado para o caso de pérticos espaciais, o
proximo passo ¢ a determinagdo da relagdo entre as rotagdes 0e 50 obtida aplicando-se
as Equacdes (4.30) e (5.39) em (6.33), que ap6s algebrismos que foram apresentados por

Monteiro (2004) resulta na seguinte expressao:

§ - 49—5611907.5059 +se219$6 +1—;(2)Sl9

50 93

(S,.05, —.55,.S, ) (6.34)

a partir da qual, pode-se obter:

50 =Ag". 50 (6.35)

400 senf 1-cosé 6 —sené
= = I+ —_—

A S + 00 " 6.36
® o > ' o (6.36)
A relagdo inversa ¢ entéo expressa por:
56=Ng. 50 (6.37)
o0 1 2
A =—=I1——8 +E&8 6.38
by 5o ¢S, (6.38)

_ 2send—0O(1+cosb)
20% send

g (6.39)

Uma vez feita a atualizagdo dos deslocamentos nodais u; através da Equacao (5.36) e da
matriz de rotagdo através da Equacdo (6.31), podem-se obter os respectivos deslocamentos
co-rotacionais do elemento utilizando-se as Equagdes (6.11) e (6.15). Conhecido o vetor
de deslocamentos co-rotacionais d* e a matriz de rigidez linear do elemento &, o vetor de

forgas co-rotacionais f* pode ser calculado na forma:
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fi ;
=k d =35 fi = {n" } (6.40)
1

Na defini¢do da matriz de rigidez linear & do elemento finito triangular, enquanto Nour-
Omid & Rankin (1991) utilizaram o elemento de casca “shell element 410” do programa
STAGS - Structural Analysis of General Shells (Almroth et al., 1979), no caso do presente
trabalho foi utilizado o elemento de casca plano e triangular do tipo ANDES — Assumed
Natural Deviatoric Strains, desenvolvido por Militello (1991), Felippa e Militello (1992) e
Haugen (1994). O elemento de casca do tipo ANDES foi utilizado como uma ferramenta
para obten¢do da matriz de rigidez linear, ndo sendo abordado no presente trabalho e para
maiores detalhes consultar a bibliografia mencionada acima. E importante salientar que
uma das principais vantagens da formulacdo EI/CR ¢ a chamada “element independence”
que esta relacionada com uma classe particular de elementos com a mesma conectividade.
Isto significa que a formulacdo co-rotacional serd a mesma para todos os elementos finitos
lineares com o mesmo numero de nos e graus de liberdade. Portanto, uma formulagao
desenvolvida para um elemento finito de casca triangular contendo trés nods e seis graus de
liberdade por n6 podera ser aplicada para qualquer elemento linear de casca triangular com

estas mesmas caracteristicas.

Como foi feita uma mudanga da variavel de rotacdo, torna-se necessario determinar as

quantidades f“e k°do elemento, sendo as forcas f°obtidas diretamente a partir de f°

aplicando-se a regra da cadeia sobre a energia potencial do elemento ¢ :

o _[op)" _[aas | [0p1" _[rey o
7 _{ajf} _{&76} '{aw} —[H] 1 (6.41)

sendo H © uma matriz quadrada /8x18 definida por:

H,S H, H
HZIC HZZC H23C (642)
H, H, H



e H;* sub-matrizes quadradas 6x6 que considerando a Equacao (6.38), podem ser expressas

pela seguinte equagao:

o0 0

H, o0 ]|=s5,]" ° 6.43
il 5.{ l}‘ffo Ay, 4

00

1

onde ¢; € o delta de Kronecker ¢ 0 sio matrizes quadradas 3x3 nulas. Ja a matriz de

rigidez k © do elemento pode ser obtida da seguinte forma:

7, ¢ _ ajc _ 0 c Y c

k {—a‘?}— ey sl (6.4)
i = (VY eV rele ke v e
ke =(H) {aJC}FaZC [(H ) .f ]_k1 +k, (6.45)

As parcelas simétrica k,°e ndo simétrica k,° da matriz de rigidez podem ser expressas por:

w2 ey (646)

. @ roNedsl o o, :f'c 2:;2:_
k, NPT ((H ) -f'){agc}: PYE szcT'fzc H*= o0 v . H*(6.47)
H33 'f3 od¢ ((Aez)/m2
_8n3c_
od*
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lembrando que o vetor f* entra na derivada da equagio anterior como uma constante:

on‘ | |0n, | |on |
{adc j|_|:adc :|_{8dc :I_[0]3x18 (6.48)

ao passo que as demais sub-matrizes podem ser representadas, apds algebrismos, por:

%((Aﬁ.ml”Ho 2° 00 0 0] 95356(@910)?.:"1“) (6.49)
1
ajc ((AHZC)T.mZC):[O 00 9° 0 0 g;:ajzc (@9)/”12) (6.50)

8%((/19;}."1;):[0 0000 0 'Q;:aaa; (s (6.51)

sendo 0 matrizes quadradas 3x3 nulas, ao passo que as derivadas que aparecem nas
Equacdes (6.49), (6.50) e (6.51) podem ser expressas pela seguinte equagdo, conforme
demostrado em detalhes por Monteiro (2004) e Nour-Omid & Rankin (1991):

0 1

g(ug)rm)z -5, + 0" mI+0m” —2mP" )+ 1S, mp’ (6.52)

_1d& _ O.(sen& +)—8sen*(0/2) (6.53)
0 dé 46* sen(0/2) '

Finalmente, substituindo-se as Equacdes (6.48) a (6.51) na Equagdo (6.47), pode-se obter:

— . , 0
k=@ H* Q°

, 6.54
o (6.54)

J118x18

cuja influéncia segundo Nour-Omid & Rankin (1991) ¢é desprezivel quando as rotagdes co-

rotacionais sdo moderadas ou quando a malha ¢ refinada, para as quais a matriz k“do

elemento ¢ simétrica para efeito pratico.
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6.4 — OPERADOR DE PROJECAO

Nesta se¢do serd apresentado o operador de projegdo P do elemento, definido em fungao
da mudanga da variavel iterativa de rotacdo proposta na secdo anterior. Partindo-se da

Equacao (6.25) obtém-se:

5 B P ou,‘ ou,’

_rege] [P B B — Tea] ||aus| |oa;
=l = |=|Pn Pn Py i | a3 e |7 T T oame | (6.55)

od - od 00 ° 00 °

o Py Py ’ l l

18x18 e n e

ou, 00,

LL . L S d16x6

Inicialmente sera feita a determinacdo da variacdo do deslocamento co-rotacional u,,

definido na Equagao (6.11):

ou’ =0T (x,—x,_, )+T.5x, - x,,) (6.56)

1

Aplicando a propriedade definida na Equacdo (6.33) a triade local do elemento e efetuando

a mudanca do sistema de coordenadas proposto na Equacdo (6.8), obtém-se:

3
ou'=-TS; (x,—x,,)+ T.5(Xl. +u, —%Z(Xk +u, )j
k=1

TS, T T(x,—x, ) T(&, LS (e, )j

k=1

c e 1 > e
:_Sa‘é;'xi + du, ——Zéuk

k=1

=8 .00, +6u’—=> ou’ (6.57)

Uma vez conhecida a variagcdo do deslocamento co-rotacional conforme a equagdo acima,

o0 proximo passo ¢ a determinagcdo da variagdo da matriz de rotacdo associada ao

deslocamento co-rotacional #,°, definida pela Equagdo (6.15), de modo que:

&R, =(ST.R, + TSR, )T, (6.58)
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Procedendo de forma analoga ao caso do deslocamento co-rotacional, aplicando-se a
propriedade (6.33) a triade local do elemento e efetuando-se a mudanga do sistema de

coordenadas apresentado em (6.8), obtém-se:

7]

SR, =(-T.S,; R, +TS,R, T,

(7.8, I"T+1.5, 1" TR, T,

=(-78, TS TR, T =S R, (659
isolando-se o termo entre parénteses na equacao acima:
S0 o )=k, R, (6.60)
que resulta, considerando a Equagdo (6.33), na seguinte expressao:
8, =80~ (6.61)

Em fun¢do das Equacdes (6.57) e (6.61) as derivadas dos deslocamentos co-rotacionais

u‘e 0.° com relagio aos deslocamentos u,“e 0, podem ser definidas por:

c N e e 3 e " e
N P L7 O o T PP [ P R L
auf %i au_f 8u_/.e 33 8uje * 6uje : 3

(6.62)
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Substituindo-se as derivadas definidas na Equacdo (6.62) em (6.55), podem-se obter as

seguintes expressdes para a sub-matriz P, em forma expandida ou compacta:

s || 5 |0
. I 11 i 8u/e i 80;
Pﬁ = 5;] -, + - _ (6.63)
l I 6x6 3 0 6x6 _|:80T€:| _|:80Te:|
L 8"«’ ) 80] ) Jdex6
— T
Pi/ = 5y‘I_PT,y‘ —PRJ[ = 5y‘I_PT,y‘ —Y’i.rj (6.64)
sendo:
17 T
PT,;;;' _E 0 PRJj =Y, Fj (6.65)
6x6

Conseqiientemente, o operador de proje¢ao do elemento pode entdo ser expresso por:

T T T
I PTll PT12 PT13 qll 'Fl qll 'F2 Yll 'FS
P=| I ~|\P,, P, P.|-|P,.I v, r,) w,.r,/ (6.67)
T T T
1 18x18 PT31 PT32 PT33 q]a 'Fl lIIS 'F2 T3'F3 18x18

ou de forma compacta por:

P=I-P,-P,=I-P,-PrI" (6.68)

o =s. s, 185, If=| = (6.69)
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Or | |%Or_| | ||| %, (6.70)
od° | |od, | |od od*

Vale a pena ressaltar que o operador P; estd associado a translagdo do centrdide ao passo
que o operador Py estd associado a rotagdo do centroide, lembrando que o operador P; ndo
foi definido na formulacdo de porticos espaciais, uma vez que foi admitido que ndo
existiam modos espurios de corpo rigido associados a movimentos de transla¢ao na origem

do sistema local (Nour-Omid & Rankin, 1991).

O proximo passo serd a obtencdo da matriz I” 7 que depende da geometria atual e da
orientagao dos eixos locais do elemento. Calculando-se a variacao consistente do sistema
de eixos locais na configuragdo deformada C" pode-se obter a seguinte equagdo, conforme

apresentada de forma detalhada no Apéndice A:

| 0 0 x,° 0 0 x5 0 0 x,°
r’ :ﬁ 0 0 yszc [03x3] 0 0 y13c [03x3 00 O [03x3] (6.71)
o _f'A 0 0 2L'—A 0 00 0
LL 3 . L 3 — .

sendo que x; © = x; © — x; “ representa a diferenga nas coordenadas nodais em relagdo ao
sistema local na configuragio atual C" ao passo que 4 e L; representam, respectivamente, a
area ¢ o comprimento do lado L; entre os nés / ¢ 2 do elemento triangular e 03,3 matrizes

quadradas nulas associadas aos graus de liberdade de rotagao.
6.5 — VETOR DE FORCAS INTERNAS E MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

O vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente da estrutura apos a mudancga da

variavel iterativa de rotacao podem ser expressos pelas seguintes equagoes:

F=G P .f =G f=>Ff (6.72)
= _[oF] <[] _~r
K’{aﬁ}_z[&i} Dk, (6.73)
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sendo o vetor de forcas internas do elemento no sistema global e a matriz G” definidos por:

TT
f=G'P'f° G = = diag,(T") (6.74)

18x18

ao passo que a matriz de rigidez tangente pode ser obtida pela variacao das forgas internas

f do elemento, sendo composta por trés parcelas:

=G P
F =0(G" P" )=, +f, + o, S, =G 5P" f* (6.75)
, =0G" P" f°

Inicialmente, sera calculada a variagdo das forgas co-rotacionais Jf “, que em fungdo das

Equagdes (6.25) e (6.44), pode ser expressa por:

& = a{‘ sac=| L || o || o\ Gk PGai (6.76)
od ¢ od || od° || od
Portanto
& =G' P (k' PGsd)=k,.od (6.77)
k, {%} =G'k, G kS =P kP (6.78)

O proximo passo é a determinagdo da variagdo do operador de proje¢do SP que pode ser

obtido calculando-se a variagdo do operador P definido na Equagio (6.68), tal que:

6P =0l - P, — 5P, =—(W.I" +W.oT") (6.79)
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Portanto

&, =G (~owr’-wsr'y fe

= G' IV f -G orv" . f«

=G ' TV .f°

(6.80)

onde a segunda parcela do lado direito da equagdo acima foi ignorada, uma vez que

segundo Haugen (1994) este termo tende a zero quando as configuragdes C* ¢ C" estdo

proximas. Substituindo-se derivada da Equagdo (6.69) em (6.80):

F, = _GT'Fi I:S&x,‘ 0]{E€e}
i=1 ' ;
3
- ryls,
i=1 !
3
=-G'ry, [— S,
i=1

3
=-G'.I'y, [— S,
i=1

podendo ser compactado na seguinte forma:

&, =-G" I'F".5d°

Conseqiientemente:

0-[%0}

0]'5@:}

m

1

0]&7”
_Sﬁe_
0
~ |S_.
F = "
0
Sﬁ
L J418x3

(6.81)

(6.82)

(6.83)



sendo

k, = [‘1_2} =Gk, G k, =-I'F'.P (6.84)

Por ultimo, serd feito o calculo da variagio SG” no sistema local de coordenadas.
Inicialmente, a propriedade definida na Equacdo (6.33) ¢ aplicada sobre a triade local do

elemento 7 e em seguida ¢ efetuada a mudanca de coordenadas proposta na Equagao (6.8):

T
TS, T' =TT T.T"

T
8. =TT (6.85)
Considerando a Equagio (6.85) e a matriz G” definida na Equacio (6.74):
évl-vT
5G" = = GT.diagé(Sﬁge) (6.86)

18x18

que fornece para a variacdo Jf; :

&, =6G" P =56 f =G  diag,\S .| F* = -G diag (5. )90, (6.87)

podendo ser re-escrita da seguinte forma:

&, =-G" .H.50,° H=|_"~ (6.88)
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pode-se escrever a Equacgdo (6.88) na forma:

&, =-G" HI" G5 =k,.od (6.90)

sendo:
ks = {a—fi} =G kG k., =-HI' (6.91)

Finalmente, agrupando-se as Equacdes (6.78), (6.84) e (6.91) obtém-se a matriz de rigidez

tangente do elemento de casca triangular no sistema global de eixos:

k =k, +k,+k,=G"k°G (6.92)
sendo as matrizes de rigidez tangente de casca triangular no sistema local definidas por:
k'=k, +k, +k, =P " k‘'P-T'F" P-HI" (6.93)

A parcela I;ﬂ ¢ conhecida por rigidez material ou constitutiva e as parcelas I;ﬂ e 17,3 juntas

formam a chamada rigidez geométrica do elemento. Vale ressaltar que a matriz de rigidez
tangente do elemento ¢ ndo simétrica, entretanto, testes numéricos apresentados por Nour-
Omid & Rankin (1991) e Menin & Taylor (2005%) mostram que no equilibrio de sistemas
conservativos a matriz de rigidez tangente da estrutura é simétrica e, portanto, na
implementagdo computacional foi feita uma simetrizacdo da matriz de rigidez tangente da
mesma forma que havia sido feito para o caso de porticos espaciais, calculando-a como a

média entre a parte simétrica e a parte anti-simétrica, segundo a equagdo abaixo:

(& +&) (6.94)
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7 — ALGORITMOS DE SOLUCAO DE EQUACOES NAO-LINEARES

7.1 — EVOLUCAO HISTORICA DOS ALGORITMOS

No periodo anterior a metade dos anos 70, problemas estruturais envolvendo ndo-
linearidade geométrica eram, geralmente, tratados com métodos puramente incrementais
sob controle de carga. Estes métodos t€ém a grande desvantagem de poder desviar a
solucdo da trajetdria de equilibrio. Uma vez que estes métodos ndo fazem a verificacdo de
forcas residuais ou desequilibradas, o erro associado neste caso ¢ dependente do passo de
carga e, freqiientemente, ¢ acumulativo durante a andlise, tanto que requer um passo de
carga muito pequeno para uma analise mais precisa. Somando-se a esta deficiéncia, a
possibilidade de a resolugdo do sistema ir além de um ponto critico, utilizando controle de

carga, era muita pequena ou mesmo nula.

Esta dificuldade motivou o desenvolvimento de métodos incrementais-iterativos, nos quais
os incrementos, que caracterizavam uma fase preditora, foram seguidos pelas iteragdes de
correcao do equilibrio ou fase corretora. Estas correcdes trazem a solugdo de volta para a
trajetoria de equilibrio e o algoritmo passa a ser menos dependente do tamanho do passo de

carga utilizado.

Em uma andlise envolvendo ndo-linearidade geométrica, as estruturas ou componentes
estruturais, usualmente, alcancam um nivel de carga maximo, no qual se tornam incapazes
de resistir a mais incrementos de carga, até que uma mudanca significativa na geometria
ocorra. Estes niveis de carga sdo chamados de pontos criticos (limites ou de bifurcacao),
sendo caracterizados por uma matriz de rigidez tangente singular. Um método baseado em
controle de carga pode ser capaz de detectar um ponto limite mas, em geral, ndo é capaz de
ir além deste ponto. A necessidade de atravessar um ponto limite ¢ motivada pelo fato de
que, em muitos casos, a estrutura possui capacidade resistente de carga que pode ainda ser
aproveitada. Existem na literatura diversas estratégias para ultrapassar os pontos criticos,
dentre as quais podem-se destacar: os métodos de molas artificiais (Wright & Gaylord,
1968 e Sharifi & Popov, 1971), métodos baseados no controle do incremento de carga
utilizando o parametro de rigidez CST — Current Stiffness Parameter (Bergan et al., 1979)

e técnicas de controle de deslocamento (Argyris, 1965).
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Durante os ultimos 30 anos, importantes avancos t€ém sido alcangados na resolugdo de
sistemas ndo-lineares de equagdes, possibilitando que tanto a carga quanto o deslocamento
possam variar simultaneamente durante os passos incrementais, de modo a permitir que os
algoritmos sejam capazes de atravessar um ponto limite e com isso obter com maior éxito a
continuagdo da resposta, dentre os quais se destacam os métodos de comprimento de arco,
inicialmente propostos por Riks (1972) e Wempner (1971) e posteriormente melhorados
por varios autores dentre os quais podem-se destacar Batoz & Dhatt (1979), Ramm(1981) e
Crisfield (1981). Segundo Haugen (1994) e Crisfield (1991) nenhum algoritmo ¢ aplicavel
a todos os tipos de problemas, porém, os algoritmos do tipo comprimento de arco sao,
geralmente, considerados os mais versateis em termos de alcance de problemas de

engenharia estrutural que eles podem resolver.
7.2 — METODOS INCREMENTAIS-ITERATIVOS

O sistema discreto de equagdes nao-lineares que governa os problemas estaticos com nao-

linearidade geométrica pode ser definido pela seguinte equagao:
r(x)=f-p(x)=0 (7.1)

onde r ¢ o vetor de forcas residuais ou desequilibradas, x ¢ o vetor de deslocamentos
nodais, f'¢ o vetor de forcas externas e ¢ € o vetor de forcas internas da estrutura calculado
em funcdo dos deslocamentos nodais. Argumentos numéricos (boa aproximacao inicial a
solugdo) e fisicos (resposta completa do sistema) levam a dividir a carga externa total fem
varios incrementos. Deste modo, um certo nivel de carga sera caracterizado por uma forga

externa f ™ e o equilibrio para este nivel de carga serd expresso por:

r(x"‘l)z ! —(o(x"_l): 0 (7.2)

. , . -1 ,
A incdgnita do problema passa a ser o deslocamento X" para este nivel de carga e uma vez

satisfeito o equilibrio para o passo de carga n-1, procede-se o incremento na forga externa:

[l A (7.3)
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Com este incremento na forga externa, o vetor de deslocamentos x" para o novo passo de
carga pode ser definido pela equacdo abaixo, sendo que a nova incdgnita do problema

passara a ser o incremento de deslocamento Ax":
x"=x""+Ax" (7.4)

A maneira mais facil de dividir a carga externa total f em incrementos ¢ fazendo de forma

proporcional, utilizando-se um parametro escalar A, chamado nivel ou fator de carga:
fr=A"f (7.5)
em func¢do do qual a Equacdo (7.3) pode ser re-escrita por:
A f=A"f+ALf (7.6)
A= AL (7.7)

O método incremental apresentado nas Equagdes (7.2) a (7.4) pode ser convertido em um
método incremental-iterativo quando se decide resolver iterativamente para cada um dos
incrementos Ax”. Utilizando-se uma expansdo em série de Taylor de r(x") pode-se obter

uma predi¢do inicial para Ax":

r(x”>= f" —(0(x")= T AfT —(p(x"‘l +Ax")
_ g _¢(xn4)+ Af _Z_z(xnl )Axn
—r( ) ArT - K (! )Ax

—0+Af" - K(x")Ax" =0 (7.8)

o que implica em:

K(x"")Ax" = Af" (7.9)
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O valor de Ax" obtido pela resolug¢do da Equagdo (7.9) é tomado entdo como uma primeira
aproximagdo do incremento de deslocamento, denominado Ax";. Como aproximagdo
e n r n-1

inicial ao deslocamento x") no passo de carga n, é tomado o valor x"'. Portanto, tem-se

uma primeira aproximacgo x";:
x"1=x"0+Ax" = x"" + Ax" (7.10)

Caso a primeira aproximag¢io x"'; ndo seja suficiente para atingir o equilibrio do sistema, é

necessario iniciar a fase iterativa ou corretora:
x"in =x"i +dx; (7.11)

lembrando que o simbolo & ¢ empregado para destacar que se trata de um deslocamento
iterativo e ndo de um deslocamento incremental que corresponde a um incremento de carga
Af". Vale a pena ressaltar que a Equagdo (7.11) pode também ser escrita para o caso dos

deslocamentos incrementais:
Ax"i = Ax"i + O, (7.12)

Da mesma forma que havia sido feito para os deslocamentos incrementais, o deslocamento
iterativo dx; que aparece nas Equagdes (7.11) e (7.12) pode ser obtido utilizando-se uma

expansao em série de Taylor similar a utilizada na Equagao (7.8):

r(x”m)z f" —(0(x”i+1)z f —(o(x”i)—K(x”i)dxi
= r(x" )- K(x" ), =0 (7.13)

o que implica em:
K(x" )ax, =r(x") (7.14)

O esquema “preditor-corretor” apresentado nesta secdo ¢ conhecido como Newton-
Raphson Completo, lembrando que sdo conhecidas modificagdes na Equacgdo (7.14) que

levam a métodos de Newton-Raphson modificados.
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E importante mencionar que neste esquema “preditor-corretor” se utiliza controle de carga,
uma vez que o parametro utilizado para dividir o problema definido na Equacdo (7.1) em
incrementos ¢ o nivel ou fator de carga 2. Um certo valor 2" deste pardmetro caracteriza
precisamente um incremento ¢ os deslocamento iterativos dx; sdo sempre calculados para

um mesmo nivel de carga que ndo sofre variagcdes durante o processo iterativo.

Conforme comentado no inicio do capitulo, o esquema preditor-corretor que utiliza
controle de carga ndo ¢ um método muito apropriado para muitas situagdes encontradas na
analise estrutural, em especial na transposi¢ao de pontos criticos. Existem outros métodos
(comprimento de arco, controle de deslocamentos, etc...) nos quais se escolhe outro
parametro para caracterizar os incrementos. Conforme serd abordado a seguir, a idéia
basica destes métodos € tratar o fator de carga como uma variavel e impor, no lugar da sua
constancia, uma restricao diferente caracterizada por um certo incremento do comprimento

de arco no espago definido por forgas e deslocamentos.
7.3 — METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO

Da mesma forma que havia sido feito para o caso de métodos incrementais-iterativos com
controle de carga, supde-se uma situacao de equilibrio no passo n-/, conforme definido na
Equagdo (7.2) e busca-se uma nova situagao de equilibrio para o passo n, correspondente a
uma carga f " definida conforme a Equagdo (7.6). A diferenga basica nos métodos de

comprimento de arco é que o incremento de carga AA".f é desconhecido a priori. Para

determinar a incognita adicional 41" se impde a seguinte restrigao:

(ax" Y (ax" )+ b(AX Y f7 . f = AL (7.15)
sendo b um parametro de ponderacao que serd discutido posteriormente. A Equagdo (7.15)
impde que o incremento da solu¢ao no espago x-f tenha um certo comprimento de valor AL

convenientemente escolhido a priori. A Equagdo (7.9) continua sendo valida para definir

uma predicdo do deslocamento incremental:

K7 Ax" =AX.f (7.16)
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podendo ser observado que a solu¢do predita Ax" definida na Equagdo (7.16) depende

linearmente de 44", de modo que:
K" Ax, = f (7.17)
Ax" = AL Ax, (7.18)

sendo Ax; o incremento de deslocamento correspondente a totalidade da carga externa de
referéncia. Em funcdo da Equacdo (7.18) a restricdo do método de comprimento de arco

definida na Equacao (7.15), pode ser re-escrita por:
n )2
(a2 [(ax, Y (ax, )+ 0.f7 1 )= AL (7.19)
que permite calcular a predi¢do para o fator de carga A4" :

2 AL? AL
A = . . 2 Al =% (7.20)
o) (A, ) (Ax, )+ b.f T f Jax, ) (ax, )+ bf T f

Uma vez conhecido A", pode-se calcular Ax" na Equacdo (7.18), e em seguida o
deslocamento para o nivel de carga n, conforme a Equagdo (7.4). Este método puramente
incremental pode ser combinado com iteragdes dentre de cada incremento. Deste modo, os
valores de 41" e Ax" sdo considerados apenas como as primeiras aproximagdes AL"; e Ax";
a serem corrigidas de forma iterativa. Com base nas Equagdes (7.11) e (7.12), pode-se

entdo escrever equagdes similares para o fator de carga A"

Vit =i+ 04, (7.21)

AN = AL + S0, (7.22)

Lembrando que o incremento A4" é desconhecido a priori, deve-se determinar o seu valor

iterativamente, sem considera-lo fixo dentro de um mesmo incremento.
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Supondo que para a iteragdo i-ésima nao tenha sido alcancado uma posi¢ao de equilibrio:
r(x"i)=f"i —(o(x",-)=/1"i.f—(o(x”i)¢0 (7.23)
entdo, para a iteragcdo seguinte tem-se:

r(xnm): [lin —(0(x"i+1)= ﬂnm.f—(o(x"m)
= (/1"1' +5/1i)f—(o(x"i +§’Ci)
=2 f —olx" )+ o4, f - K(x" ),

1

= r(x" )+ o2, f - K(x": )&, (7.24)

Comparando-se as Equagdes (7.13) e (7.24), pode-se ver que esta ultima tem um termo
adicional OA4,.f que esta associado a variacdo da carga durante o processo iterativo. Em
virtude deste termo adicional, ao se admitir r#(x";+;) = 0, ndo se pode obter dirctamente o
deslocamento iterativo dx; até que seja determinado o termo 64;, obtido gragas a utilizagao

da restricdo definida na Equacao (7.15):
r(x"m)z 0 = K(x”i)cixl. = r(x"i)+ or.f (7.25)
A Equacdo (7.25) pode, entdo, ser invertida para se obter a seguinte equagao:
o, =K'+ A KN f = dcy, + 04,8, (7.26)
sendo axz; o deslocamento iterativo correspondente ao método com controle de cargas e

oxr; o deslocamento iterativo correspondente a totalidade da carga externa de referéncia,

podendo os mesmos serem obtidos através da resolucao dos seguintes sistemas:
K”i.dei =r" 5 K"i.dx‘n =f (7.27)

observando-se que na Equacdo (7.26) aparece novamente o termo adicional que esta

associado a variacao da carga externa.
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Combinando as Equacdes (7.12) e (7.26) obtém-se:
Ax"i = Ax"i + O, = Ax"i + Oy, + O, .0, (7.28)

Uma vez que a restricdo definida anteriormente na Equagdo (7.15) admite, evidentemente,

uma formula¢do em iteracoes:
Ax" i ) (A" )+ BAX Vo fTf = (Ax ) Ax )+ blar Y fTf =AL  (7.29)
(ax")

e substituindo-se as Equacgdes (7.22) e (7.28) em (7.29) pode-se obter a seguinte expressao

apo6s algebrismos simples:

(A" ) (Ax" i )+ B(AA o [ fTf =
= (éni )2 '((dxn )T o) o +b-fT-f)
+ S, .(2.(Ax",- +axy, ) S, +2AXbfT f)

iAo + ey ) (s + ey ) (A2 P bof T g )= AL (7.30)

podendo ser compactada na forma de um equacao de segundo grau em fungao de d4;:

a,(64) +a,. 04 +a, =0 (7.31)

sendo:
a, = (&, ) &, +b.f.f (7.32a)
a, =2(Ax" + 8¢y, | Sy, +2AL b fTf (7.32b)

a, = (Ax"; + ac,, ) (Ax" + ey )+ (AL ] bfTf — AL
= (A" ) A+ (A2 P b T f = AL + 2 Ax" ) ey, + (e, ) g,
= AL = AL +2(Ax" ) ey + (g ) ey,

=2 Ax" ) e, + (8, ) ax, (7.32¢)
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Supondo que a Equagdo (7.31) tenha duas raizes reais sA4/” e sA47, isto implica na

existéncia de dois deslocamentos incrementais:

Ax"ia® = Ax" + o) = Ax + dey, + 04, S, (7.33a)
Ax" i@ = Ax" + & = Ax"s + Sy, + 04D S, (7.33b)

Na escolha de uma das duas raizes da Equacao (7.31), existem varias estratégias propostas

por um grande numero de pesquisadores, sendo uma delas impor a seguinte condi¢ao:
(Ax" i ) (Ax")>0 2 (Ax"s +dc, +04,dc, ) (Ax")> 0 (7.34)

Esta condi¢do evita que a solugdo retorne pela trajetoria de equilibrio, iniciando um
processo de descarregamento indesejado. Caso as duas raizes satisfagam a Equagao (7.34),

pode-se optar pela solugdo que mais se aproxime da solucdo linear 64; "= — a3/ a..

Este procedimento apresentado na presente secdo recebe o nome de comprimento de arco
esférico (spherical arc-length procedure) para o caso de se utilizar o pardmetro de
ponderagdo b=1. No espaco x-f, as sucessivas aproximagoes da solugdo estdo situadas em
uma esfera de raio AL e centrada no ponto de equilibrio da iteragdo anterior (x"”, A".f),

conforme pode ser visualizado na Figura 7.1.

Af A " LA 1f)

AN Lf

ﬂn-]f

\J

Figura 7.1 — Método de comprimento de arco esférico.
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7.4 — METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO LINEARIZADOS

Pode-se utilizar uma formulacao alternativa linearizada da Equacao (7.31), empregando-se

a seguinte restricao:

(A" ) (Ax" )+ b(AL o AL L f T f = AL (7.35)

na qual os produtos escalares sdo entre vetores em duas iteracdes distintas i e i+/.

Substituindo-se as Equagdes (7.22) e (7.28) em (7.35) pode-se obter:

(Ax": + &y, + 04, 3¢y, | (A" )+ b(AL" + 02, AA" L fT f = AL
(Ax” + e, ) (ax )+ (A Y £ 7 f + 62, (S, ) Ax"s +bAXf7T f )= AL
(A" (A )+ (A7 Y f 7 f + (g, VA" + 07, (¢, ) Ax"s +BAZf7 . f )= AL
AL + (8¢, ) A + 54, (¢, ) Ax" +bAX £ f )= AL

(6, ) A" + 52, ((dc,, ) Ax": +bAXfT£)=0 (7.36)
a partir da qual pode-se extrair a corre¢do linearizada para o fator de carga:

(écy )" Ax"

S, =~ _
(&, ) Ax"i +bAX . fT.f

1

(7.37)

Esta formulagdo recebe o nome de plana normal atualizada — updated normal plane, sendo
também conhecida na literatura como método de Ramm (Ramm, 1981). A equacdo acima

pode ser reescrita da seguinte forma:

(¢, + 54, 3¢y, ) A" + B(AX £ 7 )04,.£) =0

(&, ) Ax": + (A fT N SA.£)=0 (7.38)

o que implica que (d;,04.f) € ortogonal a (Ax";,A1"..f).
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Pode-se conseguir uma simplificagdo ainda maior em relagdo ao método de Ramm com a

seguinte restri¢do linearizada:
(A" ) (Ax™ )+ B(AL o YA )T f = AL (7.39)

sendo o produto escalar obtido entre os vetores nas iteragdes atual i+/ e inicial /. Usando
um raciocinio analogo ao método de Ramm, pode-se obter a seguinte corre¢do linearizada

para o fator de carga:

(&Ri )T Ax”

S, = — -
(&, ) Ax"1 +bALfT f

1

(7.40)

Esta formulagdo recebe o nome de plana normal — normal plane, sendo também conhecida
na literatura como método de Riks-Wempner (Riks, 1972 ¢ Wempner, 1971). A equacao

acima pode ser reescrita da seguinte forma:

(¢, + 04, ) A" +b(AA L F T NS4, £)=0

(&, ) Ax"s + (AL fT)(SA,.£)=0 (7.41)
o que implica que (&;,04.f) € ortogonal a (Ax";,A1";.f).
7.5 — METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO CILINDRICOS

Conforme comentado para o método de comprimento de arco esférico, o parametro de
ponderagdo b=1, ou seja, ¢ considerado o mesmo peso para os termos de deslocamento e
forca no célculo do comprimento de arco. Uma alternativa comumente utilizada ¢
considerar h=(0. Recordando a restricio do método de comprimento de arco definida na
Equagdo (7.15), pode ver claramente que tomar b=0 equivale a considerar unicamente os
deslocamentos na determinagdo do incremento da solugdo. Segundo Crisfield (1991),
varios pesquisadores comprovaram a pequena influéncia dos termos de carregamento € um
bom funcionamento dos algoritmos com b=0 para uma grande variedade de problemas

praticos, sendo estes algoritmos conhecidos pelo nome de comprimento de arco cilindrico.
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Deste modo, uma formulagao esférica pode ser transformada em uma formulagao cilindrica
simplesmente anulando o parametro de ponderacdo b na definicdo dos coeficientes a;, a; €

as das Equacgdes (7.31) e (7.32):

a,(64) +a,. 04 +a, =0 (7.42)

sendo:
a, = (&, ) o, (7.43a)
a, =2(Ax" + &, ) (7.43b)

a; = (Ax",- +§xRi)T'(Axni +&CR1‘)_AL2
= (Ax”i)T,Ax",- —AL2 +2.(Ax”i)T-§’CR,- +(§le~ )T'&Ri
= AL*> — AL* +2.(Ax”i)T.5xR,» +(§¥Ri )T‘dei

=2(Ax ) ey, + (e, ) ey, (7.43¢)

Procedendo de forma andloga com a formulagdo plana normal atualizada e anulando o
termo b na Equagdo (7.37), pode-se extrair a seguinte corre¢do linearizada para o fator de

carga em uma formulagao cilindrica:

51 o () Ax
D (o) Ax

(7.44)
A corregdo linearizada para o fator de carga na formulagdo plana normal cilindrica pode
também ser obtida anulando o coeficiente de ponderacao b que aparece na Equagdo (7.40),

resultando na seguinte equagao:

Si = — (&, ) Ax"

7.45
T (@, Y A 74
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7.5.1 — Determinacao do sinal da predi¢cao de 44

Em uma formulagao cilindrica, a predi¢dao do incremento de carga pode ser obtida tomando

o coeficiente de ponderacdo h=0 na Equacao (7.20)

AV =+ = a. (7.46)

A defini¢do do sinal da equagdo acima esta associada a um processo de carga ou descarga
da estrutura, que por sua vez esta associado as caracteristicas da matriz de rigidez. No

presente trabalho foi utilizado o seguinte critério nesta defini¢ao, segundo Crisfield (1991):

a=sgn(r) =  r=(Ax,) .f=(Ax,) KAx, (7.47)

7.5.2 — Tamanho do comprimento de arco

A idéia bésica na determinagdo do tamanho do comprimento de arco a ser utilizado ¢ que
ele seja grande em regides com poucas nao-linearidades e pequeno em regides com forte
comportamento ndo-linear. Um mecanismo automatico para atualiza¢do do comprimento

de arco sugerido por Crisfield (1991) ¢ o seguinte:

n
Id

ALn = ALnil. F

(7.48)

sendo AL™ o comprimento de arco no passo n-1; 1" o numero de iteragdes necessarias
para convergir no passo n-1 ¢ I;" o niimero de iteragdes desejadas no passo n, sendo 1;" =
3 segundo Crisfield (1991) e finalmente AL" o comprimento de arco a ser utilizado no
passo n. Caso a Equacdo (7.31) tenha duas raizes complexas, isto indica que ndo existem
intersec¢des entre a esfera (ou o cilindro) de raio AL e a trajetéria de equilibrio. Esta
situacdo indica que o comprimento de arco ¢ muito longo e o método perdeu o seu carater

de continuagdo da resposta, optando-se pela redugdo do comprimento:

AL =1/2.AL (7.49)
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7.6 — DETECCAO DE PONTOS CRITICOS

Existe uma grande quantidade de métodos indiretos na literatura que podem ser utilizados
para a deteccao de pontos criticos ao longo da trajetéria de equilibrio. O pardmetro de
rigidez CST — current stiffness parameter definido por Bergan (1980) ¢ uma ferramenta
bastante eficiente para fornecer uma medida do grau de ndo-linearidade e detecgdo de

pontos limites. A expressdo ndo normalizada que define o CST ¢ a seguinte:

o=t (7.50)

a partir da qual pode-se obter uma expressao normalizada do parametro, dividindo-se o

valor atual %, pelo seu valor no inicio do processo de carregamento ky:

CST = ’; (7.51)

podendo ser observado que, ao se atingir um ponto limite, o CST tende a zero enquanto que

nos pontos de bifurca¢ao o CST assume um valor arbitrario diferente de zero.

Vale a pena ressaltar que o processo de triangularizacdo da matriz de rigidez tangente antes
da resolucao do sistema de equagdes também fornece uma outra maneira bastante eficiente
para detec¢do de pontos criticos (limites ou de bifurcacdo). Segundo Crisfield (1991) e
Haugen (1994), o numero de pivos negativos da matriz de rigidez triangularizada ¢ igual
ao numero de autovalores negativos da matriz de rigidez tangente e portanto, monitorando-
se 0 numero de pivos negativos da matriz de rigidez triangularizada, pode-se detectar a
ocorréncia de pontos criticos pela alteragdo do nimero de pivos negativos entre dois passos
de carga sucessivos. Os pontos nos quais a tangente a trajetoria de equilibrio ¢ vertical, ou
seja, paralela ao eixo das cargas sdo chamados turning points. Estes pontos ndo sdo
considerados pontos criticos e tem menor significado fisico, porém, sdo de grande interesse
pelo fato de poderem afetar o desempenho do algoritmo de resolugdo do sistema. Estes
pontos podem ser detectados pelo CST, entretanto, ndo causam alteracdo no nimero de

pivos negativos da matriz de rigidez.
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7.7 — IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Na resolugdo do sistema de equagdes nao-lineares foram implementados os métodos de
comprimento de arco cilindrico, método de Riks-Wempner e método de Ramm com

formulagdes cilindricas (b=0), conforme o fluxograma apresentado na Figura 7.2:

Dados IniCiaiS Nnincrementos: Tle Itermax; Id; AL, ALmax; Ame
Carregamento f
[
—/—
Matriz de Rigidez K",
Resolugdo do n _
Sistema 1 K" 1. oxn = f
Predig:ﬁo AL" = ALnE].([d/[ 11-1)1/2

AV = a AL/ Axr ", Axp)'”?

a = sign (Axr” f)=sign (Ac; " K. Axr")

. Resplugao do K" 0.0 = 0"
N Sistema 2
3| 5
[0} —_
g % Raiz ar( 52,«)2-1- a oA +az;=10 . comprimento de arco
7N o
< Q
o) )
A £ SA = -0y . AX";/ (Oxri’. AX")  : plano normal atualizada

Oy = -’ . Ax", / (&xr". Ax")) : plano normal

Corregio A= A+ X

X' = Oxp; + O Oy = X=X+

Ali= At O

Residuo r'i=A"f- 0"

Convergéncia llF" | /1A ™A1 < Tol

Figura 7.2 — Fluxograma do algoritmo de resolucdo do sistema de equagdes.
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8 - EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo, serdo apresentados exemplos numéricos da andlise ndo linear geométrica
estatica de algumas estruturas planas e espaciais, constituidas por elementos finitos de
trelicas, vigas e cascas segundo as descri¢des cinematicas co-rotacionais (CR) apresentadas
nos capitulos anteriores, de modo a permitir a avaliagdo do desempenho da formulacao

utilizada, bem como a eficiéncia do algoritmo de continuagdo da resposta.

Para fazer as anélises foram desenvolvidos pelo autor cinco programas computacionais em
linguagem Fortran, conforme apresentados na Tabela 8.1, observando-se que, para o caso
especifico dos programas envolvendo elementos de treliga, foi também implementado nos
mesmos programas a formulagdo lagrangiana total (L7), conforme descrito por Taylor
(2001). De modo a facilitar a visualizacdo das deformadas das estruturas discretizadas por
elementos finitos de cascas foi também implementado pelo autor um pos-processador em
linguagem MatLab, denominado “def config.m” que permite observar a modificacao da

geometria da estrutura ao longo do processo de carregamento.

As trajetorias de equilibrio foram obtidas utilizando o método de comprimento de arco

cilindrico combinado com o método de Newton-Raphson completo descritos no capitulo 7.

Tabela 8.1 — Programas computacionais.

Programa Elemento Dimensdo Cinematica Capitulo
Truss_AL2D Trelica 2D CRelT 2
Truss_AL3D Trelica 3D CRelT 2
Beam_AL2D Viga 2D CR 3
Beam_AL3D Viga 3D CR 5

Shell AL Casca 3D CR 6

8.1 — TRELICAS PLANAS E ESPACIAIS

Nesta primeira secdo do capitulo, serdo apresentados cinco exemplos numéricos de
estruturas constituidas por elementos finitos de trelicas planas ou espaciais, sendo as
mesmas analisadas segundo as formulag¢des co-rotacional (CR) e lagrangiana total (L7),
procurando-se, sempre que possivel, detectar pontos de instabilidade através do pardmetro

de rigidez CST ou pela alteragdo do numero de pivds negativos da matriz de rigidez.
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8.1.1 — Barra articulada 2D com 1 grau de liberdade

A primeira estrutura analisada corresponde a uma barra articulada com 1 grau de liberdade,
cujas caracteristicas geométricas sdo apresentadas na Figura 8.1. Esta estrutura foi
estudada inicialmente por Crisfield (1991) para o caso de duas situagdes distintas. Na
primeira obtém-se a trajetdria de equilibrio em regime de deformagdes infinitesimais
atribuindo-se os valores X = 2500.0, Y = 25.0, A = 100.0 ¢ E = 5x10° para as propriedades
geométricas e mecanicas. Na Figura 8.2 sdo mostradas as trajetdrias de equilibrio para este
primeiro caso, podendo-se observar que a resposta estrutural coincide para as diferentes
medidas de deformagdes utilizadas. Pela trajetoria de equilibrio verifica-se a presenca de 2
pontos limites (PL), caracterizados por tangentes horizontais, ou seja paralelas ao eixo de
deslocamentos, que puderam ser detectados com grande precisdo através da anulagdo do

parametro de rigidez CST, conforme apresentado na Figura 8.3.

X
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———  Menin & Taylor - Aimansi —

15 ——  Crisfield

Fator de Carga
|
CST - current stiffness parameter

|

|
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Figura 8.2 — Trajetorias de equilibrio para deformagdes infinitesimais.

Figura 8.3 — Grafico CST x Fator de Carga para deformagdes infinitesimais.
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Por outro lado, ¢ possivel também simular um regime de deformagdes finitas atribuindo-se
os valores X = 2500.0 ¢ Y = 2500.0 para a mesma rigidez axial E4 = 5x10’. Na Figura 8.4
sdo mostradas as trajetorias de equilibrio para este segundo caso, podendo-se observar que
foram obtidas distintas trajetorias de equilibrio para as diferentes deformacdes utilizadas.
Pelas trajetorias de equilibrio, verifica-se a presenga de 2 pontos limites (PL), que também
puderam ser detectados com grande precisdo através da anulacdo do parametro de rigidez

CST, conforme apresentados na Figura 8.5.
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Figura 8.4 — Trajetorias de equilibrio para deformagdes finitas.

Figura 8.5 — Gréfico CST x Deslocamento para deformagdes finitas.
8.1.2 — Arco circular abatido 2D
A segunda estrutura analisada corresponde a um arco circular abatido submetido ao efeito

de um carregamento vertical no topo, cujas caracteristicas mecanicas e geométricas sao

apresentadas na Figura 8.6.

|
|
|
|
|
|
L, = 35.35 R

Figura 8.6 — Arco circular abatido 2D.
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Esta estrutura apresenta 42 nds e 101 elementos de trelica e foi estudada anteriormente por
Crisfield (1997) utilizando uma formulagdo lagrangiana total (L7). Na Figura 8.7 sdo
mostradas as trajetorias de equilibrio empregando-se distintas medidas de deformacdes,
observando-se uma excelente concordancia com os resultados encontrados por Crisfield
(1997). Este exemplo foi também analisado por Menin & Taylor (2003*) empregando-se
uma formulagdo LT combinada com o método incremental-iterativo de Newton-Raphson,
para o qual o método divergiu para um fator de carga de aproximadamente A = 6.27x10°,
devido a singularidade da matriz de rigidez na proximidade com o ponto limite. Através
das trajetorias de equilibrio, verifica-se a presenca de 1 ponto limite (PL) para um fator de
carga de 1= 6.78x10°, que pode ser detectado com grande precisdo através da anulagdo do

parametro de rigidez CST, conforme apresentado na Figura 8.8.
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Figura 8.7 — Trajetorias de equilibrio para deslocamento vertical no topo.

Figura 8.8 — Grafico CST x Fator de Carga.
8.1.3 — Estrutura articulada 2D néao simétrica

A terceira estrutura analisada corresponde a uma cobertura articulada plana, abatida e nao
simétrica, cujas caracteristicas geométricas sao apresentadas na Figura 8.9. Esta estrutura
foi estudada por Powell & Simons (1981), apresentando 18 nds e 33 elementos de barra,
com rigidez axial E4 = 9.0x10° e esta submetida ao efeito de 3 carregamentos nodais P de
igual magnitude. Na Figura 8.10 s3o apresentadas as trajetorias de equilibrio nao linear
para o deslocamento vertical do n6é 9 utilizando-se diferentes medidas de deformagdes,

juntamente com os resultados encontrados por Powell & Simons (1981).
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Todas as diferentes medidas de deformagdes foram capazes de detectar um comportamento
complexo em problemas de instabilidade de estruturas, caracterizado pelo salto para tras
(snap-back) das trajetérias de equilibrio e, de uma maneira geral, todas apresentaram
comportamentos semelhantes. Porém, as respostas apresentaram uma certa discrepancia,

em especial nas regides proximas de pontos limites e na regido do snap-back.
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Figura 8.9 — Estrutura articulada 2D nao simétrica.

Figura 8.10 — Trajetorias de equilibrio para o deslocamento vertical do no 9.

Conforme pode ser visualizado pela Figura 8.10, as trajetérias de equilibrio apresentam
pontos limites (PL) e turning points (TP), caracterizados, respectivamente, por tangentes
horizontais e verticais. Nas Figuras 8.11 e 8.12, o parAmetro de rigidez CST ¢ mostrado
em func¢do do deslocamento vertical do ndé 9 e do numero de passos de carga. Através
destas figuras constata-se que o CST se anula 6 vezes, sendo 4 correspondentes a pontos

limites e 2 referentes a turning points.
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Figura 8.11 — Grafico CST x Deslocamento.
Figura 8.12 — Grafico CST x Passos de Carga.
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Uma outra forma de detectar pontos criticos (pontos limites ou de bifurcacdo) ¢ através da
alteracdo do niimero de pivos negativos da matriz de rigidez tangente triangularizada entre
dois passos de carga sucessivos. Nas Figuras 8.13 e 8.14, o numero de pivés negativos da
matriz de rigidez ¢ apresentado em fun¢ao do deslocamento vertical e do numero de passos
de carga. Através destas figuras constata-se que o nimero de pivos negativos sofreu 4
alteracdes, correspondendo aos 4 pontos limites (PL). Vale a pena ressaltar que a alteragao
do nimero de pivos negativos ndo detecta turning points, uma vez que estes pontos nao sao

considerados pontos criticos.
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Figura 8.13 — Grafico Numero de Pivés Negativos x Deslocamento.

Figura 8.14 — Grafico Numero de Pivos Negativos x Passos de Carga.

8.1.4 — Estrutura articulada 3D em forma de torre esbelta

O quarto exemplo analisado ¢ uma estrutura articulada espacial em forma de torre com
imperfeicdo geométrica, conforme mostrado na Figura 8.15. Esta estrutura foi analisada
por Onate (1986) com 13 nos e 36 elementos, estando submetida a um carregamento
vertical no seu topo. O modelo apresenta 27 graus de liberdade livres e 12 graus de
liberdade restringidos em 4 apoios rotulados na sua base. Todos os elementos de barra
possuem a mesma se¢do, com area 4 = 1.00 e médulo de elasticidade E = 1.00x10°. Na
Figura 8.16 sdo mostradas as trajetorias de equilibrio ndo linear para o deslocamento
horizontal do topo da estrutura (76 /) na dire¢ao horizontal x utilizando distintas medidas
de deformagdes, podendo-se observar uma excelente concordancia nos resultados, bem
como em relacdo aos resultados encontrados por Onate (1986) utilizando uma formulagao

lagrangiana total (LT7).
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Figura 8.15 — Estrutura articulada 3D em forma de torre esbelta.

Na Figura 8.17, ¢ apresentada a variacdo do parametro de rigidez CST em relagdo ao
carregamento da estrutura, podendo-se constatar, conforme o esperado, que o CST anula-se
apenas uma vez, correspondendo a um ponto limite que pode ser observado em fun¢ao da
tangente horizontal nas trajetorias de equilibrio apresentadas na Figura 8.16. Através deste

parametro foi possivel detectar a carga critica da estrutura: P, = 90.735.
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Figura 8.16 — Trajetorias de equilibrio para o deslocamento horizontal do topo.

Figura 8.17 — Grafico CST x Fator de Carga.

Finalmente, nas Figuras 8.18 e 8.19, o nimero de pivds negativos da matriz de rigidez
triangularizada ¢ apresentado em funcdo do fator de carga e do deslocamento. Através
destes graficos € possivel verificar que ocorreram duas alteracdes no numero de pivos
negativos, sendo a primeira referente a um provavel ponto de bifurca¢ao (PB) que ndo sera
estudado no presente trabalho e a segunda referente ao ponto limite (PL) que esta

associado a carga critica da estrutura (P.).
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Figura 8.18 — Grafico Numero de Pivos Negativos x Fator de Carga.

Figura 8.19 — Grafico Numero de Pivés Negativos x Deslocamento.
8.1.5 — Estrutura articulada 3D em forma de cupula

A quinta estrutura analisada corresponde a uma clpula espacial estudada por Choong &
Hangai (1993) e Taylor (2002), cujas caracteristicas geométricas sdo apresentadas na
Figura 8.20. Esta estrutura possui 25 nds ¢ 60 elementos, com rigidez axial EA=1.0x10"
estando submetida ao efeito de 7 carregamentos verticais P de igual magnitude, aplicados,
respectivamente, dos nés 1 ao 7. Na Figura 8.21 sdo apresentadas as trajetdrias de
equilibrio para o deslocamento vertical do n6 central utilizando-se diferentes medidas de
deformacgdes, observando-se que as respostas sdo bem semelhantes e apresentando apenas
pequenas discrepancias nas regides proximas aos pontos limites. Pode também ser
observada uma boa concordancia em relagdo aos resultados encontrados por Choong &

Hangai (1993) e Taylor (2002).

Vista em Planta Vista em Corte

50|

Figura 8.20 — Estrutura articulada 3D em forma de ctpula.
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Figura 8.21 — Trajetorias de equilibrio para deslocamento vertical do n6 central

Conforme se pode ver na Figura 8.21, a trajetdria de equilibrio apresenta 8 pontos limites
(PL) e 2 turning points (TP). Nas Figuras 8.22 e 8.23, o parametro de rigidez CST ¢
mostrado em fun¢do do deslocamento vertical do né central e do numero de passos de
carga. Através destas duas figuras constata-se que o CST se anula 10 vezes, sendo 8

correspondentes a pontos limites e 2 referentes a turning points.
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Figura 8.22 — Grafico CST x Deslocamentos.
Figura 8.23 — Grafico CST x Passos de Carga.
Nas Figuras 8.24 e 8.25, o nimero de pivOs negativos ¢ apresentado em funcdo dos
deslocamentos e do numero de passos de carga, constatando-se que o mesmo sofre 28
alteragdes, correspondendo aos 8 pontos limites (PL) e as demais 20 sdo referentes a
pontos de bifurcacdo (PB). Vale ressaltar que este método indireto ndo detecta furning

points e que no presente trabalho ndo serdo obtidas as trajetérias secundarias de equilibrio.
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Figura 8.24 — Grafico Numero de Pivos Negativos x Deslocamentos.

Figura 8.25 — Grafico Numero de Pivos Negativos x Passos de Carga.

8.2 — PORTICOS PLANOS E ESPACIAIS

Nesta segunda se¢do do capitulo, serdo apresentados cinco exemplos numéricos de
estruturas constituidas por elementos finitos de vigas planas (2D) ou espaciais (3D),
segundo as descrigdes cinematicas co-rotacionais apresentadas nos capitulos 3 ou 5. Vale
a pena enfatizar que os problemas envolvendo estruturas no plano podem ser resolvidos
utilizando-se o programa computacional Beam AL2D (Poérticos Planos) ou o programa
Beam_AL3D (Porticos Espaciais), conforme comentado na Tabela 8.1. Para o caso das
estruturas planas estudadas no presente trabalho, todas apresentaram os mesmos resultados
quando analisadas com os programas plano e espacial, conforme o esperado. Durante as
analises, procurou-se detectar pontos de instabilidade através do parametro de rigidez CST

ou pela alteragdo do niumero de pivos negativos da matriz de rigidez.

8.2.1 — Viga em balan¢o com momento fletor na extremidade livre

Este primeiro exemplo corresponde a uma viga em balanco sujeita a flexao pura através da
aplicagao de um momento fletor positivo (sentido anti-horario) na sua extremidade livre,
conforme mostrado na Figura 8.26. Esta estrutura, com comprimento total L=1000.0 mm,
foi estudada anteriormente por Faria (1998), segundo a formulagdo lagrangiana total (L7),
sendo a mesma discretizada utilizando-se 10 elementos de viga de mesmo comprimento e
se¢do transversal quadrada, com as seguintes propriedades mecénicas: E=30.0x10° N/mm’,

A=1.0 mm’ e ,=8.333x107 mm”.
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Figura 8.26 — Viga em balangco com momento fletor na extremidade livre.

No trabalho de Faria (1998), a viga foi submetida ao momento fletor M=15708.4, sendo A4
um fator de carga que variou de 0 at¢ /. Quando o momento fletor M atinge o seu valor
maximo de /5708.0 (A1=1), a viga se torna um circulo de didmetro d = L/ = 318.31mm,
conforme pode ser visto na configura¢io deformada da estrutura na Figura 8.27®. No caso
do presente trabalho, a viga foi submetida a um momento fletor maximo M=31416.0 que
corresponde a um fator de carga A=2, para o qual a viga completa uma segunda volta em
torno do eixo z. Para facilitar a visualizagdo, ¢ mostrada na Figura 8.27® a configuragio
deformada da estrutura para a primeira volta completa em torno do eixo z (1=0.00,...,1.00),
ao passo que na Figura 8.27® ¢ mostrada a deformada para a segunda volta completa em
torno do eixo z (1=1.00,...,2.00). Este exemplo constitui um teste severo para verificar a
eficiéncia da formulagdo cinematica e da implementacdo computacional para o caso de

uma analise nao linear de estruturas envolvendo grandes deslocamentos e rotacoes.
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Figura 8.27 — Configurag¢des deformadas da estrutura.

As trajetorias de equilibrio para a extremidade livre da viga nas diregdes horizontal (U) e
vertical (V), referentes a um carregamento total A=2.0 s3o apresentadas de uma forma

adimensional na Figura 8.28.
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Figura 8.28 — Trajetorias de equilibrio da extremidade livre da viga.

Nesta figura, sdo apresentados os resultados utilizando-se o elemento de viga plano com o
programa Beam AL2D, assim como para o elemento de viga espacial com o programa
Beam AL3D, podendo-se constatar uma excelente concordancia entre os resultados. Sao
também indicados resultados para dois casos especiais. O caso / ¢ referente ao elemento
de viga plano, sem a implementacdo computacional do calculo da rotagdo deformacional
para rotacdes totais compreendidas entre [n.27] e [(n+1).27], definida nas Equacdes (3.49)
e (3.50) e dos 6 casos especiais de rotagdes, definidos nas Equagdes (3.51) a (3.56), que
estao associados a ocorréncia simultanea de rotagdes totais e de corpo rigido no primeiro e
quarto quadrantes, podendo ser observado que ao ser completada a primeira volta, o
programa passa a divergir, ndo sendo mais possivel obter a continuagdo da resposta
estrutural além do fator de carga A=1.0. Vale a pena ressaltar que ao se empregar
quatérnios na obtencdo das rotagdes espaciais no programa Beam AL3D, nao foi mais
necessaria a implementacao destes 6 casos especiais de rotagdes, que tinham uma grande

importancia no caso plano (2D), em especial no caso de rotagdes totais superiores a 2.

Ja no caso especial 2, a viga em balango ¢ colocada na posi¢do vertical, ou seja, alinhada
com o eixo global Y da Figura 8.26 e, em seguida, ¢ analisada utilizando o programa
Beam AL2D, sendo obtida a mesma resposta estrutural, conforme pode ser visualizado
pelas trajetorias de equilibrio apresentadas na Figura 8.28. O caso 2 serve para enfatizar
que a implementagdo computacional do elemento de viga plano no programa Beam AL2D
¢ capaz de obter os resultados corretos, independentemente da posicao inicial da viga, em

fun¢do do quadrante em que ela se encontra na sua posi¢ao indeformada.
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8.2.2 — Portico de Lee

Esta estrutura bastante conhecida na literatura corresponde a um poértico plano formado
pela unido entre uma viga e uma coluna, cujas caracteristicas geométricas sdo apresentadas
na Figura 8.29%. Este exemplo foi estudado por Cichén (1984), Schweizerhof & Wriggers
(1986) e por Hsiao & Hou (1987), sendo cada uma das duas barras discretizada por meio

de 10 elementos finitos de viga de mesmo comprimento. As propriedades mecanicas da

estrutura sdo as seguintes: A4,=6.0 cm’ ,E=720.0 kN/em? e I=2.0 cm”.
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Figura 8.29 — (a) Pértico de Lee e (b) configuragdes deformadas.

Na Figura 8.30, sdo apresentadas as trajetorias de equilibrio para os deslocamentos nas
diregoes vertical (a) e horizontal (b), referentes ao né 13, sobre o qual esta aplicado o
carregamento P, podendo ser observado uma excelente concordancia entre os resultados

obtidos utilizando os programas Beam AL2D e Beam_ AL3D, bem como em relagdo aos

resultados apresentados por Cichén (1984) e Hsiao & Hou (1987).
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Figura 8.30 — Trajetorias de equilibrio para deslocamento vertical e horizontal.
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De modo a facilitar o entendimento das trajetorias de equilibrio e obter uma melhor
visualizagdo do comportamento pos-critico da estrutura, sdo apresentadas na Figura 8.29%,
as configuracdes deformadas do sistema para os carregamentos referentes aos pontos

limites PL; e PL;, conforme comentado a seguir.

A trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical apresenta pontos limites (tangente
horizontal) e turning points (tangente vertical). Para detectar os pontos limites e turning
points foi calculado o pardmetro de rigidez CST — current stiffness parameter, que se anula
quando estes tipos de pontos s3o encontrados. Na Figura 8.31, o parametro de rigidez CST
¢ mostrado em fun¢ao do carregamento ¢ do nimero de passos de carga. Através destas
figuras, constata-se que o CST se anula 4 vezes, sendo 2 correspondentes a pontos limites e
2 referentes a turning points. Verifica-se que o primeiro ponto limite (PL;) ocorre para um
carregamento P = 1.857 kN e o segundo ponto limite (PL;) ocorre para P = -0.950 kN. O
carregamento referente a PL; ¢ muito proximo ao valor apresentado por Schweizerhof &

Wriggers (1986) que ¢ de 1.851 kN, que entretanto ndo forneceu o valor referente a PL,.

1.2 T 12 T T

—3K—  Menin & Taylor - Beam 2D —K— Menin & Taylor - Beam 2D

CST - current stiffness parameter
CST - current stiffness parameter

0.2 L
0 10 20 30 40 50 60 70
Passos de Carga

Figura 8.31 — Parametro de rigidez CST em funcao do fator e passos de carga.

Finalmente, na Figura 8.32, o nimero de pivos negativos da matriz de rigidez tangente ¢
apresentado em fun¢ao do deslocamento vertical € do nimero de passos de carga. Através
desta figura, pode ser constatado que o nimero de pivos negativos apresentou 2 alteragdes,
correspondendo aos 2 pontos limites (PL). Vale a pena ressaltar, mais uma vez, que a
alteracdo do numero de pivos negativos ndo detecta turning points, uma vez que estes

pontos ndo sao considerados pontos criticos.
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Figura 8.32 — Numero de pivés negativos em fun¢ao dos deslocamentos e passos de carga.

8.2.3 — Arcos circulares de grande altura

A terceira estrutura analisada corresponde a um arco circular de grande altura, submetido a
acdo de uma carga vertical no apice, conforme mostrado na Figura 8.33, com R=100 cm,
assumindo-se, inicialmente, duas condi¢des de contorno distintas (arco biengastado ou arco
rotulado-engastado), em func¢do das quais o arco apresenta diferentes comportamentos pos-
criticos. A estrutura foi discretizada utilizando-se 20 elementos de mesmo comprimento,

cujas propriedades mecénicas sdo expressas por: EAp=1.0x10° N e EI=1.0x10° N.cm’.

Figura 8.33 — (a) Arco biengastado e (b) Arco rotulado-engastado.

Na Figura 8.34, sdo apresentadas as trajetorias de equilibrio ndo linear para o deslocamento
vertical do no6 central para os arcos biengastado e rotulado-engastado, podendo-se verificar
que no caso do arco biengastado a trajetéria de equilibrio apresenta apenas pontos limites

(tangentes horizontais).
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Ja para o caso do arco rotulado-engastado, ocorrem pontos limites e turning points
(tangentes verticais), entre os quais ocorre uma acentuada queda da rigidez da estrutura na
fase pds-critica. Para os dois casos, pode-se verificar uma boa concordancia em relagao
aos resultados encontrados por Faria (1998), Battini (2002) e Wagner (1991), assim como

entre os resultados obtidos utilizando-se os programas Beam AL2D e Beam AL3D.
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Figura 8.34 — Trajetorias de equilibrio do arco biengastado (a) e rotulado-engastado (b).

Na detecg¢dao de pontos limites (PL) e turning points (TP), foi utilizado o parametro de
rigidez CST. Na Figura 8.35 o parametro de rigidez CST ¢ apresentado em fungao do fator
de carga, podendo ser observado que o mesmo se anula 2 vezes para o arco biengastado,
correspondendo aos 2 pontos limites PL; e PL;, ao passo que para o caso do arco rotulado-
engastado, o CST se anula 4 vezes, correspondendo aos dois pontos limites PL; e PL; ¢

dois turning points TP; e TP;.
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Figura 8.35 - CST x Fator de Carga do arco biengastado (a) e rotulado-engastado (b).
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Com o auxilio da Figura 8.35, ¢ possivel calcular os valores dos carregamentos nos quais
ocorrem os pontos limites para os dois arcos, sendo estes valores mostrados na Tabela 8.2,

juntamente com os resultados encontrados por Wriggers & Simo (1990) e Faria (1998).

Tabela 8.2 - Cargas criticas dos arcos biengastado e rotulado-engastado.

Condigao de Contorno Biengastado Rotulado-Engastado
Autor PL1 PL2 PL1 PL2

Menin & Taylor 941.65 432.65 910.22 -81.60

Faria (1998) 965.14 410.25 921.05 -87.42

Wriggers & Simo (1990) 972.90 407.20 - -

Para facilitar o entendimento das trajetérias de equilibrio e obter uma melhor visualizagdo
das diferencas no comportamento pds-critico da estrutura ao se variar as condi¢des de
contorno, sao apresentadas na Figura 8.36 as configuragdes deformadas do sistema para os
carregamentos referentes aos pontos limites PL/ e PL2, conforme indicados anteriormente
na Tabela 8.2. Ao se observar as deformadas das estruturas, verifica-se que no caso do
arco biengastado, a estrutura sofre deformagdes simétricas, ao passo que o arco rotulado-
engastado sofre uma grande diminuicdo da rigidez acompanhada de deformagdes nao
simétricas. Analisando-se as trajetorias de equilibrio e os carregamentos correspondentes
aos pontos limites na Tabela 8.2, pode-se ver, claramente, que o fato de substituir um
engaste por uma rotula no apoio esquerdo leva a uma grande diminui¢ao da rigidez na fase
pré-critica, ou seja, anterior ao ponto limite PL/, conduzindo a uma diminui¢do da
capacidade resistente da estrutura em cerca de 3/.43 N e um grande aumento nos
deslocamentos, acompanhados por uma forte ndo linearidade na fase pos-critica entre os 2

turning points, além de deformagdes ndo simétricas desde o inicio do carregamento.
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Figura 8.36 — Configuragdes deformadas do arco biengastado (a) e rotulado-engastado (b).
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Em uma terceira simulagao numérica, serd considerado um arco bi-rotulado, utilizando as

mesmas propriedades mecanicas e geométricas definidas anteriormente. Nesta simulacdo,

0 arco sera, inicialmente, submetido ao efeito de uma carga vertical P no apice, conforme

Figura 8.37, sendo obtida uma trajetéria de equilibrio primaria, caracterizada por uma

diminui¢ao da rigidez até atingir um ponto limite PL; indicado na Figura 8.38.
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Figura 8.37 — Arco circular bi-rotulado.

Figura 8.38 — Trajetorias de equilibrio primaria e secundaria para arco bi-rotulado.

O ponto limite PL; da trajetdria primaria pode ser detectado com grande precisdo

utilizando-se o parametro de rigidez CST e pela alteragdo do ntimero de pivds negativos da

matriz de rigidez tangente triangularizada, conforme pode ser observado na Figura 8.39.

Pode também ser constatada uma alteragdo do nimero de pivOos negativos para um

carregamento de 337.94 N, correspondendo a um ponto de bifurcacdo PB;.
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Figura 8.39 — Parametro de rigidez CST e nimero de piv0s negativos.
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Para obter uma trajetoria secundaria de equilibrio, aplicou-se uma carga de perturbacao
horizontal P/100 no topo da estrutura, juntamente com a carga vertical P, conforme pode
ser observado na Figura 8.37. Com a aplicagdo da carga de perturbacdo horizontal, a
estrutura segue a trajetoria primdaria até o ponto de bifurcacdo PB;, a partir do qual ela
passa a seguir a trajetoria secundaria de equilibrio, conforme mostrado na Figura 8.38.
Nas duas trajetérias foi observada uma grande concordancia em relagdo aos resultados
encontrados por Faria (1998) e Battini (2002). Com o auxilio da Figura 8.39, ¢ possivel
calcular os valores dos carregamentos nos quais ocorrem o ponto limite (PL;) e o ponto de
bifurcacdo (PB;), sendo estes valores apresentados na Tabela 8.3, juntamente com os

resultados encontrados por Wriggers & Simo (1990) e Faria (1998).

Tabela 8.3 - Cargas criticas do arco bi-rotulado.

Condicao de Contorno Bi-rotulado
Autor PB1 PL1
Menin & Taylor 337.94 960.83
Faria (1998) 336.97 974.21

Wriggers & Simo (1990) 334.90 -

Para obter uma melhor visualizacdo das diferengas no comportamento pds-critico da
estrutura, sdo apresentadas na Figura 8.40 as configuragdes deformadas do sistema para os
carregamentos referentes aos pontos criticos PL/ e PBI. De acordo com estas deformadas,
se observa que o arco apresenta instabilidade de equilibrio em duas formas distintas: uma
deformada simétrica para uma carga PL; = 960.83 N (trajetoria primdria) e uma deformada
ndo simétrica com bifurca¢do de equilibrio para uma carga PB; = 337.94 N (trajetéria

secundaria).
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Figura 8.40 — Configuragdes deformadas do arco bi-rotulado.
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8.2.4 — Viga engastada espacial com curvatura de 45 graus

Neste exemplo, uma viga engastada e livre, inicialmente curva e com se¢do transversal
quadrada ¢ submetida ao efeito de um carregamento na diregao vertical P=600, aplicado na
sua extremidade livre. A estrutura foi discretizada utilizando-se &8 elementos finitos de
viga de igual comprimento, sendo as configuragdes inicial e deformada, juntamente com as

propriedades mecanicas e geométricas apresentadas na Figura 8.41.
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I,=1=83333x10"
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\
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\
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R =100.00
Poisson (v) = 0.0 X

Figura 8.41 — Configurag¢des inicial e deformada e propriedades da estrutura.

A estrutura foi submetida a um carregamento maximo P=600, conforme comentado
anteriormente, utilizando-se 2/ incrementos de carga no método de comprimento de arco
cilindrico combinado com o método de Newton Raphson. Na Tabela 8.4, sdo apresentados
os deslocamentos da extremidade livre da viga para os carregamentos P de 300, 450 e 600,
nas direcdes X, ¥ e Z. Nesta tabela, sdo também apresentados valores encontrados por
outros autores, tais como: Simo & Vu-Quoc (1986) e Cole (1990), podendo-se observar

uma grande concordancia nos resultados entre todos os autores.

Tabela 8.4 — Deslocamentos da extremidade livre da viga.

Carregamento P=300 P=450 P=600

Autor X Y Z X Y Z X Y Z
Menin & Taylor  -11.90 40.19 -7.02 -18.43 4853 -10.74 -23.52 53.50 -13.56
Simo & Vu-Quoc -11.87 40.08 -6.96 -18.39 4839 -10.67 -23.48 53.37 -13.50
Cole -11.95 4025 -7.01 -1850 4858 -10.73 -23.61 53.58 -13.55

138



Na Figura 8.42, sdo apresentadas as trajetorias de equilibrio para os deslocamentos u, v e w
na extremidade livre da viga, respectivamente, nas direcdes X, ¥ e Z. Nesta mesma figura,
sdo também mostradas as trajetorias de equilibrio em uma forma adimensional, sendo
K Deslocamento = deslocamento/R ¢ K Carga = PR’/EI, juntamente com os resultados

apresentados por Surana & Sorem (1989), observando-se uma excelente concordancia.
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Figura 8.42 — Trajetorias de equilibrio para deslocamentos da extremidade da viga.

8.2.5 — Estrutura espacial abatida em forma de ctpula

Este exemplo corresponde a uma cupula espacial analisada por Hsiao et al. (1987), cujas
caracteristicas geométricas € mecanicas sdo apresentadas na Figura 8.43. A estrutura
possui 13 nds e 24 elementos de viga com a mesma se¢do transversal. Os apoios desta
estrutura sdo considerados rotulados, ou seja, restringindo apenas os movimentos de

transla¢dao em todas as diregoes.
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Figura 8.43 — Estrutura espacial abatida em forma de ctpula.
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Esta estrutura sera analisada considerando-se 3 casos distintos, nos quais serdo feitas
alteracdes nas condi¢des de carregamento e nos momentos de inércia da se¢do transversal.
No primeiro caso, a condi¢do de carregamento considerada ¢ representada por uma carga
vertical P no topo da estrutura, com as inércias da se¢do transversal definidas na Figura
8.44. A trajetdria de equilibrio para o deslocamento vertical do né central ¢ apresentada na

Figura 8.44, juntamente com o resultado encontrado por Hsiao et al. (1987).
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Figura 8.44 — Trajetorias de equilibrio, carregamento e momentos de inércia (casol).

No segundo caso, a condi¢ao de carregamento considerada também ¢ representada por uma
carga vertical P no topo da estrutura, porém, sdo feitas alteragdes nos momentos de inércia,
mantendo-se a mesma area da secdo transversal e reduzindo-se a rigidez a flexdo na
direg¢do vertical, com as novas inércias da se¢do transversal definidas na Figura 8.45. A
trajetoria de equilibrio para o deslocamento vertical do n6 central ¢ apresentada na Figura

8.45, juntamente com o resultado encontrado por Hsiao et al. (1987).
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Figura 8.45 — Trajetorias de equilibrio, carregamento ¢ momentos de inércia (caso2).
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A trajetéria de equilibrio para o caso 2 apresenta dois pontos limites (PL), que puderam ser
detectados com grande precisdo utilizando-se o parametro de rigidez CST e pela alteragdo
do niimero de pivos negativos da matriz de rigidez tangente, conforme pode ser observado

na Figura 8.46.
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Figura 8.46 — Parametro de rigidez CST e nimero de pivds negativos (caso 2).

No terceiro caso, a estrutura ¢ submetida a um carregamento simétrico, conforme mostrado
na Figura 8.47, com os mesmos momentos de inércia definidos para o caso 2. A trajetdria
de equilibrio para o caso 3 ¢ apresentada na Figura 8.47, juntamente com o resultado

encontrado por Hsiao et al. (1987).
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Figura 8.47 — Trajetorias de equilibrio, carregamento e momentos de inércia (caso3).

De forma similar ao caso 2, a trajetéria de equilibrio para o caso 3 apresenta dois pontos
limites (PL), que também puderam ser detectados com grande precisao utilizando-se o
parametro de rigidez CST e pela alteracdo do niimero de pivos negativos da matriz de

rigidez tangente, conforme pode ser observado na Figura 8.48.
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Figura 8.48 — Parametro de rigidez CST e nimero de pivds negativos (caso 3).

De uma maneira geral, as trajetorias de equilibrio obtidas no presente trabalho para todos
os trés casos analisados apresentaram um comportamento bastante semelhante as obtidas
por Hsiao et al. (1987), porém, com a presente formulagdo, as estruturas se mostraram um

pouco mais rigidas do que com a formulagdo nao linear de Hsiao et al. (1987).

8.3 — ESTRUTURAS DE CASCAS

Nesta terceira se¢do do capitulo, serdo apresentados oito exemplos numéricos de estruturas
representadas por vigas, placas, cilindros ou esferas, sendo as mesmas discretizadas por
elementos finitos de cascas planos e triangulares, segundo a descri¢do cinemadtica co-
rotacional apresentada no capitulo 6, utilizando-se o programa computacional Shell AL.
Durante as andlises procurou-se, sempre que possivel, detectar pontos de instabilidade
através do parametro de rigidez CST ou pela alteracdo do nimero de pivos negativos da

matriz de rigidez tangente.

Foram criados programas computacionais auxiliares (pré-processadores) de geracao
automatica da malha de elementos finitos, referentes a configuragdo inicial de cada uma
das estruturas. Estes programas permitiram o estudo do comportamento destas estruturas
para diferentes malhas, desde as mais grosseiras até as mais refinadas. Serdo também
apresentadas as deformadas ao longo do processo de carregamento, utilizando o pos-

processador “def config.m” gerado em linguagem Matlab.
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8.3.1 — Viga em balan¢o com momento fletor na extremidade livre

Este primeiro exemplo corresponde a uma viga em balango sujeita a flexdo pura através da
aplicagao de um momento fletor na sua extremidade livre, conforme apresentado na Figura
8.49. Esta estrutura foi estudada por Haugen (1994), segundo a formulagao co-rotacional,
utilizando elementos finitos de cascas triangulares e quadrangulares. No caso do presente
trabalho, a viga foi discretizada utilizando-se uma malha retangular 2x5, contendo 20

elementos finitos de cascas planos e triangulares.

E =1.2¢+3
z, t=0.1
v=200 M,
L=10/ 7 =)
L, =10.0

Figura 8.49 — Viga em balan¢co com momento fletor na extremidade livre.

A viga foi submetida ao efeito de um momento fletor M,=(27/100). A, sendo A um fator de
carga que variou de 0 até 2, para o qual a viga completa duas voltas em torno do eixo y.
Na Figura 8.50, s3o apresentadas as trajetorias de equilibrio para os deslocamentos
horizontal (a) e vertical (b) da extremidade livre da viga, utilizando-se o elemento finito de
casca, juntamente com os resultados obtidos utilizando-se o elemento de viga plano com o
programa Beam_AL2D, o elemento de viga espacial com o programa Beam AL3D, assim
como os resultados encontrados por Haugen (1994), podendo-se constatar uma excelente

concordancia entre oS mesmos.

2.
s I I 25 T T

L —K—  Menin & Taylor - Shell - L —¥—  Menin & Taylor - Shell -
—A—  Menin & Taylor - Beam 3D —A—  Menin & Taylor - Beam 3D
20|~ —F— Menin&Taylor-Beam 2D X — 20 & —%— Menin& Taylor-Beam2D  __|
+

Haugen Y —o— Haugen

Fator de Carga
L

Fator de Carga
T

— 05—

e 0.0
0 2 4 6 8 10 12 14 2

Deslocamento

Deslocamento

Figura 8.50 — Trajetorias de equilibrio para deslocamentos aa exiremidade da viga.
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A seguir, sao mostradas na Figura 8.51 algumas configuracdes deformadas da estrutura
para a primeira volta completa em torno do eixo y (4=0.00,...,1.00), utilizando-se uma
malha retangular /x/0, contendo 20 elementos finitos para discretizar a viga. Este
exemplo constitui um teste severo para verificar a eficiéncia da formulagdo para o caso de

uma analise ndo linear de estruturas envolvendo grandes deslocamentos e rotagdes.

Figura 8.51 — Configuragdes deformadas da estrutura.
8.3.2 — Placa quadrada submetida a carregamento concentrado

Este segundo exemplo corresponde a uma placa quadrada engastada em duas extremidades
e livre nas outras duas restantes, sendo a mesma submetida a um carregamento transversal
concentrado sobre o ponto 4, conforme apresentado na Figura 8.52®, juntamente com suas
propriedades mecanicas e geométricas. Utilizando as condi¢des de simetria, somente /2 da
placa foi modelada com uma malha retangular 5x/0, contendo /00 elementos finitos de

cascas planos e triangulares.

I engastado
© 20
B 15— —
SOI _ ’
400 1 > 5 oop 4
) 9
T £
NS 80 E =215¢+4 = [ —K—  Menin & Taylor - Node A b
vy = 0 3 —¥— Menin & Taylor - Node B
: 05— —©— Pacoste - Node A ]
t =198 —A—  Pacoste -Node B
L 4 Experimental - Node A i
A Experimental - Node B
engastado
x : 00 | | | |
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0
400 Fator de Carga

Y

=+

Figura 8.52 — Geometria da placa (a) e trajetorias de equilibrio (b).
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As trajetorias de equilibrio para os deslocamentos verticais nos pontos 4 e¢ B sdo
apresentadas na Figura 8.52", podendo-se comprovar uma grande concordincia em
relacdo aos resultados numéricos de Pacoste (1998) e os resultados experimentais

encontrados por Kawai & Yoshimura (1969).
8.3.3 — Cobertura cilindrica abatida submetida a carregamento concentrado

A terceira estrutura analisada corresponde a uma cobertura cilindrica apoiada nas duas
bordas longitudinais e livre nas duas extremidades, com espessura de 6.35mm ou 12.70mm,
submetida a uma carga vertical concentrada P=1.04, na qual se observa um snap-through.
Devido as condi¢goes de simetria, somente Y4 da estrutura foi modelada, utilizando-se
malhas retangulares 2x2, 4x4, 6x6 e 8x8 contendo, respectivamente, 8, 32, 72 ¢ 128

elementos triangulares, conforme apresentado na Figura 8.53.

1.40 I I
1.20 —K— thickness=635mm |
L + thickness = 12.70 mm
. 5 2
apoiado & 100 o |
E
LZZZZZ 775 g
LZZZZ 775 j $ 0.0 |
L 277755~ apoiado < P
g, g .
”Mi’lii £ 060 / 4
(2]
€
E 040 ¢><° |
E=310275 3"
R =2540 o /
_ &3 020 o B
L =254
t=06350r12.7 oo K ¥ ] B
v=20.3 %o o 4
0=10.2rad 020 L | | |

1.5 2.0 25 3.0 35
Fator de Carga

Figura 8.53 — Cobertura cilindrica abatida submetida a carregamento concentrado.

Figura 8.54 — Grafico CST x Fator de Carga.

As trajetorias de equilibrio mostradas na Figura 8.55 apresentaram grande concordincia
com os resultados encontrados por Peng & Crisfield (1992), especialmente para as malhas
mais refinadas. Pode-se ver que as trajetérias de equilibrio apresentaram dois pontos
limites (tangentes horizontais), que puderam ser detectados utilizando o parametro CS7,
conforme mostrado na Figura 8.54. Nesta mesma figura também ¢ mostrado que para o
caso da estrutura com espessura de 6.35mm, o CST foi também capaz de detectar os dois

turning points (tangentes verticais), localizados entre os dois pontos limites.
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Figura 8.55 — Trajetorias de equilibrio: (a) espessura =6.35mm e (b) espessura =12.70mm.

Na Figura 8.56, sdao apresentadas algumas configura¢des deformadas da estrutura ao longo
do processo de carregamento, utilizando-se o pos-processador “def config.m”, gerado em

linguagem Matlab. Estas deformadas sdo referentes a cobertura com espessura de 6.35mm.

Figura 8.56 — Configuragdes deformadas da estrutura (espessura = 6.35mm).

Obs: Barra de cores (colormap) em fungao dos deslocamentos verticais.
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8.3.4 — Cilindro em balan¢o com carregamento na extremidade livre

Uma casca cilindrica engastada em uma das extremidades e livre na outra foi submetida a
acdo de duas cargas verticais e de igual magnitude P = /.00 A, conforme mostrado na
Figura 8.57, juntamente com as propriedades mecanicas e geométricas. Usando as
condigdes de simetria, somente Y4 do cilindro foi modelado com malhas retangulares de

16x16 e 20x20 contendo, respectivamente, 572 e 800 elementos triangulares.

A analise foi conduzida até um deslocamento vertical no ponto de carregamento de
aproximadamente /.5R. Vale a pena ressaltar que, embora este limite nao seja fisicamente
possivel, esta analise representa um excelente teste para verificar a eficiéncia do algoritmo

no tratamento de grandes deslocamentos.

1000 I

Menin & Taylor - Mesh 20x20 -
Menin & Taylor - Mesh 16x16

Stander —
Okstad / Mathisen

Saki

o
S
S

Fator de Carga

IS
1=}
15

L=3048

200

t=0.03
v=20.3 )
E =2.0685¢+7 0 ‘

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00

Deslocamento

Figura 8.57 — Cilindro em balango com carregamento na extremidade livre.

Figura 8.58 — Trajetorias de equilibrio para deslocamento vertical.

As trajetorias de equilibrio para o deslocamento vertical no ponto de carregamento sdao
apresentadas na Figura 8.58, podendo-se constatar uma excelente concordancia com os
resultados de Okstad & Mathisen (1994), que discretizaram 4 da estrutura utilizando 976
elementos triangulares e Stander et al. (1989), que utilizaram uma malha com elementos

finitos quadrangulares.
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Na Figura 8.59, sdo apresentadas algumas deformadas da estrutura ao longo do processo de

carregamento, utilizando o pds-processador “def config.m”, gerado na linguagem Matlab.
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Figura 8.59 — Malha de elementos finitos das configura¢des deformadas.
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Figura 8.60 — Casca cilindrica estirada com extremidades livres.

Figura 8.61 — Trajetorias de equilibrio para deslocamentos verticais e horizontais.

Figura 8.62 — Malha inicial de elementos finitos e configuracdes deformadas.

Obs: Barra de cores (colormap) em funcao dos deslocamentos verticais.
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8.3.6 — Cobertura esférica apoiada nas quatro bordas

O sexto exemplo analisado corresponde a uma cobertura esférica apoiada nas quatro
bordas e submetida a uma carga vertical concentrada P = 71000.0 A, na qual se observa um
snap-through. Devido a simetria, somente 7 da estrutura foi modelada utilizando uma
malha quadrada 5x5, contendo 50 elementos triangulares, conforme mostrado na Figura

8.63, juntamente com as propriedades mecanicas e geométricas.

60

E=16895
z v=10.30
t=99.45 50 7
R=2540

Fator de Carga

—K—  Menin & Taylor
10 —A— Bucakm&Bathe

—<— Surana

0 50 100 150 200 250 300 350
Deslocamento

Figura 8.63 — Cobertura esférica apoiada nas quatro bordas.

Figura 8.64 — Trajetorias de equilibrio para deslocamento vertical.

A trajetdria de equilibrio para o deslocamento vertical do n6 central da estrutura, mostrada
na Figura 8.64, apresentou uma grande concordancia com os resultados de Surana (1983) e

Bucalem & Bathe (1993).
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Figura 8.65 — Parametro de rigidez CST e numero de pivds negativos.
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Pode-se ver que a trajetéria de equilibrio apresenta dois pontos limites (tangentes
horizontais) que podem ser detectados utilizando o parametro de rigidez CST, que se anula
quando um ponto limite ¢ encontrado, bem como pela alteragdo do numero de pivos
negativos da matriz de rigidez tangente, conforme mostrados na Figura 8.65. Na Figura
8.66, sao apresentadas algumas configuragdes deformadas da estrutura ao longo do

processo de carregamento utilizando o pds-processador “def config.m”.

Figura 8.66 — Configuracdes deformadas ao longo do processo de carregamento.

Obs: Barra de cores (colormap) em fungao dos deslocamentos verticais.

8.3.7 — Casca hemisférica puncionada

Uma casca hemisférica com abertura de /8 graus no topo ¢ submetida a acdo de duas
cargas P=1.0 de fora para dentro na direcdo Y e de duas cargas P=1.0 de dentro para fora
na direcdo X, conforme mostrado na Figura 8.67, juntamente com as propriedades
mecanicas e geométricas. Usando as condigdes de simetria, somente "4 da estrutura foi
modelada utilizando-se malhas retangulares de 4x4, 8x8 e 16x16, constituidas por 32, 128 e
512 elementos finitos triangulares. A analise foi conduzida até um valor de carregamento

P=100.0, gerando deslocamentos na estrutura de aproximadamente 60% do raio.
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Figura 8.67 — Casca hemisférica puncionada.

Figura 8.68 — Trajetorias de equilibrio para deslocamento horizontal do ponto A.

As trajetorias de equilibrio obtidas para a malha de /6x16 estdo em excelente concordancia
com os resultados encontrados por Simo et al. (1990), ao passo que para as demais malhas
de 4x4 e 8x8, foram obtidos deslocamentos um pouco superiores, conforme podem ser
observados na Figura 8.68. Na Figura 8.69, sdo apresentadas algumas configuragdes

deformadas da estrutura ao longo do processo de carregamento.
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Figura 8.69 — Configurag¢des deformadas da estrutura.
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8.3.8 — Colapso de uma casca esférica de borracha

Uma casca esférica de borracha (meia bola de ténis) engastada na base foi submetida a
acdo de um carregamento pontual P = /.04 no topo, conforme apresentado na Figura 8.70,
juntamente com as suas propriedades mecanicas e geométricas. Usando as condi¢des de
simetria, somente 4 da estrutura foi modelada, utilizando uma malha retangular 8x&

formada por 96 elementos finitos triangulares.

P, l E =4000.0 kPa 08 i

KO

—4A—  Menin & Taylor
0.7 -
—&©— Taber - Analytical Solution

— o - Taber - Experimental

.0 L
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 08 0.9 1.0
Deslocamento / Raio

0

engastado

Figura 8.70 — Colapso de uma casca esférica de borracha.

Figura 8.71 — Trajetorias de equilibrio para o deslocamento vertical no topo.

A analise foi conduzida até o colapso total da estrutura, caracterizado por deslocamentos
verticais no topo iguais ao raio. Os resultados obtidos estdo em excelente concordancia
com os encontrados por Simo et al. (1990) e com os dados experimentais apresentados por
Taber (1982), conforme pode ser observado pelas trajetorias de equilibrio para o
deslocamento vertical no topo da estrutura, apresentadas na Figura 8.71. Nesta mesma
figura, sdo também mostrados os resultados analiticos apresentados por Taber (1982),
observando-se uma certa discrepancia da solugdo analitica em relacdo aos resultados

numéricos e experimentais.

A seguir, sdo apresentadas na Figura 8.72 algumas configuracdes deformadas da estrutura

ao longo do processo de carregamento, utilizando-se mais uma vez, o pds-processador
“def config.m”.
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Figura 8.72 — Configurag¢des deformadas da estrutura.

Obs: Barra de cores (colormap) definido em fungao dos deslocamentos verticais.
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9 — CONCLUSOES

9.1 - CONCLUSOES FINAIS

Com a crescente utilizagdo de estruturas cada vez mais esbeltas, aumenta a possibilidade
de ocorréncia de fendmenos de instabilidade de equilibrio, tanto na fase pré-critica quanto
na fase posterior a perda de estabilidade (fase pos-critica), estando a perda da capacidade

portante da estrutura relacionada com a natureza da instabilidade de equilibrio.

No presente trabalho, a formulagdo co-rotacional foi utilizada como descri¢do cinematica,
com o objetivo de avaliar o comportamento ndo-linear geométrico de diversas tipologias
estruturais em uma analise estatica, permitindo o estudo da capacidade portante destas

estruturas apos a perda ou bifurcacdo de equilibrio.

Ao longo deste trabalho, procurou-se enfatizar os conceitos basicos da formulacdo co-
rotacional, baseada na decomposi¢ao dos deslocamentos totais em deslocamentos de corpo
rigido e deformacional, visando estudar o comportamento de diversas estruturas planas e

espaciais discretizadas com elementos finitos de trelicas, vigas ou cascas triangulares.

Para o caso de trelicas e poérticos planos, as equacdes de transformagdo que permitem a
separa¢cdo dos movimentos de corpo rigido e deformacional puderam ser obtidas de forma
exata (closed form), considerando apenas argumentos puramente geométricos, sem
necessidade de nenhum tratamento especial para a determinagdo e atualizacao dos graus de

liberdade de rotagao.

Para o caso de porticos espaciais e cascas, os deslocamentos deformacionais das estruturas
foram obtidos utilizando os chamados operadores de projecdo, que podem ser usados como
pré e pos-processadores nas rotinas computacionais, sem a necessidade de mudancas
internas em rotinas lineares de elementos finitos pré-existentes, conferindo assim o grande
poder e a facilidade de implementacdo da formulagcdo. No estudo de porticos espaciais e
de cascas foi utilizada a formulacdo EICR desenvolvida por Nour-Omid & Rankin (1991),
com modificacdes propostas por Menin & Taylor (2005%) e Menin & Taylor (2005b) para o

caso especifico de elementos finitos de cascas.
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Em fun¢ao dos exemplos numéricos analisados, pode-se concluir que a formulacao co-
rotacional e a sua implementagdo computacional nos diversos programas comentados na
Tabela 8.1 apresentaram, de uma forma geral, resultados com grande concordancia em
relacdo aos encontrados na literatura, ocorrendo apenas pequenas discrepancias em regides
proximas de pontos criticos ou de fortes nao-linearidades geométricas, caracterizadas por

instabilidades do tipo: snap-through ou snap-back.

Em relacdo aos exemplos analisados envolvendo estruturas constituidas por elementos de
trelicas, pode-se observar que no caso de deformagdes infinitesimais, as configuragdes
inicial e deformada se confundem e, portanto, se obtém unicidade na resposta estrutural,
independente do tipo de deformagdo utilizado. Entretanto, para o regime de deformacdes
finitas, ao se adotar uma relagdo linear entre o par conjugado de tensdo e deformagdo, nao
se obtém unicidade na resposta, implicando na utilizacdo de materiais diferentes. Para se
obter unicidade na resposta, seria necessario fazer o uso de transformagdes tensoriais que
fazem o mapeamento do tensor constitutivo entre as configuragdes inicial e atual. Pode
também ser observado que no caso de se adotar o0 mesmo tipo de deformagao, as trajetorias

de equilibrio para as formulagdes LT e CR sdo coincidentes.

Em relacdo aos exemplos analisados utilizando elementos finitos de vigas, pode ser
estudada uma grande variedade de tipologias estruturais, tais como: barras, poérticos,
cupulas e arcos. No caso das estruturas planas estudadas no presente trabalho, todas
apresentaram os mesmos resultados quando analisadas com os programas computacionais
Beam_AL2D (Pérticos Planos) e Beam AL3D (Poérticos Espaciais), conforme o esperado.
Por se tratar de solucdes obtidas de forma exata (closed form), a formulacao co-rotacional
para poérticos planos descrita no presente trabalho apresenta, rigorosamente, a mesma
resposta da formulagdo de Felippa (2001), utilizada como ponto de partida. Ao contrario
dos trabalhos de Crisfield (1991) e Felippa (2001), para os quais, as rotagdes totais estavam
limitadas a 27z, no caso do presente trabalho foram apresentadas informagdes adicionais
para a implementac¢do computacional da formulagdo, de modo a permitir rotagdes totais de
qualquer ordem de grandeza, conforme pode ser comprovado pelo estudo da viga em
balango com momento fletor aplicado na extremidade livre. Foi possivel a observacao das
mudancas no comportamento de uma estrutura, provocadas por alteragdes no carregamento
e nas propriedades mecanicas da secdo transversal, conforme apresentado na anélise da

cupula espacial abatida estudada na se¢do 8.2.5.
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No estudo do arco circular, observou-se a mudangca no comportamento estrutural em
funcdo de alteracOes nas condi¢des de contorno da estrutura, bem como a simulagdo de

trajetorias secundarias de equilibrio aplicando-se cargas de perturbacao lateral.

Em relacdo aos exemplos analisados envolvendo estruturas de cascas discretizadas por
elementos finitos planos triangulares, foi estudada uma grande variedade de tipologias
estruturais, tais como: vigas, placas, cilindros e esferas. Os programas pré-processadores
de geragdo automadtica de malha permitiram o estudo do comportamento destas estruturas
para diferentes malhas, desde as mais grosseiras até as mais refinadas. Em relacdo ao
exemplo da viga em balanco com momento fletor na extremidade livre, verificou-se uma
excelente concordancia entre os resultados obtidos com os programas Beam AL2D,
Beam AL3D e Shell AL. Os resultados numéricos também apresentaram uma boa
concordancia em relacdo a alguns resultados experimentais, conforme comprovados para o
caso da placa quadrada submetida a carregamento concentrado e para o colapso da casca
esférica de borracha. De uma maneira geral, o programa Shell AL se mostrou muito
eficiente ao conseguir simular exemplos numéricos com forte comportamento nao-linear

em cascas, caracterizados por instabilidades do tipo: snap-through ou snap-back.

Meétodos indiretos como o parametro de rigidez CST — Current Stiffness Parameter € a
alteracdo do numero de pivds negativos da matriz de rigidez foram capazes de detectar e
classificar, com grande precisdo, a ocorréncia de pontos limites (PL), turning points (TP) e

pontos de bifurcagdo (PB) ao longo das trajetorias de equilibrio.

Na resolugdo do sistema de equagdes nao-lineares e obtencdo das trajetérias de equilibrio
foram implementados o método de comprimento de arco cilindrico, o método de Riks-
Wempner (Normal Plane) ¢ o método de Ramm (Updated Normal Plane), sendo estes
métodos combinados com o método de Newton-Raphson completo. Embora nos exemplos
numéricos, s6 tenham sido mostrados resultados referentes ao método de comprimento de
arco cilindrico, os métodos de Riks-Wempner ¢ Ramm também apresentaram resultados

excelentes e rendimentos idénticos ao método de comprimento de arco cilindrico.
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9.2 - SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Apresentam-se algumas sugestoes para futuras linhas de investigagdo, a fim de abordar

aspectos nao estudados no presente trabalho.

e Efeitos da nao-linearidade fisica do material (plasticidade).

¢ Flambagem e determinacdo de trajetorias secundarias de equilibrio.

o Efeitos de gradientes térmicos.

e Inclusdo de um algoritmo para verificar problemas de contato ou impacto.

e Analise de instabilidade dindmica considerando métodos implicitos ou explicitos.

e Analise com materiais compo6sitos, no caso especifico do estudo de cascas.

e Anadlise ndo-linear geométrica de cascas, substituindo o elemento finito linear do
tipo ANDES por outros elementos encontrados na literatura, como por exemplo, os

trés elementos planos e triangulares utilizados por Pacoste (1998).

Vale a pena ressaltar que um dos objetivos iniciais do presente trabalho seria efetuar uma
analise dindmica de estruturas envolvendo ndo-linearidade geométrica, incluindo uma
formulagdo geral do método de conservagdo da energia, segundo Kuhl & Crisfield (1999),
tendo como base o conhecido método-a generalizado. Nesta linha de pesquisa, o principal
objetivo seria investigar o comportamento de diversos algoritmos implicitos de integragao
no tempo, tais como: o método de Newmark, os métodos-a classicos e os métodos de
conservacdo de energia com ou sem dissipagdo numérica, em relagdo as seguintes
propriedades: estabilidade numérica, conservacdo ou decremento da energia total, minima
dissipacdo numérica de freqiiéncias baixas e maxima dissipa¢do numérica de freqii€ncias
altas. Inicialmente, foi realizada uma analise dinamica de treli¢as utilizando a descri¢ao
lagrangiana total, conforme Taylor (2005) e Menin et al. (2007). Em seguida, procurou-se
estender o raciocinio para o caso de cascas planas e triangulares, utilizando uma descri¢ao
cinematica co-rotacional. Foi elaborado um programa para a anélise dindmica de cascas,
denominado Shell ND, entretanto, ainda existem dividas em como efetuar, de maneira
consistente, a atualizacao das velocidades e aceleragdes associadas aos graus de liberdade

rotacionais, via pré-multiplicacdo da matriz de rotacao.
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APENDICE A - DETERMINACAO DA MATRIZ I

Neste apéndice sera apresentada a determinag¢@o da matriz I”" para o caso de um elemento
finito de casca plano e triangular, lembrando que esta matriz depende da geometria atual e
da orientac¢do dos eixos locais do elemento e que a mesma representa uma das parcelas do

operador de proje¢do P, conforme mostrados nas equagdes a seguir:

P, =wr’ (A.1)

r’= FlT FzT FST]SxIS = aa—Te agTe aa—Te - aa—Te (A2)
od, od, od, od

Inicialmente, a propriedade definida na Equagdo (6.33) ¢ aplicada sobre o sistema de eixos

co-rotacionais do elemento T na configuragdo atual C" ¢ em seguida é efetuada a mudancga

de coordenadas proposta na Equacao (6.8), tal que:
T
Sé.gr = ﬂ .T
T.S5§T.TT =TST"TT"

S_. =TT’ (A.3)

56,

que ao ser expandida fornece no sistema local de coordenadas:

V] (= 1 ola
80, =i, :éif -0 0o 1]&f (A4)
+o, ) .| |+[o 1 o]ai

A seguir serdo determinadas as variagdes &,° e di;° que aparecem na equagdo anterior. A

primeira variacdo pode ser obtida a partir da Equacao (6.7):

1 X
o, =—o&, ——L5L (A.5)
1 L3 21 L32 3
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(1 —id," )5u2, (A.6)

lembrando que o modulo do vetor x,, ¢ igual ao comprimento do lado L;, ou seja,

||x21 || = L,. A equagdo acima pode ser escrita localmente por:

3 3

000
e 1 o € o@T e 1 e
&, =L—(1—z, (i) )5u2, o 1 olau, (A7)
00 1

A variagdo di;° pode, também, ser obtida a partir da Equagéo (6.7), podendo ser expressa

no sistema local de coordenadas da seguinte forma:

e 1 « € 1 « € e « €
i, = .5(11 X X3, ) .5Q‘11 X X3, H)z3 (A.8)
Hile Xx3le ‘ile Xx3le
Definindo-se o vetor x;,° como:
q,
x31e = X31e +”31e =44, (A9)
q;

e lembrando que, segundo a Equacdo (6.7), os vetores i; € x;;, sdo ortogonais entdo:

4:=0 (A.10)
1 q 0

i°xx;°=40px2g,r =40 (A.11)
0 0 q,
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Substituindo-se a Equacgdo (A.11) em (A.8):

1 ) .
a,° :—.(&Ie x x5, +i,° de“e)__&]z i

q, q,
3 :L'(_ x5, %0, +i)f deme)_%-ise (A.12)
q, q,

A variagdo de di;° definida na equagdo acima sera feita em trés etapas, conforme indicado

na equacao a seguir:

1 e e

Pl——.( X5 x&,)
q,

e 1 o € e
8 =Pl+P2+P3 o  P2=— (i, xax, ) (A.13)

q

p3=_Na ;e

q,

A primeira etapa compreende a determinacdo da parcela P/, que considerando as Equagdes

(A.7) e (A.9) pode ser expressa por:

— 4, 0 0 e
Pl:L.( x3le><5ile) :L —q, %[0 0 .§u21 (A.14)
q, q, 0 00 1 L,
| — 4, 0 00 5”21xe 1 1 —4q 0 1
Pl=—/4=q, %[0 1 0|56u, ° r.—|=—{1=¢q, X0y,  r.— (A.15)
0| oo tlanc ™ 2o |anc]™
| g0y, Oty 1
Pl= q— q,0u,,.° T =3 n.du,,." T (A.16)
’ _CI1-§“21ye ’ _77-5“21; !

sendo a constante 17 = g,/ q..
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A parcela Pl pode entdo ser re-escrita da seguinte forma:

ity L P (A.17)

A segunda etapa compreende a determinagdo da parcela P2, que, considerando a Equagao

(A.9), pode ser expressa por:

1 (.. ¢ I (.. e
P2=— (i, x e, )=— i, x oy’ (A.18)
q, q,
1 1 &431)56 1 0
P2=—]{0bx{ iy, || === iy, (A.19)
Q2 0 &13122 q2 &/lnye
oo 0]fanc) o0 0
P2=—10 0 —1[3du, t=—10 0 —1|ou," (A.20)
“00 1 0 llan.| o1 o0

A tltima etapa estd associada a determinagdo da parcela P3, podendo ser expressa através

da seguinte equacgao:

0
&[ v(3
py=_Haje_ P Jol 1) (A21)
q q q .
2 2 1 2 &131}
(oo o]fa, ] o0 0
P3=—J0 0 O0[duy,, t=—1]0 0 0o’ (A.22)
“00 —1 ollan.c] |0 -1 0

169



Finalmente, substituindo-se as Equacdes (A.17), (A.20) e (A.22) em (A.13), pode-se obter:

0 0 -1 00 o0} _ , [0 0 O

=0 0 g% ylo 0 1% y0 o0 oY (a3
L, 9, q9,
0 -5 0 01 0 0 -1 0
0 “1] . [o 0 o )
e 21 5"31
=00 g |TEtlo 0 -1 (A.24)
0 -7 o @ Joo of P

Uma vez conhecidas as variagdes o, e di;° definidas nas Equagdes (A.7) ¢ (A.24), pode-se

calcular as componentes da variacao do sistema de eixos co-rotacionais em (A.4):

i ac =0 0~ g0 o 1o (A.25)
L, q,
iV ac=p o -1} (A.26)
L3
(Y ac=f 1 oy (A27)
L3
que agrupadas fornecem:
00 —p] . Joo 1]
§8.°=10 0 —1[%2 4o o o X (A.28)
L, q,
0 0 00 0
0 0 ] . [0 0 —p] . 00 -l 00 1] .
=10 0 112400 -112 4]0 0 ol +|0o 0 o % (a29)
L, L, q, q,
0 -1 0 01 0 00 0 00 0
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n

Ly

1
L,
0

1
q,
oul +

0 0
0 0
0o L
L L3

o o o
oo§|~

Sy’

(A.30)

A Equagdo (A.30) pode entdo ser re-escrita acrescentando-se a parcela referente aos graus

de liberdade de rotagao:

0

0

0

0

0

-1
3

n

1

S/ 0

Ly

9,

1
Ly
0

0 -n
L3
-1
[03x3]0 0 -
3
0 L 0
_ L L3

0.

10,1}

YT YY

[o%)
o

(A.31)

Observando-se as propriedades geométricas de um elemento finito triangular de area = 4,

conforme apresentado na Figura A.l e escrevendo-se os vetores do sistema local em

relacdo ao sistema co-rotacional podem-se definir as seguintes relagdes:

q, X31x X3
x3le =34, (= x31ye =1V =Xy (A.32)
0 0 0
2.4 c c
g, =hy=— hy =y, =¥y, (A.33)
L,
3 3
X371 y310 yﬂc X32
1 o o .
v L; ¥ %X“C y ’ x3" y

Figura A.1 — Geometria do elemento finito triangular.
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Em funcdo das Equagdes (A.32) e (A.33), os termos que aparecem em (A.31) podem ser

CXPressos por:

c

1 q 1 _‘I1_L3 X3 -L,  xy

Termo [1,3]: /- L - - (A.34)
Ly q, Ly q, q,.L, hy.L 2.4
Termo [1,9]: S/ B | T | W (A.35)
L, ¢.L, L, 24 24

Termo [1,15]: —==—=—== (A.36)

Termo [2,3]: — = (A.37)

h ©
Termo [2.,9]: B S U CYR /F

L, 24 24 24

(A.38)

Finalmente, substituindo-se as Equagdes (A.34) a (A.38) na Equagdo (A.31), pode-se obter

a expressao final da matriz 7™ para um elemento de casca plano e triangular:

| 0 0 x,° 0 0 x5 0 0 x,°
FT:ﬂ 0 0 Vi’ [03):3]0 0wy [03x3 00 0 [03x3] (A.39)
L 3 - - 3 - -
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