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Resumo

Neste trabalho ilustramos a aplicacao do Método de “Shooting”em duas classes to-
talmente distintas de problemas de Equacgoes Diferenciais parciais — ambas com valores
de fronteira nulos e em dominios limitados — , uma envolvendo o operador Laplaciano e

a outra o operador de Monge-Ampere.

Estudamos estes problemas na situagao em que as perturbagoes nao-lineares destes
operadores apresentam algum tipo de singularidade e, combinando argumentos de ponto
fixo e principios de comparacao, entre outros, ao Método de “Shooting”, mostramos exis-

téncia e nao-existéncia de solucoes classicas radialmente simétricas.

Palavras-chaves: Método de “Shooting”, Problemas Singulares, Solucoes Cléssicas e Radialmente

Simétricas, Operadores Laplaciano e Monge-Ampere.
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Abstract

This work illustrates the application of Shooting Methods as a way to solve two
totally different classes of Partial Differential Equations problems. For one class, the
Laplace operator is usual, while Monge-Ampere operator is used to the another. However,

both classes have bounded domains and zero boundary values.

This study is developed in a specific situation: when the nonlinear disturbance of the
operators presents some singularity. The combination of fixed point arguments with com-
parison principles to Shooting Methods shows the existence and nonexistence of radially

symmetric classical solutions.

Key words: Shooting Method, Singular problems, Radially symmetric classical solutions, Laplace

and Monge-Ampere operators.
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Introducao

Entre as varias técnicas disponiveis para solucao de problemas de Equacoes Diferen-
ciais com valores de fronteira (do ponto de vista analitico e também numérico), destaca-se
o Método de “Shooting”.

No Método de “Shooting”, ao problema de valor de fronteira é associada uma
seqiiéncia de problemas de valor inicial, em que condicoes iniciais “experimentais” sao
assumidas. A Equacao Diferencial associada é resolvida, impondo a condicao inicial as-
sumida e objetivando satisfazer a condig¢ao de fronteira especificada. Caso o objetivo seja
atingido, o problema est4 resolvido. Caso contrario, a condigao inicial “experimental” —
parametro de “shooting” — devera ser ajustada. O parametro de “shooting”pode ser a

derivada inicial ou o valor inicial.

De acordo com Roberts e Shipman [35], em 1972, Métodos de “Shooting”sdo to-
talmente gerais e aplicaveis a ampla variedade de Equacoes Diferenciais, nao sendo ne-
cessario, para sua aplicabilidade, que as equagoes sejam de algum tipo especial.

Neste trabalho ilustramos a aplicagao do Método de “Shooting” em problemas es-
pecificos (confira os problemas (CH) e (GS), paginas 3 e 4) que fazem parte de duas classes

de problemas de Equagoes Diferenciais parciais totalmente distintas, a saber:



Introducao

(1) { det(D?u) = ¥(z,u), Bg

UZO, 8BR,

onde f : B x (0,00) — R et : B x (0,00) — [0,+00) sdo fungoes apropriadas,
Br ={z € R" : |z| < R} é a bola de raio R > 0 centrada na origem do RN, N > 1, A
é o operador Laplaciano e det(D?*u) é o operador de Monge-Ampere .

Além disto, estamos interessados em estudar os problemas (L) e (M) na situagao
em que as perturbacoes nao-lineares dos operadores apresentam, por exemplo, o seguinte
comportamento: |f(z,s)|— + oo e ¥(x,s) — +o00, respectivamente, quando s — 07

para cada x € Bp.

De agora em diante, os problemas (L) e (M) cujas perturbagoes nao-lineares apre-
sentarem pelo menos um destes tipos de comportamento serao denominados problemas

singulares.

O Método de “Shooting”aplicado a certos problemas — mais especificamente, as
formas radiais de (L) e (M) — nos fornecerd solugoes radialmente simétricas para estes
problemas, isto é, solugoes da forma u(x) = u(|z|).

A existéncia de solugbes positivas para o problema (L) tem sido extensivamente
estudada quando f é nao-singular. Para detalhes, veja Gidas et al. [14], Smoller e
Wasserman [38], Ni [30] e as referéncias neles contidas. Em particular, Gidas et al. [14]
mostraram que, se u ¢ uma solucdo positiva em C?(Bg) e f(x,s) = f(s) é localmente

lipschitziana, entao u é radialmente simétrica.

Para casos em que a funcao f nao é Lipschitz, ha alguns resultados que ainda garan-
tem radialidade de solugées. Em 1993, Kaper et al. [24] provaram que todas as solugoes
de (L) sao radialmente simétricas para f(z,s) = /s—1ou f(x,s) = —sP+s7, 0 < p < q.

Em 1995, Gui [19] e, em 1996, Cortézar et al. [10] estudaram (L) com fronteira livre
e f(x,s) = s —s% a € (0,1), provando que a fronteira livre deve ser uma esfera e, a

solucao, radialmente simétrica. Resultado similar foi obtido em 1996 por Cortazar et al.
9] para f(z,s) =—s"+s9, 0<p<l<qg<(N+2)/(N-2), N>3.

Entretanto, segundo Herndndez et al. [22], em 2006, o celebrado resultado de Gidas
et al. [14], em 1979, nao foi ainda estendido para o caso de nao-linearidades singulares.

Motivados pelos trabalhos anteriores, focaremos nossa atengao nos problemas (L) e
(M) singulares, estudando-os do ponto de vista radial. Mais especificamente, estaremos
interessados na questao de existéncia e nao-existéncia de solugoes radiais classicas u €
C?*(Bgr) N C(Bg). Neste caso, o valor da derivada inicial serd naturalmente zero, o que
implicara no fato de o parametro de “shooting” ser o valor inicial.



Introducao

Consideremos o problema (L) com

ou seja, estaremos interessados no caso em que

f(x,8) = f(s) = —co quando s — 0*.

Isto é,
-«
Au=u-—" , Br
o
(CH) : u>0, Br
U = 07 aBR

Este problema foi estudado por Chen [5], em 1997, como conseqiiéncia do seu trabalho

de pesquisa com o problema parabdlico nao-linear

= v*(Av + ) (x€eQ, t>0)

(PP) : v(z,t) =0, (x € 09, t >0)
v(z,0) =v(z) >0, (ze€),

que modela uma variedade de situagoes fisicas (veja Chen [4]). Mais exatamente, ele
mostrou que uma funcao da forma v(z,t) = (T —t)~"/*u(x) é uma solucio de (PP), onde

T < oo é o tempo de “blow-up” de v, se u for uma solucdo de (CH).

Além disso, uma motivacao matematica é a técnica utilizada para resolvé-lo, que
combina o Método de “Shooting” com as propriedades da “Aplicacdo Tempo”, designada,
neste trabalho, por T'(p) (veja definigao na pagina 10).

No Capitulo 2, nosso principal objetivo serd demonstrar o seguinte teorema, provado
em 1997, por Chen [5]:

Teorema (CH). Ezistem niumeros reais 0 < Ry < Re, R; = R;(N,«a), i = 1,2, tais que
o problema (CH) tem solu¢io v € C?(Bg) N CY(Bg) se, e somente se, R < R < Rs.
Além disso, se u € uma solugdo de (CH) para R = Ry, entdo u(Ry) = u/(R2) = 0.

Este resultado foi melhorado, em algum sentido, por Hirano e Shioji, em 2001 [23], e
também por Gongalves e Santos, em 2003 [16] (para maiores detalhes veja o Capitulo 2).

Quanto ao problema (M), motivagoes para seu estudo encontram-se principalmente
na Geometria, em que certas métricas podem ser definidas em termos da solugao de uma

equagao de Monge-Ampere.
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Neste sentido, podemos citar, como exemplo, a métrica Kahler-Einstein proposta por
Calabi [3], definida em fungao da solugao da equagao de (M) com ¥ (x,s) = exp s (para

maiores detalhes, veja o Capitulo 3).

Como outra aplica¢ao, Loewner e Nirenberg [29], em dominios convexos limitados,
associaram a métrica Riemanniana ds* = —(u)™! > Uzz,;de,dy;, invariante sob trans-
formacgoes projetivas entre tais dominios, onde u é solugao positiva do problema (M),
com (x,s) = (—1/s)NF2.

Resultados de existéncia e/ou unicidade para o problema (M) tém sido demonstrados.
Em 1977, Cheng e Yau [6] estudaram o caso ¢ (z,s) = (—1/s5)V*2 e, em 1996, Lazer e
McKenna [28] consideraram (z,s) = p(z)(—s)~" em 2, onde 2 é um dominio suave,
limitado e estritamente convexo em RY, p >0, p € C®(Q) e vy > 1.

Estes resultados foram melhorados, em algum sentido, em 2005, por Gongalves e
Santos [17] que, combinando o Método de “Shooting”e argumentos de ponto fixo, conside-

raram o seguinte problema:

det(D*u) = ¢(z,—u), B
(GS) : u <0, B
u =0, 0B,
onde 1 : B x (0,00) — [0,00) ¢é continua e radialmente simétrica na primeira variavel,

B = Bg, R=1e1(0,s) > 0, paratodo s > 0. Em [17], Gongalves e Santos concentraram-
se no caso em que v ¢ singular em u = 0.

Aplicagoes adicionais da equacao de Monge-Ampére também podem ser encontradas
no Calculo de Variacgoes e Otimizacao, devido a sua conexao com problemas de transporte

de massa (veja Gutiérrez [21]).

Além disso, de importancia para o nosso trabalho é a aplicacao do Método de “Shoo-
ting” neste problema, que envolve um operador totalmente nao-linear (para maiores deta-

lhes quanto a nao-linearidade do operador de Monge-Ampere, veja Gilbarg e Trudinger
[15]).

Quanto ao problema (GS), considere as seguintes hipdteses:

(GSY) W(x,-) € localmente Lipschitz em (0, 00),

uniformemente com respeito a x € B,

bz, 5)

sN

¢ nao-crescente em s > 0, para cada x € B,
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(GSs) lim M]\’[S) < 1, uniformemente em x € B,
5§—00 S

(GSy) lil% Q,D(xj\,fs) = oo uniformemente em x € B,
s— S

(©55) JL, P2 el v B, s € (0.00),
B(0,|z

onde s € alguma constante positiva.

O Capitulo 3 deste trabalho tera, como principal objetivo, demonstrar o seguinte

teorema, devido a Gongalves e Santos (2005) [17]:

Teorema (GS). Suponha (GSy) — (GSs). Entao (GS) admite uma solug¢io conveza e
radialmente simétrica

u € C*(B)NC(B).

Além disso, u € unicamente determinada desde que, para algum b > 0,

W@, s)

€ nao-crescente em s > 0.
(s +b)N

O resultado acima se aplica a termos ¢ (z, s) da forma

1
—p 2 Lsin [ — P 4
s e oo ()i oo
onde ¢ : [0,1] — (0,00) é continua, p > —N e 0 < ¢ < N.
Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos algumas definicoes e resultados classicos da Analise
necessarios para o desenvolvimento de nosso trabalho, assim como alguns resultados re-

lacionados as equagoes diferenciais que foram usados durante nossas demonstragoes.

No Capitulo 2 estudamos o problema (CH), tratando a questao de existéncia de
solugoes positivas via Método de “Shooting”, combinado com propriedades da aplicagao
T:D(T) C (0,00) — (0,00), a qual designaremos por “Aplicacao Tempo”.

No Capitulo 3 tratamos do problema (GS), que envolve o operador de Monge-Ampere,
utilizando também o Método de “Shooting”combinado com argumentos de ponto fixo e
principios de comparagao.

Finalizamos o trabalho com os Apéndices 1 e 2, relacionados respectivamente aos
Capitulos 2 e 3, onde demonstramos alguns resultados utilizados durante as demonstracoes

principais.
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