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Resumo

Neste trabalho ilustramos a aplicação do Método de “Shooting”em duas classes to-

talmente distintas de problemas de Equações Diferenciais parciais — ambas com valores

de fronteira nulos e em domı́nios limitados — , uma envolvendo o operador Laplaciano e

a outra o operador de Monge-Ampère.

Estudamos estes problemas na situação em que as perturbações não-lineares destes

operadores apresentam algum tipo de singularidade e, combinando argumentos de ponto

fixo e prinćıpios de comparação, entre outros, ao Método de “Shooting”, mostramos exis-

tência e não-existência de soluções clássicas radialmente simétricas.

Palavras-chaves: Método de “Shooting”, Problemas Singulares, Soluções Clássicas e Radialmente

Simétricas, Operadores Laplaciano e Monge-Ampère.
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Abstract

This work illustrates the application of Shooting Methods as a way to solve two

totally different classes of Partial Differential Equations problems. For one class, the

Laplace operator is usual, while Monge-Ampère operator is used to the another. However,

both classes have bounded domains and zero boundary values.

This study is developed in a specific situation: when the nonlinear disturbance of the

operators presents some singularity. The combination of fixed point arguments with com-

parison principles to Shooting Methods shows the existence and nonexistence of radially

symmetric classical solutions.

Key words: Shooting Method, Singular problems, Radially symmetric classical solutions, Laplace

and Monge-Ampère operators.
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Introdução

Entre as várias técnicas dispońıveis para solução de problemas de Equações Diferen-

ciais com valores de fronteira (do ponto de vista anaĺıtico e também numérico), destaca-se

o Método de “Shooting”.

No Método de “Shooting”, ao problema de valor de fronteira é associada uma

seqüência de problemas de valor inicial, em que condições iniciais “experimentais” são

assumidas. A Equação Diferencial associada é resolvida, impondo a condição inicial as-

sumida e objetivando satisfazer a condição de fronteira especificada. Caso o objetivo seja

atingido, o problema está resolvido. Caso contrário, a condição inicial “experimental” —

parâmetro de “shooting” — deverá ser ajustada. O parâmetro de “shooting”pode ser a

derivada inicial ou o valor inicial.

De acordo com Roberts e Shipman [35], em 1972, Métodos de “Shooting”são to-

talmente gerais e aplicáveis a ampla variedade de Equações Diferenciais, não sendo ne-

cessário, para sua aplicabilidade, que as equações sejam de algum tipo especial.

Neste trabalho ilustramos a aplicação do Método de “Shooting” em problemas es-

pećıficos (confira os problemas (CH) e (GS), páginas 3 e 4) que fazem parte de duas classes

de problemas de Equações Diferenciais parciais totalmente distintas, a saber:

(L) :

{
−∆u = f(x, u), BR

u = 0, ∂BR,

e
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Introdução

(M) :

{
det(D2u) = ψ(x, u), BR

u = 0, ∂BR,

onde f : BR × (0,∞) → R e ψ : BR × (0,∞) → [0, +∞) são funções apropriadas,

BR = {x ∈ RN : |x| < R} é a bola de raio R > 0 centrada na origem do RN , N ≥ 1, ∆

é o operador Laplaciano e det(D2u) é o operador de Monge-Ampère .

Além disto, estamos interessados em estudar os problemas (L) e (M) na situação

em que as perturbações não-lineares dos operadores apresentam, por exemplo, o seguinte

comportamento: |f(x, s)|−→ + ∞ e ψ(x, s) −→ +∞, respectivamente, quando s → 0+

para cada x ∈ BR.

De agora em diante, os problemas (L) e (M) cujas perturbações não-lineares apre-

sentarem pelo menos um destes tipos de comportamento serão denominados problemas

singulares.

O Método de “Shooting”aplicado a certos problemas — mais especificamente, às

formas radiais de (L) e (M) — nos fornecerá soluções radialmente simétricas para estes

problemas, isto é, soluções da forma u(x) = u(|x|).
A existência de soluções positivas para o problema (L) tem sido extensivamente

estudada quando f é não-singular. Para detalhes, veja Gidas et al. [14], Smoller e

Wasserman [38], Ni [30] e as referências neles contidas. Em particular, Gidas et al. [14]

mostraram que, se u é uma solução positiva em C2(BR) e f(x, s) = f(s) é localmente

lipschitziana, então u é radialmente simétrica.

Para casos em que a função f não é Lipschitz, há alguns resultados que ainda garan-

tem radialidade de soluções. Em 1993, Kaper et al. [24] provaram que todas as soluções

de (L) são radialmente simétricas para f(x, s) =
√

s−1 ou f(x, s) = −sp +sq, 0 < p < q.

Em 1995, Gui [19] e, em 1996, Cortázar et al. [10] estudaram (L) com fronteira livre

e f(x, s) = s − sα, α ∈ (0, 1), provando que a fronteira livre deve ser uma esfera e, a

solução, radialmente simétrica. Resultado similar foi obtido em 1996 por Cortázar et al.

[9] para f(x, s) = −sp + sq, 0 < p < 1 < q < (N + 2)/(N − 2), N ≥ 3.

Entretanto, segundo Hernández et al. [22], em 2006, o celebrado resultado de Gidas

et al. [14], em 1979, não foi ainda estendido para o caso de não-linearidades singulares.

Motivados pelos trabalhos anteriores, focaremos nossa atenção nos problemas (L) e

(M) singulares, estudando-os do ponto de vista radial. Mais especificamente, estaremos

interessados na questão de existência e não-existência de soluções radiais clássicas u ∈
C2(BR) ∩ C(BR). Neste caso, o valor da derivada inicial será naturalmente zero, o que

implicará no fato de o parâmetro de “shooting” ser o valor inicial.
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Consideremos o problema (L) com

f(s) = s− s1−α

α
, 1 < α < 2,

ou seja, estaremos interessados no caso em que

f(x, s) = f(s) → −∞ quando s → 0+.

Isto é,

(CH) :





−∆u = u− u1−α

α
, BR

u > 0, BR

u = 0, ∂BR.

Este problema foi estudado por Chen [5], em 1997, como conseqüência do seu trabalho

de pesquisa com o problema parabólico não-linear

(PP ) :





vt = vα(4v + v) (x ∈ Ω, t > 0)

v(x, t) = 0, (x ∈ ∂Ω, t > 0)

v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, (x ∈ Ω),

que modela uma variedade de situações f́ısicas (veja Chen [4]). Mais exatamente, ele

mostrou que uma função da forma v(x, t) = (T − t)−1/αu(x) é uma solução de (PP ), onde

T < ∞ é o tempo de “blow-up” de v, se u for uma solução de (CH).

Além disso, uma motivação matemática é a técnica utilizada para resolvê-lo, que

combina o Método de “Shooting”com as propriedades da “Aplicação Tempo”, designada,

neste trabalho, por T (p) (veja definição na página 10).

No Caṕıtulo 2, nosso principal objetivo será demonstrar o seguinte teorema, provado

em 1997, por Chen [5]:

Teorema (CH). Existem números reais 0 < R1 < R2, Ri = Ri(N,α), i = 1, 2, tais que

o problema (CH) tem solução u ∈ C2(BR) ∩ C1(BR) se, e somente se, R1 < R ≤ R2.

Além disso, se u é uma solução de (CH) para R = R2, então u(R2) = u′(R2) = 0.

Este resultado foi melhorado, em algum sentido, por Hirano e Shioji, em 2001 [23], e

também por Gonçalves e Santos, em 2003 [16] (para maiores detalhes veja o Caṕıtulo 2).

Quanto ao problema (M), motivações para seu estudo encontram-se principalmente

na Geometria, em que certas métricas podem ser definidas em termos da solução de uma

equação de Monge-Ampère.
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Neste sentido, podemos citar, como exemplo, a métrica Kähler-Einstein proposta por

Calabi [3], definida em função da solução da equação de (M) com ψ(x, s) = exp s (para

maiores detalhes, veja o Caṕıtulo 3).

Como outra aplicação, Loewner e Nirenberg [29], em domı́nios convexos limitados,

associaram a métrica Riemanniana ds2 = −(u)−1
∑

uxixj
dxi

dxj
, invariante sob trans-

formações projetivas entre tais domı́nios, onde u é solução positiva do problema (M),

com ψ(x, s) = (−1/s)N+2.

Resultados de existência e/ou unicidade para o problema (M) têm sido demonstrados.

Em 1977, Cheng e Yau [6] estudaram o caso ψ(x, s) = (−1/s)N+2 e, em 1996, Lazer e

McKenna [28] consideraram ψ(x, s) = p(x)(−s)−γ em Ω, onde Ω é um domı́nio suave,

limitado e estritamente convexo em RN , p > 0, p ∈ C∞(Ω) e γ > 1.

Estes resultados foram melhorados, em algum sentido, em 2005, por Gonçalves e

Santos [17] que, combinando o Método de “Shooting”e argumentos de ponto fixo, conside-

raram o seguinte problema:

(GS) :





det(D2u) = ψ(x,−u), B

u < 0, B

u = 0, ∂B,

onde ψ : B × (0,∞) → [0,∞) é cont́ınua e radialmente simétrica na primeira variável,

B = BR, R = 1 e ψ(0, s) > 0, para todo s > 0. Em [17], Gonçalves e Santos concentraram-

se no caso em que ψ é singular em u = 0.

Aplicações adicionais da equação de Monge-Ampére também podem ser encontradas

no Cálculo de Variações e Otimização, devido à sua conexão com problemas de transporte

de massa (veja Gutiérrez [21]).

Além disso, de importância para o nosso trabalho é a aplicação do Método de “Shoo-

ting”neste problema, que envolve um operador totalmente não-linear (para maiores deta-

lhes quanto à não-linearidade do operador de Monge-Ampère, veja Gilbarg e Trudinger

[15]).

Quanto ao problema (GS), considere as seguintes hipóteses:

(GS1) ψ(x, ·) é localmente Lipschitz em (0,∞),

uniformemente com respeito a x ∈ B,

(GS2)
ψ(x, s)

sN
é não-crescente em s > 0, para cada x ∈ B,
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(GS3) lim
s→∞

ψ(x, s)

sN
< 1, uniformemente em x ∈ B,

(GS4) lim
s→0

ψ(x, s)

sN
= ∞ uniformemente em x ∈ B,

(GS5)

∫

B(0,|x|)
ψ(y, s)dy ≥ µs|x|N , x ∈ B, s ∈ (0,∞),

onde µs é alguma constante positiva.

O Caṕıtulo 3 deste trabalho terá, como principal objetivo, demonstrar o seguinte

teorema, devido a Gonçalves e Santos (2005) [17]:

Teorema (GS). Suponha (GS1) − (GS5). Então (GS) admite uma solução convexa e

radialmente simétrica

u ∈ C2(B) ∩ C(B).

Além disso, u é unicamente determinada desde que, para algum b > 0,

ψ(x, s)

(s + b)N
é não-crescente em s > 0.

O resultado acima se aplica a termos ψ(x, s) da forma

ζ(|x|)s−p e

[
2 + sin

(
1

1− |x|
)]

(s−p + sq),

onde ζ : [0, 1] → (0,∞) é cont́ınua, p > −N e 0 < q < N .

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 apresentamos algumas definições e resultados clássicos da Análise

necessários para o desenvolvimento de nosso trabalho, assim como alguns resultados re-

lacionados às equações diferenciais que foram usados durante nossas demonstrações.

No Caṕıtulo 2 estudamos o problema (CH), tratando a questão de existência de

soluções positivas via Método de “Shooting”, combinado com propriedades da aplicação

T : D(T ) ⊂ (0,∞) → (0,∞), a qual designaremos por “Aplicação Tempo”.

No Caṕıtulo 3 tratamos do problema (GS), que envolve o operador de Monge-Ampère,

utilizando também o Método de “Shooting”combinado com argumentos de ponto fixo e

prinćıpios de comparação.

Finalizamos o trabalho com os Apêndices 1 e 2, relacionados respectivamente aos

Caṕıtulos 2 e 3, onde demonstramos alguns resultados utilizados durante as demonstrações

principais.
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