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RESUMO

) ) .. ) 1
Caracterizamos, em termos de equacdes diferenciais, as métricas g = — g, con-
2

formes a métrica pseudo-Euclidiana g, que s@o quasi-Einstein. Para um campo de vetores
V' € x(R™) (ndo-Killing) especial, o sistema de equagdes reduz-se a uma equagdo diferen-
cial ordindria, cujas solugdes fornecem métricas que sao quasi-Einstein. Fornecemos uma
solugdo explicita desta equacdo para o espaco de dimensdo n = 5 pseudo-Euclidiano. Pro-
blemas andlogos também sdo estudados para o espaco hiperbdlico e a esfera com as métricas

candnicas.
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ABSTRACT

.. ) ) ) ) 1
We characterize, in terms of differential equations, the metrics g = — g, con-
2

formal to the pseudo-Euclidean metric g, that are quasi-Einstein. For a special vector field
V € x(R™) (non-Killing), the system of equations system reduces to an ordinary differential
equation. We provide an explicit solution of this equation in the 5-dimensional pseudo-
Euclidean space. Analogous problems are studied for the hyperbolic space and the sphere

with the canonical metrics.
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INTRODUCAO

No nosso trabalho, vamos estudar certos tipos de métricas, variacoes das métricas
de Einstein, chamadas métricas quasi-Einstein. Uma métrica é dita quasi-Einstein se satis-
fizer a seguinte defini¢ao:

Definiciio: Seja (1, g) uma variedade Riemanniana, V a conexdo de Levi-Civita e Ric, o
tensor de Ricci da métrica Riemanniana g. Dizemos que (M, g) é quasi-Einstein, ou que, g

€ uma métrica quasi-Einstein, se
Ric,(X,Y) =X g(X,)Y) +g(VxV)Y) +g(VyV, X), XeR,

para algum campo de vetor (ndo-Killing) V' € y (M) e para todos X, Y € x(M).

Quando o campo V' ¢ Killing, entdo a métrica g satisfaz Ric,(X,Y) = A\g(X,Y)

e portanto € uma métrica de Einstein.

O primeiro pesquisador a verificar a importancia de uma métrica quasi-Einstein
foi D. H. Friedan, em sua tese para obteng¢ao do titulo de Ph.D., submetida ao Departamento
de Fisica da Universidade da Califérnia em Berkeley(Agosto/1980). A referida tese tornou

um artigo, com o titulo: Nonlinear models in 2 + € dimensions [15].

As métricas quasi-Einstein sdo utilizadas tanto na Matematica (Geometria) quanto
na Fisica (Teoria da Relatividade). A importancia de tais métricas na Fisica pode ser encon-

trada em varios trabalhos, dentre eles, o de Friedan [15].



O trabalho pioneiro de Friedan [15], conduziu vérios pesquisadores a trabalha-
rem com tais métricas. Entre eles, podemos destacar, Chave e Valent [10] construiram uma
familia de métricas quasi-Einstein Kahleriana com um grupo de isometria U (n) agindo lin-
earmente sobre as coordenadas holomorficas. Pedersen, Tonnnesen-Friedman e Valent [29]
construiram, uma espécie de “algoritmo” para obter métricas Kéhler quasi-Einstein e con-

struiram novos exemplos completos.

Derdzinski e Mascher [13] realizaram uma exposic¢ao de resultados sobre soli-
tons de Ricci compactos (ou, variedades quasi-Einstein compactas). Nesse mesmo preprint,

encontramos uma boa e vasta bibliografia sobre métricas quasi-Einstein.
Motivados pelo estudo, realizado por Pina e Tenenblat [27], [28] sobre métricas

de Einstein conformes as formas espaciais, consideramos o seguinte problema:

“Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Existe uma métrica g conforme a g tal que

(M, g) é quasi-Einstein?”
Estudamos o problema acima no espaco pseudo-Euclidiano, no espago hiper-
bélico e na esfera.

No Capitulo 1, apresentamos um resumo dos resultados que serdo uteis nos

capitulos subseqiientes.

No Capitulo 2, trabalhamos com o espaco pseudo-Euclidiano (R", g), n > 3.
Considerando coordenadas (z1, ..., x,) em R" tal que gij = 0ij€;, onde €; = %1, veremos

que a métrica g = — ¢ € quasi-Einstein se, e s6 se, satisfaz o seguinte sistema
¥
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Do sistema anterior, obtivemos o seguinte teorema para o espaco pseudo-Euclidiano.



Teorema: Seja (R™, g), n > 3, o espaco pseudo-Euclidiano com sistema de coordenadas

tal que g;; = 0;5¢;, €; = £1. Entdo, existe métrica g = E g quasi-Einstein para um campo

0
ndo-Killing V' = ka— se, e SO se, p e [ satisfazem
alL‘k
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Escolhendo o campo da forma V' = (ay,..., f(x)),...,a,), a; € R, obtive-
mos uma classe de métricas quasi-Einstein ao espaco Pseudo-Euclidiano, dada pela seguinte

proposic¢ao.

Proposicao: Seja (R", g), n > 3, um espaco pseudo-Euclidiano com coordenadas (x4, . . ., x,)
e métrica g, tal que g;; = 05, €; = £1. Entdo, fixado l, para toda solugdo ndo-constante

W (x;) da equagdo diferencial ordindria

vl
temos que (U, mg), é quasi-Einstein para o campo V. = kzﬂakaixk + f(xl)a—l
a; € R, onde

",/,2
flay =22 peln =)y, ad'y

2w T 2 2
e U C R"™ é um aberto onde 1), ' e [ ndo se anulam.
Neste capitulo, apresentamos um exemplo explicito de solucao da equacdo (4), no caso A = 0

en =>a.

No Capitulo 3, provamos o seguinte teorema para o espaco hiperbdlico.



Teorema: Seja (R}, g), n > 3, o semi-spago superior com a métrica em sistema de

: o1 e
coordenadas (x1, . .., ,) dada por g;; = — 0ij. Existe métrica g = — g quasi-Einstein em
Ty ¥

0
RY} para um campo nao-Killing V' = ka— se, e 5O se, p = i fr e Y satisfazem as
- oy, T

equacoes (1), (2) e (3) come; = 1.

Também provamos uma proposicdo andloga ao caso pseudo-Euclidiano e obtemos um
exemplo explicito quando n = 5. Provamos ainda, que para x; = x5, com escolha conve-
niente de alguns coeficientes, a métrica esté definida para todo R?_, entretanto o semi-espago

com tal métrica nao € completo.

No Capitulo 4, estudamos o problema para a esfera. Obtivemos um teorema, uma
proposicdo e um exemplo andlogos ao caso pseudo-Euclidiano. Observamos que a solugdo

para A = 0 e n = 5 ndo estd definida em toda a esfera.
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