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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema da probabilidade de ruina para o modelo de
risco de Sparre Andersen (ou modelo de renovacdo). Primeiramente, apresentamos dois
limitantes superiores para a probabilidade de ruina, usando técnicas recursivas e de mar-
tingales. Depois, consideramos o modelo de Sparre Andersen modificado pela incluséo de
juro composto continuamente sob uma taxa fixa $> 0. Usando as mesmas técnicas do
modelo original, apresentamos dois limitantes superiores exponenciais para a probabili-

dade de ruina no modelo com juros, os quais foram obtidos por Cai e Dickson(2003).

Palavras-chave: processos de risco, processo de renovacdo, desigualdade de Lundberg,
coeficiente de ajuste, taxa de juro, modelo de Sparre Andersen, equagao integral recursiva,

martingale.



Abstract

In this work, we study the ruin probability problem in the Sparre Andersen risk model
(or renewal model). Firstly, two exponential type upper bounds for the ruin probability
are presented by using martingale and recursive techniques. After, we consider the Sparre
Andersen model modified by the inclusion of interest on the surplus, proposed by Cai
and Dickson(2004). By using the same techniques as the original model we present two
exponential upper bounds for the ruin probability in the model with interest, which were

obtained by Cai and Dickson(2003).

Key words: risk processes, renewal process, Lundberg’s inequality, adjustment coef-

ficient, force of interest, Sparre Andersen model, recursive integral equation, martingale.
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Introducao

Filip Lundberg foi o pioneiro no desenvolvimento da Teoria Classica de Risco Coletivo.
Em 1903, na sua tese de doutorado, ele introduziu um conceito completamente novo em
teoria de risco. No modelo apresentado por Lundberg, os contratos de seguro sdo agrupa-
dos em classes e 0 superavit da seguradora consiste do capital inicial, do recebimento de
prémios e das perdas devido ao pagamento de indenizagdes. O primeiro tratamento subs-
tancial do modelo foi apresentado por Lundberg (1926). No entanto, a base matematica

rigorosa da teoria foi fundamentada por Cramer (1930,1955).

No modelo proposto por Lundberg, conhecido como modelo classico de risco, assume-
se que o processo de chegadas dos pedidos de indenizagdes € um processo de Poisson
homogéneo, as quantias de indenizagdes sdo variaveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d.), independentes dos tempos de ocorréncias das indenizagdes, e

a entrada dos prémios é linear no tempo.

Sob estas hipoteses, Lundberg apresentou uma desigualdade, que ficou conhecida como
desigualdade de Lundberg, a qual fornece um limitante superior para a probabilidade de
ruina, assumindo-se a existéncia de um certo coeficiente de ajuste. O termo ruina é
oriundo do problema da ruina do jogador na teoria de probabilidade. No contexto da teoria
de risco, diz-se que ocorre a ruina quando a reserva de capital (superavit) atinge um valor
negativo em algum tempo finito. Somente em alguns casos especiais, como por exemplo,
no caso das quantias de indenizagdes serem exponencialmente distribuidas, é possivel obter

uma expressao exata para a probabilidade de ruina. Assim, um dos problemas principais



da teoria de risco é a obtencdo de estimativas precisas para a probabilidade de ruina.

Uma extensdo natural do modelo classico € considerar o processo de chegadas dos
pedidos de indenizagdes como um processo de renovacgao, ou seja, um processo de contagem
onde os tempos entre as chegadas das indenizagdes séo i.i.d. com distribuicdo arbitraria.
No caso particular do processo de Poisson esta distribuigdo é a exponencial. O primeiro a
apresentar o modelo de risco usando o processo de renovacao foi Sparre Andersen (1957),
por isto, este modelo tem sido chamado de modelo de Sparre Andersen. Uma equagéao
integral para a probabilidade de ruina e a extensédo da desigualdade de Lundberg para o
modelo de renovacéo foram obtidas por Sparre Andersen. Desde entdo varios autores tém
estudado as propriedades deste modelo. Dentre eles, podemos citar Thorin (1970,1971),

Takéacs (1970), von Bahr (1974) e Malinovskii (1998).

No entanto, no modelo de Sparre Andersen, e em particular no modelo classico de
Lundberg, a movimentacdo de capital ndo é muito realista. Nos dias atuais é natural
considerar, por exemplo, a entrada de rendimentos provenientes do investimento do cap-
ital em aplicacbes financeiras. Desta forma, varia¢cbes do modelo original que melhor se
ajustem as necessidades praticas tém sido objeto de estudo dos pesquisadores da area de

risco.

Neste trabalho, nos concentramos no problema da ruina para o modelo de Sparre
Andersen modificado pela inclusdo de juro composto continuamemnte, baseados em Cai

e Dickson(2003).

Assim, no Capitulo 1 estudamos o modelo original de Sparre Andersen, que pode ser

descrito como

N(t)

(D
fcl

onde (7(0) = « é o capital inicial, U(t) representa a reserva de capital no instante t, c > 0
é a taxa de entrada de prémios, Yk é o valor da fc-ésima indenizacdo paga e N(t) denota o
numero de indenizagdes ocorridas até o instante t. O processo {N (t),t > 0} é um processo

de renovagdo, {Yn,n > 1} sdo v.a.’s i.i.d. ndo-negativas e independentes do processo de
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chegadas de indenizagbes.

Uma forma de se estudar os modelos de risco a tempo continuo é considerar o valor
do capital da empresa apenas nos tempos de chegadas dos pedidos de indenizacGes, ou

seja, considera-se o processo a tempo discreto, associado ao modelo U(t), definido por

Un = U(Tn)
n
= K+ (2)
fc=i
n
onde Tn= Xk é o tempo de chegada da n-ésima indenizagao e X k representa o tempo

K=
entre a chegada da fc-ésima e a (k —I)-ésima indenizagdes. As variaveis {X k}k>1sao i.i.d.,

ndo-negativas e independentes das quantias de indenizagdes {Yk} k>i.

Todo o desenvolvimento deste trabalho é baseado nesta estratégia de discretizacdo do

processo a tempo continuo.

Com isso, apresentamos (Teorema 1.4) a demonstracdo da desigualdade de Lundberg
para o modelo de Sparre Andersen, utilizando técnicas da teoria de martingales, seguindo
Grandell (1991). Um segundo limitante superior exponencial para a probabilidade de
ruina, mais refinado do que o de Lundberg, é também considerado. A demonstracao
utiliza técnicas recursivas e € uma adaptacdo da prova apresentada em Cai e Dickson
(2003) para o modelo com inclusdo de juro. Ambas as estimativas para a probabilidade
de ruina assumem a existéncia do coeficiente de ajuste de Lundberg e condic¢bes suficientes

para a existéncia e unicidade deste coeficiente sdo também obtidas.

Finalizando o capitulo, apresentamos uma equacéo para a probabilidade de ruina do
modelo de Sparre Andersen, que possibilita o calculo exato da probabilidade de ruina para
alguns casos especiais, como na presenca de quantias de indenizacfes exponencialmente

distribuidas.

A incluséo de juro composto continuamente é tratada no Capitulo 2. Seguindo Cai e
Dickson (2003) apresentamos 0 modelo discreto, associado ao modelo continuo, modificado

pela inclusdo de juro. Neste modelo, assume-se que a seguradora recebe juro sobre sua
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reserva de risco a uma taxa de juro constante 5 > 0 composto continuamente. Assim, o
processo dos valores acumulados da reserva de capital, calculados nos tempos Tn,n > 1,

de pagamentos das indenizacdes, é descrito como

ilIf = US(Tn) =cffvV*" + C(e"/\ ~N -y,
= +~ -d _  y~p{s E x<} (3)
k=1 izk+ 1
b
onde adotamos a convencéao = 0, quando b < a. As variaveis {Xk} e {Yk} sdo como

a
no modelo original de Sparre Andersen.

Associado ao modelo uiP definimos o processo dos valores presentes como sendo:

V& = U”e~Sn
r(l - p-am) JL JL
= U 4 e 1-Y~Y kexp{-5Y,Xi)
k=1 i=1
n
= u+ caln- N2 YkKZ-5Tk, 4)
k=1
1—e"s . . . . .
onde at = ---—----—-— indica o valor presente de uma anuidade pagavel continuamente no
0

tempo, sob uma taxa 8 > 0 de juro composto continuamente.

Com o auxilio do processo {Vn\n > 0} e utilizando técnicas de martingales apresen-
tamos a extensdo da desigualdade de Lundberg, obtida por Cai e Dickson (2003), sob a

I
hipdtese da existéncia de um certo coeficiente de ajuste associado a {Vn }.

Em seguida, considerando o modelo {U”p}, apresentamos um segundo limitante su-
perior exponencial para a probabilidade de ruina no modelo de Sparre Andersen com
juros. Este limitante foi obtido por Cai e Dickson (2003) utilizando técnicas recursivas e
assumindo-se a existéncia de um outro coeficiente de ajuste, associado ao modelo {Un”}.
Além disso, condigdes suficientes para a existéncia e unicidade dos coeficientes de ajuste

associados aos modelos {Un e {Vn3 séo também consideradas.
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Finalmente, encerramos este trabalho apresentando a aplicagdo dos resultados obtidos
ao modelo classico de risco com juros, onde os tempos entre chegadas de indenizagdes sao

exponencialmente distribuidos.

Cabe observar que néo foi obtido nenhum resultado conclusivo a respeito da melhor
precisdo entre as duas estimativas apresentadas. No entanto, uma analise numérica reali-
zada por Cai e Dickson (2003) indica que o limitante superior exponencial obtido usando

técnicas recursivas é mais refinado do que o limitante derivado das técnicas de martingales.



Capitulo 1

Modelo de Sparre Andersen

1.1 Introducéo

Neste capitulo, estudamos o modelo de risco de Sparre Andersen , que foi originalmente
apresentado por Erik Sparre Andersen em 1957 no International Congress of Actuaries

em Nova York.

Este modelo é uma generalizacdo do modelo de risco classico de Lundberg, no qual
0 processo de chegada de indenizacbes € um processo de Poisson composto. Ao invés
de assumir que os tempos entre ocorréncias de indenizag¢des sdo varidveis aleatorias i.i.d.
exponencialmente distribuidas, como no modelo de Lundberg, Sparre Andersen manteve
a hipdtese de independéncia e assumiu que os tempos entre chegadas de indenizagdes tém
uma distribuicdo comum arbitréaria G(x). Ou seja, 0 processo de chegadas de indenizacbes

€ um processo de renovacao.

Assim, na Secao 1.2 apresentamos alguns conceitos e propriedades basicas de processos

de renovacéo.

Uma descric¢do detalhada do modelo de Sparre Andersen é apresentada na Se¢ao 1.3.

Além disso, definimos nesta mesma se¢do 0 modelo de risco a tempo discreto associado
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ao modelo original a tempo continuo, o qual nos auxiliard na andlise da probabilidade de

ruina do modelo a tempo continuo.

O problema principal no estudo de processos de risco € a obtengdo de estimativas
para a probabilidade de ruina. Na Secdo 1.4, apresentamos dois limitantes superiores
para a probabilidade de ruina do modelo de Sparre Andersen. O primeiro deles (Teorema
1.4) é fornecido pela mesma desigualdade de Lundberg do caso classico. A demonstracao
apresentada aqui, diferentemente da prova original de Sparre Andersen (1957), utiliza a
abordagem via martingales. A segunda desigualdade (Teorema 1.5) fornece um limitante
superior exponencial mais refinado do que o fornecido pela desigualdade de Lundberg e
sua demonstracdo utiliza as mesmas técnicas recursivas de Cai e Dickson (2003) para o

modelo com juro, a ser estudado no segundo capitulo.

Para finalizar, apresentamos na Se¢do 1.5 uma equacdo, semelhante a obtida para o
modelo de Lundberg, que possibilita em alguns casos o calculo exato da probabilidade de

ruina para o modelo de Sparre Andersen.

1.2 Processos de Renovacao

Nesta secdo, relembramos a defini¢do e algumas propriedades basicas de processos de

renovacdo, que serdo Uteis para o entendimento do restante do trabalho.

Um estudo mais detalhado sobre processos de renovacdo pode ser encontrado por

exemplo em Ross (1980) ou Grimmett e Stirzaker (2001).

Definicdo 1.1. Um processo de contagem N = {N(t) : t > 0} e chamado um processo

de renovacéo se para cadat > 0

N(t)

max{n : Tn < i},

onde

TO—0, Tn= Xi, paratodon > 1
E1
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e Xm m> 1 sdo v.a.’s ndo-negativas, independentes e identicamente distribuidas.

Podemos interpretar N(t) como o nimero de chegadas de eventos (renovagdes) no
intervalo de tempo [0,i). Desta forma, Tn representa o tempo de chegada do n-ésimo

evento e Xn= Tn—Tn_i o tempo entre a chegada do (n —I)-ésimo e 0 n-ésimo evento.

E possivel verificar que as distribuicdes finitas de um processo de renovacdo {N (t)}

sdo especificadas pela distribuicdo de Xn.

Um exemplo importante é o processo de Poisson com taxa A > 0, para o qual os

tempos entre chegadas {X n} tém distribuicio exponencial de parametro A

No teorema a seguir, reunimos dois dos principais resultados sobre o comportamento
assintético de N(t) e EN(t), quando t — >00. O resultado do item (b) é conhecido como

Teorema Elementar de Renovacéo.

Teorema 1.1. Seja {N (t),t > 0} um processo de renovag&o, com tempos entre chegadas

{Xn,n>1}. Se EXi < +00, entéo

Ea\ i\l st) qc

. .
s Uanbo t — >o00.
exi’

(b) EXi, quando t — >00.

Note que N(t) — »+00, quando t — >+o00.

Agora, considere um processo de renovagdo N (t) com tempos entre-chegadas X uX 2, ...
e suponha que a cada chegada de renovacéo esteja associada uma recompensa. Suponha
gue os sucessivos valores das recompensas sejam variaveis aleatorias i.i.d. denotadas por

Yi, Y2, ..., respectivamente.

Dessa maneira, o valor total de recompensas recebidas até um determinado tempo t é

dado por

N(t)
Sty=£ 0 . (1.1)

k=1
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Note que os custos sdo interpretados como recompensas negativas.

Quando as sequéncias {X n} e {Yn} sdo tais que os vetores aleatorios (Xn,Yn) sdo i.i.d.,
podendo X n depender de Yn, dizemos que o processo S(t) dado por (1.1) é um Processo de
Recompensa por Renovagdo. Um exemplo deste tipo de processo aparece, como veremos

mais adiante, na teoria de processos de risco.

No caso em que as variaveis Xi, X 2,.m possuem distribuicdo comum exponencial, ou
seja, N(t) é um processo de Poisson, 0 processo de recompensa por renovacgao recebe o

nome de Processo de Poisson Composto.

0 teorema a seguir, mostra o comportamento assintdtico de S(t) e de sua média

guando t — >o00.

Teorema 1.2. Considere o processo de recompensa por renovacdo S(t) dado por (1.1).

Se EXi < +00, EYi < +00, entdo

() EYi

. s _

@ Jim, = = a4
E[S()] BKi

{b) = Ex, “<-

0 primeiro resultado é uma consequéncia do Teorema 1.1.(a) e de uma variagdo da
Lei Forte dos Grandes. A prova do item (b) é mais complexa e necessita do conhecimento

de resultados da Teoria Cléassica de Renovagéo.

1.3 Descricao do modelo de Sparre Andersen

Considere a evolucdo do capital de uma empresa de seguros ao longo do tempo.
Suponha que no instante t — 0 o capital inicial da seguradora é u > 0 e que 0 rece-
bimento de prémios seja linear no tempo com taxa ¢ > 0. A chegada dos pedidos de

indenizacOes ocorre de acordo com um processo de renovacdo {N (t),t > 0}.



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Sejam Xi,X 2,... os tempos entre-chegadas de pedidos de indenizagbes e Ti,T2,...
n

os tempos de chegadas das sucessivas indenizagdes. Assim, Tn = "~ Xk é o tempo de

k=1
chegada da n-ésima indenizagdo e o numero de indenizagbes até o tempo t é dado por

N(t) = max{n : Tn < t\. O valor da n-ésima indenizagdo sera denotado por Yn.

Vamos assumir que {Yn,n > 0} sdo v.a.’s ndo-negativas i.i.d. com funcdo de dis-
tribuicdo comum F(x), onde F(0) = 0. As v.a.’s ndo-negativas {Xn,n > 0} sao i.i.d.
com funcgdo de distribuicdo comum G(x), com G(0) = 0 e independentes de {Yn,n > 0}.

Assumiremos que X\ e Y\ tém esperangas finitas.

Desta forma, o modelo de risco conhecido com modelo de Sparre Andersen, ou modelo

de renovacao, é dado por
N(t)

(12)
k=1

ou seja, U(t) representa a reserva de capital da seguradora no instante t > 0 e U(0) = u.

Este modelo foi proposto por Sparre Andersen em 1957, como uma generalizagdo
do modelo de risco classico, introduzido por Lundberg em 1903, no qual a chegada dos

pedidos de indenizacBes ocorre de acordo com um processo de Poisson.

Um dos principais interesses no estudo de processos de risco, consiste na analise da
probabilidade de que a reserva de capital da empresa atinja valores negativos, ou seja, a

probabilidade de que ocorra a ruina da empresa.

O tempo de ruina no processo dado por (1.2) é definido como

« () = inf{i >0-,U (t)< O} (1.3)

Assim, a probabilidade de ruina associada ao modelo (1.2) é definida por

Au) = P({u) < o) = P(MFuy < o) = P(U(tf(t) < ). (14)

t>0
Uma hipétese geralmente assumida é que

cEXx> EYu (1.5)

10
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ou seja, o valor médio dos prémios recebidos entre um pedido de indenizagdo e outro
€ superior ao valor médio das indenizacbes a serem pagas. Esta condicdo garante que

~(n) < 1, conforme mostraremos no teorema abaixo.

Para isto, podemos observar que o0 processo das quantias de indenizacbGes agregadas

dado por

N(t)

(1.6)

é um processo de recompensa por renovagao, conforme definido na se¢do anterior. Assim,

0 teorema a seguir é uma consequéncia do Teorema 1.2.

Teorema 1.3. Considere o processo de risco (1.2). Se cEXi < EY\, entdo a ruina sera
certa, ou seja, “(u) — 1. Se cEXi > EY\, entdo u) < 1 para todo u suficientemente

grande.
Demonstracdo: De (1.2) e (1.6) podemos escrever

U() = u+ct —S(t), t> 0,

entdo, como S(t) € um processo de recompensa por renovacdo, do Teorema 1.2, segue que

U _ _EYi _ cEXi- EYI
., t € EX1 EX1

Assim, como EXi > 0, se cEXi < EYi, entéo IirpOOU(t) = —p0. Portanto, EQJ u() =
o
—00 e ip(u) = P(inft>0U(t) < 0) = 1

Por outro lado, se cEXi > EY%, entdo I,£n>100U(t) = +00 € llpJ U(t) > —o0. Portanto,

para um capital inicial u suficientemente grande teremos ip(u) < 1

Uma abordagem que tem sido utilizada para facilitar o estudo da probabilidade de
ruina em processos de risco a tempo continuo é a discretizacdo do processo. Essa dis-
cretizacdo é feita considerando o valor do capital da empresa apenas nos tempos de

chegada dos pedidos de indenizacGes, ou seja, considera-se apenas U(Ti), U(T2),....

11
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Note que, o capital da empresa sofre perda apenas quando chega um pedido de in-
denizacdo. Logo, a ruina do processo s6 vai ocorrer em um dos tempos de chegada Tn.
Assim, para estudarmos a probabilidade de ruina no modelo dado por (1.2), podemos

usar 0 processo a tempo discreto associado ao processo U(t), que é dado por

Un

U(Tn)

n
u+cTn+ 'y ]1Ye
k=1

u+ ~2(cXk-Y K
k=i

Un-i + cXn- Yn,yn=1,2,.. .7

Assim, podemos reescrever o tempo de ruina como
r(u) = min{n > 1 \un= U(Tn) < 0} (1-8)
e a probabilidade de ruina como

= P(t(u) <00) = P(mmU(Tn) < 0)=PN\JIU(Tn) < 0)). (1.9)

n>1

Observe que utilizando o processo a tempo discreto Un, temos uma prova alternativa
do Teorema 1.3, aplicando diretamente a Lei Forte dos Grandes Numeros. De fato, de

(1.7) temos

Iimy, limu+j:"M -Y t)
n— oo TI n— > Ti

Logo, como {X n} e {Yn} s&o i.i.d. com médias finitas segue que

im — = cEXi —EYi.
n—>0 T

Se cEXi —EYi > 0, entédo Iir*g0 Un = +cx) e mnl1{U(Tn)} > —p0. Portanto, para um
n— n>

capital inicial suficientemente grande teremos i/Xu) < 1

12



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

1.4 Estimativas para probabilidade de ruina no mo-

delo de Sparre Andersen

Naturalmente, o célculo da probabilidade de ruina, yj(ii), depende das distribui¢des de
X\ e Yi. Mesmo conhecendo tais distribui¢des, o calculo exato desta probabilidade pode

ndo ser simples. Uma alternativa para estes casos é a obtenc¢ao de estimativas para ijj(u).

Nesta se¢do apresentamos dois limitantes superiores diferentes para a probabilidade

de ruina do modelo de Sparre Andersen.

Iniciaremos com o resultado obtido originalmente por Sparre Andersen(1957). Ele
provou para o modelo de renovacéo (1.2), a mesma desigualdade de Lundberg do modelo
classico de Poisson. Esta desigualdade apresenta um limitante superior exponencial para

a probabilidade de ruina, sob a hipdtese da existéncia de um coeficiente de ajuste.

A demonstracéo que apresentaremos a seguir utiliza técnicas da teoria de martingales,
seguindo Grandell(1991). A prova apresentada por Sparre Andersen utiliza métodos re-

cursivos completamente diferentes.

Assim, denote por Zk = cXk —Yk. Entdo, {Zk,k > 1} é uma sequéncia de v.a.’'s
i.i.d., para a qual estamos supondo EZ\ > 0. Para a obtencdo dos limitantes superiores

exponenciais para ip(u) vamos assumir que existe uma constante Ro > 0 satisfazendo
Ee~Roizk = 1 (1.10)

Essa constante é chamada coeficiente de ajuste ou coeficiente de Lundberg do processo

de risco U(t) definido em (1.2) ou respectivamente do processo associado Un.

Usando o fato que Zn n&o depende de 7i,..., £/n_i e que On_i é a(Ui, Q2, ==., Un)~

13



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

mensuravel segue

E(e-mﬁfﬁ&ﬂl,...,é’-_ﬁ&’ﬁ'b = te—Ro(Un-i+Zn)\e~RoUI ¢—RoUn-1"'

¢-RoUn-1£}"e~RoZn”e-RoUlI g-RoUn-17j

¢-RoUn-1 E~"Q-R°Zn” — e~RoUn-I

Ou seja, e~R°Lh é uma martingale. A existéncia desse coeficiente de ajuste vai depender de
algumas hipoteses sobre as distribuicdes de X\ e Y\. A seguir, veremos algumas condicdes

para a existéncia e unicidade deste R,

Condicao 1.1. Seja Myx(r) = EerYl a funcdo geradora de momentos da variavel Yi.

Suponha:

(@) MYI(r) éfinita para todo r, com 0 < r < £ (podendo ser £ = +00);

(b) Jim Myj(r) = +oo.

Note que a Condi¢do (b) implica em My”~r) = +o00, para todo r > £, pois E (erYl) >

E(enYl) parar > £

Como a variavel Yi é ndo-negativa (g.c.), entdo EerYl < 1 < oo para todo r < O.
Assim:
My1{r) = Eervl < +o00, para todo r ¢ (—£,£)

Proposicao 1.1. Assuma que a Condicao 1.1 é satisfeita e E(Yi~cXi) <0. Sef < +00,

entdo existe um Unico R® > 0 tal que:

E e-Ro(Y1l-cX1) = L
Sef£ =00 eP(Yi —cXl < O < 1 enido (1-11) é valida.

Demonstracao: Como consequéncia da Condicao 1.1, temos que MM (r) < +00 VO <

r<f£

14



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Agora, seja h(r) a func¢éo geradora de momentos da varidvel Zx = Yi —cXi, ou seja,

h(r) = E(er{Yl-cXl))

Como X\ eYi sdo independentes temos
h(r) = EerYIEe~rcXl = MYI(r)MXI(-cr).
Mas, MXI(—r) < 1 para todo r > 0 (pois por hipétese ¢ > 0) e MYI(r) < oo para

todo 0 < r < £ entéo

h(r) < oo, VO<r<£&£

Ent&o segue que h é uma funcado continua em (0, £),
h"(r) = E[ZferZl] >0, VO <r <(
e a sua derivada a direita no zero é
ti+(0) = EZi = E{YX-c X i) < O.
Assim, h é uma funcgdo continua, estritamente convexa em [0, £) e decrescente em um
intervalo do tipo [0, £%).

Agora, por hipdtese temos Myl1(r) — >00, quando r — >  Consideremos separada-

mente os casos £ < 00 e £ = 00.
Caso 1. £ < oo.
Como h(r) = MYi(r)MXI(—rc) e > 0, entdo segue
rIln MYI(r)MXI(—rc) = MXI(—¢) rIi_m>£MYI(r) = 00.
Assim, das propriedades da funcéo h obtidas acima podemos concluir que existe Ro > 0
tal que h(R0O) = 1. Mais ainda, como observamos anteriormente MYI(r) = +o0 parar > £

e como MXI(—rc) > 0 segue que h(r) = oo parar > £ Portanto o RO mencionado acima

€ 0 Unico namero positivo satisfazendo h(Ro) = 1
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Caso 2. C= 00

Neste caso, devemos usar a hipdtese adicional que P(Yi —cX\ < 0) < 1 Seja
H(z) = P(Yi—cXi < z) a fungdo de distribuicdo da varidvel Y\ —cXx. Como H é

continua pela direita, existe zq > 0 tal que H(z0) < 1. Segue que

+00 r+oo
/ erzdH{z) > / erzdH(z) >

<00 J Zq

r+oo
> erz’dH(z) = erz°(l —H(z0)) — »+00, quando r — >£ = +00
Jzo

Logo h{r) — >o00, quando r — ®" = 00. Portanto, das propriedades de h, segue que

existe um unico Rg> 0 tal que h(R0) = 1

No exemplo a seguir determinamos o coeficiente de ajuste RO no caso particular em
gue tanto os valores das indenizagdes quanto os tempos entre as chegadas dos pedidos de

indenizacéo possuem distribuicdo exponencial.

Exemplo 1.1. Seja Un o processo a tempo discreto associado a U(t). Suponha que Xn
tem distribuicdo exponencial de parametro //, para todo n £ N. Neste caso, U(t) é o modelo

classico de Lundberg. Vamos supor que Yn tem distribuicdo exponencial de parametro X,

onde A> -.
Primeiro, temos que E(Yi —cX\) = A—————f—i< Oeparar < X
X
Em
X—r
Além disso, como Ee~rcXl = ——— segue
H+ cr

lim Eer{Yl~cXl) = lim EerYlIEe~rcXi = lim — -------
r— *A r— *X r— A —rl/i+ Cr
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Assim, ficam verificadas as condicGes para existéncia do coeficiente de ajuste Rqque

vimos na proposicao anterior. Logo, o coeficiente sera unico em (0, +00). Este coeficiente

deve satisfazer EeH:(Y~cXl} = == ——- = 1 ou seja, devemos ter
H(Y ) X - RoU + cRo )
cRI + Rofj, —cRoX = 0 e i?%0 > O. (1-12)
Portanto, RO= —— —¢ a Unica solugéo positiva de (1.12).

No proximo teorema apresentaremos a desigualdade de Lundberg para o modelo de

Sparre Andersen U(t).

Para isso, considere o0 modelo discreto Un, dado por (1.7), associado a U(t) e denote
por ~u”~n) a probabilidade de que, dado o capital inicial u > 0, a ruina ocorra até o

tempo Tn, ou seja,
n
ip(u,n) = P{\J{Un < ON\Uo = u)= P(r(u) < n), (1.13)
e 1
onde « (u) = min{n >1'.U n< 0} é o tempo de ruina do processo Un.

Como os eventos An = (r(w) < n} formam uma sequéncia crescente, segue da con-

tinuidade da probabilidade que

JimiD{u,n) = Au). (1-14)

Teorema 1.4. Supondo a existéncia do coeficiente de ajuste Ro > 0 definido em (1.10),

para o modelo de risco discreto (1.7) associado a U(t), temos:
ip(u) < e~RUVU>0 (1.15)
onde ip(u) é a probabilidade de ruina dada em (1.9).
Demonstracao: Por (1.13) e (1.14), temos que a probabilidade de ruina para o
modelo de Sparre Andersen pode ser calculada por
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

"ipiu) = nin;{DP(r(u) <n)= ngzll(r(u) = k)), (1-16)
onde t(u) é o tempo de ruina definido em (1.8).
Por facilidade de notacdo, omitiremos os condicionamentos a Uo-
Seja {Un} o processo de risco a tempo discreto dado por (1.7). Para cada u > 0, defina
Mu(n) = e~RoUn (1.17)
Como observamos acima, o processo {e~RUn} é uma martingale e o tempo de ruina
t(u) € um tempo de parada para este processo.

SejanO£N fixo. Entdo r(u) An0O= min(r(w), n) € um tempo de parada limitado para
0 processo (M u(n) = e-"07'}, desse modo podemos usar o Teorema da Parada Opcional

para Martingales (vide por exemplo Kannan (1979)) e obter

e-Rou E (Mu{0))

E (M u(t(u) An0))

E (M u(T(u))I(Tiu)<no) + E (M u(n0) 1 {r{u)>na)). (1.18)

Assim,

e- Rn> E(Mu(r(u)) {T(U)<no])
e como UT) < 0, temos Mu(r(u)) > 1. Logo

e-Ron > E(lI(r(u)<no)) = P(t(u) < no)

Portanto,

P(t(u) < no) < e~"u.

Como no G N é arbitrario e o limitante encontrado nao depende de no podemos concluir
que

n) < e~RUY paratodone N

18



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Sendo assim, para cada u > 0,

ip(u) = nﬁngooP(t(u) < n) < e~Ru.

No exemplo 1.1 encontramos o valor do coeficiente de ajuste do processo de risco

guando X\ e Yx sdo exponenciais. Com isso, podemos encontrar um limitante superior

para a probabilidade de ruina.

Exemplo 1.2. Considere as mesmas hipoteses do exemplo 1.1.

Naquele exemplo, encontramos Rqg= A—C—. Portanto, pelo teorema acima, temos

Nesta segunda parte da secdo apresentaremos uma segunda estimativa exponencial
para a probabilidade de ruina, que pode ser mais refinada que a desigualdade de Lundberg.
Sua demonstracao é uma adaptacédo da demonstracgdo apresentada por Cai e Dickson(2003)

para o modelo de Sparre Andersen com juro, que sera apresentada no préximo capitulo.

Preliminarmente, apresentamos uma equacédo integral recursiva para a probabilidade
de ruina até o tempo Tn, ip(u,n). Esta equacdo foi originalmente obtida por Sparre

Andersen em 1957. A prova abaixo segue as idéias de Cai e Dickson(2003).

Lema 1.1. Seja ilj(u,n) a probabilidade de ruina até o tempo Tn, entdo temos

roo r pu+cx

ip(u,n+l)= J’O |_h ip(u+ cx —y, n)dF(y) + F(u + cx):]dG(x), VnGN (1-19)
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Demonstracao: Defina os eventos A" < 0), s < n. Dessa maneira, temos
k=s
roo poo
>n+ 1) =P (4ntl) = E[IAN] = . E [1AINt)\Xi = x,Y Il = y]dF(y)dG (x)
‘o ./Jo
fUCX

E[la(,+1)\Xi =x,Y i= yldF(y) +
Jo

+ 1 E[AW [Xx= x,Y1= y]dF(y) dG(X).

JU+CX

Usando a defini¢do dos eventos Arq() €0 prInCIpIO da substltwgao segue que

3o MR

+f°o < = iGv

+CX

Como 0 evento A”+1”depende apenas de 72, === Un+t, entdo I{(u+cx- y<O)UA(N+L)} ®

independente de X\ e Y\. Logo, podemos obter

e _ pu-kcx
Ipun+ 1) = éo *//0 ~Y {(Ul-cx-y<O)UA5+]}]CI'i?(|'/) +
+ E [1{u+cx- yQUA N }] dF(y) ! dG(ar). (1.20)

Agora, note que dados Y\ = y, X\ = X, sey > u+ cx entdo Ui < 0 e assim

H(ut+cx-y<OQ)UA2+1}

Por outro lado, paray < u+ cx podemos escrever

n+1
Url= (u+ cx-y)~ "~2(Yk- cXK)
k=2
e como as variaveis X\.X2,... eYi, Yz,... sdo identicamente distribuidas entéo

n

UnH = U*~ Y, (Xk ~ cXK) = U*, (1.21)
k=1
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

ou seja, Un+\tem a mesma distribuicdo de U*. Note que U* é como o modelo de Sparre

Andersen dado em (1.7), mas com capital inicial u* = u + cx —y.

Assim, sey < u + cx entdo

E N@itoxy<oquatil  —XN—y — E ]

k=1

= qjjlu+ cx —y,n). (1.22)

Portanto, de (1.20) segue

poo  pu+cx >0
ip(un+1) =/ / ipu+ cx —y,n)dF(y) + / dF(y) dG(x) —
Jo JO Jutcx

= / ipu+ ocx —y,n)dF(y) + F(u + cx) dG(x)
Jo Jo 4

e (1.19) esta provada.

Finalmente, com o auxilio do lema anterior, apresentamos a segunda desigualdade

para a probabilidade de ruina.

Teorema 1.5. Considere o modelo classico de Sparre Andersen, dado por (1.2) e sua
discretizacdo dada por (1.7). Supondo a existéncia do coeficiente de ajuste Ro > 0O satis-

fazendo (1.10), temos:

fp{u) < pe-"u, (1.23)
onde,
B-1 = Ipf &8I F* > 1 (1.24)
i>0 eRotF(t)
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Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar por inducédo sobre n que

ip(u,n) < /3R°u, Vn > 1 (1.25)

Para isto, note que da defini¢do de /3, segue

p-T < jt___g_l_?Ode(y) vit>D0.

Dessa forma

[e]e]

/" eRoydF(y)

< /3F&RtEeRVIVt> 0. (1.26)
Agora, para n = 1, temos por (1.26)
roo
1) =P(Yi >u+cXi) = [ F(u+ cx)dG(x)
Jo
< pEelhYIE(exp{-Ro(u + cX1})
= Pe~RlEe~-R(cXI~Y)
. . . assim
Como Rqgé o coeficiente de ajuste, dado por (1.10) temos Ee~R(cXx~YI>= 1le
1) < pe~RU
Suponha que para algum neff, temos
(1.27)

n) < Pe~RUV U >0
e verifiguemos (1.25) paran + 1
Do lema anterior podemos obter
_ru+cx

ip(un+ 1) = j(r)oo I'IO AMu + ex —y,n)dF(y) + F(u + CX):]dG(X)-
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Da desigualdade para F(t) encontrada em (1.26) e da hipdtese de inducdo (1.27), segue

que

(=U+CX
xp(u+ cx —y, n)dF(y) + F(u + cx) dG(x) <
Jo

< " Re- Rofutoy)dE(Y) + se-roprex) | eloydF(y) dG(x)
LJO Ju+cx

*00 F r ru+cx roc -
Re-ROutx) /  eRydF(y)+ /  eRoydF(y) dG(x)
Jo

JU+CX

Be~R(utcx) EeRIdG(x)
— R e-RouB eRo(Y1l-cX1) (1.28)

Da definicdo do coeficiente de ajuste, temos EeRaM cXI™= 1. Assim, obtemos

ip(u,n+ 1) < Re R

Logo,
ip{lun) < Re AVne N
Agora, por (1.14) temos nI_|n>100 ijj(u,n) = ip(u). Portanto, podemos concluir que

4>(u) = nEm"(u, n) < j3e~Ru.

Para finalizar, note que paratodot > 0

roo

I e" TF(V) >e-d - F(1) =1
eROtF (t) - eRMF{t)

LogoR 1> 1
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Note que, por (1.24) temos j3 < 1. Assim, a desigualdade (1.23) melhora a desigual-
dade de Lundberg obtida no Teorema 1.4. No exemplo a seguir, verificamos que para o
modelo de risco classico de Lundberg com os valores das indenizagdes exponencialmente
distribuidos, o limite superior obtido usando (1.23) é estritamente menor que o limitante

derivado da desigualdade classica de Lundberg, ou seja usando (1.15).

Exemplo 1.3. Considere o modelo de Sparre Andersen e assuma que os valores das

indenizacgdes, {Yn}n>i, tém distribuicdo F exponencial de parametro A > 0.

Neste caso, obtemos

ft° eRoydF(y) Xfte e~y A-Rdy
eRotF (t) _ eRxe-xt ~

,paratodot> 0e AN RO
X—Rq

Logo,

Assim, se os tempos entre chegadas {X n} sdo tais que cEXi > e RR™ A entdo
A
a condicdo cEXi > EYt é satisfeita. A Condicdo 1.1 é facilmente verificada para a

distribuicdo exponencial, logo pelo Teorema 1.5 segue

Ro

i>{n) < (1 - T
ou seja, o limitante obtido é estritamente mais preciso do que o da desigualdade de
Lundberg. Em particular, se {X n} sdo exponencialmente distribuidas com parametro

/i > 0, como no Exemplo 1.1, entdo se ji < cX segue Ro = X—C—< X e assim

u -(a- —)u

cX

Este limitante superior é estritamente menor do que o obtido no Exemplo 1.2.
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1.5 Uma equacao para probabilidade de ruina no mo-

delo de Sparre Andersen

Como foi mencionado anteriormente, o calculo da probabilidade de ruina pode néo ser
simples. Nesta se¢do, apresentamos uma equacado, que permite em alguns casos o calculo
exato desta probabilidade. As técnicas da demonstracdo sdo as mesmas utilizadas na

prova do Teorema 1.4 usando a abordagem de martingales.

Teorema 1.6. Considere o processo de risco a tempo discreto Un dado por (1.7) associado
ao processo a tempo continuo U(t) definido em (1-2). Suponha que a Condicdo 1.1 seja

valida e E(Y\ —cXi) < 0. Entdo, temos a seguinte equacdo para a probabilidade de ruina
¢—Rau
N = E[e-Au”\T(u) <oo] NI20N

onde t(u) é o tempo de ruina e RO é o coeficiente de ajuste do processo
Demonstracao: Seguindo o mesmo raciocinio da prova do Teorema 1.4, podemos
obter a relacdo (1.18), ou seja, para no > 1 arbitrariamente fixado
e~Rou = E[Mu(T(u)I(Tu<no)] + E[M u(n0) I{T{u)>no)], (1.30)
onde por (1.17) Mu(n) = e~RUn

Agora, por um lado, como por hipotese cEX\ —EYi > 0, entdo pelas observacoes

feitas no final da Secdo 1.3, da Lei Forte dos Grandes Numeros segue que
lim U —oo0, g.c.
Nno— >00
e ITg_r]kDMu(no)l|’T<u)>rt)) = Qc- Logo, como Mu(nQ) 1™ u)>no) < 1, qualguer gque seja

no ¢ N, pelo Teorema da Convergéncia Dominada obtemos

_lim _E[Mu(no)/(Tito>no)] = a-31)

Por outro lado, temos
0 < Mu(T(W)KRWSV t Mu(t(w))/(r(u)<oo), quando N0 — kooO.
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Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona, segue

lim E[Mu(Tu)I(TW<no\ = E[M u(t(u))1(t U)<00)]. (1.32)

Logo, substituindo (1.31) e (1.32) em (1.30), obtemos
e-Ru _ E[e~RUWKN(Tu)<oo)} = E[e~RUMU)\T(U) < 00]P (t (u) < 00).
Como UTu) < 0 entdo E[e~RUNINT)<<)] > 1
Portanto, segue que
¢-RdJ

é(u) = P(t(u) <00) = —% r-.
ENe~RUt> (u) < oo™

Exemplo 1.4. Célculo da probabilidade de ruina no caso em que Yi tem distribuicéo

exponencial de parametro X > 0.

E possivel mostrar, usando técnicas de martingales a tempo continuo, através do
condicionamento a cr-algebra estritamente a priori Tt-(u) = cr(X(u) : u<t, t> 0) (vide
Grandell(1991) e Asmussen(2000)) que a distribuicdo de —UT(U, condicionada ao evento

(t(u) < 00) é também exponencial de parametro fi.
Assim,

E\e~RuTr>\ (u) < 00] = eRoyjie Bydy =

li- Ro'
Dessa forma, pelo teorema acima, temos:

e~Rou X—Rd _n

0 (1.33)
N N E X (u) < 00] A
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Em particular no caso em que Xi também tem distribuicdo exponencial, mas com
parametro A vimos no Exemplo 1.1 que Rg= n -

Logo, de (1.33) segue

Afur= — e o>,

Assim, vemos que o limite para ip(u) encontrado no Exemplo 1.3 é a propria probabilidade

de ruina.
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Capitulo 2

Estimativas para probabilidade de

ruina no modelo com juro

2.1 Introducéao

No modelo original de Sparre Andersen a movimentacéo de capital ndo é muito realista.
A empresa possui um capital inicial ndo negativo e conta com a entrada continua de
dinheiro. No mundo de hoje é normal que até mesmo uma pessoa fisica invista seu capital
em algo como poupanca e assim sobre este capital principal sejam calculados juros. O
mesmo acontece com dividas, sobre as quais também sao calculados juros. Isso também

deve acontecer com uma empresa de seguros.

Neste segundo capitulo, estudamos o modelo de Sparre Andersen modificado pela
inclusdo de juro composto continuamente. Este modelo foi proposto por Cai e Dickson

(2003).

Para estimar a probabilidade de ruina neste caso, usamos dois processos, um a valor
presente e outro a valor acumulado, os quais séo descritos na Secdo 2.2, que trata da

inclusdo de juro no modelo original. Para esses processos foram obtidos, por Cai e Dick-
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son (2003), limitantes para a probabilidade de ruina no modelo com juro, os quais s&o
apresentados nas Seg¢bes 2.3 e 2.4. O primeiro limitante é obtido usando a teoria de mar-
tingales e 0 segundo usando técnicas recursivas. Para a demonstracdo desses limitantes
sao assumidas a existéncia de dois coeficientes de ajuste (um para o processo a valor pre-
sente e outro para o processo a valor acumulado). Na Secdo 2.5 apresentamos condigdes

suficientes para existéncia e unicidade destes coeficientes de ajuste.

Finalmente, na Secdo 2.6 os resultados obtidos nas se¢es anteriores sdo aplicados ao

modelo de Lundberg modificado pela inclusdo de juro composto continuamente.

2.2 Incluséo do juro

Para descrevermos o0 modelo de Sparre Andersen modificado pela incluséo de juro,
vamos inicialmente fazer algumas consideragdes sobre o calculo de juro composto conti-

nuamente.

Como motivagéo, iniciamos com o caso de juro simples. Suponha que investimos um
certo capital u > 0, chamado principal, durante um periodo de tempo a uma taxa de juro
simples $> 0 pelo periodo considerado. Ent&o, o valor a ser resgatado no final do periodo
sera ti + 5U = it(I-]-<5), que é chamado valor acumulado. Por outro lado, chamamos de
valor presente do pagamento de uma quantia v no final de um periodo de tempo como
sendo o valor do capital principal no inicio do periodo para que, com o calculo do juro,
tenhamos a quantia v no final do periodo. Dessa forma, se a taxa de juro € 6 > 0 pelo

periodo considerado, entdo o valor presente de v sera v (1 + <§ 1.

No caso de juro composto, suponha que o principal u é investido a uma taxa de juro
0 > 0 por um certo periodo de tempo (por exemplo, um ano) e que o juro é composto n
vezes durante o periodo, ao final de cada subintervalo de tempo de mesmo comprimento
(por exemplo, a cada més). Assim, assumindo a proporcionalidade para a taxa de juro, o0

valor acumulado no final do periodo considerado sera w(l + 5)n.
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Agora, considere a situacdo em que o juro é composto continuamente (J.C.C.). Neste
caso, se um capital u é investido a uma taxa ¢ > 0 de juro composto continuamente por
um periodo de tempo de comprimento t, a idéia é calcular o juro ao final de intervalos de
comprimentos cada vez menores, ou seja, calculamos o juro em n intervalos de tamanho
igual a t/n e fazemos o limite quando os tamanhos destes intervalos vao a zero. Assim o

valor acumulado para o principal u > 0 com J.C.C., é definido como

lim u(l + 5t/n)n = ueX
N—x0

Da mesma forma, o valor presente do pagamento de um capital v no final de um

periodo t sob J.C.C., com uma taxa de juro nominal S> 0 é ve~5t.

Por outro lado, suponha que o capital é investido continuamente no tempo, como é o
caso do modelo de Sparre Andersen, a uma taxa de entrada ¢ > 0. Para calcular J.C.C.
neste caso suponha primeiramente a seguinte situa¢do: em um determinado periodo de
tempo de comprimento t recebe-se um capital fixo ct/n no final de cada subintervalo de
tamanho t/n. Dessa maneira, o capital no tempo t/n é ct/n. Sobre este capital vamos
calcular J.C.C. com taxa fixa 8 > 0 até o tempo 2t/n. Assim, no tempo 2t/n o capital
sera

-est/h+ ct/n=c-(est/n+ 1)
n n

Do mesmo modo, ao final do /c-ésimo subintervalo de tempo k (1 < k < n) o capital

acumulado sera
—@ + edtM... + ek )M\
n

e o capital no tempo nt/n = t, ou seja, no final do periodo t, que denotaremos por M,

sera N1
M = ct/n J 2 ekSt/n-
k=0
Note que M é a soma inferior s(f, P) da funcéo f(x) = ce5relativa a parti¢do{0, t/n, 2t/n,..., i}
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do intervalo [0, t]. Dessa maneira, o valor acumulado no final do periodo t ser&:

5t — 1

R c(p—o— ). 2.1)

Para simplificar a notagdo, denote

e —1
cst=c(—-— ) e at= ste~bt (2.2)

Neste caso, o valor presente de uma guantia pagavel continuamente no tempo a uma

taxa ¢ > 0 é dado por

cat = o(22 (2.3)

Voltando ao modelo de Sparre Andersen. Considere as mesmas hipéteses iniciais do
modelo original. Ou seja, X+, X2,... denotam os tempos entre chegadas de indenizacdes,
n

Tn = Xk denota os tempos de chegada da n-ésima indenizagdo, com TO = 0 e Yn

K=
representa o valor da n-ésima indenizagao paga. Assumimos que {Xn,n > 1} e{Yn,n > 1}

séo sequéncias independentes de v.a.'s ndo-negativas e i.i.d.. A distribuicdo comum de
{Xn} é G(x) = P{Xi < x), com G(0) = 0 e {Yn} tem distribuicdo comum F{x) com
F(0) = 0. Os prémios sdo recebidos continuamente no tempo a uma taxa de entrada

c > 0 e o capital inicial da seguradora é «>0.

Agora, assuma também que a seguradora recebe juro sobre sua reserva de risco a uma

taxa constante 6 > 0 composta continuamente.

Como a ruina ocorre somente nos tempos das indenizagdes, para a analise da proba-
bilidade da ruina, vamos considerar a inclusdo de juro no proceso a tempo discreto imerso
no modelo continuo. Denote por UrP = Us(Tn) a reserva de capital da seguradora no

tempo Tn do pagamento da n-ésima indenizacao.

31



Capitulo 2. Estimativas para probabilidade de ruina no modelo com juro

Entédo, como 5 > 0 é constante e Us(0) = Us(TO) = u, de acordo com as observagdes
feitas no inicio da secdo, temos que no tempo do pagamento da primeira indenizacéo a

reserva de capital é
U[s) = UB(Ti) = uebXi + C’\C')tj- - Yv

Agora, durante o periodo X2 = T2—Ti entre o pagamento da primeira e segunda in-
denizagbes, sd@o recebidos prémios continuamente a uma taxa ¢ > 0, sobre os quais é
calculado juro continuamente a uma taxa S, e como a reserva de capital no tempo Vn™ é
novamente investida a uma taxa de juro 5 > 0 composto continuamente, entdo a reserva

de capital da seguradora no tempo do pagamento da segunda indenizacédo sera

U[5)e5x2 + qus@- N - Y2

r(pS(Xi+x2) _ i
N\

NS

= Ue«Xx'+x* + N e O -------- U - Ylesx*-Y 2
T ce5|2—:b .
= uem + ( O - Yied - Y2

E assim, sucessivamente, a reserva de capital da empresa no tempo de pagamento da

n-ésima indenizagao serd dada por

JXn
n n
- SOT A - 1) N ,
= uethr g "Yilepd X} 94)
k=1 i=k+ 1
onde adotamos a convencao = Oquando a> b

Além disso, considere o valor presente no tempo Tn da reseva de capital Un\ que é

dada por
= Uiee~Om
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Assim, por (2.4) e usando a notacdo em (2.2) podemos escrever

k=1 i~1
n
= u+caln- ™ Yke 5Tk (2.5)
{o=1

onde V$(0) = VYTO) = u.

Note que Vn”~< 0 se, e somente se, UrP < 0. Assim, definimos a probabilidade de

ruina para o modelo de Sparre Andersen modificado pela incluséo de juro como sendo

00

Mu) e <0)=p(U <0) =p(U(Km<a)). (26)

n=1 n=1
onde Ts(u) = inf{n : Un~< 0} = inf{n : < 0} indica o tempo de ruina do modelo

com juro.

Mais ainda, assim como fizemos no capitulo anterior, se definirmos a probabilidade de

que a ruina ocorra até o pagamento da n-ésima indenizacgao

Agu,n)=f(U W )<0))=p (U W i)<0)), (2.7)
fc=I k=1

entao

lim i4s(u,n) = ips(u). (2.8)

2.3 Estimativa Obtida Usando Martingales

Nesta secdo, apresentamos um limitante superior para a probabilidade de ruina no
modelo com juro (2.4) usando a teoria de martingales (super-martingales). O resultado é

devido a Cai e Dickson(2003). Para isto, é usado o processo auxiliar Vh 1dado em (2.5).

Para o processo Vn \ também definimos um coeficiente de ajuste, como sendo 0 nimero

real positivo R\ que satisfaz:

E 7eRI(Yleri—caXi* = L
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Diferentemente do que tinhamos para o modelo original, este coeficiente Ri transforma
0 processo e~RIV’ ( em uma super-martingale, como veremos mais adiante. Na Secéo 2.4
apresentaremos condigdes suficientes para a existéncia e unicidade de Ri. Por enquanto,

assumimos a existéncia e unicidade deste coeficiente de ajuste.

Assim, no proximo teorema, usando argumentos semelhantes aos usados na prova da
desigualdade de Lundberg para o modelo sem juro (Teorema 1.4), adaptados a super-

martingales, obtemos um limitante superior exponencial para a probabilidade de ruina

Hu)

Teorema 2.1. Considere o processo Vn ~dado em (2.5). Suponha a existéncia do coefi-

ciente de ajuste Ri > 0 satisfazendo (2.9). Enté&o:

~diu) < e~RU Vim > 0.

Demonstracao: Primeiramente, por (2.5) e pela definicdo (2.3) temos

T+ |

Vn% = « - E r' e_I'T‘ + m 3-»«
k=1
O0Tn+1
= 5k + ¢ (-—- N
k=1
= u- Yke~6lk + N (I - e <BInN) + N(e~SIh- e~SIntl) - Yn+le~6Tn+l
fc=i

= vii) + £(e-iTn _ e-«U i) _ Yn+tle~SI™

Como Tn+1 = Tn+ Xn+i, usando (2.3) temos

Kii=V™+e-a"(@*+- W «-«). (2.10)
Agora, considere a (T-algebra Tn = <t(Ti, T2,..., TnJ. Usando (2.10) vamos mostrar
que n > 0} é uma super-martingale com respeito a
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De fato, por (2.10), como Vn'* é -, -mensuravel segue que

E e RV*TnE (exp”™-Ri(caXntl

0-ST,

Ynoig SX Ml )}) (2.11)

Temos que 0 < e~0h < 1, entdo como {Tn} é independente de {Yn}, usando o Principio
da Substituicdo e a Desigualdade de Jensen (fung¢des cbncavas) para esperanca condicional

obtemos
E r R&\rn < eRV® E[ exp Yr\N\e -5Xn-\l>})|
e como X n+i e Yn+ s&o independentes de T ru segue

E RV |y = e®V® E(expSy-Ri{caXnt - Yntle ax-+1)|~ . (2.12)

Pela definicdo do coeficiente de ajuste Ri, temos
E (exp{-R 1(caXntl - Yn+le~-O+)}) = 1
Assim, substituindo em (2.12) obtemos
E < gRIVI® (2.13)
Isso mostra que, assumindo a existéncia do coeficiente de ajuste Ri, temos que 0 processo

o—R\WrD ¢ yma super-martingale.

Seja Ts(u) 0 tempo de ruina no processo com juro. Do mesmo modo que tinhamos
para 0 modelo sem juro, aqui também Tg(u) é um tempo de parada para 0 processo
e~RIVn\ Também, se fixarmos no £ N, entao ts(u) ANO0 = min-j~T~ii), no} S€ra um tempo
de parada limitado para o processo. Dessa forma, usando a verséo para super-martingales
do Teorema da Parada Opcional (vide por exemplo Kanann(1979)), como = u, segue
que:

E e -Riv;© o-Rch(S/

(2.14)
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Por outro lado, como a variavel e (K(*“)AD) é ndo negativa e no tempo rg(u) temos

gue Vfa(u)) < ”~ obtemos

—_p T/ 1 F_T

Ee 1 > E e (TSUA){TSu)<n}

> E I{Tqu)<n} = P(rs{u) <n) =rps(u,n), (2.15)
onde ips(u, n) é a probabilidade de que a ruina ocorra até o tempo Tn definida em (2.7).

Assim, de (2.14) e (2.15) podemos concluir que

Mu,n) < E e-R*™Mu)™no) < e-fiib (2.16)

Como nO fixado foi qualquer, temos que (2.16) vale para todo Ug £ N. Da mesma
maneira que vimos no caso do processo sem juro, temos que lim ips(u,n) = ips(u)-

Portanto, de (2.16), segue

ips(u)y = lim ys(u,n) < e RU

2.4 Estimativa Obtida Usando Técnicas Recursivas

Agora, vamos apresentar um limitante superior diferente para ips(u), desta vez usando
0 processo UrP e técnicas recursivas. Este limitante também foi encontrado por Cai e

Dickson(2003).
Aqui, definimos um outro coeficiente de ajuste como sendo 0 numero real positivo R2
gue satisfaz:

E [eR2(Vi—c=XI)j = L (2.17)
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Na Secdo 2.5, também veremos condi¢Bes suficientes para a existéncia e unicidade

deste coeficiente de ajuste R2.

Assim como fizemos para o modelo de Sparre Andersen sem juro (Lema 1.1), vamos
primeiramente obter uma equacao integral recursiva para a probabilidade de ruina até o

tempo Tn, "ips{u,n).

Lema 2.1. Para o processo Un~dado em (2.4), temos

roo i'ueSx+csx
J / ips(ueSx +CSX y, n)dF(y) +
0 Jo
+ F(ueX+ ¢csx)][dG(x), Vne N,

onde ips{u,n) é a probabilidade de que ocorra ruina até o tempo Tn.

Derzrlwonstra(;aoz Da mesma forma que foi feito no Lema 1.1, definimos os eventos

As= U (~(T¥<°) s- n-
k=s

Condicionando as variaveis X\ e Yi, usando o principio da substituicéo para esperancas

condicionais e a independéncia de A2+1, X\ e Yi podemos obter

roo roo

Mu,n+1) = P{ArtD)= / [/ E[IA®\XI =x,Yi=y]dF{y)dG{x)
Jo Jo 1

/>00 _ rueSx+csx

= JO UO E [I{lie**+csx-y<O}UA"+1]dF (y) +
roo -
+ |/ E V{ueix+csx-y<opvjA™1 dF7Y) dGIX). (2.18)
JueSx+csT

Agora, dados Yi =y, Xi = X, sey > ue~5x+ cax entdo I{ued+CX yyuM»+1 = 1. Por
outro lado, usando os mesmos argumentos da prova do Lema 1.1 para a obtencdo de

(1.19), dados Yi = y e X\ = x, podemos escrever

n+l n+1 n+1 n+1
unh = {uetx+ csx- y)exp{6("2XK} + Mexp{8C XK} - 1) - NY fecp{ & X*}
k—2 k=2 k—2 i~k-\1
/ i\ n n+1
£ «*eun+ <I| I T >_ f2Y texp{S » = il/f,

=1 i=fc+l
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onde = indica igualdade em distribuicdo e u* = uebx + csx —y. Assim, {U”} é como o
modelo (2.4), mas com capital inicial u*.

Logo, se y < uSX+ csx entéo

E {uebx+csx—y<0HM I +1 P<1:X’Y 1= y = E [I
p (\J(uf <0))
=l

= pPhlueX+csx-y,n).

Portanto, de (2.18) segue

HOOD - rueSx+csx
>s(u,n + ips(uex + csx —y, n)dF(y) + F(ue8k + csx) dG(x
N=7. Lo ps( y, n)dF(y) ( ) dG(X)

Este lema ¢é usado na demonstracdo do préximo teorema o qual fornece um outro

limitante para probabilidade de ruina no modelo com juro.

Teorema 2.2. Considere o processo Un* dado em (2.4). Suponha a existéncia do coefi-

ciente de ajuste R2 satisfazendo (2.17). Nestas condicdes, temos:
ipsiu) < @QE[eRYIIE exp{-R 2(ueSXl +CS*!)} (2.19)

onde,

r ,=infSI”\in)>1

t0  eRMF(t) (2.20)

Demonstracao: Primeiramente, vamos usar inducgdo sobre n para mostrar que

ips(u,n) < PE[eRYIIE exp{—R2(ueSX + ¢s.”)} , Vne N. 2.21)
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De fato, para n — 1 temos

ips{u, 1) P(Yi > ueSA + csXl)

[*o0
\/b P(Yi > uebXl + csXI \Xi —x)dG(x)

roo

JIO F(ueSx+ csx)dG(x) (2.22)

Seguindo 0 mesmo raciocinio para obtencdo de (1.23) na demonstracdo do Teorema

1.5 podemos obter

~ 00
v} eRMIF{y) < pe- RAEeR2Yl, Vt > 0 (2.23)

Assim,

Jpooo F(uex + c¢sx)dG{x) <

roo

10 PEeR2YIE (exp{-R 2(ueS+ csx)})dG(x) =

A\

E e ~Ra2{uebx+csx ) (2.24)

Logo, de (2.22) e (2.24) segue

M u>l) < peR2YIE e - R{ESXI+CSX".

Agora, suponha que para iieN, tenhamos:
fops{u,n) < {BE[eRRYN\E exp{—R2(ue@ +csxj)} Vu> 0 (2.25)
Como eX > 1, V x > 0, a desigualdade na hipdtese de inducédo implica em

ips(u,n) < (BE[eRYIIE exp{-R 2(u + csXl)}

= pe-RLE[eRAV-C3A] = Pe~RU Vu>0. (2.26)
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Vamos verificar que vale (2.21) para n-fle assim encerrar a demonstragdo por inducao.

Usando o Lema 2.1, a desigualdade (2.23) e a hipdtese de indugdo (2.25) e (2.26)
podemos obter

ueSx+csx

ip(u,n+ 1) = ips(uex4- csx —y,n)dF(y) + F(ue&+ csx) dG(x)

poo r fueix+csx
pe "‘RZ(LES("‘CSX"‘V)d E (y) +

“‘JO LJo

0

. :
pe-RADeCS eRMIF(y) dG(X)

JueacsT
|00 .\ I Guebx+csx
| pe WS eRALIF(y) +
Jo L/n
ree i
+ ervdFE[y) dG(x)
U XHsr

poo

J 0 (3e~R2LEBHCKE e R2YIA G {x)

(BEeR2YXE exp{—R2(uebXl + csxj}

Portanto, (2.19) é valido para todo n > 1

Como ja vimos, i;$(u,n) — =m~(m), quando n — moo, como o limitante encontrado

acima para ips(u,n) nao depende de n, podemos concluir

AW < PEeR2YIE exp{—R2(uebXl + caXl)}

Observe que da defini¢do de fi 1em (2.20) temos que

[EeR2YlY | <(5< L (2.27)
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Como consequéncia do teorema anterior, podemos obter uma desigualdade simplifi-
cada, como a obtida no Teorema 1.5 do modelo sem juro, mas que fornece um limitante

superior mais fraco do que este dado em (2.19).

Corolario 2.1. Nas condigdes do Teorema 2.2, temos:

Ns{u) < e~RAJ Vu > 0.

Demonstracédo: Pelo Teorema 2.2 temos a desigualdade (2.19). Como Xt é néo-

negativa temos eO4 > 1 e como Xt e Y\ sdo independentes, de (2.19) segue

5w) < RBEeR2YIE exp{—R2(ueSA + csXl}

< REeRYIE exp{—R:2(u+ csxj}

= BEeRAE exp{R2(YIl - csXl)} (2.28)
Pela definicdo do coeficiente de ajuste R2 temos
E exp{R2(Y1- csxy} =1
e com B < 1, de (2.28) obtemos

Mu) < RBe~RU< e~RU

Note que, podemos verificar que, fazendo 6 I 0 na equacdo (2.17), o coeficiente R2
reduz-se ao coeficiente R) do modelo sem juro. Logo, o Teorema 2.2 é uma generaliza¢&o

da Desigualdade de Lundberg do modelo de Sparre Andersen sem juro.
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2.5 Existéncia e unicidade dos coeficientes de ajuste

no modelo com juro

Nesta se¢do apresentamos condicdes suficientes para a existéncia e unicidade dos coefi-
cientes de ajuste -Ri e R2 considerados na secdo anterior.
Vamos iniciar mostrando a existéncia e unicidade do coeficiente R+.

Proposi¢cdao 2.1. Assuma que a Condicao 1.1 é satisfeita e E\Y\e~SXl —caXI] < 0. Se

£ < 00, entdo existe um unico R\ > 0 que satisfaz

E exmp{Ri(Yie-SX - caXl)} =1. (2.29)

Se C= 00 e P{Y\e SXI —caXl > 0) > 0, entdo existe um unico R\ > 0 satisfazendo

(2.29).

Demonstracao: Defina a seguinte funcéo
k(r) = E exp\r(Yie~5X1 —caxXl)}

ou seja, k é a funcdo geradora de momentos da variavel Yie~SXI —caXl. Como aXl > 0,
temos e~rc'xi < 1 parar > 0. Além disso, como Xi e Y\ sdo n&o-negativas e e~OA < 1,

temos

k(l’) - E rYie sxi -rcaXl < EerY\

Pela Condicédo 1.1.(a) temos que EerYl < oo, para todo r tal que O < r < £ Sendo
assim, k também é finita para todo r em [0, £). Logo, das propriedades de funcéo geradora

de momentos (ver Ash(2000)), segue que k é continua em (0, £) e

*4(0) = E(Yie-OA - caXl), k"(r) = E((Yie-SA - caXl)2er™ e-6Xl-cax), VrG (0,£).

Mas, por hipétese, temos E\Yie~Od —cax’/\ < 0, entdo P(Yie~SX —caXl ~ 0) > 0.
Logo
k"(r) >0, VO<r<£fe K+(Q <O
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Assim, k é uma fung¢édo estritamente convexa em [0, £) e localmente decrescente em algum

intervalo do tipo [0, £%).
Agora, consideremos separadamente os casos £ < +00 e £ = +00.
Caso 1. £ < oo.

Como EXi < +ooi entdo existe b > 0 tal que G(b) > 0. Por outro lado, temos

axx = 1-----2 < T- Assim, podemos obter

k(l") = E OYMe sxi -rcaXl >  e~rc/sE

poo roo
= g J/@ J/0 erye~5xd G (x)dF(y)
roo rb

> e~-re/s/ | erye~SdG(x)dF(y)
J0 30

roo

= G(b)e~r/O/ erye~SdF(y)
J0

= G(b)e~rc/XEerYie-Sh (2.30)

Agora, da Condicao 1.1(b) temos que I?ery — >o00, quando r — >£ entdo como
G(b) > 0, de (2.30) segue

r_l'gn}aie k(r) —oo.
Dessa forma, podemos concluir que existe Ri > 0 tal que k(Ri) = 1

Agora, defina e = inf{i : iEm:tk(r) = 00}, entdo e > £, k(e) = o0 e fc(r) < oo para
todo 0 < r < e. Dessa forma, k é estritamente convexa e continua em (0,¢e) e k(r) = oo

para r > e. Portanto, segue a unicidade de R\.
Caso 2. £ = oo0.

Basta considerar H como a fun¢&o de distribuicdo da variavel Ye~sx —cax e repetir

0S mesmos argumentos usados na demonstracdo da Proposicdo 1.1, no caso £ = 00 e 0
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resultado segue.

Na préxima proposicdo trataremos da existéncia e unicidade do coeficiente de ajuste

R.2.

Proposi¢cao 2.2. Assuma que a Condigdo 1.1 é valida e E(Y\ —cX{) < 0. Se £ < o0,

entdo existe um Unico R2> 0 tal que

E[exp{R2{Y1l- cs*)}] =1 (2.31)
Se£= 00 e P(Yi —csXl > 0) > 0, entdo vale (2.31) para um unico R2> 0.

Demonstracao: Primeiramente, considere afuncédo geradora de momentos da variavel
Yx - csXl
h(r) = E exp[r{Yi —Ccs*)} =

¢Xi
Da independéncia de X xe Yi, ecomo s* = \{b e5tdt > X 1, com Xi n&o-negativa temos

h(r) = EerYIEe~rcsxi

< EerMEe~rcXl < Eervl

Pela Condicdo I.l1(a) temos que EerY é finita para todo r em (0, £) entdo h(r) é finita

em (O, £). Logo, podemos usar as propriedades da funcédo geradora de momentos e obter

h+(0) = E(Yi - csXI), h"(r) = E((YI- csXlfer{Y* ™), Vr G (0,0 -

Agora, novamente como sXl > Xi, temos E(Yi —csXI) < E(YL—cXi). Da hipétese
E(Yi —cXi) < 0 segue E(Y\ —cs*) < 0. Logo, h+(0) < 0 e, portanto, h é decrescente

em um intervalo do tipo (0, £%). Além disso, segue que P (Y X—csXl ~ O > 0 e entdo
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podemos concluir que h"(r) = E((Y —csx)2er’Y CX) > 0 para todo r ¢ (0, £), ou seja,
h é estritamente convexa em (0,C).

Para mostrarmos que h(r) — »oo quando r — >£, considere inicialmente que £ < oo.
Neste caso, como E(e~"C3¢* > 0 e pela Condicéao I.I1(b) My1(r) — >00 quando r — >£,

temos

lim h(r) = lim EerMiEe~rcsxi =
—-r—

Ee~"Cx4d lim Eervl = +o0.
r— >

Dessa forma, existe um Unico R2> 0 tal que h(R2) = 1

No caso em que £ = 0o, tomamos H como sendo a fun¢do de distribuicdo da variavel
Y —csx € argumentamos do mesmo modo que foi feito na demonstracdo da Proposigéo

1.1 e o resultado segue.

2.6 Modelo de Lundberg com juro

Aqui, fazemos aplica¢des dos resultados obtidos nas secfes anteriores para o modelo
de Lundberg (ou modelo de Poisson composto) com juro, o qual é um caso particular do

modelo de Sparre Andersen.

Nesse modelo, os pedidos de indenizagdo chegam de acordo com um processo de
Poisson, ou seja, um processo de renovacgdo cujos tempos entre chegadas de renovacdes,

{X'n}n>\ tém distribuicdo exponencial.

@] modelo de Poisson modificado pela incluséo de juro tem sido estudado por muitos
autores. Dentre eles podemos citar Dickson e Waters(1999), Sundt e Teugels(1995,1997)
e Vazquez-Abad(2000)
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Os resultados desta secéo séo devidos a Cai e Dickson(2003).

Considere o0 modelo (2.5) e suponha que {Ain}n>! tém funcéo de distribuicdo G(x)

1—e~Xx, parax > 0 e G(x) = 0 parax < 0, onde A> 0.
Primeiramente, considere a equacdo (2.9) que define o coeficiente Ri, ou seja,
E[exp(Yie~SA - caXl)] = 1
Note que, como Xi e Y\ sdo independentes entdo (2.9) reduz-se a

1 = E Elexp{RiYie 5X}exp{—RicaXl}) |

E exp{-RicaXIl} MYI(Rie SXI)
onde MY (t) é a funcao geradora de momentos de Y\

Particularmente, para Xi com distribuicdo Exp(A), temos

1 io°
E exp{—RicaXI}M YI(Rie~SXI) | = | exp{—Ricax}M YI(Rie~5x)\e~Xxdx.
130

I — e-Sx CQ_ e-Sx\
Como ax = Ty fazendo a substituicdo y = Ty segue que
E~exp{Ri(Yie~SXl)}exp {—RIlcaXl}* = —J e~RIV(I —— ) X5~ IMMY

Assim, a equacao (2.9) para o modelo de Lundberg com juro é equivalente a

fo/5 \ .
“Avig - WS lgi s DG - ¢ (2.32)

Suponha que cEX\ —EY\ = A——EYi > 0. Para o caso X\ exponencial de parametro

A temos
A

X+ S

Ee~SA
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Logo,

E{Yle-&-caXl) = AfaEYl‘g ’O(;é o

SXEYl -c X -c6 + cX
ax+6
O(XEY1- ¢)
Como —> EYi, entdio ~ + £) ™~ ~eassim acondicdo E (Yie~&1 —ca*) < 0 fica
verificada. Portanto, pela Proposicao 2.1, segue que existe um unico Ri > 0 satisfazendo

(2.32).

Se indicarmos por ~{u) a probabilidade de ruina para o modelo de Lundberg com

juro, segue entdo do Teorema 2.1 que com Ri solucdo de (2.32) temos

$A«) <e-LR.

Por outro lado, considere o coeficiente Ri > 0 definido na equacdo (2.17), ou seja,
[EeRYIIE[e~RXCX] = 1,
ou ainda,
[EeR2YT] _1 = E [e~RXC¢Y. (2.33)

Novamente, para X\ exponencial de parametro A> 0,

roo
E[e-RZsXI] = / e~RXCXe~Xdx

0
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eex —1 c(edx —1)

e Como sx = -——-— , razendo a substituicio y = -—-— - , segue que
_ ic . dy
E[e-RxsXl] = X e-R2Ve-j In(l+Sylc)_
J0 (| + |’)
= 0 1% e-~ (i + SLyATif+ d\iy
c Jo c: c'
e~Ry

. 2.34
cho (1 + Sy/c)xfm+ ( )

Portanto, para o caso do modelo de Lundberg com juro, a equacao (2.17) é equivalente

Eer2vl (2.35)

jdy.
c lh (L + dy/c)ps )
Suponha que A—> EY\, ou seja cEX\ > EY}. Assim, ficam verificadas as hipoteses da

Proposicdo 2.2, logo, existe um Unico R2 > 0 satisfazendo (2.35).

Assim, do Teorema 2.2 obtemos que

Ns(u) < BE(eR2YD) exp{-R2(uebXl + csXl)

x- 1
= BE@ERM) / exp{—R2(ueb+ c(=-—))} e Xdx

\ roo

= pE(eRY)-J exp.{-R 2[u(l + Sy/Zc)+y\j(l + 5y/c)~X/~1dy =

A j°° e~R2Ue~R2y(lI+Su/c)

= I3E (e™)\ —
N @+ syzomed V-
Portanto, segue que

r., A r, rec p-R2y(l+aylc)
iPS{u)<PE(eR2Y')-e-RU
XK

. r, | (2.36)
J~ ( c Jo {Il +Sy/cy/"

onde R2> 0 é a solucédo de (2.33) e 3 = inf
o0 eR2F(1)
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Mais ainda como (1 + Sy/c)x’s+l > 1, entdo

roo >R 2y(I+Su/c) roo

o Z}“-l_:chy/c)x!Sﬂdv < fo e-RMdwody

1
R2{1 + 6u/c)’

Assim, de (2.36) obtemos o0 seguinte limitante superior simplificado para a probabili-

dade de ruina no modelo de Lundberg com juro

Note que o limitante acima decai a zero muito mais rapidamente do que o limitante

exponencial e~RIU guando fazemos u — >oo0.

Para finalizar, Cai e Dickson(2003) realizaram algumas simula¢des numéricas onde
foram comparados os limitantes para probabilidade de ruina no modelo de Lundberg com
juro obtidos por técnicas de martingales e por técnicas recursivas. Nestas simulaces,
considerou-se valores diferentes de $e as distribuicfes de indenizac¢bes avaliadas foram
a Gamma e a Exponencial. Em ambas, verificou-se que o limitante obtido por técnicas
recursivas era melhor do que o derivado por técnicas de martingales para valores cada vez

maiores do capital inicial u.

No caso dos valores das indenizagfes exponencialmente distribuidos, os autores também
compararam os limitantes com os valores exatos da probabilidade de ruina. Para o calculo

exato, eles usaram a equacao

A(u) = r(A/E, c/sfi + ulfi)
W T(X/S.c/6fi) + (QUA(C/ANe—d N’
roo
onde r(0,z) = / yale~vdy, a > 0, z > 0. Esta equagdo pode ser encontrada em

Sundt e Teugels(1995). Neste caso, também observou-se que o limitante superior obtido

por técnicas recursivas foi 0 mais préoximo do valor exato da probabilidade de ruina.
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