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Resumo

Neste trabalho examinamos a existéncia e a multiplicidade de solugoes radiais do

problema de Dirichlet

(P), { —Agu(e) = [o(@) " u(z), 2 € Q

v(z) =0, z € 00,

onde 1 < g+1<p< N e éa bola unitaria aberta do RV, com N > 2. Usando o
método de “Shooting” mostramos que esse problema tem infinitas solugoes, cada uma com

um numero especifico de zeros interiores em [0, 1].



Abstract

In this work we examine the existence and the multiplicity of radial solutions of
the Dirichlet problem

(P), { ) = @) u(a), 7 € 0
v(z) =0, z € 09,

where 1 < ¢+ 1 < p < N and € is the open unit ball in RV, with N > 2. Using the
Shooting method we show that this problem has an infinite number of radial solutions,

each one with a specific number of interior zeros in [0, 1].
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar resultados de existéncia, regularidade e multipli-

cidade de solugoes radiais de equagoes diferenciais parciais elipticas da forma

(P), {—%M@=wmw-m@weg
v(z) =0, z € 09,

onde 1 < g+1<p<N,Q=D5B/(0)={zecR":|z|<1}, com N > 2, e Ajp =

p = 2, temos o operador Laplaciano.

N
_ 0 5 0
div (|Vol” QVU) = E <|Vv|p 2 U) ¢ o operador p-Laplaciano. Note que, para
i=1

E bem conhecido, (cf. Nirenberg [12]), que solugdes de (P), em um dominio geral €

equivale a encontrar pontos criticos do funcional J : Wi*(Q) — R, onde
0

1 1
J(v):—/ |Vv|pdx——/ |7t d.
P Ja q+1Jq

Seq+1 < p* = entdo a imersao Wy (Q) — L7t1(Q) é compacta. Assim,

N-—p
usando métodos variacionais, obtemos solucoes fracas para (P), em W, ? (Q). Se ¢ +1 =
p*, a imersao acima é apenas continua e solugoes nao triviais geralmente nao existem
(cf. Ni e Serrin [11]). Se ¢ +1 > p* ent@o a nao existéncia da imersdo acima dificulta a

utilizacdo de métodos variacionais para a existéncia de solugoes de (P),.

Os métodos variacionais, apesar de serem bastante gerais e de prética aplicagao, além
de apresentarem algumas das limitagoes mencionadas, nao possibilitam, em geral, a exis-

téncia de infinitas solucoes para (P),.

Como, em nosso caso, {2 = B;(0) consideramos solugoes radialmente simétricas para
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(P),, isto &, solugoes da forma v(x) = u(|z|), onde r = |z|. Assim, (cf. Apéndice A), (P),

torna-se o seguinte problema de equacgoes diferenciais ordinarias

(P)ur: { —(7:]\[1|_u'(7“)|p_2 () =N u()| ulr), 0<r <1
w'(0) =wu(l) =0,

o qual ¢ a forma radial de (P),.

Usamos o método classico de “Shooting” para mostrar que, quando 1 < g+1 <p < N,
o problema (P),,, tem um ntmero infinito de solugoes radiais, cada uma com um niamero
especifico de zeros interiores no intervalo [0, 1]. Portanto, o problema (P), tem um nimero

infinito de solucoes radiais.

O método de “Shooting” ¢ uma forma para resolver um problema de valor de fron-
teira reduzindo-o a uma seqiiéncia de problemas de valor inicial, em geral, de equagoes
diferenciais ordinarias. Nesse método, o dado inicial é ajustado, através do parametro de
“shooting”, para que a solucao de um problema de valor inicial satisfaca a condigao de
fronteira requerida. Tal pardmetro pode ser, por exemplo, a derivada inicial ou o valor

inicial.
Aplicando esse método, consideramos o problema de valor inicial abaixo
T PR ()Y = N () ), > 0

(P)ra: w'(0) =0
u(0)=d >0

e ajustamos o dado inicial, através do parametro de “shooting” d, até que a solugao u(r, d)

do problema satisfaca u(1,d) = 0, isto ¢, até que u(r,d) também seja solucao de (P),.

Baseando-se no trabalho de Joseph A. ITaia [§8], provamos os seguintes resultados:

Teorema A: Sejam N > 2, 1 < g+1 <p < N ed > 0 um nimero positivo. FEn-
tao o problema (P), 4 tem uma tnica solugio u(r) = u(r,d) € C([0,00)). Além disso, se

d — dy entdo u(r,d) — uo(r,dy) uniformemente em subconjuntos compactos de [0,00).

Teorema B: Sejam N > 2 el < q+1 < p < N. FEntao existe uma seqiiéncia de-
crescente de nimeros positivos dyg > dy > -+ > dg_1 > d, > -+ > 0 com u(0) = dj, tal

que u(1l,dy) = 0 e u possui exatamente k zeros interiores em [0, 1].
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Teorema C: Sejam N > 2, 1 < g+ 1 <p < N e Q = By(0). Entdo o problema de

valor de fronteira (P), tem um nimero infinito de solugdes radiais, v € C*(Q).

Quando p = 2 esse resultado foi provado por Castro e Kurepa [4] e Strauss [17]. No
caso 1 < p<2ep<qg+1<p* ver Saxton e Wei [16]. Em 1995, Cheng [5]| ampliou
esses resultados mostrando que se 1 < p < N ep < ¢+ 1 < p* entdo (P), tem um
namero infinito de solugoes radiais. Quando 1 < p < N e ¢+ 1 > p* Saxton e Wei [16]

demonstraram que (P), nao tem solugoes radiais ndo triviais (cf. Apéndice A).

O problema (P),,, foi considerado, de forma mais geral, por Gongalves e Melo [7], que

encontraram miltiplas solugoes da seguinte classe de problemas quasilineares

{ —(r [ (r) P () = A f(ulr), 0< 7 < R
uw'(0) =u(R) =0,

onde «, 3 e 7 sao nimeros reais dados, A > 0 é um parametro, f : R — R é uma funcgao
continua e 0 < R < oo. O operador quasilinear (r® |o/(r)|” «/(r))’ inclui como um caso

especial o operador p-Laplaciano, 1 < p < N, considerando a = N —1e f=p— 2.
Este trabalho contém trés capitulos organizados da seguinte maneira.

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes e resultados preliminares, os quais
serao usados nas demonstracoes posteriores. Também, faremos uma pequena discussao

sobre o método de “Shooting”.

No capitulo 2, mostramos existéncia e unicidade de solugbes de (P), 4, para todo
r > 0, e que a solugao depende continuamente dos dados iniciais, ou seja, demonstramos

o Teorema A.

No capitulo 3, enunciamos e provamos alguns lemas necessarios na demonstracao do

Teorema B. Procuramos uma solu¢ao, u(r, d), de (P), 4 e um valor do parametro d tal que
u(l,d) =0,

e demonstramos o Teorema B. Como conseqiiéncia de tal resultado obtemos o Teorema

C.

Nos Apéndices A e B encontram-se alguns resultados utilizados neste trabalho e suas

respectivas demonstragoes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes e Resultados Utilizados

Nesta secao enunciaremos algumas definicoes e resultados classicos, os quais serao

usados durante este trabalho.

Definicao 1.1. (Brezis [3]). Sejap € R, com 1 < p < oo, define-se

LP(Q) = {f:QHR:fémensuréNele /|f]pdx<oo}.
Q

Observagao 1.2. Para cada f € LP(Q), seja

£l = [/Q!f(fv)\pdx]p,l < p< oo.

Temos que (LP(€2), ||-||;») € um espaco de Banach e que LP(2) é reflexivo para 1 < p < oo,
(cf. Brezis [3]).

Definigao 1.3. (Brezis [3]). Sejam Q C RY um aberto e p € R com 1 < p < o0, 0
espago de Sobolev W1P(Q) ¢ definido por

391,92, ..,98 € LP(Q) tais que }

WhP(Q) — c LP(Q) :
(Q) {u (€2) fQuago:_ngi% VoeCP), Vi=1,2,...,N

8mi

onde C°(€2) é o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto

em ).
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Notagao: H'(Q2) = Wh2(Q).

Para u € W?(Q) denotamos

ou Ou ou ou
Vu = (axl’ 8302’”"8@\/) = grad u, onde oz, = g;.

Observagao 1.4. Para cada u € WH?(Q), o espaco W1P(Q) est4 munido da norma

N
fullyes = lllls + || 2
wie = Ul
p P — 8xl o
N aullr \*
ou, as vezes, da norma equivalente | ||ul|}, + Z ,se 1 < p<oo.
i=1 Oz ||y

Definigao 1.5. (Brezis [3]). Seja 1 < p < oo, W,?(Q) designa o fecho de C5°(Q) em
Whp(Q).

Notagao: H((Q) =W, (Q).

O espago VVO1 ? munido da norma induzida por W? é um espaco de Banach reflexivo,
se 1l <p < oo.
Definicao 1.6. C([a,b]) = {f : [a,b] = R : f & continua }.
Definigao 1.7. C*'([a,b]) = {f : [a,b] — R : f é diferenciavel em [a,b], f' € C([a,b])}.
Proposigao 1.8. (Kreyszig [9]). O espago C([a,b]) é completo com a métrica d(f, g) =
max | f(t) — g(t)]

tela,b]

Demonstracao: Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy qualquer em C([a,b]). Entéo, dado

e > 0, existe N € N tal que

max | fn(t) — fuo()] = d (o fo) <& ¥m,n> N. (1.1)

teJ

onde J = [a, b]. Logo, para todo t =ty € J fixo,
Fulto) — fulto)] < max|fult) ~ fu®] <. Vmn>N.

Isso mostra que (f1(to), f2(to),...) ¢ uma sequéncia de Cauchy de nameros reais. Como

R é completo, essa sequéncia converge, digamos f,,(to) — f(to) quando m — oo. Desse

5



Capitulo 1. Preliminares

modo, podemos associar a cada t € J um tnico nimero real f(¢). Isso define, pontual-

mente, uma fungao f em J. Mostraremos que f € C([a,b]) e f, — f em C([a,]).

Fazendo n — oo em (1.1), temos

max | f, (t) — f(t)| <€, Vm > N. (1.2)

teJ
Entao, para todo t € J,
[fm(t) = f(t)| <€, Vm>N.

Assim, (f,,) converge uniformemente para f em J. Como as f,,’s sdo continuas em J e a
convergéncia é uniforme, a funcao limite f é continua em J. Logo, f € C([a,b]). De (1.2),
obtemos que d (f, f) <€, ¥Vm > N. Entao, f,, — f. Portanto, C([a,b]) é completo.

0

Proposicao 1.9. (Lima [10]). Um subespaco fechado de um espago métrico completo

€ completo.

Definicao 1.10. (Kreyszig [9]). Seja X = (X, d) um espago métrico. Uma aplicacao
T : X — X é chamada uma contragao em X se existe um nimero real positivo a < 1 tal
que para todo x,y € X

d(T(2),T(y)) < ad(z,y).

Teorema 1.11. (Kreyszig [9], Teorema do ponto fixo de Banach). Considere um
espago métrico X = (X, d), onde X # (. Suponha que X € completo e sejaT : X — X

uma contragao em X. Entao T possui um 1inico ponto fixo, u = Tu.

Teorema 1.12. (Piccinini et al. [14], Teorema de existéncia local de Peano).
Sejam fi, ..., fn fungdes continuas no retdngulo R definido por vo—a < x < xo+a, y —
a; < vy; <y +a;. Entao existe ao menos uma n-upla y1, . .. ,y, de fungoes diferencidveis

num intervalo [xg — 0,9 + 6] com 0 < § < a satisfazendo o problema de valor inicial
Proposicao 1.13. (Evans [6], Desigualdade de Gronwall - forma diferencial).

(i) Seja n(-) uma fungdo nao negativa, absolutamente continua em [0,T), que satisfaz a

6
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desigualdade diferencial

() < (t)n(t) + (), qtp. em [0,T], (1.3)

onde ¢(t) e P(t) sao fungoes nao negativas e integrdaveis em [0,T). Entao,

0 < o [0y + tw<s>ds} , (14)

para todo 0 <t <T.

(ii) Em particular, se
n' < ¢nem [0,T] en(0) =0,

entao
n=0em|0,T].

Demonstragao: De (1.3), temos que

d

= (nls)e 0} = 60 (3 (5) — g(s)n(s)) < e 0¥ p(s),  g.tp. em [0,

Conseqilientemente, para cada 0 <t < T, obtemos que

n(t)e Jo 20 < (0) + /t e~ o ?dra(s)ds < m(0) + /t P(s)ds.
0

0

Isso implica a desigualdade (1.4).

Proposicao 1.14. (Evans [6], Desigualdade de Gronwall - forma integral).

(i) Seja &£(t) uma fungdo nao negativa e integravel em [0,T] que satisfaz a desigualdade

integral

£(t) < C’l/o &(s)ds + Cy, q.t.p. em [0,T], (1.5)

onde C1,Cy > 0 sao constantes. Entao,

E(t) < Oy (1 + C’lteclt) , q.t.p. em [0,T]. (1.6)
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(ii) Em particular, se
t
) < Cr [ €s)ds. atp. em 0.7,
0

entao
£(t) =0 q.t.p. em [0,T].

t
Demonstracao: Seja n(t) := / £(s)ds; logo ¥ < Cyn+ Cy q.t.p. em [0,T]. De acordo

com a forma diferencial da des[)igualdade de Gronwall:

n(t) < et (n(0) + Cyt) = Cyter.

Entdo (1.5) implica
E(t) < Ci(t) + Cy < Cy (14 Cyte™?)

que ¢é a desigualdade (1.6).
U

Definicao 1.15. (Kreyszig [9]). Uma seqiiéncia (z,,) em C([a, b]) € dita ser eqiiicontinua
se para todo € > 0 existe um 0 > 0, dependendo somente de ¢, tal que para todo z, e

todo s1, 59 € [a, b] satisfazendo |s; — so| < 0 temos

|zn(s1) — zn(s2)| < €.

Vemos dessa definigdo que cada z,, é uniformemente continua em [a, b] e § ndao depende

de n.

Teorema 1.16. (Kreyszig [9], Teorema de Ascoli). Uma seqiiéncia eqiiicontinua

limitada (x,) em C([a,b]) possui uma subseqiiéncia que converge na norma de C([a,b]).

Teorema 1.17. (Wheeden e Zygmund [19], Teorema da Convergéncia Domi-
nada de Lebesgue). Sejam E C RY um subconjunto mensurdvel e (f,) uma seqiiéncia
de fungoes mensurdveis sobre E tais que fr, — f q.t.p. em E. Se exviste ¢ € L'(E) tal
que | fi| < ¢ q.t.p. em E para todo k, entdo

/Efk—>/Ef-
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1.2 Meétodo de “Shooting”

O método de “Shooting” é utilizado para resolver, de forma analitica e também numérica,

problemas de valor de fronteira para equacoes diferenciais.

De acordo com Bailey et al. [2], a idéia desse método para obter solu¢do do seguinte

problema de valor de fronteira
y'(t) + f(ty(t),y'(t) =0 (1.7)

y(b) = B, y'(a) =m, (1.8)

usando como parametro de “shooting” o valor inicial, é tentar encontrar uma altura inicial

i tal que a solucao do problema de valor inicial
y'(t) + fty(t),y'(t) =0 (1.9)

y(a) =p, y'(a)=m (1.10)

também satisfaga (1.8). Com esse intuito, devemos escolher um valor teste para p, integrar
(1.9)-(1.10) em (a,t), calcular y(b) e corrigir a altura inicial usando essa informagcao, até
obtermos y(b) = B.

Para isso, assumiremos que as solugoes de todos os problemas de valor inicial (1.9)-

(1.10) existem, sdo tnicas e dependem continuamente de suas condigoes iniciais.

Para enfatizar a dependéncia da solugao de (1.9)-(1.10) em relagao ao seu valor inicial

i, denotamos a solugao por y(¢, ). Um método de “Shooting” para o problema (1.7)-

(1.8) é portanto, um procedimento para encontrar uma raiz, considerando a variavel p,
da equacao

y(b, 1) = B. (1.11)

Qualquer técnica padrao para encontrar raizes de (1.11) pode ser usada, observando-se
que o problema de valor inicial (1.9)-(1.10) deve ser integrado até t = b, para avaliar a

fungao y(t, i) nesse ponto.



Capitulo 2
Demonstracao do Teorema A

Primeiramente, na segao 2.1, provaremos que o problema (P), 4 tem uma tnica solucao
u € C'(]0,00)) e em seguida, na segao 2.2, mostraremos que as solugoes de (P), 4 depen-

dem continuamente dos dados iniciais.

2.1 Existéncia e Unicidade de Solugoes de (P),, para

todo r > 0

Com o objetivo de analisarmos o problema (P), 4, comegaremos esta se¢ao definindo

0 que é uma solucao para tal problema.

Defini¢ao 2.1. Uma solugao de (P),q ¢ uma fungao u € C*([0,1]) tal que
(i) N1/ (r) P2 (r) € diferencidvel
(i) —rN U ()P (r) = /7" sV ()| u(s)ds, > 0
0
(iii) »/(0) =0 e u(0) =d > 0.
Para determinar a existéncia de solugoes do problema de valor inicial (P), 4, usaremos

localmente o teorema do ponto fixo de Banach. Com esse intuito, seguimos o argumento
de Saxton e Wei [16].

10
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Defina ®,(z) = |z|" >, para € R e p > 1, e denote sua inversa por @, (), onde

1 1
——l——,:l,istoé,p’:L.

pop p—1
De (P);.q4, temos que

— )P )Y = Y ) ), > 0. (1)

Integrando (2.1) em (0, 7), observamos que precisamos resolver

—r N W ()PP (r) = /01“ sV ()7 u(s)ds. (2.2)
Ou seja, ' )
B0 (1) =~ [ " Byl (23)

Aplicando ®,; na equacao (2.3), segue-se que

d(r) = —% NG (u(s))ds
(= )

p' =2

/

. /0 ", (u(eds| (—er_l /0 ' leq)qH(u(s))ds)

1 1 "N
D -2) (_T,N_1> Dy (/0 § q’q+1(u(3))ds>

_ 1 "N
- _T(Nfl)%JrN*l@p/ (/o s ®q+1(u(s))ds)
1 T
= ——=0 (/ SN_ICD,H_l(U(S))dS) .
re-l 0

Portanto,

N-1

_‘1

()= =gty ([0 ute)as). (2.4

re-t

Integrando (2.4) em (0,7), obtemos que

11
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Assim, resolveremos (P), 4 encontrando os pontos fixos do seguinte operador

Tu(r)) = d — /0 L, ( /0 t SN_1<I>q+1(u(s))ds) dt. (2.5)

{1

Para cada par de nimeros positivos R e ¢, seja B5(d) = {u € C([0,€]) : ||lu —d|| < R},
onde a norma de C([0,¢]) é dada por

[fII = max | f(2)].

te(0,€]

Observamos que B%(d) ¢ um subconjunto fechado de C([0, €]). De fato, sejam (u,,) uma
seqiiéncia em B§(d) e uw = lim wu,. Como u, € C([0,¢]) e v = lim wu,, logo u € C(]0, €).

Temos que

Ju—dj = |

lim (u, — d)H — lim ||u, —d| < R,

lim w, —d H =
n—oo n—oo

pois u, € Bg(d). Assim, u € Bf§(d). Portanto, By(d) ¢ um subconjunto fechado de
C([0, ).

Demonstraremos que T (B%(d)) C B%(d) e que T : By(d) — B%(d) é uma contragao,

se R e e sao escolhidos apropriadamente.

Primeiramente, mostraremos que 7' (B%(d)) C B%(d), ou seja, provaremos que
(1) T'(u) € C([0,€]).

De fato, seja u € B%(d). De (2.5), temos que

T(r) = d— / Ll ( /0 tsN_lq)qH(u(s))ds) dt

P=2
/SN_lq)qH(u(s))ds) dt
0

" P=2
= d—/ ~ /lelu(s)\qlu(s)ds dt,
0 tr-1 0

entao T'(u) € C([0,¢€]), pois u € C([0,¢€]), p > 1e g > 0.

z

/0 t sNT1D, L (u(s))ds

[ o utsyas

(ii) [|7(u) — d|| < R.

12
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d
De fato, seja u € B%(d) e escolha R > 0 tal que R < 7 Temos que |Ju|| — ||d|| <
d 3d
|lu—d|| < R, pois u € Bg(d). Logo, ||u]| < |d||+ R=d+ R <d+ 5= 5 < 2d.

Para 0 < r <, segue-se que

T(u(r) —d) = ‘—/tl(

[ o tutsyas

P=2 pt
/ sN_1|u(s)\q_1u(s)ds) dt
0

P'=2 |
< / T ‘/ N u(s)| " u(s)ds / sV Hu(s)| 9 u(s)ds| dt
0
p'—1
= / —’/ Nt (s)|7  u(s)ds dt
1 =)
< / " (/ sV u(s) | ’ds) dt
tr 1
]. p—l r 1 t pil
([ one) s [ [l
tr-1 0 tp-1 0
1 P Tl te
= / — {qu 1 dt:(zd)pfl/ et
0 tr1 0 tr—t Npr-1
p—1 »
= (Zal)f tp Pt = - (2d)pf1 o1
N1 0 Nr-1 p
1 «p—1 »
< —(2d)?»—1 er1 <R V0O<r<eg,
N#v-1 P
considerando € < i pq
(2d)»

Entdo, || T(u) — d|| < R e assim, T' (Bj(d)) € By(d).

Agora, mostraremos que 7' é uma contragao. Sejam u,v € B%(d) e, como acima,

d
0<R< 5 Entao, para 0 < r < ¢, temos que

d
5 < lul,lv| < 2d (2.6)
~ d :
De fato, como u € By(d), temos que ||u —d|| < R e entdo |[u—d| < R < 7 Assim,
obtemos que
d d

13



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

Analogamente, mostra-se que |v| > %l
Note que, -
T(0() = T(r) = [ (o) = x(ote)Jae
onde .
Kw(®) =y ([0 ptuls)ds).
Seja

G(h,t) = x(hu(t) + (1 — h)v(t)).

Entao x(u(t)) — x(v(t)) = G(1,t) — G(0,t). Logo, pelo teorema do valor médio,

G(1,t) — G(0,t) = g—i(h,t), para algum 0 < h < 1.
Temos que
¢
G(h,t) = Oy (/ N1,y (hu(s) + (1 — Rh)u(s)) ds) :
0
Como
d d ’ ’ 1 2-p
—®, - p' =2 — /o 1 p—2 _ p—1
50 = g (177%2) = 0 = DI = 1l paraz £ 0,
e
i@[) (2) = 4 (J2]97'2) = q|2|*"", para z # 0
dz ! dz ’ ’

obtemos, usando a regra de Leibniz, que

=
a—G(h, t) = 7 / sV hu 4+ (1 — h)v|* ! [u—v]ds.
0

¢
o p— /0 sV, (hu+ (1 — h)v)ds

14



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

Logo,
oG q ¢ % t 1
’—(h, t)’ — / sV hu + (1 — h)v|%ds / s Hhu 4 (1 — h)v|" " [u —v]ds
oh p—11/o 0
q t Rt
= — / N hu + (1 — h)v|%ds / sV hu 4 (1 — b)) [u — v)ds
p—11Jo 0
q t ==
< ] / " hu + (1 — h)v|%ds / sV hu + (1 = h)v|* " |lu — v]| ds.
—11Jo 0

De (2.6), temos que

DO QL

< |hu+ (1 = h)v| < 2d.
Considere os seguintes casos:

Caso 1: 1<qg+1<p<2

Nesse caso,

] < ([ a) ()
—(h,t)] < —— s hu -+ (1 — h)v|%s - U— sV T 'ds
Tt < ([t - Sy

2-p
q N (d\ T £V N
< 2 |(2d)7=— - | = = N) |lu—v|[ t7T

onde C1(d,p,q, N) é uma constante.

Caso 2: 1<gq+1<2<p<N

Temos que

t Nl d qtN
~h 1—hwlids> (=) —.
/05 |hu + ( )l s_(2) i

Entao,
t d qtN
/OSN_l\hu—l—(l—h)v]qu > (5) v

Assim,

1 d\ 4N =
< - | — .
<[(2) ¥

t
/ s" " Hhu + (1 — h)v|ids
0

15



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

Logo,
oG q A\ VTP S\ tV N
‘%(hﬂf)‘ < E [(5) N] (5) ||U—UHN = Cs(d,p, ¢, N) [Ju — v tv-T,

onde Cy(d, p,q, N) é uma constante.

Caso 3: 2<qg+1<p<N

Aqui, segue-se que

aG ¢ [/d\" V] ¢V N
—_— < — — o q—1 — —_— = — p—1

onde C3(d, p,q, N) é uma constante.

Assim, em cada caso, temos que

000 - Tl = | [ Erhtu) = xteenldr] < [t i) - x(eo)ld
_ /OtNL g—i(h,t)’dtgC’(d,p,q,N)Hu—vH Orfg—}dt

— C(d,p,q, N) u—o / (7 dt = C'(d, pr g, N) 7 [lu— o
0

< C'"d,p,¢,N)er 1 lu—v|[,VO0<r<e, (2.7)

onde C(d,p,q,N) e C'(d,p,q, N) sao constantes que dependem somente de p, ¢, d, e N.

Entao, de (2.7), obtemos que
1T() = T(w)| < B lJu—wvl,

onde [ < 1 se escolhemos € suficientemente pequeno. Logo, 7' é uma contragao em B (d)
e entdo, pelo teorema do Ponto Fixo de Banach, 7" possui um tnico ponto fixo, u € B%(d),

para e > 0 suficientemente pequeno. Conseqiientemente, u € C([0, €]) e u satisfaz

u(r) = d — /0 ' tg%q)p, ( /0 t sN1<I>q+1(u(s))ds> dt.

16



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

Assim, u(0) = d, u é diferenciavel com u/(0) = 0 e u satisfaz

—rN T ()P (1) = /07" sV u(s) |7 u(s)ds.

Portanto, u € C'([0,¢]). Mais regularidade para a solugao dependera do niimero p.
Temos que u € C?, exceto possivelmente nos pontos onde v’ = 0. Para verificar esse
comentéario, obteremos uma expressao para u” e analisaremos os casos onde 1 < p <2 e
2<p<N.

De (2.4), temos que

7Pt
ou seja,
1 T E T
u(r) = ——— /sN_l|u(s)|q_1u(s)ds /SN_1|U(S)|q_1U(S)dS. (2.8)
rr—1 |Jo 0

Seja F(r) = / s™ " Hu(s)|9 u(s)ds, logo (2.8) torna-se
0

1 2p
W (r) = ——— [F(r)|»" F(r).
rp-1
Entao,
" 1 / 2-p 1 /
u'(r) = =\ == | [F()|" F — <|F )
71 e
1-N 1 1 - 11
= o PO () - e [FO) )
p ]- r p—1 T re p 1
1-N1 1 1
= 10— ey PO Y ) ()
1 N —1 1 2p -
- _p—l( r ul(r)"i_r%@ﬂ)) |F(7’)|p_1 |U(T>’q 1u(r))
1 (N-1 _ )
B _p_—l( r “’<T>+lu’<r>l“|u<r>|q1u<r>)~

17



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

Isto é,

1) = =1 (F )+ WO P ). (2:9)

Agora, consideraremos os seguintes casos:

Caso 1: 1<p<2

Como 2 — p > 0, obtemos da equagao (2.9) que u” é continua para r > 0. Assim,
temos que v € C?, mesmo se v’ = 0.
Caso 2: 2<p< N

De (2.9), temos que

-1

WP (0= D () + /()| + () u(r) = 0.

Assim, u ¢ C? nos pontos onde «/(r) = 0, pois se u € C? e ¥/(r) = 0 entdo terfamos

u(r) = 0, o que contradiz a Afirmagao 2.4.

Mostraremos, agora, que o problema de valor inicial (P),4 tem uma tnica solucao

u € C'(]0,00)). Para isso, defina a fungao “energia” associada a (P), 4 por

p—1, , \p 1 q+1
E(r)=——1u(r)]" + — |u(r . 2.10
(1) = = W) + = ) (2.10)
Tal funcao satisfaz
da+1
E(0) =
qg+1

E'(r) = (p— D/ (r)u"(r) + Ju(r)]* " u(r)d(r)
= NP, v tal que /() £0, (2.11)

r

onde a ultima igualdade foi obtida usando (2.9). Logo, E'(r) < 0, V r > 0 tal que
u'(r) # 0. Assim, E(r) < E(0) e entao

dQ-i-l

qg+1

p—1 , p
— ()| +
p /()]

lu(r) | = E(r) < N> 0. (2.12)

qg+1

18



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

Portanto, |ul, |¢/| sdo uniformemente limitadas, ou seja, existem constantes positivas
ki e ko tais que

u(r)] < k1 e Ju/(r)] < ko
Lema 2.2. Sejam Q(d) = {r > 0: (P),4 tem solugio unica em [0,7)} e Sq = sup Q(d).
Entao, Sg = +oc.

Demonstragao: Observe que Sy > € > 0, pois € € Q(d). Suponha, por absurdo, que

€0 = Sq < +00, logo (P), 4 tem solugao tnica u em [0, €).

Afirmacao 2.3. A solugao de (P), 4 pode ser estendida até ¢y de maneira tnica.

De fato, mostraremos que existem os seguintes limites

lim u(r) =dy e limu/(r) = dj,.

T—€Q r—€0

Dados s,7 € [0, &), pelo teorema do valor médio, existe 6 € (s, ) tal que
u(r) — u(s) = u'(0)(r — s),

logo
lu(r) —u(s)| < ka|r —s].

Seja r, € [0,€¢) uma seqiiéncia qualquer tal que r, — € quando n — oco. Como
|u(r,)| < k1, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, (u(r,,)) possui uma subseqiiéncia con-
vergente, ou seja,

]lggo u(rn;) = ug, para algum ug € R.

Suponha que u(r,) # uy quando n — oo, entdo existe r,, tal que u(r,,) # ug. Logo,

existe €y > 0 tal que |u(ry,) — ug| > ¢y > 0, Vk € N. Como

’u(rnk) - u(rnj)‘ < ky |rnk — T,

7
fazendo j — oo, obtemos que
|u(/rnk) - u0| < kQ |Tnk — €ol,

19



Capitulo 2. Demonstracao do Teorema A

dai

lim |u(ry,) — uo| =0,
k—oo

o que contradiz o fato de wu(r,,) # wuo. Assim, u(r,) — up quando n — oo. Entao,

tomando uy = dy, concluimos que u(r) — do quando r — €.

Provaremos que lim u'(r) = d; € R.

r—€g

Usando a equagao (2.2) e fazendo r — €y, temos que

_ 1 " 1 €0
|/ (1) QUI(T) T N1 /0 sV |u<3)|q_1 u(s)ds — TN /0 sV |u(3)‘q_1 u(s)ds.
0

Entao,
1 €0
By (1 (1) — — / N () [T ) ds.
60 0
Logo,
1 €0 1
W (r) — B, <—W / N1 Jy(s)|° u(s)ds).
Considerando

1 0
dy = @, (_CN—1/ sV u(s) 77! u(s)ds) :
0

0
obtemos que

u'(r) — dy quando r — €.

Portanto,

u(eg) = do e u'(e) = dj.

Conseqiientemente, (P), 4 tem solugdo tnica em [0, €.

Afirmagao 2.4. Se u/(r) = 0 entao u(r) # 0.

De fato, usando (2.11), temos que

(TNE(T)), = NN 1E(r) — TNN -1

[/ (r) P
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Utilizando (2.10), obtemos que
-1 1
(Y BEY) = NP ) N () = N = Dl )P,
p q

ou seja,

(V@) = ()P {Nf%l — (V- 1)] FNNT ) (2

Agora, derivando (2.2) e multiplicando o resultado obtido por u(r), temos que

_ (TN—I |u/(r)|p72 u'(r))lu(r) — N ()Y

Integrando a equagao acima em (0,r), vemos que
T / T
—/ <sN’1 |/ (s) P2 u’(s)) u(s)ds = / sV u(s) |7 ds.
0 0

Aplicando integracao por partes na integral do lado esquerdo dessa equacao, obtemos

que

- [TNI ! (r) P2 ! (r)u(r) — /0 s |u/(s)|pds] = /0 T sN 7 u(s) |7 ds.

Como, por hipotese, u/(r) = 0, segue-se que

/ sV (s) [P ds = / sV ()| ds. (2.14)
0 0

Integrando (2.13) em (0, 7), temos que

_N) T N T
rNE(r :(p—/ sV (s pdS—l——/ sV Hau(s)|9 1 ds
(r) P i [u'(s)] i), u(s)|
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Usando (2.14), obtemos que

T

~N) [ N
rNE(r) = (p /SN_l W (s)|Pds + —— [ sV (s)|Pds
0 = LR apas 2 [

N N\ [
E (p + ) / sV (5)[Pds.
D qa+1/) Jo

Logo,

-1 1 p—N N "
TN(p u' (r)|P + u(r q+1):( + )/SN_lu'spds.
L+ ) ) [

Pelo fato de u/(r) = 0, vemos que

N 1 o1 (@+D=N)+pN\ [" x0
r m|u(r)| —( oGt D) >/0 s (s)|Pds.

Portanto, u(r) # 0.

Observagao 2.5. Como conseqiiéncia dessa afirmagao, concluimos que se u'(ey) = 0
entao u(ey) = dy # 0.

Examinaremos dois casos: () = 0 e u/(ey) # 0.

Caso 1: u/(¢y) =0

De (2.2), temos que

€0
— Nl ()P ! (e0) = / N1 Ju(s)[ ™ u(s)ds = 0.
0

Assim, se (P), 4 tiver solugao para r > ¢, devemos ter

—rN ()PP () = /060 sV u(s)| T u(s)ds + /r sV u(s) " u(s)ds
= [ S o uls)as

€0

ou seja,

&, (u'(r)) = -

r

N_1 /T sV D (u(s))ds.

€0
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Entao,

u'(r) = — Nl_l ®, (/ sN—ch>q+1(u(s))ds) :

€0

Integrando em (€, 1), obtemos que

r 1 t
) =dy= [ty ([ 5o )
€0 P €0

Logo, encontrar solugao de (P), 4 para r > ¢, equivale a procurar os pontos fixos de

Tlulr) = do — / L, ( / t sN—1<1>q+1<u(s>>ds) dt.

o tr-1 €0

Definimos B (dy) = {u € C([eo, €0 + €]) : ||u — do|| < R}, onde ||-|| é a norma do mé-
ximo em [€g, €9 + €]. Através de célculos simples, obtemos que Ej%(do) ¢ um subconjunto
fechado de C([e, €0 + €]). Mostraremos que T(B%(do)) € B%(do) e que T : BS(dy) —

é%(do) é uma contracao, se R e € sao escolhidos apropriadamente.
Inicialmente, mostraremos que T(B%(dy)) C B%(dy), ou seja, provaremos que
(i) T(u) € C([eo, €0 + €]).

De fato, seja u € E;(do). Como

Tt =do— [ ( [t putsyas - [ sN-1|u<s>|q-1u<s>ds> it

o tr1 €0 €0

entdo T'(u) € C([eo, €0 + €]), pois u € C([eo, €0 +¢€]), ¢ >0 e p > 1.
(ii) H”T@) —dOH <R

~ d,
De fato, seja u € B%(dp) e escolha R > 0 tal que R < %. Temos que [|u]] — ||do]| <

|lu — do]| < R, logo

d 3|d,
Jull < ol + R = o] + B < |+ 121 = 210l <5
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Para ¢y < r < ¢y + €, obtemos que

~ T 1
T(u(r) - do| = L/"w:(
€0 tr-1
r 1 t
< [ | S )
e tr-1 |Jeo
r 1 t p%l r 1 t =1
/ — (/ sN_1|u(s)|qu> dtﬁ/ — [(2|d0|)q/ SN_lds} dt
e trP-1 €0 e tr-1 €

/ﬁsN_HUQHTJUQﬁk

€0

=
/ sN_1|u(s)|q_1u(s)ds> dt

€0

_1
p—1

dt

<
Tl 1 =
= —~— 2dq—tN—eNr dt
[ = [l @ =)
1 "1 L
= (2|d0|)zf%1 - / — (tN—eéV)P’l dt
No=T Jeo tp—1
9 1 1 N p%l
< @) ——= [0+ 9" — & (= e0)
N#T p1
0
a1 1 e
< (2]do]) Pt ———— [(60+e) —eév] e<R Ve <r<e+te,
NpTl€p71
0
p=2
Rep™
considerando € < 0 o —
(2]do])75 N

Entao, Hf(u) — do|| < R e assim, T(B%(dy)) C BS(dy).

~ ~ d,
Agora, mostraremos que 7' ¢ uma contragdo. Sejam u,v € B%(dp), 0 < R < % e
€0 <1 <€+ ¢ logo
d,
Kol < u) o] < 21ay) (2.15)

Observe que,

onde

Considere

G(h,t) = X(hu(t) + (1 — R)o(t)).
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Entdo Y (u(t))—X(v(t)) = G(1,4)—G(0, ). Pelo teorema do valor médio, G(1,)—G(0,t) =

g—i(h,t), para algum 0 < h < 1.

Temos que
- t
G(h,t) = d, (/ N, (hu(s) + (1 — Rh)u(s)) ds) :
€0
Como
/ 12 1 2—p
() = 4 (722) = = DIl =~ |2, para 2 20,
e
d d -1 -1
() = L (|2f2) = gfzfo, paraz £0,

obtemos, usando a regra de Leibniz, que

~ 2-p
t —1 t
g—f(h,t) = Ll / NP,y (hu + (1 — h)v)ds / sV hu + (1 — h)o| " [u—v]ds.
p— €0 €0
Dai,
oG q ! N_1 o N—1 q—1
%(h,t) = |7 s hu+ (1 — h)v|%ds s" 7 |hu+ (1 = h)v|" [u — v]ds
p - €0 €0
q ¢ R0t
= — / sV hu + (1 — h)v|%ds / sV hu 4 (1 — h)v|* " [u — v)ds
p - €0 €0
q t =
< L / 1 hu + (1 — hyo|?ds / S b+ (1= h)o|™ |fu — o] ds.
b — €0 €0

De (2.15), temos que

@g lhu + (1 — h)o| < 2|do|.

Agora, consideraremos os seguintes casos:

Caso 1.1: 1<qg+1<p<2
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Nesse caso, temos

oG
Ooh

1

ek @ -] ()T e @)l

~ _1
= Ci(do,p,q, N) |Ju—v|| (1N —e)> T,

= (1)

IN

onde C, (do, p,q, N) é uma constante positiva.

Caso 1.2: 1<qg+1<2<p<N

Segue-se que

¢ [(ldo]\* 1 do\ 7 1
< Y S -d]T (B e -

~ _1
= Cy(do,p, ¢, N) [Ju— o] (t" — €))7,

oG

o —(h,t)

onde Cs (do, p,q, N) é uma constante positiva.

Caso 1.3: 2<¢g+1<p<N

Aqui, obtemos que

oG

o —(h,t)

q |do[ \* 1 rt 11
< () S -] @ ¢ - @) -l

~ 1
- C3 (d07p7 q, N) ||u - UH (tN - Eév) Pt )
onde Cjy (do, p,q, N) é uma constante positiva.

Da analise dos 3 casos acima, podemos concluir que

IN

T(o(r)) - Tu(r))| < C(dopa.N |w—vw/ W —a)™ 4 (2.16)

|:(€0+6) —eév}ﬁ(r—eo)

1

T [(60+6)N—6ﬂﬁ6, Ve <r<e+e,

S C(d07p7Q7 )HU_UH

»—‘,_.

6

[e=)
— "d

< C(do,p, ¢, N) lu—v]

==

SN

€
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onde C (do,p,q, N) é uma constante que depende somente de p, ¢, dy e N.

Entéao, de (2.16), temos que
|7@) = Tw)| < Bllu -l

onde 3 < 1 se escolhemos € suficientemente pequeno. Logo, T ¢ uma contragao em Ef%(do)
e, pelo teorema do Ponto Fixo de Banach, T possui um tnico ponto fixo, u € Eﬁ(do),
para € > 0 suficientemente pequeno. Entao, [€, €y + €] C Q(d), o que é um absurdo, pois

€0 = sup Q(d). Portanto, nesse caso, Sy = +00.

Caso 2: u/(e) # 0

Nesse caso, temos que u/(r) # 0, V 7 € (g — €, €], pois u € C*([0, ¢]). Por (2.9), em

(€0 — €, €0), (P)ra € equivalente a equagao

Mmz—éi(N‘%vwmmﬁ”wmvﬂmﬁ=zmwmwm»

p—1 r
onde X N
200 0)) = =2 (R0 + O ) () ).

Temos que
u'(r) = Z(r,u(r),u'(r), e@—e<r<e
u(e) = do
u'(eg) = dy#0.

Seja € > 0 e considere o problema
a'(r) = Z(r,z(r),2'(r)), e <r<e-+e
z(e) = do (2.17)

a'(€) = dy #0.
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Fazendo 2/(r) = y(r) temos que (2.17) é equivalente ao seguinte problema

= y(r), e <r<e+e

)

r) = Z(ra(r),ylr), e <r<e+e (2.18)
z(eo) = do
yleo) = dy #0.

O problema (2.18) ¢ equivalente a

{(az’(r),y'(r)) = (W), 20,2, 5(0), @ <7 <ot e 219
((eo) yleo)) = (dos ).

Considerando X (r) = (z(r), y(r)), (2.19) torna-se

{ X(r) = (yr), Z(r,x(r),y(r), € <7 < e +e (2.20)

X(Eo) = (do,d{))

{X(r) = g(r,X(r)), ee<r<e+e
X(Eo) = (do,d6>

Assim, temos que X(s) = g(s,X(s)), €0 < s < € + €. Integrando essa equagao em

(€0, 7), obtemos que

X(r) = X(eo) + /rg(s,X(s))ds, (2.21)

€0

onde g(s, X) = g(s,2,y) = (y, Z(s,,y)).

Afirmagao 2.6. Existe § > 0 tal que g : R x R? — R? ¢ continua em [¢y — §, €9 + 0] x
Bs(X (€)).

1 N -1 _ _
De fato, como g(s, X) = g(s,x,y) = (y, R (—y + y> 7P 2| 1x>),t0mando
p— s
d/
d = min { | 20| : %0}, concluimos que g é continua em [ey — 6, €y + ] X Bs(X()).

Entao, pelo teorema de Peano, existe uma funcao diferenciavel ¢ : [eg—01, €9+01] — R?,
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com 0 < §; < 4, que satisfaz (2.21), isto &,

wmzw@@+/hww@mw (2.22)

onde (r) = (a(r), y(r)) e ¥leo) = (do, dy).

Assim, (2.22) pode ser escrita da seguinte forma

mmmm:uw®+/}@ﬂﬂwmm

€0

Logo,

z(r) =dy + /Ty(s)ds

€0

o) = dy = [ (T PPl )

p—1
Comox € Cl, 2/ =yeye Cl segue-se que v € C* e

R |

p—1

N -1
r

ym+mmwmmwwm)

Tomando € = 01, temos que z(t) é solugao de (P),q4 em (€, €0 + €).
Agora, provaremos a unicidade. Sejam u; e up duas solugdes de (P), 4 em (€g, €9 + €).
Temos que u e uj sdo continuas préximo de €y, pois u € C%. Como uy, uy satisfazem

N -1

/!
p—1 P 1 q+1) / p
— |u;(7)|” + —— |u(r = — u ()", 1 =1,2,

integrando em (€g, ), obtemos que

p—1 0 1 g+1 /TN_l AN p—1, .
— () |" + —— |u(r + w;(s)]" ds = u;(€o)| +
o [w)F =g ()] T AC) o luleo)l '+ =

onde 7 =1, 2.

Observe que u;(€g) = uz(ep) e uj(en) = uh(en) # 0, pois € € Q(d). Como u)(ey) =
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ub(€), usando a equagao acima, temos que

]% (i (M) = us(m)F] + T % [Ju (8)|P — [ub(s)]"] ds +
1 g+1 g+ _
t g O = ) =0, (229

Defina agora

|q+1 ‘q—l-l

Jua (r)[* — Jua(r)
B(r) = wi(r) — uz(r) trlr) # alr)
(g+ D (NI ua(r), i (r) = us(r).

Note que A e B sao continuas numa vizinhanga de €y, (cf. Apéndice B). Seja v(r) =
uy(r) — ua(r). Entao, substituindo os valores das fungdes A e B e utilizando a equagao

(2.23), vemos que v satisfaz

]%A(r)v’(r) + / N n L A(s)o!(s)ds + qulB(r)v(r) — 0 (2.24)

v(eg) = 0,0 (€9) = 0.

Como uf e u} sdo continuas proximo de ¢, A é diferenciavel proximo de e, (cf.
Apéndice B). Também A(ey) = p [t (eo)|P > ) (€o) # 0 € assim 1/A ¢ limitada e continua
proximo de €. Entao, aplicando integragao por partes no termo da integral em (2.24),

obtemos que

p—1 , A(s) " " A(s)\’ 1 B
TA(T)U (r)+ (N —1) ( . v(s) . — /EO v(s) ( . ) ds) + m (ryu(r)=0
Dai,
L pN=1) 1 [AQ) CAY N e 11 )
v'(r)+ T A(r)( . v(r)—/eov(s)( 5 )ds>+p—1A(r)q+1 (ryu(r)=0
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ou seja,

V'(r) = C(r)v(r) + D(r) /T P(s)v(s)ds, (2.25)

€0
onde C(r), D(r) e P(r) sao fung¢oes continuas proximo de €y. Logo, tais fungoes sdo
limitadas proximo de €, isto ¢, |C(r)| < Cy, |D(r)] < Cy e |P(r)] < Cs, para todo r

proximo de €.

Integrando (2.25) em (€g, 1) e observando que v(ey) = 0, obtemos que

o(r) = / C(s)v(s)ds + / (D(t) [:P(s)v(s)ds) dt.

Assim, temos que

oo < | [ e+ | [ (o) /€:P<s>v<s>ds) i
< E:|c<s>uv<s>|ds+ EOTrD@)r /eotp@@(s)ds it

IA

o) /E:|v(s)]d5+02/€:/E:|P(s)||v(s)|dsdt

T T t
Ch / lu(s)|ds + CyC4 / / lv(s)| dsdt
Cl / |U(S)| ds + 0203/ / |U(S)| dsdt

= 01/ |v(s)]ds+026’3(r—eo)/ lvu(s)|ds

IN

IN

= [C1 + C2C3(r — €)] /T lv(s)|ds
< (Cy + CyCse) /r lv(s)|ds
= [ s

onde 04 = C1 + 02036.
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Portanto,

lv(r)| < Cy / lv(s)]| ds,

para r proximo de €. Pela desigualdade de Gronwall, segue-se que v(r) = 0. Conseqiien-
temente, u; = uy numa vizinhanga de €. Logo, [€g, €0 + €) C Q(d), o que é um absurdo,

pois €9 = sup Q(d). Entdo, Sy = +o0.

Portanto, concluimos que (P), 4 tem solugao tnica em [0, 00).

2.2 Dependéncia Continua dos Dados Iniciais

Também precisamos mostrar que a solugao depende continuamente dos dados iniciais.

Seja ug uma solugao do problema de valor inicial abaixo

O = [N ) s, 70
u(0) =d
w'(0)=0

com valor inicial dy > 0. Além disso, seja (di), com solugoes correspondentes (uy), uma
seqiiéncia de nimeros reais positivos convergindo para dy. Provaremos que a seqiiéncia

(ug) converge para ug uniformemente em subconjuntos compactos de [0, c0).

Primeiramente, como dj, — dp, existe uma constante C' > 0 tal que |dx| < C. Além

disso, de (2.12), temos que

p—1 1
o i, ()7 + = g ()|

q+1
— < ™ <.
q

S 1 S
Assim, existem constantes ¢y, ¢y > 0 tais que
lug(r)| < ¢1 e Jup(r)| < ¢, Vr € [0,00), Vk € N,

Isto é, (uy) € uniformemente limitada e eqiiicontinua em [0, c0). Portanto, pelo teorema

de Ascoli, existe uma subseqiiéncia (uk]) de (ug), tal que u, — u uniformemente em
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subconjuntos compactos de [0, 00). Mostraremos agora que u = ug. Note que uy; satisfaz

rr-l

iy 1) = =y [ s, 5 )

Como uy; — u uniformemente, o lado direito da equagao acima converge para

1 T
ety ([P,
rp-1 0

Assim, vemos que a subseqiiéncia uj - converge pontualmente para a funcao
1 T
v(r) = ——5—=Py (/ sN_1<I>q+1(u(3))ds) :
0

Por outro lado,
ug, (1) — di; = / uy, (s)ds. (2.26)
0

O lado esquerdo de (2.26) converge para u(r) — dy e, pelo teorema da convergéncia
dominada, o lado direito converge para [; v(s)ds. Assim, fazendo j — oo em (2.26)

encontramos

u(r) —do = /07‘ v(s)ds.

Derivando, obtemos que

Logo, temos que

(1) = ——,, ( /0 ' sN_l(I)q+1(u(s))ds)

u(0)

.
v (0) = 0.

Pela unicidade de solucoes estabelecida anteriormente, segue-se que
u(r) = ug(r).
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Assim, mostramos que u; — 1o uniformemente em subconjuntos compactos de [0, 0o).
Para completar a prova, precisamos mostrar que isso é verdadeiro para a seqiiéncia (uy).
Suponha, por absurdo, que o resultado nao é verdadeiro. Logo, deve existir um conjunto
compacto K C [0, M], uma seqiiéncia (r;) € K C [0, M] e alguma subseqiiéncia (u;,) tal
que

!ulj (rj) — uo(rj)| >e>0, (2.27)

YV 7 > 1 e para algum ¢ > 0. Mas como acima, poderiamos encontrar uma subseqiiéncia
de (ulj) que converge uniformemente para ug em [0, M] e portanto violar (2.27). Entao,
a seqiiéncia (uy) converge uniformemente em subconjuntos compactos de [0, 00) para .

Isso mostra que as solugdes de (P), 4 dependem continuamente dos dados iniciais.

Portanto, o Teorema A estda demonstrado.
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Capitulo 3

Existéncia de Miultiplas Solucoes para
(P)u,r

Inicialmente, enunciaremos e demonstraremos alguns lemas bésicos que serao utiliza-

dos na demonstracao do Teorema B.

3.1 Resultados Auxiliares

Lema 3.1. Para cada d > 0, a solugdo u(r,d) de (P),q possui uma quantidade infinita

de zeros.

Demonstragao: Suponha que temos uma solugao de (P), 4, a qual denotaremos por u(r, d).
Como u(0) =d > 0 e u € C', segue-se que para r > 0 suficientemente pequeno tem-se

u(r,d) > 0. Assim, considere u(r,d) > 0 em (0,79). De (2.2), com r < r(, obtemos que

W ()PP () = — /0 sV (u(s))? ds. (3.1)

Como u > 0 em (0,79), temos que o lado direito de (3.1) é negativo. Assim, v’ < 0 em
(0,79), isto é, u é decrescente em (0,r9). Conseqlientemente, podemos estimar o termo

integral e obter

(—u'(r)" " = 7"]\}_1 /OT sN (u(s))? ds > —<Z](\,T_)1)q /OT sNlds = (Z](\,T_)l)q% = —(u(?,)qr,
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em (0,79).
Logo,
(= (r))"" (u(r) ™" = = em (0,70),
ou seja,
1
— () (u(r)) 7T = e (0,r0).
Integrando em (0, 7), segue-se que
I S SR = o S Jad
p—(1+q) 0 pNwT

Como p > ¢+ 1, entao

p—(1+q) p—(1+q) — (1 P
(u(r)) = <d e p—( TQ)rﬁ. (3.2)
pNw=1

Assim, ndo podemos ter u(r,d) > 0, para todo r, pois o lado direito torna-se negativo
quando r — oo. Logo, existe um nimero z1(d) > 0 tal que u (z;(d),d) = 0 e u(r,d) > 0
em (0, z1(d)).

Integrando (2.1) em (0, 1), obtemos que

() P2 (1) = — s / N () dr < 0.

21

Logo,

u'(z1) < 0. (3.3)
Portanto, z; nao é um extremo local.
Mostraremos agora que existe m; > z; tal que u/(mq) = 0.

Temos u > 0 em (0, z;). Suponha, por contradigdo, que nao exista m; > z; tal que

uw'(my1) = 0, ou seja, suponha que u'(r) < 0 para todo r > z1, isto é, u é uma fungao
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decrescente. De (2.12), temos que

q+1 Ja+1
PO < my < 2 parar 0,
q q

ou seja, |u(r)| < d, para r > 0. Logo, u é limitada inferiormente. Assim, lim wu(r) = L,

r—00

para algum numero real —d < Ly < 0.

Usando (3.1), obtemos que

r—00 T r—00 7’N

/ =2 r
lim )™ ) _ lim i/ sV ()| u(s)ds.
0

Temos que
—2
P )

r—00 r

=0, (3.4)

pois, de (2.12), segue-se que |u/(r)|P~>«/(r) ¢ limitada. Por outro lado,

1 ' ’ Hopita N-1 -1
— lim —/ sV u(s)| 7 u(s)ds LoHopiel iy [u()? u(r) (3.5)
0

r—00 N?"Nfl

= —% lim Ju(r) | u(r)

1 .
= —N|L1|q 1L1

| Ly
= > ()
N )

Logo, de (3.4) e (3.5), obtemos um absurdo.
Portanto, existe um m; > z; com u/(my) = 0.
Agora, provaremos que existe um zqo(d) > my(d) tal que z9(d) é um zero de u(r,d).

Suponha, por contradigao, que nao exista zo(d) tal que u(z2(d),d) = 0. Assim, u(r) <0

para todo r > m;. Integrando (2.1) em (m,r), obtemos que

O ) = = [l s, (36)

mi
pois u/(my) = 0. Logo, u/(r) > 0 para todo r > my, ou seja, u é crescente em (my, 7).

Estimando o termo integral de (3.6) e observando que u < 0 e v’ > 0 em (my,7),
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segue-se que

v
lzp—
|
=
=
=
\
V)
2
L
Q
V)

Entao, vemos que

/ p—1 —q ’I“N — m{v
(U (T)) ( U“(T)) = ,N-1N €1r (mh T) )
ou seja,
N _ . N\
W () (—u(r) T > (r N_1m12 em (my,7).
rr=1 N»-1

Escolhendo  suficientemente grande tal que r —m{ > 2V isto ¢, r > 2% m;y, temos
que
__9q re-1 re-1 1
u'(r)(—u(r)) 1> = — para r > 2Nm,.

@N)FTrT  (2N)7T

Integrando em (rg,r), onde ry > Q%ml, segue-se que

/r o (s)(—uls)) FTds > ——— /Tspilds,

70 (2.]\[)ﬁ To
ou seja,

p—1 p=(1+q) p—1 p=(1+q) 1 p—-1/ » 2
——— (~u(r)) 7 +————=(—ulrg)) »* =2 —7 <rp71 - )
r—arg PEITE R (2N)7T P ’

Logo,
p—(1+q) p—(1+q) p— (1 + q) P ﬁ
(=ulr) T = (o) < (77 —137).
p—1 p
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Assim,
p—(1+q) p—(1+q) p— (1 + q) p P2
(—u(r)) ==t <(-u(r)) ¥ ————=——(rr7 —
(2N)»Tp

p=(1+q)
Como u < 0 para r > my, entdo (—u(r)) > 0. Mas, o lado direito de (3.7) tende

para —oo quando r — o0, o que é um absurdo. Portanto, existe um 25 > m; tal que
u(zz) = 0.

Para completar a prova do lema, precisamos mostrar que u(r,d) tem um nimero
infinito de zeros. Suponha que u(r,d) possui k zeros, onde k > 1, demonstraremos que
u(r,d) tem k+ 1 zeros. Denote os zeros de u(r, d) por z;(d) < z2(d) < -+ < zi(d). Temos
que z1(d) < my(d) < z(d) < ma(d) < --- < my_1(d) < zx(d), onde os m;(d) sdao os

extremos locais de u(r, d).

u(r, d)

d

\\ . mi (d) ; mgr(d) /
Zl(d)\\/@(d) M (A (d) T
Figura 1

Os m;_1(d) sao os tnicos extremos locais. De fato, se u(r) > 0 em (z;_1, z;) segue-se de

_ —2 ! . , . . L.
(2.1) que (PN (r)P7 W/ (r)) < 0 em (2j_1, 2;). Assim, se m;_; € o primeiro méximo
local de u nesse intervalo, entdo integrando a desigualdade acima em (m;_1,7), onde
m;_1 <1 < zj, temos que u'(r) < 0 para m;_; < r < zj, isto €, m;_; é o Ginico maximo
local de u em (z;_1, ;). De maneira semelhante, se u(r) < 0 em (z;_1, 2j), obtemos que
m;_1 € o tnico minimo local de u em (z;_1, z;). Além disso, integrando (2.1) em (m;_1, 2;)

e usando o fato que u > 0 ou v < 0 em (m;_q, 2;), obtemos que

W) = [ 8 () us)ds 0.

mj—1
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Assim, u/(z;) # 0.

Suponha, sem perda de generalidade, que u(r) < 0 em (zx_1, 2x). Mostraremos, inicial-
mente, que existe um my > 2, no qual v tem um maximo local estrito. Por contradigao,
suponha que u/(r) > 0 para todo r > zj, visto que u'(z;) > 0. Logo, u é uma fungao
crescente em [z, 00). Além disso, u ¢ limitada superiormente, pois temos de (2.12) que

()" art

<E(r)< —.
qg+1 qg+1

Assim, obtemos que lim u(r) = L, onde L > 0.

r—00

De (3.1), temos que

/ =2 1 r
1

0= TILIEO ()l . w(r) = —Tlirglo T_N/ sV u(s)| T u(s)ds, (3.8)

0
pois |u'(r)|" < E(r) < E(0) = 1 Por outro lado, aplicando o limite no lado

q
direito, segue-se que
L[ Le
rlggo T_N/O SV ()| u(s)ds = v 0,

pois lim u(r) = L, o que contradiz (3.8). Portanto, existe um my > 2, com u'(my) = 0.

7—00

Sabemos que u/(r) > 0 para 2z, < r < my. De (2.1), temos que

)P )Y = T ) )

Integrando em (my, ), obtemos que

—r N () PR (r) = /T sV ()" u(s)ds > 0.

mg

Assim, v'(r) < 0 para r > my. Logo, my ¢ um méaximo local estrito.

Agora, procuraremos um (k + 1)-ésimo zero, 2z, de w com zgy1 > my. Suponha que

u nado possua um (k + 1)-ésimo zero. Assumimos, sem perda de generalidade, que u > 0
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para r > mg. Integrando (2.1) em (myg, ), temos que

,
—r N ()P (r) = / sV ()7 u(s)ds.
mg
Isso implica que v’ < 0 em (my,r), isto é, u é decrescente em (my,r). Estimando a

integral acima como no inicio da prova desse lema, segue-se que

(" = miY)
N

=P ) 2 )] )

Escolhendo r grande de modo que ¥ —my >

N1, p—2 1 >
P ) () 2

Visto que v’ < 0 e u > 0 em (myg, ), obtemos que

— rpfl

—/(r) (u(r))7T > _ para r > 28my,.

(2N)7 T

1
Integrando em (rg,r), onde ry > 2¥my, segue-se que

p—(14+q) p—(1+q) —(1+ P £
(W) T < (u(rg)) 5 - P LD ey
p(2N)»—T

o que é um absurdo, pois o lado esquerdo é positivo e o lado direito tende para —oo

quando r — oo. Assim, existe um zg1 > my tal que u(zx41) = 0.
Isso completa a prova do Lema 3.1.
Ul

Lema 3.2. Se d > 0 € escolhido suficientemente grande, entao a solugdo u(r,d) nao tem

zeros em [0, 1].

Demonstragao: Fixe k, onde 0 < k < 1, e sejam k e ry(d) tais que

u(rr(d)) = kd e u(r) > kd em (0,7(d)).
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Figura 2

Mostraremos que
a+1

(1= k)"2d"™"% < C(p, N)ra(d), (3.9)
onde C'(p, N) é uma constante dependendo somente de p e N.
De (3.1), temos que

) =~ [ o) ().

Em (0,7(d)) temos que v’ < 0 e entdo 0 < kd < u(r) < d. Portanto, a igualdade

acima pode ser reescrita da seguinte forma

WP = e [ e s

Logo,
_ a [ d?
/ p—1 N-1 _
W' (r)]F < NI /0 §' T ds = ~"
Assim,
9
—u'(r) < dp_ll =
Npr—1
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Entao,

re(d) s @ _ DS ,
(1 k)d = —/O o (rydr < 47 /0 pitrgr = DIy

ou seja,

(1-k)d7 < (v _i) (re(d)) 71,
pN#-1

que ¢ equivalente a estimativa (3.9).

Como ¢ + 1 < p, segue-se de (3.9) que rx(d) — 0o quando d — oco. Assim, para d

escolhido suficientemente grande temos que u(r,d) > 0 em [0, 1].
Portanto, o Lema 3.2 estd demonstrado.
O

Lema 3.3. Suponha que u(r,d*) satisfaz (P),q, possui k zeros interiores em [0,1] e
u(1l,d*) = 0. Entao para d ligeiramente menor do que d*, u(r,d) possui no mdzimo

k+1 zeros interiores em [0, 1].

Demonstra¢ao: Suponha que u(r, d) possui pelo menos k + 1 zeros interiores. Precisamos
mostrar que u(r,d) nao tem um (k + 2)-ésimo zero interior. Suponha, sem perda de

generalidade, que my(d*) é minimo local. Seja my(d*) < r < 1 = zp41(d*), temos que

—pN-1 |u/(r, d*)|p*2 u'(r,d") = / V-1 lu(s, d*)|q_1 u(s,d*)ds.

my(d*)

Pela continuidade de (P),q4 em relacdo aos dados iniciais, sabemos que u(r,d) —

u(r, d*) uniformemente em conjuntos compactos quando d — d*.

Afirmacao 3.4. Quando d — d* segue-se que:
(i) zi(d) — z(d*), k=1,2,...,
(i) my(d) — mp(d*), k=1,2,...,

(iii) «/(r,d) — u/(r,d*) uniformemente em subconjuntos compactos de (0, 1].
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Observe que

1
(L, d) P2 (1, d) = —/ N u(s, d)[ u(s, d*)ds = ¢ > 0.
my(d*)

Logo, existe um € > 0 tal que

u'(1,d*) > e > 0.

Pela continuidade de v/(r,d*) em r, para algum 0 < o < 1, temos que

' (r,d*) > = pararg <r < 1.

N

Como u/(r,d) — u/(r,d*) uniformemente no conjunto [ro, 1], segue-se que

€

/
w(r,d) > —,

(rd) > &
para rg < r < 1 e d suficientemente proximo de d*. Também, temos que 1o < zx11(d)
para d proximo de d*, pois zx41(d) — 1 quando d — d*. Assim, para d suficientemente
proximo de d*, temos que u/(r,d) > 0 em [z41(d), 1]. Logo, u(r, d) é crescente no conjunto

[zk+1(d), 1]. Entao, é impossivel u(r, d) possuir outro zero para d suficientemente proximo
de d*. O

Demonstragao da Afirmacao 3.4:

Demonstrag¢do de (i): Usaremos o principio de indug¢ao. Primeiro, mostraremos que
21(d) — z1(d*) quando d — d*. Seja d — d*, entao u(r,d) — u(r,d") uniformemente para

todo r € [0, z;(d*) + 1]. Assim, para ¢ > 0 pequeno, temos que

u(z1(d*) —e,d) — u(z(d*) —e,d") >0

u(z1(d*) +€,d) — u(z(d*) +€,d) <0
quando d — d*. Logo, para algum i = 1,2, ..., existe z;(d) tal que
Zl(d*) —e< Zl(d) < Zl(d*) + €. (310)
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Se r < z(d*) — € entdo u(r,d) — wu(r,d*) > 0. Assim, pela continuidade de w,
obtemos que u(r,d) > 0, V r € (0,2(d*) —€). Dai, z;(d) = 2z1(d). Portanto, de (3.10),

Agora, suponha que z,(d) — zx(d*) quando d — d*, provaremos que zgii(d) —

2k+1(d*) quando d — d*.
Suponha, sem perda de generalidade, que u(r,d*) < 0 em (z(d*), zx1(d")).

Para V € > 0 pequeno, temos que

wW(zp41(d”) = €,d) = u(zp41(d) —€,d) <0

w(zps1(d*) + €,d) — u(zpy1(d°) +€,d) > 0.
Entao, para algum i = 1,2, ..., existe z;(d) tal que

Zk+1(d*) —e< Zl(d) < Zk+1(d*> + €. (311)

Se r € (zi(d*), zk+1(d*)) temos que u(r,d) o u(r,d*) < 0. Assim, pela continuidade
de u, u(r,d) <0,V r € (zx(d*), zgr1(d*)). Como zx(d) — zx(d*) quando d — d*, obtemos
que z;(d) = zk41(d). Dai, de (3.11), zg11(d) — zg+1(d*) quando d — d*. Portanto, o item
(i) esta provado.

Demonstra¢do de (ii): Suponha, sem perda de generalidade, que u(r,d*) > 0 em

(zr(d*), zk41(d*)). Entao, para V € > 0 pequeno, temos que
u(my(d®) — e,d*) < u(my(d*),d") (3.12)

u(mg(d*) + €,d*) < u(mg(d*),d").

Como u(r,d) — wu(r,d*) uniformemente em conjuntos compactos quando d — d*,

temos que

€,d
u(my(d*), d) — u(mg(d*), d*), (3.13)
€,d
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Afirmagao 3.5. Existe n > 0 tal que se |d — d*| < n, entao
(1) w(mp(d”) — €, d) < u(mp(d), d),
(2) w(mp(d”) + €, d) < u(mp(d”), d).
Demonstrag¢do de (1): Suponha, por contradi¢do, que existe uma seqiiéncia d,, —
d* de modo que u(my(d*) — €,d,) > u(mg(d*),d,), logo lim, .., u(mg(d*) — €,d,) >

limy, 00 u(my(d*), d,), entdo, de (3.13), u(mg(d*) — e, d*) > u(mg(d*), d*), o que contradiz
(3.12). Portanto, existe n > 0 tal que |d — d*| < n = u(mg(d*) — €,d) < u(mg(d*),d).

Analogamente, demonstra-se o item (2).

Entao, pela Afirmagao 3.5, para algum i = 1,2, ..., existe m;(d) tal que

mi(d) € [mu(d*) — e, my(d*) + €] . (3.14)

Como z(d) — z(d*), para todo k, quando d — d*, segue-se que m;(d) = mg(d).
Assim, de (3.14), obtemos que

my(d*) — e < my(d) < my(d) + e

Portanto, mg(d) — my(d*) quando d — d*, o que conclui a demonstracao do item (ii).

Demonstragao de (iii): De (2.2), temos que

1

()P (r d) = —— / N s, )7 u(s, d)ds.
r 0

Seja A (u(r,d)) == — o/ (r,d)|P > (r,d) e B (u(s,d)) := |u(s,d)|* " u(s,d), logo

A (u(r,d)) — A (u(r,d")) = r]\}—l /OT sNH[B (u(s,d)) — B (u(s,d"))] ds.
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Como u(r,d) — wu(r,d*) uniformemente em conjuntos compactos quando d — d*,

temos que
|A (u(r,d)) — A(u(r,d"))| < TNll /Or s 1B (u(s,d)) — B (u(s,d"))| ds
< TNl_1 /07“ N1 B (u(s,d)) — B (u(s,d"))|ds
= er <e.

Dai, u/(r,d) — u'(r,d*) uniformemente em subconjuntos compactos de (0,1] quando

d — d*. Portanto, o item (iii) esta provado.

Lema 3.6. Seja z(d) o k-ésimo zero de u(r,d). Entao zx(d) — 0 quando d — 0.

Demonstragao: Mostramos no Lema 3.1 que a solugdo de (P),4 possui um ntimero in-
finito de zeros 21, 29, -+ em [0,00). Também, no intervalo (2, zx+1) uma solugao possui

exatamente um extremo local o qual denotamos por my. Assim, temos que
O<z1<m <zp<Mmg < ---.

Mostraremos que quando d — 0, z(d) — 0 e my(d) — 0. Na demonstragao do Lema 3.1,

obtemos a desigualdade (3.2) em (0, z1)

(u(r))p;(iq) < dpfp(iq) b (1+ q)rﬁ.

pN =
Aplicando limite quando r — z;, temos que
(@) @ - LD g gt
pNP-T
Logo, |
0 < (a@)FT < LI

Assim, vemos que z;(d) — 0 quando d — 0.

Assuma que z;(d) — 0 quando d — 0, para k > 1. Primeiramente, mostraremos que

my(d) — 0 quando d — 0 e entao que zx41(d) — 0 quando d — 0.
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Seja
y(r) = |U(7")|a> para zp <r < my,
p—(1+q)

p—1
obtemos que

onde o = . Note que 0 < a < 1, pois 1 < ¢+ 1 < p. Diferenciando y(r),

y'(r) = afu(r)[* u(r)d'(r).
Como 0 < a < 1, segue-se que

y'(r) = afu(r)| " u(r)u" (r) + ala = 1) [u(r)|*7 (4 ()" < alulr)* " ulr)d(r).

Reescrevendo (2.1), obtemos que

—1

[ ()7 {(p () + u’(?“)] + Ju(r)|* u(r) = 0.

Assim,

N -1

|ul(7”)|p_2 {(p — Du(r)u"(r) + u(r)u'(r)] + |u(r)\q+1 —0.

Substituindo y e suas derivadas na equagao acima e usando o fato que
1
u(r)| = (y(r))= e [u'(r)| = ———,

obtemos que

—1 a(p—1)—p+g+1

YO |- D) + Sy ()| + 0 )

, segue-se que o expoente de y é zero. Portanto,

(= DOy 0) + P2y () + a0 <0 (315

Assuma, sem perda de generalidade, que v/ < 0 em (z,my). Entdo, u < 0 em

(2, zk+1). Portanto, vemos que ¢’ > 0 em (zx, mg) e assim, y'(r) = |v/(r)].
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Considere

o(r) = [y ()" em (2, my).

Entao,
V()= =Dy )y ().

Assim, a desigualdade (3.15) torna-se

N -1

v(r) + Pt <0.
”

v'(r) +

Logo,
()N 4 (N = 1) 7N 2o (r) + o N <0,

ou seja,
(TN_lv(r))/ +aP N <.
Integrando em (r, my), onde 2 < r, obtemos que

aP~1

N

—rN o (r) +

pois v(my) = 0. Assim,

Entao, como r < my,

aP1 aP~t [ ml -1
I (mp —1) < I <7“Nk1 — r) <o(r) =y @)t

Usando o fato que |y/| = ¥/ em (zx, mg), temos que

(8% 1
— (my — )T < yl(r).
Nr-1

Integrando em (zx, my), segue-se que

alp—1) p

0 < ———(mp — z) 7" < y(my) —ylz) = y(mg) < d°
Nr=1p
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Assim,
my(d) — z,(d) — 0 quando d — 0

e visto que z(d) — 0 quando d — 0, temos que

my(d) — 0 quando d — 0.

Agora, podemos mostrar, usando um argumento semelhante como no Lema 3.1, que

zk1(d) — 0. Assumimos, sem perda de generalidade, que u < 0 em (zy, z541). Integrando

(2.1) em (my,r), onde r < 2,1, obtemos que

WO ) = [ C N u(s)] " () ds,

N-1
T mi

pois u/(my) = 0. Logo, v’ > 0 em (my, 7). Assim, u é crescente em (my, ). Conseqiien-

temente,
Wiy = /m P Cayyras z N i () ( . @)
Logo, N
W a2 g (- )
isto é, 1

Integrando em (my, ), temos que

1
" __a_ 1 " N\ T
/mk u'(s) (—u(s)) 7T ds > e /mk (s — :]\7;111) ds.
Portanto,
p— 1 ( ( ))p*(qu)_F p— 1 ( ( ))p*(liw > 1 /T ( mév )”11 d
_  (—ulr P— — (—ulm P= S — S.
p—(1+4q) p—(1+q) * T N Sy sN=1
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Fazendo r = z;1, obtemos que

2+l my 1 (p— 1)Np%1 p=(+q)
/ S — N_1 ds S - d 1
- s p—(1+q)

Temos que o lado direito da desigualdade acima tende para zero quando d — 0. Como

my < T, segue-se que

my N —ml S

r— = r—my.
FN-1 PN-1 = k

Assim,
1
Zk+1 mN p—1 241 1 -1
k 1 P _p_
/ (r - TN—I) dr > / (r —my)r1dr = p (zry1(d) — mg(d))?P—1 .
my mp

Observe que o lado esquerdo tende para zero quando d — 0, pois o integrando é nao

negativo. Como my(d) — 0 quando d — 0, concluimos que zx11(d) — 0 quando d — 0.

g

3.2 Demonstracao do Teorema B

Esse resultado segue-se dos Lemas 3.2, 3.3 e 3.6.
Teorema B: Sejam N > 2 el < g+ 1 < p < N. Entao existe uma seqiéncia de-

crescente de nimeros positivos dyg > dy > -+ > dg_1 > d > -+ > 0 com u(0) = dj, tal

que u(1l,dy) = 0 e u possui exatamente k zeros interiores em [0, 1].
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Demonstracao: Para k > 0, defina

A ={d > 0: u(r,d) tem exatamente k zeros interiores em [0, 1]} .

Pelo Lema 3.2, seja d > 0 tal que u(r,d) nao tem zeros em [0,1]. Logo, d € Ay e,
portanto, Ay # (. Seja dy := inf Ay. Temos que dy < d. Por outro lado, pelo Lema 3.6,
z1(d) — 0 quando d — 0. Assim, dado € = 1, existe 6 > 0 tal que d < § = 2z,(d) < 1.
Logo, d ¢ Ay. Entao, dy > 6 > 0. Tome &/ € Ay tal que &’ 2% 4. Entdo, 21(d7) > 1e,
pela continuidade de z;(d), temos que z;(dy) > 1.

Afirmagao 3.7. z(dy) = 1.

De fato, se 21(dy) > 1, tome &’ — dy, onde &’ < dy. Logo, existe jo € N tal que
z1(d°) > 1. Entao, d’® € Ag. Assim, d’® > dy, o que é um absurdo. Portanto, 2;(dy) = 1.

Considere agora,

Ay ={d > 0:u(r,d) tem exatamente 1 zero interior em [0, 1]}.

Pelo Lema 3.3, se d < dy e d = dy entao u(r,d) tem no méximo um zero interior em
[0,1]. Se u(r,d) nao tivesse zeros interiores em [0, 1], assim d € Ay, logo d > dy, o que
¢ um absurdo. Assim, u(r,d) tem exatamente um zero interior em [0, 1], isto é, d € A;.
Conseqiientemente, A; # 0. Seja d; := inf A;. Temos que 0 < d; < dy. Tome d’ € A; tal
que & '=% d,. Entao,

2(d) < 1= 2(d) <1

Zg(dj) >1= Zg(dl) > 1.

Afirmacao 3.8. z(dy) < 1.

Caso contrario, se z1(d;) = 1 entao pelo Lema 3.3, para todo d < d; com d ~ dj,
u(r,d) teria no maximo um zero interior em [0,1]. Logo, d € Ay ou d € A;. Assim,

d > di, o que é um absurdo. Portanto, z;(d;) < 1.

Afirmagao 3.9. 25(d;) = 1.

Suponha por contradi¢ao, que z3(d;) > 1. Tome &’ — dy, onde d < d,. Logo, existe
71 € N tal que 2(d’') < 1 e z(d’*) > 1. Entao, d* € A;. Assim, d* > dy, o que é um
absurdo. Portanto, zo(d;) = 1.
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Por inducao, suponha que para algum k € N tem-se

O<dp <dp_1<---<dy<dy <dy de com Zj+1(dj) :1, j:O,l, ,k.
do
d1 Ug
d2 Ul
U
\ /N r
/
Figura 3
Considere,

Agi1 ={d > 0: u(r,d) tem exatamente k + 1 zeros interiores em [0, 1]} .

Como 0 < di < d e z41(dy) = 1, segue-se que dj, € Aj. Portanto u(r,d;) possui
exatamente k zeros interiores em [0, 1] e u(1,dy) = 0. Entao, pelo Lema 3.3, para d < dj,

com d = dy, u(r,d) possui no maximo k + 1 zeros interiores em [0, 1].

Afirmacao 3.10. u(r,d) tem exatamente k + 1 zeros interiores em [0, 1].

De fato, se u(r,d) tivesse exatamente i zeros interiores em [0,1], onde 0 < ¢ < k,
logo d € A;, entao d > d; > dy, assim d > dj, o que é um absurdo. Conseqilientemente,
d € Ag,1. Portanto, Ap, 1 # 0.

Seja dgyq = inf Aj1. Logo,

0<dpr <dp <dp1<--<dy<dy <dy<d.
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Considere d’ € A, tal que d’ ey di+1. Entao,
Z1 () < 1= 21 (disr) <1

Zrro () > 1= 2py0(dyir) > 1.

Afirmagao 3.11. z,q(dgiq) < 1.

Suponha, por contradi¢ao, que zxi1(dgr1) = 1. Entao, pelo Lema 3.3, para todo

d < dpy1 com d = dy41, u(r,d) tem no maximo k + 1 zeros interiores em [0, 1]. Logo,
de Ajparaalgum 0 <[ < k+1=d>d; > dj1,

o que é um absurdo. Assim, zgq(dgy1) < 1.

Afirmagao 3.12. 2z 9(dgsq1) = 1.

Caso contrério, se zgpyo(dpi1) > 1, tome &7 — dy,1, onde &’ < dy,1. Logo, existe
Jrr1 € N tal que zpyq(d%+1) < 1 e zp49(d’*+1) > 1. Entao, d/*+' € Aj,;. Assim,

A1 > d;. 1, o que é um absurdo. Conseqiientemente, Zkgo(dpsr) = 1.

Portanto, existe uma seqiiéncia
do>dy > >dy_1>dp,>--->0

tal que u(1,d;) = 0 e u possui exatamente k zeros interiores em [0, 1]. Assim, concluimos

a demonstracao desse teorema.

Usando o Teorema B, provaremos o seguinte resultado:

Teorema C: Sejam N > 2, 1 < g+ 1 <p < N e Q = By(0). Entio o problema de

valor de fronteira (P), tem um nimero infinito de solugées radiais, v € C*(9Q).

Demonstragao: Como para dj, # d; as respectivas solucoes u(r, dy) e u(r, d;) sao distintas
e u(r,dy) é solugao de (P),, com u(0) = dy, segue-se que (P),, tem infinitas solugoes.
Observe que u ¢ solugao de (P),, e portanto v(x) = u(|x|) é solucdo de (P),. Conseqiien-

temente, o Teorema C esta demonstrado.
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Afirmacao 3.13. Seja v uma solugao radial de (P),, ou seja, v(z) = u(|z|), onde r = |z|.

Entéo, (P), torna-se

(P)um : { —(T’N_l |u/(7,)|p—2 u/(,,,))/ —_ TN_l |u(r)]q_1 u(r), 0<r<l

u'(0) = u(l) = 0.
De fato, temos que

(i) Como v(x) = u(|z|), onde r = |z|, entdo

Assim,
«(0) = lim u(r) — u(0) — lim v(r,0,...,0) —v(0,...,0) _ v 0.....0)
r—0 r r—0 T axl
Por outro lado,
£(0) = lim M) =@y w000 —0(0, ., 0)
r—0 r r—0 r
=S — lim U(S707 70) _U(O, ,0)
s—0 s
ov
= ——0,...,0
5x1( ’ ’ )
Logo,
81} (91}
—(0,...,0) = —=—(0 0
8371 ( ’ ) 8331 ( )
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Dai,

Entao,

u'(0) = 0.

(ii) Como Q = B;(0) e v(z) = 0 para z € 012, temos que v(z) = 0 quando |z| = 1, ou
seja, u(1) = 0.

(iii) Temos que

Ay = dw(yvu(x)\ﬂvu(x))zz 3o, (yvu(x)\p a—xi(x))

=
|

= (WO @)+ er )
PP ) )P ) (N = 1)V

rN-1 rN-1

= s (P ee)

Como v(z) = u(|z|), onde r = |z|, e

~Agu(a) = (@) o(z), z e Q,
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segue-se que

N P )Y = ) (), 0<r <1

Portanto, a afirmagao esté provada.

Agora, provaremos a nao existéncia de solugbes nao triviais, no caso radial, para o
problema (P), quando 1 < p < N e g+ 1 > p* (c¢f. Saxton e Wei [16]). Para isso,
precisaremos do seguinte resultado, o qual é uma versao radial da identidade de Pohozaev
extendida (cf. Ni e Serrin [11]).

Lema 3.14. Seja u(r) satisfazendo (P),q. Entao,

1 1 " 1 _
VB0 = () [ s = A ),

onde r € [0,1].

Demonstracao: Temos que

B() = P ) + — )
Logo,
(NE@)) = NrVTE@) +rVE(r)
= N NE(®r) +rE' (1))
0 | (B P+ g ) = (= DG
= (B - o).

Por (2.1), obtemos que

(PN ()P ()Y u(r) = =N ()
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Assim,

(PN ()T () = =N ()[4 N ()P

= () - Ju(r)*).

+1 N-1
N (P=1, ., \» ‘U(TNQ <1 N_1> N1y /NP T q+1
=r — ) +t—— |+ ———r u'(r)|” — u(r =

-1 N-1 1 1 1
=N ()P (p — + —*) + Nl |U(7“)|q+1 <— - _*> :
P N P qg+1 p

Np p—1 N-1 1
Como p* = , logo — + — = 0. Dai,
N—p T N op

(3 B+ 2 P ) =P e (- 1) e

Integrando (3.16) em (0, ), implica que

LIVE@) + SN () P () = (L i) /0 TN Ju(s) 7 ds.

N p* g+1 pr

Portanto,
L N < 1 1)/T N-1 +1 L N -2
—r"Er) = — - — s u(s)|"ds — —r w ()P (r)u(r),
~ E) 1)) |u(s)] p |u'(r)] (r)u(r)

que é a igualdade desejada.
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Suponha, por contradi¢ao, que existem solugoes radiais nao triviais para o seguinte

problema

~Apu(x) = [vo(x)|" " v(x), x € Br(0)
v(x) =0, z € 0Bg(0),

onde 1 <p< N eqg+12>p* Logo, existe uma func¢ao u : [0, R] — R solugao de
— (N () PP () = N ()| u(r), 0<r < R
W' (0) =u(R) = 0.

Fazendo » = R e usando o Lema 3.14, obtemos que

L RVE(R) = (L - i) / N () dr (3.17)
N qg+1 p*) )y ' .

Assim, se ¢ + 1 = p* segue-se que F(R) = 0 e conseqiientemente v'(R) = 0. Mas,
por (3.3), temos que v (R) # 0, o que é um absurdo. E, se ¢+ 1 > p* entdo, por (3.17),
E(R) < 0 para u nao trivial, o que é uma contradi¢ao pela positividade de E(r) para

solugdes nao triviais. Logo, u(r) = 0.
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Sejam u; e ug solugdes de (P), 4 em (e, €9 + €). Sabemos que u)(ey) = uh(ep) # 0 e

uy(€o) = usz(€g). Considere as fungoes A(r) e B(r) definidas, no capitulo 2, por

Jut ()" — Jus(r) "
A(r) = i (r) — uy(r
p R ()P (r), () = wy(r)

|q+1 |q+1

ua ()| — [ua(r)
B(r) = u(r) —us(r)
(¢+ 1) fus ()" wa(r), wn(r) = ua(r).

Afirmagao 3.15. A e B sao continuas numa vizinhanca de €.

Primeiramente, mostraremos que A é continua numa vizinhanga de €.

Considere os seguintes casos:

Caso 1: r < ¢

Pela unicidade de solucoes em [0, o] segue-se que A(r) = p [, (r)|P > v/ (r). Logo, A é

continua.

Caso 2: ¢g <r <e€+¢€

Temos as seguintes situagoes:

(1) ui(r) # us(r).
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Logo, A é continua.

(i) v} (r) = uh(r).

Se existe d, > 0 tal que u}(s) = u4(s), Vs € (r — &, 7+ 9,), temos que

A(s) = pluy ()" i (s).

Entao, A é continua em r.

Se existe 1, — 1 tal que u(r,) # u5(ry,), usando o teorema do valor médio, obtemos

que
_ () [ — Juy(ra)[”

A= ) =)

= pl0(ra) P72 0(r),
onde
min {u}(r,), uy(r,)} < 0(r,) < max{u}(r,),us(r,)}.
Fazendo n — oo, segue-se que 0(r,) — u}(r). Logo,

Ara) = pluy ()" iy (r) = A(r),

ou seja, A é continua em 7.

Note que §(r) — u)(€y) quando r — €y. Assim, A(r) — A(e). Logo, A € C([0, ¢+ 0))
para algum 6 > 0. Portanto, A é continua numa vizinhanca de ¢;. De forma anéloga,

mostra-se que B é continua numa vizinhanca de €.

Afirmagao 3.16. A é diferenciavel numa vizinhanga de .

Para demonstrarmos essa afirmagao precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.17. Sejam b,c € R, b < ¢, f e g fungoes de classe C* em (b, c) com f(a) = g(a) #
0e f(z)#g(z), Vae(be)\{a}, para algum a € (b,c). Entao a fungdo h: (b,c) — R,
dada por
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| (@)" = lg(=)["
h(z) { flx) —g(z) ~
plA@[ fla), @=a

¢ de classe C' em (b,c) com

(=)@ + 9@ = plf @) f@)g@)]
(@) —g@) el
(=D lg@V" + @I = plo@) [ g@)f@)] 0
(F(@) = 9(0)) gl ser s

h'(x) =

+

(p="1p )

W(a) = (@) (' (@) + ¢ (a)) -

Demonstragao: Seja x # a, calcularemos h'(x). Temos que

(1f @) f(2)f () = plg(a)]” g(2)g'(x)) (f(x) - g(x))

h(z) = 5 -
(f(x) —g(x))
 (f@) = 1g@)") (f' () — ¢'(2))
Ef(m) — g(x))?
_ el @ f (@) (f(x)—g(w))—(lf( )W —lg(2))] )+
(f(z) - g(x))”

i (f(@) — g(x)) )
U@ - pF@P @) ~ @ + @],
F@) - g@)) flo=
[plo@) 9@/ (@) + plo@P + @ ~ g@)P] .
" (@) — g(@)? o)
_ o= ) I@P + P —p @S]

(f(2) = g(x))”
(0 = 1) g(@)” + | £ (@)]" = plg(a)]" g(2) f ()] J(x)
(f(2) = g(x))* '
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Agora, considere as seguintes fungoes definidas por

, T F#a

() 1
L@ e =a

(p =) [f @) +|g(@)l” = p|f ()" f(x)9(x)
=1 o) (f(2) = g())’

, T Fa

(=D g@)" + (@) = plg(@)|"* g(x) f (x)
T(z) = ( | (f(z) = g(x))*

p—1)p _
S P e =a

Temos que
imry(z) =  lim (p =D f@)F +lg@)f —p|f (@) f(x)g(z)
v va (f(z) - glx))”
(0-1) (f(a))? + % (9@))” — pf @)g(a)
= lim|[f(z)["
z—a (f(z) — g(x))?
)\’ 9(x) P 2_ _x)
— i s 2 Y ( l’)) i f(z) g(x)
lim | f(z)]
T—a ( (CL’) 1)
9(x)
. P21 (p 1)t2 t2p —pt
= lim
lim [ f(2)[" lim (17
L’ Hopital }clfcﬂf( )P 21 ’ 2(p— 1)t 2—(t(p_ 1)2)t —p
L’ Hopital tim (@)~ 2%61 2p—1) + (p; 2)(p—1t”
= P ),

E, de maneira analoga, mostra-se que

lim7(z) = |f

r—a

[y 2L

5 7(a).

Logo, v e T sao continuas em (b, ¢), pois f,g € C*((b,¢)).
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Assim,
F@F ~lg@P e
V) — 000, St PO
L PP @I @) (1P~ lo)PY
N alcﬂa r—a ﬂlﬁa( f(z) = g(z) )
= i (@) (@) + 7@ () = LT )P () + (@),

onde min {f(z), g(z)} < 0(x) < max{f(x),g(x)}.

Portanto, h € C*((b, ).

Demonstracao da afirmacgao (3.16):

Seja 6 > 0 tal que uj(s),ub(s) #0,V s € (g — 5,60+ 9).

Se r € (€9 — 0, €) temos que A é diferenciavel em r com

A'(r) = (p = Dpluy ()] uf (7).

Se r € (€, €0 + 9), temos os seguintes casos:

Caso 1: w)(r) # ub(r)

Assim, existe 6, > 0 tal que w|(s) # ub(s), Vs € (r — 9,7 + 0,). Portanto, A é

diferenciavel em r, pois V s € (r — §,,7 + 4,,) temos que

[wi () — Jus(s)[”

ui(s) — uy(s)

A(s) =

e que u € C?%.

Caso 2: u)(r) = uy(r)

Temos as seguintes situacoes:
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(i) Existe d, > 0 tal que u}(s) = uj(s), V' s € (r — 6,,r + 0,). Entao,

A(s) = pluy(s) ") (s)
¢é diferenciavel em r.

(ii) Existem seqiiéncias:

T — 1, To 7 1 tal que ul(r,) # uy(r,)

tpn — 1, t, # 7 tal que uj(t,) = uh(t,).

Nesse caso, pelo teorema do valor médio, temos que

Alrn) = p10(r) """ (1),

onde
min {u) (r,), uy(r,) } < 0(r,) < max {u}(r,), us(r,)}.
Logo,
A'(r) = lim —A(Tn) — AQ)
n—oo T, —T
PO — Pl ()P )
n—oo ’]"n — 7T
= pg'(r),

onde g(s) = |0(s)[P26(s).
Observe que 6 ¢é diferenciavel em r. De fato, seja s, — r, entao

wy(sn) —ua(r) _ Osn) = 0(r) _ uz(sn) = u(r)

Sp— T Sp— 1T Sp— T

IN

ou
/ /

Uy (Sn) — Us(T)
Sp— T Sp — T Sp — T

IN
>
—~
»
S
SN~—
|
>
~
=
N~—
IN
S
—~
—
»
3
N—
|
£
—~
—
=
N~—
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Apéndice B

Como /(s )
() = tim M40 ()

n— oo n—T n— oo n—T

de (3.18) ou (3.19), obtemos que

0 —0
lim —(Sn) (r) = uy(r) = ujy(r).
n—oo S, —T

Assim, 0'(r) = u//(r) = uy(r). Logo, ¢'(r) = (p — 1) |u} (7")\%2 uy(r). Entao,
A(r)=(p—Dp ()" uf(r).

Portanto, A é diferenciavel em r.

(iii) Existe 0, > 0 tal que u}(s) # uy(s), V s € (r — d,,r) U (r,r + ). Assim,

Entao, usando o lema (3.17), concluimos que A é diferenciavel em r com

Ay = PPt 2 ) + ).

Analogamente, mostramos que A ¢é diferenciavel em ¢y. Portanto, A é diferenciavel

numa vizinhanca de ¢.
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