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1.2 Minimização Clássica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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2.1 Soluções radiais: demonstração do teorema A . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.2 Soluções não-radiais: demonstração do teorema B . . . . . . . . . . . . . . 62

ii



Sumário iii
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Resumo

Neste trabalho formulamos e provamos resultados sobre existência, multiplicidade, uni-
cidade e taxa de decaimento no infinito de soluções de equações eĺıpticas semilineares
com um potencial singular. Em alguns casos, provamos que a solução explode na origem.
Discutimos também o comportamento de soluções com relação a parâmetros envolvidos
nas equações. São utilizados métodos variacionais, concentração-compacidade, sub e su-
persoluções e é explorada a simetria de classes de equações associadas.
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Abstract

In this work we establish results on existence, multiplicity, uniqueness and the rate of
decay at infinity of solutions of semilinear elliptic equations with a singular potential.
In certain situations we show that the solutions blowup at the origin. We also discuss
the behavior of the solutions with respect to the parameters appearing in the elliptic
equation. Variational methods, the concentration-compactness principle, the lower and
upper solutions technique and symmetry arguments are exploited.
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Introdução

Neste trabalho estudamos existência, multiplicidade, unicidade, regularidade e compor-
tamento qualitativo de soluções da equação com um potencial singular

−∆u = λ
u

2∗θ−1
+

|x|θ
+ αk(x)uq

+ + µf(x) em RN , (0.1)

onde λ, α, µ ≥ 0 são parâmetros, 2∗θ := 2 (N − θ)/(N − 2), 0 ≤ θ ≤ 2, q ∈
(0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1), 2∗ := 2∗0, N ≥ 3, |x| é a norma euclidiana de x, u+ := max{0, u} e
k, f : RN → R satisfazem as seguintes condições:

k, f ∈ C(RN) (kf)1

k, f ≥ 0 e k, f 6≡ 0. (kf)2

No Caṕıtulo 1 provaremos resultados técnicos para (0.1) que serão úteis nas demonstrações
dos nossos resultados principais.

No Caṕıtulo 2 faremos α = 0 em (0.1), a qual se reescreve como

−∆u = λ
u

2∗θ−1
+

|x|θ
+ µf(x) em RN . (0.2)
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Introdução 2

Nos Caṕıtulos 3 e 4 consideraremos (0.1) com a perturbação homogênea, com crescimento
sublinear (0 < q < 1) e com crescimento subcŕıtico (1 < q < 2∗ − 1), respectivamente,
fazendo em (0.1) µ = 0. Em ambos os casos, (0.1) torna-se:

−∆u = λ
u

2∗θ−1
+

|x|θ
+ αk(x)uq

+ em RN . (0.3)

A literatura a respeito de (0.1) é vasta. Consideraremos, a seguir, alguns resultados e
quais as melhorias que neles implementamos com este trabalho.

Pan [34] demonstrou que a equação

−∆u = u2∗−1
+ + k(x)uq

+ em RN ,

onde N ≥ 3, k : RN → R é cont́ınua, k ≥ 0, k 6≡ 0 e 1 < q < 2∗ − 1, admite uma solução
positiva u ∈ D1,2(RN), desde que k satisfaça certas condições de integrabilidade. Pan [34]
usou uma variante do Teorema do Passo da Montanha em cones devida a Hofer [26].

Melhoramos o teorema 2 de Pan [34] ao caracterizarmos um blow-up da solução na origem
para várias situações de θ da correspondente equação radial de (0.3).

Gonçalves e Alves [24] estenderam o principal resultado de Pan [34] usando uma técnica
desenvolvida por Brézis e Nirenberg [11] junto com uma variante do Teorema do Passo
da Montanha de Brézis e Nirenberg [11], provando a existência de solução não-negativa e
não-identicamente nula com energia positiva em D1,2(RN) do problema

 −∆u = u2∗−1 + h(x)uq em RN ,

u ≥ 0, u 6≡ 0,
(0.4)

onde N > 2, h ∈ Lθ(RN) com θ =
2N

2N − (q + 1)(N − 2)
, h ≥ 0, h 6≡ 0 e valem: (i)

0 < q < 1 e |h|Lθ(RN ) é pequeno no sentido apropriado ou (ii) 1 < q < 2∗ − 1.

Nosso trabalho estende os resultados de Gonçalves e Alves [24] devido à presença de
um potencial singular acoplado à potência cŕıtica como em (0.3) e encontra uma solução
adicional em D1,2(RN) com energia negativa. Além disso, mostramos um blow-up da
solução na origem e calculamos a taxa de decaimento no infinito da solução, sob certas
condições.

Assunção [5] (cf. também Assunção, Carrião e Miyagaki em [6]) provou existência e
multiplicidade de soluções em D1,2(RN) via métodos variacionais para a equação geral

−div( |∇u|
p−2∇u
|x|ap

) + λ
|u|p−2u

|x|(a+1)p
= α

|u|q−2u

|x|bq
+ βk(x)

|u|r−2u

|x|dr
+ f(x) em RN , (0.5)
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onde 1 < p ≤ N − 1, N ≥ 3, q =
Np

N − p(a+ 1− b)
, α, β, λ são parâmetros, 0 ≤ a <

N − p

p
, a ≤ b ≤ a+ 1, d, r ∈ R, k ∈ L

q
q−r

r(d−b)(R
N) e f ∈ (Lq

b(R
N))′.

Para o caso particular de (0.5) com p = 2, a = 0, λ = β = 0, α > 0, q = 2∗θ e b = θ/2∗θ,
melhoramos (0.5) adicionando-lhe vários resultados de regularidade e comportamento
assintótico das soluções determinadas pelo teorema 1.6 de Assunção [5].

Alves, Gonçalves e Santos [3] provaram, usando métodos variacionais, minimização clássica
e técnicas de sub e supersoluções, que o problema


−∆u = λ

g(u)

|x|θ
+ ρ(x)f(u) em RN ,

u > 0 em RN , u(x)
|x|→∞−→ 0,

onde N > 2, ρ : RN → [0, ∞), ρ 6≡ 0, λ ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2 e f, g : [0, ∞) → [0, ∞)
cont́ınuas e não-decrescentes, admite uma solução em D1,2(RN) para certas condições adi-
cionais técnicas de ρ, f, g. Alves, Gonçalves e Santos [3] encontraram, ainda, resultados
de regularidade da solução e sua taxa de decaimento.

Nosso trabalho faz uso de várias técnicas adotadas por Gonçalves e Alves [24] e Alves,
Gonçalves e Santos [3] no que se refere ao estudo da existência, regularidade e compor-
tamento assintótico da solução no infinito e melhora os resultados de Alves, Gonçalves e
Santos [3] ao encontrar uma solução adicional com energia negativa, fazer análise quanti-
tativa de parâmetros e provar a unicidade para o caso θ = 2.

Em domı́nio limitado, Tarantello [40] mostrou que o problema


−∆u = |u|2∗−2u+ f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(0.6)

onde Ω é um domı́nio limitado com fronteira regular ∂Ω, admite ao menos duas soluções
não-negativas emH1

0 (Ω), se f ∈ H−1(Ω) é não-negativa, não-identicamente nula e |f |H−1(Ω)

é suficientemente pequena.

A equação (0.2) generaliza (0.6) para o RN e estende resultados de Tarantello [40] para
0 < θ ≤ 2.

Dupaigne [16] provou que o problema


−∆u = λ

u

|x|2
+ f(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
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onde Ω é um domı́nio limitado com fronteira regular ∂Ω, admite uma única solução em
H1

0 (Ω), desde que λ ∈ (0, (N − 2)2/4) e f ∈ H−1(Ω). Esse resultado é estendido, neste
trabalho, para o RN .

Voltando ao RN , Montefusco [33] mostrou que a equação

−∆u = λ
u

|x|2
+ f(x) em RN

admite uma solução em D1,2(RN), desde que

λ ∈ (0, H), f ∈ L
2N

N+2 (RN), f(x)
|x|→∞−→ 0 e f(x) ≥ δ0 qtp em B,

onde, H = (N−2
2

)2, δ0 > 0 é uma constante conveniente e B ⊂ RN é alguma bola.

Em nosso trabalho (equação (0.2) com µ = 1 e θ = 2), a função f é mais geral do que a
adotada por Montefusco, podendo ser, por exemplo, do tipo dente-de-serra.

Recentemente, Hirano, Micheletti e Pistoia [25] provaram que a equação

−∆u = |u|2∗−2u+ f(x) em RN

admite ao menos três soluções em D1,2(RN), sendo duas positivas e uma não-positiva, se
3 ≤ N ≤ 6 e f ∈ L∞(RN) é não-negativa, não-identicamente nula e satisfaz condições
adicionais técnicas.

Estendemos este resultado quanto às duas soluções positivas sem fazer restrições do tipo
3 ≤ N ≤ 6 e θ = 0.

Nossos resultados são motivados por alguns problemas f́ısicos ou matemáticos dispońıveis
na literatura. Fazemos referência a alguns deles.

A equação (0.2) aparece em teoria da probabilidade, no estudo de processos estocásticos
(cf. Bernard [8]). Como exemplo de modelagem f́ısica tem-se o movimento super-
browniano estudado por Lee [28].

A equação (0.2) também faz-se presente, especialmente quando θ = 2, em problemas de
combustão (cf. Peral e Vázquez [35]) e na Lei de Coulomb (cf. Fefferman [20]).

A equação (0.3), quando λ = µ = 0 e q > 1, surge em geometria riemanniana, sendo k a
curvatura escalar (cf. Ding e Ni [14] e Li e Ni [29]).

A seguir, firmamos algumas notações, condições e observações para enunciarmos nossos
resultados principais, que serão provados nos Caṕıtulos 2, 3 e 4 a partir de resultados
auxiliares obtidos no Caṕıtulo 1.
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Definindo

k̂(r) := max
|x|:=r

k(x), r ≥ 0 e f̂(r) := max
|x|:=r

f(x), r ≥ 0,

temos que k̂ e f̂ são funções radialmente simétricas satisfazendo, respectivamente,

k̂ ∈ C(RN), k̂ ≥ 0 e k̂ 6≡ 0 , f̂ ∈ C(RN), f̂ ≥ 0 e f̂ 6≡ 0.

Suporemos que

k̂ ∈ La
rad(R

N), f̂ ∈ Lb
rad(R

N), (kf)3

onde a :=
2N

(N + 2)− (N − 2)q
, b :=

2N

N + 2
e La

rad(R
N), Lb

rad(R
N) são, respectiva-

mente, os subespaços fechados das funções radialmente simétricas de La(RN) e Lb(RN).

Denotaremos por ‖ · ‖ a norma de D1,2(RN) e de D1,2
rad(R

N) e escreveremos

∫
:=

∫
RN

.

Dado um espaço normado E sobre um domı́nio Ω ⊆ RN , denotaremos sua norma por
| · |E := | · |E(Ω). Sempre que não haja confusão de notação, faremos E := E(Ω). Por fim,
lembramos que ωN é o volume da bola unitária de RN .

Os dois números reais positivos seguintes exercerão papel importante em métodos varia-
cionais:

ᾱ :=

{
2
S
−2∗θ/2

θ

2∗θ

[
(1−q

q+1
)S

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

(2∗θ − 2)
S
−2∗

θ
/2

θ

2∗θ

] 2∗θ−2

2∗
θ
−1−q

+2
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

q + 1

[
(2∗θ − 2)

S
−2∗θ/2

θ

2∗θ

(1−q
q+1

)S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

] 1−q
2∗
θ
−1−q

} q+1−2∗θ
2∗
θ
−2

e

µ̄ :=

(
2∗θ

S
−2∗θ/2

θ

) 1
2∗
θ
−2 (2∗θ − 2)

S
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

[
2(2∗θ − 1)

] 2∗
θ
−1

2∗
θ
−2

,

onde

Sθ := inf
u∈D1,2, u6≡0

∫
|∇u|2dx( ∫ |u|2∗θ
|x|θ

dx
) 2

2∗
θ
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é a melhor constante para a imersão

D1,2(RN) ↪→ L
2∗θ
θ (RN) := L2∗(RN , 1/|x|θ dx),

decorrente da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12], que se escreve:

|u|
L

2∗
θ

θ

≤ S
−1/2
θ ‖u‖, u ∈ D1,2(RN),

e S0 é a melhor constante para a imersão de Sobolev, a saber:

D1,2(RN) ↪→ L2∗(RN).

Notemos que quando θ = 0, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] reduz-se
à desigualdade de Sobolev, a qual implica a imersão antes mencionada.

Do Carmo e Xia [15] provaram que a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] é
satisfeita não apenas sobre o espaço euclidiano ordinário, mas também sobre variedades
completas com curvatura de Ricci não-negativa e dimensão N ≥ 3.

No caso θ = 2, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] torna-se a desigualdade
de Hardy, a saber:

|u|L2
2
≤ S

−1/2
2 ‖u‖, u ∈ D1,2(RN).

Foi provado por Ghoussoub e Yuan [22] que para θ ∈ [0, 2), Sθ é atingida em

wδ(x) = [δ(N − θ)(N − 2)]
N−2

2(2−θ) (δ + |x|2−θ)
2−N
2−θ , (Wδ)

onde δ > 0 e que, de fato, a famı́lia de funções {wδ} provê as únicas soluções positivas
radialmente simétricas em D1,2(RN) para a equação

−∆u = λ
u2∗θ−1

|x|θ
em RN (Eθ)

com λ = 1. Decorre que

‖wδ‖2 = |wδ|
2∗θ

L
2∗
θ

θ

= S
N−θ
2−θ

θ . (CN,θ)

O caso θ = 2 de (Eθ) foi estudado por Catrina e Wang [13]. Esses autores mostraram que
(Eθ) não admite solução não-trivial, se λ ∈ (0, S2) e que S2 nunca é atingida.
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Para estabelecermos nossos resultados, consideraremos a seguinte equação associada a
(0.1):

−∆û = λ
û

2∗θ−1
+

|x|θ
+ αk̂(x)ûq

+ + µf̂(x) em RN . (0.7)

No Caṕıtulo 1 provaremos resultados técnicos para (0.7) que auxiliarão na demonstração
dos teoremas enunciados adiante.

No Caṕıtulo 2 trataremos (0.7) com a perturbação não-homogênea (α = 0) como a equação
associada a (0.2).

Nos Caṕıtulos 3 e 4 consideraremos (0.7) com a perturbação homogênea (µ = 0), com
crescimento sublinear (0 < q < 1) e com crescimento subcŕıtico (1 < q < 2∗ − 1),
respectivamente, como a equação associada a (0.3).

Seja û ∈ D1,2
rad(R

N). O funcional de Euler-Lagrange correspondente a (0.7) é definido por

I(û) =
1

2

∫
|∇û|2dx− λ

2∗θ

∫
û

2∗θ
+

|x|θ
dx− α

q + 1

∫
k̂ûq+1

+ dx− µ

∫
f̂ ûdx. (0.8)

I é de classe C1(D1,2
rad(R

N), R) em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg
[12] (cf. Apêndice A) e sua derivada de Gâteaux é dada, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N), por

〈I ′(û), φ〉 =

∫
∇û · ∇φdx− λ

∫
û

2∗θ−1
+

|x|θ
φdx− α

∫
k̂ûq

+φdx− µ

∫
f̂φdx. (0.9)

Adotaremos a mesma notação I e I ′, respectivamente, para o funcional e sua derivada
relativamente às equações associadas a (0.2) e a (0.3).

Uma solução fraca de (0.7) é um elemento û ∈ D1,2
rad(R

N) satisfazendo, para cada φ ∈
D1,2

rad(R
N),

∫
∇û · ∇φdx = λ

∫
û

2∗θ−1
+

|x|θ
φdx+ α

∫
k̂ûq

+ φdx+ µ

∫
f̂ φdx. (0.10)

Nossos principais resultados são enunciados a seguir.
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Nosso primeiro teorema fornece propriedades de regularidade e comportamento assintótico
no infinito e na origem para soluções radialmente simétricas de (0.7) com α = 0. Garante
também existência, multiplicidade e, em certos casos, unicidade de soluções dessa equação.
Formulamos abaixo o teorema.

Teorema A. Sejam λ ≥ 0, α = 0, µ > 0 e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)3.
Se û ∈ D1,2

rad(R
N) é uma solução fraca não-negativa de (0.7), então

(i) û ∈ C2(RN \ {0} ), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0} e û > 0 em RN ,

(ii) û(x)2∗θ = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + µ

∫
B|x|(0)

f̂dy

)
quando |x| → ∞,

(iii) û(x)
|x|→0→ ∞, se adicionalmente f̂ satisfaz:

f̂ ∈ C1(RN), f̂ > 0,
N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x ≥ 0 e

(0.11)

|∇f̂(x)| = O(|x|−c) quando |x| → ∞, onde c >
N + 4

2
.

Além disso, (0.7) admite

(iv) duas soluções fracas û1, û2 ∈ D1,2
rad(R

N) tais que û1, û2 ≥ 0, û1, û2 6≡ 0

e I(û1) < 0 < I(û2) se

0 ≤ θ < 2, λ = 1 e 0 < µ < µ̄,

(v) uma solução fraca û3 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û3 ≥ 0, û3 6≡ 0 e I(û3) < 0 se

θ = 2, 0 ≤ λ < S2, µ > 0.

No caso (v), a solução é única se adicionalmente f̂ > 0.

Observação Um exemplo de função que satisfaz a condição (0.11) é apresentado no
Apêndice B.
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Nosso segundo resultado refere-se à equação (0.1) com α = 0. Não são exigidas condições
de simetrias. É estudado o comportamento das eventuais soluções com relação aos
parâmetros µ e λ e, por fim, obtemos condições para a existência de soluções fracas e
descrevemos seu decaimento no infinito.

Teorema B. Sejam λ ≥ 0, α = 0, µ > 0 e θ ∈ [0, 2] em (0.1) e em (0.7) e seja û ∈
D1,2

rad(R
N) uma solução fraca de (0.7). Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)3. Se u ∈ D1,2(RN) é

uma solução fraca positiva de (0.1) no sentido de D1,2(RN) tal que u ≤ û, então

(i) u
µ→∞→ 0 em L∞loc(R

N\{0}) se

∫
r≤|y|≤R

f(y)dy > 0, 0 < r < R <∞,

(ii) u
λ→∞→ 0 em L∞loc(R

N\{0}),

(iii) u
µ→0→ 0 em D1,2(RN) se θ = 2 e λ ∈ [0, S2).

Além disso, (0.1) admite uma solução fraca positiva u ∈ D1,2(RN) no sentido de D1,2(RN)
com u ≤ û se valem:

(iv) 0 ≤ θ < 2, 0 ≤ λ ≤ 1 e 0 < µ < µ̄

ou

(v) θ = 2, 0 ≤ λ < S2 e µ > 0.

Adicionalmente,

(vi) u(x)2∗θ = O
( 1

λωN

N − θ
|x|N−θ + µ

∫
B|x|(0)

f(y)dy

)
quando |x| → ∞.
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Nosso terceiro teorema fornece propriedades de regularidade e comportamento assintótico
no infinito e na origem para soluções radialmente simétricas de (0.7) com µ = 0 e 0 < q < 1
(crescimento sublinear). Garante também existência, multiplicidade e, em certos casos,
unicidade de soluções dessa equação. Formulamos abaixo o teorema.

Teorema C. Sejam λ ≥ 0, α > 0, µ = 0, 0 < q < 1 e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Se û ∈ D1,2

rad(R
N) é uma solução fraca não-negativa e não-identicamente

nula de (0.7), então

(i) û ∈ C2(RN \ {0} ), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0} e û > 0 em RN ,

(ii) û(x)2∗θ = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

)
quando |x| → ∞,

(iii) û(x)
|x|→0→ ∞, se adicionalmente k̂ satisfaz:

k̂ ∈ C1(RN), k̂ > 0, (
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x) +

1

q + 1
∇k̂(x) · x ≥ 0 e

(0.12)

|∇k̂(x)| = O(|x|−d) quando |x| → ∞, onde d >
N + 4 + 2q −Nq

2
.

Além disso, (0.7) admite

(iv) duas soluções fracas û1, û2 ∈ D1,2
rad(R

N) tais que û1, û2 ≥ 0, û1, û2 6≡ 0

e I(û1) < 0 < I(û2) se

0 ≤ θ < 2, λ = 1 e 0 < α < ᾱ,

(v) uma solução fraca û3 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û3 ≥ 0, û3 6≡ 0 e I(û3) < 0 se

θ = 2, 0 ≤ λ < S2, α > 0.

No caso (v), a solução é única se adicionalmente k̂ > 0.
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Nosso quarto resultado refere-se à equação (0.1) com µ = 0 e 0 < q < 1 (crescimento
sublinear). Não são exigidas condições de simetrias. É estudado o comportamento das
eventuais soluções com relação aos parâmetros α e λ e, por fim, obtemos condições para
a existência de soluções fracas e descrevemos seu decaimento no infinito.

Teorema D. Sejam λ ≥ 0, α > 0, µ = 0, 0 < q < 1 e θ ∈ [0, 2] em (0.1) e em
(0.7) e seja û ∈ D1,2

rad(R
N) uma solução fraca de (0.7). Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)3.

Se u ∈ D1,2(RN) é uma solução fraca positiva de (0.1) no sentido de D1,2(RN) tal que
u ≤ û, então

(i) u
α→∞→ 0 em L∞loc(R

N\{0}) se

∫
r≤|y|≤R

k(y)dy > 0, 0 < r < R <∞,

(ii) u
λ→∞→ 0 em L∞loc(R

N\{0}),

(iii) u
α→0→ 0 em D1,2(RN) se θ = 2 e λ ∈ [0, S2).

Além disso, (0.1) admite uma solução fraca positiva u ∈ D1,2(RN) no sentido de D1,2(RN)
com u ≤ û se valem:

(iv) 0 ≤ θ < 2, 0 ≤ λ ≤ 1 e 0 < α < ᾱ

ou

(v) θ = 2, 0 ≤ λ < S2 e α > 0.

Adicionalmente,

(vi) u(x)2∗θ = O
( 1

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k(y)dy

)
quando |x| → ∞.
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Nosso quinto teorema fornece propriedades de regularidade e comportamento assintótico
no infinito e na origem para soluções radialmente simétricas de (0.7) com µ = 0 e 1 < q <
2∗ − 1 (crescimento subcŕıtico). Garante também existência e multiplicidade de soluções
dessa equação. Formulamos abaixo o teorema.

Teorema E. Sejam λ ≥ 0, α > 0, µ = 0, 1 < q < 2∗ − 1 e θ ∈ [0, 2] em (0.7).
Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)3. Se û ∈ D1,2

rad(R
N) é uma solução fraca não-negativa e

não-identicamente nula de (0.7), então

(i) û ∈ C2(RN \ {0} ), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0} e û > 0 em RN ,

(ii) û(x)2∗θ = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

)
quando |x| → ∞, se 2∗θ ≥ q + 1

e

û(x)q+1 = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

)
quando |x| → ∞, se 2∗θ ≤ q + 1,

(iii) û(x)
|x|→0→ ∞, se adicionalmente k̂ satisfaz:

k̂ ∈ C1(RN), k̂ > 0, (
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x) +

1

q + 1
∇k̂(x) · x ≥ 0 e

(0.13)

|∇k̂(x)| = O(|x|−d) quando |x| → ∞, onde d >
N + 4 + 2q −Nq

2
.

Além disso, (0.7) admite

(iv) duas soluções fracas û1, û2 ∈ D1,2
rad(R

N) tais que û1, û2 ≥ 0, û1, û2 6≡ 0

e I(û1) < 0 < I(û2) se

2∗θ ≤ q + 1, 0 < θ < 2, λ = 1 e 0 < α < ᾱ,

(v) duas soluções fracas û3, û4 ∈ D1,2
rad(R

N) tais que û3, û4 ≥ 0, û3, û4 6≡ 0

e I(û3) < 0 < I(û4) se

θ = 2, 0 ≤ λ < S2, α > 0.



CAPÍTULO 1

Prinćıpios Variacionais,
Regularidade, Identidades, Sub e
Supersoluções

Demonstraremos neste Caṕıtulo vários resultados gerais para as equações (0.1) e (0.7)
que auxiliarão a demonstração dos teoremas enunciados.

1.1 Geometria do Passo da Montanha

O primeiro lema estabelece a geometria do Passo da Montanha, que satisfaz as condições
de uma variante (cf. Apêndice B, adaptado) do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti e Rabinowitz [4] devida a Brézis e Nirenberg [11] (cf. também Brézis, Coron
e Nirenberg [10]).

As duas condições abaixo descrevem a geometria do Passo da Montanha:

(Φ1) Existem constantes β, ρ > 0 tais que I(u) ≥ β para ‖u‖ = ρ,

(Φ2) Existe e ∈ D1,2
rad(R

N) tal que ‖e‖ > ρ e I(e) < 0.

13
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Lema 1.1. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1) e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Então,

(i) I satisfaz (Φ1) se valem:

(a) 0 ≤ θ < 2, λ = 1 e α = 0, para cada 0 < µ < µ̄

ou

(b) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 0 < q < 1, para cada 0 < α < ᾱ

ou

(c) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1, para cada α > 0

ou

(d) θ = 2, 0 ≤ λ < S2, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1, para cada α > 0.

(ii) I satisfaz (Φ2) se valem:

(a) 0 ≤ θ < 2, λ = 1 e α = 0, para cada µ > 0

ou

(b) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 0 < q < 1, para cada α > 0

ou

(c) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1, para cada α > 0

ou

(d) θ = 2, 0 ≤ λ < S2, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1, para cada α > 0.

Demonstração: Verificação de (i).

Seja û ∈ D1,2
rad(R

N). De (0.8), temos, pela desigualdade de Hölder,

I(û) ≥ 1

2
‖û‖2− λ

2∗θ

∫
|û|2∗θ
|x|θ

dx− α

q + 1
(

∫
|k̂|adx)

1
a (

∫
|û|2∗dx)

q+1
2∗ −µ(

∫
|f̂ |bdx)

1
b (

∫
|û|2∗dx)

1
2∗ .

E pelas desigualdades de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de Sobolev,
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I(û) ≥ ‖û‖2
(1
2
− λ

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ ‖û‖2∗θ−2 − α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
‖û‖q−1 − µS

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
‖û‖−1

)
.

Agora, seja

R(t) :=
λ

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ t2
∗
θ−2 +

α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
tq−1 + µS

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
t−1, t > 0.

Verificaremos abaixo os itens (a) a (d) do lema 1.1(i).

(a) 0 ≤ θ < 2, λ = 1 e α = 0

Neste caso, R(t) fica:

R(t) =
1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ t2
∗
θ−2 + µS

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
t−1, t > 0.

Notemos que

R(t)
t→∞−→ ∞ e R(t)

t→0−→∞.

Portanto, existe ρ > 0 satisfazendo

R(ρ) = min
t>0

R(t) para algum ρ > 0.

Calculando R′(t) = 0, obtemos

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)t2
∗
θ−3

2∗θ
− µS

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
t−2 = 0, t > 0,

de modo que

ρ =
[
µ

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 1
2∗
θ
−1

é solução de R′(t) = 0.

Como µ < µ̄, obtemos:
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1

2
−R(ρ) =

1

2
− 1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ

[
µ

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 2∗θ−2

2∗
θ
−1 − µS

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

[
µ

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] −1
2∗
θ
−1

>
1

2
− 1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ

[
µ̄

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 2∗θ−2

2∗
θ
−1 − µ̄S

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

[
µ̄

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] −1
2∗
θ
−1

=
1

2
− 1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ

[( 2∗θ

S
−2∗θ/2

θ

) 1
2∗
θ
−2 (2∗θ − 2)

S
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

[
2(2∗θ − 1)

] 2∗
θ
−1

2∗
θ
−2

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 2∗θ−2

2∗
θ
−1

−
(

2∗θ

S
−2∗θ/2

θ

) 1
2∗
θ
−2 (2∗θ − 2)

S
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

[
2(2∗θ − 1)

] 2∗
θ
−1

2∗
θ
−2

S
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

×
[( 2∗θ

S
−2∗θ/2

θ

) 1
2∗
θ
−2 (2∗θ − 2)

S
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

[
2(2∗θ − 1)

] 2∗
θ
−1

2∗
θ
−2

2∗θS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] −1
2∗
θ
−1

= 0.

Donde R(ρ) <
1

2
. Portanto, (Φ1) fica satisfeito.

(b) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 0 < q < 1

Neste caso, R(t) fica:

R(t) =
1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ t2
∗
θ−2 +

α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
tq−1, t > 0.

Notemos que

R(t)
t→∞−→ ∞ e R(t)

t→0−→∞.

Portanto, existe ρ > 0 satisfazendo

R(ρ) = min
t>0

R(t) para algum ρ > 0.

Calculando R′(t) = 0, obtemos

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)t2
∗
θ−3

2∗θ
+ α(

q − 1

q + 1
)S

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
tq−2 = 0, t > 0,
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de modo que

ρ =
[
α(

1− q

q + 1
)
2∗θS

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 1
2∗
θ
−q−1

é solução de R′(t) = 0.

Como α < ᾱ, calculando como no caso anterior, obtemos:

1

2
−R(ρ) =

1

2
− 1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ

[
α(

1− q

q + 1
)
2∗θS

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 2∗θ−2

2∗
θ
−q−1

− α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

[
α(

1− q

q + 1
)
2∗θS

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] q−1
2∗
θ
−q−1

>
1

2
− 1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ

[
ᾱ(

1− q

q + 1
)
2∗θS

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] 2∗θ−2

2∗
θ
−q−1

− ᾱ

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

[
ᾱ(

1− q

q + 1
)
2∗θS

−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad

S
−2∗θ/2

θ (2∗θ − 2)

] q−1
2∗
θ
−q−1

= 0.

Donde R(ρ) <
1

2
. Portanto, (Φ1) fica satisfeito.

(c) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1

Neste caso, R(t) fica:

R(t) =
1

2∗θ
S
−2∗θ/2

θ t2
∗
θ−2 +

α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
tq−1, t > 0.

Notemos que

R(t)
t→0−→ 0 e R(t)

t→∞−→ ∞.

Portanto, para cada α > 0 sempre é posśıvel encontrar ρ > 0 satisfazendo

R(ρ) <
1

2
.
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Portanto, (Φ1) fica satisfeito.

(d) θ = 2, 0 ≤ λ < S2, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1

Neste caso, R(t) fica:

R(t) =
λ

2S2

+
α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
tq−1, t > 0.

Notemos que

R(t)
t→0−→ Cλ e R(t)

t→∞−→ ∞,

onde 0 ≤ Cλ < 1/2. Portanto, para cada α > 0 sempre é posśıvel encontrar ρ > 0
satisfazendo

R(ρ) <
1

2
.

Portanto, (Φ1) fica satisfeito.

Fica verificado (i).

Verificação de (ii). Seja 0 ≤ θ < 2. Aplicando em (0.8) a função caracterizada em
(Wδ), temos, para cada t > 0,

I(twδ) =
1

2

∫
|∇twδ|2dx−

λ

2∗θ

∫
(twδ)

2∗θ
+

|x|θ
dx− α

q + 1

∫
k̂(twδ)

q+1
+ dx−µ

∫
f̂(twδ)dx. (1.1)

Como wδ ∈ D1,2
rad(R

N) ↪→ L2∗(RN), k̂ ∈ La
rad(R

N) e f̂ ∈ Lb
rad(R

N), temos, graças à
desigualdade de Hölder,

k̂wδ
q+1, f̂wδ ∈ L1(RN).

Conseqüentemente, usando (1.1) e (CN,θ), obtemos:

I(twδ) = S
N−θ
2−θ

θ

(t2
2
− λ

t2
∗
θ

2∗θ

)
− α

tq+1

q + 1
|k̂wδ

q+1|L1 − µt|f̂wδ|L1 , t > 0. (1.2)

Verificaremos abaixo os itens (a) a (d) do lema 1.1(ii).

(a) 0 ≤ θ < 2, λ = 1 e α = 0
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Neste caso, (1.2) torna-se, para cada t > 0,

I(twδ) = S
N−θ
2−θ

θ

(t2
2
− t2

∗
θ

2∗θ

)
− µt|f̂wδ|L1 .

Como 2∗θ > 2, é claro que, qualquer que seja µ > 0,

I(twδ)
t→∞−→ −∞.

Assim, I(twδ) < 0 para algum tθ suficientemente grande. Fazendo e := tθwδ, (Φ2) fica
satisfeito.

(b) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 0 < q < 1

Neste caso, (1.2) torna-se, para cada t > 0,

I(twδ) = S
N−θ
2−θ

θ

(t2
2
− t2

∗
θ

2∗θ

)
− α

tq+1

q + 1
|k̂wδ

q+1|L1 .

Como 2∗θ > 2, é claro que, qualquer que seja α > 0,

I(twδ)
t→∞−→ −∞.

Assim, I(twδ) < 0 para algum tθ suficientemente grande. Fazendo e := tθwδ, (Φ2) fica
satisfeito.

(c) 0 ≤ θ < 2, λ = 1, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1

Neste caso, (1.2) torna-se, para cada t > 0,

I(twδ) = S
N−θ
2−θ

θ

(t2
2
− t2

∗
θ

2∗θ

)
− α

tq+1

q + 1
|k̂wδ

q+1|L1 .

Como 2∗θ > 2, é claro que, qualquer que seja α > 0,

I(twδ)
t→∞−→ −∞.

Assim, I(twδ) < 0 para algum tθ suficientemente grande. Fazendo e := tθwδ, (Φ2) fica
satisfeito.

(d) θ = 2, 0 ≤ λ < S2, µ = 0 e 1 < q < 2∗ − 1

Este último caso não fará uso de (Wδ), porque θ = 2. Seja, pois, φ̂ ∈ C∞
0, rad com φ̂ ≥ 0,

φ̂ 6≡ 0. Usando (0.8), temos, para cada t > 0,
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I(tφ̂) =
t2

2

( ∫
|∇φ̂|2dx− λ

∫
φ̂2

|x|2
dx
)
− α

tq+1

q + 1

∫
k̂φ̂q+1dx.

Como 0 ≤ λ < S2, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] assegura que

∫
|∇φ̂|2dx− λ

∫
φ̂2

|x|2
dx > 0,

de modo que, sendo 2 < q + 1, qualquer que seja α > 0,

I(tφ̂)
t→∞−→ −∞.

Assim, I(tφ̂) < 0 para algum t2 suficientemente grande. Fazendo e := t2φ̂, (Φ2) fica
satisfeito.

Fica verificado (ii).

Observação 1.2. Notemos que I(0) = 0 e lembramos que I ∈ C1(D1,2
rad(R

N), R).
O lema 1.1 aplicado ao Teorema do Passo da Montanha (cf. Apêndice B) garante a
existência de uma seqüência {ûn} ∈ D1,2

rad(R
N) e de algum c ≥ β > 0 tais que

I(ûn) −→ c e I ′(ûn) −→ 0.

1.2 Minimização Clássica

O segundo lema fornece os critérios do teorema de minimização clássica (cf. Apêndice B).

Faremos uso das seguintes condições técnicas:

(Ψ1) I(u) →∞ quando ‖u‖ → ∞, u ∈ D1,2
rad(R

N),

(Ψ2) Para cada u ∈ D1,2
rad(R

N), qualquer seqüência {un} ∈ D1,2
rad(R

N) tal que

un ⇀ u em D1,2
rad(R

N)

implica I(u) ≤ lim infn→∞ I(un).
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Lema 1.3. Sejam λ, α, µ ≥ 0, 0 < q < 1 e θ = 2 em (0.7). Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)3.
Então, I satisfaz (Ψ1) e (Ψ2) se valem:

(i) 0 ≤ λ < S2, α = 0 e µ > 0

ou

(ii) 0 ≤ λ < S2, α > 0 e µ = 0.

Demonstração: Verificação de (Ψ1). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N). Como θ = 2, obtemos,
usando (0.8) e aplicando as desigualdades de Hölder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]
e de Sobolev:

I(û) ≥ ‖û‖2
(1
2
− λ

2S2

− α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
‖û‖q−1 − µS

−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
‖û‖−1

)
(1.3).

Verifiquemos cada caso do lema ((i)-(ii)) separadamente.

(i) 0 ≤ λ < S2, α = 0 e µ > 0

Usando (1.3) com α = 0, µ > 0, temos:

I(û) ≥ ‖û‖2
(1
2
− λ

2S2

− µS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
‖û‖−1

)
.

Como 0 ≤ λ < S2, obtemos imediatamente

I(û)
‖û‖→∞−→ ∞.

(ii) 0 ≤ λ < S2, α > 0 e µ = 0

Usando (1.3) com α > 0, µ = 0, temos:

I(û) ≥ ‖û‖2
(1
2
− λ

2S2

− α

q + 1
S
−(q+1)/2
0 |k̂|La

rad
‖û‖q−1

)
.

Como 0 ≤ λ < S2, obtemos, como antes, imediatamente

I(û)
‖û‖→∞−→ ∞.

Fica verificado (Ψ1).
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Verificação de (Ψ2). Seja {ûn} ∈ D1,2
rad(R

N) tal que

ûn

D1,2
rad⇀ û.

Como θ = 2, usando (0.8) e propriedades de limites, temos:

limI(ûn) = −lim(−I(ûn))

≥ 1

2
lim

∫
|∇ûn|2dx−

λ

2
lim

∫
û2

n+

|x|2
dx− α

q + 1
lim

∫
k̂ûq+1

n+
dx− µlim

∫
f̂ ûndx.

(1.4)

Usando um resultado de Evans [18][teorema 9(i)(ii), p. 12], propriedades de medidas de
Radon e o lema de concentração-compacidade (cf. Apêndice B), verifica-se que

lim

∫
|∇ûn|2dx ≥

∫
|∇û|2dx+ δx0µ̂0,

lim

∫
û2

n+

|x|2
dx ≤

∫
û2

+

|x|2
dx+ δx0 ν̂0 e

µ̂0 ≥ S2ν̂0.

Com essas desigualdades, (1.4) torna-se

limI(ûn) ≥ 1

2

∫
|∇û|2dx− λ

2

∫
û2

+

|x|2
dx− α

q + 1
lim

∫
k̂ûq+1

n+
dx− µlim

∫
f̂ ûndx+

δx0 ν̂0

2
(S2 − λ).

Como 0 ≤ λ < S2, obtemos:

limI(ûn) ≥ 1

2

∫
|∇û|2dx− λ

2

∫
û2

+

|x|2
dx− α

q + 1
lim

∫
k̂ûq+1

n+
dx− µlim

∫
f̂ ûndx. (1.5)

Verifiquemos cada caso do lema ((i)-(ii)) sepradamente.

(i) 0 ≤ λ < S2, α = 0 e µ > 0

Como ûn

D1,2
rad⇀ û e f̂ ∈ Lb(RN) ≡ (L2∗(RN))′, é imediato que
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lim
n→∞

∫
f̂ ûndx =

∫
f̂ ûdx.

Conseqüentemente, por (1.5) com α = 0, conclúımos que

limI(û) ≥ I(û).

(ii) 0 ≤ λ < S2, α > 0 e µ = 0

Afirmamos que

lim
n→∞

∫
k̂ûq+1

n+
dx =

∫
k̂ûq+1

+ dx.

De fato, lembramos que, em virtude da desigualdade de Sobolev,

[

∫
(ûq+1

n+
)

2∗
q+1dx]

q+1
2∗ ≤ S

−(q+1)/2
0 ‖ûn‖q+1.

Como {ûn} é limitada em D1,2
rad(R

N), verifica-se que {ûq+1
n+
} ∈ L

2∗
q+1 (RN) e que {ûq+1

n+
} é

limitada em L
2∗

q+1 (RN).

Por outro lado, pelo fato de ûn

D1,2
rad⇀ û, é fácil verificar que (cf. Alves [2] [apêndice, p. 73])

ûq+1
n+

qtp−→ ûq+1
+ .

Pelo lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11], obtemos:

∫
ûq+1

n+
ϕdx→

∫
ûq+1

+ ϕdx, para cada ϕ ∈ (L
2∗

q+1 (RN))′.

Escolhendo ϕ = k̂ ∈ La(RN) ≡ (L
2∗

q+1 (RN))′, cumpre-se a afirmação.

Conseqüentemente, por (1.5) com µ = 0, conclúımos que

limI(û) ≥ I(û).

Fica verificado (Ψ2).
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1.3 Prinćıpio Variacional de Ekeland

O terceiro lema fará uso do Prinćıpio Variacional de Ekeland (cf. Apêndice B), sob
condições obtidas da geometria do Passo da Montanha (lema 1.1).

Lema 1.4. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1) e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Então, sob as condições do lema 1.1, existem uma seqüência {ûn} ∈
B e algum c < 0 tais que

I(ûn) −→ c e I ′(ûn) −→ 0,

onde B é a bola de D1,2
rad(R

N) de centro na origem e raio ρ provido pelo lema 1.1 e
c := infB I.

Demonstração: Primeiro, notemos que, fazendo E := B := {û ∈ D1,2
rad(R

N); ‖û‖ ≤ ρ}
com ρ provido pelo lema 1.1 e d := d(û, v̂) := ‖û − v̂‖, (E, d) é um espaço métrico
completo. Além disso, I é semicont́ınuo inferiormente, não-identicamente igual a +∞ e
limitado por baixo sobre B, nos casos considerados no lema 1.1.

Aplicando o Prinćıpio Variacional de Ekeland (cf. Apêndice B, adaptado) a

I : B → R

e definindo

c := inf
B
I,

temos conjuntamente: para cada ε > 0, existe ûε ∈ B tal que

c ≤ I(ûε) ≤ c+ ε (1.6)

para cada û ∈ E, û 6= ûε, I(û)− I(ûε) + ε‖û− ûε‖ > 0. (1.7)

Provemos agora que

−∞ < c < 0. (1.8)

De fato, lembramos que a função caracterizada em (Wδ) tomada na demonstração do lema
1.1 permite concluir que
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I(twδ) < 0, t > 0.

Isso junto com o fato de I ser limitado inferiormente sobre B prova (1.8).

Além disso, ainda do lema 1.1, é imediato que:

inf
∂B
I ≥ β. (1.9)

Afirmamos que

ûε ∈ B.

De fato, de (1.8) e (1.9), fixando ε suficientemente pequeno, temos:

0 < ε < inf
∂B
I − inf

B
I. (1.10)

De (1.6), existe ûε ∈ B tal que

I(ûε) ≤ inf
B
I + ε.

Usando (1.10) na última expressão, obtemos:

I(ûε) < inf
∂B
I,

de modo que

ûε ∈ B. (1.11)

Agora, seja

F : B → R,

onde F (û) := I(û) + ε‖û− ûε‖. Usando (1.7), encontramos:

F (ûε) = I(ûε) < I(û) + ε‖û− ûε‖ = F (û),

isto é,



Cap.1 Prinćıpios Variacionais, Regularidade, Identidades, Sub e Supersoluções 26

F (ûε) < F (û) para cada û ∈ B.

Isso juntamente com (1.11) mostra que ûε ∈ B é mı́nimo local estrito de F sobre B.
Assim, para t > 0 pequeno e para cada ϕ ∈ D1,2

rad(R
N) com ‖ϕ‖ = 1, temos:

F (ûε + tϕ)− F (ûε)

t
≥ 0, t > 0.

Usando a definição de F na expressão anterior, encontramos:

I(ûε + tϕ)− I(ûε)

t
+ ε‖ϕ‖ ≥ 0, t > 0. (1.12)

Trocando ϕ por −ϕ e procedendo como antes, usando a definição de F novamente, obte-
mos:

I(ûε − tϕ)− I(ûε)

t
+ ε‖ϕ‖ ≥ 0, t > 0. (1.13)

Fazendo t −→ 0 em (1.12) e (1.13), obtemos, respectivamente:

〈I ′(ûε), ϕ〉+ ε‖ϕ‖ ≥ 0 e 〈I ′(ûε), ϕ〉 − ε‖ϕ‖ ≤ 0, ϕ ∈ D1,2
rad(R

N).

Conseqüentemente, fazendo ε :=
1

n
(n > 1 inteiro) e ûε := ûn, tem-se:

‖I ′(ûn)‖(D1,2
rad)′ := sup

‖ϕ‖=1, ϕ∈D1,2
rad

|〈I ′(ûn), ϕ〉| ≤ 1

n
. (1.14)

De (1.6) e (1.14) conclúımos, respectivamente, para n grande, que existe uma seqüência
{ûn} ∈ B satisfazendo

I(ûn) −→ c, c < 0 e I ′(ûn) −→ 0.



Cap.1 Prinćıpios Variacionais, Regularidade, Identidades, Sub e Supersoluções 27

1.4 Regularidade e Comportamento de Soluções no

Infinito

A seguir, enunciamos um lema de regularidade e de comportamento assintótico no infinito
de quaisquer soluções fracas de (0.7).

Lema 1.5. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1) e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Se û ∈ D1,2

rad(R
N) é uma solução fraca de (0.7) tal que û ≥ 0 e

û 6≡ 0 e valem:

(a) α = 0 e µ > 0

ou

(b) α > 0 e µ = 0,

então:

(i) û ∈ C2(RN \ {0}), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0} e û > 0 em RN ,

(ii) λ
ωN

N − θ
|x|N−θû(x)2∗θ + αû(x)q+1

∫
B

k̂dy + µû(x)

∫
B

f̂dy ≤ ‖û‖2, x ∈ RN \ {0},

onde B := B|x|(0).

Demonstração: Seja û ∈ D1,2
rad(R

N) uma solução fraca de (0.7) tal que û ≥ 0, û 6≡ 0 e
α, µ conforme (a) ou (b). Então, usando (0.10) em coordenadas radiais, temos:

∫
S

∫ ∞

0

rN−1û′φ′drdσ =

∫
S

∫ ∞

0

(λrN−θ−1û2∗θ−1 + αrN−1k̂ûq + µrN−1f̂)φdrdσ, (1.15)

onde r := |x|, û′ e φ′ são, respectivamente, as derivadas fracas de û e de φ em coordenadas
radiais e S é a superf́ıcie da bola unitária de RN .

Verificação de (i). Consideremos, para cada ε > 0, r > 0, a função

ûr,ε(t) :=



1, 0 ≤ t ≤ r,

− t
ε

+
r + ε

ε
, r ≤ t ≤ r + ε,

0, t ≥ r + ε.

Afirmamos que
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ûr,ε ∈ D1,2
rad(R

N).

De fato, designando, por simplicidade, ûr,ε := v(t), estendamos v a (−∞, 0] fazendo
s := r + ε e

v(t) :=



1, −r ≤ t ≤ 0,

t

s− r
+

s

s− r
, −s ≤ t ≤ −r

0, t ≤ −s.

Seja t := |x|. Então, v(t) := v(|x|). É fácil mostrar, usando função regularizante, o
Teorema do Divergente e o Teorema de Lebesgue que |x| ∈ H1(Bs).

Notemos que, além disso, −s ≤ |x| ≤ s, v(t) é Lipschitz-cont́ınua e v′(t) existe exceto
no conjunto {−r, r}. Conseqëntemente, em virtude de um teorema devido a Stampacchia
[38], resulta:

v ∈ H1(Bs) e
∂v

∂xi

= v′
xi

|x|
qtp em Bs.

Como, junto com isso, v ∈ C(Bs), ∂Bs é regular e v = 0 sobre ∂Bs, implica que (cf.
teorema IX.17, p. 171 em Brézis [9]) v ∈ H1

0 (Bs).

Recorrendo novamente a Brézis [9][proposição IX.18, p. 172-3], constatamos que a ex-
tensão de v, a saber

v̄(|x|) :=


v(x), x ∈ Bs,

0, x ∈ RN \Bs

pertence a H1(RN). Pela definição de H1 e usando a imersão de Sobolev, é claro que

v̄ ∈ L2∗(RN) e
∂v̄

∂xi

∈ L2(RN), para cada i = 1, ..., N no sentido fraco, donde

v̄ ∈ D1,2(RN).

Redefinindo v̄ como v̄ := v(|x|), obtemos v ∈ D1,2
rad(R

N), provando a afirmação.

Agora, façamos em (1.15) φ = ûr,ε. Lembrando que φ = ûr,ε = 0 em [r + ε,∞) e que
(ûr,ε)

′ = 0 em [r + ε,∞), temos:
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∫ r+ε

0

tN−1 û′ (ûr,ε)
′dt =

∫ r+ε

0

(λ tN−θ−1 û2∗θ−1 ûr,ε + αtN−1k̂ ûq ûr,ε + µtN−1f̂ ur,ε)dt.

Usando a definição de ûr,ε , calculando sua derivada e substituindo na expressão anterior,
obtemos:

−1

ε

∫ r+ε

r

tN−1 û′ dt =

∫ r

0

(λ tN−θ−1 û2∗θ−1 + αtN−1 k̂ ûq + µ tN−1 f̂) dt

− 1

ε

∫ r+ε

r

(λtN−θ û2∗θ−1 + αtN k̂ ûq + µtN f̂)dt

+
1

ε

∫ r+ε

r

(λtN−θ−1rû2∗θ−1 + αtN−1rk̂ ûq + µtN−1rf̂) dt

+
1

ε

∫ r+ε

r

(λtN−θ−1û2∗θ−1ε+ αtN−1 k̂ ûqε+ µtN−1f̂ ε) dt.

(1.16)

Aplicaremos em (1.16) o Teorema do Valor Médio para Integrais. Para isso, afirmamos
que û′(t) é cont́ınua para todo t pertencente ao anel [r, r + ε].

De fato, tomando

φ := r−(N−1)ψ, r > 0, ψ ∈ C∞
0 (0,∞),

temos:

∫ ∞

0

(
r(N−1)û′

) (
r−(N−1)ψ

)′
dr =

∫ ∞

0

(λr−θ û2∗θ−1 + αk̂ ûq + µ f̂ )ψ dr

no sentido das distribuições (cf. Lions [30] [p. 12]).

Se O ∈ R \ {0} é um anel, vale, em virtude de um corolário do Teorema de Strauss (cf.
Kavian [27][p. 251]), a imersão compacta

H1
rad(O) ↪→ C(O).

Assim, û ∈ C(O). Escrevendo

λr−θ û2∗θ−1 + α k̂ ûq + µ f̂ := H(r), r > 0,
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segue, tendo em vista a continuidade de k̂ e de f̂ , que H ∈ L∞loc(0,∞). Isso junto com
a igualdade em distribuição acima implica (cf. Gilbarg e Trudinger [23][p. 230]) que
û ∈ W 2,p

loc (0,∞) para cada p ∈ (1,∞) e que

−∆û(r) = H(r) qtp em (0,∞) .

Usando a teoria da regularidade e pelo fato de aplicarmos o procedimento em cada anel
O ⊂ R \ {0}, conclúımos que û ∈ C1(0,∞).

Fazendo ε→ 0 em (1.16), resulta, graças ao Teorema do Valor Médio para Integrais,

−rN−1 û′(r) =

∫ r

0

(λtN−θ−1 û2∗θ−1 + tN−1 α k̂ ûq + tN−1 µ f̂) dt, r > 0. (1.17)

De (1.17) conclúımos de pronto que û ∈ C2(0,∞).

Afirmamos que û′(r) < 0, r ∈ (0,∞).

De fato, a integral em (1.17) é não-negativa, de modo que

û′(r) ≤ 0, r ∈ (0,∞). (1.18)

Agora, como û, k̂, f̂ 6≡ 0 e û ≥ 0, de (1.17) notamos que, para r > r0, r0 fixado, o valor
assumido por

û′(r0) = −r01−N

∫ r0

0

(λtN−θ−1 û2∗θ−1 + tN−1 α k̂ ûq + tN−1 µ f̂) dt

é estritamente negativo. Esse fato, combinado com (1.18) implica que û′(r) < 0, r ∈
(0,∞).

Dáı, raciocinando de modo semelhante, û > 0, r ∈ (0,∞).

Por simetria radial, finalmente, û ∈ C2(RN \ {0} ) e, em particular, ∇û(x) · x < 0.

Fica verificado (i).

Verificação de (ii). Fazendo φ = û em (0.10), temos:

‖û‖2 = λ

∫
û2∗θ

|x|θ
dx+ α

∫
k̂ ûq+1dx+ µ

∫
f̂ ûdx.

Usando simetria radial, o fato elementar de que B := B|x|(0) ⊂ RN , a continuidade e o
decaimento de û e minorações, obtemos:
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‖û‖2 ≥
∫

S

∫ ∞

0

λû2∗θ rN−θ−1drdσ + αû(x)q+1

∫
B

k̂(y)dy + µû(x)

∫
B

f̂(y)dy

≥ λwN û
2∗θ(x)

∫ r

0

tN−θ−1dt+ αû(x)q+1

∫
B

k̂(y)dy + µû(x)

∫
B

f̂(y)dy

=
λwN û

2∗θ(x)|x|N−θ

N − θ
+ αû(x)q+1

∫
B

k̂(y)dy + µû(x)

∫
B

f̂(y)dy, |x| > 0,

mostrando (ii).
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1.5 Identidades Variacionais

O lema seguinte será usado na análise do comportamento da solução de (0.7) na origem e
será provado com base em uma identidade do tipo Derrick-Pohožaev (cf. Pohožaev [36]).

Lema 1.6. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1) e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha

(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Suponha, ainda, que k̂ e f̂ satisfazem, respectivamente,

k̂, f̂ ∈ C1(RN), k̂, f̂ > 0,

(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x) ·x ≥ 0,

N + 2

2
f̂(x)+∇f̂(x) ·x ≥ 0 e (1.19)

|∇k̂(x)| = O(|x|−d) quando |x| → ∞, |∇f̂(x)| = O(|x|−c) quando |x| → ∞,

onde, respectivamente, d >
N + 4 + 2q −Nq

2
e c >

N + 4

2
. Se û ∈ D1,2

rad(R
N) ∩ C2(RN)

é uma solução positiva de (0.7) e valem:

(a) α = 0 e µ > 0

ou

(b) α > 0 e µ = 0,

então:

α

∫ [
(
N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x

]
ûq+1 dx + µ

∫ [N + 2

2
f̂(x)+∇f̂(x)·x

]
û dx = 0.

(1.20)

Para demonstrar o lema 1.6, necessitamos provar o lema auxiliar seguinte. Consideremos,
pois, para cada R > 0, o problema de Neumann


−∆u = λ

|u|2
∗
θ−1

|x|θ
+ αk̂(x)|u|q + µf̂(x) em BR,

u ∈ H1(BR),

(1.21)

onde BR := BR(0).

O lema é o seguinte:
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Lema 1.7. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1) e θ ∈ [0, 2] em (1.21). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Se u ∈ H1

rad(BR) ∩ C2(BR) é uma solução positiva de (1.21) e
valem:

(a) α = 0 e µ > 0

ou

(b) α > 0 e µ = 0,

então:

α

∫
BR

[
(
N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x

]
uq+1 dx+µ

∫
BR

[N + 2

2
f̂(x)+∇f̂(x)·x

]
u dx

=
λ

2∗θ

∫
∂BR

u2∗θ

|x|θ
(x·ν)dσ+

α

q + 1

∫
∂BR

uq+1k̂(x)(x·ν)dσ+µ

∫
∂BR

uf̂(x)(x·ν)dσ−1

2

∫
∂BR

|∇u|2(x·ν)dσ.

(1.22)

Demonstração do lema 1.6: A prova é inspirada em Berestycki e Lions [7] [proposição
1, p. 329]. Usaremos o lema 1.7.

Grosso modo, a idéia é provar que o lado esquerdo de (1.22) converge para uma integração
sobre RN e que o lado direito converge para zero, quando R→∞. Faremos a prova por
etapas. Sejam, pois, α e µ conforme (a) ou (b).

Etapa 1. Afirmamos que

∫
∂BR

|∇u|2 (x · ν) dσ R→∞−→ 0.

Sabemos que

x · ν = x · x
|x|

= |x| = R, para cada x ∈ ∂BR.

Portanto, usando esse fato na expressão anterior, é suficiente provar que

R

∫
∂BR

|∇u|2 dσ R→∞−→ 0.

Suponha, por contradição, que existe uma sequência {Rm} de números positivos satis-
fazendo
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lim inf
Rm→∞

Rm

∫
∂BRm

|∇u|2dσ := ξ1 > 0. (1.23)

Como u ∈ D1,2
rad(R

N), temos:

∫
RN

|∇u|2dx <∞. (1.24)

Agora, desde que u ∈ C2(BR), segue que ∇u ∈ L2N(∂BR) e, por (1.23), usando simetria
radial,

∫
RN

|∇u|2dx ≥
∫ ∞

0

(∫
∂BRm

|∇u|2dσ
)
dR = ∞,

para algum m conveniente, contradizendo (1.24). Isso prova nossa afirmação.

As etapas 2, 3 e 4 seguem o mesmo rito da etapa 1.

Etapa 2. Afirmamos que

∫
∂BR

uq+1k̂ (x · ν) dσ R→∞−→ 0.

Como na etapa 1, é suficiente provar que

R

∫
∂BR

uq+1k̂ dσ
R→∞−→ 0.

Suponha, por contradição, que existe uma sequência {Rm} de números positivos satis-
fazendo

lim inf
Rm→∞

Rm

∫
∂BRm

uq+1k̂dσ := ξ2 > 0. (1.25)

Como uq+1 ∈ L
2∗

q+1 (RN) e k̂ ∈ (L
2∗

q+1 (RN))′ ≡ La(RN), temos:

∫
RN

uq+1k̂dx <∞. (1.26)

Agora, usando (1.25) e simetria radial,
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∫
RN

uq+1k̂dx ≥
∫ ∞

0

(∫
∂BRm

uq+1k̂dσ
)
dR = ∞,

para algum m conveniente, contradizendo (1.26). Isso prova nossa afirmação.

Etapa 3. Afirmamos que

∫
∂BR

uf̂ (x · ν) dσ R→∞−→ 0.

Como na etapa 1, é suficiente provar que

R

∫
∂BR

uf̂ dσ
R→∞−→ 0.

Suponha, por contradição, que existe uma sequência {Rm} de números positivos satis-
fazendo

lim inf
Rm→∞

Rm

∫
∂BRm

uf̂dσ := ξ3 > 0. (1.27)

Como u ∈ L2∗(RN) e f̂ ∈ (L2∗(RN))′ ≡ Lb(RN), temos:

∫
RN

uf̂dx <∞. (1.28)

Agora, usando (1.27) e simetria radial,

∫
RN

uf̂dx ≥
∫ ∞

0

(∫
∂BRm

uf̂dσ
)
dR = ∞,

para algum m conveniente, contradizendo (1.28). Isso prova nossa afirmação.

Etapa 4. Afirmamos que

∫
∂BR

u2∗θ

|x|θ
(x · ν) dσ R→∞−→ 0.

Como na etapa 1, é suficiente provar que

R

∫
∂BR

u2∗θ

|x|θ
dσ

R→∞−→ 0.
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Suponha, por contradição, que existe uma sequência {Rm} de números positivos satis-
fazendo

lim inf
Rm→∞

Rm

∫
∂BRm

u2∗θ

|x|θ
dσ := ξ4 > 0. (1.29)

Como u ∈ D1,2
rad(R

N), temos, graças à desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]:

∫
RN

u2∗θ

|x|θ
dx <∞. (1.30)

Agora, usando (1.29) e simetria radial,

∫
RN

u2∗θ

|x|θ
dx ≥

∫ ∞

0

(∫
∂BRm

u2∗θ

|x|θ
dσ
)
dR = ∞,

para algum m conveniente, contradizendo (1.30). Isso prova nossa afirmação.

Etapa 5. Afirmamos que

∫
BR

[(
N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x]uq+1dx

R→∞−→
∫

[(
N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x]uq+1dx.

Usaremos o Teorema de Lebesgue. Para isso, invocamos a função caracteŕıstica de BR:

χBR
:=


1, BR,

0, RN \BR.

Pelas propriedades de χBR
, é imediato que

[
(
N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x

]
uq+1 χBR

R→∞−→
[
(
N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x

]
uq+1

qtp em RN e que

∣∣∣[( N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x

]
uq+1 χBR

∣∣∣ ≤ ∣∣∣[( N

q + 1
−N − 2

2
)k̂(x)+

1

q + 1
∇k̂(x)·x

]
uq+1

∣∣∣
qtp em RN .
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Resta, portanto, para aplicar o Teorema de Lebesgue, mostrar que

[
(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x) +

1

q + 1
∇k̂(x) · x

]
uq+1 χBR

∈ L1(RN). (1.31)

Com efeito, usando as desigualdades de Hölder e de Cauchy-Schwarz:∫
|[( N

q+1
−N−2

2
)k̂(x)+ 1

q+1
∇k̂(x)·x] uq+1 χBR

|dx ≤ | N
q+1

−N−2
2
||k̂|La

rad
|u|q+1

L2∗ + 1
q+1

∫
|∇k̂||x||u|q+1dx.

Como u ∈ D1,2
rad, usaremos o seu decaimento nativo, a saber (cf. Struwe [39] [p. 154]):

|u(x)| ≤ CN |x|
2−N

2 ‖u‖,

onde CN é uma constante positiva. Lembramos, também, que, de (1.19),

|∇k̂(x)| = O(|x|−d), d >
N + 4 + 2q −Nq

2
,

para |x| suficientemente grande. Temos, pois, usando simetria radial:

∫ ∣∣∣[( N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x) +

1

q + 1
∇k̂(x) · x

]
uq+1

∣∣∣dx
≤
∣∣∣ N

q + 1
− N − 2

2

∣∣∣|k̂|La
rad
|u|q+1

L2∗ +
1

q + 1

∫
|∇k̂||x|CN

q+1|x|(
2−N

2
)(q+1)‖u‖q+1dx

≤
∣∣∣ N

q + 1
− N − 2

2

∣∣∣|k̂|La
rad
|u|q+1

L2∗ +
CN

q+1

q + 1
‖u‖q+1|∇k̂|L∞wN

∫ R

0

rN+
(2−N)(q+1)

2 dr

+
CN

q+1

q + 1
‖u‖q+1wN

∫ ∞

R

rN+
(2−N)(q+1)

2
−ddr

Mas d >
N + 4 + 2q −Nq

2
e N + 4 + 2q −Nq > 0, para cada q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1), de

modo que
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∫ ∣∣∣[( N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x) +

1

q + 1
∇k̂(x) · x

]
uq+1

∣∣∣dx
≤ | N

q + 1
− N − 2

2
||k̂|La

rad
|u|q+1

L2∗

+2
CN

q+1

q + 1
‖u‖q+1wN

[
|∇k̂|L∞R

N+4+2q−Nq
2

N + 4 + 2q −Nq
+

R
N+4+2q−Nq−2d

2

2d−N − 4− 2q +Nq

]

<∞,

mostrando (1.31). Usando o Teorema de Lebesgue, segue nossa afirmação.

Etapa 6. Afirmamos que

∫
BR

[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u dx

R→∞−→
∫ [N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u dx.

Esta etapa é semelhante à anterior, usando o Teorema de Lebesgue. Simplificaremos
alguns passos.

Como antes, é imediato que

[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u χBR

R→∞−→
[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u qtp em RN

e que

∣∣∣[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u χBR

∣∣∣ ≤ ∣∣∣[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u
∣∣∣ qtp em RN .

Resta, portanto, para aplicar o Teorema de Lebesgue, mostrar que

[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u χBR

∈ L1(RN). (1.32)

Com efeito, usando as desigualdades de Hölder e de Cauchy-Schwarz:

∫ ∣∣∣[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u
∣∣∣dx ≤ N + 2

2
|f̂ |Lb

rad
|u|L2∗ +

∫
|∇f̂ ||x||u|dx.
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Usando (1.19), o decaimento nativo de u, simetria radial e o fato de que c >
N + 4

2
,

obtemos:

∫ ∣∣∣[N + 2

2
f̂(x) +∇f̂(x) · x

]
u
∣∣∣dx

≤ N + 2

2
|f̂ |Lb

rad
|u|L2∗ + 2CN‖u‖wN

[
|∇f̂ |L∞R

N+4
2

N + 4
+

R
N+4−2c

2

2c−N − 4

]

<∞,

mostrando (1.32). Usando o Teorema de Lebesgue, segue nossa afirmação.

Passando ao limite em (1.22) e usando as convergências provadas nas etapas 1 a 6, obtemos
(1.20).

Demonstração do lema 1.7: Para provarmos (1.22), demonstraremos inicialmente, ar-
gumentando como em Evans [19] [p. 516], a seguinte identidade do tipo Derrick-Pohožaev
associada a (1.21):

(
2−N

2
)

∫
BR

|∇u|2dx+ λ(
N − 2

2
)

∫
BR

u2∗θ

|x|θ
dx

+
α

q + 1

∫
BR

(∇k̂.x+Nk̂) uq+1 dx+ µ

∫
BR

(∇f̂ .x+Nf̂) u dx

=
λ

2∗θ

∫
∂BR

u2∗θ

|x|θ
(x·ν) dσ+

α

q + 1

∫
∂BR

uq+1 k̂(x·ν) dσ+µ

∫
∂BR

u f̂(x·ν) dσ−
∫

∂BR

1

2
|∇u|2(x·ν) dσ.

De fato, lembramos que BR é um domı́nio estrelado relativamente à origem e que, por-
tanto,

x · ν(x) > 0, para cada x ∈ ∂BR,

onde ν é a normal unitária exterior de ∂BR. Multiplicando a EDP em (1.21) por x · ∇u
e integrando sobre BR, temos:

∫
BR

(−∆u)(x.∇u)dx = λ

∫
BR

u
N+2−2θ

N−2

|x|θ
(x.∇u)dx+ α

∫
BR

k̂uq(x.∇u)dx+ µ

∫
BR

f̂(x.∇u)dx.

Sejam
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A :=

∫
BR

(−∆u)(x.∇u)dx,

B := λ

∫
BR

u
N+2−2θ

N−2

|x|θ
(x.∇u)dx, C := α

∫
BR

k̂uq(x.∇u)dx e D := µ

∫
BR

f̂(x.∇u)dx,

de modo que

A = B + C +D.

Sejam u ∈ C2(BR), k̂, f̂ ∈ C1(BR) e α, µ conforme (a) ou (b). Usaremos integração por
partes (cf. Evans [19] [teorema 2, p. 628]).

Cálculo de A. Desenvolvendo o produto interno em A e integrando por partes, obtemos:

A =
N∑

i,j=1

∫
BR

uxi
(xjuxj

)xi
dx−

N∑
i,j=1

∫
∂BR

uxi
νixjuxj

dσ,

onde νi é a i-ésima componente vetorial de ν. Note que o segundo termo de A reduz-se a

−
N∑

i,j=1

∫
∂BR

uxi
νixjuxj

dσ = −
∫

∂BR

(ux1ν
1 + ...+ uxN

νN)(x1ux1 + ...+ xNuxN
)dσ

= −
∫

∂BR

(∇u.ν)(x.∇u)dσ

= 0,

pois u ∈ C2(BR), de modo que ∇u.ν ≡ ∂u

∂ν
= 0 (cf. Lions [30] [p. 97]). Assim, A torna-se:

A =
N∑

i,j=1

∫
BR

uxi
(xjuxj

)xi
dx,

que, após derivação em xi, resulta:

A =
N∑

i,j=1

∫
BR

(uxi
δijuxj

+ uxi
xjuxjxi

)dx,
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onde δij é o Delta de Kronecker. Note que, por um lado

N∑
i,j=1

(uxi
δijuxj

) =


|∇u|2, i = j,

0, i 6= j.

Por outro lado, é fácil ver que

uxi
uxjxi

=
( |∇u|2

2

)
xj

.

Substituindo ambas as expressões em A, obtemos:

A =

∫
BR

|∇u|2dx+
N∑

j=1

∫
BR

( |∇u|2
2

)
xj

xjdx.

Aplicando novamente integração por partes na última integral, obtemos:

A =

∫
BR

|∇u|2dx−
N∑

j=1

∫
BR

|∇u|2

2
dx+

N∑
j=1

∫
∂BR

|∇u|2

2
xjν

jdσ

=

∫
BR

|∇u|2dx− N

2

∫
BR

|∇u|2dx+

∫
∂BR

|∇u|2

2
(x · ν)dσ,

donde

A = (
2−N

2
)

∫
BR

|∇u|2dx+
1

2

∫
∂BR

|∇u|2(x · ν)dσ.

Cálculo de B. Desenvolvendo B, obtemos:

B = λ
N∑

i=1

∫
BR

u
N+2−2θ

N−2

|x|θ
xiuxi

dx.

É imediato que

[
(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

]
xi

= u
N+2−2θ

N−2 uxi
,

que substitúıdo em B, fica
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B = λ

N∑
i=1

∫
BR

[
(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

]
xi

xi

|x|θ
dx.

Integrando por partes, temos:

B = −λ
N∑

i=1

∫
BR

(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

(
xi

|x|θ

)
xi

dx+ λ
N∑

i=1

∫
∂BR

(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

(
xi

|x|θ

)
νidσ.

Observe que

(
xi

|x|θ

)
xi

=
1

|x|θ
− θx2

i

|x|θ+2
,

de modo que

B = −λ
N∑

i=1

∫
BR

(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

(
1

|x|θ
− θx2

i

|x|θ+2

)
dx+λ

N∑
i=1

∫
∂BR

(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

(
xiν

i

|x|θ

)
dσ

e calculando B fica

B = −λ
∫

BR

(
N − 2

2N − 2θ
)u

2N−2θ
N−2

(
N − θ

|x|θ

)
dx+ λ

∫
∂BR

(
N − 2

2N − 2θ
)
u

2N−2θ
N−2

|x|θ
(x · ν)dσ,

donde

B = −λ(
N − 2

2
)

∫
BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
dx+ λ(

N − 2

2N − 2θ
)

∫
∂BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
(x · ν)dσ.

O cálculo de C e D, a seguir, segue o mesmo procedimento feito em B, com integração
por partes e artif́ıcios óbvios.

Cálculo de C. Após desenvolvimento, C torna-se
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C = α

N∑
i=1

∫
BR

k̂uqxiuxi
dx

= α

N∑
i=1

∫
BR

(
1

q + 1
uq+1

)
xi

(k̂xi)dx

= −α
N∑

i=1

∫
BR

1

q + 1
uq+1(k̂xi)xi

dx+ α
N∑

i=1

∫
∂BR

1

q + 1
uq+1k̂xiν

idσ

= −α
N∑

i=1

∫
BR

1

q + 1
uq+1(k̂xi

xi + k̂.1)dx+ α
N∑

i=1

∫
∂BR

1

q + 1
uq+1k̂xiν

idσ,

donde

C = − α

q + 1

∫
BR

(∇k̂.x+Nk̂)uq+1dx+
α

q + 1

∫
∂BR

uq+1k̂(x · ν)dσ.

Cálculo de D. Como em C, D torna-se

D = µ
N∑

i=1

∫
BR

f̂xiuxi
dx

= µ
N∑

i=1

∫
BR

uxi
f̂xidx

= −µ
N∑

i=1

∫
BR

u(f̂xi)xi
dx+ µ

N∑
i=1

∫
∂BR

uf̂xiν
idσ

= −µ
N∑

i=1

∫
BR

u(f̂xi
xi + f̂ .1)dx+ µ

N∑
i=1

∫
∂BR

uf̂xiν
idσ,

donde

D = −µ
∫

BR

(∇f̂ .x+Nf̂)u+ µ

∫
∂BR

uf̂(x · ν)dσ.

Lembrando que A = B + C +D, obtemos:
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(
2−N

2
)

∫
BR

|∇u|2dx+
1

2

∫
∂BR

|∇u|2(x · ν)dσ

= −λ(
N − 2

2
)

∫
BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
dx+ λ(

N − 2

2N − 2θ
)

∫
∂BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
(x · ν)dσ

− α

q + 1

∫
BR

(∇k̂.x+Nk̂)uq+1dx+
α

q + 1

∫
∂BR

uq+1k̂(x · ν)dσ

−µ
∫

BR

(∇f̂ .x+Nf̂)u+ µ

∫
∂BR

uf̂(x · ν)dσ,

que, após cálculos e rearranjos, resulta a identidade do tipo Derrick-Pohožaev associada
a (1.21) acima afirmada. Com essa identidade, podemos provar (1.22). Com efeito,
multiplicando a EDP em (1.21) por u e integrando sobre BR, temos:

∫
BR

−u∆udx = λ

∫
BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
dx+ α

∫
BR

k̂uq+1dx+ µ

∫
BR

f̂udx. (1.33)

Da segunda Identidade de Green (cf. Evans [19] [teorema 3, p. 628]), podemos escrever:

∫
BR

|∇u|2dx = −
∫

BR

u∆udx+

∫
BR

u
∂u

∂ν
dσ.

Lembrando que
∂u

∂ν
= 0 sobre ∂BR, resulta:

∫
BR

|∇u|2dx = −
∫

BR

u∆udx.

Substituindo essa última expressão em (1.33), obtemos:

∫
BR

|∇u|2dx = λ

∫
BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
dx+ α

∫
BR

k̂uq+1dx+ µ

∫
BR

f̂udx.

Substituindo essa última expressão na identidade acima obtida, cancelando termos e cal-
culando, obtemos:
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α

∫
BR

(
2−N

2
k̂ +

∇k̂.x
q + 1

+
N

q + 1
k̂)uq+1dx+ µ

∫
BR

(
2−N

2
f̂ +∇f̂ .x+Nf̂)udx

= λ(
N − 2

2N − 2θ
)

∫
∂BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
(x · ν)dσ +

α

q + 1

∫
∂BR

uq+1k̂(x · ν)dσ

+µ

∫
∂BR

uf̂(x · ν)dσ − 1

2

∫
∂BR

|∇u|2(x · ν)dσ.

Finalmente, após cálculos,

α

∫
BR

[(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(x) +

1

q + 1
∇k̂(x) · x]uq+1dx+ µ

∫
BR

(
N + 2

2
f̂ +∇f̂ .x)udx

= λ(
N − 2

2N − 2θ
)

∫
∂BR

u
2N−2θ
N−2

|x|θ
(x · ν)dσ +

α

q + 1

∫
∂BR

uq+1k̂(x · ν)dσ

+µ

∫
∂BR

uf̂(x · ν)dσ − 1

2

∫
∂BR

|∇u|2(x · ν)dσ,

que é a expressão (1.22).

1.6 Um Teorema de Sub e Supersoluções para Po-

tenciais Singulares

Provaremos, a seguir, um teorema de sub e supersoluções para potenciais singulares, o
qual permitirá encontrar soluções fracas no sentido de D1,2(RN) para a equação (0.1).

Consideremos o problema


−∆u = λ

u2∗θ−1

|x|θ
+ αk(x)uq + µf(x) em Ω,

u ≥ 0 em Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

(1.34)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω regular.
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Sejam u, u ∈ L
2∗θ
θ (Ω) ∩ H1(Ω) satisfazendo 0 ≤ u ≤ u em Ω, u ≤ 0 sobre ∂Ω e

u ≥ 0 sobre ∂Ω. Dizemos que u é uma subsolução de (1.34) se

∫
Ω

∇u · ∇φdx ≤ λ

∫
Ω

u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
Ω

kuqφdx+ µ

∫
Ω

fφdx, φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0 (1.35)

e u é uma supersolução de (1.34) se∫
Ω

∇u · ∇φdx ≥ λ

∫
Ω

u2∗θ−1

|x|θ
φdx+α

∫
Ω

kuqφdx+µ

∫
Ω

fφdx, φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0 (1.36).

Teorema 1.8. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1) ∪ (1, 2∗ − 1) e θ ∈ [0, 2] em (1.34).
Suponha (kf)1, (kf)2 e (kf)3 e valem:

(a) α = 0 e µ > 0

ou

(b) α > 0 e µ = 0.

Se u, u são, respectivamente, sub e supersolução de (1.34), então existe u ∈ H1
0 (Ω) tal

que u ≤ u ≤ u em Ω e

∫
Ω

∇u · ∇φdx = λ

∫
Ω

u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
Ω

kuqφdx+ µ

∫
Ω

fφdx, φ ∈ H1
0 (Ω). (1.37)

Demonstração: Seguiremos Alves, Gonçalves e Santos [3] [teorema 1.2]. Suponha α, µ
conforme (a) ou (b). Provaremos por etapas.

Etapa 1. Consideremos o problema auxiliar


−∆u = Ψ em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.38)

cujo operador-solução é dado por

S : H−1(Ω) → H1
0 (Ω)

Ψ 7→ S(Ψ) := u.

Sabemos que S é limitado, não-decrescente e cont́ınuo (cf. Melo [32]).
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Etapa 2. Consideremos a aplicação não-linear

N : C → H−1(Ω),

dada por

〈Nu, φ〉 :=

∫
Ω

z(x, u)φdx, x ∈ Ω, u, φ ∈ H1
0 (Ω),

onde z(x, u) := λ
u2∗θ−1

|x|θ
+ αk(x)uq + µf(x) e C := {u ∈ H1

0 (Ω); u ≤ u ≤ u}.

Afirmamos:

N(C) é limitada, isto é, existe K ≥ 0 tal que |Nu|H−1 ≤ K, para cada u ∈ C. (1.39)

N é cont́ınua, isto é,

(1.40)

dada {un} ∈ C tal que un −→ u qtp em Ω implica Nun
H−1

−→ Nu.

N é não-decrescente, isto é,

(1.41)

dadas u1, u2 ∈ C, com u1 ≤ u2, então 〈Nu1 −Nu2, φ〉 ≤ 0, φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0.

Verificação de (1.39). Sejam u ∈ C e φ ∈ H1
0 (Ω). Temos:

|〈Nu, φ〉| =
∣∣∣ ∫

Ω

z(x, u)φdx
∣∣∣

≤ λ

∫
Ω

|u|2
∗
θ−1

|x|θ
|φ|dx+ α

∫
Ω

|k||u|q|φ|dx+ µ

∫
Ω

|f ||φ|dx

= λ

∫
Ω

|u|2
∗
θ−1

|x|θ
2∗
θ
−1

2∗
θ

|φ|

|x|θ
1
2∗
θ

dx+ α

∫
Ω

|k||u||φ|dx+ µ

∫
Ω

|f ||φ|dx.
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Graças às restrições k ∈ La(Ω), f ∈ Lb(Ω), às imersões cont́ınuas φ ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L

2∗θ
θ (Ω),

u ∈ H1(Ω) ↪→ L2∗(Ω) e às conjugações
2∗θ−1

2∗θ
+ 1

2∗θ
= 1, 1

a
+ q

2∗
+ 1

2∗
= 1 e 1

b
+ 1

2∗
= 1,

podemos aplicar as desigualdades de Hölder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de
Sobolev, para obter:

|〈Nu, φ〉| ≤ λS
−1/2
θ |u|2

∗
θ−1

L
2∗
θ

θ

|φ|H1
0

+ αS
−1/2
0 |k|La|u|q

L2∗ |φ|H1
0

+ µS
−1/2
0 |f |Lb|φ|H1

0
,

de modo que,

|〈Nu, φ〉| ≤ K|φ|H1
0
, para cada u ∈ C, para cada φ ∈ H1

0 (Ω),

onde K := λS
−1/2
θ |u|2

∗
θ−1

L
2∗
θ

θ

+ αS
−1/2
0 |k|La|u|q

L2∗ + µS
−1/2
0 |f |Lb . Donde

|Nu|H−1 ≤ K, para cada u ∈ C,

mostrando (1.39).

Verificação de (1.40). Sejam {un} ⊂ C e u ∈ C tais que

un −→ u qtp em Ω.

Temos:

|〈Nun −Nu, φ〉| =
∣∣∣ ∫

Ω

z(x, un)φdx−
∫

Ω

z(x, u)φdx
∣∣∣

≤ λ

∫
Ω

|un
2∗θ−1 − u2∗θ−1|
|x|θ

|φ|dx+ α

∫
Ω

|k||un
q − uq||φ|dx.

Usando as mesmas desigualdades citadas na verificação de (1.39) sob os mesmos argu-
mentos, obtemos:

|Nun −Nu|H−1 ≤ λS
−1/2
θ |un

2∗θ−1 − u2∗θ−1|
L

2∗
θ

2∗
θ
−1

θ

+ αS
−1/2
0 |k|La|un

q − uq|
L

2∗
q
.

Notemos que

un
2∗θ−1 −→ u2∗θ−1 qtp em Ω e un

q −→ uq qtp em Ω.
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Além disso, valem as dominações:

un
2∗θ−1 ≤ u2∗θ−1 ∈ L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (Ω) e un
q ≤ uq ∈ L

2∗
q (Ω).

Usando o Teorema de Lebesgue, é imediato que

Nun
H−1

−→ Nu,

provando (1.40).

Verificação de (1.41). Sejam u1, u2 ∈ C tais que u1 ≤ u2. Dada φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0, temos:

〈Nu1 −Nu2, φ〉 =

∫
Ω

z(x, u1)φdx−
∫

Ω

z(x, u2)φdx

= λ

∫
Ω

(u1
2∗θ−1 − u2

2∗θ−1)

|x|θ
φdx+ α

∫
Ω

k(u1
q − u2

q)φdx

≤ 0.

Donde

Nu1 ≤ Nu2,

provando (1.41).

Etapa 3. Seja

F : C → H1
0 (Ω)

dada por F (u) := S(Nu), onde S é o operador-solução caracterizado na etapa 1 e N é a
aplicação não-linear definida na etapa 2.

Afirmamos que u ∈ C é solução fraca de (1.34) no sentido de H1
0 (Ω), isto é,

∫
Ω

∇u·∇φdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
φdx+α

∫
Ω

kuq φdx+µ

∫
Ω

f φdx, para cada φ ∈ H1
0 (Ω), (1.42)

se, e somente se,
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u = F (u). (1.43)

De fato, se u ∈ C satisfaz (1.42), então

−∆u = Ψ em Ω,

onde, basicamente, Ψ = Nu = λ
u2∗θ−1

|x|θ
+ αk(x)uq + µf(x), x ∈ Ω. Mas S(Ψ) := u e

F (u) := S(Nu), de modo que F (u) = u, valendo (1.43).

Reciprocamente, se u = F (u), então S(Nu) = S(Ψ) = u, isto é,

−∆u = λ
u2∗θ−1

|x|θ
+ αk(x)uq + µf(x) em Ω.

Donde u ∈ C satisfaz (1.42).

Para concluir a demonstração, é suficiente encontrar um ponto fixo u para F .

Etapa 4. Consideremos, pois, a seqüência

un+1 := F (un), n = 0, 1, 2, ...,

onde u0 := u.

Afirmamos que

u ≤ u1 ≤ ... ≤ un ≤ ... ≤ u1, Ω, para cada n ∈ N. (1.44)

De fato, tomemos φ ∈ H1
0 (Ω) com φ ≥ 0. Temos, de (1.35):

∫
Ω

∇u · ∇φdx ≤ λ

∫
Ω

u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
Ω

kuqφdx+ µ

∫
Ω

fφdx

= λ

∫
Ω

F (u)2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
Ω

kF (u)qφdx+ µ

∫
Ω

fφdx

= λ

∫
Ω

u1
2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
Ω

ku1
qφdx+ µ

∫
Ω

fφdx

=

∫
Ω

∇u1 · ∇φdx.
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Como u ≤ 0 = u1 sobre ∂Ω, pelo Prinćıpio de Comparação Fraco,

u ≤ u1, Ω.

De forma análoga,

u1 ≤ u2, Ω.

Iterando a argumentação, obtemos (1.44).

Analogamente, provamos que

u ≥ u1 ≥ ... ≥ un ≥ ... ≥ u1, Ω, para cada n ∈ N, (1.45)

usando (1.36) em lugar de (1.35).

Sejam u := limn→∞ un e u := limn→∞ un. Logo, por (1.44) e (1.45), obtemos:

un −→ u qtp em Ω e u ≤ u ≤ u.

Afirmamos que F tem um ponto fixo u ∈ C.

De fato, argumentando exatamente como na verificação de (1.40),

|Nun −Num|H−1 ≤ λS
−1/2
θ |un

2∗θ−1 − um
2∗θ−1|

L

2∗
θ

2∗
θ
−1

θ

+ αS
−1/2
0 |k|La|un

q − um
q|

L
2∗
q
,

de modo que,

|Nun −Num|H−1 −→ 0,

em virtude do Teorema de Lebesgue. Isso mostra que {Nun} ∈ C é uma seqüência de
Cauchy em H−1(Ω). Desse modo,

Nun −→ Nu em H−1(Ω).

Usando a continuidade de S,

S(Nun) = F (un) −→ S(Nu) = F (u) em H1
0 (Ω),
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isto é,

F (un) −→ F (u) em H1
0 (Ω).

Lembrando da imersão compacta, a saber,

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

obtemos,

F (un) −→ F (u) qtp em Ω

e como un+1 = F (un), inferimos que u = F (u), provando a afirmação.



CAPÍTULO 2

Equação não-Homogênea

Neste Caṕıtulo, estudaremos a equação (0.2). Para isso, consideraremos a seguinte
equação associada a (0.2), fazendo em (0.7) α = 0:

−∆û = λ
û

2∗θ−1
+

|x|θ
+ µf̂(x) em RN , (2.1)

onde seus atributos e função são os descritos na Introdução.

Nosso objetivo é a demonstração dos teoremas A e B.

2.1 Soluções radiais: demonstração do teorema A

Demonstração: Verificação de (i). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N), û ≥ 0 uma solução fraca
de (2.1). Pelo lema 1.5(a)(i), segue imediatamente que û ∈ C2(RN \ {0}), ∇û(x) · x <
0 em RN \ {0} e û > 0 em RN .

Fica verificado (i).

Verificação de (ii). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N), û ≥ 0 uma solução fraca de (2.1). Pelo lema
1.5(a)(ii), temos que

53
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λ
ωN

N − θ
|x|N−θû(x)2∗θ + µû(x)

∫
B|x|(0)

f̂dy ≤ ‖û‖2.

Como, pelo teorema A(i), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0}, podemos escrever, para |x| ∼ ∞:

û2∗θ ≤ û.

Assim, usando a expressão da taxa de decaimento de û acima,

û(x)2∗θ ≤ ‖û‖2

λ
ωN

N − θ
|x|N−θ + µ

∫
B|x|(0)

f̂dy

para |x| ∼ ∞.

Donde

û(x)2∗θ = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + µ

∫
B|x|(0)

f̂dy

)
quando |x| → ∞.

Fica verificado (ii).

Verificação de (iii). Usaremos o lema 1.6(a). Suponha, por contradição, que û é
limitada em RN \ {0}. Como û é definida e cont́ınua sobre RN \ {0} e é decrescente
(teorema A(i)), podemos estendê-la até a origem. Assim, û, como uma função radial, é
definida e cont́ınua sobre [0,∞) e é uma solução positiva de (2.1).

Fazendo f̂(x) := f̂(r), temos:

∇f̂(x) = f̂ ′(r)
x

r
.

Também, dx := rN−1drdσ. Fazendo mudança de coordenadas em (1.20) com α = 0 e
µ > 0, obtemos:

∫ ∞

0

rN−1
[(N + 2)

2
f̂(r) + f̂ ′(r) r

]
û(r) dr = 0. (2.2)

Invocando (0.11), em virtude da igualdade em (2.2), a única possibilidade é que,

(N + 2)

2
f̂(r) + f̂ ′(r) r = 0.
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Usando essa expressão, fazendo γ := (N + 2)/2 e fixando ε suficientemente pequeno,
temos:

f̂ ′(r)

f̂(r)
= −γ

r
, r > ε,

a qual, integrada de ε a 2ε, resulta:

∫ 2ε

ε

f̂ ′(s)

f̂(s)
ds = −

∫ 2ε

ε

γ

s
ds.

Donde

f̂(2ε) =
f̂(ε)

2γ
.

Fazendo ε → 0, graças à continuidade de f̂ , segue que γ = 0, um absurdo. Portanto, û
não pode ser limitada na origem.

Fica verificado (iii).

Verificação de (iv). Sejam 0 ≤ θ < 2 e λ = 1.

Etapa 1. Solução via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(a) e (ii)(a).
Provaremos que

Existe û2 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û2 ≥ 0, û2 6≡ 0, I(û2) > 0 e I ′(û2) = 0. (2.3)

Designemos û2 := û. De fato, pela observação 1.2, existem {ûn} ∈ D1,2
rad(R

N) e algum
c2 > 0 satisfazendo

I(ûn) −→ c2 e I ′(ûn) −→ 0. (2.4)

Afirmamos que existe û ∈ D1,2
rad(R

N) com û ≥ 0 tal que

ûn−

D1,2
rad−→ 0 e ûn+

D1,2
rad⇀ û.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com λ = 1, α = 0 e µ > 0:
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I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx− µ

∫
f̂ ûndx+

µ

2∗θ

∫
f̂ ûn+dx

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx− µ

∫
f̂ ûndx.

Usando as desigualdades de Hölder e de Sobolev, obtemos:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2 − µS0

−1/2|f̂ |Lb
rad
‖ûn‖. (2.5)

Agora, de (2.4), temos, para n suficientemente grande:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≤ c2 +

‖ûn‖
2∗θ

,

que combinada com (2.5) resulta:

c2 +
‖ûn‖
2∗θ

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2 − µS0

−1/2|f̂ |Lb
rad
‖ûn‖,

onde, evidentemente, 2∗θ > 2. Conseqüentemente,

‖ûn‖ ≤ K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,

ûn

D1,2
rad⇀ û.

Usando (0.9) com λ = 1, α = 0, µ > 0 e φ = ûn− , temos:

〈I ′(ûn), ûn−〉 ≥ −‖ûn−‖2 − µS
−1/2
0 |f̂ |Lb

rad
‖ûn−‖.

Agora, de (2.4), notemos que

|〈I ′(ûn), ûn−〉| = on(1).
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Isso junto com a última desigualdade implica

‖ûn−‖ −→ 0,

isto é,

ûn−

D1,2
rad−→ 0.

Como ûn = ûn+ − ûn− e ûn

D1,2
rad⇀ û, obtemos:

ûn+

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Isso prova a afirmação. Devido a esta, observamos que

ûn

D1,2
rad⇀ û e ûn

qtp−→ û, û ≥ 0. (2.6)

Em particular,

∫
∇ûn · ∇φdx→

∫
∇û · ∇φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (2.7)

Afirmamos que

∫
û

2∗θ−1
n+

|x|θ
φ dx→

∫
û2∗θ−1

|x|θ
φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (2.8)

Com efeito, pelo fato de ûn+ ∈ D
1,2
rad(R

N) ↪→ L
2∗θ
θ (RN) e de ‖ûn‖ ≤ K, é claro que

∫
û

2∗θ
n+

|x|θ
dx ≤ S

−2∗θ/2

θ K2∗θ

e, portanto,

∫
(û

2∗θ−1
n+ )

2∗θ
2∗
θ
−1
dx

|x|θ
≤ S

−2∗θ/2

θ K2∗θ .

Isso mostra que û
2∗θ−1
n+ ∈ L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (RN) e é limitada em L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (RN).
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Notemos, também, que

1

2∗θ
+

2∗θ − 1

2∗θ
= 1.

Donde (L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (RN))′ ≡ L
2∗θ
θ (RN). Como φ ∈ D1,2

rad(R
N) ↪→ L

2∗θ
θ (RN), temos que

φ ∈ (L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (RN))′.

Usando (2.6), é evidente que

û
2∗θ−1
n

qtp−→ û2∗θ−1.

Pelo lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11],

û
2∗θ−1
n+ ⇀ û2∗θ−1 em L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (RN).

Em particular, obtemos (2.8).

Usando (2.7), (2.8) e

〈I ′(ûn), φ〉 =

∫
∇ûn · ∇φdx−

∫
û

2∗θ−1
n+

|x|θ
φdx− µ

∫
f̂φdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N),

obtemos:

〈I ′(ûn), φ〉 −→ 〈I ′(û), φ〉, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Graças a (2.4), segue que

I ′(û) = 0.

Como f̂ 6≡ 0, segue que û 6≡ 0. Voltando à notação inicial, û := û2 e lembrando que
c2 > 0, obtemos (2.3).

Etapa 2. Solução via Prinćıpio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(a) e (ii)(a)
e o lema 1.4. Provaremos que
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Existe û1 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û1 ≥ 0, û1 6≡ 0, I(û1) < 0 e I ′(û1) = 0. (2.9)

Designemos û1 := û. De fato, o lema 1.4 garante a existência de uma seqüência {ûn} ∈
D1,2

rad(R
N) satisfazendo

I(ûn) −→ c1, c1 < 0 e I ′(ûn) −→ 0. (2.10)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe û ∈ D1,2
rad(R

N) satisfazendo

ûn

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Por argumento idêntico ao da etapa 1, aplicando as convergências (2.7) e (2.8) e usando
(2.10), obtemos:

I ′(û) = 0.

E, como antes, û 6≡ 0. Resta provar que

I(û) = c1.

Temos:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn〉 =

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ µ

(
1

2∗θ
− 1

)∫
f̂ ûndx.

Essa expressão junto com (2.10), o fato de que a norma é (fssci) e de que

lim
n→∞

∫
f̂ ûndx =

∫
f̂ ûdx

(pois ûn

D1,2
rad⇀ û e f̂ ∈ (L2∗(RN))′ ≡ Lb(RN)), resultam que
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c1 = lim inf I(ûn)

≥ lim inf

[(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ µ

(
1

2∗θ
− 1

)∫
f̂ ûndx

]

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
lim inf

∫
|∇ûn|2dx+ µ

(
1

2∗θ
− 1

)
lim

n→∞

∫
f̂ ûndx

≥ I(û)− 1

2∗θ

∫
|∇ûn|2dx+

1

2∗θ

∫
û2∗θ

|x|θ
dx+

µ

2∗θ

∫
f̂ ûdx

= I(û),

pois
〈I ′(û), û〉

2∗θ
= 0. Assim, c1 = lim inf I(ûn) ≥ I(û). Conseqüentemente,

I(û) = c1.

Desde que c1 < 0, verifica-se que I(û) < 0. Fazendo û =: û1, obtemos (2.9).

Fica verificado (iv).

Verificação de (v). Sejam θ = 2 e λ ∈ [0, S2).

Etapa 1. Existência. Usaremos o lema 1.3(i). Provaremos que

Existe û3 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û3 ≥ 0, û3 6≡ 0, I(û3) < 0 e I ′(û3) = 0. (2.11)

Designemos û3 := û. Lembrando que I ∈ C1(D1,2
rad(R

N),R), graças ao lema 1.3(i), segue
imediatamente do Teorema de Minimização Clássica (cf. Apêndice B) que existe û ∈
D1,2

rad(R
N) tal que

〈I ′(û), φ〉 = 0, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Agora, notemos que, de (0.10) com θ = 2 e α = 0, temos:

∫
∇û · ∇φdx = λ

∫
û+

|x|2
φdx+ µ

∫
f̂ φdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N).

Tomando φ = û−, obtemos:
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−‖û−‖2 = µ

∫
f̂ û−dx ≥ 0.

Donde û− ≡ 0 e û = û+ ≥ 0.

Por outro lado, f̂ 6≡ 0 implica û 6≡ 0. Finalmente, notemos que, escolhendo φ ∈ D1,2
rad(R

N)
com φ > 0 e tomando t > 0, temos:

I(tφ) =
t2

2

(∫
|∇φ|2dx− λ

∫
φ2

|x|2
dx
)
− tµ

∫
f̂φdx, t > 0.

Desde que λ ∈ [0, S2), em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] o
termo entre parênteses é positivo. Portanto,

I(t0φ) < 0, para algum t0 ∈ (0, t)

suficientemente pequeno. Conseqüentemente,

I(û) < 0.

Fazendo û =: û3, obtemos (2.11).

Etapa 2. Unicidade. Suponha, por contradição, que û1, û2 ∈ D1,2
rad(R

N) são soluções fracas
não-negativas de (2.1) com θ = 2. Então, podemos aplicar o teorema A(i) a ûj (j = 1, 2)
e, além disso,

−∆û1 = λ
û1

|x|2
+ µf̂ em RN \ {0}

−∆û2 = λ
û2

|x|2
+ µf̂ em RN \ {0}

(2.12)

no sentido clássico. Conseqüentemente,

−∆û2

û2

+
∆û1

û1

= µf̂
( 1

û2

− 1

û1

)
e, assim,

(−∆û2

û2

+
∆û1

û1

)(û2
2 − û2

1) = µ f̂ (
1

û2

− 1

û1

)(û2
2 − û2

1). (2.13)

Notemos que, por (2.12) e (2.11), verifica-se que
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∫
−ûj ∆ûjdx =

∫
|∇ûj|2dx. (2.14)

Integrando (2.13) sobre RN e usando (2.14), obtemos:

∫
|∇û2|2dx+

∫
∆û2

û2
1

û2

dx+

∫
|∇û1|2dx+

∫
∆û1

û2
2

û1

dx =

∫
µf̂(

1

û2

− 1

û1

)(û2
2 − û2

1)dx.

(2.15)

Em Abdellaoui, Felli e Peral [1] [teorema 2.1], é assegurado que

∫
|∇û2|2dx+

∫
û2

2

û1

(∆û1)dx ≥ 0, (2.16)∫
|∇û1|2dx+

∫
û2

1

û2

(∆û2)dx ≥ 0. (2.17)

Por (2.15), (2.16) e (2.17), conclúımos que

0 ≤
∫
µf̂(

1

û2

− 1

û1

)(û2
2 − û2

1)dx ≤ 0.

Imposśıvel, uma vez que µ > 0 e f̂ > 0. Assim,

û1 ≡ û2.

Fica verificado (v).

2.2 Soluções não-radiais: demonstração do teorema

B

Demonstração: Verificação de (i). Seja u ∈ D1,2(RN) uma solução fraca positiva de
(0.2) no sentido de D1,2(RN) tal que

u ≤ û,

onde û ∈ D1,2
rad(R

N) é uma solução fraca de (2.1). Seja, ainda, K ⊂ RN \ {0} um
subconjunto compacto e consideremos o número positivo
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r =
dist(0, K)

2
.

Para provar (i), basta verificar que

u
µ→∞→ 0 em L∞(K). (2.18)

Como K é fechado, existe uma bola de raio fixado R > r > 0 tal que A := BR \Br ⊃ K.

Em virtude do lema 1.5(a)(ii), temos (û ≥ u e f̂ ≥ f):

λ
ωN

N − θ
|x|N−θu(x)2∗θ + µu(x)

∫
B|x|(0)

fdy ≤ ‖û‖2, x ∈ K.

Como A ⊂ B|x|(0),

u(x) ≤ ‖û‖2

µ

∫
A

fdy

, x ∈ A.

Usando o fato de que

∫
A

fdy > 0, resulta:

|u|L∞(A)
µ→∞→ 0.

Em particular, obtemos (2.18).

Fica verificado (i).

Verificação de (ii). Usando as notações e alguns dos passos da verificação de (i), é
imediato que

u(x) ≤
( ‖û‖2

λ
ωN

N − θ
|x|N−θ

)1/2∗θ
, x ∈ A,

mostrando que

|u|L∞(A)
λ→∞→ 0.

Fica verificado (ii).

Verificação de (iii). Sejam θ = 2, λ ∈ [0, S2). Como u ∈ D1,2(RN) é uma solução fraca
positiva de (0.2) no sentido de D1,2(RN), temos:
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∫
∇u · ∇φdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ µ

∫
f φdx, para cada φ ∈ D1,2(RN).

Fazendo φ = u na última expressão, obtemos, usando as desigualdades de Hölder, de
Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de Sobolev:

‖u‖2 ≤ λS−1
2 ‖u‖2 + µ|f |Lb|u|L2∗

≤ λS−1
2 ‖u‖2 + µS

−1/2
0 |f |Lb‖u‖.

Donde,

0 ≤ ‖u‖ ≤ µS
−1/2
0 |f |Lb

(1− λ

S2

)

.

Assim,

u −→ 0 em D1,2(RN) quando µ −→ 0 para cada λ ∈ [0, S2).

Fica verificado (iii).

Verificação de (iv) e (v). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N) uma solução fraca não-negativa de (2.1).
Tal solução existe em virtude do teorema A(iv)(v). Para provar (iv) e (v), consideremos
a famı́lia de problemas


−∆u = λ

u2∗θ−1

|x|θ
+ µf(x) em Bk,

u > 0 em Bk, u = 0 sobre ∂Bk.

(2.19)

Construção de uma supersolução de (2.19) no sentido de (1.36) com α = 0 e
µ > 0. Pelo teorema A(i), 0 < û ∈ D1,2

rad(R
N) satisfaz (2.1) no sentido clássico para

x ∈ RN\{0}.

Afirmamos que

∫
∇û · ∇φdx = λ

∫
û2∗θ−1

|x|θ
φ dx+ µ

∫
f̂φdx, φ ∈ D1,2, (2.20)

onde lembramos que λ = 1, se θ ∈ [0, 2) e λ ∈ [0, S2), se θ = 2. De fato, seja φ ∈
C∞

0 (RN\{0}) e fixemos uma função cut-off η infinitamente derivável tal que 0 ≤ η ≤ 1,
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η(x) = 0 se |x| ≤ 1 e η(x) = 1 se |x| ≥ 2.

Sejam ε > 0 e ηε(x) := η(x/ε) de modo que ηεφ ∈ C∞
0 (RN \ {0} ).

Multiplicando (2.1) por ηεφ e integrando sobre RN , obtemos:

∫
∇û · ∇(ηε φ) dx = λ

∫
û2∗θ−1

|x|θ
ηεφdx+ µ

∫
f̂ηεφdx.

Ou seja,

∫
φ∇û · ∇ηε dx+

∫
ηε∇û · ∇φ dx = λ

∫
û2∗θ−1

|x|θ
ηεφdx+ µ

∫
f̂ηεφdx. (2.21)

Usando as propriedades de ηε, é imediato, pelo Teorema de Lebesgue, que

∫
ηε∇û · ∇φ dx

ε→0−→
∫
∇û · ∇φ dx, (2.22)

∫
û2∗θ−1

|x|θ
ηεφdx

ε→0−→
∫
û2∗θ−1

|x|θ
φdx e (2.23)

∫
f̂ηεφdx

ε→0−→
∫
f̂φdx. (2.24)

Resta verificar que

∫
φ∇û · ∇ηε dx

ε→0−→ 0. (2.25)

De fato, pela desigualdade de Hölder,

∣∣∣ ∫ φ∇û · ∇ηε dx
∣∣∣ ≤ |φ|L∞

∫
|∇û||∇ηε| dx

≤ |φ|L∞‖û‖(
∫
|x|≤2ε

|∇ηε|2 dx)1/2.

Definemos y :=
x

ε
, de modo que η(y) = ηε(x(ε)). Temos:
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∂η

∂yj

= ε
∂ηε

∂xj

, j = 1, ..., N e |∇η|2 = ε2|∇ηε|2.

Sendo det J = εN , isto é, dx = εNdy, obtemos:

∣∣∣ ∫ φ∇û · ∇ηε dx
∣∣∣ ≤ |φ|L∞‖û‖ε

N−2
2 (

∫
|y|≤2

|∇η|2 dy)1/2.

Como N ≥ 3, passando ao limte quando ε −→ 0, obtemos (2.25).

Passando ao limite em (2.21) quando ε −→ 0 e usando (2.22), (2.23), (2.24) e (2.25),
obtemos (2.20).

Seja Bk a bola de RN com raio inteiro k ≥ 1 e centro na origem. Definindo ūk := û|Bk
,

segue de (2.19) e (2.20) (f̂ ≥ f) que

∫
Bk

∇ūk · ∇φdx ≥ λ

∫
Bk

ū
2∗θ−1

k

|x|θ
φ dx+ µ

∫
Bk

fφdx, φ ∈ H1
0 (Bk), φ ≥ 0, (2.26)

no sentido de (1.36) com α = 0 e µ > 0.

Construção de uma subsolução de (2.19) no sentido de (1.35) com α = 0 e µ > 0.
Consideremos a famı́lia de problemas de Dirichlet, a saber,


−∆w = µf(x) em Bk,

w ≥ 0, w 6≡ 0 em Bk,

w = 0 sobre ∂Bk.

(2.27)

É fácil mostrar que (2.27) admite uma única solução fraca ωk ∈ H1
0 (Bk) tal que, pela

teoria da regularidade, ωk ∈ C1(Bk) e, pelo prinćıpio do máximo, ωk > 0.

Afirmação: ωk ≤ ūk em Bk.

De fato, como ūk > 0 e é regular e 0 < ωk ∈ C1(Bk), existe τk ∈ (0, 1) tal que
τk maxBk

ωk < minBk
ūk. Conseqüentemente,

τkωk < ūk em Bk.

Agora, dada φ ∈ H1
0 (Bk) com φ ≥ 0, temos:
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∫
Bk

∇(τkωk) · ∇φdx− µ

∫
Bk

fφdx = τk

∫
Bk

∇ωk · ∇φdx− µ

∫
Bk

fφdx

≤
∫

Bk

∇ωk · ∇φdx− µ

∫
Bk

fφdx

= 0,

pois ωk é solução fraca de (2.27). Donde

∫
Bk

∇(τkωk) · ∇φdx ≤ µ

∫
Bk

fφdx, φ ≥ 0, φ ∈ H1
0 (Bk).

Logo, τkωk satisfaz (1.35) com λ = 0. Portanto, τkωk é uma subsolução de (2.27). Lem-
bramos que ūk é uma supersolução de (2.19). Em particular (λ = 0), é uma supersolução
de (2.27). Aplicando o teorema 1.8(a) com λ = 0 a (2.27), existe ω̂k ∈ H1

0 (Bk) satisfazendo
τkωk ≤ ω̂k ≤ ūk e

∫
Bk

∇ω̂k · ∇φdx = µ

∫
Bk

fφdx, para cada φ ∈ H1
0 (Bk).

Donde ω̂k é uma solução fraca de (2.27) no sentido de H1
0 (Bk). Por unicidade, ω̂k = ωk,

de modo que

ωk ≤ ūk em Bk,

seguindo a afirmação.

Afirmação: ωk ≤ ωk+1 em Bk.

De fato, como antes, existe δk ∈ (0, 1) tal que

δkωk < ωk+1 em Bk.

Mas, como fizemos acima, δkωk é uma subsolução de (2.27) e ωk+1 é uma supersolução de
(2.27). Pelo teorema 1.8(a) com λ = 0, existe ω̃k ∈ H1

0 (Bk) tal que δkωk ≤ ω̃k ≤ ωk e

∫
Bk

∇ω̃k · ∇φdx = µ

∫
Bk

fφdx, para cada φ ∈ H1
0 (Bk).

Donde ω̃k é uma solução fraca de (2.27) no sentido de H1
0 (Bk). Por unicidade, ω̃k = ωk,

de modo que



Cap.2 Equação não-Homogênea 68

ωk ≤ ωk+1 em Bk,

seguindo a afirmação.

Fazendo ωk = 0 sobre RN \Bk, temos que a seqüência {ωk} satisfaz

0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ... ≤ ωk ≤ ... ≤ û, (2.28)

de modo que (λ ≥ 0)

∫
Bk

∇ωk · ∇φdx ≤ λ

∫
Bk

ωk
2∗θ−1

|x|θ
φ dx+ µ

∫
Bk

fφdx, φ ∈ H1
0 (Bk), φ ≥ 0. (2.29)

Isso finaliza a construção de uma seqüência ordenada de subsoluções de (2.19) limitadas
por cima por û.

Por (2.26) e (2.29) e usando o teorema 1.8(a), existe uk ∈ H1
0 (Bk) com ωk ≤ uk ≤ ūk

satisfazendo

∫
Bk

∇uk · ∇φdx = λ

∫
Bk

u
2∗θ−1

k

|x|θ
φdx+ µ

∫
Bk

fφdx, φ ∈ H1
0 (Bk). (2.30)

Afirmação: {uk} é limitada em D1,2(RN).

De fato, como {uk} ∈ H1
0 (Bk), sua extensão ao RN , a saber,

ũk(x) :=


uk(x), x ∈ Bk,

0, x ∈ RN \Bk

pertence a D1,2(RN), a qual ainda denominaremos por uk. Disso se segue que

‖uk‖2 =

∫
|∇uk|2dx =

∫
Bk

|∇uk|2dx = |uk|2H1
0
. (2.31)

Fazendo φ = uk em (2.30) e lembrando que uk ≤ ūk, obtemos:

|uk|2H1
0
≤ λS

−2∗θ/2

θ |ūk|
2∗θ
H1

0
+ µS

−1/2
0 |f |Lb|ūk|H1

0
,

após usarmos as desigualdades de Hölder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de
Sobolev. Usando (2.31), verifica-se imediatamente a afirmação. Conseqüentemente,



Cap.2 Equação não-Homogênea 69

uk
D1,2

⇀ u e uk
qtp−→ u (2.32)

para alguma u ∈ D1,2(RN) com u ≤ û.

Afirmação: u é uma solução fraca positiva de (0.2) no sentido de D1,2(RN).

De fato, graças à extensão de uk ao RN , podemos escrever:

∫
∇uk · ∇φdx = λ

∫
u

2∗θ−1

k

|x|θ
φdx+ µ

∫
fφdx, φ ∈ H1

0 (Bk). (2.33)

Lembramos que

D1,2(RN) := C∞
0 (RN)

‖·‖
,

onde ‖u‖ := (

∫
|∇u|2dx)1/2, u ∈ D1,2(RN). Fixando ϕj ∈ C∞

0 (RN) de modo que

suptϕj ⊂ Bk ⊂ RN , temos:

ϕj −→ ϕ em D1,2(RN) (2.34)

e também:

∫
∇uk · ∇ϕjdx = λ

∫
u

2∗θ−1

k

|x|θ
ϕjdx+ µ

∫
fϕjdx, ϕj ∈ C∞

0 (RN). (2.35)

De (2.32) obtemos, em particular, que

∫
∇uk · ∇ϕjdx→

∫
∇u · ∇ϕj dx, para cada ϕj ∈ C∞

0 (RN). (2.36)

e

∫
uk

2∗θ−1

|x|θ
ϕj dx→

∫
u2∗θ−1

|x|θ
ϕj dx, para cada ϕj ∈ C∞

0 (RN). (2.37)

Fazendo k →∞ em (2.35) e usando (2.36) e (2.37), conclúımos que

∫
∇u · ∇ϕjdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
ϕjdx+ µ

∫
fϕjdx, ϕj ∈ C∞

0 (RN). (2.38)

Usando (2.34) e o Teorema de Lebesgue, obtemos, fazendo j →∞ em (2.38):
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∫
∇u · ∇φdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ µ

∫
fφdx, φ ∈ D1,2(RN). (2.39)

Agora, notemos que de (2.28), (2.32) e das propriedades de {ωk}, segue imediatamente
que u > 0.

A afirmação está provada.

Ficam verificados (iv) e (v).

Verificação de (vi). Do lema 1.5(a)(ii) juntamente com as hipóteses u ≤ û e f ≤ f̂ ,
segue imediatamente que

u(x)2∗θ ≤ K2

λ
ωN

N − θ
|x|N−θ + µ

∫
B|x|(0)

fdy

,

onde K é uma constante não-negativa que independe de u. Portanto,

u(x)2∗θ = O
( 1

λωN

N − θ
|x|N−θ + µ

∫
B|x|(0)

fdy

)
quando |x| → ∞.

Fica verificado (vi).



CAPÍTULO 3

Equação Homogênea: crescimento
sublinear

Neste Caṕıtulo, estudaremos a equação (0.3) com 0 < q < 1. Para isso, consideraremos a
seguinte equação associada a (0.3), fazendo em (0.7) µ = 0:

−∆û = λ
û

2∗θ−1
+

|x|θ
+ αk̂(x)ûq

+ em RN , (3.1)

onde seus atributos e função são os descritos na Introdução.

Nosso objetivo é a demonstração dos teoremas C e D.

Simplificaremos alguns passos quando semelhantes ou iguais aos dados no Caṕıtulo 2.

3.1 Soluções radiais: demonstração do teorema C

Demonstração: Verificação de (i). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N), û ≥ 0, û 6≡ 0 uma solução
fraca de (3.1). Pelo lema 1.5(b)(i), segue imediatamente que û ∈ C2(RN \{0}), ∇û(x)·x <
0 em RN \ {0} e û > 0 em RN .

Fica verificado (i).

71
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Verificação de (ii). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N), û ≥ 0, û 6≡ 0 uma solução fraca de (3.1). Pelo
lema 1.5(b)(ii), temos que

λ
ωN

N − θ
|x|N−θû(x)2∗θ + αû(x)q+1

∫
B|x|(0)

k̂dy ≤ ‖û‖2.

Como, pelo teorema C(i), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0}, podemos escrever, para |x| ∼ ∞:

û2∗θ ≤ ûq+1, q + 1 < 2 ≤ 2∗θ.

Assim, usando a expressão da taxa de decaimento de û acima,

û(x)2∗θ ≤ ‖û‖2

λ
ωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

para |x| ∼ ∞.

Donde

û(x)2∗θ = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

)
quando |x| → ∞.

Fica verificado (ii).

Verificação de (iii). Usaremos o lema 1.6(b). Suponha, por contradição, que û é
limitada em RN \ {0}. Como û é definida e cont́ınua sobre RN \ {0} e é decrescente
(teorema C(i)), podemos estendê-la até a origem. Assim, û, como uma função radial, é
definida e cont́ınua sobre [0,∞) e é uma solução positiva de (3.1).

Fazendo k̂(x) := k̂(r), temos:

∇k̂(x) = k̂′(r)
x

r
.

Também, dx := rN−1drdσ. Fazendo mudança de coordenadas em (1.20) com α > 0 e
µ = 0, obtemos:

∫ ∞

0

rN−1
[
(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(r) +

1

q + 1
k̂′(r) r

]
û(r)q+1 dr = 0. (3.2)

Invocando (0.12), em virtude da igualdade em (3.2), a única possibilidade é que,
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(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(r) +

1

q + 1
k̂′(r) r = 0.

Usando essa expressão, fazendo γ := (
N

q + 1
−N − 2

2
) e fixando ε suficientemente pequeno,

temos:

k̂′(r)

k̂(r)
= −γ(q + 1)

r
, r > ε,

donde

k̂(2ε) =
k̂(ε)

2γ(q+1)
,

após integração de ε a 2ε.

Fazendo ε→ 0, graças à continuidade de k̂, segue que γ(q+1) = 0, um absurdo. Portanto,
û não pode ser limitada na origem.

Fica verificado (iii).

Verificação de (iv). Sejam 0 ≤ θ < 2 e λ = 1.

Etapa 1. Solução via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(b) e (ii)(b).
Provaremos que

Existe û2 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û2 ≥ 0, û2 6≡ 0, I(û2) > 0 e I ′(û2) = 0. (3.3)

Designemos û2 := û. De fato, pela observação 1.2, existem {ûn} ∈ D1,2
rad(R

N) e algum
c2 > 0 satisfazendo

I(ûn) −→ c2 e I ′(ûn) −→ 0. (3.4)

Afirmamos que existe û ∈ D1,2
rad(R

N) com û ≥ 0 tal que

ûn−

D1,2
rad−→ 0 e ûn+

D1,2
rad⇀ û.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com λ = 1, α > 0 e µ = 0:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx− α

2∗θ − (q + 1)

2∗θ(q + 1)

∫
k̂ûq+1

n+
dx.
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Usando as desigualdades de Hölder e de Sobolev, obtemos:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2 − α[

2∗θ − (q + 1)

2∗θ(q + 1)
]S0

−1/2|k̂|La
rad
‖ûn‖q+1. (3.5)

Agora, de (3.4), temos, para n suficientemente grande:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≤ c2 +

‖ûn‖
2∗θ

,

que combinada com (3.5) resulta:

c2 +
‖ûn‖
2∗θ

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2 − α[

2∗θ − (q + 1)

2∗θ(q + 1)
]S0

−1/2|k̂|La
rad
‖ûn‖q+1,

onde, evidentemente, 2∗θ > 2 > q + 1. Conseqüentemente,

‖ûn‖ ≤ K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,

ûn

D1,2
rad⇀ û.

Usando (0.9) com λ = 1, α > 0, µ = 0 e φ = ûn− , temos:

〈I ′(ûn), ûn−〉 = −‖ûn−‖2.

Agora, de (3.4), notemos que

|〈I ′(ûn), ûn−〉| = on(1).

Isso junto com a última igualdade implica

‖ûn−‖ −→ 0,

isto é,

ûn−

D1,2
rad−→ 0.
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Como ûn = ûn+ − ûn− e ûn

D1,2
rad⇀ û, obtemos:

ûn+

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Isso prova a afirmação. Devido a esta, observamos que

ûn

D1,2
rad⇀ û e ûn

qtp−→ û, û ≥ 0. (3.6)

Em particular,

∫
∇ûn · ∇φdx→

∫
∇û · ∇φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (3.7)

Usando imersões cont́ınuas e (3.6) segue que

∫
û

2∗θ−1
n+

|x|θ
φ dx→

∫
û2∗θ−1

|x|θ
φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (3.8)

Afirmamos que

∫
k̂ûq

n+
φdx→

∫
k̂ûqφdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (3.9)

Com efeito, notemos que

[ ∫
(û

2∗q
q+1
n+ )

q+1
q dx

] q
q+1 ≤ (

∫
|ûn|2

∗
dx)

q
q+1 ≤ S

− 2∗q
2(q+1)

0 ‖ûn‖
2∗q
q+1 .

Como {ûn} é limitada em D1,2
rad(R

N), verifica-se que {û
2∗q
q+1
n+ } ∈ L

q+1
q (RN). Por outro lado,

[ ∫
(|φ|

2∗
q+1 )q+1dx

] 1
q+1

= (

∫
|φ|2∗dx)

1
q+1 ≤ S

− 2∗
2(q+1)

0 ‖φ‖
2∗

q+1 .

Donde |φ|
2∗

q+1 ∈ Lq+1(RN).

Também,

q

q + 1
+

1

q + 1
= 1.
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Assim, pelas desigualdades de Hölder e de Sobolev,

∫
|ûq

n+
φ|

2∗
q+1dx ≤

∫
|ûn|

2∗q
q+1 |φ|

2∗
q+1dx ≤ S

−2∗/2
0 ‖ûn‖

2∗q
q+1‖φ‖

2∗
q+1 .

Como ûn é limitada em D1,2
rad(R

N), conclúımos que ûq
n+
φ ∈ L

2∗
q+1 (RN) e é limitada em

L
2∗

q+1 (RN). Além disso, de (3.6),

ûq
n+
φ

qtp−→ ûqφ.

Pelo lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11],

〈ûq
n+
φ, ψ〉 −→ 〈ûqφ, ψ〉, para cada ψ ∈ (L

2∗
q+1 (RN))′ ≡ La(RN).

Lembrando que k̂ ∈ La
rad(R

N), escolhemos ψ = k̂ para obtermos, em particular,

∫
k̂ûq

n+
φdx→

∫
k̂ûqφdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N),

que é a afirmação (3.9).

Usando (3.7), (3.8), (3.9) e

〈I ′(ûn), φ〉 =

∫
∇ûn · ∇φdx−

∫
û

2∗θ−1
n+

|x|θ
φdx− α

∫
k̂ûq

n+
φdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N),

obtemos:

〈I ′(ûn), φ〉 −→ 〈I ′(û), φ〉, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Graças a (3.4), segue que

I ′(û) = 0.

Resta verificar que û 6≡ 0.

De fato, da demonstração do lema 1.1(ii)(b), lembramos que

I(twδ) = S
N−θ
2−θ

θ

(t2
2
− t2

∗
θ

2∗θ

)
− α

tq+1

q + 1
|k̂wδ

q+1|L1 ,
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onde wδ é a função caracterizada em (Wδ).

Segue-se, argumentando como em Gonçalves e Alves [24], que

sup
t≥0

I(twδ) < (
1

2
− 1

2∗θ
)S

N−θ
2−θ

θ .

Pela definição de c2 (cf. Apêndice B), temos que

0 < c2 <
2− θ

2(N − θ)
S

N−θ
2−θ

θ . (3.10)

Suponha, por contradição, que û ≡ 0. Como ûn é limitada em D1,2
rad(R

N), temos que

∫
|∇ûn|2dx −→M, (3.11)

onde M ≥ 0 é uma constante. Lembramos que de (3.4), para φ = ûn, temos:

∫
|∇ûn|2dx =

∫ [
k̂ûq+1

n+
+
û

2∗θ
n+

|x|θ
]
dx+ on(1), (3.12)

para n suficientemente grande. Usando (3.9), a hipótese de contradição e (3.12), obtemos,
ao passar ao limite:

∫
û

2∗θ
n+

|x|θ
dx −→M. (3.13)

Agora, usando (3.4), (3.9), (3.11), (3.13), a hipótese de contradição e (0.8) com λ =
1, α > 0, 0 < q < 1, µ = 0, obtemos:

c2 = M(
1

2
− 1

2∗θ
), (3.14)

o que implica M > 0 desde que θ ∈ [0, 2) e c2 > 0. Por outro lado, graças à desigualdade
de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12],

∫
|∇ûn|2dx ≥ Sθ

(∫ û
2∗θ
n+

|x|θ
dx
)2/2∗θ

. (3.15)

De (3.11), (3.13) e (3.15), obtemos, ao passar ao limite:
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M ≥ S
N−θ
2−θ

θ , 0 ≤ θ < 2. (3.16)

Por fim, de (3.14) e (3.16), verifica-se que

c2 ≥
2− θ

2(N − θ)
S

N−θ
2−θ

θ ,

contradizendo (3.10). Logo, u 6≡ 0.

Voltando à notação inicial, û := û2 e lembrando que c2 > 0, obtemos (3.3).

Etapa 2. Solução via Prinćıpio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(b) e
(ii)(b) e o lema 1.4. Provaremos que

Existe û1 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û1 ≥ 0, û1 6≡ 0, I(û1) < 0 e I ′(û1) = 0. (3.17)

Designemos û1 := û. De fato, o lema 1.4 garante a existência de uma seqüência {ûn} ∈
D1,2

rad(R
N) satisfazendo

I(ûn) −→ c1, c1 < 0 e I ′(ûn) −→ 0. (3.18)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe û ∈ D1,2
rad(R

N) satisfazendo

ûn

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Por argumento idêntico ao da etapa 1, aplicando as convergências (3.7), (3.8) e (3.9) e
usando (3.18), obtemos:

I ′(û) = 0.

Analogamente ao procedimento adotado na etapa 1, û ≥ 0. Resta provar que

I(û) = c1

(como c1 < 0, automaticamente û 6≡ 0).

Temos:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn〉 =

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ α

(
1

2∗θ
− 1

q + 1

)∫
k̂ûq+1

n+
dx.
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Essa expressão junto com (3.18), o fato de que a norma é (fssci) e de que

lim
n→∞

∫
k̂ûq+1

n+
dx =

∫
k̂ûq+1dx,

implica que:

c1 = lim inf I(ûn)

≥ lim inf

[(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ α

(
1

2∗θ
− 1

q + 1

)∫
k̂ûq+1

n+
dx

]

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
lim inf

∫
|∇ûn|2dx+ α

(
1

2∗θ
− 1

q + 1

)
lim

n→∞

∫
k̂ûq+1

n+
dx

≥ I(û)− 1

2∗θ

∫
|∇ûn|2dx+

1

2∗θ

∫
û2∗θ

|x|θ
dx+

α

2∗θ

∫
k̂ûq+1dx

= I(û),

pois
〈I ′(û), û〉

2∗θ
= 0. Assim, c1 = lim inf I(ûn) ≥ I(û). Conseqüentemente,

I(û) = c1.

Desde que c1 < 0, verifica-se que I(û) < 0. Fazendo û =: û1, obtemos (3.17).

Fica verificado (iv).

Verificação de (v). Sejam θ = 2 e λ ∈ [0, S2).

Etapa 1. Existência. Usaremos o lema 1.3(ii). Provaremos que

Existe û3 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û3 ≥ 0, û3 6≡ 0, I(û3) < 0 e I ′(û3) = 0. (3.19)

Designemos û3 := û. Lembrando que I ∈ C1(D1,2
rad(R

N),R), graças ao lema 1.3(ii),
segue imediatamente do Teorema de Minimização Clássica (cf. Apêndice B) que existe
û ∈ D1,2

rad(R
N) tal que

〈I ′(û), φ〉 = 0, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Agora, notemos que, de (0.10) com θ = 2 e µ = 0, temos:
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∫
∇û · ∇φdx = λ

∫
û+

|x|2
φdx+ α

∫
k̂ûq

+ φdx, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Tomando φ = û−, obtemos:

−‖û−‖2 = 0.

Donde û− ≡ 0 e û = û+ ≥ 0.

Notemos que, escolhendo φ ∈ D1,2
rad(R

N) com φ > 0 e tomando t > 0,

I(tφ) =
t2

2

(∫
|∇φ|2dx− λ

∫
φ2

|x|2
dx
)
− α

tq+1

q + 1

∫
k̂φq+1dx, t > 0.

Desde que λ ∈ [0, S2), em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12], o
termo entre parênteses é positivo. Donde

I(t0φ) < 0 para algum t0 ∈ (0, t)

suficientemente pequeno. Conseqüentemente, I(û) < 0. Disso decorre imediatamente que
û 6≡ 0.

Fazendo û =: û3, obtemos (3.19).

Etapa 2. Unicidade. Suponha, por contradição, que û1, û2 ∈ D1,2
rad(R

N) são soluções
fracas não-negativas e não-identicamente nulas de (3.1) com θ = 2. Então, podemos
aplicar o teorema C(i) a ûj (j = 1, 2) e, além disso,

−∆û1 = λ
û1

|x|2
+ αk̂ûq

1 em RN \ {0}

−∆û2 = λ
û2

|x|2
+ αk̂ûq

2 em RN \ {0}

(3.20)

no sentido clássico. Conseqüentemente,

−∆û2

û2

+
∆û1

û1

= αk̂
( 1

û1−q
2

− 1

û1−q
1

)
e, assim,

(−∆û2

û2

+
∆û1

û1

)(û2
2 − û2

1) = α k̂ (
1

û1−q
2

− 1

û1−q
1

)(û2
2 − û2

1). (3.21)



Cap.3 Equação Homogênea: crescimento sublinear 81

Notemos que, por (3.20) e (3.19), verifica-se que

∫
−ûj ∆ûjdx =

∫
|∇ûj|2dx. (3.22)

Integrando (3.21) sobre RN e usando (3.22), obtemos:

∫
|∇û2|2dx+

∫
∆û2

û2
1

û2

dx+

∫
|∇û1|2dx+

∫
∆û1

û2
2

û1

dx =

∫
αk̂(

1

û1−q
2

− 1

û1−q
1

)(û2
2− û2

1)dx.

(3.23)

Em Abdellaoui, Felli e Peral [1] [teorema 2.1], é assegurado que

∫
|∇û2|2dx+

∫
û2

2

û1

(∆û1)dx ≥ 0, (3.24)∫
|∇û1|2dx+

∫
û2

1

û2

(∆û2)dx ≥ 0. (3.25)

Por (3.23), (3.24) e (3.25), conclúımos que

0 ≤
∫
αk̂(

1

û1−q
2

− 1

û1−q
1

)(û2
2 − û2

1)dx ≤ 0.

Imposśıvel, uma vez que α > 0 e k̂ > 0. Assim,

û1 ≡ û2.

Fica verificado (v).

3.2 Soluções não-radiais: demonstração do teorema

D

Demonstração: Verificação de (i). Seja u ∈ D1,2(RN) uma solução fraca positiva de
(0.3) no sentido de D1,2(RN) tal que

u ≤ û,
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onde û ∈ D1,2
rad(R

N) é uma solução fraca de (3.1). Seja, ainda, K ⊂ RN \ {0} um
subconjunto compacto e consideremos o número positivo

r =
dist(0, K)

2
.

Para provar (i), basta verificar que

u
µ→∞→ 0 em L∞(K). (3.26)

Agora, existe uma bola de raio fixado R > r > 0 tal que A := BR \Br ⊃ K. Em virtude

do lema 1.5(b)(ii), temos (û ≥ u e k̂ ≥ k):

λ
ωN

N − θ
|x|N−θu(x)2∗θ + αuq+1(x)

∫
B|x|(0)

kdy ≤ ‖û‖2, x ∈ K.

Como A ⊂ B|x|(0),

u(x) ≤ ‖û‖
2

q+1

(α

∫
A

kdy)
1

q+1

, x ∈ A.

Usando o fato de que

∫
A

kdy > 0, resulta:

|u|L∞(A)
µ→∞→ 0.

Em particular, obtemos (3.26).

Fica verificado (i).

Verificação de (ii). Usando as notações e alguns dos passos da verificação de (i), é
imediato que

u(x) ≤
( ‖û‖2

λ
ωN

N − θ
|x|N−θ

)1/2∗θ
, x ∈ A,

mostrando que

|u|L∞(A)
λ→∞→ 0.

Fica verificado (ii).
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Verificação de (iii). Sejam θ = 2, λ ∈ [0, S2). Como u ∈ D1,2(RN) é uma solução fraca
positiva de (0.3) no sentido de D1,2(RN), temos:

∫
∇u · ∇φdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
kuq φdx, para cada φ ∈ D1,2(RN).

Fazendo φ = u na última expressão, obtemos, usando as desigualdades de Hölder, de
Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de Sobolev:

‖u‖2 ≤ λS−1
2 ‖u‖2 + αS

−(q+1)/2
0 |k|La‖u‖q+1.

Donde,

0 ≤ ‖u‖2−(q+1) ≤ αS
−(q+1)/2
0 |k|La

(1− λ

S2

)

.

Como 2 > q + 1, obtemos:

u −→ 0 em D1,2(RN) quando α −→ 0 para cada λ ∈ [0, S2).

Fica verificado (iii).

Verificação de (iv) e (v). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N) uma solução fraca não-negativa e não-
identicamente nula de (3.1). Tal solução existe em virtude do teorema C(iv)(v). Para
provar (iv) e (v), consideremos a famı́lia de problemas


−∆u = λ

u2∗θ−1

|x|θ
+ αk(x)uq em Bk,

u > 0 em Bk, u = 0 sobre ∂Bk.

(3.27)

Construção de uma supersolução de (3.27) no sentido de (1.36) com α > 0 e
µ = 0. Pelo teorema C(i), 0 < û ∈ D1,2

rad(R
N) satisfaz (3.1) no sentido clássico para

x ∈ RN\{0}.

Afirmamos que

∫
∇û · ∇φdx = λ

∫
û2∗θ−1

|x|θ
φ dx+ α

∫
k̂ûqφdx, φ ∈ D1,2, (3.28)

onde lembramos que λ = 1, se θ ∈ [0, 2) e λ ∈ [0, S2), se θ = 2. De fato, sejam
φ ∈ C∞

0 (RN\{0}) e ηε(x) como no Caṕıtulo 2, p. 64-65.
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Multiplicando (3.1) por ηεφ e integrando sobre RN , obtemos:

∫
∇û · ∇(ηε φ) dx = λ

∫
û2∗θ−1

|x|θ
ηεφdx+ α

∫
k̂ûqηεφdx.

Ou seja,

∫
φ∇û · ∇ηε dx+

∫
ηε∇û · ∇φ dx = λ

∫
û2∗θ−1

|x|θ
ηεφdx+ α

∫
k̂ûqηεφdx. (3.29)

Usando as propriedades de ηε, é imediato, pelo Teorema de Lebesgue, que

∫
ηε∇û · ∇φ dx

ε→0−→
∫
∇û · ∇φ dx, (3.30)

∫
û2∗θ−1

|x|θ
ηεφdx

ε→0−→
∫
û2∗θ−1

|x|θ
φdx e (3.31)

∫
k̂ûqηεφdx

ε→0−→
∫
k̂ûqφdx. (3.32)

Sabemos que (cf. Caṕıtulo 2, p. 65, (2.25))

∫
φ∇û · ∇ηε dx

ε→0−→ 0. (3.33)

Portanto, (3.28) fica verificada, após passagem ao limite.

Seja Bk a bola de RN com raio inteiro k ≥ 1 e centro na origem. Definindo ūk := û|Bk
,

segue de (3.27) e (3.28) (k̂ ≥ k) que

∫
Bk

∇ūk · ∇φdx ≥ λ

∫
Bk

ū
2∗θ−1

k

|x|θ
φ dx+ α

∫
Bk

k̂ūq
kφdx, φ ∈ H1

0 (Bk), φ ≥ 0, (3.34)

no sentido de (1.36) com α > 0 e µ = 0.

Construção de uma subsolução de (3.27) no sentido de (1.35) com α > 0 e µ = 0.
Consideremos a famı́lia de problemas de Dirichlet, a saber,
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−∆w = αk(x)wq em Bk,

w ≥ 0, w 6≡ 0 em Bk,

w = 0 sobre ∂Bk.

(3.35)

É fácil mostrar que (3.35) admite uma única solução fraca ωk ∈ H1
0 (Bk) tal que, pela

teoria da regularidade, ωk ∈ C1(Bk) e, pelo prinćıpio do máximo, ωk > 0.

Afirmação: ωk ≤ ūk em Bk.

De fato, como ūk > 0 e é regular e 0 < ωk ∈ C1(Bk), existe τk ∈ (0, 1) tal que
τk maxBk

ωk < minBk
ūk. Conseqüentemente,

τkωk < ūk em Bk.

Agora, dada φ ∈ H1
0 (Bk) com φ ≥ 0, temos:

∫
Bk

∇(τkωk) · ∇φdx− α

∫
Bk

k(τkωk)
qφdx = τk

∫
Bk

∇ωk · ∇φdx− ατk
q

∫
Bk

kωk
qφdx

≤ τk
q
[ ∫

Bk

∇ωk · ∇φdx− α

∫
Bk

kωk
qφdx

]
= 0,

pois ωk é solução fraca de (3.35). Donde

∫
Bk

∇(τkωk) · ∇φdx ≤ α

∫
Bk

k(τkωk)
qφdx, φ ≥ 0, φ ∈ H1

0 (Bk).

Logo, τkωk satisfaz (1.35) com λ = 0. Portanto, τkωk é uma subsolução de (3.35). Lem-
bramos que ūk é uma supersolução de (3.27). Em particular (λ = 0), é uma supersolução
de (3.35). Aplicando o teorema 1.8(b) com λ = 0 a (3.35), existe ω̂k ∈ H1

0 (Bk) satisfazendo
τkωk ≤ ω̂k ≤ ūk e

∫
Bk

∇ω̂k · ∇φdx = α

∫
Bk

kω̂q
kφdx, para cada φ ∈ H1

0 (Bk).

Donde ω̂k é uma solução fraca de (3.35) no sentido de H1
0 (Bk). Por unicidade, ω̂k = ωk,

de modo que
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ωk ≤ ūk em Bk,

seguindo a afirmação.

Afirmação: ωk ≤ ωk+1 em Bk.

De fato, como antes, existe δk ∈ (0, 1) tal que

δkωk < ωk+1 em Bk.

Mas, como fizemos acima, δkωk é uma subsolução de (2.27) e ωk+1 é uma supersolução
de (3.35). Pelo teorema 1.8(b) com µ = 0, existe ω̃k ∈ H1

0 (Bk) tal que δkωk ≤ ω̃k ≤ ωk e

∫
Bk

∇ω̃k · ∇φdx = α

∫
Bk

kω̃q
kφdx, para cada φ ∈ H1

0 (Bk).

Donde ω̃k é uma solução fraca de (3.35) no sentido de H1
0 (Bk). Por unicidade, ω̃k = ωk,

de modo que

ωk ≤ ωk+1 em Bk,

seguindo a afirmação.

Fazendo ωk = 0 sobre RN \Bk, temos que a seqüência {ωk} satisfaz

0 ≤ ω1 ≤ ω2 ≤ ... ≤ ωk ≤ ... ≤ û, (3.36)

de modo que (λ ≥ 0)

∫
Bk

∇ωk · ∇φdx ≤ λ

∫
Bk

ωk
2∗θ−1

|x|θ
φ dx+ α

∫
Bk

kωk
qφdx, φ ∈ H1

0 (Bk), φ ≥ 0. (3.37)

Isso finaliza a construção de uma seqüência ordenada de subsoluções de (3.27) limitadas
por cima por û.

Por (3.34) e (3.37) e usando o teorema 1.8(b), existe uk ∈ H1
0 (Bk) com ωk ≤ uk ≤ ūk

satisfazendo

∫
Bk

∇uk · ∇φdx = λ

∫
Bk

u
2∗θ−1

k

|x|θ
φdx+ α

∫
Bk

kuk
qφdx, φ ∈ H1

0 (Bk). (3.38)

Afirmação: {uk} é limitada em D1,2(RN).
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De fato, como {uk} ∈ H1
0 (Bk), sua extensão ao RN , a saber,

ũk(x) :=


uk(x), x ∈ Bk,

0, x ∈ RN \Bk

pertence a D1,2(RN), a qual ainda denominaremos por uk. Disso se segue que

‖uk‖2 =

∫
|∇uk|2dx =

∫
Bk

|∇uk|2dx = |uk|2H1
0
. (3.39)

Fazendo φ = uk em (3.38) e lembrando que uk ≤ ūk, obtemos:

|uk|2H1
0
≤ λS

−2∗θ/2

θ |ūk|
2∗θ
H1

0
+ αS

−(q+1)/2
0 |k|La|ūk|q+1

H1
0
,

após usarmos as desigualdades de Hölder, de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e de
Sobolev. Usando (3.39), verifica-se imediatamente a afirmação. Conseqüentemente,

uk
D1,2

⇀ u e uk
qtp−→ u (3.40)

para alguma u ∈ D1,2(RN) com u ≤ û.

Afirmação: u é uma solução fraca positiva de (0.3) no sentido de D1,2(RN).

De fato, graças à extensão de uk ao RN , podemos escrever:

∫
∇uk · ∇φdx = λ

∫
u

2∗θ−1

k

|x|θ
φdx+ α

∫
kuk

qφdx, φ ∈ H1
0 (Bk). (3.41)

Lembramos que

D1,2(RN) := C∞
0 (RN)

‖·‖
,

onde ‖u‖ := (

∫
|∇u|2dx)1/2, u ∈ D1,2(RN). Fixando ϕj ∈ C∞

0 (RN) de modo que

suptϕj ⊂ Bk ⊂ RN , temos:

ϕj −→ ϕ em D1,2(RN) (3.42)

e também:
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∫
∇uk · ∇ϕjdx = λ

∫
u

2∗θ−1

k

|x|θ
ϕjdx+ α

∫
kuk

qϕjdx, ϕj ∈ C∞
0 (RN). (3.43)

De (3.40) obtemos, em particular, que

∫
∇uk · ∇ϕjdx→

∫
∇u · ∇ϕj dx, para cada ϕj ∈ C∞

0 (RN), (3.44)

∫
uk

2∗θ−1

|x|θ
ϕj dx→

∫
u2∗θ−1

|x|θ
ϕj dx, para cada ϕj ∈ C∞

0 (RN) (3.45)

e

∫
kuk

q ϕjdx→
∫
kuq ϕjdx, para cada ϕj ∈ C∞

0 (RN). (3.46)

Fazendo k →∞ em (3.43) e usando (3.44), (3.45) e (3.46), conclúımos que

∫
∇u · ∇ϕjdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
ϕjdx+ α

∫
kuqϕjdx, ϕj ∈ C∞

0 (RN). (3.47)

Usando (3.42) e o Teorema de Lebesgue, obtemos, fazendo j →∞ em (3.47):

∫
∇u · ∇φdx = λ

∫
u2∗θ−1

|x|θ
φdx+ α

∫
kuqφdx, φ ∈ D1,2(RN). (3.48)

Agora, notemos que de (3.36), (3.40) e das propriedades de {ωk}, segue imediatamente
que u > 0.

A afirmação está provada.

Ficam verificados (iv) e (v).

Verificação de (vi). Lembramos que 2∗θ ≥ 2 > q + 1. Do lema 1.5(b)(ii) juntamente

com as hipóteses u ≤ û e k ≤ k̂, segue imediatamente que

u(x)2∗θ ≤ K2

λ
ωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

kdy

,

onde K é uma constante não-negativa que independe de u. Portanto,
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u(x)2∗θ = O
( 1

λωN
N−θ

|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

kdy

)
quando |x| → ∞.

Fica verificado (vi).



CAPÍTULO 4

Equação Homogênea: crescimento
subcŕıtico: prova do teorema E

Neste Caṕıtulo, estudaremos a equação (0.3) com 1 < q < 2∗ − 1. Para isso, consider-
aremos a seguinte equação associada a (0.3), fazendo em (0.7) µ = 0:

−∆û = λ
û

2∗θ−1
+

|x|θ
+ αk̂(x)ûq

+ em RN , (4.1)

onde seus atributos e função são os descritos na Introdução.

Nosso objetivo é a demonstração do teorema E.

Simplificaremos alguns passos quando semelhantes ou iguais aos dados no Caṕıtulo 3.

Demonstração: Verificação de (i). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N), û ≥ 0, û 6≡ 0 uma solução
fraca de (4.1). Pelo lema 1.5(b)(i), segue imediatamente que û ∈ C2(RN \{0}), ∇û(x)·x <
0 em RN \ {0} e û > 0 em RN .

Fica verificado (i).

Verificação de (ii). Seja û ∈ D1,2
rad(R

N), û ≥ 0, û 6≡ 0 uma solução fraca de (4.1). Pelo
lema 1.5(b)(ii), temos que

90
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λ
ωN

N − θ
|x|N−θû(x)2∗θ + αû(x)q+1

∫
B|x|(0)

k̂dy ≤ ‖û‖2.

Como, pelo teorema E(i), ∇û(x) · x < 0 em RN \ {0}, podemos escrever, para |x| ∼ ∞:

û2∗θ ≤ ûq+1, se 2∗θ ≥ q + 1 e ûq+1 ≤ û2∗θ , se 2∗θ ≤ q + 1.

Assim, usando a expressão da taxa de decaimento de û acima,

û(x)2∗θ = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

)
quando |x| → ∞, se 2∗θ ≥ q + 1

e

û(x)q+1 = O

(
‖û‖2

λωN

N − θ
|x|N−θ + α

∫
B|x|(0)

k̂dy

)
quando |x| → ∞, se 2∗θ ≤ q + 1.

Fica verificado (ii).

Verificação de (iii). Usaremos o lema 1.6(b). Suponha, por contradição, que û é
limitada em RN \ {0}. Como û é definida e cont́ınua sobre RN \ {0} e é decrescente
(teorema E(i)), podemos estendê-la até a origem. Assim, û, como uma função radial, é
definida e cont́ınua sobre [0,∞) e é uma solução positiva de (4.1).

Fazendo k̂(x) := k̂(r), temos:

∇k̂(x) = k̂′(r)
x

r
.

Também, dx := rN−1drdσ. Fazendo mudança de coordenadas em (1.20) com α > 0 e
µ = 0, obtemos:

∫ ∞

0

rN−1
[
(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(r) +

1

q + 1
k̂′(r) r

]
û(r)q+1 dr = 0. (4.2)

Invocando (0.12), em virtude da igualdade em (4.2), a única possibilidade é que,

(
N

q + 1
− N − 2

2
)k̂(r) +

1

q + 1
k̂′(r) r = 0.
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Usando essa expressão, fazendo γ := (
N

q + 1
−N − 2

2
) e fixando ε suficientemente pequeno,

temos:

k̂′(r)

k̂(r)
= −γ(q + 1)

r
, r > ε,

donde

k̂(2ε) =
k̂(ε)

2γ(q+1)
,

após integração de ε a 2ε.

Fazendo ε→ 0, graças à continuidade de k̂, segue que γ(q+1) = 0, um absurdo. Portanto,
û não pode ser limitada na origem.

Fica verificado (iii).

Verificação de (iv). Sejam 0 < θ < 2 e λ = 1.

Etapa 1. Solução via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(c) e (ii)(c).
Provaremos que

Existe û2 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û2 ≥ 0, û2 6≡ 0, I(û2) > 0 e I ′(û2) = 0. (4.3)

Designemos û2 := û. De fato, pela observação 1.2, existem {ûn} ∈ D1,2
rad(R

N) e algum
c2 > 0 satisfazendo

I(ûn) −→ c2 e I ′(ûn) −→ 0. (4.4)

Afirmamos que existe û ∈ D1,2
rad(R

N) com û ≥ 0 tal que

ûn−

D1,2
rad−→ 0 e ûn+

D1,2
rad⇀ û.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com λ = 1, α > 0 e µ = 0 e usando
a hipótese segundo a qual 2∗θ ≤ q + 1:
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I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ α

(q + 1)− 2∗θ
2∗θ(q + 1)

∫
k̂ûq+1

+ dx

=

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2 + α

(q + 1)− 2∗θ
2∗θ(q + 1)

|k̂ûq+1
+ |L1

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2.

Donde

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2. (4.5)

Agora, de (4.4), temos, para n suficientemente grande:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≤ c2 +

‖ûn‖
2∗θ

,

que combinada com (4.5) resulta:

c2 +
‖ûn‖
2∗θ

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
‖ûn‖2.

Conseqüentemente,

‖ûn‖ ≤ K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,

ûn

D1,2
rad⇀ û.

Usando (0.9) com λ = 1, α > 0, µ = 0 e φ = ûn− , temos:

〈I ′(ûn), ûn−〉 = −‖ûn−‖2.

Agora, de (4.4), notemos que
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|〈I ′(ûn), ûn−〉| = on(1).

Isso junto com a última igualdade implica

‖ûn−‖ −→ 0,

isto é,

ûn−

D1,2
rad−→ 0.

Como ûn = ûn+ − ûn− e ûn

D1,2
rad⇀ û, obtemos:

ûn+

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Isso prova a afirmação. Devido a esta, observamos que

ûn

D1,2
rad⇀ û e ûn

qtp−→ û, û ≥ 0. (4.6)

Em particular,

∫
∇ûn · ∇φdx→

∫
∇û · ∇φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (4.7)

Usando imersões cont́ınuas e (4.6) segue que

∫
û

2∗θ−1
n+

|x|θ
φ dx→

∫
û2∗θ−1

|x|θ
φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (4.8)

Por sua vez, fazendo como no Caṕıtulo 3 (p. 75, (3.9)),

∫
k̂ûq

n+
φdx→

∫
k̂ûqφdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (4.9)

Usando (4.7), (4.8), (4.9) e

〈I ′(ûn), φ〉 =

∫
∇ûn · ∇φdx−

∫
û

2∗θ−1
n+

|x|θ
φdx− α

∫
k̂ûq

n+
φdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N),
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obtemos:

〈I ′(ûn), φ〉 −→ 〈I ′(û), φ〉, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Graças a (4.4), segue que

I ′(û) = 0.

Resta verificar que û 6≡ 0.

De fato, segue da demonstração do lema 1.1(ii)(c) e do mesmo argumento usado no
Caṕıtulo 3 (p. 77).

Voltando à notação inicial, û := û2 e lembrando que c2 > 0, obtemos (4.3).

Etapa 2. Solução via Prinćıpio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(c) e (ii)(c)
e o lema 1.4. Provaremos que

Existe û1 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û1 ≥ 0, û1 6≡ 0, I(û1) < 0 e I ′(û1) = 0. (4.10)

Designemos û1 := û. De fato, o lema 1.4 garante a existência de uma seqüência {ûn} ∈
D1,2

rad(R
N) satisfazendo

I(ûn) −→ c1, c1 < 0 e I ′(ûn) −→ 0. (4.11)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe û ∈ D1,2
rad(R

N) satisfazendo

ûn

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Por argumento idêntico ao da etapa 1, aplicando as convergências (4.7), (4.8) e (4.9) e
usando (4.11), obtemos:

I ′(û) = 0.

Analogamente ao procedimento adotado na etapa 1, û ≥ 0. Resta provar que

I(û) = c1

(como c1 < 0, automaticamente û 6≡ 0).
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Temos:

I(ûn)− 1

2∗θ
〈I ′(ûn), ûn〉 =

(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ α

(
1

2∗θ
− 1

q + 1

)∫
k̂ûq+1

n+
dx.

Essa expressão junto com (4.11), o fato de que a norma é (fssci) e de que

lim
n→∞

∫
k̂ûq+1

n+
dx =

∫
k̂ûq+1dx,

implica que:

c1 = lim inf I(ûn)

≥ lim inf

[(
1

2
− 1

2∗θ

)∫
|∇ûn|2dx+ α

(
1

2∗θ
− 1

q + 1

)∫
k̂ûq+1

n+
dx

]

≥

(
1

2
− 1

2∗θ

)
lim inf

∫
|∇ûn|2dx+ α

(
1

2∗θ
− 1

q + 1

)
lim

n→∞

∫
k̂ûq+1

n+
dx

≥ I(û)− 1

2∗θ

∫
|∇ûn|2dx+

1

2∗θ

∫
û2∗θ

|x|θ
dx+

α

2∗θ

∫
k̂ûq+1dx

= I(û),

pois
〈I ′(û), û〉

2∗θ
= 0. Assim, c1 = lim inf I(ûn) ≥ I(û). Conseqüentemente,

I(û) = c1.

Desde que c1 < 0, verifica-se que I(û) < 0. Fazendo û =: û1, obtemos (4.10).

Fica verificado (iv).

Verificação de (v). Sejam θ = 2 e λ ∈ [0, S2).

Etapa 1. Solução via Teorema do Passo da Montanha. Usaremos o lema 1.1(i)(d) e (ii)(d).
Provaremos que

Existe û4 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û4 ≥ 0, û4 6≡ 0, I(û4) > 0 e I ′(û4) = 0. (4.12)
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Designemos û4 := û. De fato, pela observação 1.2, existem {ûn} ∈ D1,2
rad(R

N) e algum
c4 > 0 satisfazendo

I(ûn) −→ c4 e I ′(ûn) −→ 0. (4.13)

Afirmamos que existe û ∈ D1,2
rad(R

N) com û ≥ 0 tal que

ûn−

D1,2
rad−→ 0 e ûn+

D1,2
rad⇀ û.

De fato, temos, usando, respectivamente, (0.8) e (0.9) com θ = 2, α > 0 e µ = 0:

I(ûn)− 1

q + 1
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
|∇ûn|2dx− λ

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
û2

n+

|x|2
dx

≥

(
1

2
− 1

q + 1

)
‖ûn‖2 − λ

(
1

2
− 1

q + 1

)
S−1

2 ‖ûn‖2,

em virtude da desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]. Donde

I(ûn)− 1

q + 1
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≥

(
1− λ

S2

)(1

2
− 1

q + 1

)
‖ûn‖2. (4.14)

Agora, de (4.13), temos, para n suficientemente grande:

I(ûn)− 1

q + 1
〈I ′(ûn), ûn+〉 ≤ c4 +

‖ûn‖
q + 1

,

que combinada com (4.14) resulta:

c4 +
‖ûn‖
q + 1

≥
(
1− λ

S2

)(1

2
− 1

q + 1

)
‖ûn‖2,

onde lembramos que λ ∈ [0, S2) e que 2 < q + 1 < 2∗. Conseqüentemente,

‖ûn‖ ≤ K,

onde K é uma constante positiva. Portanto,
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ûn

D1,2
rad⇀ û.

Usando (0.9) com θ = 2, α > 0, µ = 0 e φ = ûn− , temos:

〈I ′(ûn), ûn−〉 = −‖ûn−‖2.

Agora, de (4.13), notemos que

|〈I ′(ûn), ûn−〉| = on(1).

Isso junto com a última igualdade implica

‖ûn−‖ −→ 0,

isto é,

ûn−

D1,2
rad−→ 0.

Como ûn = ûn+ − ûn− e ûn

D1,2
rad⇀ û, obtemos:

ûn+

D1,2
rad⇀ û com û ≥ 0.

Isso prova a afirmação. Devido a esta, observamos que

ûn

D1,2
rad⇀ û e ûn

qtp−→ û, û ≥ 0. (4.15)

Em particular,

∫
∇ûn · ∇φdx→

∫
∇û · ∇φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (4.16)

Usando imersões cont́ınuas e (4.15) segue que

∫
ûn+

|x|2
φ dx→

∫
û

|x|2
φ dx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (4.17)

Por sua vez, fazendo como no Caṕıtulo 3 (p. 75, (3.9)),
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∫
k̂ûq

n+
φdx→

∫
k̂ûqφdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N). (4.18)

Usando (4.16), (4.17), (4.18) e

〈I ′(ûn), φ〉 =

∫
∇ûn · ∇φdx− λ

∫
ûn+

|x|2
φdx− α

∫
k̂ûq

n+
φdx, para cada φ ∈ D1,2

rad(R
N),

obtemos:

〈I ′(ûn), φ〉 −→ 〈I ′(û), φ〉, para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N).

Graças a (4.13), segue que

I ′(û) = 0.

É fácil ver que û 6≡ 0.

De fato, segue da demonstração do lema 1.1(ii)(d).

Voltando à notação inicial, û := û4 e lembrando que c4 > 0, obtemos (4.12).

Etapa 2. Solução via Prinćıpio Variacional de Ekeland. Usaremos o lema 1.1(i)(d) e
(ii)(d), o lema 1.4 e o lema de concentração-compacidade (cf. Apêndice B). Provaremos
que

Existe û3 ∈ D1,2
rad(R

N) tal que û3 ≥ 0, û3 6≡ 0, I(û3) < 0 e I ′(û3) = 0. (4.19)

Designemos û3 := û. De fato, o lema 1.4 garante a existência de uma seqüência {ûn} ∈
D1,2

rad(R
N) satisfazendo

I(ûn) −→ c3, c3 < 0 e I ′(ûn) −→ 0. (4.20)

Por outro lado, conforme fizemos na etapa 1, existe û ∈ D1,2
rad(R

N) satisfazendo

û
D1,2

rad⇀ û com û ≥ 0.

Por argumento idêntico ao da etapa 1, aplicando as convergências (4.16), (4.17) e (4.18)
e usando (4.20), obtemos:
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I ′(û) = 0.

Analogamente ao procedimento adotado na etapa 1, û ≥ 0. Resta provar que

I(û) = c3

(como c3 < 0, automaticamente û 6≡ 0).

Temos:

I(ûn)− 1

q + 1
〈I ′(ûn), ûn〉 =

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
|∇ûn|2dx− λ

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
û2

n+

|x|2
dx.

Essa expressão junto com (4.20) e o fato de que (cf. Caṕıtulo 1, p. 22 e o lema de
concentração-compacidade, no Apêndice B)

lim

∫
|∇ûn|2dx ≥

∫
|∇û|2dx+ δx0µ̂0,

lim

∫
û2

n+

|x|2
dx ≤

∫
û2

+

|x|2
dx+ δx0 ν̂0 e

µ̂0 ≥ S2ν̂0

resulta
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c3 = lim inf I(ûn)

≥ − lim sup−

[(
1

2
− 1

q + 1

)∫
|∇ûn|2dx− λ

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
û2

n+

|x|2
dx

]

= − lim sup

[
−

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
|∇ûn|2dx+ λ

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
û2

n+

|x|2
dx

]

≥ − lim sup

[
−

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
|∇ûn|2dx

]
− lim supλ

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
û2

n+

|x|2
dx

=

(
1

2
− 1

q + 1

)
lim inf

∫
|∇ûn|2dx− λ

(
1

2
− 1

q + 1

)
lim sup

∫
û2

n+

|x|2
dx

≥

(
1

2
− 1

q + 1

)[∫
|∇û|2dx+ δx0µ̂0

]
− λ

(
1

2
− 1

q + 1

)[∫
û2

+

|x|2
dx+ δx0 ν̂0

]

=
1

2

∫
|∇û|2dx− λ

2

∫
û2

+

|x|2
dx− 1

q + 1

∫
|∇û|2dx

+
λ

q + 1

∫
û2

+

|x|2
dx+ δx0

(
1

2
− 1

q + 1

)(
µ̂0 − λν̂0

)

= I(û)− 1

q + 1

∫
|∇û|2dx+

λ

q + 1

∫
û2

+

|x|2
dx

+
α

q + 1

∫
k̂ûq+1

+ dx+ δx0

(
1

2
− 1

q + 1

)(
µ̂0 − λν̂0

)

= I(û)− 〈I ′(û), û〉
q + 1

+ δx0

(
1

2
− 1

q + 1

)(
µ̂0 − λν̂0

)

≥ I(û) + δx0µ̂0

(
1

2
− 1

q + 1

)(
1− λ

S2

)

≥ I(û),

após usarmos a definição de I, o fato de que
〈I ′(û), û〉
q + 1

= 0 e de que λ ∈ [0, S2). Assim,

c3 = lim inf I(ûn) ≥ I(û). Conseqüentemente,
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I(û) = c3.

Desde que c3 < 0, verifica-se que I(û) < 0. Fazendo û =: û3, obtemos (4.19).

Fica verificado (v).



APÊNDICE A

Diferenciabilidade do Funcional de
Euler-Lagrange

Proposição. Sejam λ, α, µ ≥ 0, q ∈ (0, 1)∪(1, 2∗−1) e θ ∈ [0, 2] em (0.7). Suponha
(kf)1, (kf)2 e (kf)3. Então, o funcional definido em (0.8) é de classe C1(D1,2

rad(R
N), R)

e sua derivada de Gâteaux é dada por (0.9).

Demonstração resumida: provaremos por meio das três conhecidas etapas.

Etapa 1. I é Gâteaux-diferenciável.

De fato, temos:

〈I ′(û), φ〉 = lim
t→0

I(û+ tφ)− I(u)

t

=

∫
∇û · ∇φdx− λ

2∗θ
lim
t→0

1

t

∫
(û+ tφ)

2∗θ
+ − û

2∗θ
+

|x|θ
dx

− α

q + 1
lim
t→0

1

t

∫
k̂[(û+ tφ)q+1

+ − ûq+1
+ ]dx− µ

∫
f̂φdx.

É imediato, por argumentos conhecidos e lembrando que k̂ ∈ La
rad(R

N), em virtude do
Teorema de Lebesgue, que

103
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lim
t→0

1

t

∫
k̂[(û+ tφ)q+1

+ − ûq+1
+ ]dx = (q + 1)

∫
k̂ûq

+φdx.

Afirmamos que

lim
t→0

1

t

∫
(û+ tφ)

2∗θ
+ − û

2∗θ
+

|x|θ
dx = 2∗θ

∫
û

2∗θ−1
+

|x|θ
φdx.

Substituindo-se esses dois últimos limites na expressão de 〈I ′(û), φ〉 acima, obtemos (0.9)
e a etapa 1 fica provada. Verifiquemos a afirmação restante.

Com efeito, graças ao Teorema do Valor Médio, existe Θt(x) := Θ ∈ R tal que

(û+ tφ)
2∗θ
+ − û

2∗θ
+

|x|θ
= t

2∗θφΘ
2∗θ−1
+

|x|θ
qtp RN

com Θ satisfazendo

min{û+ tφ, û} ≤ Θ ≤ max{û+ tφ, û} qtp RN . (A.1)

Donde

|Θ| ≤ |û|+ |φ|. (A.2)

Conseqüentemente, para |t| ≤ 1

|2
∗
θφΘ

2∗θ−1
+

|x|θ
| ≤ K0G(x), (A.3)

onde K0 é uma constante positiva e G(x) :=
|û|2∗θ−1|φ|
|x|θ

+
|φ|2∗θ
|x|θ

.

Usaremos o Teorema de Lebesgue. Destarte, é suficiente verificar que

G ∈ L1(RN), (A.4)

2∗θφΘ
2∗θ−1
+

|x|θ
∈ L1(RN) e (A.5)

Θ → û qtp RN . (A.6)
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De fato, (A.5) é óbvio por causa de (A.4). Quanto a (A.6), segue imediatamente de (A.1).
Verifiquemos (A.4).

Com efeito, segue de (A.2) e em virtude da desigualdade de Hölder com

2∗θ − 1

2∗θ
+

1

2∗θ
= 1,

que

∫
|2
∗
θφΘ

2∗θ−1
+

|x|θ
|dx ≤ K1(

∫
|û|2∗θ−1

|x|θ
dx)

2∗θ−1

2∗
θ (

∫
|φ|2∗θ
|x|θ

dx)
1
2∗
θ +K1

∫
|φ|2∗θ
|x|θ

dx,

onde K1 é uma constante positiva.

Donde, graças à desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12],

∫
|2
∗
θφΘ

2∗θ−1
+

|x|θ
|dx ≤ K1K2‖û‖2∗θ−1‖φ‖+K1K3‖φ‖2∗θ ,

onde K2, K3 são constantes positivas. Isso mostra (A.4). Aplicando o Teorema de
Lebesgue, segue a afirmação.

Etapa 2. I ′(u) é um operador linear e cont́ınuo.

A linearidade é trivial. Quanto à continuidade, graças às desigualdades de Hölder, de
Sobolev e de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12],

|〈I ′(û), φ〉| ≤
∫
|∇û||∇φ|dx+ λ

∫
|û|2∗θ−1

|x|θ
|φ|dx+ α

∫
|k̂||û|q|φ|dx+ µ

∫
|f̂ ||φ|dx

≤
(
‖û‖+ λK4‖û‖2∗θ−1 + αK5|k̂|La

rad
‖û‖q + µK6|f̂ |Lb

rad

)
‖φ‖,

para cada φ ∈ D1,2
rad(R

N), de modo que I ′(û) é um operador cont́ınuo.

Etapa 3. I ′ é uma aplicação cont́ınua.

De fato, seja ûn

D1,2
rad→ û. Temos, em virtude das desigualdades de Hölder, de Sobolev e de

Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]:



Apêndice A 106

|I ′(ûn)− I ′(û)|(D1,2
rad)′ ≤ sup

‖φ‖≤1, φ∈D1,2
rad

[
λK4

(∫ |û2∗θ−1
n+ − û

2∗θ−1
+ |

2∗θ
2∗
θ
−1

|x|θ
dx
) 2∗θ−1

2∗
θ ‖φ‖

+ αK5|k̂|La
rad

(∫
|ûq

n+
− ûq

+|
2∗
q dx

) q
2∗ ‖φ‖

]
≤ λK4|û

2∗θ−1
n+ − û

2∗θ−1
+ |

L

2∗
θ

2∗
θ
−1

θ

+ αK5|k̂|La
rad
|ûq

n+
− ûq

+|
L

2∗
q
,

(A.7)

onde K4, K5 são constantes positivas. É fácil verificar, graças às imersões cont́ınuas, que
valem as convergências:

û
2∗θ−1
n+ → û

2∗θ−1
+ em L

2∗θ
2∗
θ
−1

θ (RN) e ûq
n+
→ ûq

+ em L
2∗
q (RN).

Passando ao limite em (A.7) e usando essas convergências, obtemos:

I ′(ûn)
D1,2

rad→ I ′(û),

mostrando que I ′ é uma aplicação cont́ınua. As etapas 1, 2 e 3 implicam que I ∈
C1(D1,2

rad(R
N), R) e possui derivada de Gâteaux dada por (0.9).



APÊNDICE B

Sobre Prinćıpios Variacionais

B.1 Teorema do Passo da Montanha

Teorema. (Brézis e Nirenberg [11]) Seja Φ uma função C1 sobre um espaço de Banach
E. Suponha que

(Φ1) existem uma vizinhança U de 0 em E e uma constante ρ tal que Φ(u) ≥ ρ para
cada u na fronteira de U ,

(Φ2) Φ(0) < ρ e Φ(v) < ρ para algum v 6∈ U .

Seja

c = inf
P∈P

max
w∈P

Φ(w) ≥ ρ,

onde P denota a classe de caminhos cont́ınuos ligando 0 a v.

Conclusão: existe uma seqüência {uj} em E tal que

Φ(uj) → c e Φ′(uj) → 0 em E ′.
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B.2 Teorema de Minimização Clássica

Teorema. (Struwe [39] [p. 4], adaptado) Seja E um espaço reflexivo de Banach e seja
M ⊂ E um subespaço fracamente fechado de E. Suponha que as seguintes condições
sejam satisfeitas:

(Ψ1) Ψ(u) →∞ quando ‖u‖E →∞, u ∈M ,

(Ψ2) Para cada u ∈M , qualquer seqüência {un} ∈M tal que

un ⇀ u em E

implica Ψ(u) ≤ lim infn→∞ Ψ(un).

Então, Ψ é limitado por baixo sobre M e atinge seu ı́nfimo em M . Além disso, se Ψ ∈
C1(M,R), então

Ψ′(u) = 0.

B.3 Prinćıpio Variacional de Ekeland

Seja V um espaço métrico completo cuja distância entre dois pontos u, v ∈ V é denotada
por d(u, v). Seja F : V → R ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferiormente, não-
identicamente igual a +∞. Consideremos a seguinte condição (Ekeland [17]): para cada
ε > 0, existe algum ponto u ∈ V tal que:

inf F ≤ F (u) ≤ inf F + ε. (B.0)

Teorema. (Ekeland [17]) Sejam V um espaço métrico completo e F : V → R ∪ {+∞}
uma função semicont́ınua inferiormente, não-identicamente igual a +∞, limitada por
baixo. Para cada ponto u ∈ V satisfazendo (B.0) e cada λ > 0, existe algum ponto v ∈ V
tal que

F (v) ≤ F (u),

d(u, v) ≤ λ,

Para todo w 6= v, F (w) > F (v)− ε

λ
d(v, w).
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B.4 Um Lema de Concentração-Compacidade para

Potenciais Singulares

A seguir, faremos um resumo da demonstração de um lema de concentração-compacidade
para potenciais singulares utilizado na pesquisa de soluções de (0.7).

Lema. Seja {ûn} ∈ D1,2
rad(R

N) uma seqüência tal que ûn

D1,2
rad⇀ û. Então, existem medidas

de Radon µ̂ e ν̂ tais que

|∇ûn|2dx ⇀ µ̂ e
û2

n+

|x|2
dx ⇀ ν̂.

Além disso, existem x0 ∈ RN e correspondentes números positivos µ̂0, ν̂0 tais que

ν̂ =
u+

2

|x|2
dx+ δx0 ν̂0 e µ̂ ≥ |∇û|2dx+ δx0µ̂0

onde µ̂0 ≥ S2ν̂0 e δx0 é a massa de Dirac de x0.

Demonstração resumida: faremos por etapas (cf. Lions [31] e Smets [37]). Temos:

ûn+

D1,2
rad⇀ û+ donde ûn+

qtp→ û+ em RN . (B.1)

Etapa 1. Afirmamos que

û2
n+

|x|2
dx−

|ûn+ − û+|2

|x|2
dx−

û2
+

|x|2
dx = on(1),

onde on(1) → 0 no sentido das medidas de Radon.

De fato, seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω) com Ω := suptϕ ⊂ RN . É fácil verificar que, por meio de

mudança de variável,

∫
Ω

ϕ
( û2

n+

|x|2
−
|ûn+ − û+|2

|x|2
)
dx = 2

∫
Ω

(∫ 1

0

ϕ|ûn+ − zû+|
û+

|x|2
dz
)
dx. (B.2)

Definemos fn : RN × [0, 1] → R por

fn(x, z) := ϕ|ûn+ − zû+|
û+

|x|2
.
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Notemos que

(i) fn(x, z) → ϕ|û+ − zû+|
û+

|x|2
:= f(x, z) qtp RN , em virtude de (B.1).

(ii) Dado E ⊂ RN , subconjunto mensurável, temos, observando que, de (B.1), {ûn+} é

limitada em D1,2
rad(R

N),

∣∣∣ ∫
E

fn(x, z)dx
∣∣∣ ≤ |ϕ|L∞S−1

2 (K‖û‖+ ‖û‖2),

graças às desigualdades de Hölder e de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]. Como a expressão
não depende de n, conclúımos, por definição, que {fn} é um conjunto uniformemente
integrável.

(iii) |f(x, z)| <∞ qtp RN .

Lembrando que Ω = suptϕ, de (i)(ii)(iii) conclúımos, graças ao Teorema de Vitali, que

lim
n

∫
fn(x, z)dx =

∫
f(x, z)dx, para cada z ∈ [0, 1].

Agora, definemos gn : [0, 1] → R por

gn(z) :=

∫
fn(x, z)dx.

Temos:

(i) gn ∈ L1([0, 1]).

(ii) gn(z) →
∫
f(x, z)dx := g(z) qtp RN .

(iii) |gn(z)| <∞ qtp RN .

De (i)(ii)(iii) temos, pelo Teorema de Lebesgue, que

∫ 1

0

gn(z)dz →
∫ 1

0

g(z)dz. (B.3)

Passando ao limite em (B.2) e usando (B.3) e o Teorema de Fubini, obtemos:

lim
n→∞

∫
Ω

ϕ
( û2

n+

|x|2
−
|ûn+ − û+|2

|x|2
)
dx =

∫
Ω

ϕ
û2

+

|x|2
dx, para cada ϕ ∈ C∞

0 (Ω).

Donde,
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lim
n→∞

∫
Ω

( û2
n+

|x|2
dx−

|ûn+ − û+|2

|x|2
dx−

û2
+

|x|2
dx
)
ϕ = 0, para cada ϕ ∈ C∞

0 (Ω),

o que prova nossa afirmação.

Etapa 2. De (B.1) e graças à desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12] e à imersão
cont́ınua,

L1(RN) ↪→M(RN),

verifica-se que {
û2

n+

|x|2
}, {|∇ûn+|2} ∈ M(RN) e são limitadas em M(RN). Conseqüen-

temente, por um teorema de teoria da medida, existem medidas de Radon µ̂ e ν̂ tais
que

|∇ûn|2dx ≤ |∇ûn+|2dx ⇀ µ̂ e
û2

n+

|x|2
dx ⇀ ν̂.

Etapa 3. Definemos

vn := ûn+ − û e wn :=
û2

n+

|x|2
dx−

û2
+

|x|2
dx.

Conseqüentemente, temos, evidentemente,

vn

D1,2
rad⇀ 0 e wn ⇀ ν̂ −

û2
+

|x|2
dx =: w,

no sentido das medidas de Radon.

Da afirmação provada na etapa 1 e da definição de vn e wn, obtemos:

∫
ϕdwn −

∫
ϕ
|vn|2

|x|2
dx→ 0, para cada ϕ ∈ C∞

0 (RN). (B.4)

É fácil verificar, usando teoria da medida (cf. Folland [21] [p. 212]), que w é uma medida
de Radon não-negativa. Afirmamos que w concentra-se apenas em {0} ⊂ RN .

De fato, notemos primeiro que, usando (B.4) com ϕ = |φ|2, onde φ ∈ C∞
0 (RN), temos,

devido à desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12]:
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∫
|φ|2dw = lim

n→∞

∫
|φ|2dwn ≤ S−1

2 (lim sup
n→∞

∫
|φ|2|∇ûn+|2dx+ lim sup

n→∞

∫
|∇φ|2|ûn+ |2dx).

Como |∇ûn+ |2dx ⇀ µ̂, na verdade,

∫
|φ|2dw ≤ S−1

2 (

∫
|φ|2dµ̂+ lim sup

n→∞

∫
|∇φ|2|ûn+|2dx).

Agora, notemos que, graças à desigualdade de Sobolev, {û2
n+
} ∈ L2∗/2(RN) e é limitada

em L2∗/2(RN). Isso junto com (B.1) e com o lema 4.8 de Kavian [27] [p. 11] implica que,
em particular,

∫
û2

n+
ηdx→

∫
û2

+ηdx, para cada η ∈ (L2∗/2(RN))′ ≡ L
2∗

2∗−2 (RN).

É fácil verificar que η := |∇φ|2 ∈ L
2∗

2∗−2 (RN), donde

∫
|∇φ|2|ûn+|2dx→

∫
|∇φ|2|û+|2dx.

Conseqüentemente,

∫
|φ|2dw = lim

n→∞

∫
|φ|2dwn ≤ S−1

2 (

∫
|φ|2dµ̂+

∫
|∇φ|2û2

+dx). (B.5)

Segundo, dada φ ∈ C∞
0 (RN) tal que {0} 6⊂ suptφ, temos:

∫
|φ|2 |vn|2

|x|2
dx ≤ ||φ|2|L∞

∫
suptφ

|vn|2

|x|2
dx.

Usando essa expressão, imersões, a desigualdade de Caffarelli, Kohn e Nirenberg [12], o
Teorema de Lebesgue e (B.4), obtemos:

∫
|φ|2dw = lim

n→∞

∫
|φ|2dwn = lim

n→∞

∫
|φ|2 |vn|2

|x|2
dx = on(1). (B.6)

Seja E ⊂ RN um boreliano tal que {0} 6⊂ E e seja A ⊂ RN um aberto tal que {0} 6⊂ E.
Dado K ⊂ A compacto, segue que {0} 6⊂ K. Logo, pelo Lema de Urysson, existe ξ ∈
C0(R

N) tal que suptξ ⊂ A, ξ ≡ 1 em K e 0 ≤ ξ ≤ 1. Portanto, usando (B.6),
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w(K) :=

∫
K
dw =

∫
K
|ξ|2dw ≤

∫
|ξ|2dw = 0.

Assim, w(K) = 0 (w é não-negativa). Como w(A) := sup{w(K); K ⊂ A compacto},
verifica-se que w(A) = 0.

Dado y ∈ E, seja V :=
⋃

y∈E Vy, onde Vy é uma vizinhança de y. É imediato que
w(V ) = 0. Conseqüentemente, desde que w(E) := inf{w(A); A ⊃ E, A aberto}, segue
que w(E) = 0. Isso mostra que w concentra-se apenas em {0}, provando a afirmação.
Assim, w calculada em um conjunto unitário somente poderá ser positiva no conjunto
{0}. Desse modo, facilmente verifica-se que

w({0}) =

∫
χ{0}(x)dw =

∫
χ{0}(x)dν̂ −

∫
χ{0}(x)

û2
+(x)

|x|2
dx =

∫
{0}
dν̂ = ν̂({0}) := ν̂0.

Destarte, w pode ser decomposta em

w = ν̂0δx0 + wc,

onde wc é uma medida cont́ınua não-negativa, isto é, w({0}) = 0, para todo conjunto
unitário (cf. Folland [21] [p. 102]).

Agora, tomemos E = RN\{0}. Então, como já vimos, 0 = w(E) = ν̂0δx0(E) + wc(E).
Como δx0(E) = 0, pois {0} 6⊂ E, segue que wc(E) = 0. Pelo fato de RN = E ∪ {0} e
E ∩ {0} = ∅, obtemos:

wc(R
N) = wc(E) + wc({0}) = 0.

Conseqüentemente, w = ν̂0δx0 . Assim, pela definição de w,

ν̂ =
û2

+

|x|2
dx+ ν̂0δx0 .

Etapa 4. Afirmamos que

µ̂(E) ≥ µ̂0 e µ̂(E) ≥
∫

E

|∇û|2dx, para cada E mensurável,

onde µ̂0 := µ({0}). De fato, se {0} ⊂ E, temos:

µ̂(E) ≥ µ̂({0}) = µ̂0 · 1 = µ̂0δx0(E).
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Se {0} 6⊂ E, temos:

µ̂(E) ≥ µ̂({0}) = µ̂0 · 0 = µ̂0δx0(E).

Em qualquer caso, µ̂ ≥ µ̂0δx0 , conforme afirmado.

Agora, devido à regularidade exterior de µ̂, é suficiente provar a outra afirmação para
todo A ⊂ RN aberto. Aplicando o Lema de Urysson com a função ξ acima mencionada
e invocando um resultado de Folland [21] [p. 212], temos:

µ̂(A) =

∫
A

dµ ≥
∫

A

ξdµ ≥ lim inf
n→∞

∫
K
|∇ûn|2dx, para cada K ⊂ A compacto. (B.7)

Usando imersões, as convergências acima, (B.7) e minorações sobre a seqüência de gradi-
entes, obtemos:

µ̂(A) ≥
∫
K
|∇û|2dx := µ(K).

Aplicando o ı́nfimo à expressão anterior e usando a regularidade interna de µ, obtemos:

µ̂(A) ≥
∫

A

|∇û|2dx.

Novamente usando a regularidade exterior de µ̂ e de µ e aplicando o supremo, obtemos:

µ̂(E) ≥
∫

E

|∇û|2dx, para cada E ⊂ RN mensurável.

Isso conclui a prova da afirmação.

Etapa 5. Finalmente, seja ξ ∈ C∞(RN) tal que 0 ≤ ξ ≤ 1,

ξ(x) = 0 se |x| ≤ 1 e ξ(x) = 1 se |x| ≥ 2.

Sejam ε > 0 e ξε(x) := ξ(x/ε) de modo que ξε ∈ C∞
0 (RN). Substituindo ξε em lugar de

φ em (B.5), obtemos:

∫
|ξε|2dw ≤ S−1

2 (

∫
|ξε|2dµ̂+

∫
|∇ξε|2û2

+dx). (B.8)

É fácil verificar, usando propriedades de ξε e o Teorema de Lebesgue, que, quando ε→ 0,
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∫
|ξε|2dw → ν̂0,

∫
|ξε|2dµ̂→ µ̂0 e

∫
|∇ξε|2û2

+dx→ 0.

Passando ao limite em (B.8) e usando esses três últimos limites, verifica-se que

µ̂0 ≥ S2ν̂0.
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B.5 Exemplo

Uma função que verifica a condição (0.11) é dada por

f̂ =
1

1 + |x|3
, N = 3.
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