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Resumo

Motivados pelos resultados obtidos em [7] e [9], fizemos inicialmente um estudo sobre o fluxo
de curvatura média (FCM) buscando solugdes autossimilares, isto €, solucdes invariantes
sob um movimento helicoidal homotético, mostrando as possiveis evolucdes autossimilares
para superficies imersas no espaco euclidiano, e que essas evolu¢des dependem apenas de
seus respectivos estados iniciais. Posteriormente, fizemos uma classificagdo de superficies
regradas e de rotacdo que sdo solugdes ndo triviais do FCM e mostramos alguns exemplos
analiticos e numéricos. Por fim, no dltimo capitulo, estudamos as superficies helicoidais
que sdo solucdes ndo triviais do FCM estudando propriedades de suas respectivas curvas

geradoras.






Abstract

Motivated by the results obtained in [9] and [7], we initially conducted a study on mean
curvature flow (MCF), seeking self-similar solutions, that is, solutions invariant under a
homothetic helical motion, showing the possible self-similar evolutions for surfaces immersed
in Euclidean space, and those evolutions depend only on their respective initial states.
Subsequently, we classified ruled and rotational surfaces that are non-trivial solutions of the
MCF, providing some analytical and numerical examples. Finally, in the last chapter, we
studied helical surfaces that are non-trivial solutions of the MCF studying properties of their

respective generating curves.
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Introducao

O Fluxo de Curvatura Média (FCM) € um exemplo de fluxo geométrico de hipersu-
perficies M" de dimensdo n em uma Variedade Riemanniana M""" de dimensdo n + 1.
Intuitivamente, uma familia de superficies evolui sob fluxo de curvatura média se a compo-
nente normal do vetor velocidade com que cada ponto da superficie se move € dada pela
curvatura média da superficie.

Este fluxo € estudado desde o século XX no contexto de estudos envolvendo células,
graos, bolhas de sabdo, assim como fendmenos fisicos e processamento de imagens. W. W.
Mullins estudou o fendmeno coarsening em metais, que podem ndo ocorrer necessariamente
com o fluxo de curvatura constante, o que possivelmente o faz ser a primeira pessoa a escrever
a equacdo do FCM de forma geral [3].

No plano, o problema do FCM se resume ao Fluxo Redutor de Curvas (FRC) que, por si
s0, ja possui varios estudos a respeito. Em [6], foi mostrado que quando uma curva convexa
plana evolui pela equacao do calor, ela se mantém convexa e converge para uma singularidade
e se torna circular a medida que ela encolhe. Em 1984, Huisken [8], mostrou o FCM para
superficies convexas, nas quais elas convergem para esferas.

Sob o FCM, qualquer hipersuperficie fechada (incluindo curvas) passa por singularidades
em uma quantidade finita de tempo. O trabalho [3] justifica essa afirmacdo e analisa alguns
tipos de singularidades e faz uma classificacdo das mesmas em todas as dimensdes, assim
como o comportamento do FCM nas vizinhangas dessas singularidades.

Ao tratar-se de uma superficie autossimilar, nos referimos a uma familia de superficies
que sofrem um movimento helicoidal homotético L(z) (definido posteriormente), isto &, estdo
sob a composi¢ao de rotacdo, translacdo e dilatacdo. Por exemplo, uma esfera redonda
evolui sob o FCM de forma autossimilar, encolhendo para seu centro uniformemente (veja
o Capitulo 2). Angenent [1] mostrou, que superficies da forma ' x §"~! imersas no R
satisfazem o FCM, encolhendo pela dilatacdo até a origem.

Inspirado pelos trabalhos [9] e [7], estudaremos solugdes autossimilares do FCM. Primei-
ramente, no Capitulo 1 serdo feitas algumas abordagens preliminares a respeito de Variedades

Diferenciaveis, o FCM e também mostraremos como o movimento helicoidal homotético de
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hipersuperficies evolui ao longo do tempo, assim como essa evolu¢do depende apenas das
condicdes iniciais da prépria hipersuperficie e, também, da condigdo inicial L'(0). Portanto,
apenas serd necessario estudar tais condicdes iniciais.

No Capitulo 2, estudaremos as superficies regradas (divididas em ndo-cilindricas e
cilindricas) e as superficies de rotacao no R?. Primeiramente, para cara superficie, faremos
algumas preliminares e em seguida mostraremos os teoremas principais do capitulo a respeito
do FCM. Mostraremos que a Unica superficie regrada ndo-cilindrica que satisfaz o FCM € a
trivial, isto é, o helicoide, e que existem solugdes ndo triviais para superficies cilindricas e de
rotacdo.

Mostraremos as equacodes que devem ser satisfeitas para que haja uma solu¢do ndo trivial
a partir da equacdo do FCM. No caso das superficies de rotagdo, a equagdo depende da
curvatura da curva geradora, e no caso das superficies cilindrais, apesar da existéncia de solu-
cOes nao-triviais, ndo existem solugdes cilindricas que rotacionam. Ao final, apresentaremos
alguns exemplos ndo triviais dessas superficies.

No Capitulo 3, estudaremos as superficies helicoidais, que sdo superficies geradas por
curvas planas sob o movimento helicoidal, isto é, translacdo e rota¢do em dire¢des ortogonais.
Utilizaremos uma parametriza¢do nao usual com o auxilio de nimeros complexos e, com
1Ss0, mostraremos as caracteristicas das curvas geradoras para o FCM.

Posteriormente, mostraremos uma familia a 1-parametro de curvas tais que elas geram
superficies helicoidais minimas e, portanto, sdo solucdes triviais do FCM. Em seguida,
analisaremos algumas condi¢des para que a curva geradora nos dé uma superficie cuja a
curvatura média seja constante. em [2] foi feita uma classificacdo dessas superficies, para

concluirmos a existéncia de uma familia dessas tais curvas geradoras.

'As figuras apresentadas ao longo desta dissertagdo foram providenciadas a partir do GeoGebra e Maple.



Capitulo 1

Conceitos Iniciais

Neste capitulo, introduziremos as defini¢des e conceitos de Variedades Diferencidveis
e do Fluxo de Curvatura Média de maneira mais formalizada. Mostraremos a evolu¢ao do
FCM, independente da Variedade imersa no R e que essa evolucdo satisfaz o FCM se, e

somente se, sua condi¢do inicial também satisfaz o FCM.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Nesta se¢@o iremos introduzir os conceitos a respeito de variedades diferencidveis, assim
como algumas propriedades. Um estudo mais aprofundado, assim como a demonstracao de
alguns resultados abordados nesta sec@o, podem ser encontrados em [5].

Definicao 1.1: [5] Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M = M" e
uma familia de aplicag¢des biunivocas X4 : Uy C R" — M de abertos de R" em M tais que:

1. Jxa(Ua) =M.

2. Vo, 3, com xa(Ua)ﬂx[;(Uﬁ) = Wyp # 0, os conjuntos X;I(Waﬁ) e XEI(Waﬁ) sao

1

abertos em R" e as aplicagdes xg 0X,,~ sdo diferencidveis.

3. A familia {(Ug,X¢)} é méxima relativamente as condig¢des anteriores.

O exemplo mais simples de uma variedade diferencidvel é o préprio R", bastando
considerar U = R" e x = Id, onde Id ¢ a funcio identidade. Porém, é possivel mostrar que
superficies regulares do R"” também sdo variedades diferenciaveis, isto é, uma aplicacdo
X:UcCR>—R} tal que:

e X é diferencial de classe C™.
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* Vg = (u,v) € U, adiferencial dX, : R? — R? & injetora.

Definicao 1.2: [5] Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacgdo diferencidvel
¢ : M — N € uma imersdo se d¢, : T,M — T,N € injetiva para todo p € M. Se, além disso,
¢ é um homeomorfismo sobre ¢ (M) C N, onde ¢ (M) C N tem a topologia induzida por N,
diz-se que ¢ é um mergulho. Se M C N e ainclus@o i : M — N € um mergulho, diz-se que M
€ uma subvariedade de N.

Quando uma variedade de dimensdo n estd imersa em um espaco ambiente de dimensao
n+ 1, isto é, que possui codimensao 1, dizemos que tal variedade é uma hipersuperficie. Para
o proposito desta dissertacdo, serdo analisadas hipersuperficies imersas no espaco ambiente
euclidiano.

Definicdo 1.3: [5] Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M € orientdvel se M
admite uma estrutura diferencidvel{(Uy,Xq )} tal que, Ver, B, com X¢(Uqy) ﬂxﬁ (Ug) =W #
0, a diferencial da mudanga de coordenadas xg o x&l tem determinante positivo.

Foi mostrado em [12] que toda hipersuperficie diferencidvel fechada em R” ¢ orientdvel,
este fato possibilita garantir a existéncia de um campo normal unitério a tal hipersuperficie.
Quando for explicitado as parametrizacdes dessas superficies, também serd explicitado o

campo normal em fun¢do das respectivas parametrizagoes.

Definicio 1.4 [5] Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo a : (—€,€) > M
é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) = p € M, e seja D o

conjunto das fungdes diferencidveis em p. O vetor tangente a curva ot emt = 0 € a funcao
a/(0) : D — R dada por

/ d(fo
a@)fz% R fEeD.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva o : (—€,€) > M
com a(0) = p € M. O conjunto dos vetores tangentes de M em p ¢é indicado por 7,M.

Queremos o estaco tangente bem definido para podermos analisar variacdes em vizinhan-
cas na variedade em um pequeno espaco de tempo e, consequentemente, aplicar a operacao
de derivada na mesma. O especo tangente também nos permitird fazer certas medidas na
variedade, queremos essas medidas principalmente para determinar suas curvaturas e, para

isso, precisaremos da métrica.

Definicao 1.5 [5] Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (, ), no espago tangente

T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — M é um sistema de
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o (g) =dx(0,...,1,...,0),

coordenadas locais em torno de p, com X(x1,...,x,) =g €x(U) e o
Xi
Jd 0 ) . . .
entdo <8_’ 8_> = gij(x1,...,Xx,) € uma fungdo diferencidvel em U. Uma variedade dife-
Xi Xj

rencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.

Considerando f: M" — M""" uma imersio. Para cada p € M, o produto interno de 7,M
o decompde na soma direta, isto &, T,M = T,M & (T,M)™*, onde (T,M)" é o complemento
ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M, podemos escrever v =v' 4", onde v/ € T,M é a
componente tangente e V" € (T,M )L ¢ a componente normal de v.

AgorasejapeMen € (T,M )L. Pode-se definir uma fung¢ao linear auto-adjunta Sy, :
T,M — T,M simétrica (veja [5] pagina 141) tal que, se {e1,...,en} é uma base ortonormal
de vetores proprios de 7,M, entdo existem Ay, ..., A, valores proprios reais, onde Sy (e;) =
Ae;, 1 < i< n. Essa fungéo estd associada com a segunda forma fundamental.

Se M e M sido ambas orientdveis e estio orientadas, entdo o vetor n fica univocamente
determinado se exigirmos que, sendo {e1, ..., e, } uma base na orientacdo de M, {ey,...,e,, N}
seja uma base na orientacdo de M. Neste caso, denominamos os e; dire¢des principais € 0s

A; curvaturas principais da imersao f.

(M+...+A)

n
nos capitulos 2 e 3, iremos estudar algumas classes de superficies imersas no R? com a

Assim denominaremos H = a curvatura média da imersao f. Futuramente

métrica euclidiana. Assim, a curvatura média H sera calculada utilizando os coeficientes da

segunda forma fundamental de forma explicita.

1.2 Fluxo de Curvatura Média

O Fluxo de Curvatura Média (FCM) € uma forma de evolucao de hipersuperficies ao
longo do tempo e serd definido da seguinte forma: Sejam M" uma variedade n-dimensional
e a familia de imersdes X = X(-,¢) : M" — R"™!, I ¢ R com M; = X(M"). A familia de
hipersuperficies (M;);cs € dita satisfazer o fluxo de curvatura média se

X
E(pvt):H(pat)N(pat) (11)

paratodo p e M" et €1, onde H=H(p,t), N = N(p,t) sdo, respectivamente a curvatura

média e o vetor normal. Dizemos ainda que a familia (M;) é autossimilar se

X(p,t) =L)X (p) = o(t)[(1)X (p,0) + ©(1) (1.2)
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onde L(t) = o(¢)['(¢) + ©(¢) é dito movimento helicoidal homotético, isto é, a composta
das aplicagdes o : I — R (dilata¢@o), I': 1 — SO(n+1) (rotagdo) e @ : I — R (translagdo)
tais que, 6(0) = 1, [(0) = Id, ®(0) = 0 e ['(1)O(r) = O(r).

A ultima afirmacdo significa que a translacdo é paralela ao eixo de rotacao, e podemos
impor essa condi¢do por conta de que podemos decompor uma translacdo qualquer em duas
componentes, uma delas paralelas e a outra perpendicular ao eixo de rotacdo, e a rotagdo
composta por uma translacdo perpendicular ao seu eixo € uma rotacdo com um eixo diferente
paralelo ao primeiro.

Se as hipersuperficies possuem curvatura média nula (H(p,t) = 0), obtemos que 88_): =0,
ou seja, a familia de superficies que satisfazem o FCM € constante e , portanto, os coeficientes
constantes relacionados as condi¢des iniciais s@o todos nulos. Neste caso, dizemos que a
familia de hipersuperficies € uma solucao trivial.

Agora, podemos analisar o fluxo para achar condi¢des necessdrias e suficientes para que
uma hipersuperficie satisfagca o FCM de forma autossimilar. Usando a notacdo ja estabelecida,

uma solu¢do autossimilar do FCM ¢€ valida se, e somente se,

X
(S N0 ) =H(ps) (13)
que, ao utilizar a equagdo (1.2), podemos concluir que

(o' (1)T(1)X (p) +o ()T ()X (p)+@'(1),N(p,1)) = H(p,1).

H(p)
o(t)

o (1)o'(1)(X (p),N(p)) +o*(t) (L' (T (1)X (). N(p)) + 0 ()T (1)€'(1),N(p)) =H(p).

Como H(p,t) =

e N(p,t) =T(t)N(p), a equagdo acima é equivalente a

Em particular, quando em ¢ = 0, temos que

c(X(p),N(p))+(AX(p),N(p)) + (b,N(p)) = H(p). (1.4)

onde A =T7(0), b= 0'(0) e ¢ = 6’(0). Mostraremos que a condigdo acima ¢ suficiente para
o FCM.
Caso (1): Suponha que a familia M, satisfaga (1.4) e que ¢ # 0. Podemos transladar M,

por um vetor w, assim as hipersuperficies resultantes M, satisfazem

c(X(p),N(p))+(AX(p),N(p)) + (b — (A+cld)w,N(p)) = H(p).
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Como A € SO(n+ 1), podemos escolher w como sendo solucdo de (A + cId)w = b, assim

M, satisfaz
c(X(p),N(p)) +(AX (p),N(p)) = H(p). (1.5)

Se as fungdes o e I satisfazem (7)o’ (t) = c e 6%(1)I 1 (t)I’(r) = A, resolvendo essas

equacoes diferenciais [11], chegamos em

/G(t)c'(t)dt = /cdt

e assim, podemos concluir que 62(r) = 2¢t 4 1. Logo, temos que I'(r) = ng:f)l e, ao
integrar, 1"’(;) B
[(1) dr= / 2ct + ldt’
resultando em In(I'(¢)) = @A. Com isso,
* 6(t) =+2ct + 1 onde ¢ = ¢/ (0),
e I'(2) = "5 onde A = r'(0),
ou seja, M, contrai e rotaciona com velocidade crescente (¢ < 0) até o ponto 7 = -1 ou dilata

indefinidamente e rotaciona com velocidade decrescente (¢ > 0). Assim M, se comporta da
mesma forma.

Caso (2): Suponha agora que a familia M, satisfaca (1.4) e que c =0 (i.é. o(t) = 1).
Temos que

(AX(p),N(p))+(b,N(p)) = H(p). (1.6)

Levando em conta que a rotacdo e translacdo de X estdo em direcdes ortogonais, se as
fungdes I e O satisfazem I (1)®'(t) = b e I~ !(r)[(r) = A, entdo podemos concluir de
forma andloga ao Caso 1 que ®'(t) =T'(t)b e I (t) = AL'(¢),
/@’(t)dt = /bdt
(¢
/ ( )dt = / Adt,

I(t)

€, com isso,
« [(r) =™ onde A =T7(0),

 O(t) = bt onde b = @'(0),
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ou seja, M, translada e rotaciona com velocidades constantes.
Portanto, o caso geral pode ser reduzido a um dos dois casos acima. Assim, uma solu¢do
autossimilar do FCM € de uma das formas ja apresentadas, e podemos apenas focar nas suas

condi¢des inicias.



Capitulo 2

FCM em Superficies Regradas e de
Rotacao

Neste capitulo, baseado do trabalho [9], apresentaremos alguns resultados do FCM
aplicados as superficies regradas e de rotagcdo, fornecendo condicdes necessdrias e suficientes
para que tais superficies satisfacam o FCM de maneira autossimilar. Ao final, também

mostraremos alguns exemplos explicitos de superficies e suas respectivas condi¢des iniciais.

2.1 Superficies Regradas

Em sintese, superficies regradas sao obtida pela unido de retas, isto €, pode-se conceber
uma superficie regrada como composta por multiplas linhas cuja unido forma a prépria
superficie. Outra forma de determinarmos que uma superficie S € regrada € pela existéncia de
um caminho contido em § tal que, para cada ponto desse caminho, existe uma reta também

contida em § passando por aquele ponto. Mais precisamente,

Definicdo 2.1: Uma superficie X : U € R? — R? é dita regrada se X pode ser escrita como
X(s,u) = o(s) +uw(s), (2.1)

onde a curva o(s) e o campo vetorial w(s) (ao longo de ) sdo diferencidveis. Dizemos
ainda que a superficie é cilindrica se w'(s) = 0, caso contrdrio dizemos que a superficie é
ndo-cilindrica.

Os exemplos mais comuns e mais faceis de visualizar sdo o plano, o cilindro e o cone.
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Pode-se mostrar que uma superficie regrada ndo-cilindrica pode ser reparametrizada por

X(s,u) = B(s) +uw(s), (2.2)

(@) ()
W

neste caso, € chamada curva de estric¢do [10]. Por conveniéncia, ressaltamos a omissao do

onde |w| = 1= |w'| e (B’;w') =0 para todo 5. A curva B(s) = a(s) —

pardmetro (s,u) nos célculos seguintes.

Considere, entdo, X uma superficie regrada nao-cilindrica, assim

X =B +un', X, =
Xgs = B " + uw”a Xy =

: X, AX, =B Aw+uw Aw,
' X =0.

Como (w;w') =0=(B";w'), temos que B’ Aw = Aw para alguma funcdo real A (s). Portanto,
Xy AX, = Aw+uw’ Aw e, com isso, temos que EG—F?= | X /\Xu\2 =A%+ il

X ANXy  Aw4uw Aw
XA Xy AZ4u?
coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais [4], onde J := (w Aw',w"), obtemos

O vetor normal de X (s,u) é dado por N = . Calculando os

facilmente que

E=|B'f+u, F=(B"w), G=1,
AF —=AJ) —ul' —u?J A

Y s v R 1= e

Calculando as curvaturas gaussiana e média, respectivamente, seguem-se que

_eg—f A  Eg-2Ff+Ge  (AF+A%+ul+u?)
~EG-F*  (A*+u?)? T 2(EG-F?) 2(VAT i)

Com isso, temos a base necessdria para estudar o FCM das superficies regradas nao-
cilindricas em R>. O Lema a seguir mostrard condi¢des necessdrias e suficientes para que

uma superficie regrada nao cilindrica seja uma solu¢@o autossimilar do FCM.

Lema 2.2: Seja X : U C R?> — R3 uma superficie regrada ndo-cilindrica em R?, isto &,

X (s,u) = B(s)+uw(s),
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onde B(s) é uma curva em R> e w(s) C R® unitdrio ndo-constante. Entdo X'(s,u) =

L(t)X (s,u) é uma solucdo autossimilar do FCM em R se, e somente se,

(' (0)w,w Aw) =0,

AT (0)w, >+(F'(O)&W'AW+<®'(0),W’A;V>+G'(0)(I3awl/\W>=0,
AT (0)B, W) +(0'(0),w) + 0" (0) (B, W) + S {wAw',w") =0,
AR w) =

(2.3)

onde L(t) = 6 (1)I'(t) +©(r) é um movimento helicoidal homotético em R*; 6, " e @ sdo, res-
pectivamente, dilatagdo, rotacio e translagdo. Além disso, A = (B’ Aw,w’) é necessariamente
constante.

Prova do Lema 2.2: Considere X e X' tal como enunciado. Se X é uma solugio autossimilar

do FCM em ]R3, entdo temos que, em t = 0,
(¢’ (0)T(0)X +T7(0)X +©'(0),N) = H,

| (6’ (0)L(0)X,N) +(T'(0)X,N) + (®'(0),N) = H. (2.4)

Agora, calculando cada termo da soma temos que, considerando [w'(s)| = 1,

(6 (0)T(0)X,N) = o/(0) <F(O)(ﬁ Fuw), |§S 2; >

E B+ uw, Aw' + uw’ /\w)>

VEG —F2
A{(BwW) 4+ ud (w,w') +u(B,w Aw) +u? <ww/\w>)
VEG — F?
o’ (0) (B, w) +uc’(0) (B, w Aw)
R ’

(I'(0)X,N) = <F’(0)(ﬁ+uw), Xs A X >

| X A X,
(I'(0)(B + uw),Anw +uw' Aw)
VEG —F?
_AT(0)B, W) +ul (T (0)w,w) + u (T (0) B, w Aw) + u? (T (0)w, W' Aw)
Ve
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(©0).N) = (©/0), 33 )

_{O(0), AW 4 uw' Aw)

a VEG — F?

_ A (@ (0),w) +u (0 (0),w Aw)

Para simplificar a notacdo, escreveremos

V:=(I"(0)B,w), W= (I (0)w,w'), Y :=(T"(0)B,w Aw),
Z:=(T'(0)w,w Aw), C:=(0'(0),w"), D:=(0'(0),w Aw),
A:=0"(0)(B,wW Aw), B:=c'(0)(B,w)

Com isso a Equacdo (2.4) se torna

AB+uA +?LV+u7LW—|—uY—|—MZZ+ AC+uD (AF+AZJ+M7L’+MZJ)
VA2 +u? VA2 +u? VAT+i2 2(VAZT+u?)? ’

que pode se transformar em um polindmio de 4° grau, p(u), identicamente nulo da forma

plu) = 26412 + 23 [AW +Y + D + A + 22 [A*Z + A(V +C+ B) -}-%J]
L uARAW Y + D+ A) + A+ 2AXA(V +C+B) +%J) L AF] =0,

ou seja, a superficie em questdo satisfaz o FCM se, e somente se, todos os coeficiente em
colchetes sdo nulos, isto é, se € somente se

(

Z=0,

AW+Y+D+A=0,

A(V+C+B)+%J:0, (2.5)
A =0,

AF =0,
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donde concluimos que

p

(T’ (0)w,w Aw) =0,
AT (0)w,w') +(T7(0) B, w Aw) +(@'(0),w' Aw) + 06" (0)(B,w Aw) =0,
AmﬂmnwaGmpw+a«mﬁww+%wAww@:Q (2.6)
A =0,
| A(B",w) =0,
[

Note que (2.6) pode ser reescrita, de forma equivalente, por

4

T (0)w,w Aw) =0,

AT (0)w,w') + (L' (0)B,w Aw) =0,

ML) + 37 =0, @)
A =0,

A (B, w) =0.

\

Com o lema anterior, serd possivel analisar mais explicitamente quais propriedades as
curvas (s) e w(s) devem possuir, assim como quais condi¢des iniciais sdo necessdrias, para
determinar, assim, quais superficies regradas nao-cilindricas satisfazem o FCM de forma
autossimilar. Futuramente, mostraremos que, neste caso, a Unica solucdo € o helicéide (uma

solucgdo trivial).

Lema 2.3: SejaX : U C R? — R? uma superficie regrada nao-cilindrica em R3. Entdo o

. . / .
conjunto de vetores ortonormais {w, w i wAwW } satisfaz:

{ w =Jw Aw—w, 2.8)

(wAW) = —Jw/,

onde J = (wAw ,w").

Prova do Lema 2.3: Escrevendo w" na base {w(s),w(s),w(s) Aw'(s)} temos que

w' = piw+ pzw’ + p3wA w.
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/! /! / Z / z . . ~
Como (w",w) = —1, (w',w') =0e (W' ,wAW) =J, concluimos a primeira equacdo de

(2.8). Para a segunda equacao, note que

(wAw) =w AW +wAn”
=w AW +wA (W Aw—w)
=JwA(WAW) —wAw
= Jw{w,w') —Jw' (w,w)

=—Jw'.

[

Essas propriedades serdo utilizadas futuramente ao final da demonstragdo do Teorema 2.6.
Com o Lemas 2.2 e 2.3, temos o suporte necessdrio para estudar as solu¢des autossimilares
nao-cilindricas do FCM. O objetivo dos Teoremas 2.5 e 2.6 € mostrar que a tnica solugao

para uma superficie regrada ndo cilindrica € a soluc¢do trivial e, portanto, deve ser o helicdide.

Teorema 2.4: Seja X : U C R?> — R3 uma superficie regrada nao cilindrica em R?, isto &,
X(s,u) = B(s)+uw(s), (s,u) €U,

onde B(s) é uma curva em R> e w(s) € Tﬁ(S)R3 unitario ndo constante. Suponha que
X'(s,u) = L(t)X (s,u) € uma solugdo autossimilar do FCM e L(t) = o (t)T'(¢) + ©O(t) é um
movimento homotético helicoidal no R3. Se a curva descrita por w € uma geodésica, entdo X
€ trivial.

Prova: Suponha que A = (B’ Aw,w’) = 0. Pelo sistema (2.6), obtemos

(T’ (0)w,w Aw) =0,
(L'(0)B,w Aw) =0, (2.9)

N~

Agora observe que, w C §% implica que k, = (wAw',w”) = J onde k, é a curvadura
geodésica de w(s). Assim, se A = 0 entdo J = 0 e portanto, w € uma geodésica. Com isso,
obtemos que

eg— f* —A? Eg—2Ff+Ge AF+A2J+ul+u*J
K(s,u) = ——= =3 a0 =0 H(s,u) = = T =0.
EG-F>  (A*+uw) 2(EG-F?) 2(A2+u?)2

Portanto, as curvaturas anulam-se em todos os pontos de U, ou seja, X é um plano.
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Suponha A # 0. Com isso, w(s) geodésica implica que J = 0 e, pelo Lema 2.2,
(B'w)=F=0=2/,

assim

_AF+ A% 4ul +u?]  AF

H 3 - 3
2(A%+u2)3 2(A2+u2)?

:O’

isto é, X €é uma superficie minima, portanto, X € trivial.
]
A condigdo sobre w(s) de ser uma geodésica, apesar de facilitar a demonstrag@o, ¢é
desnecessdria, no sentido que € possivel generalizar essa hipétese do teorema e ainda sim,

chegar na mesma conclusdo, como veremos a seguir.

Teorema 2.5: Seja X : U C R? — R? uma superficie regrada ndo-cilindrica em R?, isto &,
X (s,u) = B(s) +uw(s), (u,s) € U,

onde B(s) é uma curva em R? e w(s) € Tﬁ(s)R3 unitdrio ndo-constante. Suponha que
X'(s,u) = L(t)X (s,u) é uma solugdo autossimilar do FCM e L(t) = o (¢)['(t) + ©(¢) é um
movimento homotético helicoidal no R, Entdo X ¢ trivial.

Prova: Pelo teorema anterior, se A = 0, entdo X é um plano. Consideremos, entao, A # 0.

Assim, escrevendo
w(s) = (v1(s),32(5),y3(5)), W Aw = (¥2y3 —¥3y2,¥391 —¥1¥3,Y132 — Yoy1),
e, sem perda de generalidade, ©(r) = (0,0, (¢)), ®'(0) = (0,0, 1), assim como

cos(e(t)) —sen(e(t)) O 0 0
[(t) = | sen(e(t)) cos(e(r)) 0O, T'(0)=all1 0 0], (2.10)
0 0 1 0 0 O
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o que implica que I (0)w = a(—y2,y1,0), onde a = €'(0) e b = {’(0). Podemos concluir,
entdo, que

(T (O)w,w' Aw) = a[—y2(yay3 — ¥3y2) + 1 (¥3y1 — ¥133)]
= aly3(—yhy2 — Y1) + 503 +7)]

alys(y5y3) +y5(1-3)]

vz = 0.

I
S
=~

Com isso, obtemos 3 casos possiveis, a saber: (I) a £ 0 e y’3 =0,d)a=0¢ y’3 =0, (IIT)
a=0¢ey, #0.Seja B(s) = (x1(s),x2(s),x3(s)). Vamos avaliar cada caso a seguir.

Caso ) a#0ey, =0.

Neste caso, y3 é constante, logo w(s) é um paralelo contido em 2, que admite a seguinte
parametrizagao:

w(s) = (rcos(s/r),rsen(s/r),N/1—r2), r=1/1 -y} €R. (2.11)

Se y3 =0, entdo r = 1 e temos que w € um grande circulo, portanto geodésica. Assim, temos
pelo Teorema 2.5 que X € trivial.

Considere entdo y3 > 0, o que resulta em r < 1. Pelas equagdes do Lema 2.2, e as
parametrizac¢des apresentadas:

AT (0)w,w') + (L'(0)B,w Aw) = (Aa — cx3 — b)r +y3(cos (;) (cx1 —axy) + sen (;) (cx2 +axy)),

MLOF W)+ W = A[—sen(s/r)(cx1 —axy) +cos(s/r)(cxz +axi)] + \/?,

(B',w) = rxcos(s/r) + rxysen(s/r) + x5/ 1 —r2,

(B', W) = —rxsen(s/r) + rxhcos(s/r),
2.12)

onde todas as equacdes sdo identicamente nulas, ou seja, equivalentemente
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( (cos(s/r)(cx1 —axy) +sen(s/r)(cxa +axy) = (cxs —|—lb_—rita)r7
VI 2
sen(s/r)(cxy —axy) —cos(s/r)(cxy +ax)) = ;lr ,

X/ 1 —r?2
xycos(s/r) +xhsen(s/r) = -3 ——
.

[ —x}sen(s/r) +xycos(s/r) =0,

ou entao,

(cx3+b—Aa)r
(ccos(s/r)+asen(s/r))x) + (csen(s/r) —acos(s/r))xy = 3@ , (2.13)
V1—r?

(csen(s/r) —acos(s/r))x1 — (ccos(s/r)+asen(s/r))x; = TP (2.14)
11— 2

xjcos(s/r) +xhsen(s/r) = —#, (2.15)

—xisen(s/r)+xhcos(s/r) = 0. (2.16)

Derivando (2.14) e utilizando (2.13) obtemos

(csen(s/r) —acos(s/r))x| — (ccos(s/r) +asen(s/r))x, + s tb—ha) 1_b__rj‘a) =0,

e utilizando (2.15) e (2.16) na equagdo acima, temos que

, r(cx3 +b—Aa)

axiV'1—r? N (cx3+b—Aa)

=0 = x3=-— 2.17
r N ST TR e
Agora, dado que A = (B’ Aw,w') =xir— /1 —r2(x|cos(s/r) +xysen(s/r)) é uma constante,

pela equacdo (2.15), segue-se que

A =xir+ (\/ﬁ) [x—g ! —r2]

r

/ /2

X Xal

:xér+_3_ 3
r

r
X
-
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Portanto, x5(s) deve ser uma constante ndo-nula. Logo, por (2.17), temos que ¢ = 0. Assim,
a equagdo (2.13) se torna,

(b—Aa)r
av'1—r?

e derivando-a e usando (2.16), obtemos

= sen(s/r)x; —cos(s/r)x;

0= (1/r)cos(s/r)x1 + (1/r)sen(s/r)xs + sen(s/r)xy — cos(s/r)x,

= cos(s/r)x; +sen(s/r)x,.

Agora, ja que ¢ = 0, (2.14) se torna:

Viss
2Ar

= —acos(s/r)x; —asen(s/r)x;

= —a(cos(s/r)x) +sen(s/r)xz)
—0,

0 que nao pode ocorrer, pois foi suposto r < 1. Isso prova o Caso (I).
Caso (Il) a=0¢ey; =0.
Neste caso, utilizando (2.14), resulta que

(

(L'(0)B,w Aw) = (—cx3 —b)r+cv/' 1 —r%(cos(s/r)x; +sen(s/r)x;) =0,

! ! M_C —Ssen(s/r)x COS\S/T )X 1_7"2_
MUOB, W)+ 55 = ehfsents /i +eos(s/ ) + 35 =0,

(B',w) = ¥, cos(s/F) + rhsen(s/r) + 5/ 1— 72 =0,

\ <B/7W/> = —xllsen(s/r) +xpcos(s/r) = 0.
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Portanto, podemos dizer que ¢ # 0, pois da segunda equacdo, ¢ = 0 resultaria em r = 1.
Assim obtemos:

cos(s/r)x; +sen(s/r)x; = : (2.19)
cV1—r?
_2
sen(s/r)x; —cos(s/r)x; = 21c7t: , (2.20)
N
xycos(s/r)+xhsen(s/r) = —#, (2.21)
—xsen(s/r) +xhcos(s/r) = 0. (2.22)

Derivando (2.20) e usando (2.22) junto com (2.19), temos que

0= cos(s/r)x; + sen(s/r)x;
(cxz3+b)r
AT

—b
Portanto, x3 = - constante, logo x’3 = 0. Com isto, por (2.23) decorre que x’l cos(s/r) +

xhsen(s/r) =0, ou seja,
A= (B Aww)=—/1—r(x|cos(s/r) +xysen(s/r)) = 0,

o que contradiz a hipétese de que A # 0. Isso prova o caso (II).
Caso (I a =0 e y; # 0.

Ja vimos que, quando a =0

(2.23)
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Derivando a 1% equagdo de (2.23) e usando o Lema 2.3

Oz%(L’(O)[)’,W'/\M

=((c"(0)B+T'(0)B +6/(0))",w' Aw)+(L'(0)B, (W Aw)')
= (e’ w' Aw)+(L'(0)B, —Iw')
=cA —J<L/(O>B,W/>,

isto é, cA = —12/21, que resulta em 2¢A* = —J?. Note que J € constante e que, se ¢ =0,
decorre do Teorema 2.4 que X € trivial.
Suponhamos entdo ¢ < 0. Derivando a 2* equagdo de (2.23), resulta que

— & (wopw+ )

=((c'(0)B+T'(0)B +©(0))",w) +(L'(0) B, w")
= (cB' W)+ (L' (0)B,Jw Aw—w)
=J({L'(0)B,w' Aw) —(L'(0)B,w)

0

donde chegamos em (L'(0)B,w) = 0.
Com isso, (L'(0)B,w) =0, cA = J(L'(0)B,w') e (L'(0)B,w Aw) =0. Concluimos,

entao,

cA

L(O)B(s) = S/(s)

que, ao derivar em relacdo e s, obtemos

Porém, isso implica que
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o que contradiz A # 0. Portanto, em todos os casos, necessariamente X € trivial.
O
Apesar de apenas existir a solugdo trivial para o caso das superficies nao-cilindricas, o
mesmo nao se pode afirmar para as superficies cilindricas. De fato, se X € uma superficie

regrada cilindrica, obtemos que

stﬁla Xy =w, Xs/\Xu:ﬁ//\Wa
Xss:BH; Xsu:(); qu:();
e que
E=|B'P, F={(Bw), G=1,
! /
A
o= BN f=0, g=0,
VB[P = (B"sw)
e, portanto,
_ e f _Eg-2Ff+Ge  (B",B'Aw)
- EG-F - 2ABG-FY) o(VIBP (B W)

Agora, veremos as condi¢oes que a curva f3(s) deve satisfazer, de maneira analoga ao
Lema 2.2, para que as superficies cilindricas sejam solugdes autossimilares do FCM.

Lema 2.6: SejaX : U C R? — R? uma superficie regrada cilindrica em R3, isto &, w' = 0.
Entdo X’ = L(¢)X (s,u) é uma solugdo autossimilar do FCM no R? com condi¢io inicial X

se, € somente se,
(T'(0)w, B’ Aw) =0,

(L (OB Aw) = PP (2.24)

(IB'[> = (B, w)?)
Prova: De forma similar a prova do Lema 2.2, temos que

po BB )
2(1B/12 - (')}

Y
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(¢’ (0)T(0)X,N) = ¢’ (0) <F(0)(ﬁ+uw), X, A Xy >

X, A X,
— &/(0) (B +uw, B A w) !

VIB'P— (B,

=0'(0) (<[3,ﬁ’/\w>+u<w,[3 /\w>) \/|l3’|2—1(ﬁ
1

VIBP—(B"w)*

(0){(B,B" Aw)

| X A Xy
= (I (0)(B 4 uw), B’ Aw)

(' (0)X,N) = <F’(0)(B+uw), Xy A Xy >
1

VIB'? (B,
= (T'(0)B, B’ Aw) +u (L’ (0)w,B’ /\w>

1

VIBP— (B,

(©'(0),N) = <®/(0)’ X, A X, >

| X A Xy |

=(0/(0),8'Aw)

1

VIB'>— (B,

Com isso, decorre que

o’(0) (B, B"Aw) +(T"(0)B, B’ Aw) +u (T’ (0)w, B’ Aw) +(0(0), " Aw) _ (B",B"Aw)

B> — (B, w)> 2(B'P — (B, w)2)3

para todo (s,u) € U. Em outras palavras,

(B",B" Aw)

{ (L'(0)w, B’ Aw) =0
2(1B'1> = (B, w)?)

(L'(0)B. B Aw) =
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O Teorema 2.7 a seguir mostrard um sistema de equacdes em funcdo de B(s) e w(s)
que uma solucdo deve satisfazer e, na se¢do seguinte, mostraremos exemplos explicitos de

solugdes ndo triviais.

Teorema 2.7: Seja X : U C R? — R? uma superficie regrada cilindrica em R3,
X(s,u) = B(s)+uw, (s,u) €U,

onde B(s) é uma curva diferencidvel no R> e w(s) € Tg (S)R3 unitdrio constante. Entdo
X'(s,u) = L(t)X (s,u) é uma solugdo autossimilar do FCM com condigdo inicial X se, e
somente se, B é da forma

(M B(s) = (Bi(s),0,B5(s)), onde

azo(B{xo + B3z0) = 0,

CyO(B3ﬁ1/ - .3133/) +apP ([33/x0 — ﬁl/ZO> + byoﬁ{ _ : )’O(B3 :Bl - ﬁl ﬁg)

(B> + B3 — (Bixo+ B3z0)?)

(2.25)
ou
D B(5) = (Bi(5),2(5).0), onde
azo(Bix0 + Bayo) = 0, var pnpr
BB o) BB+ B3B)) + 2Bz Bixo) = 5z pu P o],

onde L(z) ¢ um movimento homotético helicoidal, B(s) = (Bi(s), B2(s), B3(s)) é uma curva

do R3, w= (x07y07Z0)’ ’W| =1

Prova do Teorema 2.7: Dado as condi¢des acima, X € uma solucdo do FCM se e s6 se,
(6'(0)X +T"(0)X +©'(0),N) =H.

Considere I'(¢) e I'(0) tais como em (2.10), assim como @'(0) = 5(0,0,1),6’(0) = c.
Usando que (x,y Az) = (xAy,z) Vx,y,z € R® e que

B’ Aw = (B3z0 — B30, B3 X0 — B 20, B1 yo — B2 X0),
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obtemos

(T'(0)w, B" Aw) = a(—=yo(B3z0 — B3yo) +x0(Bsxo — Biz0))
= azo(—Bixo — Bayo — Bizo)
= —azo(B',w) = 0;

(T'(0)B, B’ Aw) = a(—=Ba2(Byzo — B3yo) + Bi (B3x0 — Bizo))
= a(xo(B3B1) +y0(B3B2) +z0(—BiB1 — B2p2))
= a(xoB3B1 +yoBsBa +z0(BiB3 — (B, B)))
= aPs(B,w) —az(B’,B);

(©(0), B Aw) = b(B{yo — Baxo)-

Por outro lado, (8", B’ Aw) = (B" AB’,w). Portanto,

(B",B' Aw)
2(1B'1> = (B’,w)?)
(6’(0)B,B" Aw)+(I"(0)B, B" Aw) +(@'(0), B’ Aw)
c(BAB',wy+aPs(B,w) —z0(B",B) +b(Biyo — Brx0),

(L'(0)B. B Aw) =

donde

(B"NB',w)
(IB"1* = (B',w)?)
Sem perda de generalidade, podemos considerar dois casos, sendo eles (I) B(s) =
(B1(s),0,B3(s)) e D) B(s) = (Bi(s), B2(s),0).
M B(s) = (Bi(s),0,B5(s)). Assim, obtemos o sistema

c(BAB",w)+aPs(B,w) —azo(B’, B) +b(Biyo — Baxo) = 5

yo(B3 Bl — Bi'B3)
(B2 + B3 — (B{xo+ Biz0)?)

azo(Bixo+ B3z0) =0,
cyo(BsBi — BiB3) +aB (B30 — Bizo) +byolf = 5

(D B(s) = (Bi(s),Ba2(s),0). Assim obtemos

{ azo(Bixo + Bayo) =0,

c(BiBs — B2BY) — a(Bi By + B3Ba) + %wm ~Bjro) = - BB, — BB

(B> + B3 — (B{xo+ Bsy0)?)
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Em ambos os casos, temos w = (xo, yo,20) € |w| = 1.
O

Na demonstragd@o do tltimo teorema, escolhemos o eixo-Z como o eixo de rotagdo, porém,
poderiamos escolher outro eixo sem complicagdes. Neste caso, haveria apenas algumas
mudancas nos termos expressados. Por exemplo, se tivéssemos escolhido o eixo-X como
nosso eixo de rotag@o, obteriamos as expressoes apresentadas em [9].

Note que ndo existem superficies cilindricas X (s,u) = B(s) +uw(s) ndo triviais, 8 p.c.a.,
que apenas rotacionam, isto é, a ## 0 e b = 0 = c¢. Com efeito, suponha que tal superficie
exista e que (B’,w) = 0. Temos que, pelo FCM,

'(0)B(s) +ul’(0)w=H(p)N(p) = [3//2(3)7 Vu € R.

Portanto w = (0,0, 1). Agora aplicando as coordenadas 3(s) = (Bi(s), B2(s),B3(s)), obtemos

2a(—PB2,B1,0) = (B, B7,0).

Assim, o seguinte sistema deve ser satisfeito

= —2apB,,
B =2ap.
Agora, pelo Teorema 2.7, temos que

—2a{B’,B) = (B" AB',w)
= Bi'B;— B3 Bi
=2a(—B2Bs — B1Bi)
= —2a(B',B),

ou seja, a solucdo € independente da curva (s), o que contraria o fato de existir superficies
cilindricas que ndo satisfazem o FCM.

Podemos ainda, estender essa afirmacdo ao dizer que ndo existem superficies cilindricas
ndo triviais que rotacionam e transladam, assim como ndo existem superficies cilindricas nao

triviais que rotacionam e dilatam. De fato, considerando apenas ¢ = 0 obtemos

B"(s)
5

I'(0)B(s) +ul” (0)w+0'(0) = H(p)N(p) =
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e analogamente ao caso anterior, chegamos em
Za(_ﬁ%BlaO) + (0707217) = ( 1//7 élao)v

o que implica em b = 0, resultando assim no caso anterior. Por outro lado, considerando

apenas b =0,

o'(0)B(s) +uc’(0)w+T"'(0)B(s) +ul” (0)w = H(p)N(p) = :
Vu € R, o que implica que ¢’ (0)w +I"(0)w = 0. Portanto,
(cld+T'(0))w =0,

que, em termos de matriz, fica

c —a 0 w1 cW] —awy 0
a ¢ O wr| =|lawi+ewr | =10
0 0 ¢ w3 w3 0

Ou seja, w = (0,0,0). Porém, isso implica que X (s,u) se degenera a uma curva, o que
contradiz o fato de X ser uma superficie. Com essas afirmagdes, é possivel concluir que
a=0.

A seguir iremos classificar as solu¢des onde X € uma superficie de revolu¢do. O proximo
teorema nos dard mais liberdade em achar solu¢des ndo-triviais. Inclusive, o cilindro e a

esfera sdo exemplos ndo-triviais.

2.2 Superficies de Rotacao

Mudaremos nosso foco agora, para as superficies de rotacdo. Tais superficies sao obtidas
ao escolher uma curva, chamada de geratriz, e rotacionar essa curva em torno de um eixo
definido. Aqui, chamaremos a curva geratriz de & e rotacionaremos tal curva em torno do
eixo-Z.

Definiciio 2.8: Uma superficie X : U ¢ R?> — R? é dita de rotacdo gerada por a(s) =
(¢(s),0,¥(s)), se X pode ser escrita como

X(u,s) = (¢(s)cos(u),d(s)sen(u),y(s)), (u,s) €U, (2.27)
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onde ¢(s) e y(s) sdo fungdes reais diferencidveis.

(y'cos(u), y'sen(u),—9")
E:(])2, F:O, G:¢/2+1///27
e _(pllj/ f:O _ (P//l///_(plwll
o(0"y' —¢'y") —y' (97 +v")
20(9” +y'?) '

Teorema 2.9: Seja X : U C R?> — R? uma superficie de revolucio satisfazendo

Tendo isso, um calculo direto de X,, e X; nos mostra que N =

e finalmente podemos concluir que H (u,s) =

X (u,s) = (@(s)cos(u), @ (s)sen(u), w(s)),

onde ¢ e y sdo fungdes diferencidveis reais. Considere X' (s,u) = L(¢)X (s,u) uma solugio
autossimilar do FCM com condig¢do inicial X e L(¢) é um movimento homotético helicoidal

no R3. Entdo X é condicdo inicial do FCM se, e somente se, a curvatura k(s) da curva
o(s) = (¢(s),0,y(s)) satisfaz

k= a% <2c<vﬂ ¢ —¢'y)—2b¢"+ %) . (2.28)

Prova: Considere a(s) = (¢(s),0,y(s)). Assim temos que
X (u,5) = (9(s)cos(u), ¢ (s)sen(u), y(s)).
Entdo, X € uma solu¢do do FCM se, e so se,
(c’'(0)X +T'(0)X +©'(0),N) =H,
onde I'(¢) e I"(0) sdo tais como (2.10), assim como ©'(0) = b(0,0,1),6”(0) = c. Assim,

(6’(0)X +T7(0)X +©@'(0),N)

cocos(u) —adsen(u),cPsen(u) +apcos(u),cy+b),N)

((
c(y'9cos’ (u) + v psen* (u)) — ¢’ (cy +Db)
(
(

(Y ¢ (cos* (u) + sen®(u)) — ¢'y) — be'
v'o—o'v)—bo'.

C
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Portanto, considerando que a curvatura de o (s) = (¢(s),0, y(s)) é dada por

o) O V) =0 V()
(02(5) + ¥2(5))

Y

ST

podemos concluir que

¢(0" v —o'y") — v/ (¢ + y'?)

C(V/¢_¢/W)_b¢/: 2¢(¢/2_|_W/2) ’

e ao colocar a curvatura k, resulta em

20[c(y'9 — ¢'y) —b¢'] = ¢(K|a']) — v
Portanto

1

k =
o

/
(2o s+ ¥).
como queriamos.
]
Observe que a solucdo do FCM nao depende do termo “a” relacionado com a rotacao, o
que ¢é coerente com o fato de que se rotacionarmos uma superficie de rotacdao em torno do
proprio eixo ela € invariante, isto é, I'(r)X = X, onde I'(¢) é dada por (2.10).
Se considerarmos Oc(s)”: (¢)(s)/30, v(s)) p.c.a, combinando (2.28) com o fato que ¢> +

v'? = 1 implica em k = ? _ v , obtemos
9" =y (2c(u/¢ —9'y) —2b¢' + %) ,
v =9 (2c(w’¢ —9'y) —2b¢' + %) .

Em [9], sdo apresentados algumas solucdes numéricas das duas equagdes acima, atri-
buindo condig¢des iniciais de ¢(0), y(0), suas derivadas, assim como escolhendo b e c.
Fizemos uma andlise semelhante no contexto das superficies cilindricas (Figura 2.5 do
Exemplo 2.14).
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2.3 Exemplos e suas Condicoes Iniciais

Para finalizar o presente capitulo, vamos analisar algumas ocorréncias particulares dos
Teoremas 2.5, 2.7 € 2.9.

Exemplo 2.10: Considerando uma superficie regrada nao-cilindrica, dada pelo Teorema 2.5,
temos que w(s) é uma geodésica de S ! (o circulo unitario do plano), portanto curva plana, e
B (s) é ortogonal e esse plano, donde uma reta. Assim, temos que w(s) = (cos(s),sen(s),0)
e B(s) =(0,0,s), o que implica que X é uma parametrizagio do helicoide (Figura 2.1). Por
consequéncia, mostramos que o helicoide € uma superficie minima e além disso a Unica

superficie minima regrada nao cilindrica.

Figura 2.1 Helicoide

Exemplo 2.11: Considere agora, a esfera de raio ry centrada no ponto (0,0,z9) (Figura 2.2)
gerada pela curva a(s) = (rocos(s), 0, rosen(s) +zo). Neste caso, a curvatura vale k = —, e

ro
portanto, pelo Teorema 2.9, considerando ¢ (s) = rocos(s) e W(s) = rosen(s) + zp, obtemos

- |1|<20(1//¢ 0'w) 2b¢’+%')

1
= — (2c(r§cos?(s) + r§sen’(s) + zorosen(s)) + 2brosen(s) + 1)
rO

(2cr0 +2czgrsen(s) + 2brosen(s) + 1)

(ZCrO +2rosen(s)(b+czo) + 1)

— 1
=
. ) -1
Assim, podemos concluir que b = —czpe ¢ = —-.
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Figura 2.2 Esfera

Exemplo 2.12: Como no Exemplo 2.11, o cilindro de raio ry (Figura 2.3) € outro bom
exemplo, tanto do Teorema 2.9 quanto do Teorema 2.7, por ser uma superficie tanto de
rotacdo quanto regrada cilindrica.

Pelo Teorema 2.9, podemos considerar o/(s) = (rg,0,s). Por a ser uma reta, obtemos

k(s) = 0. Portanto, a seguinte equagdo deve ser satisfeita, onde ¢ (s) = ro # 0, y(s) =,

k= (<2c<w —9'y)— 209’ + ﬂ)

o] ¢

1

=2cro+ —

ro
=0.
. . —1

Assim, concluimos que ¢ = ——.

2rg

Pelo Teorema 2.7, considere 3(s) = (rocos(s),rosen(s),0) e w= (0,0, 1). Assim, temos
que (B’,w) = 0. Portanto a primeira equacdo do teorema ¢ satisfeita e, além disso, varios

termos se anulam na segunda equacao, resultando em

_(BABW
21%([3 AB' w)

_ _<ﬁ /\ﬁlaw>
2r(2)<[5 AB' w)
—1

= Z_r(z)’

o que condiz com a aplicacdo anterior.
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Figura 2.3 Cilindro

Exemplo 2.13: Consideremos agora, uma superficie cilindrica que apenas translada. Seja

" /\ /
B =(s,0,B3(s)),w=(0,1,0) ea = 0= c. Pelo Teorema 2.7, basta satisfazer b = %
que, em coordenadas, resulta em
"
3
=2b.
B +1

Podemos integrar uma vez para determinar que J35(s) = tg(2bs + c1), e integrar novamente

para determinarmos que
In(|cos(2bs+c
By = leossve)

[ 2b
resultando na parametrizagdo X (s,u) = (s, u, {lcos( > bs el - cz) (Figura 2.4). Aqui,

c1 € ¢3 sdo constantes relacionadas as condigdes iniciais de f3, e b = ¢’(0) é constante

relacionada com a translagdo do FCM.

Figura 2.4 Ceifador (Grim Reaper)



32 FCM em Superficies Regradas e de Rotagao

Exemplo 2.14: Considere uma superficie cilindrica que apenas dilata (a =b =0¢e ¢ # 0).
Utilizando B(s) = (f(s),s,0) e w = (0,0, 1), pelo Teorema 2.7, obtemos

f"(s)

2¢(f(s)—sf'(s) = T/

ou entao,

r(s)r(s) = 2r'(s)* — r(s)*
r'(s)? +r(s)?

considerando coordenadas polares B (s) = (r(s)cos(s)

( ,
colhendo as condigdes iniciais 8(0) = (1,0,0) e §'(0)

as seguintes representagdes para f(s):

2cr(s)? =

r(s)sen(s),0). Em ambos os casos, es-
= (0,1,0), obtemos geometricamente

Figura 2.5 Casos onde ¢ < 0 (a esquerda) e ¢ > 0 (a direita)



Capitulo 3
FCM em Superficies Helicoidais

Neste capitulo, estudaremos o FCM aplicado as superficies helicoidais, que podem ser
geradas a partir de uma curva contida no plano-XY. O exemplo mais simples (e que inspira o
nome dessa familia de superficies) é o proprio helicéide, visto no capitulo anterior (que é
uma superficie minima).

As propriedades relevantes para o FCM dessas superficies serdo descritas a partir das
caracteristicas de sua curva geradora como, por exemplo, sua curvatura. Primeiramente
vamos descrever as superficies helicoidais em si e, em seguida, sua evolu¢ao autossimilar
pelo FCM. Posteriormente, veremos alguns casos especiais de quando a superficie possui
curvatura média nula e curvatura constante.

3.1 Superficies Helicoidais

Uma superficie helicoidal € gerada ao escolher uma curva plana e aplicar a esta curva um
movimento helicoidal, isto €, uma rotagdo composta de uma translacdo paralela ao eixo de

rotacdo. Mais precisamente,

Definiciio 3.1: Dado I C R, intervalo aberto, considere 8 : I — R>, B(s) = (x(s),y(s),0),
s € I, uma cura parametrizada pelo comprimento de arco. Dizemos que X é uma superficie

helicoidal de pico h € RT, gerada por B, se X é parametrizada por
X(s,1) = (x(s)cos(t) — y(s)sen(t),x(s)sen(t) + y(s)cos(t),ht), (s,t) e U CR?,  (3.1)

onde U € um subconjunto aberto ndo-vazio de R2.
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Para uma maior simplicidade nos célculos, utilizaremos a notacao de nimeros complexos
X(s,1) = (e"a(s),ht), (s,1) € R?, (3.2)

onde o : I — R%, ot(s) = (x(s),y(s)) é tal que, e (x,y) = (xcos(t) —ysen(t), xsen(t) +ycos(t))
€ a operacdo de rotacdo similar a multiplicacdo de nimeros complexos. Assim, em particular,
i(x,y) = (=y,x).

Note que, no caso onde & = 0, obtemos que a superficie X estd contida no plano z = 0.

Por conta disso, sempre estaremos focando no caso 4 > 0.

da(s)
ds

pectivamente. Considere as fungdes reais, T(s) = (a(s),7(s)) e v(s) = (o (s),7(s)). Temos

Sejam 7(s) =

e 7i(s) = if(s), onde s € I, 0s vetores tangente € normal a o(s), res-

que, pela regra do produto, tais func¢des satisfazem

dt
d_ — 1 —I—kv,
s
3.3
o _ (3.3)
ds ’
d2
onde k(s) = < dags) ,ﬁ(s)> ¢ a curvatura de a. Além disso,
s
a=(t+iv)f e rF:=|af*=1+02% (3.4)

Com a notacgdo estabelecida, podemos calcular os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais de X e, com isso, a curvatura média. Observe que,

dx . dx , —he''7,
X _ i), X _(ean, =MD
d5§ szx d*x e (3-5)
W = (keitﬁ,O), d_dl = (eitﬁ,()), W = (—eila,()),
S S

assim podemos calcular a curvatura média de X usando que:

E=1, F=—v, G=r>+n,
—hk —h hv (3.6)

vm+ﬂ’f Vit fT it

resultando em ) )
hlk h
H(s,1) = — KU+ 1) + 0] 3.7)
2(12+h?)2
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Tendo isso, podemos afirmar que a curvatura de uma superficie helicoidal pode satisfazer

a seguinte propriedade:

Teorema 3.2: Para cada funcdo diferencidvel ¥ : R> — R e i > 0, existe uma superficie

helicoidal completa imersa no R?, de pico A, tal que a curvatura média satisfaz H = (7, v).

Prova: Inicialmente, observamos que, para cada funcio diferencial ® : R? 5 R, z20 € R%e
angulo ) € [0,2), existe uma Unica curva imersa o : R — R? passando por zq e angulo 6
cuja curvatura satisfaz k = (7, v).

De fato, considere (7, v, 6) como a tnica solugdo do sistema de EDO’s

at

— =14+

ds + (T7v)v7

dv 3.8
ds (7, 0)7,

o’ =®d(1,v),

\

com condigdes iniciais T(0) 4 iv(0) = e %z, 8 = . Defina o = (7+iv)e'®. Como

/ /
d 4 Jaypr o TEEYY L (3.9)

— || = = = s
5" 4 V402 Vo2 T

temos que a solucao esta bem definida em todo R (a solu¢do nao pode explodir “blow up”

em tempo finito). Além disso,
o = (7 +iv)e® +i0' (t+iv)el? = ¢, (3.10)

assim ja temos que o é parametrizada pelo comprimento de arco, 7 = ¢® ek = d(1,v).

Finalmente,

0 que conclui a existéncia e unicidade dessa curva.
Agora, note que k pode ser escrito em fun¢do de 7 e v, e H pode ser escrita em fungdo de
k, T e v. Assim, a arbitrariedade de k garante a arbitrariedade de H, o que conclui o teorema.
[
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3.2 Fluxo Helicoidal

Nesta secdo, iremos estudar o FCM de superficies helicoidais com o objetivo € encontrar
solugdes autossimilares. Utilizando a notacao estabelecida, mostraremos caracteristicas que
a curva geradora da superficie deve satisfazer para termos o FCM desejado. Primeiramente,
olharemos o caso onde a superficie X apenas dilata, ou seja, estamos considerando (1.4)
onde b e A sdo nulos, isto é, ¢(X(p),N(p)) = H(p). Assim

Y

(—he'i, 7:)> _ —h(k(r + 1) +v)

o (e o, ht), ————
< Vh?+ 12 272+ h?)

que resulta em

c(—v+1t)  —(k(rP+h*)+0)

Vi + 12 22 +m2):

portanto, a constante ¢ é dada por

k(r? +h%)+v
2(t2+h?)(v—1t1)’

Porém, como ¢ deve ser uma constante para quaisquer s,f € os termos 7, U,k dependem
apenas de s, podemos concluir que 17 = 0 Vs, e assim 7 = 0, isto é, (@,7) =0, logo |a| = r é
constante. Portanto, o € uma circunferéncia de raio r, o que implica que X € um cilindro de
raio r, que ja foi estudado anteriormente.

Ao continuar a simplificacio, chegamos também que r*> = v? e kv = —1. Com isso,

obtemos que ¢ € dada por

k(v +h?)+v
CcC =
2h%v

_kvz—i—khzJr v
 2Kh20 2h20
-1 1 N 1
C2K2 202 2K2
-1

2

que € compativel com os resultados anteriores. Analogamente, se uma superficie helicoidal
dilata e além disso rotaciona ou translada, também teremos que 7 = 0 Vs, resultando em

T = 0, e retornariamos ao caso anterior.
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Quanto a rotacdo e translac@o da superficie, por conta da simetria helicoidal da superficie
. . -1
devida a sua construgao, essas transformacoes sdo equivalentes a menos da constante —

tal que 2 > 0. Mais precisamente, se X é uma superficie helicoidal, entdo X + ®(w) =

r (%) X. Para isto, note que

—W

X(5,0) +O(w) = (" a(s); it +w) = ("D a(s);hi) =T (T) X (s,7).

Devido a isso, podemos escolher o caso no qual a superficie apenas rotaciona.
0 -1 0
Considerando a matriz A = 3 1 0 O] e aplicando na equagdo (1.4), obtemos
0 0 O
(AX(p),N(p)) = H(p), isto &,

Y

<l(ieita 0) (_heitﬁ7 T)> _ _(k(r2+h2) —|—'U)
U0 T ) T T d )

que, ao simplificarmos, resulta em

—ht  —(k(rP+h*)+ )
V2R (242

Y

[\S1[O8}

ou seja, a curvatura de a é dada por

(TP +h*) -0

E (3.11)

Por conseguinte, obtemos o seguinte sistema de EDO para 7 e v

o 2402

2+ h?

o TV 2(12 4+ h?)
r2 + h?

(14+7v),
(3.12)

Note que s — —(7(—s),v(—s)) também é uma solucio do sistema acima. Essa simetria
serd utilizada em alguns argumentos abaixo. Além disso, o sistema nao possui pontos de

equilibrio. Com efeito, se supormos que existe um ponto de equilibrio (7, Vg), podemos
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concluir de (3.12) que

0= (% +4*)(1+ W)
0 = Tovy — T3 (13 + h?).

Da primeira equagdo, obtemos que 7oy = —1. Com isso, obtemos pela segunda equagao
que —1 = 73 (7 4+ h*) > 0, uma contradigdo.
A seguir, provaremos uma série de lemas (Lemas 3.3.1 — 3.3.9) que compordo a demons-

tracdo de um dos principais resultados dessa se¢@o (Teorema 3.3).

Lema 3.3.1: As funcdes 7(s) e v(s) dadas por (3.12) possuem limite (possivelmente infinito)
a medida que s — Z-oo.

2

Prova: Se 7(s) = 0, entdo 7'(s) = > 0. Logo 7 possui, no maximo, uma raiz s;

v(s)2+ h?
e, além disso, 7(s) < 0 quando s < sz, e T(s) > 0 quando s > s7.

Se k(s) = 0, derivando a equagdo (3.11) e usando que 7'(s) = 1, v'(s) =0e t(s)v(s) >0,
temos que k’(s) > 0. Portanto, k também possui, no maximo, uma raiz s € k(s) < 0 quando
s < sg e k(s) > 0 quando s > sy.

Como v’ = —k7, entdo L tem no maximo dois extremos e, assim, tem um limite (possi-
velmente infinito) em cada direcao.

Se 7'(s) = 0, entdo 7(s)v(s) = —1 = k(s)v(s). Derivando 7" = 1 + kv, obtemos que
T(s) = —(K(s) téf;w v (5)) . Como k'(s) + k*(s)7%(s) > 0, T tem um minimo local em s
caso 7(s) < 0 e um méaximo local em s caso 7(s) > 0. Isto significa que 7 tem no maximo

dois extremos e, portanto, tem um limite (possivelmente infinito) em cada dire¢ao.
[
O Lema 3.3.1 nos garante que podemos aplicar o limite nas fun¢des T €  sem maiores

problemas. O préximo lema analisa o comportamento do quociente /7.

(s)

Lema 3.3.2: Sejam 7(s) e v(s) dadas por (3.12). Entdo razao ) decresce sempre que
s

v(s) > 0e 7(s) > 0 simultaneamente.

Prova: Um célculo direto mostra que
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dv v'rt—u7
ds T 72
(—“’_TZ(TZMZ)) T—v (T2+h2 (1+ rv)>

72 +h2 }’2+I’l2

)
(tv —2(t> + W)t —v(7*> + h?)(1 + TV)
202112

T+ 302+ 2+ P tv? + ho?
N 2(r2 + h2) ’

0 que justifica a afirmacao.

O]
Lema 3.3.3: A medida que o pardmetro s tende ao infinito a fungdo v(s) tende ao infinito,
isto é, mais precisamente lim v(s) = —cce lim v(s) = +oo.
§—r—+o0 §——00

Prova: Suponhamos que lirJrrl L seja finito. Entdo lirJrrl T ndo pode ser finito (pois o sistema
§—>+oo §——oo0

(3.12) ndo possui ponto de equilibrio), mas isso implica que, por (3.11), a curvatura k vai

para o infinito e, por consequéncia de v’ = —kT, segue-se que v € infinito, uma contradicio.
Suponha lim v =oo. Se lim T = —oo, entdo, por (3.11), lim k(s) = —oo, donde
S§—>+o0 §—>+oo §—>+oo
lim v = lim —kT = —oo,
S—>—+o0 §—r—+F00

uma contradi¢do. Se lirf 7 ¢ finito, entdo por (3.11) exite sq tal que k(sp) < 0, e como
S§—r o0
/

v = —kt > 0, temos que 7(sg) > 0. Pelo Lema 3.3.2, existe uma constante C tal que
v < CT, portanto, necessariamente liT T = oo, uma contradi¢do. Finalmente, supondo que
S§—+oo

lir}rl T = oo, existe 5o tal que T(sp) > 0e v(sg) > 0 e, pelo Lema 3.3.2, existe uma constante
§—r+o0

C tal que v < C7 que, por (3.11), implica que 1_1&1 k(s) = oo e portanto
Ky oo

lim v = lim —kT = —oo,
§—r+oo S§—r o0
outra contradic¢ao.
Como o limite é garantido pelo Lema 3.3.1, apenas nos resta que lim v = —oo. Pela

§—r—+oo

simetria de (7, V) mencionada, temos que lim U = +co.
§—>—o00
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]

Lema 3.3.4: Os limites lim 7(s)e lim 7(s) sdo finitos.
S—r+o0 S§—>—o0

Prova: Se 1_1&1 T = oo, entdo pelo Lema 3.3.3, existe so tal que 1+ 7(s0)v(so) < 0, 0 que
S oo

implica 7’(s0) < 0 por (3.12), uma contradigdo. De forma similar, se lirf T = —oo, entao
s—>—oo

existe s tal que 1+ 7(sp)v(so) > 0, o que implica 7’(sg) > 0 por (3.12), outra contradigio.
Portanto, como o limite é garantido pelo Lema 3.3.1, esse limite € finito. Pela simetria de

(t,v) mencionada, temos que o limite lim 7 também € finito.
s—

—o0

]

Lema 3.3.5: A curvatura k(s) possui os seguintes limites no infinito

lim k(s)=0" e lim k(s)=0".

§—rFoo §——oo

Prova: Um cdlculo direto utilizando os dois lemas anteriores e (3.11) mostra que

2, 2y
lim k= lim w(r+h)-v
s—>oo s—>oo r2—|—h2

T(?4h?) 1
— lim °
s—ytoo % +v _|_h2
=0

pois o limite de 7 € finito em ambas as direcdes, e o limite de v € infinito em amba as
direcdes.
[

O lema seguinte afirma que a curva possui um tnico ponto mais proximo a origem,

consistindo de duas componentes partindo desse ponto e tendendo ao infinito.

Lema 3.3.6: Os limites lir£ r(s) s@o infinitos. Além disso, r(s) possui um tinico minimo
s—rFoo

global.

Prova: Os limites sdo consequéncias do Lema 3.3.3, pois, como r = /72 + 02, entdo

. _ . 2 2 — oo
Sgrirrlwr(s) = sl_l)liloo T2(5) + V2 (5) = oo

d . .. .
Agora, como a,—r2 =27 e, pelo Lema 3.3.1, T possui no mdximo uma raiz, temos que rz(s),
s

e portanto r(s), possui um tnico minimo global.
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[l
O préximo lema determina que os vetores (s) € 7(s) tornam-se cada vez mais ortogonais
a medida que s — oo,

Lema 3.3.7: O angulo § entre a(s) e 7(s) tende a g

Prova: Note que cos() = <g,?>, donde segue-se dos Lemas 3.3.4 € 3.3.6 que
r

_ . ofs) -
Jim cos3) = Jim {50709
— lim TG
§—oo r(s)

s—yFoo s—rtoo

Portando, lim 6 = lim arccos <@> = T

O
O seguinte lema nos diz que a medida que a curva se afasta da origem ela a espirala
infinitas vezes.

Lema 3.3.8: Seja ¢(s) o angulo de o(s), isto &, 0u(s) = r(s)e®""). Entdio, o limite liljl:l O(s)
S—r00
¢ infinito.

Prova: Pela identidade ¢ = 0 +arg(T +iv), temos que ¢'(s) = k+ (—_21) —k>. Pondo
r
u = In(r), obtemos que
dg dpdu deldr

ds duds durds’
0 que resulta em

do -V
do s _ .2 D
o TITT T T
du e - T

que tende ao infinito em cada direcdo pelos Lemas 3.3.2.,3.3.3 ¢ 3.3.4.
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]

Lema 3.3.9: Os limites lim 6(s) e lim 6(s) sdo infinitos. Ou seja, / kds = +oo e
§— o0 §—r—o0 50
50
[ ks =~

Prova: O resultado segue da identidade ¢ = 6 +arg(t+iv), do Lema 3.3.8 e do fato de que
arg(T+iv) possui limite finito em cada dire¢do, pois arg(t +iv) = arctg <2) e a fungdo
arctg(x) é limitada Vx € R. ‘
[
Por fim, os Lemas 3.3.1 - 3.3.9 demonstram todas as propriedades descritas no seguinte
resultado.

Teorema 3.3: Para cada i > 0, existe uma familia a um parametro de superficies helicoidais
com pico h, que giram em torno de seu eixo helicoidal sob o FCM. As curvas geradoras
correspondentes possuem um ponto mais proximo da origem e consistem em duas compo-
nentes propriamente mergulhadas que emergem desse ponto e se afastam estritamente para o
infinito. Cada componente tem curvatura total infinita e espirala em infinitas circunferéncias
ao redor da origem. A curvatura tende a 0 ao longo de cada componente e o limite do angulo
entre os vetores tangente e posicao é 5

¥}

r T T 1
—100 —30 0 50 100

21 054

Figura 3.1 Fungdes soluc@o v(s) (a esquerda) e 7(s) (a direita), donde & = 0.5

Apesar da parametrizagdo ndo ser vélida para o caso & = 0, podemos analisar o0 compor-
tamento das curvas solu¢do quando 7 — 0 para saber se exite algum tipo de convergéncia.

De fato, essa convergéncia existe e serd descrita no Teorema a seguir.
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Teorema 3.4: Seja ¢ uma fungio suave em R¥ — {(0,0,0)} e A # 0. Para cada i > 0, seja
(Ty,Vp) a solugdo do problema de valor inicial:

( T}/l =1+ vh(p(fha Uhah)a

D/{l = _Th(P(Th,Uh,h),

Se (70,v9) = (0,A) é a solugdo constante, entdo a medida que & — 0, tem-se que (7, V) —

(0,A) no sentido de C*-convergéncia uniforme em conjuntos compactos de R para cada k.

Prova: Primeiramente, seja K a coroa anular no plano formado por 7,0 de raio tal que

A 3lA A
|—2’ <r< % e seja L a bola de raio ‘4—' centrada no ponto (0,A) (veja a figura 3.2).

Figura 3.2

Para simplificar a notagdo, considere
Fy(t,v,h) =14+v®(t,v,h) Go(T,V,h) = —1P(7,0,h),

e paracadak >0

J0F; dF; dGy dGy
Fii1 = —Fy+ =—Go, Gii1 = —2Fy+ —=—=G.
k1= o 0+ 90 0 k+1 T 0+ o 0
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As fungdes Fi, Gy sdo suaves em R® — {0,0,0} e

T}(lk+1) = Fk(Th; Uh,h),
(et ) (3.13)
v, = Gi(Th, Uy, ).

Defina as constante Dy = 0 e para k > 0

D1 = sup (|[VE|+[VGy|).
Kx[0,1]

Agora, fixemos & € [0, 1] e seja I um intervalo contendo O tal que (7;(s), vy(s)) € K para

todo s € I. Assim, pelo teorema fundamental do calculo e (3.13), paras € 1

50 -5 01 <1570 -7 01+ [[150 o
< hDy + /Os |Fi(Tn(t), 0n(2),h) — Fi(T0(), 00(2),0)|dt
< th—l—/Os |Fi (T (1), 05 (), h) — Fi(T,(2), 05(2),0)|dt

-i-AS |Fk(”L'h(l), Uh(l‘),()) —Fk(To(l‘), 1)0(t),0)|dl‘.

Vale ressaltar que os limites de integragdo devem ser invertidos caso s < 0. Agora, o

primeiro integrando é limitado por 2 sup |VF;|. O segundo é limitado por |(7,(¢), vu()) —
Kx[0,1]

T
(10(2), vo(t))|§ sup |VFy|, jd que quaisquer dois pontos p,q € K podem ser ligados por

Kx{0}

um caminho diferencidvel por partes em K de comprimento menor ou igual a > |p—q|. De

forma andloga, pode-se estimar que
0() = o 6)1 < o = v )1+ [ uft ) = o e
<Dy + [ 1Ge(3(e),val0). ) = Ge(%0(r), wo(e) 0) s
SthJr/OA |Gk (Th(t), 0 (), h) — Gi(Ti(2), Uu(t),0)|dt

+ [ 16k, 04(6).0) = Ge(wo(0). v (1), 0l v,
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donde observa-se que o primeiro integrando é limitado por &2 sup |VGy| e o segundo é
Kx[0,1]

T
limitado por |(7,,(2), vu(t)) — (To(t), Vo(2))| 5 sup |VGy|. Portanto, pondo Cy = 7Dy | € ao
Kx{0}
somar as inequagdes acima,

161050, 01(5)) = () (5), 0 6D <200+ e [ | (ma(e),va(e)) = (0l0). ).
(3.14)

No caso k = 0, seja u(s) = h+ |(tn(s), vu(s)) — (To(s), Vo(s))|. Assim, a inequagdo acima se

torna

S
u(s) < h+Co / w(t)de, s €1,
0

e, pela inequagdo de Gronwall', decorre que
Cols|
u(s) <he*'" sel,
ou de forma equivalente

[(T(s), 0n(5)) = ((5), v0(5)| < A(e@F —1), s € 1.

Pondo isso em (3.14), temos a seguinte estimativa, vélida para todo k
(660060 - (w0 o)l < (204 =) ser 319
0

—|A] |A
Para finalizar a demonstracdo, seja I; o intervalo {%,g] Ja que || < 1, por

(3.9), temos que (74(s), Vu(s)) € K,V(s,h) € I x [0,1]. Portanto, quando 2 — 0 tem-se

que (19, 01) 5 (210 oM

suficientemente pequeno tal que (7,(s), vu(s)) € L,V(s,h) € I} x [0,1].
Continuando por indug¢do, assuma que para algum n > 1 temos que (7;(s), Uy(s)) € L,

A

V(s,h) € I, x [0, 8,]. Seja I+ o intervalo fechado dado por I, estendido em — em ambas

) uniformemente em I;, por (3.15), para cada k. Pegue J;

dire¢des. Como |r| < 1, temos que (7,(s), Vp(s)) € K,V(s,h) € L1 % [0,8,]. Assim,
h — 0 implica que (’L'}(lk) , v}(lk)) — (Ték), vék)) uniformemente em 1,4 1, Vk. Por fim, tome 8,
suficientemente pequeno tal que (7(s), Vu(s)) € L,Y(s,h) € L1 X [0, 8pt1].

O]

1Veja Some Gronwall Type Inequalities and Applications, Corolario 3 do Teorema 1
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Corolario 3.4.1: Sob as hipéteses do Teorema 3.4, seja @, a curva correspondente a (T, Uy,)
para algum 6y. Entdo, a medida que 4 — 0, oy, converge para a circunferéncia de raio A
centrada na origem, no sentido de Ck-convergéncia uniforme em conjuntos compactos de R
para cada k.

Prova: Como o(s) = (T4(s) + iva(s))e®™), onde 6,(s) = / ) ki (t)dt + 6y e, também
kn(s) = ®(ty(s), vu(s),h), pelo Teorema 3.4, o (s) converge unOiformemente para a(s) =
iAetatit que descreve uma circunferéncia de raio A centrada na origem.
O
Alguns exemplos dessa convergéncia podem ser visto nas figuras 3.3 e 3.4.

3.3 Superficies Helicoidais Minimas

Nesta sec¢do, trataremos das superficies helicoidais minimas. Este caso particular nos
permitird simplificar as equacdes de 7’ e v’ e, com isso, mostraremos uma familia 1-pardmetro
de curvas geradoras que resultam nas tais superficies. Considere, entdo, que H = 0. Assim,

pela equagdo (3.7), obtemos
-0

K=
e o sistema de EDOs respectivo se torna
T/ _ T2 + h2
r2+h?’
o = Y
r2+h?

Afirmaremos que = C constante. De fato,

v
V124 h?

/
P VO Y N N Vi
( (V) ) + V12h2

V22 T2+
D,Crz+h2
rz’:})h2 TR - %
B 2+ h?
 Fe(P ) vty
- (T2 +12)3

=0,
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o0 que implica que v = Cv/ 7%+ h2. Com isso,

;o 72+ h?
T 12+C2(r2+h2)+h2
1
C?+1’

T

e assim 7(s) . Portanto, a curvatura € dada por

. S
241
—C+/72(s) + h?
72(s5) + C2(72(s) + h2) + h2

—C

(C2+1)\/72(s) + 12

Parametrizando &, v, 8 em funcdo de 7, obtemos

k(s) =

0(s) = /k(s)ds
—-C
By
V12 +h?
e, portanto,

0(t) = —Carcsenh (%) + 6y

que, por consequéncia, gera uma curva parametrizada pelo comprimento de arco (sem perda

de generalidade podemos considerar 6y = 0),
a(t) = (7 +iCV/ 72 + h2)eCareseh(F).
. 1 T
Reparametrizando usando u = Earcseh <Z) e A = hC chegamos em

o (u) = (hsenh(hu) +iAcosh(hu))e .
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17725\
W ‘\‘\.‘
ﬂm«( ) :

(8

N

Figura 3.3 Cada curva nesta figura € obtida por um valor diferente para 4. A curva menos

densa indica 2 = 0.5 e cada curva se diminui 0.25 de & até chegar na curva mais densa
indicando i = 0.325

Figura 3.4 Curva geradora donde 4 = 0.05

3.4 Superficies Helicoidais com Curvatura Média Cons-

tante

Nesta sec¢do, consideremos o caso onde a curvatura média H # 0 de uma superficie
helicoidal é constante. Nosso objetivo serd mostrar que, dadas algumas poucas condi¢des,
sempre existird uma curva geradora cuja a superficie helicoidal resultante é uma solugdo do
FCM que evolui rotacionando. Pela equacdo da curvatura média da superficie apresentada

anteriormente, temos que a curvatura da curva geradora é dada por

 2H(7(s) +h?)2 v(s)
A e P e B N R I) (10
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. . -1 . . .
Se necessario for, podemos assumir que H = —— dilatando ou contraindo a superficie como
um todo. Assim, o sistema (3.3) resulta em

, (PR (h+oV T2+ h?)
B h(r? 4 h?) ’
, htv—7(12+h?)3
N h(r? +h?)

(3.17)

Esse sistema possui um tnico ponto fixo (7,v) = (0,—1) que corresponde a & sendo
uma circunferéncia no sentido anti-hordrio. De fato, considere 7'(s) =0 e v'(s) = 0. Assim,

o sistema (3.17) resulta em

{0:h+vv#+w,

0=t(hv — (T2 + H*)2).
Como h > 0, entdo v < 0 pela 1* equacdo e, portanto, hv < 0, o que implica em
hv — (72 +h%)? < 0.

Assim, concluimos que 7 = 0 pela 2* equagado e, com isso, obtemos v = —1, pela 1* equacao,
como queriamos.
Faremos uma mudanca de varidveis para achar outras trajetorias. Considere a seguinte
involucao:
Vr2+h? h
) — X2, X
\/ x% +h? \/ x% +h?

onde 2 = x% +x%. Seja x,y fungdes dadas por (x,y) = ®,(v, ), isto é,

VAR
h
Nkt

@, : R? - R?; (x1,x2

1
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Temos que @, preserva a norma, pois x*4+y> =12+ 0% = /2. Assim, utilizando o sistema

(3.17), podemos calcular que as solucdes x,y satisfazem

/

h
= (y+1),
S50

, —hx

=

) ) . : du h )
Agora, ao introduzir uma nova variavel satisfazendo — = ———, obtemos um sistema
ds y2 _|_h2
mais simples, isto &,
dx (y+1)
du Y ’
dy
du 7

que possui as solugdes (x,y) = (cicos(u) + copsen(u), —cysen(u) + cpcos(u) — 1), onde ¢y, ¢z
sdo constantes relacionadas as condic¢des iniciais das EDOs, que consistem em circun-
feréncias concéntricas de centro (0,—1) que, por sua vez, pode ser parametrizada por
(x,y) = (Rcos(u), —Rsen(u) — 1), onde R = \/c} +¢3.

As solugdes originais (v, ) sdo também periddicas. Como P, preserva norma, cada
solugdo esta contida na coroa circular centrada na origem de raios |[R — 1| e R+ 1 (interior
e exterior, respectivamente) e tangencia cada borda uma vez por periodo. A curva o
correspondente, portanto, estd condida na mesma coroa circular e consiste em Orbitas lunares
idénticas entre as bordas da coroa ao redor da origem. Além disso, & passa pela origem se, e

somente se, R = 1.

% A

Figura 3.5 Curva solug@o (v, 7) do sistema (3.17) onde R=3 e h = 1.
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Vamos analisar uma tnica 6rbita lunar, correspondente a curva (7,v) completando uma
volta, isto é, @ comeca na borda exterior, toca na borda interior e volta para a exterior.
Denote por AO a diferenca dos angulos da tangente antes e apds uma orbita. Temos duas
possibilidades, a saber,

* AB ¢é da forma 27r£ onde p,q sdo inteiros coprimos positivos. Isso implica que

o : S' — R? é uma curva imersa fechada que se fecha ap6s g Orbitas. Além disso, p é

o nimero de rotacdes de .

e A0 nao € dessa forma. Assim, & nao se fecha e tem infinitas orbitas lunares e o

também € densa na coroa.

Lembrando que 6 é o angulo do vetor tangente 7 = efe, portanto, dO = kds. Temos que

A6 € dado pela integral de kds no decorrer de um periodo, isto &,

+h2)% )
26 = [ kds —/( T )

Y +h2du P
VT2 +h?

usando as fungdes (x,y) = Py(v,7) e ds = du, obtemos

T 2 2
/kds=/ (T“Lh _ v )du
~a \hWWr2+h2 P2+ RV 12+ h?
L5 )

VAR PR
/ hy/1+ R2 + 2Rsen(u) + h? 1 + Rsen(u) d
_ u.
(14 Rsen(u))? + h? hy/1+ R2+2Rsen(u)? + h?

Por conveniéncia, iremos trabalhar com A¢ onde ¢ € o angulo de ¢, isto é, ox = re'® —
(T4 iv)e’®. Com isso chegamos na seguinte relagio entre A¢ e A8, notando que (7, V) gira
no sentido horario quando R > 1, passa pela origem quando R = 1 e ndo ocorre nenhum dos
dois quando 0 < R < 1:

AO se 0<R<I,
Ap=< AO—1 se R=1, (3.18)
AO -2 se R>1.

-0 . ~ PV £
Como d¢ = —-, A¢ ¢ dado pela integra¢do em uma Orbita, isto €,
r
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) T v V24 h?
() 2 s 72 —T2+h2 u
V4 bR /r2+h2
- _/ —zd”
-7 hr
T \/1+R%+2Rsen(u) + h?

B /_n(l—l—Rsen(u)) h(1+ R? +2Rsen(u))

Com essa integral, podemos caracterizar a curva & de uma forma mais explicita, e para

(3.19)

du.

nos auxiliar, usaremos o seguinte lema:

d(A9)

OR <0.

Lema 3.5: Para cada h € R, A¢ dada por (3.19) é decrescente em R, isto é,

h2
Prova: Primeiramente, note que o integrando de (3.19) é limitado por

, portanto,
podemos afirmar que, para cada i € R,

du

T 5 5
lim A¢ :/ I%im (14 Rsen(u))\/1+ R2+2Rsen(u) + h
—_gR—oo

h(1+ R? +2Rsen(u))
T sen(u)
= d
/n n
=0

R—oo

o que implica que lim =—A¢ = 0.

R—o OR

: . d :
Assim, como precisamos mostrar que ﬁmp < 0, pela afirmacao acima basta mostrar

d o
que %ﬁmp > 0. Lembrando que r*> = 1 + R* 4+ 2Rsen(u), temos que
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9 9 )9
ahar™ = Jran™?

B (1+Rsen(u)) @ [ Vr?+h?
= ﬁ/ < ) du

r? oh h
_i/” (1+Rsen(u))  —r? J
~ OR r? 2A/72 £ h2 “

B —1 — Rsen(u)

/ aha\/l—i—Rz%—ZRsen( )+ h?

/ —sen(u)(1+R? +2Rsen(u) +h?) + R + sen(u) + Rsen(u)? + Rsen(u)
- h2(1+R2—|—2Rsen(u)—|—h2)%

/ Rcos(u)? — h%sen(u)
a2 1+R2+2Rsen( )+ h2)>3

:/ Rcos(u)? : du+/n —sen(u) du >0,
© h2(1+ R% + 2Rsen(u) + h?)2 —7 (1+R%+2Rsen(u) +h2)

du

u

pois a primeira integral € claramente positiva, e a segunda é positiva ja que o denominador é
menor quando sen(u) < 0.
O
Esse lema nos permite afirmar que, para cada A, existe uma bijecdo suave entre R e A¢ e
por consequéncia, entre R e AB. Assim, considerando (3.18), obtemos

2nvVh? +1
« R =0 implica que A@ = %
2vVh?+4 2
* R=11implica que AG = + E( ) + 7,
h Vh? 44

e lim AG =2,
R—oo

onde E € a integral eliptica definida por
= /2 1 — k2sen?(t)dt,
0

que determina — do perimetro de uma elipse com excentricidade k € um semieixo maior de

valor 1.
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2Vh2+4 2 1
Seja y, = + E ( - ) + 5 Assim podemos afirmar que

2nvVh?+1

2w < A6
T < < h

€, com isso, 0 seguinte teorema:
) . ) ) p h? 41 - )
Teorema 3.6: Sejam p e g inteiros coprimos tais que 1 < = < 0 Entao, existe uma

unica curva imersa & (a menos de rotacao) fechada com nimero de rotacdo p e g-simetria

radial, tal que o gera uma superficie helicoidal de pico h e curvatura média constante
H= - Além disso,

(i) Se d > Y, & tem indice p ao redor da origem;
q

(ii) Se P_ Y, O passa pela origem;
q

(iii) Se P Y, O tem indice p — g ao redor da origem.
q

Prova do Teorema 3.6: Dados p,q tal como enunciados, basta escolher R > 0 tal que
AB(R) = 27r£, assim teremos o uma curva fechada com nimero de rotagio p e g-simetria
radial. Ela também serd tnica a menos de rotagdo.

A
Agora, o indice w de o € dado por % Portanto, se P > ¥, temos R < 1 e, com isso,
q

q(2m2) . q2ml —27)
w= q- — p. Por outro lado, se P < ¥, temos R > 1 e, com isso, w = SR —
2n q 2r

p — q. Finalmente, se P_ Y, temos R = 1 e, assim, & passa pela origem.
q

Pelas contas mostradas nesta se¢do, € claro que a superficie X (s,¢) = eos ,ht) possui
¢ q P |y

curvatura média constante H = -
O
A seguir, temos algumas imagens de curvas geradoras com o0s respectivos valores de 4 e
R.
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Figura3.6 h=1.1e R=2.52. (p=7,4=06)

Figura3.7h=05eR=3. (p=4,q=3)
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Figura3.9h=2eR=3.47. (p=7,9=35)
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