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Resumo

Neste trabalho, nos baseamos no artigo de Umezu [22] e estudamos existéncia e unicidade
de solugdes para a seguinte equacao logistica estaciondria

—Au=A(g(x) —cu)u emQ,

3—:’ = Ah(x)u sobre 0Q, )
onde Q é um dominio limitado do RY , N > 2, com fronteira dQ regular, A um parametro real,
geC®(Q)eheC'®(9Q),0< 0 < 1, ambas podem mudar de sinal, ¢ é uma constante néo
negativa e 1 = 1(x) denota o vetor normal unitério exterior em x € dQ. Salientamos que
a equacgdo (1) provém de um modelo de dinAmica de populagdes, e portanto, nos interessa
encontrar as solugdes positivas para A > 0.

Com o auxilio de métodos variacionais (Multiplicadores de Lagrange e Minimizagdo),
estudamos o problema de autovalor, isto €, o problema (1) com ¢ = 0. Em seguida, via
método de sub e supersolucdo estabelecemos a existéncia, ndo existéncia e unicidade das
solucdes positivas do problema (1) com ¢ > 0. Por fim, obtemos estimativas a priori e

analisamos o comportamento assintético das solu¢es com respeito ao parimetro A.






Abstract

In this work, we follow the paper of Umezu [22] and we study existence and uniqueness of
solutions for the following stationary logistic equation

—Au=A(g(x) —cu)u inQ,

2
ou = Ah(x)u on dQ, )

where Q is a bounded domain of RV , N > 2, with smoth boundary dQ, A is a real parameter,
geC?Q)eheC'™®(9Q), 0 < 6 < 1, both functions can change sign, c is a non-negative
constant and 11 = 1(x) denotes the unit exterior normal at x € dQ. We emphasize that the
equation (2) arising from a population dynamics model and, therefore, we are interested in
searching positive solutions for A > 0.

Using tools from variational method (Lagrange Multipliers and Minimization), we study
the eigenvalue problem, that is, the problem (2) with ¢ = 0. Then, applying the sub and
supersolution methods we establish the existence, non-existence and uniqueness of the
positive solutions for (2) with ¢ > 0. Finally, we prove a priori bounds and study the
asymptotic behavior of the solutions with respect to A.
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Notacoes

C(X,Y)
c(Q)
C(Q)
Ck+9 (5)
WhP(Q)
Lj,o(Q)

Espaco euclidiano N-dimensional.

Bola aberta de centro x e raio r.

Dominio limitado do RY com fronteira regular.
Fecho do conjunto Q C RY.

Fronteira do conjunto Q R,

Vetor normal unitdrio exterior em x € dQ.
Imersao continua.

Imersao compacta.

Convergéncia fraca.

Nicleo de um operador.

Imagem de um operador.

Espaco das fungdes continuas de X em Y.

Espaco das fungdes de classe C*em Q.

Espaco das fungoes de classe C* de suporte compacto.

Espaco de Holder.
Espaco de Sobolev.

Espaco das fungdes localmente integraveis em Q.



Xiv Notagoes
du/dx; ou dyu | Derivada parcial de u com respeito a i-ésima coordenada.
Vu (Q1u,-- -, dpu) para u € WH(Q).
ut(x) Para u: Q — Ryu € WP(Q) é definido como 1;162?2({u(x),0}.
u (x) Parau: Q — Ryu € WP(Q) é definido como r;leag)z({—u(x),O}.
(u)o Média de u, definido como (1/]€2|) /Qu dx.
Xus Funcio caracteristica no conjunto Ug.
|| Norma da soma em R .
|- ”Ck+9(§) Norma usual do espago C*+9(Q) para algumk e Ne 0 < 6 < 1.
I [lzr (@) Norma usual do espago LP(Q), 1 < p < oo
| lwer ) Norma usual do espago de Sobolev W7 (Q).
(,)E Produto interno usual de um espago de Hilbert E.
do Elemento de drea na integral de superficie.
divu Divergente da funcio u.
D Soma direta.
D+ Ortogonal de um subespaco vetorial D.
2% Expoente critico de Soboley, isto é, 2" = 2N /N — 2.
supp u Suporte da fungao u.
E’' Espaco dual do espaco E.
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Introducao

A Ecologia € um ramo da biologia que estuda a interacdo entre os seres vivos de um de-
terminado ambiente. Dindmica de populagdes € a parte da ecologia que estuda a variagao
na quantidade dos individuos da mesma espécie, e que habitam o mesmo ambiente. Para
este trabalho, € relevante que saibamos ao que se refere um efeito de dispersao. Conforme
mencionado no trabalho de Cosner [11], este € um mecanismo que permite que os individuos
encontrem recursos para sua sobrevivéncia, ou seja, ele influencia na persisténcia da popula-
¢do, inclusive em relagdes como predacio e competicdo. Além disso, possibilita a intera¢ao
com a propria espécie € com outras, pois cria meios de que a populacao possa se distribuir
pelo ambiente.

Existem abordagens diferentes na Ecologia para o estudo do efeito de dispersdo, assim
como para estudar a dindmica da espécie. Neste trabalho tratamos de um modelo de reacdo-
difusdo, que fornece uma maneira de interpretar suposi¢des locais referentes aos dados sobre
0 movimento, a mortalidade e a reproducao dos individuos e assim obter conclusdes globais
sobre a sobrevivéncia ou extingdo de populacoes.

O objetivo principal € estudar uma equagao que modela um problema em dindmica de
populacdes. Mais precisamente, estudar a existéncia de solu¢ao ndo-negativa e nao trivial

para a seguinte equacao logistica com coeficientes indefinidos

—Au=2A(g(x) —cu)u emQ,

d 3
2 Ah(x)u sobre dQ. )
an

Sendo Q um dominio limitado de RV , N > 2, com fronteira dQ regular, A um parametro real,
geC?(Q)eheC'™®(9Q),0< 6 < 1, ambas podendo mudar de sinal, ¢  uma constante

ndo negativa e 11 = 1(x) denota o vetor normal unitério exterior em x € dQ.
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O Problema (3) denota o estado estaciondrio da densidade populacional de uma espécie,

governada pelo problema parabdlico abaixo.

%:V-(I/A)Vu—i—(g(x)—cu)u em (0,00) x Q,
u(0,x) = up(x) em Q, )
(1/A)Vu-n = h(x)u sobre (0,00) x dQ.

Observe que o estudo do modelo estaciondrio (3) nos permite responder a questdes de
Ecologia, como sobre a sobrevivéncia da espécie. Por exemplo, se mostramos existéncia
de solugdo positiva para (3), em certos casos, isso significard que a espécie governada pelo
modelo (4) ird sobreviver a longo prazo. Similarmente, se ndao hé solugao positiva para (3),
entdo a espécie modelada por (4) tendera a extincao.

Primeiramente, € interessante entender o significado de cada termo desta equacao do
ponto de vista de dindmica de populagdes. Assim, vamos analisar o que representa cada
termo presente no Problema (3). Neste contexto,  representa o habitat de uma espécie cuja
densidade populacional em cada ponto x € Q e em cada instante ¢ > 0 é dada por u(t,x). —Au
modela o movimento espacial da espécie no habitat, pois segundo a 1* Lei de Fick a espécie
se difunde em direcdo a regido de menor concentraciao. Relacionado ao movimento espacial,
temos que 1/A denota a velocidade que a espécie se move no habitat. Também temos que
a fungao g € referente a taxa de decaimento ou crescimento populacional. A constante ¢
representa o efeito de aglomeracdo, por isso, esta ndo pode ser considerada negativa. De
modo mais especifico, ¢ representa a capacidade de carga, e serve para descrever a limitagdo
espacial, ou seja, mostrar a capacidade limite da regido dentro desse habitat. Por exemplo,
quanto mais préximo de 0 € o valor de ¢, mais individuos essa regido suporta, mas quanto
maior o valor de ¢, menos individuos podem viver nesta regido. Com respeito aos termos que
aparecem sobre dQ, temos que du/d 1 modela o fluxo populacional através da fronteira e a
funcdo # mede a taxa desse fluxo.

Chamamos atencdo para o fato de que as fungdes g e h poderem mudar de sinal no
Problema (3) representa um fato relevante, visto que, funcdes mudando de sinal possuem
significado biologico. Um dos trabalhos pioneiros na introdu¢do de fungdes com sinal
indefinido em modelos biolégicos foi o artigo de W. H. Fleming (ver [13]), onde o autor
associou problemas nao lineares ao estudo de genética de populagdes.

No caso de (3), quando g(x) > 0 para x € Q, temos zonas favordveis para a espécie, onde
a taxa de natalidade € positiva. Caso, g(x) < 0 para x € Q, entdo temos a situagdo contraria.
Em contra partida, se h(x) > 0 para x € dQ temos que estd ocorrendo um fluxo de entrada

no habitat, enquanto em /(x) < 0 para x € dQ ocorre a saida do habitat (maiores detalhes
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ver [9, Section 1.5.4]). Enfatizamos que as fun¢des g e 4 poderem mudar de sinal também ¢
interessante do ponto de vista matemadtico, pois acarreta em dificuldade técnicas na andlise
de solugdes positivas, conforme serd visto, por exemplo, no Capitulo 2.

Vejamos alguns trabalhos que estdo relacionados ao artigo de Umezu (ver [22]), ao qual
se fundamenta essa dissertagao.

Com respeito ao problema de autovalor, mencionamos os seguintes trabalhos. O artigo
de Brown e Lin (ver [8]) e o artigo de Afrouzi e Brown (ver [2]), em que nos dois trabalhos
fora estudado um problema de autovalor com peso indefinido sobre €. No primeiro trabalho
tinha-se um problema de Neumann, e no segundo havia uma condi¢ao de contorno de Robin.
Com respeito ao problema logistico, no artigo de Cantrell, R. S. e Cosner, C. (ver [10])
analisam o problema (3) com a condi¢do de contorno de Dirichlet, entre outros resultados, os

autores provam existéncia e unicidade de solu¢do, desde que

<

> =
>
=4
—~~
X,

onde ;" (g) denota o autovalor principal positivo de

—Au=2Ag(x)u emQ,
u=>~0 sobre dQ.

Agora, iremos descrever como estd organizado este trabalho. No Capitulo 1, o objetivo
¢ estabelecer a existéncia de autovalor principal para o Problema (3) com ¢ = 0, ou seja,
estudamos o seguinte problema de autovalor com pesos indefinidos

—Au=Ag(x)u emQ,
du )

an = Ah(x)u sobre Q.

Para isso, se fez necessario estudarmos primeiro o problema de autovalor auxiliar para

p=pnk),
—Au=Ag(x)u+u(A)u em Q,

du
an Ah(x)u sobre dQ,

(6)

com A € R dado.

O primeiro resultado demonstrado neste capitulo estabelece a existéncia e unicidade de
autovalor principal do Problema (6). A prova baseou-se no método desenvolvido por Hess e
Kato (ver [15]).
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Teorema 0.1. Assuma que g £ 0 em Q, ou h % 0 sobre dQ. Entdo para todo A € R, existe um
tinico autovalor principal de (6), que serd denotado por [y (A). Além disso, este autovalor

satisfaz

,ul(/'L):inf{/ |Vu|2dx—/”t/gu2dx—l/ husz;uer’z(Q),/uzdle}.
Q Q Q. Q

E ainda, Wy (L) admite uma autofungdo ¢\ (1) de classe C*(Q) tal que ¢y (1) >0 em Q.

Em seguida, estudamos algumas propriedades da aplicacdo A € R — u;(A4). Precisa-

mente, obtemos o seguinte.

Teorema 0.2. Sob as hipoteses do Teorema 0.1 considere a aplicacdo ly : R — R que a
cada A € R, associa Wy (A) o unico autovalor principal de (6). Entdo esta aplicagdo possui

as seguintes propriedades:

(i) Wy € concava e verifica (L) — —oo se A — oo;
(ii) Wy possui um mdximo (global) em A > 0 se / gdx+ h do <0. Além disso, o

maxzmoeposztzvose/gdx—l—/ th<Oeezerose/gdx+/ hdo = 0.

Apoés obtermos estes dois resultados a respeito do Problema (6), passamos a estudar
o caso Uj(A) = 0 para estendermos estes resultados para o problema de autovalor com
pesos indefinidos, pois conforme veremos, o tnico autovalor principal positivo de (5) serd
na verdade o zero da aplicagdo ;. Assim, passamos a usar os resultados encontrados
para obtermos a existéncia, unicidade e comportamento do autovalor principal positivo do

Problema (5). Fazemos isso, no seguinte resultado.

Teorema 0.3. Assuma que g % 0 em Q ou h % 0 sobre dQ, entdo o Problema (5) possui

um tinico autovalor principal positivo (denotado por Ai(g,h)) se, somente se, / g dx+
Q

/ h do < 0. Além disso, nesse caso o tinico autovalor principal positivo tem a seguinte

caracterizagdo

| 1vulax
Ai(g

=inf
/gu dx+/ h* do

Como j4 temos a existéncia, unicidade e caracterizag¢do variacional do tinico autovalor

uEWl’Z(Q),/guzdx—i—/ h* do > 0
Q aQ

principal positivo do Problema (5), também nos interessa obter uma cota inferior para este

autovalor em termos da quantidade ’ / gdx+ /a hdo|.
Q Q
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Teorema 0.4. Assuma que g % 0 em Q ou h % 0 sobre dQ. Entdo, existe uma constante
C >0, tal que

-1

8122 0+ 11122

/gdx+/ hdc‘
Q oQ

M(g.h) = C [ llg" e + 17 llc@e) +

:&(gvh)

Assim, finalizamos o capitulo e o estudo do Problema (5).
O Capitulo 2 tem como objetivo principal, enunciar e demonstrar o método de sub e
supersolucdo para o problema ndo linear

{ —Au= f(x,u) em Q, )

Bu=0 sobre dQ,

em que
(")
B=RB()+ -2
PO+ 50
com B € C'79(9Q). Método este, que serd usado para provar a existéncia de solugdo para o
Problema logistico (3) no capitulo seguinte. Precisamente, o Capitulo 2 tem como objetivo

provar o resultado a seguir.

Teorema 0.5. Suponha f(x,s) uma fun¢do Holder continua na varidvel x € Q, e de classe C'
na varidvel s € R. Se o problema (7) admite um par (u,u) de sub e supersolucdes ordenadas,
entdo existe uma solucdo u € C*(Q)NCY(Q) de (7) que verifica

u<u<u.

Por fim, no Capitulo 3 provamos o resultado principal da dissertagdo. Onde estudamos
a existéncia de solugdes positivas para o Problema (3). Aqui se entende que A,(g,n) =0,
para / gdx+ ; h do > 0 e assim, provamos o teorema da condi¢do de existéncia e nao
Q Q
existéncia de solugdo.
Teorema 0.6. Assuma que g £ 0 em Q ou h % 0 sobre Q. Entdo o conjunto de solugées

positivas do Problema (3) com ¢ > 0 verifica as seguintes afirmagoes:

(i) existe uma unica solugdo positiva uy de (3) para todo A > A1(g,h);
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(ii) uy satisfaz a seguinte estimativa

lualley <t (250 ) 10017 YA > (e

(iii) a solugdo uy, satisfaz o comportamento assintotico,

max{/gdx+/ th,O}
. Q aQ
lim uy =

Al (g.h) c|Q|

em CH(Q);

(iv) caso Ai(g,h) > 0 ndo existe solugdo positiva para 0 < L < A;(g,h).

Por fim, recapitulamos que o estudo da equagdo logistica fora dividida nos casos ¢ =0
e ¢ > 0. No estudo do problema quando ¢ = 0, notamos que este estava em condicdes de
utilizar métodos variacionais. Assim, conseguimos associar um funcional ao problema, e
através do método de minimizagdo obtivemos um ponto critico que € a solucdo exata deste.
Dessa forma, estudamos o problema de autovalor auxiliar, para o qual utilizamos a técnica
classica presente em [15], e que consiste em aplicar Multiplicadores de Lagrange.

Por outro lado, para o caso ¢ > 0, embora o problema possuisse estrutura variacional,
utilizaremos o método de sub e supersolucdo, haja visto que, essa técnica fornecera limita¢des
importantissimas sobre as solucdes encontradas, como por exemplo, estimativas que foram
usadas para o estudo do comportamento assintético das solugdes.

Ap6s analisarmos os resultados obtidos neste trabalho do ponto de vista matematico,
também compreendemos seu significado diante da interpretacdo que ha em dinamica de
populacdes. Biologicamente, temos que a sobrevivéncia da espécie serd afetada pela exis-
téncia de zonas onde hé crescimento populacional (g > 0), das regides onde hd entrada de
individuos (h > 0).

Precisamente, temos que se a presenca desses fatores favordveis forem de tal modo que
/ gdx+ / h do > 0, teremos que a espécie sobrevive independente da velocidade.

° Caso co%%rério, quando hd poucas zonas favoraveis ou quando as zonas com alta taxa de
mortalidade de individuos (g < 0) e/ou um fluxo muito grande de saida do habitat (h < 0), de
tal modo que / gdx+ / h do < 0. Teremos que a sobrevivéncia da espécie dependerd da
velocidade. aQ

Em sintese, os resultados de existéncia fornecidos pelo Teorema 0.6 podem ser interpre-

tados do ponto de vista do modelo do seguinte modo:

e Caso ocorra

/gm+/1m6<m
Q oQ
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teremos que a velocidade influéncia na sobrevivéncia da espécie. Isto pois, se a
velocidade for grande de modo que,

<

Y

=) —

A1 (g7 h)
entdo a espécie nao sobrevive (Teorema 0.6 itens (i) e (iv)).

e Por outro lado, caso

/gdx-l—/ hdo >0,
Q oQ

a espécie ird persistir, independente da velocidade 1/A (Teorema 0.6 (iii)).






Capitulo 1

Problema de autovalor com pesos
indefinidos

Neste capitulo, nosso objetivo € estabelecer a existéncia de autovalor principal do seguinte

problema
—Au=Ag(x)u emQ,
du (1.1)

an = Ah(x)u sobre dQ,

sendo ©Q um dominio limitado do R , N > 2, com fronteira dQ regular, A um pardmetro real,
geC?(Q)eheC'™(9Q),0< 6 < 1, ambas podem mudar de sinal, e = 1(x) denota o
vetor normal unitédrio exterior em x € dQ. Para isso, se faz necessario estudarmos primeiro o

seguinte problema de autovalor auxiliar para 4 = p(A4),

—Au=Ag(x)u+pu(A)u em Q,

ou = Ah(x)u sobre dQ, (12)

an
para cada A € R. Assim, o capitulo inicia no estudo do problema de autovalor auxiliar (1.2),
em seguida, estudamos o caso t(A) = 0 para estendermos os resultados para o problema (1.1).
Para tanto, dividimos o capitulo do seguinte modo. Na Secdo 1.1 temos as preliminares,
dividida em duas subse¢des, sendo a Subsecdo 1.1.1 destinada a motivar a defini¢do de
solucdo fraca para o problema (1.2), e na Subsecdo 1.1.2 veremos duas decomposi¢des
que serdo muito importantes na prova de um dos teoremas principais do capitulo. Na
Secdo 1.2 enunciamos e provamos o método dos Multiplicadores de Lagrange, método que
sera utilizado na Secdo 1.3 para estabelecer existéncia e unicidade do autovalor principal
do problema (1.2), além de obter sua caracterizacdo variacional. Na Se¢do 1.3 também
estabelecemos diversas propriedades da aplicagdo que a cada A € R associa y;(4) o dnico
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autovalor principal de (1.2). A Secdo 1.4, é dedicada a obter a unicidade do autovalor
principal positivo do problema (1.1) que, como veremos, serdo os zeros de ;. Além disso,

também obtemos uma estimativa e a caracterizacdo variacional para este autovalor principal.

1.1 Nocoes preliminares

Esta secdo se dividird em duas partes. Na Subsecdo 1.1.1 iremos fazer a motivacdo da
defini¢do de solugdo fraca do problema (1.2). Na Subsecdo 1.1.2 faremos o estudo de duas
decomposi¢des que serdo cruciais em um dos principais resultados deste capitulo, e que serd

visto na Secao 1.4.

1.1.1 Solucoes fracas

Primeiramente, vamos motivar a nocdo de solu¢do fraca para um problema eliptico. Para

isso, considere inicialmente o seguinte problema

—Au = f(x,u) emQ,
d 1.3
au_ Ah(x)u  sobre dQ, (13)
an
em que Q € um dominio limitado do RN , N > 2, com fronteira dQ regular, A é um pardmetro
reale h € C'7%(9Q), 0 < 6 < 1, sendo h uma funcio que pode mudar de sinal, e 1 = 1 (x)
denota o vetor normal unitdrio exterior em x € dQ.
Exemplo 1. Vamos supor que f(x,s) é uma fungio Holder continua em x € Q e de classe
C! na varidvel s € R. Observe que sendo u € C*(Q) NC'(Q) solugdo classica de (1.3), entdo

multiplicando a primeira equagdo de (1.3) por ¢ € C*(Q) e integrando sobre , encontramos

—/QAu(pdx:/Qf(x,u)(p dx.

Com isso, usando o Teorema da Divergéncia (Teorema A.4), temos

/Qf(x,u)q)dx:/QVu-Vq) dx—/mg—:;q) do
:/Qw.v(p dx—/l/(mh(x)uq) do. (1.4)

Observe que a equacdo (1.4) pode ser estendida a todo elemento de wi? (Q).
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De fato, seja v € W!?(Q), como C™(Q) é denso em W2 (Q), entiio existe uma sequéncia
(Vi) C C™(Q) tal que

vm—v em WH(Q).

Como as fungdes v,, sdo regulares, temos
/ fx,u)vy, dx = / Vu-Vv,, dx— l/ h(x)uv,, do. (1.5)
Q Q aQ

A convergéncia de v,, em W!?(Q) implica que,
(i) v — vem L*(Q);
(i) Vv — Vvem L*(Q);
(iii) vi(x) = v(x) e Vyy(x) = Vv(x) q.t.p em Q;
(i) [vim(x)],|VVi| < k(x) q.t.p em Q, para alguma k € L*(Q).

Desse modo, observe

n%lgio Vu(x) - Vv (x) = Vu(x) - Vv(x), g.t.pem Q,
|Vu(x) - Vv (x)| < |Vu(x)|k(x)|, g.r.pem Q.

Uma vez que |Vu|,k € L*(Q) temos |Vu(x)||k(x)| € L' (€). Entdo podemos usar o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.2), e assim, obtemos

lim [ Vu-Vy, dx= limVu-vadx:/Vu-Vvdx.
Q

Observe que f(x,u) € L*(Q), pois sendo u € C'(Q) garantimos a existéncia de M > 0

de modo que, —M < u(x) < M. Logo, (x,u(x)) € Q x [~M,M], entdo | f(x,u(x))| < +oo.

Consequentemente, / |f(x,u)|*> dx < oo. Dai, provém da Desigualdade de Hélder e da
Q

imersdo continua de W12(Q) em L*(Q) que

‘/Qf(x,u)vm—f(x,u)v dx' < /Q|f(X,M)Vm—f(x,u)v] dx

<[ f G u)ll2@)llvm —vii2@)

< |If )2 Killvm = vilwrz) = 0,
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quando m — +oco. Analogamente, temos

‘?L/ uv,n—;t/ X)uy dG' < M|/ X)||u||lvm —v| do
aQ

< AR 200l 2(0) vm = V2 (o)
< ARG 200 lull 2@y K2 [V = Vw2 (@) — O,

quando m — +oo. Passando a igualdade (1.5) ao limite, concluimos que a mesma vale para

toda funcdo em W]’z(Q). Isso nos motiva a seguinte defini¢ao.

Definiciio 1.1. Dizemos que u € W'2(Q) ¢ solucao fraca de (1.3) quando

/Vu Vo dr— /1/ X)ug do = /fxu(])dx Vo ew'2(Q).  (16)

Observe que a Defini¢do 1.1 se aplica para o nosso Problema de autovalor auxiliar (1.2).
Como neste capitulo vamos iniciar estudando a existéncia de autovalor principal para o

Problema (1.2), entdo precisaremos das seguintes definicdes.

Definicdo 1.2. Fixado A € R, um niimero | € R serd dito autovalor de (1.2) se esta equagdo

admite solu¢do fraca ndo trivial.

Definicao 1.3. Fixado A € R, um autovalor u € R de (1.2), serd chamado de autovalor

principal se possui uma autofuncdo que ndo muda de sinal.

Vamos também definir supersolu¢do de um operador, pois serd um conceito utilizado

diversas vezes neste trabalho.

Definiciio 1.4. Dizemos que i € C*(Q) NC(Q) é uma supersolucio de (—A+K,B,Q) se

(—A+Ku>0 emQ, (17)
Bu>0 sobre 0. ’
Em que
_ (")

com B € C'*0(9Q). Além disso, se alguma das desigualdades é estrita, dizemos que i é
supersolugdo estrita de (—A+K,B,Q).
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1.1.2 Decomposicoes

Esta subsecao € dedicada a estudar dois operadores especificos e as decomposi¢des que
eles produzem, pois estas serdo usadas posteriormente para obter estimativas do autovalor
principal positivo do problema (1.1).

Iniciamos considerando os conjuntos,

X=Ww>2Q), W= {u € WZ’Z(Q),/ udx= O} e Z={uc W>*(Q),u constante}.
Q
Assumindo que / gdx+ / h do # 0, iremos estudar os operadores
Q 2Q
Q:L*(Q)— {VGLZ(Q):/vdx:O}
Q

vi— Q(v)=v— /Qde ( lm/ th)
Q

P:X—>W

1
u— Pu)=u—— [ udx.
2l Ja

Os primeiros resultados que veremos sdo referentes ao estudo das propriedades do operador
P.

Proposicao 1.1. O operador P satisfaz as seguintes propriedades:
(i) P é linear;
(ii) P é continuo;
(iii) P é autoadjunto;
(iv) P é fechado;
(v) R[P]=W,

(vi) N[P] =Z.
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Demonstracdo. O item (1) segue diretamente da linearidade da integral. Para provar o item

(i1), observe que temos

1
u__

ale
<l + 1 | /
a

<l + 1y | e ap
a

[Pullx =

= |lullx +klullL1 (), (1.8)

sendo k = |Q|~'/2, e usando a imersdo de W>?(Q) < L' (Q), temos que existe ¢ > 0 de

modo que, a desigualdade (1.8) se torna
[[Pullx < [Jullx + kellul[x = (1 +kc)||ullx-

Portanto, P € continuo.

Provaremos agora o item (iii). Com efeito,

1 1
Pu,v)yo. = u——/udx,v) = (u,v)y2, —(—/udx,v) .
( )WZZ(Q) < |,Q.| o Wa20) ( )WZZ(Q) |.Q.| o W22(Q)

1
Denotando por w = — / u dx, temos
Q[ Jo

(PM,V)Wz,z(Q) = (u,v)W2,2(Q) - (W, V)Wz,Z(Q)

2w 9%y
= (u,v)w22() — (/Q vy dx—i—/ Vv dx+/ &xlax] dx;0x; dx)

- - dx
(u,v)w22(0) /Qwv

1
= (u,v)y22(q) — o u dx/ v dx.
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1
Por outro lado, denotando por w = @ / v dx, temos
Q

(u, Pv)ya2iq) = (u,v—w’)wz.z(g) = (u,v)w22(q) — (u,W/>W2,2(Q)

2u 82 /
= (u,v)wz,z(g) - (/Quw dx+/ Vuvw' dx+/ 8x,8xJ 8x,8xj dx)

= (u,v)y22(0) — / uw’ dx

= (u,v)y22(0) — |Q’/vdx/udx

logo, (Pu,v)y22(q) = (u, Pv)y22(q), mostrando que, P € autoadjunto.
Para provarmos o item (iv), basta usarmos que w22 (Q) é Hilbert e P é autoadjunto
densamente definido, assim, aplicamos a Proposicao A.3 e garantimos que P ¢ fechado.
Iremos provar o item (v). Afirmamos que R[P] = W. De fato, dado P(u) € R[P], temos

/QP(u)dx:/Q(u /|;2|udx> dx:/udx—/ﬁdx/udx
:/udx—@]m/udx /udx /udx 0,

portanto P(u) € W. Por outro lado, se w € W entdo / w =0 e assim,
Q

1
Pw)=w—— dx =
(w)=w Q] / w w,

entdo w € R[P]. Concluimos que R[P] = W.
Para finalizar, provaremos o item (vi), ou seja, que N[P] = Z. A principio, considere
u € N[P], entdo

P(u)=0

1
Uu—— [ udx=0
Q| Jo

— dx =
|Q|/Qu u

logo, u = c.t.e, o que implica que u € Z. Considere agora u € Z, assim

P —u— /dx—u—u—O
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entdo, u € N[P]. Portanto, N[P] = Z. Com isso, concluimos a prova da proposigao. O
Vamos ao ultimo resultado referente ao operador P.
Proposicao 1.2. O operador P produz uma decomposicdo unica, definida como X =W & Z.

Demonstracdo. A prova consiste em mostrar que W = Z. Para tanto, observamos primeiro
que devido P ser um operador linear, fechado, limitado e densamente definido, entao P
satisfaz as condicdes do Teorema A.15 e Coroldrio A.1. Com isso, provando que W €
um conjunto fechado, teremos que as demais afirmagdes do Teorema A.15 serdo validas.
Provaremos que W é fechado. Com efeito, seja u € W>?(Q) e u,, C W tal que

Uy — wem W2(Q),
isto €,
Hun—uHWz,z(Q) —>O, (19)

quando n — +eo. Devido a imersdo W2?(Q) — L!'(Q), temos que existe uma constante
¢ > 0, de modo que

lun = ull1(@) < ¢llun = ullwz(q)-

Usando (1.9) temos
u, — uwem L'(Q).

/\un]dx—>/ lu| dx.
Q Q

Porém, como u, € W, isso resulta que

/|u|dx: lim /]un|dx:O.
Q n—+e JO

Assim, u € W, mostrando que W € fechado. Dai, usando o Teorema A.15 e Corolario A.1

Consequentemente,

temos que W+ = Z. Portanto, podemos escrever X = W @ Z. Concluimos a prova do

resultado. O]

Agora, veremos resultados referentes ao operador Q. Afirmamos que o operador Q produz
uma decomposicdo tinica, dada por L*(Q) = Q[L*(Q)] @ (1 — Q)[L*(Q)]. Para provarmos
isso, ndo podemos usar 0s mesmos argumentos que usamos para o caso do operador P, isto
pois QO ndo € autoadjunto. Entlo, para a prova dessa afirmacdo, primeiro vamos mostrar o

seguinte resultado referente as propriedades que o operador Q possui.

Proposicao 1.3. O operador Q satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) Q é linear;

(ii) Q é continuo;
(iii) N[Q] = (1-Q)[L*(Q));
(iv) Q é uma projegado.

Demonstragdo. O item (i) segue diretamente da linearidade da integral. Provaremos o item

/vdx
1
0¥l = v —2 (6% g5 [, 19)
@ /gdx-i—/ hdo N 1@ Joe
Q oQ

(i1). Com efeito, note que

L2(Q)
/vdx 1
< ||V||L2(Q)+ Q2 (g+—/ hd0>
/gdx+ hdo N 1@l Joe
o) 20 [2(Q)
/vdx 1
= ||v||L2(Q)+ £ Hg—f—ﬁ/ hdo
/gdx+ hdo Q[ Joa" lzq)

Jo e ”
S (lelhzi+ iy [ haolal?).
‘/gdx+/ hda‘

definindo k; = '/ gdx+/ hdo
Q 2Q

1
ek :—/ h do, entdo temos
2T Q2 Joa

Wl o
10Vllz2(0) = Mllz2i0) + (I8l 2() + k2).

Como L*(Q) — L'(Q), existe k3 > 0, tal que,
Vi) < kslivilz g
Dai,

k3 |Vl
1OV 12(0) < \|V\|L2(Q)+k—l(\| 8l +k2)

= (1 +ka) [Vl 20
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sendo kg = k3 /k1([|gll;2() +k2)- Ou seja, Q € continuo,
Agora provaremos o item (iii), isto é, N[Q] = (1 — Q)[L*(€)]. Primeiro, considere a

funcdo v € N(Q), consequentemente Q(v) = 0. Assim,

(1-0)(v) =v—0(v) =

Logo,
v=(1-0)(v) € (1-Q)(LA(Q)),
ou seja,

N(Q) € (1-Q)(L*(Q)).

Por outro lado, provaremos também que (1 — Q)[L*(Q)] C N[Q]. Para isso, mostraremos

a seguinte igualdade
/Q(v)dxzo, VveLX(Q).
Q
De fato,
Jovdx )( 1 )
dx:/ dx—/( + [ hdo) dx
/QQ(V) o o\ Jag dr+ fohdo ) \* 7 10] Joe

Jovdx (/ )
= dx— dx+ hdo | =0. 1.10
/QV Jag dv+ [rohdo \Jo* 90 (10

Considere agora v € (1 — Q)[L*(Q)], entiio existe u € L*(Q) tal que

v=u— Q)
u—v=0(~u).

Integrando sobre Q obtemos

/Q(u—v)dxzo. (1.11)

1
v=(1-0Q)u) = (g—l—— hdc). (1.12)
/dix+/mhd6 |Q’/99
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Além disso, pela definicdo do operador Q e utilizando a igualdade (1.12), encontramos

/vdx
Q

Ov)=v— <g—i—L hdc)
[gact [ nao\ 191 o

aIQ

/udx /vdx |
Q / th) Q (g+— hdo)
( 3] /gdx+ hdo N 1@l Jae

/gdx+ hdo
oQ o0Q

:/Q(M_V)dx /gdx+1 hdc( |Q|/ hdc) -0

a ultima igualdade obtivemos usando (1.11). Logo, Q(v) = 0 e portanto v € N[Q].

Iremos provar o item (iv). Pelos itens anteriores ja temos que o operador Q € linear e
continuo, entdo resta mostrar que Q = Q. Para isso, considere u € LZ(Q). Pelo item (iii)

temos u — Q(u) € N[Q], consequentemente,

u)) =
) =

Portanto o operador Q é uma projecdo. Finalizamos a demonstra¢do da proposi¢ao. 0

Agora podemos provar que Q produz uma decomposi¢ao unica, conforme veremos no

proximo resultado.

Proposicao 1.4. O Operador Q produz uma decomposigdo tnica, dada por
LX(Q) = (1-Q)[L*(Q)] ® QIL}(Q)].

Demonstracdo. Como LZ(Q) € um espaco de Hilbert e O € uma projecao, segue da teoria

de Anélise Funcional (ver [6, p.477]) que Q satisfaz as seguintes propriedades:
(i) N[I-Q]=R[Q;
(i) L*(Q) = N[Q]+ N[l - Q].

Dai, substituindo (i) no item (ii), temos

L*(Q) = N[Q] +R[Q].
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Como na Proposi¢do 1.3 (item (iii)) provamos que N[Q] = (1 — Q) [LZ(Q)], e sabemos
também que R[Q] = Q[L*(Q)], entiio

L*(Q) = (1-Q)[L*(Q)] + 0[L*()].

Afirmamos que essa soma é direta. De fato, veremos que N[Q] N R[Q] = 0. Seja a fungéo
v € N[Q]NR[Q)]. Assim, Q(v) = 0 e existe u € L*(Q) tal que Q(u) = v. Com isso,

Lembre que Q = Qz. Dai,

isto é, v = 0. Portanto, L*(Q) = (1 — Q)(L*(Q)) & Q(L*(Q)), e isso encerra a prova. O

1.2 Multiplicadores de Lagrange

Esta secdo se destina a provar o Teorema de Multiplicadores de Lagrange, visto que, sera
0 Método utilizado para provarmos a existéncia de autovalor principal do problema (1.2).

Iniciamos recordando as defini¢des de derivadas em espacos de Banach.

Definicao 1.5. Dado um espaco de Banach X e um funcional I : X — R. Dizemos que I

possui derivada de Fréchet no ponto u € X quando existir um funcional linear T € X' tal que

Iu+v)—I(u)—Tv

lim —0.
|[v[|—0 V]|

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existir, é vnica. Vamos denotd-la simplesmente
por I'(u). Ver [3, p.14].

Definicao 1.6. Sejam X um espaco de Banach e U C X um conjunto aberto. Dizemos que o
funcional I : X — R é de classe C'emU ou que l € C! (U,R) quando a derivada de Fréchet

de 1 existir em todo ponto u € A e a aplicacdo I' : U — X' for continua.

Definicao 1.7. Sejam X um espaco de Banach e U C X um conjunto aberto e sejal : X — R
um funcional. Dizemos que I é Gateaux diferencidvel em u € U se existe A € X' tal que, para

todov € X,
liml(u—f—tv) —1(u)

t—0 t

= Av. (1.13)
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Se I é Gateaux diferencidvel em u, entdo existe um vinico funcional linear A € X' satisfazendo
(1.13). Este é chamado diferencial de Gdteaux de I em u e é denotado por DI(u)v. Além
disso, a aplicagdo DI : U — X' que associa para cada u € U na dire¢do v DI(u)v € I' é
chamada de derivada de Gateaux de 1.

A derivada de Gdteaux no ponto u, quando existir, é iinica. Vamos denotd-la por DI (u)v. Ver

[3, p.16].

Definicao 1.8. Seja X um espaco de Banach e U um conjunto aberto em X. Dizemos que
o funcional I : X — R é de classe C YemU quando a derivada de Gdteaux de I em U e o

operador DI : U — X' existirem e DI for continuo.

Agora, veremos um resultado que garante que se o funcional / € Gateaux diferencidvel,

entdo serd Fréchet diferenciavel, e suas derivadas coincidem.

Proposicao 1.5. Assuma que U C X é um conjunto aberto, 1 é Gateaux diferencidvel em U e

DI(u)v é continuo em u € U. Entdo I também é Fréchet diferencidvel em u, e DI(u)v =I'(u).
Demonstracdo. Ver [3, Proposi¢ao 1.3.8]. 0
Também precisaremos do seguinte resultado de Andlise no R".

Teorema 1.1. (Teorema da Aplicacdo Inversa) Sejam f : U — RN, definida no aberto
U C RN, fortemente diferencidvel no ponto a € U e fl(a) : RN — RN um isomorfismo.
(Equivalentemente: o determinante jacobiano detJ f(a) = det(d fi(a)/dx;) é diferente de
zero). Entdo f é um homeomorfismo de um aberto V contendo a sobre um aberto W contendo
f(a). O homeomorfismo inverso f~' : W — V é fortemente diferencidvel no ponto f(a) e
sua derivada nesse ponto é f'(a)]”!. Se f € c* (k> 1) entdo V pode ser tomado de modo
que f seja um difeomorfismo de classe C* de V sobre W.

Demonstragdo. Ver [17, Teorema da Aplicacdo Inversa, p.287]. [

Ja enunciamos os conceitos necessarios para esta se¢do, agora vamos demonstrar um

resultado que é fundamental para provar o Teorema de Multiplicadores de Lagrange.

Lema 1.1. Seja X um espaco de Banach e I,G € C! (X,R). Suponha que existam xy,v,w € X
tais que
' (x0)vG' (xo)w # I' (x0)wG' (x0)v.

Entdo o ponto xo ndo é extremo local de I restrita ao conjunto M = {x € X : G(x) = G(xp) }
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Demonstragio. Considere v : R? — R? definida por y(s,7) = (i(s,),g(s,)), sendo
i(s,t) =I(xo+sv+tw) e g(s,t)=G(xo+sv+rw), V (s,r) € R%

Note que y € de classe C L pois I e G também sdo.
Por defini¢ao y(0,0) = (i(0,0),£(0,0)) = (I(xp),G(xop)). Entdo,

di di
a(O,O) E(O’O)
detJy(0,0) =
0 0
2.(0,0) 25(0,0)
Calculando, temos
di i(h,0) —i(0,0) . I(xo+hv)—1I(x0) ,
85(0 0)= ;lzl—>0 h l111—>0 h = w0}y
dg g(h,0)—g(0,0) . G(xo+hv)—G(xo) .,
as(oo)_l 0 h —hli% 7 —G(Xo)v.
di i(0,h) —i(0,0) . I(xo+hw)—1I(xo)
Jt 900 = ilz—>0 h B ilz—>0 h = Txo)w
dg g(0,h) —(0,0) G(xo+hw)—G(xo)
500 = /%5% h = jim h = Glxo)w
Logo,
I'(xo)v  I'(x0)
detJy(0,0) =

G (x0)v G'(xo)w
= I'(x0)vG' (x0)w —I' (x0)wG' (x0),

pois por hipétese I’ (xo)vG’ (xg)w # I' (xg)wG' (x¢)v. Entdo estamos nas condi¢des do Teorema
da Aplicacdo Inversa. Portanto, existem vizinhangas abertas V e W de (0,0) e y(0,0) =
(I(x),G(xo)), respectivamente, tais que y : V — W é um difeomorfismo de classe C'.

Mostraremos que dado & > 0 qualquer, existe yg = yo(8) € M N Bg(xp) de modo que,
I(yo) < I(xp).Com isso, provaremos que xp ndo pode ser um minimo local de I restrita a M.
Observe ainda que M N Bg(xp) # 0, pois xo € M N Bg(xp). Para obter yp como acima, vamos
considerar 8 > 0 tal que By (0,0) CV e, além disso, 8 < (8/|Iv]lx +wllx)-

Com essa escolha, temos que Y é um difeomorfismo de By (0,0) em W = y(Bg (0,0)).

Observe também que W ¢é aberto, pois é a imagem de um aberto por difeomorfismo.
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Note que (F(xg),G(xp)) = w(0,0) € W = w(Bg/(0,0)). Entio, como W é aberto, pode-
mos tomar € > 0 pequeno de modo que (I(xg) — &, G(xo)) € W. Devido y ser uma bijecio
de Bg(0,0) em W, existe (so,1) € By (0,0), tal que

v (s0,10) = (I(x0) — €,G(x0))- (1.14)
Por outro lado, pela defini¢do da fun¢do y temos
W(s0,t0) = (I(x0 + sov +tow), G(x0 + sov +tow))- (1.15)
Logo, por (1.14) e (1.15) valem as seguintes igualdades

I(xo+sov+1tow) = I(x0) — € < I(xp),
G(xo+sov+tow) = G(xp).

(1.16)

Defina yy = xo + sov + fow. Devido a primeira equacdo de (1.16) temos I(yg) < I(xp)-
Agora pela segunda equacdo de (1.16), temos G(yp) = G(xp), portanto yo € M. Além disso,

llyo —xollx = [|x0 +sov+tow — xol|x
= HS()V—I—I()WHX
<|[sovllx + [[tow||x

< [sol[[vllx + |l l[wllx- (1.17)

Como (so,%) € Bg(0,0), entdo |(so,10)] < 8 < 8/(||v|lx + |wl|x). Uma vez que temos,
Iso| < |(s0,%0)]| e |to] < |(s0,%0)]|, substituindo essas estimativas em (1.17), encontramos

[yo —xollx < [(s0.0)[(IIv][x + [[wllx)
<6 ([vllx +[wllx)
o
< e —
[vllx + [lwllx
— 3,

([Vllx + wllx)

0 que mostra que yy € Bg(xp). Logo, xo ndo pode ser um minimo local de I restrita a M. De
maneira andloga, para mostrar que xo nao pode ser ponto de méximo local de [ restrita a M,
basta tomar & > 0 pequeno tal que I((xo) +&,G(x)) € W. Isso completa a demonstragio. [

Agora vamos provar o método de Multiplicadores de Lagrange em Espacos de Banach,

que se trata do objetivo desta secao.
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Teorema 1.2. (Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaco de Banach, I,G € C ! (X,R)
e xo € X um extremo local de I restrita ao conjunto M = {x € X : G(x) = G(x¢)}. Caso
G (x0) # 0 entdo existe A € R, tal que

I'(xo)w=AG (xo)w, VweX.

O niimero real A é chamado multiplicador de lagrange.

Demonstracdo. Suponha que as hipdteses do Teorema sejam satisfeitas. Como xp € X € um
extremo local de [ restrita a M, entdo a contra positiva do Lema 1.1 nos fornece a seguinte
igualdade

I'(x0)vG (x0)w = I'(xo)wG' (xo)v, Vv,weX.

Por hipétese temos G'(xp) # 0, entdo existe wg € X tal que G (xo)wg # 0. Assim,
substituindo w = wg na equacdo acima, obtemos

' (x0)wo
I =G VveX.
(X())V G (XO)WO (X())V, v
I/
Logo, tomando A = M o resultado segue. [
G (X())Wo

Na proxima se¢@o usaremos o Método de Multiplicadores de Lagrange para mostrar a
existéncia de autovalores para o problema (1.2).

1.3 Problema de autovalor auxiliar

Nesta secdo estudamos o problema de autovalor auxiliar (1.2). Nosso objetivo € o seguinte:
provar que para todo A € R fixado, existe u; = u;(A) autovalor principal de (1.2), além
de obter uma caracterizacdo variacional para tal autovalor. Vamos iniciar provando uma
proposi¢do que nos auxiliard a obter os resultados desejados e que serd utilizada muitas vezes
no decorrer deste trabalho. A demonstracdo dela também pode ser encontrada no artigo de G.
A. Afrouzi e K. J. Brown [2].

Proposicao 1.6. Para todo € > 0, existe C(€) > 0 tal que

/ uzdcgs/\Vulzdx—l—C(S)/Mde, Vuew'?(Q).
oQ Q Q
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Demonstracdo. Suponha que o resultado seja falso. Entao existe & > 0 com a seguinte

propriedade: qualquer que seja ¢ > 0, existe v = v, € WI’Z(Q) tal que
2 2 2
/ y d6>80/ Vv dx+c/v dx. (1.18)
2Q Q Q
Em particular, tomando ¢ = n, obtemos uma sequéncia (v,) C W'?(Q), que verifica

/ V2 d6>80/ |an|2dx+n/ V2 dx. (1.19)
Q. Q Q

Analisando (1.19) tem-se / |an|2 dx # 0, para n suficientemente grande. De fato, supondo
Q

||an]|[%2(g) = 0 isso implica que Vv, = 0 q.t.p em Q, e assim obtemos da Proposicdo A.2
que v, = k, em Q, sendo k,, constante ndo nula (caso contrdrio a desigualdade (1.19) ndo

seria satisfeita). Assim, (1.19) implicaria que

K2 dc7>nk,2,/ dx
2Q Q

d0'>n/ dx.
2Q Q

Ou seja, |0Q| > n|Q|, um absurdo para n suficientemente grande. Portanto, passando a uma

subsequéncia, podemos supor que ||an\|i2 @ # 0, para todo n € N. Como |]an||%2 @ #0,

entdo dividindo (1.19) por T = / |Vv,,|? dx, obtemos
Q

/aQ (#)2 do > eo+n/Q (#)2 dx.

Além disso,

Vi 2 B 1 5 B
L7 () ae= L [ o=t

Ou seja, a sequéncia u, = v,/ T'/2 satisfaz as seguintes propriedades:

/ Vit |? dx = 1; (1.20)
Q

/ uﬁdczeo+n/ u> dx. (1.21)
2Q Q
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Agora, vamos analisar ( / u,% dx).
Q

Suponhamos inicialmente que < / u% dx) ¢ ilimitada. Consideremos a sequéncia nor-
Q

malizada wy = un/||un|12(q). Note que (wy) € limitada em wl2(Q), pois

2 2 2
ol 120y = Vw2 + Il

1
T uz IVl 1
n

— (/ |Vun|2dx> +1
||un||

1
+ 1.

Tl

Obtivemos a ultima igualdade usando (1.20).
Como u,zl dx € ilimitada por hipdtese, entdo existe M > 0 tal que / u,% dx > M, para
Q

todo n € N. Consequentemente,

1
2
||W’luwl.2(9) S M + 17

0 que mostra que (w,) é limitada em W'2(Q). Além disso, da continuidade do operador

traco, segue que w, também & limitada em L?(9Q). Porém, notemos que multiplicando
(1.21) por 1/|un||12(cy)» Obtemos
1
[ oz L
90 letall 72

(80—|—I’l/ u,% dx)
Q
(©Q)
2
£ n/gundx

= +
ll 2oy Tl 2o

>04+n-1=mn,

o que ¢ impossivel, visto que [|wn|;2(5q) € limitada. Portanto, chegamos a uma contradigdo,
0 que nos garante que ( / uﬁ dx) nao pode ser ilimitada.
Q

Uma vez que (u,) é limitada em L*(Q) e satisfaz (1.20), segue que (u,) também &

limitada em Wl’z(Q), entdo a menos de subsequéncia temos:
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(i) u, —uem W2(Q), (pois W!?(Q) é Banach Reflexivo);
(ii) u, — uem L*(Q), (devido a imersdo compacta W12 (Q) —— L*(Q));
(iii) u, — uem L2(dQ),  (devido a compacidade do operador trago, Teorema A.7).

Entdo como u,, é limitada em Lz(QQ) e vale (1.21), temos

lim [ u?dx=0,

n—e JQ

ou seja, (u,) converge para 0 em L?(Q), consequentemente, pela unicidade do limite u = 0,
entdo (u,) converge para 0 em L*(9Q). Mas isso é impossivel, devido (1.21), logo a sequén-

cia / u% dx | ndo € limitada. Portanto, ndo existe & que seja verdadeira a afirmativa (1.19),
Q

e concluimos a demonstracao do resultado. [

Como mencionado anteriormente, nossa inten¢do nesta se¢ao € usar o método de Multi-
plicadores de Lagrange para provar a existéncia do autovalor principal de (1.2). Iniciamos
associando os funcionais I; ,G : W'?(Q) — R definidos por

I,l(u):/Q\Vu\zdx—/l/gguzdx—/l/(mhuz do (1.22)

G(u) = / u?dx. (1.23)
Q
Além disso, definimos os conjuntos
M:{uer’z(Q);/uzdle} eS, ={l(u):ueM}. (1.24)
Q

No proximo resultado vamos demonstrar que S € limitado inferiormente, pois servird para
nos assegurar que 7, restrito a M possui um minimo local.

Lema 1.2. S, ¢ limitado inferiormente.

Demonstracdo. Vamos analisar os termos do funcional /; . Notemos inicialmente que

2 h2d6‘<x Hlcwe) [ i do.
[ me o) < llalcon, [ o
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Usando a Proposigdo 1.6 nesta desigualdade, garantimos que para todo € > 0, existe C(g) >0

de modo que
[ e do| < elalllcoa 9l a4l lHlion Cle),
onde usamos que / u? dx = 1. Portanto,
Q

A [ do > —ela|lhlega [ IVl de— 2]l cpaCle).  (125)

Além disso,
‘z [ & dx‘ < 2llglem o a=1411glc@)

Logo,
—QL/quzdxz (Al lglle- (1.26)

Substituindo as estimativas (1.25) e (1.26) na expressdo I, (1) temos que
DG = [ VuP &= (2]l — £l Al cian [ 1Vul® de=[21IlpaCle)

= (1 efallilcn) [, 96 o) = Rllelem ~ RICE@Mlcoa. 1.2
Tomando & > 0 de modo que €|A|]|[|c(5q) < 1, encontramos

1.(1) = 1Al ey — 1A 1C@) [llcaa-
Portanto, o conjunto S, € limitado inferiormente. O]

Agora vamos provar que os funcionais /; ,G possuem a regularidade requerida pelo
Teorema de Multiplicadores de Lagrange.

Lema 1.3. Os funcionais I, ,G : W'2(Q) — R sdo de classe C'(W'?(Q),R).
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Demonstracdo. Vamos provar que I; e G sdo de classe C ! (Wl’2 (Q),R) usando a Proposi-

¢do 1.5. Inicialmente provaremos que G € C! (W!?(Q),R), para isso, note que

Gu+tv)—G(u) /Q(”thv)zdx—/guzdx

t t
/uzdx+2/ utvdx+t2/v2dx—/u2dx
_Jo Q Q Q
t
2/ utvdx-l—tz/vzdx
__Jo Q
t
:2/ uvdx—H/vzdx.
Q Q
Portanto,
G tv)—G
DGy = tim SHEM =G _ (2/ uvdx+t/ V2 dx) :2/ wv dx.
t—0 1t t—0 Q Q Q

Provaremos a continuidade de DG. Seja (u,,) uma sequéncia em W'?(Q) tal que
uy — u em WH3(Q), pela imersio continua de W!?(Q) em L?(Q) temos para ¢ > 0
que [|ull2q) < ¢ [lullyrzq) € como uy, — u em Ww!2(Q), entdo para todo € > 0, existe
mo > 0 € N tal que m > my implica |[uy, — ul|y12q) < €, logo,

”I/tm — u”Lz(Q) < CHMm — I/t||W1,2(Q) <c.E=E.

Ou seja, u,, — uem L>(Q). Dai, utilizando a Desigualdade de Hélder paratodov € W'?(Q)
com [|v[[;2(q) < 1, segue que

I[DG(um) — DG(u)]v| = 2‘/g(umv—uv)dx' < 2/Q|umv—uv|dx

< 2/ 4 — u].|v|dx
Q

= 2[Jum — ull2)- IVl 120

< 2Jum — ul|12(0y)-
Portanto,

1DG(um) = DG (u) || wr2(a)y = SUP |[DG(um) = DG(u)]v] < 2|t — ul|2) = O,
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quando m — 4o, Logo, pela Proposigdo 1.5 concluimos que G € C! (X,R) e ainda a derivada
de Gateaux e de Frécheat coincidem.

Mostraremos que I, € C!(W!?(Q),R). Para isso, consideramos I (1) = I (u) — I (1) —
I;(u), sendo

I (u) = /|Vu|dx12 l/gudxlg x/hudo

Em seguida, provaremos que Iy, 5,15 € C'(W!?(Q),R) com

I{(u)v:2/ Vu-Vvdx, Ié(u)v:ﬂt/ gvudxelg(u)v=27t/a huvdo, ¥ u,v e W2(Q).
Q Q Q

A principio vamos calcular a derivada de Gateaux de /. Para isso, notemos que

N (Htv /|v (u+1v) |2 /yvu|2

e como V(u+1v) = Vu+1Vv, entdo,

IV(u+1v))? = (Vu+1Vv, Vu+1Vv) = |Vu|* +12|Vv[> +2tVu - Vv.

Assim,
(- 1v) — /|Vu|2dx—|—t /|Vv|2dx+2t/ Vi Vv dx— /|Vu|2
t t
Portanto,
I t I (
DI (u)v = lim ut 1) = h —2/ Vu- Vv dx.
t—0 4

Mostraremos agora a continuidade do operador DI;. Analogamente, considere (u,,) uma
sequéncia em W'?(Q) tal que u, — u em W?(Q), assim para cada v € W'?(Q) com
Iv|]| < 1, temos

\[DI (um) — DI (u)]v| :2‘/ Vum-Vv—Vu-Vvdx‘ §2/ Vi, - Vv—Vu-Vy| dx
Q Q

< 2/ Vit — Vil |[V] d.
Q
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Das desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Holder (Teorema A.1), obtemos
1/2 1/2
|[DI (1) — DIy (u)]v| <2 (/ Vit — Vu|2> (/ |Vv|2) dx
Q Q

<2V (um — ) llr2) VVIIz2()

<20V (um — )| 12(0)-
Logo,

IDI (um) = DIy () [ wr2)y = sup  |[DI(um) — DI (w)]v] < ||V (i — )| 12(0) = 0,
Ivl<t
veWw2(Q)

quando m — 4o, Portanto, I; € C!(W!?(Q),R) e DI, = 1.
Célculos andlogos nos mostram a igualdade

I tv) -1

DL (u)v =lim 2uttv) = blu

t—0

):2l/gvudx,
Q

e que o operador DI, = I é continuo.

Agora vamos considerar I3(u) = A / hu? do e calcular a derivada de Gateaux. Observe
aIQ

inicialmente que

Bu+tv) =24 | h(u+wv)>do =2 | h(u’+2utv+(1v)*) do
20, oQ

:A[ h? do+2t | huv do + 1> hvzdo}
Q

2Q 2Q
Assim,
A htdo+2t | huwdo+t* | m*do— | hu® dc}
Luttv)—I(u) [ 20 00 00 00
t t
20t | huvdo+A* | mw?do
Q 20

t
:2&/ huy ch—?Lt/ m? do.
2Q 2Q
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Ou seja,

Luttv)—1
DIy = tim BUEM =B o5 [ e,
t—0 t aQ

Provaremos que DI3(u) é continua. De fato, pela continuidade do operador trago
T: WH2(Q) — L*(9Q) temos que u,, — u em L*(d€). Assim, para todo v € W!?(Q), com
Vllz2(00) < 1, temos

\[DI3 () — DI3 (1) |v]| =2 ‘PL /(m(humv - huv)dc'

gzw/ ity — hut||v|d
2Q

< 2|A || hum — hul| 290y V|12 00)

< 2|AllAllcoellum = ull2a0) =0,

quando m — oo, pois h é continua e u,, — u em L*(9Q).

Portanto, como provamos que I;, 5,13 € C'(W!'?(Q),R), entdo I; € C'(W!'?(Q),R).
Isso finaliza a prova do lema. [

Vamos obter outro importante resultado, este futuramente serd usado no estudo da

autofunc¢do associada ao autovalor principal de (1.2).

Proposicio 1.7. Se uy € C*(Q)NC(Q) é uma solucdo néo negativa e ndo-trivial de (1.2),
entdo uo(x) > 0 para todo x € Q.

Demonstracdo. A prova da proposi¢ao segue como consequéncia do Corolério A.2. Com
efeito, primeiro recordamos que g e & definidas em Q e sobre dQ, respectivamente, podem
mudar de sinal, por isso, consideramos g =g" +g eh=h"4+h".

Seja ug solugdo de (1.2), entdo ug verifica

—Aup=A(g" +g )W+ p(A)ug em

g—b;;) = A(hT+h)(x)ug sobre 9.

(1.28)

Vamos analisar (1.28) considerando os 3 casos possiveis referentes ao sinal de g ede 4, e

verificaremos que em todos os casos possiveis estamos nas condi¢des do Corolario A.2.
1°Caso: u>0e A >0.
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Tome Y > 0 a ser escolhido, e considere os operadores L = —A—Ag +yem Qe
B=20d-/dn—Ah" sobre dQ. Entdo, podemos reescrever (1.28) como

= Aot >
{ﬁuo AgT (x)ug+ Hup+yup >0 em Q, (1.29)

Bug = Ah™ (x)ug >0 sobre dQ.

Temos que (1.29) possui supersolugdo estrita. De fato, considere a fun¢do v = K, sendo
K uma constante positiva. Escolhendo ¥ tal que —Ag™ +7 > 0 em Q. Assim, um célculo

direto nos mostra

Ly=—-AK—Ag (x)K+YyK=—-Ag (x)K+7K >0 emQ,
dK
By = an Ah™(x)K=—Ah" (x)K >0 sobre dQ.
Isto é, w é uma supersolucdo estrita para todo x € Q.
2°Caso: u<0ed >0.
Considere os operadores L= —-A—Ag —puemQeB=09-/dn—Ah" sobre dQ. Com

isso, podemos reescrever (1.28) como sendo o problema

Lug=Ag" (x)ug >0 em Q,
Bug = Ah™ (x)ug >0 sobre Q.

Considerando a mesma fun¢do y definida no 1° Caso, obtemos

Ly=—-AK—-21g (x)K—uK=-Ag (x)K—uK >0 em Q,
dK
By = an Ah™ (x)K =—Ah" (x)K >0 sobre dQ.
Novamente, encontramos que V¥ é supersolucio estrita para todo x € Q.
3°Caso: p<0eld <O.
Considere os operadores L= —A—Ag" —uemQeB=09-/dn—Ah" sobre dQ. Com
1SS0, temos
Lug=Ag (x)up >0 em Q,
Bug = Ah™ (x)up >0 sobre dQ.

Novamente a mesma fun¢do y definida nos casos anteriores € uma supersolucdo estrita, pois
Lug = —Ag" (x)ug — tup >0 em Q.

Portanto, em todos os casos conseguimos uma supersolucgdo estrita de (1.28), e conse-
quentemente pelo Coroldrio A.2, temos para todo x € Q, vale que ug(x) > 0. Finalizamos a

prova. ]
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O préximo resultado se trata do teorema que prova a existéncia de autovalores principais
para o problema (1.2).

Teorema 1.3. Assuma que g £ 0 em Q, ou h % 0 sobre dQ. Entdo para todo A € R, existe um
tinico autovalor principal de (1.2), que serd denotado por Wy (A). Além disso, este autovalor

satisfaz

ul(l):inf{/ ]Vu|2dx—7t/gu2dx—7t/ huzdczuer’z(Q),/Mdezl}.
Q Q aQ Q

E ainda, py (L) admite uma autofungdo ¢ (1) de classe C*(Q) tal que ¢y (1) >0 em Q.

Demonstracd@o. A primeira parte da demonstracdo consiste em mostrar a existéncia de
autovalor principal para o problema (1.2), para isso usaremos o Método de Multiplicadores
de Lagrange visto na Se¢do 1.2. A segunda parte consiste em provar que a autofuncao
principal € regular e estritamente positiva. Por tltimo mostraremos a unicidade do autovalor
principal.

Iniciamos provando que o infimo de [, (1) em M existe e é atingido. De fato, provém do
Lema 1.2 que I (u) é limitado inferiormente, logo possui infimo. Vamos provar que ele é
atingido. Denote

o= inf {1 ()}

Para M definido em (1.24). Considere uma sequéncia (1,) C W'?(Q) minimizante, ou seja,

up €M e limI(u,) = a.
n—eo

Notemos que (i) é limitada em W!?(Q). Com efeito, usando a desigualdade (1.27) para
u = u, encontramos

I (1) > (1= [Ale] 1Al ca@) | VinllF2 ) — 1A 112llcae) C(€) — 1A I8llc(a)-

e tomando & = € de modo que |A[€]|[|c(5q) = 1/2, temos

1 —
1.(n) = 5|Vt 120 = []lI8ll @) — IAC@) Al gy

Entao,

— 1
D.(un) + 1M gllc@) + IMCE@) 1l o) > 5 Vil ) (1.30)
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Como I (uy,) é limitada (pois é convergente), a equacéo (1.30) nos garante que (Vu,,) é limitada
em L?(Q). Como u, € M, temos que (u,) também ¢é limitada em L?(Q). Consequentemente,
(1) é limitada em W'2(Q).

A limitagdo de u, em W'?(Q) implica que, a menos de subsequéncia:

(1) u, — up em WLZ(Q), (pois Wl’z(Q) é Banach Reflexivo);
(i) u, — uo em L*(Q), (devido a imersdo compacta W'?(Q) < L*(Q));
(iii) wu,(x) — up(x) qtpem Q, (provém do Teorema A.11);

(iv) Existe w € L*(Q) tal que |u,(x)| < w(x) q.t.p em Q, paratodon € N,  (provém do
Teorema A.11).

Como u, € M e (ii) ocorre, segue que ug € M. Afirmamos que I(up) = @, ou seja, o
infimo € atingindo em (. Vamos provar analisando cada integral de /(1) separadamente.
Recordamos que g é Holder continua em Q. Como por (iv) w € L2(Q) e L*(Q)  L}(Q)
entdo gw? € L' (Q), e ainda |gu?(x)| < gw?(x) q.t.p em Q. Além disso, por (iii) temos

gu2(x) — gud(x), q.tp emQ.

Portanto, estamos nas condi¢des do Teorema A.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue),
logo

nl_igloo/ggu% dx:/qug dx. (1.31)
Além disso, a limitagdo de u, em WI’Z(Q) implica que, a menos de subsequéncia:
(i) u, — up em L*(dQ);  (devido a imersdo compacta W12 (Q) << L?(9Q))
(ii)" up(x) = up(x) q.t.pem dQ; (devido o Teorema A.11)
(iil)” Existe f € L2(9Q), tal que |u,(x)| < f(x) q.t.p sobre dQ.  (devido o Teorema A.11)

Recordamos também que a fungdo h é Holder continua sobre dQ. Como por (iii)’ a
fungdo f pertencem a L?(dQ) e L2(dQ) C L' (9Q), entdo h(f(x))* € L'(9Q), e ainda
\hu? (x)] < h(f(x))? q.t.p sobre dQ. Usando (i)’ segue que

hu? (x) — hud(x), q.t.p sobre Q.

Novamente estamos nas condicdes do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
assim temos

lim | h? do= | hi} do. (1.32)
n—+JoQ aQ
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Resta analisar / |Vu,|? dx. Para isso, defina o funcional
Q

v W2(Q) SR
u=y(u) = [[Vul 2 ().
Afirmacdo: y € fracamente semicontinua inferiormente, visto que y satisfaz o Teorema A.14.
De fato, sabemos que y € continua, entao resta mostrar a convexidade, para isso considere
u,v € W2(Q) et € [0,1], assim sendo temos
Y(ut +(1=1)v) = |[V(@ut + (L =1)v)|12(q) = [tVu+ (1 =1)Vv|| 12(q)

< |[tVull 2@y + (L =) VY]l 12(q)

<1[|Vull 20y + (1 =) [|VV]| 12

=1y (u)+(1—=1)y(v).

Portanto, y é uma fungio convexa e logo € fracamente semicontinua inferiormente. Com

isso, pela propriedade de fungdo fracamente semicontinua inferiormente temos que,

¥ (uo) < liminfy(uy,),
n
ou seja,
/|Vuo|2dx§1iminf/ Vit|? d. (1.33)
Q n Q
Dai como

I;L(uo):/Q|Vu0|2dx—),/ggu%dx—k/(mhu% do,

provém de (1.31), (1.32) e (1.33) que

I,l(uo)gliminf/ yvunyzdx—hmx/gu,%dx—hmx nido
n Q Q 0Q

:liminf/ |Vun]2dx—limsup)u/gu,zldx—limsupl/ h? do
noJo n Q n 00

§1iminf</ |Vun|2dx—)u/gu,%dx—/l/ hu? dO')
n Q Q 20

= liminf7) (u,)
n

= liml,l (un)

= .
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Por outro lado, como & = iAI}If I, (u) e up € M entéo por defini¢do do infimo, tem-se I3 () > &
Portanto garantimos I (ug) = ¢, isto é, o infimo é atingido em u.

Para aplicar Multiplicadores de Lagrange e provar que existe autovalor para o pro-
blema (1.2), vamos considerar o funcional G definido em (1.23). Usando o Lema 1.3 temos
que I, G sdo de classe C' (W!2(Q),R) com as seguintes derivadas, para todo ¢,u € W?(Q),

1, (u)9 :2/ Vuve dx—Z/I/ quo dx—27L/ huo do e G(u)o :2/ uo dx.
Q Q oQ Q
Notemos ainda que G’ (u) # 0 para todo u € M, visto que,

G'(u)u :2/ urdx=2+#0,
Q

para todo u € M. Entdo, para aplicar os Multiplicadores de Lagrange resta lembrarmos que o
funcional I |3 possui minimo local, sendo este ug. Assim, garantimos a existéncia de y € R,

que denotaremos por p;(A ), verificando a seguinte igualdade
I (u0)¢ = ()G (uo)9, V¢ € W'(Q).

Ou seja,

/Qvuowp dx—?L/quo(]) dx—/l/mhuoqa dG:,LLI(iL)/Quo(p dx.

Em outras palavras, ug € solucao fraca de (1.2). Além disso, fazendo ¢ = up na igualdade

acima e lembrando que uy € M, segue

[P ac=2 [ g ax—a | i do—pu(a) [ ufde=pm(),
Q Q Q Q

isto €,
pi(A) = I (uo),

e como ja provamos que I (up) = ¢, entdo u;(A) é caracterizado da seguinte forma,

,ul(ﬂt)zinfS;L:inf{/ |Vu]2dx—7t/gu2dx—7t/ huzdc:ueM}.
Q Q o0Q
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Mostraremos agora que |up| também é solugdo do problema (1.2). Com efeito, basta

observar que

I;L(|u0|):/Q|V|u0||2dx—/l/gg|u0|2dx—l/(mh|uo|2d6.

Usando as propriedades de derivada fraca tem-se

I;L(\u0|):/Q|Vu0|2dx—l/ggu%dx—7t/(mhu% 4o = I (uo) = @,

e ainda,
G(\MO!)Z/Qluo\zdle-

Equivalentemente, |up| € M e atinge 0 minimo, logo também é solugdo de (1.2). Isso mostra
que a autofungdo pode ser tomada com sinal definido, consequentemente, tt; (1) é autovalor
principal de (1.2).

Denotaremos agora por ¢;(A) a autofuncdo nao-negativa associada a fj(A), vamos

provar que ¢;(A) é de classe C*(). Sendo ¢;(A) uma solugdo fraca de (1.2), temos do
Teorema A.20 a imersdo continua W'?(Q) < LP(Q)(p € [1,2%]), logo ¢; (1) verifica

{ Lo(A)=f emQ, (138

By (A) =0 sobre dQ.

Sendo os operadores L= —A—Ag(x)e B=(d-/dn)—Ah(x)eafuncdo f = (A)9; () €
LP(Q), p € [1,27]. Por regularidade eliptica em espago de Sobolev (Teorema A.17), segue
que ¢ (1) € WHP(Q), para todo p € [1,2*]. Ora, novamente ¢; () é solucio fraca de (1.34)
com f = p;(A)91 (1) € WP (Q). Aplicando novamente o mesmo resultado de regularidade,
temos que ¢; (1) € W*P(Q), para todo p € [1,2*]. Repetindo esse procedimento, concluimos
que ¢ (1) € WEP(Q), para todo k € N e p € [1,2*]. Em particular, para Kj suficientemente
grande tal que p > N/Kj, obtemos da imersdo continua W7 (Q) — CX0=2+8(Q) (K, > 2),
que ¢1(A) € CK0=2+9(Q), para um certo 6 € (0,1). Entdo passamos a ter ¢;(A) é solucio
de (1.34) com f = uy(1)¢;(A) € CKo~2+8(Q). Pela regularidade eliptica em espacos de
Hélder (Teorema A.18), temos que ¢;(4) € CK0T9(Q). Mas agora ¢;(A) é solucio de
(1.34) com f =1 (A)91(A) € CK°+9(§), novamente pelo Teorema A.18 (Schauder), temos
que ¢ (1) € CK0F2T9(Q). Repetindo esse procedimento, concluimos que ¢; (1) € CKT9(Q)
para todo K € N. Em particular, como CX*9(Q) — CX(Q) garantimos que ¢ (1) € C(Q).
Pela Proposigio 1.7, ¢1(4) > 0 em Q.
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Agora provaremos a unicidade do autovalor principal. Assuma que ¢ = ff(A) é um
autovalor principal de (1.2) cuja autofuncio ¢ é positiva em Q (conforme Proposicio 1.7).
Mostraremos que @& = i (A).

De fato, como ¢ € solugdo fraca de (1.2), tomando ¢; como funcao teste, temos

| vovoar=2 [ nooido =1 [ eponar+E(A) [ ogrdx  (39)

Por outro lado, como p;(A) é autovalor principal de (1.2) com autofungdo ¢;(A) positiva
em Q. Tomando ¢ como fungio teste, temos

[ vorvoar—a [ npodo=2 [ epoarrm@) [ood 36

Igualando (1.35) e (1.36) verificamos a seguinte igualdade

1) [ 001 dr=pu(2) [ 019 dx
ER)=m(2) [ 691 de=0.

Porém ¢ >0 e ¢; > 0em Q, logo / ¢1¢ dx > 0. Portanto, a igualdade acima implica em
Q

H(A) = ui(A). Assim a unicidade foi verificada e a prova do Teorema estd completa. [

Observacdo 1.1. Observe que U;(0) = 0. De fato, considerando A = 0, entdo pelo Te-
orema 1.3 existe um tnico autovalor principal u;(0) de (1.2) que associa a autofuncdo
¢1(0) > 0 em Q. Substituindo A = 0 em (1.2) temos

—A91(0) = 11(0)91(0)  emQ,

991(0) = sobre dQ.
an

Por outro lado, notemos que a equagao

—A$1(0)=0 emQ,

1.
991(0) 0 sobre dQ, (1-37)
an

admite constantes positivas como solucdo. Logo, pela unicidade do autovalor principal, segue
que u;(0) =0.
Agora vamos estudar algumas propriedades da aplicagdo A € R — p;(A). Isto serd

feito através do proximo resultado.
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Teorema 1.4. Sob as hipéteses do Teorema 1.3 considere a aplicacdo Uy : R — R que a cada
A € R, associa W (A) o tinico autovalor principal de (1.2). Entdo esta aplicagdo possui as

seguintes propriedades:
(i) Wy é concava e verifica [} (A) — —oo se A — oo}

(ii) Wy possui um mdximo (global) em A > 0 se / g dx+ g hdo <0. Além disso, o
Q Q

mdximo é positivo se / g dx+/ hdo <0 e é zero se / g dx+/ hdo = 0.
Q aQ Q aQ
Demonstracdo. Provaremos a afirmacao (i). Para cada u € wi? (Q) fixado, a fungao

B:R—=R
/'L»—>[3(7L):/ \Vu\zdx—l/guzdx—l/ i do,
Q Q 2Q

¢ concava. Observe que p; também € concavo. De fato, como ja sabemos que 8 é concavo,
entdo para todo A;,A, € Ret € [0, 1], temos

Bt +(1—0)A2) > 1B (M) + (1 —1)B(42).
Logo,
P (d + (1 =1)22) = inf (B(tA + (1 =1)22)) = inf (tf (M) + (1= 1)B(A2))-
Usando as propriedades de fnfimo, obtemos
a(tda + (1 =1)A2) = ¢ inf B(A1) + (1 =1) inf B(A2) =t (A) + (1 = 1) (A).

Isto prova que {; também é concavo. Agora, vamos analisar o comportamento de u;(A)
com respeito a A — o, para tanto observamos que existem dois casos possiveis, pois g £ 0
em Q ou i % 0 sobre JQ.

Suponha primeiro que g £ 0 em Q. Entdo existe xo € Q tal que g(xp) > 0. Consequente-

mente, pela continuidade de g, existe r > 0, tal que
g(x) >0, V xe&B(xp).

Como Q é aberto e xg € Q, podemos considerar B,(xp) C Q. Além disso, é possivel escolher

uma funcdo ndo nula (Mollifier), que denotaremos por i € C! (Q), satisfazendo / ndx=1,
Q
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com suporte compacto em B, (xp). Devido a caracteriza¢do de y; no Teorema 1.3, segue que
/ywyzdx ﬂ,/g dr=A [ it do.

Porém,

hi do =0 e /gﬁzdx:/ i dx > 0.
Q. Q B,(xo

Entdo, fazendo A — o encontramos

ul(/l)g/ Vil de—A [ g dx— —oo.
B, (x0) B,(10)

Analisando a segunda possibilidade, suponha agora que & % 0 sobre Q. Entdo existe
x1; € dQ tal que, h(x;) > 0. Portanto, pela continuidade de h, existe r> 0, tal que

h(x) >0, Vxe B,/(xl) NoQ.
Considere Qg5 = {x € Q;d(x,dQ) < 8} (ver Figura 1.1) e uma fung¢éo ndo nula (Mollifier)

i e CH(Q) cujo supp C (Qs N B, (x1)). Pelo Teorema A.10, como |QsN B, (x1)| — 0
quando & — 0, para 6 > 0 suficientemente pequeno temos

/ g dx < / hi do. (1.38)
Q5NB,s(x1) dQNB,, (x1)

Consequentemente,

A)g/ ]Vﬁ]zdx—l(/ g dxt hﬁzda).
Q QgﬂBr/(xl) aQﬂBr/(xl)

Portanto, tendo em vista (1.38) e fazendo A — oo, encontramos ptj(A) — —co.

dQN B, (x1)
Qs \vl
Q(i N B, (-\Fl )
Q

Figura 1.1 Conjunto Q5N B, (x1).
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Agora vamos verificar a afirmacao (i1). Primeiro observamos que as aplicagdes @ e
sao diferencidveis conforme estudo de Kato [16, Chapter 7] (veja também [18, Chapter 9]).
Observamos que nos interessa provar que se /Q g dx+ th do <0Oentdo parad >0 a
funcdo ) possui maximo local. Para isso, vamos iniciar calculando a derivada de pt;(4).
Notemos que substituindo u por ¢ (A) e u(A) por iy (A) no problema (1.2), obtemos

—Ag1(A) =Ago1(A) + i (A)91(A) emQ,

1.39
8%7(7/1) = Ah; (1) sobre JQ. (139

Derivando (1.39) em relagdo a A, encontramos

—Ap[(A) = gh1(A) +Agdi(A) +ui(A)91(A) +p1(2)91(A) emQ,

/ 1.40
a(pal?(f) = Ah¢i(A) +ho1(A) sobre 9Q. (149

Para simplificar nota¢do, vamos ocultar o termo A a partir de agora. Por integra¢do por partes

(Teorema A.3), temos

[ vor-vof ar— - /A¢1¢1dx+/ —¢1
/§2V¢{-V¢1dx:—/QA¢{¢1dx+/m%¢1 do.

Ou seja,

- [[aoofax+ [ Pojao = [ aofgract [ Sorao

0
L ¢1¢1 +/ a¢1¢> do = — /A¢1¢1dx+/A¢1¢1 (1.41)

Substituindo (1.39) e (1.40) em (1.41), obtemos do lado direito

_ % a_¢{ — / /
/a 0! d +/(99 ko do = /(m),hmd)]dc-i—/(mqn(lhq)l+h¢1)da
. / ho?do. (1.42)
2Q
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Do lado esquerdo de (1.41), encontramos

—/A¢1¢{dx+/A¢>{¢1dx=/<Ag¢1+u1¢1>¢{—¢1<g¢1+zg¢{+ui¢1+u1¢>{>dx
Q Q Q
—— [ g0t ar—uj [ g ax (1.43)
Q Q

Combinando (1.41),(1.42) e (1.43), concluimos que

~ | sorax—nui [ 9F dx= [ ngtdo
N | eoay ac+ [ ho(a)do

(1.44)
| o2 ax
Q

ui(d)

Agora que encontramos a derivada de u; (A ), temos por (1.44) que Ay € ponto critico de p;,

se somente se,

/ g(91(2))? dx+/ h(91(A9))*do = 0.
Q oQ

Analisando o caso em que A = 0, temos que ¢;(0) é uma fungdo constante positiva, conforme

visto na Observacdo 1.1. Temos ainda que a igualdade (1.44) para A = 0 se torna

| 26102 dr+ | h(o1(0)do
010 ax

(6O (—/Qg dx—/&)ghdo)
IO R

/gM+ hdo
Q

2Q
=— . (1.45)
lol

m(0) = —

Portanto, A = 0 € ponto critico se / g dx—l—/ h do =0. Agora se / g dx—l—/ h do <0,
Q 2Q Q 20Q

entdio para A = 0 teremos {(0) > 0, ou seja, neste ponto u; é crescente. Como ja sabemos
que pti(A) é coéncava e que pj(A) — —oo quando A — +oo, segue entdo que esta funcédo
possui um méaximo (global) em algum A > 0. Em sintese, temos que (| possui maximo local

eleOse/gdx—f—/
Q

h do < 0. As possibilidades de graficos da funcdo (| podem ser
aQ

vistos na Figura 1.2.
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11 () pi(4)

/g+/h:0 /g+/h<0
Q 9Q Q oQ

A A

\

Figura 1.2 Possiveis gréaficos de u;.

Resta obter a unicidade do ponto critico. Seja Ag tal que p{(Ag) = 0. Entdo, por (1.44)
necessariamente temos que

/g(¢1(lo))2dX+/ h(91(2))*do = 0. (1.46)
Q 90

Aqui, a autofung@o positiva ¢ (Ag) é normalizada com / (¢1(%))? dx = 1. Entio, devido a
concavidade de u;, para provarmos que Ay € o tinico pgnto critico € suficiente provar que
Ui (A) < ui(Ao) para A # Ay. Uma vez que Ay é maximo local e por ) ser cOncava, entdo
vale para qualquer A # Ay a seguinte desigualdade

/ V(91 (A0)) dx— A / (01(20)2 dr=2 [ h(g1(30)do

Assuma, por contradic@o, que existe A # A, tal que, 1 (A1) = 1 (Ag). Consequentemente,
pela caracterizagao de iy, vista no Teorema 1.3, temos que inf§,;, = infSy . Entdo como
¢1(Ao) atinge o infimo de S, também atingird o infimo de Sj,. Assim sendo, aplicando
¢1(Ap) na equagdo (1.39) temos

—Ad1 (o) = L1891 (Ao) + 11 (A1)¢1(Ao) em Q,

M = Aho1(Ao) sobre dQ.
an
Logo,
ul(ll): _A¢1()‘0>_A‘1g¢1()‘0) % er

¢1(Ao) 7
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Por outro lado, sabemos que

—A¢1 (o) = Aog¢1(Ao) + 11 (A0) 91 (o)  em €,

991(%0) = Aoh¢1(Ao) sobre dQ.
an
Entao,

¢1(20)
Como vale que u;(A) = u; (o), temos para todo x € Q

—A1801(Ao) = —A0g91(Lo)
(A1 —A0)(g91(Ao)) = 0. (1.47)

Ainda, sobre dQ temos

Ao (Ao) = Aoher (Ao)
A1ho1(A) — Aohdr(Ao) =0
(41— A0)ho1(A) = 0. (1.48)

Porém A # A entdo (A; — Ag) # 0, e como ¢;(Ag) > 0 em Q, segue de (1.47) e (1.48) que
g=0em Qe h =0 sobre dQ, uma contradi¢io com a hipétese inicial do Teorema 1.4. Logo,
a unicidade do ponto de maximo global foi verificada.

Portanto, a afirmacdo (i1) foi demonstrada e a prova do Teorema estd completa. 0

Observacdo 1.2. No Teorema 1.4 analisamos a aplicacdo (| apenas para o caso em que

/ g dx+ / h do < 0. Porém, de (1.45) conseguimos ter o possivel grafico de p; para
Q aQ

/ gdx+ hdo > 0, veja a Figura 1.3.
Q Q

0

1.4 Problema (1.1)

Nesta secdo vamos estudar a existéncia e unicidade de autovalor principal do problema
eliptico

—Au=Ag(x)u emQ,

u

an = Ah(x)u sobre dQ.

Primeiramente vamos provar o seguinte resultado técnico.
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pi(4)
/Qg%—/mh >0

Figura 1.3 Possivel grafico de u;.

Lema 1.4. Suponha que / gdx+ /a h do < 0. Entdo, existe uma constante co > 0, com a
Q Q
seguinte propriedade:

/ (Vu|? dx > ¢,
Q

para todo u € WI’Z(Q) que satisfaz

/uzdx—l—/ uzdczle/guzdx—i—/ h do > 0.
Q oQ Q Q

Demonstracdo. Suponha por contradi¢io que para todo ¢o > 0, existe u € W2 (Q) que
satisfaz

/]Vu|2dx<c0, /uzdx~|—/ Wwdo=1 e /guzdx+/ hu® do > 0.
Q Q 2Q Q o0

Em particular, tomando ¢y = 1 /n obtemos uma sequéncia (u,) C W'?(Q), de modo que:

/u%dx%—/ u?do = 1; (1.49)
Q o0Q
/gugder/ hu? do > 0; (1.50)
Q 2Q
I
/|Vu,,|2dx<—. (1.51)
Q n

Devido as estimativas (1.49) e (1.51) temos que (u,) é limitada em WLZ(Q). Provaremos
que (u,) é convergente em W'2(Q). De fato, pela imersdo compacta de W1?(Q) em L*(Q)

temos a menos de subsequéncia que u, — i em L?(Q). Mostremos agora que (u,) é uma
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sequéncia de Cauchy em W'?(Q). Com efeito, note que

|4 — ”m||12;V1~2(Q) = ||un — umHIZJZ(Q) + ||V (un — Mm)”%Z(Q)

:/ |un—um|2dx+/ IV (1t — 4) [ .
Q Q

Usando a desigualdade triangular, a estimativa do Lema A.1 e a afirmagdo (1.51), respectiva-

mente, temos

/|Vun—Vum|2dx§/(|Vun|+|Vum])2dx
Q Q

=2 [ (Vi + Vi) v
Q

I 1
<2<—+—>,
n m

e ainda como (u,) é convergente em L?(Q) entdo temos que (u,,) é uma sequéncia de Cauchy
em L?(Q). Portanto,

1 1
Hun_umHgvl.,Z(Q) S/Q!un—umlzderZ(;nL%) — 0,

com n,m — co. Como (u,) é uma sequéncia de Cauchy e W!?(Q) é espaco de Banach
entdo existe 7 € W!?(Q) de modo que u, — i em W'2(Q), conforme querfamos provar.
Mostraremos que u, — i em W'?(Q) e em L2(9Q). Com efeito, segue da imersdo continua
de W!2(Q) em L*(Q) que

U, — i em L*(Q).

Mas, como u,, — ii em LZ(Q), entdo pela unicidade do limite temos i = i, ou seja, u, — il
em W'?(Q). Em particular,

2 Al12
||V”n||L2(Q) - ||Vu||L2(Q)7

e por (1.51), temos
/|Vﬁ|2dx:0. (1.52)
Q

Devido a continuidade do operador trago podemos tomar a mesma sequéncia (u,) de modo
que u, — i em L*(9€). Como u, — fi em L*(Q) e em L*(9dQ) entdo

/ﬁzdx:lim w2dx e /ﬁzdczlim 1,2 do. (1.53)
Q Q aQ
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Nosso objetivo agora € analisar o termo / g dx+ / hit* do, para tanto vamos comegar
aQ

Q
descobrindo quem € a func¢do . Veja que, usando as informacgdes de (1.53) em (1.49) temos
/ﬁzdx—i— 42 do = lim (/ unzdx-l-/ Uy da) =1. (1.54)
Q 2Q n—e \ JQ 2Q

Devido (1.52) temos ||Vﬁ||i2(g) =0, entdo Vi = 0 q.t.p em Q e pela Proposi¢do A.2 temos
i =kq.tpemQ, sendo k uma constante. Por (1.54) garantimos que # nao pode ser nula.
Sabendo disso, entdo vale o seguinte resultado

/gﬁzdx+/ hi do = i (/gdx+/ hd0'> <0. (1.55)
Q 2Q Q oQ

Por outro lado, temos também que

‘/gu,%+/ hu,zl—(/gﬁ2~|— hﬁ2>
Q 2Q Q

‘/ ﬁ2)+/ h(u?
aQ

< [ gt -+ [ hes
Q aQ

Como g é continua em Q e & € continua sobre dQ, respectivamente, entdo elas sdo limitadas.

Logo, existem constantes M, M, > 0 tais que
lg(x)| < M) para x€ Q e |h(x)| < M,, parax € Q.

Consequentemente,

/gu —I—/ hu? do — (/g + hﬁzdo)lng/(uﬁ—ﬁz)%—Mz/a (u? —i?).
Q Q

Porém, usando (1.53) temos

M, / (12— ) dx+M2/ (12— %) do — 0,
Q 0Q
quando n — oo. Logo,

/gu,%dx+/ hu d6—>/gﬁ2dx+/ hi* do, quando 1 — co.
Q 2Q Q aQ

Portanto, para n suficientemente grande temos de (1.55) que / gu,zl dx+ /(9 hu,zl do <0,0
Q Q

que gera uma contradi¢do com (1.50). A prova do lema esta completa.
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Destacamos que a existéncia de um autovalor principal positivo para o problema (1.1),
esta totalmente relacionada com a aplicagdo ;. De forma mais clara, existira autovalor
principal positivo de (1.1) se, somente se, este for zero de ;. Esta afirmagao sera vista no
proximo teorema, e este também nos dard a caracterizagdo variacional do tinico autovalor

principal positivo do problema (1.1).

Teorema 1.5. Assuma que g £ 0 em Q ou h £ 0 sobre dQ, entdo o problema (1.1) possui

um unico autovalor principal positivo (denotado por Ai(g,h)) se, somente se,

/ gdx + /a hdo < 0. Além disso, nesse caso o vinico autovalor principal positivo tem a
Q Q

seguinte caracterizacdo

/|Vu|2dx
Ai(g,h) =inf Q ;uer’z(Q),/guzdx+/ hu? do >0
/guzdx+/(9 hu? do Q IQ
Q Q

Demonstracdo. A primeira parte da demonstracdo seguird dos resultados vistos ao longo da

(1.56)

Secdo 1.3, e que estdo relacionados com a aplicacio ;.

Suponha inicialmente / g dx+ / h do < 0. Temos ciéncia que u;(0) = 0, devido
a Observacao 1.1. Dali, tenﬁo em me%gtze o comportamento da aplicagdo y;, visto no Te-
orema 1.4, temos para /Qg dx + /th do < 0 que existe um dnico A = A;(g,h) > 0 que
verifica t;(A1(g,h)) = 0. Consequentemente, substituindo u;(A;(g,%)) no problema (1.2),

encontramos
—A¢; = A1(g,h)g(x)¢1 emQ,
‘;—‘f; — M(gh)h(x)é;  sobre AQ,

ou seja, A1 (g, h) é autovalor principal do problema (1.1).

Por outro lado, suponha que o problema (1.1) possui um dnico autovalor principal
positivo, que iremos denotar por A;(g,4). Se | gdx—+ / hdo > 0, entdo, teremos de ]
ser concava e (1.45) que p;(4) < 0, para todos/?t > 0. Issa(?implica que M| ndo possui Zero.
Portanto, / gdx+ / h do < 0. Assim, concluimos a primeira parte da demonstracao do
teorema. @ e

Vamos para a segunda parte da demonstragdo, que consiste em provar que o autovalor
principal positivo do problema (1.1) é caracterizado pela férmula (1.56). Para tanto, primeiro
mostraremos que o infimo (1.56) € positivo. Tal resultado seguird da aplicacdo do Lema 1.4.
Em sequéncia, mostraremos que a constante positiva A, dada pelo infimo (1.56), satisfaz

11 (L) = 0, ou seja, usando o que jd sabemos da primeira parte da demonstracdo que
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A1(g,h) coincide com o zero da aplicag@o U, e este é Gnico, entdo necessariamente vale a
caracterizagdo (1.56) para A;(g,h).
Seja / g dx+/ h do < 0. Considere u € W'?(Q) de modo que
Q oQ

/guzd)H—/ hu? do > 0.
Q 2Q

Afirmamos ser vélida a seguinte desigualdade

/ |Vu|* dx
Q . (1.57)

Para provar (1.57) encontraremos uma fungao v € WI’Z(Q) que satisfaz o Lema 1.4, e que por

consequéncia verifica (1.57). Para isso, primeiro observamos que u® dx + / u?> do >0,
Q Q
caso contrario terifamos

0= / 2dx+/ ch) + 4 h+
<QM 20 (g™ e + 17 llcoa)
= HngHC(Q)/Q”2 dx+ (|77 [lc(aq) /(muz do

z/guzdx—I—/ h* do
Q aIQ

>0,

um absurdo. Considere a seguinte constante

1/2

1
5= >0,

/ u? dx+ u? do
Q oQ

e definimos a fun¢do v = du. Vamos verificar que v satisfaz as condi¢des do Lema 1.4. Com
efeito, claramente v = §u € W'?(Q). Além disso,

/vzdx—i—/ vsz:/(&t)zdx—i—/ (8u)? do = &2 (/ uzdx—f—/ u2d6>
Q aQ Q aQ Q aQ
= ! (/ u? dx+ uzdc)
[@as [ iar b
Q Q.

=1. (1.58)
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Ainda, temos também

2 2
0< [gtdx+ [ mido— [ g avt [ nisdo
Q 0Q 20" 0 Q0 O
1 2 2 )
== v dx + h*do ).
52(/Qg 20

O que nos garante que
/ gV’ dx+/ m? do > 0. (1.59)
Q oQ

Por (1.58) e (1.59) confirmamos que v estd nas condi¢des do Lema 1.4. Logo, existe uma
constante ¢y > 0 tal que,
/ V|2 dx > co. (1.60)
Q

Observamos por (1.58), que HVH%}(Q) <le HVHIZJZ(%Z) < 1. Consequentemente,
/gvzdx—f—/ ?* do < ||g+||C(Q)/ Vv dx+||h+||c(39)/ v’ do
Q aQ Q aQ
<18 lle@) + 17" lc@e)- (1.61)
Devido (1.60) e (1.61) obtemos

/ IVv|? dx
Q ]

> > 0. (1.62)
/gvz dx—i—/a m? do ’|g+||c(§)+“h+||c(8g)
Q Q

Agora, resta notarmos que temos a validade da seguinte igualdade

/|Vu|2dx /|V (K) 2 dx /|Vv|2dx
Q _ Q@ \o _ Q
2 2 v\2 v\2 2 2
gl dv+ | i do /g(_> dxt h(_> ioc [ ot dx+ [ mtdo
Q oQ o° \o o0 \6 Q oQ
Logo de (1.62), temos o desejado, isto é
/|Vu\2dx
Q

/guzd)H—/ hi? do
Q 2Q

Portanto, o infimo (1.56) é positivo. Agora vamos estabelecer a formula (1.56) como

> 0.

sendo a prépria caracteriza¢io do autovalor principal positivo do problema (1.1). Para isso,
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consideremos o conjunto

A:{MEWI’Z(Q),/guzdx—i—/ hu* d6>0},
Q aQ

e seja A, uma constante positiva dada pelo infimo (1.56). Assim,

/ |Vu|* dx
Q

/guzdx+/ h* do
Q aQ

Para estabelecermos a férmula (1.56) é suficiente mostrar que p;(A.) = 0. Pois assim,

0< A < , VucA. (1.63)

estaremos provando que A, € o Unico autovalor principal positivo de (1.1).

Com efeito, considere u € A. A partir da desigualdade (1.63), encontramos

A (/ guzdx—i—/ hu? dc) > —/ IVu|? dx
Q o0Q Q

/|Vu|2dx—l* (/ gu* dx+ : hu? dG) =0. (1.64)
Q Q Q

Observe que, para / gu? dx+ /a hu? do < 0 ainda vale a desigualdade (1.64). Por con-
Q Q

sequéncia, temos
/ \Vu]zdx—l*/ guzdx—l*/ mdo >0, YV ueW'2(Q). (165
Q Q oQ

Segue de (1.65) e da defini¢do de p; que y;(A,) > 0.
Por outro lado, também provaremos que u;(A.) < 0. Observe que pela defini¢dao de

infimo existe uma sequéncia (v,) em W'2(Q) tal que:

/gvﬁdx+/ h? do > 0; (1.66)
Q Q.

/|an|2dx |

0< A < Q < (1+—> L. (1.67)
/gv%dx%—/ h? do n

Q 2Q
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Assim, definindo a sequéncia (u,) € W'*(Q) dada por u, = v,/ Hv,,||i2 ()» Vamos encontrar

as propriedades que (u;,) satisfaz e verificar que ela também é minimizante. Para isso, observe

2 2
2 2 2 2
L@%“+Adwdazég@ﬂwh“ﬁ M+Ad%wwwmm)dc

4 2 2
— Il ( [sdacs [ ng dcr) |

Portanto, segue de (1.66) e (1.68) que,

/gu,%dx%—/ huz do > 0.
Q aQ

Também temos a seguinte igualdade

2 2 2
L9 e Pl

5 5 . ’ 2 2 2
/ngnder/thvn do /Qg(unanlle(Q)) dx+/(mh(”n||"n||L2(g)) do

/ Viu,)? dx !
/ gutdx+ [ huldo n
Q o0

Concluimos que, u, = v,/ anHiz (q) satisfaz as seguintes propriedades:

/ﬁm:n
Q

1 /|Vun|2dx
O+—)Mz 2 ;
" /guﬁdx+/ hu? do
Q oQ

/gu%dx%—/ hu? do > 0.
Q 0Q

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

Agora, vamos provar que (i,) ¢ limitada em W'?(Q). Para isso, primeiro limitaremos as

integrais / hu,zl doe gu,% dx, pois usaremos para provarmos que |Vun|2 dx € limitada.
Q Q Q
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Com efeito, lembremos que gracas a Proposi¢do 1.6, dado € > 0, existe uma constante
C(€) > 0 que satisfaz

/ u dags/ yvunyzdx+C(e)/u,% dx.
Q Q Q

Dai, usando esta desigualdade, encontramos

[ 40 < ¥ lctoay [ 16 do < 18 ony (& 9P ar+ o) [ 12 ax)
aIQ Q. Q Q

< elli*llciany | Vi dx+CO o) [, 12 v (1.73)
Substituindo (1.70) em (1.73), temos

| i do < eli*lcion) | VuaP de+C@)H* o) (174

Novamente devido (1.70), concluimos que

| g < lg” ey [ v dv =l ey (1.75)

Observe que manipulando (1.71), e usando o fato de que (1+ 1/n) < 2 para todo n > 1,

temos

Como temos a validade da inequacgdo (1.72), obtemos

22, (/ gu,%dx+/ ud? dc) 2/ Vit . (1.76)
Q Q Q

Usando as desigualdades (1.74) e (1.75) em (1.76), encontramos

7 v <2 (Ll + €l leiony [ 190 e @) lan) ).
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Manipulando, temos

20 (el ltony [ 190 ) + [ 1V v < 2. (g e + 2-CCE I o

(1 =2t lcay) [ VuaP dx < 22" o) +22.C(€) " lcgoay:

(1.77)
Tomando € > 0 tdo pequeno que 1 —2A,&||h" lcaq) > 1/2, segue de (1.77) que
1
> [ 1V ax < 22, (18" o) + () cony )
Vil av <4 (Il o) + (@) I amy) <+ (1.78)

Logo, temos por (1.70) e (1.78) que (u,) é limitada em W!?(Q), conforme querfamos
mostrar. Dai, pela continuidade do operador trago de W1?(Q) em L*(9Q), temos que (u,) é
limitada em L?(9Q). Assim, a desigualdade (1.71) implica que

A
l*/gu,%dx—i—?t*/ hu%do—i——(/ gu,%dx—i—/ hu,%dc) 2/ Vi, | dx
Q 2Q n Q 2Q Q
A
—(/ gu%dx—i—/ hu%dc) 2/ |Vun|2dx—l*/gu%dx—7t*/ hu? do
n Q

% (1o 1 oo, [ 00 ) = [ 9 o= [ o= [ niao
n

(1.79)
Porém, em decorréncia de (u,) ser limitada em L?(9Q) temos
A (o4 - 2
p 18" le@) T 17" llcoa) /aQun do ) — 0, quando n — co. (1.80)
Dai por (1.79) e (1.80) obtemos p;(A,) < 0.
Portanto, concluimos que p;(A.) = 0. Finalizamos a demonstragdo do Teorema.
O

Agora, faremos uma observacao referente as limitacdes das normas em L? (Q) e em
L*(0Q).

Observagdo 1.3. Considerando as hipéteses do Teorema A.9, temos para o conjunto

W' = {w e W (Q): /

wdx:O},
Q
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que vale a Desigualdade de Poincaré (Teorema A.6), ou seja, existe uma constante ¢; > 0,
tal que

||WHL2(Q) < C1||VW”L2(Q)> Vwew'.

Durante toda esta secao teremos que a constante ¢; serd sempre mencionada se referindo
a esta observacdo. Além disso, a constante ¢, serd se referindo a constante obtida pela
continuidade do operador traco de W12(Q) em L?(9Q).

Vamos para o ultimo resultado desta se¢do. Como ja temos a existéncia, unicidade e carac-
terizacdo variacional do tunico autovalor principal positivo do problema (1.1), agora nos inte-

ressa obter uma cota inferior para este autovalor em termos da quantidade / gdx+ h dc‘ .
Q aQ

Faremos isso no préximo resultado.

Teorema 1.6. Assuma g ﬁ Oem Qouh f 0 sobre dQ, e / g dx+/ h do < 0. Entdo,
Q oQ

existe uma constante C(cy,c3) > 0, dependendo apenas das constantes c e ¢, tal que

-1

8120 + 1122 50

)T
‘/gdx—i—/ th'
Q oQ

=:A(g,h). (1.81)

Mg h) > Cler,ea) | g™ ey + 1 leo

Demonstragdo. Para provarmos o teorema serd crucial usarmos as decomposicdes vistas na
Subsecao 1.1.2, por isso, recordaremos brevemente dos operadores P e Q e das decomposi-
¢oes que eles produzem. Consideramos

P:X:WZ’Z(Q)%W:{uEWZ’Z(Q),/udx:O}
Q
s P(u) 1/ d
u u)=u-—-— u .
Q[ Jo

Conforme provamos na Proposicao 1.2, o operador P produz uma decomposi¢do tnica
X =W®dZ, onde
Z = {u e W**(Q), u constante}.
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Em relacdo ao operador Q, definido como

Q:LZ(Q)%{veLz(Q):/gzvdx:O}

v Q(v) =v— /Qde <g+i/ th)
Q[ Jog ’

/gdx+/ hdo
Q Q

provamos na Proposi¢do 1.4 que o operador Q também produz uma decomposicado Unica,
dada por L*(Q) = Q[L*(Q)] & (1 - Q)[L*(Q)].
Seja u € C2+9(§) uma solug@o de (1.1) para A > 0, temos pela decomposicdo de P,

que podemos escrever de forma tnica u = o +w para algum o € Ze w € W. A ideia da
demonstragdo € provar que para A pequeno existe apenas a solucdo trivial, isto €, que para
todo A positivo, tal que A < A(g, k) temos u = 0.

Primeiro, descobriremos quem seriam as funcdes o e w. Como u = ¢ + w € solugdo de

(1.1), temos que esta func¢ao satisfaz

—Ala+w)=2Agx)(a+w) emQ,
d(a+w)

o = Ah(x)(+w) sobre dQ.

Consequentemente, devido da/dn = 0 e Aa = 0, encontramos

—Aw=Ag(x)(x+w) emQ,
d (1.82)
9 _ Ah(x)(a+w)  sobre dQ.
an
Notemos ainda, como u € C2+9(§) entdo suas derivadas de segunda ordem existem e sao
continuas, logo —Au € L*(Q). Por consequéncia, podemos escrever de forma tinica

—Au=Q(—Au) & (1 - Q)(—Au).

O que nos motiva a calcular Q(—Au) e (1 — Q)(—Au). Comecgaremos obtendo Q(—Au),
e disso encontraremos que para A pequeno temos w = 0. Em seguida, vamos calcular

(1 — Q)(—Au) onde veremos que, para 0 mesmo A pequeno temos o = 0.
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Com efeito, pela defini¢do do operador Q e sabendo que Au = A(at +w) = Aw, temos

1
O(—Au) = —Aw 4 ——22 (g—l—— hdc). (1.83)
|edact [ ndo |Q|/‘99
Q Q

Observe que, aplicando a Férmula de Green (Teorema A.3, item (iii)) e usando (1.82),

/Awdx /Qan G:/aQAh(x)(Ot+w)dG,

dai substituindo em (1.83) encontramos

obtemos

Al ho+w)do 1

O(—Au) = —Aw + —292 (g-l——/ hda). (1.84)
[edct [ nao \" [91Von
Q Q

Por outro lado, g € C%(Q) e u € C**9(Q), entdo Agu € L*(Q). Como u é solucdo de (1.1),
entdo em Q temos —Au = Ag(x)u. Consequentemente, Q(—Au) = Q(Agu). Assim sendo,
obtemos

l/lgudx 1
O(Agu) = Agu— (g+—/ th)
/gdx+/ hdo €] Jag

l/ o+w) 1
= Agla+w)— <g+—/ hdo). (1.85)
Q[ Joo

/gdx+/ hdo

Com isso, de (1.84) e (1.85) concluimos que

h(a+w )do
—Aw+ < /hda)
/gdx+/ nao V10
l/ (a+w) 1
Aglo+w)— g+—/ hdc). (1.86)
( Q[ Joa

/gdx+/ hdo

Nossa intengdo € manipular (1.86) e analisar quem limita / |Vw|2 dx. Posteriormente,
Q

usaremos essa limitag@o para encontrarmos ¢ € w. Para isso, faremos uma série de cdlculos.
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Inicialmente, note que (1.86) pode ser reescrito como
lg/ha+wd ?L/ (a+w) dG/ hdo
\Q\
gdx+ hdo gdx+ hdcr
aQ
/’Lg/ (a+w) dx ll/ o+w dx/ hdo

/gM+/lMG ] /gw+/1mG

Multiplicando por w e integrando, temos

—Aw +

Agla+w)—

/ h(ot+w) do A/wmx h(ot+w)h do
+ Q Q

/ —Aw - wdx—f—/l/gwdx g =
/gM+ hde < /gM+ hdo

/l/gwdx/ (a+w) dx l/wdx/ a+wdx/ hdo

/gm+ hdo Q| /gM+ hdo
Q 2Q
(1.87)

A/ gla+w)wdx—
Q

Como / wdx =0, pois w € W, a equagdo (1.87) se reduz a
Q

l/gwdx
/—Aw-wdx:— Q ( h((x—l—w)d6+/g(a+w) dx)
= /gM+AIMG o @
Q Q

—|—l/g(oc+w)~wdx.
Q

Pela Férmula de Green (Teorema A.3, item (iv)) sabemos que

/Aw wdx = /|VW|2dx / -wdo,
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logo
l/gwdx
/\Vw|2dx:— (/ h(ot+w) d6+/g(a+w) dx)
o /gdx+ hdo \Joo o
2Q
+7L/ (a+w)- wdx+/ -wdo. (1.88)

Usando (1.82) temos que

/8W wdo = QL/ h(o+w)w do.
00 9N

Substituindo em (1.88), encontramos

/'L/gwdx
Q

— (/ hde—i—/gwdx)
/gdx+/ hdo \/92 Q
Q oQ

+/1/ h(a+w)wdo+m/gwdx+/l/gw2 dx. (1.90)
o0Q Q Q

Note que,

l/gwdx
loc/gwdx: (a/gdx+a/ hdc),
0 |gds+ [ nao \ o 20
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e substituindo em (1.89), ela se resume a seguinte igualdade

/|VW!2dx:7L/ h(a+w)wdc+?t/gw2dx
Q aQ Q

l/gwdx

— Q (/ hwd6+/gwdx). (1.91)
/gdx+/ hdo \/9¢ Q

Q 9Q

Vamos obter a caracterizagao de «. Pela Formula de Green (item (iii)), segue de (1.82) que

ow
/Qitg(oH—w)dx—/Q—Awdx——/aQ%dG—— [ An(a+w)do
Aa/gdx+1/gwdx:—/1a/ hdo—A [ hwdo
Q Q 2Q Q

Aa/gdx+/la/ th:—A/ hde—?L/gwdx

Q 2Q oQ Q

la(/ngH— th)z—/l(/ hwd6+/gwdx)
Q 2Q 2Q Q

/ hwdc—i—/gwdx
__Joe Q ‘

/gdx+/ hdo
Q Q

o (1.92)

Substituindo (1.92) em (1.91), temos

/ hwd6+/gwdx
/\Vw]zdx:), h| —22 = -de+/’L/ hwsz—HL/ngdx
Q aQ Q

o0 /gdx-l— hdo
Q Q

— Q (/ hde—l—/gwdx). (1.93)
/gdx+ [ hdo \Joo o
Q



62 Problema de autovalor com pesos indefinidos

Notemos que, podemos simplificar a primeira soma do lado direito da equagao (1.93). De

fato,

/ hwd6+/gwdx /gwdx
) / hw | 222 Q do + Q (/ gwdx+/ hwdo)
o0Q Q oQ

/gdx—|— hdo /gdx+ hdo
Q o0 Q oQ

/hwd6+/gwdx

:—l(/ hwd6+/gwdx) 00 Q
20 Q /gdx—l—/ hdo

Q oQ

2
— A (/ hwd6+/gwdx) . (1.94)
/gdx+/ hdo \/o% Q
Q oQ

Dai, substituindo (1.94) em (1.93), segue que

2
l(/ hwd6+/gwdx)
Q. Q

/wa|2dx:/1/ hwsz—HL/ngdx— . (195
0 90 0 [eact [ ndo
Q oQ

Agora, vamos estimar cada termo do lado direito de (1.95) que estd dependente de w. Pela

Observagao 1.3, obtemos
/ngz dx < ||g+||C(Q)/QW2 do = ||g+||c(§)||w||iz(g) < ||g+||c(§)c%||vw||iz(g), (1.96)

devido a continuidade do operador traco de W!'?(Q) em L?(9Q). Novamente pela Observa-

cdo 1.3, encontramos a seguinte limitacao

2 + 2 + 2 2115+ 12
/(mhw do < |7 |lcaq) /aQW do < [|hlce) Wl o) <l llc@a) W iz q)
= 3 llcan (IW* 1220y + VW20 )

< Al lleae) (VW2 + V93

= (1D A" @) VWil q)- (1.97)

Por outro lado, usando a estimativa do Lema A.1, temos

(e et (L) o))
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Porém, usando a Observacdo 1.3, e a desigualdade de Holder obtemos

2 2
(/ng dx) < (HgHLZ(Q)HWHU(Q)) < ngiz(g)HVWHiz(g)c%,

e ainda,

(/, hwdo) (1Al 20m I l200))” < WAl gy 122 0y
< 1A a0 I 12003 < N2 00063 (191122 0y + VW22 )

< 1Al 00y S3 (Vw220 + 19wz g )

Consequentemente,
2
(/ngdx—l—/mhwdc) sz[c%||g||§2(g)+c§(1+c%)||h||§2(ag)] IVwlif2 i) (1.98)

Finalmente, encontraremos a limitacao de / ]Vw|2 dx que precisamos para obter (1.81).
Q
Combinando (1.95) e as estimativas (1.96), (1.97), (1.98), obtemos

/Q Vwl? dx < Actllg e IVWl72 (o) + A3 (1 + DA g0y IVWIIZ2 o)

2 [2( g2 )+ 1+ IR g ) 1922

/gdx+/ hdo

= VW2 ) (Hllg* 12 + B+ D1 1250 )

cillglz2 ) +1/263(1+D)IHF 172 0y

/gdx—l— hdo
aQ

=22 VWl72 g
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Tomando a constante c3 > 0, tal que ¢3 = max{cy,c3(1 +c})} entdo

|gH + ”hHLZ 2Q
IVl < sAIVWIZ g | lg* e + 1A le@a) + )
’/gdx—i—/ hdc‘
181720y + 117l 72 50
IVWliZ2q) § 1= 2e3 |llgtlle) + I1F llcoe) + <0. (1.99)

‘/gdx—i—/ hdd‘
aQ

Como nossos cdlculos foram para um A arbitrario, podemos tomar A pequeno de modo que

-1
HQ&Z(Q) + ”hHiz(aQ)

0<A<qes|lg e+ llcee) + (1.100)

gdx+ hdc‘
Q aQ

Dai, para A que satisfaz (1.100) temos de (1.99), que necessariamente HVWH%Z () = 0. logo,
Vw =0 q.t.p em £, e assim, pela Proposi¢do A.2 temos w = ¢ q.t.p em €2, onde ¢ € uma
constante. Mas, como w € W, entdo / w dx = 0, consequentemente w = 0.

Q
Agora, nos falta saber quem é a para A que satisfaz a desigualdade (1.100). Para

encontrarmos ¢ novamente usaremos que podemos escrever de forma tnica
—Au=Q(—Au) & (1 - Q)(—Au).

Porém, dessa vez iremos calcular (1 — Q)(—Au), que como ja sabemos é 0 mesmo que

calcular (1 — Q)(Agu), pois u é solugdo de (1.2). Vejamos,

(1—0)(—Au) = —Au+ Q(Au)

l/ (a+w)d 1
—A(ax+w)+Aw— <g+—/ th)
Q[ Joo

/gdx+/ hdo
Al hlo+w)do

_ " Jae
_ ( |Q|/ hdcr) (1.101)

/gdx—l— hdo
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QL/ o+w) 1
(1-0)(Agu) = Agu+ <g+@/(99hda>—lg(a+w)

/gdx+/ hdo

l/g o+w)dx 1

= J2 <g+ﬁ/ hdo). (1.102)
/gdx—I—/ hdo N 19l Joe

Q oQ

Logo, para A que estd nas condigdes de (1.100), ja sabemos que w = 0. Assim, igualando
(1.101) e (1.102), obtemos a seguinte igualdade

l/ ho do 1 /I/gocdx 1
_ 0Q (g+ﬁ hdg): > <g—|——/ hdc)
/gdx+ hdo N 1@l Jae /gdx+ hdo N 1€
Q Q Q oQ
2 ]
¢ (g+— hdc) (/gdx—l—/ hdc):O
/gdx+/ hdo ’Q’ 2Q Q 2Q
Q Q
1
7La<g+— th)zO.
[)
(1.103)

Recorde que A >0e

!
/( @, hdo)dx /gdx+ hdo"|Q|/ /gdx+/ hdo < 0.

Com isso e tendo em vista (1.103), s resta que @ = 0. Resumindo: O problema (1.1) sé
admite a solucdo trivial quando A € (0,A(g,h)). Como (1.1) admite solu¢do ndo-trivial com
A =2Ai(g,h) > 0, isso nos garante que A;(g,h) > A(g,h). Isso finaliza a prova. O






Capitulo 2
O método de sub e supersolucao

O objetivo principal deste capitulo é enunciar e demonstrar o método de sub e supersolucao

para o problema nao linear

—Au = f(x,u) em Q,
Bu=0 sobre 9Q,

em que
(")

B = 4+ =2

PO+ 50

comf3 €C 1+6 (0Q). Método este, que serd usado para provar a existéncia de solugio para o
problema logistico no capitulo seguinte. Para tanto, dividiremos este capitulo da seguinte

maneira. Na Secdo 2.1, iremos estudar o problema linear

(—A+K)u=gqg(x) em Q,
Bu=0 sobre dQ,

e estabeleceremos a unicidade da solugdo analisando dois casos: f > 0 e 8 qualquer. Na
Secdo 2.2 provaremos o método de sub e supersolug¢do usando o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder.

2.1 Estudo do problema linear

Nesta secdo, vamos provar existéncia e unicidade de solu¢do para o seguinte problema linear:

{ (~A+K)u=g(x) em Q. .1

Bu=20 sobre JdQ.
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Para tanto, seguindo as ideias de Lopez-Gomez [18], faremos a analise considerando dois
casos: B >0 e B qualquer. O caso B > 0 serd estudado na Subse¢do 2.1.1, e provado
diretamente com a aplicagéo do Teorema de Lax-Milgram. O caso 3 qualquer ser4 analisado
na Subsec¢do 2.1.2, e a prova ocorrera através da constru¢do de um novo problema relacionado
a (2.1), de modo que nele obteremos um novo B positivo. Com isso, usaremos os resultados
da Subsecdo 2.1.1 nesse novo problema. Em seguida, provaremos que existe uma bijecao
entre as solugdes desse novo problema e do problema com 8 qualquer. Em sintese, esta
secdo se destina a provar o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja Q C RN um dominio limitado e B um operador como da forma (2.1),
entdo existe Ko > 0, tal que, para todo K > Ky e g € L2(Q) o problema

(—A+K)u=gq(x) em Q,
Bu=20 sobre 0Q,

admite uma iinica solugdo u € W>2(Q).

2.1.1 Casof3 >0

Nesta subsecdo iremos provar o Teorema 2.1 considerando apenas o caso > 0. O resultado
seguird usando o Teorema de Lax-Milgram (Teorema A.16).
Iniciamos considerando K um nimero real. Com isso, observe que a forma bilinear

associada ao problema (2.1) é definida por

B:W2(Q) xW'2(Q) - R
(u,v) — B(u,v) :/ VuVy dx+/ Kuv dx—l—/ Buv do.
Q Q aIQ
Conforme visto na Defini¢do 1.1, a formulagdo fraca de (2.1) € uma fungio u € WI’Z(Q) tal

que,
B(u,v) = /Qq(x)v dx, Yvew'?(Q). (2.2)

Vamos provar que B satisfaz as condi¢des do Teorema de Lax-Milgram (Teorema A.16)

através dos proximos resultados.

Lema 2.1. Para todo K € R, existe uma constante C := C(K) > 0 tal que

[B(u,v)| < Cllullwrzg)[Vilwrze)

para todo u,v € W'(Q). Isto é, a forma bilinear B(u,v) é continua.
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Demonstracdo. Com efeito, sejam u,v € Wl’z(Q). Pela Desigualdade de Holder (Teo-

rema A.1), temos

|B(u,v)| = '/ Vqudx-l—/ Kuvdx-l—/ Buvdc‘
Q Q Plo)

< [ 1vullvol e+ [ Kljullvl av+ [ 1Bljullv] do
Q Q Q
< [[Vul 2@Vl 2 () + [Klull 20 V] 22(0) + I1Bllcaey lull200) VIl 250

< llullwrzo)lIvilwiz@) + K[l 2@V Ii2@) + 1Bllcao lullr2@0) V]2 (00)-

Por outro lado, pela continuidade do operador traco de W!?(Q) em L?(dQ), existe uma cons-
tante ¢ > 0, tal que [|u|;29q) < c1lullw12(q), € pelaimersao continua de wi(Q) — LX(Q),
existe uma constante c; > 0, tal que [[ul|;2(q) < c2/[ully12(q), logo

‘B<M7V)‘ S Hl/leﬂQ(Q) Hvuwll(g) +C2’K‘ Hllelez(Q) HVHW1v2(Q)
+ctllBllce) lullwi2@)lviiwi2q)

= (1+|Klez+ctllBllcae)) (lullwiz@)IViwiz@)-
Considerando C := C(K) = (1 +[K[c2 +c1]|Bllc(90)) > 0, temos
[B(u,v)| < Cllullwrzo)llvilwiz)-
Portanto, B é continua. O]

Para provarmos a coercividade vamos considerar o seguinte resultado.

Lema 2.2. Suponha 3 > 0. Para todo K > 1, temos
B(u,u)| > [|ullyr2q), ¥V ueWh(Q). (2.3)
Demonstragio. Sejau € W1?(Q). Como B >0e K > 1, segue que
B(u,u) :/ Vil dx—i—/ Ki dx—i—/ Bu? do > / Vil dx+/ o dx = [l 0
Q Q 2Q Q Q
Estabelecemos que B € coerciva. [

Agora que estudamos B(+,-) podemos estabelecer a existéncia de solucdo fraca para (2.1).

Teorema 2.2. Seja K > 1. Entdo, (2.1) possui uma iinica solucéo fraca u € W>*(Q).
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Demonstragdo. Considere a forma bilinear B(-,-) associada a (2.1), j4 provamos que B
€ continua e coerciva para K > 1. Além disso, é claro que dado g € Lz(Q) o funcional
F:W'2(Q) — R, definido por

F(v)=(q,V)20) = /qu dx,

€ linear e continuo.
Entdo, aplicando o Teorema de Lax-Milgram (Teorema A.16), para todo g € L? (Q),
existe um tnico u = u, € W'*(Q), satisfazendo

B(uq,v):/gqux, Vvewh?(Q).

Portanto, u € a Gnica solucao de (2.1). Por regularidade eliptica (Teorema A.17) temos que
U=y € w2 (Q). Isso finaliza a demonstragdo para o caso 3 > 0.
O

212 B eC9(9Q) qualquer

Nesta se¢do vamos retirar a condi¢do > 0 que estudamos anteriormente. Porém, recordando
que nosso objetivo € demonstrar o Teorema 2.1, nossa ideia se baseia em construir um novo
problema relacionado a (2.1) e nele vamos obter um novo 8 > 0. Vejamos os primeiros

resultados desta secdo.

Lema 2.3. Suponha Q de classe C*. Entdo, existem y € C*(Q) e y> 0 tais que

dy

- >, VxedQ.

an — lf *

Demonstragdo. Ver [18, Lemma 2.2.]. O

Necessitaremos relembrarmos da Defini¢do 1.4 para provarmos o seguinte resultado.

Lema 2.4. Considere Q de classe C*. Entdo existe Ky > 0 de modo que (—A+K,B,Q)
admite uma supersolucdo estrita positiva { € C*(Q) com ¢ (x) > 0, para todo x € Q e para
todo K > K.

Demonstragdo. Seja §(x) = M "’(x), x€QeM >0, sendo y a fungio obtida pelo Lema 2.3.
Como {(x) > 0 para todo x € Q, em particular {(x) > 0 para todo x € Q. Além disso,
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devido o Lema 2.3, temos sobre dQ

% 2 MW)) oy
By = Sepg = 1 pr— amvomSY s pg
Szl Ype- C(M—+l3> > ¢ (My+B) >0, 04

para M suficientemente grande. Ora, uma vez que § € Cz(ﬁ), existe K; > 0 tal que
| — Af| < K;j.Dai, tomando Ky > 0 de modo que Ko > K, temos em Q

(—A+Kp)¢ > 0.
Isto nos garante que ¢ é uma supersolucéo estrita de (—A + Ko, B,Q), entdo
(—A+K)E > (—A+Kp)E > 0.

Com isso, finalizamos a demonstragdo. ]

Agora, vamos a construgdo do novo problema. Seja { como no Lema 2.4 e defina para
u € WHP(Q) uma fungio
vi= % cW>P(Q), p>N.

Assim,

N
I
—_

|
|
1=
Tl
[ I — |
U
QU .
+ Y
+
SBIRNE)
3<|nr\
| IR

V=2

v dvat 9*¢ IC v
ox; dx; 8x ox; 0x;

~.
—_

I
|
1=
1
U™
X
=
=t

L 9% 2 dval v& XK
—C[‘Ea—)@‘z;a}a—mi;?
2 v
= |—Av——(V(,Vv)— —A
REL DR
Ou seja, para todo x € Q temos
—Au = _CA(;'V (2-5)

para,
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com

s a0\ 2 AL
bg = —z (a—XI,,a—xn> = —EVC € CC = T

Vale notar que by e c; € L™(Q). Denotaremos

ol
By = aLn)—irBC, sobre 0Q,

com B¢ := B /. Assim, usando (2.4) temos

e (5 ) §
_ 0V
—M%—I-ﬁ
>My+B >0,

para M suficientemente grande. Ou seja, escolhendo M desta maneira, obtemos f3; > 0 sobre
dQ. Como B € C'9(9Q) e ¢ € C*(Q), temos Be € C'9(9Q). Por fim, vale observar que
para todo u € C1(Q),

po u
g2 ¢ ¢
du udf (QC )u
—_ _+ —_
an Can \an TPS) %
du
—%—i—ﬁu.
Isto é,
Bu = 584%, sobre 9Q. (2.6)

Isso nos diz que se tomarmos u € WP (Q), p > N que seja solugdo forte de (2.1) e realizarmos
a mudanca de varidvel v := u/{, entdo por (2.5) segue que v € soluc@o forte de

q
“Ar+Kpy=1 Q
{( ¢ Ky g (2.7)

Bgv =0 sobre dQ.
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Analise que a reciproca é verdadeira, ou seja, dada v solugéo de (2.7) obtemos que u = {v
€ solucdo de (2.1), o que nos faz estabelecer uma bijecdo entre as solugdes fortes destes
problemas. Como ﬁg > 0 podemos usar os resultados encontrados na Subsecdo 2.1.1 para
(—A,B,Q). Vamos mostrar também que existe uma relagio entre as solugdes fracas des-
tes problemas. Para isso considere B, B : wh2(Q) x W2 (Q) — R as formas bilineares

associadas a (2.1) e (2.7), respectivamente. Assim, para todos u,v € w2 (Q), tem-se que

B(u,v):/VwVvdx—l—/Kuvdx—i—/a Buv do,
Q Q Q

Bg(u,v):/ Vu-Vvdx+/V(Ku—f—(bg,Vu)—chu)dx—f—/a vBeu do
Q Q Q

verificam o seguinte resultado.

Lema 2.5. Para todo u,v € W'?(Q),

B(gv,%) — B (v,w).

Demonstragdo. Por definicdo,

Be(v,w) = / Kvw dx+/ Vv-Vw dx+/ w{bg,Vv) dx+/ wegy dx—l—/ wpev do.
Q Q Q Q 2Q
(2.8)
Iremos analisar separadamente as 3 ultimas integrais de (2.8). Com isso, obtemos as seguintes

igualdades

2 w
/Qw<bC,Vv>dx:—/QZ<V§,Vv)wdx:—2/QZ(VC,Vv) d. (2.9)

Aplicando o Teorema A.3, e as seguintes propriedades de gradiente

) - ot

V(lv) =CVv+vVE, V(C g ,
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encontramos
/Qchvdx:/Q—%vwdx:— ACdx / ( ) -V dx— agg_g(%) do
:/QCV(VW)Cz—VWVC V¢ dx— 99%% do
() a2
_/C W)V de— / WYEVE di— / ngg o
_/ (VWw+wVv) -V dx — / TVE -V di— agvggg
:/QZVW-VCdx—I—/QEVV-VCdx szz; V¢ de— Q%%dc
(2.10)
Além do mais, devido
- (Gere)e
entao temos o C w
| Bowdo= [ JE o /(m?ﬁCdG. @.11)

Dai, somando as equacdes (2.9) e (2.10) obtemos

/Q(bC,Vv)wdx—}—/Qchvdx:—/ %VC-Vvdx+/§2%VW-VCdx

w96

WVe-vE de— oo

CZ
e por (2.11), encontramos a seguinte igualdade
w v
b,vadx+/c wvdx+/ vde:—/—V -Vvdx+/ —Vw-V({ dx
/Q< & Vv) et mﬁg 7 ¢ 7 ¢

szg VCdx-l—/ —/3; do. (2.12)
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Por fim, substituindo (2.12) em (2.8),

Bg(v,w):/Kvwdx—i—/Vv-dex—/ YVC-Vvdx—I—/ KVw-VCdx
Q o af ag

- ngg-vgdx+/99%ﬁcdc
:/QKVWd)H_/aQ%ﬁC d6+/Q(CVv+vVC) (%—_VZZC) dx

:/QK(CV)%dH/aQ%B(Cv) d6+/QV(Cv)V (%) dx:B(CV%)-

Isso finaliza a prova do Lema. [

Através do préximo resultado vamos estabelecer uma bijecao entre as solucdes fracas de
(2.1) e (2.7).

Teorema 2.3. Considere { como no Lema 2.4. Entdo uma fungdo v € wi? (Q) é uma solugdo
fraca de (2.7) se, e somente se, u = (v € WI’Z(Q) € uma solucdo fraca de (2.1).

Demonstragdo. Suponha que v = u/{ é uma solugéo fraca de (2.7). Assim, vale que

Be(v.9) = (L,0)20) V0 €CT(Q). (2.13)

U

Pelo Lema 2.5, isso € equivalente a

D=BEw ) =@ Prm, VIEC®)

C - ’C _qung(Q)v .

Vamos usar a densidade de C™(Q) em wi? (Q) (ver Teorema A.8) para mostrar que

B(u, ) = (4, V)20, VVECT(Q). (2.14)

Para tanto, considere ¥ € C(Q),0 = {y € C*(Q) € W?(Q). Pela densidade de C™(Q)
em W12(Q), existe uma sequéncia ¢, C C*(Q),n > 1, tal que

0, > Cy em WI’Z(Q).

Usando (2.13) com ¢, temos,
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Fazendo n — o e usando a continuidade de B, obtemos (2.14). O que nos mostra que
u=_CveWw'?(Q) é solugio fraca de (2.1).
Por outro lado, suponha que u = {v é solugdo fraca de (2.1). Temos entdo

B(u7¢) = B(CV,(])) = (qa¢)L2(Q)7 v (P € COO(Q) (215)

Assim, dada ¢ € C*(Q), temos que ¢ /¢ € C*(Q) € W!?(Q). Usando novamente a densi-
dade de C*(Q) em W'?(Q), existe uma sequéncia v, C C*(Q), tal que

W, — % em W9 (Q).

Fazendo n — o e usando a continuidade de B, obtemos

¢ ¢
4 4

Pelo Lema 2.5, isso € equivalente a

oQ

B(Cva ) = (g7 )Lz(Q) = <_7¢)L2(Q)7 v ¢ € COO(Q) (216)

4

BL(v,0) = <§,¢>Lz<g>, V¢ € C(Q).

Portanto v € solucdo fraca de (2.7). ]

O préximo resultado garante a unicidade da solucdo fraca associada a (2.1). No entanto
observe que ndo se faz nenhuma exigéncia sobre o sinal de 3.

Teorema 2.4. Suponha que Q seja de classe C?. Entdo existe Ky € R tal que, para todo
K > Ky o problema (2.1) possui uma tinica solucdo fraca

u:=(—A+K) lgewh(Q).

Demonstragio. Seja {(x) = M ¥ com My+ B > 0. Entdo pela escolha de {, temos
ﬁg > 0. Assim pelo Teorema 2.2, existe Ko > 0 tal que, para cada K > K o problema (2.7)

possui uma unica solugdo fraca

vi= (AL +K) 'L ew'2(@).

4

Pelo Teorema 2.3, a funcao

wi=Cv=C(-AL+K) 'S ew'2(Q)
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nos fornece a tnica solugdo fraca de (2.1). Por regularidade eliptica (Teorema A.17) esta
fungdo estd em W22 (Q). O

Observacdo 2.1. Note que o Teorema 2.4 nos permite definir um operador
(—A+K)"LL2HQ) = WHH(Q).

Da imersdo compacta W22 (Q) << L?(Q), segue que (—A+K) ' 0i é compacto (i denota

a imersdo de W*?(Q) em L*(Q)). Com abuso de notagdo, denotaremos
(—A+K)" 1 L2(Q) — L2(Q),

sendo este compacto.

Finalizamos o estudo do Problema linear (2.1) e agora estamos aptos a provarmos o

método de sub e supersolucao, conforme faremos na préxima se¢ao.

2.2 Método de sub e supersolucao

Nesta secdo vamos iniciar o estudo do problema eliptico nao linear

(2.17)

—Au = f(x,u) em Q,
Bu=0 sobre JdQ.

Nosso objetivo € estabelecer o método de sub e supersolugdo para este problema. Para
isso, primeiro iremos definir alguns conceitos e recordar um resultado importante que serd

utilizado para provar o método.

Definiciio 2.1. Dizemos que uma funcéo u € C*(Q) NCH(Q) é uma subsolucdo de (2.17) se

(2.18)

—Au< f(x,u) em Q,
Bu<0 sobre 0Q.

Definiciio 2.2. Dizemos que uma funcdo i € C*(Q) NCH(Q) é uma supersolucéo de (2.17)

se

{ —Au> f(x,u) em Q, (2.19)

Bu>0 sobre 0Q.

Veremos agora um resultado que serd fundamental para a prova do método de sub e

supersolucdo.
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Teorema 2.5 (Ponto Fixo de Schauder). Seja E um espaco de Banach e M C E um conjunto
ndo-vazio, convexo e fechado. Se T : M — M é uma aplica¢do continua e compacta, entdo

T admite um ponto fixo.
Demonstracdo. Ver [14, Corolério 11.2]. OJ

Agora, vamos ao resultado principal desta secdo, que demonstra o0 método de sub e

supersolucdo para o Problema (2.17).

Teorema 2.6. Suponha f(x,s) uma fungdo holder continua na varidvel x € Q, e de classe
C! na varidvel s € R. Se o problema (2.17) admite um par (u,%) de sub e supersolucdes
ordenadas, entdo existe uma solugio u € C*(Q) NC'(Q) de (2.17) que verifica

u<u<u.

Demonstracdo. A prova seguird através da aplicacdo do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Inicialmente, defina o conjunto

I=[ua={ucl*Q):u<u

IN

).

Desse modo, I é ndo vazio (u,u € I) e ainda goza da convexidade, pois, para quaisquer
fungdes v, y €I et € |0, 1], definindo z =ty + (1 —¢)v temos

(2.20)

Somando as equagdes de (2.20) encontramos
u<(l—-t)v+ry <u,

0 que nos garante a convexidade de 1. Além disso, I ¢ fechado. Com efeito, considere u € 1.

Entdo, existe uma sequéncia (u,,) € I, tal que
Uy — u em L2(Q).

Aplicando o Teorema A.11 segue que existe uma subsequéncia de (u,,) que denotaremos da
mesma forma, tal que

um(x) = u(x), q.t.p emQ.
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Como u,, € I, vale que

u(x) < up(x) <u(x), gt.p emQ,
ou seja, existe um conjunto M C Q para [M| =0, e

u(x) <up(x) <u(x), em Q\M,
entdo, fazendo m — 4o concluimos que

u(x) <u(x) <u(x), em Q\M,

portanto u € I, mostrando que / € fechado. Agora, vamos construir o operador 7" : I — I. Para
isso, procedemos como segue. Considere K um nimero real. Conforme vimos no Teorema
2.1 o Problema (2.1) possui uma tnica solu¢do u € W272(Q). Por consequéncia, dada w € I,
particularizando para g(x) = f(x,w(x)) + Kw(x), o problema

{ —Au+Ku= f(x,w)+Kw em Q, 221)

Bu=0 sobre dQ,

possui uma unica solugdo. Definimos o operador solu¢do 7 : I — I que paracadaw € [, é
associado a fung@o T(w) := u, sendo u a unica solugdo de (2.21). Desde que f(x,t) é de
classe C' na varidvel 7 € R, entdo sua derivada fi(x,) atinge minimo no compacto

Qx [ming(x),maxﬁ(x) .
Q Q

Assim, podemos obter K > 0 suficientemente grande de modo que t — f(x,1) + Kt seja
crescente em Q X | minu(x), max ﬁ(x)} para todo x € Q. Para isso, basta impormos a seguinte
Q Q

condi¢ao
d(f(x,t)+Kt)
at

>0,

0 que ocorre se

d(f(x,1))
or

Provaremos que T estd bem definido, ou seja, 7(I) C I. Com efeito, para cada u € T(I)

K> — V (x,t) € Q x [minu, max .

existe w € I, tal que T'(w) = u, onde u é solugdo de (2.21). Mostraremos que u € 1. Como
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w € I, entdo u < w < u. Ainda, sabemos que em Q

—Au+Ku = f(x,w) + Kw,

(2.22)
e por u ser subsolucdo de (2.17), entdo
f(xaﬂ) 2 _AZ
Au—Ku > —f(x,u) — Ku. (2.23)

Somando as equacdes (2.22) e (2.23), encontramos

—A(u—u) +K(u—u) > fx,w) = f(x,u) + K(w —u)

flx,
fOew) +Kw—(f(x,u) +Ku) >0, VxeQ.

A ultima desigualdade provém de w € I e t — f(x,t) + Kt ser crescente. Analogamente,
sobre dQ temos

BM—% ﬁ(X)l/t_O
u
_ —_ = _ >
Bu on (X)u >0,

portanto, B(u — u) > 0. Aplicando o principio do maximo (Ver Proposicdo A.4) segue que
u—u >0, ou seja, u > u. De maneira andloga prova-se que u# < u. Temos também que T é
continuo. Com efeito, considere a sequéncia (w,,) C I, de modo que

w,—w em L*(Q).

Pela defini¢do do operador 7', temos T (wy,) = u,, de modo que u, é a tnica solugdo do
problema

—Auy, + Kup, = f(x,w,) +Kw, em Q,
Bu=0 sobre dQ.

Isso nos diz que,

T(wn) = ttn = (—A+K) " (f (x,wa) + Kw). (2.24)
Afirmamos que v, =: f(x,w,) + Kw, é limitada em L?(Q). De fato, como w, C I, entdo

Kw,, € limitado em Lz(Q). Além disso, como por hipétese f é continua, segue que existe
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c >0, tal que
If(x,5)] <¢c, Vx€Q, s¢€[minu,maxi],

em particular,
[ 1w ax< el
Q

Ou seja, v, € L*(Q) e ainda, v, é limitada em L?(Q). Além disso, como visto na Obser-
vacdo 2.1 o operador (—A+K)~!: L?(Q) — L*(Q) é compacto, consequentemente u,, é

limitada. Entdo, a menos de subsequéncia
u, —»u em L*(Q).

Resta mostrar que u = T (w), para concluir a continuidade do operador T. Fazendo n — oo
em (2.24) encontramos
u=(—A+K) " (F(r,w) + Kw).

Isto é, T'(w,) — T (w) e, portanto, T é continuo.
Por ultimo, concluimos que o operador T é compacto. Para tanto, basta considerarmos

uma sequéncia (wj) limitada, dai, pela defini¢do do operador T, temos
T(wn) =ty = (—A+K) ™" (£ (x,wn) + Kwy),

e por raciocinio andlogo ao anterior, temos que a menos de subsequéncia u, é convergente.
Segue entdo que 7' também € compacto.
Por fim, estamos nas condi¢des do Teorema 2.5 (Ponto Fixo de Schauder) entdo existe

u € ltal que T(u) = u, isto é, u verifica

—Au+Ku= f(x,u)+Ku em Q,
Bu=0 sobre dQ,

e portanto u € solucdo de (2.17). Por regularidade eliptica (Ver Teorema A.17 e Teorema A.18)
temos que u é solucdo classica de (2.17). ]

Com isso, finalizamos a secdo.






Capitulo 3

O problema logistico com coeficientes
indefinidos

Neste capitulo, nosso objetivo € estabelecer existéncia e unicidade de solu¢do positiva para o

problema eliptico ndo linear

—Au=2A(g(x) —cu)u em Q,

1
ou = Ah(x)u sobre dQ. G-1)

Sendo Q um dominio limitado do RV , N > 2 com fronteira dQ regular, A um pardmetro real,
geC?®@Q)eneC'(9Q),0< 0 < 1, ambas podem mudar de sinal, ¢ >0, e N = 1(x)
denota o vetor normal unitdrio exterior em x € dQ.

Vamos ao resultado principal da dissertagao.

Adotaremos a seguinte convengao

Ai(g,h) =0, caso/gdx+/ hdo > 0.
Q aQ

Teorema 3.1. Assuma que g(x) £ 0 em Q ou h(x) £ 0 sobre dQ. Entdo, o conjunto de

solucoes positivas do Problema (3.1) com ¢ > 0 verifica as seguintes afirmagoes:
(i) existe uma tnica solugdo positiva uy, de (3.1) para todo A > Ai(g,h);

(ii) uy satisfaz a seguinte estimativa

il < (B2 ) 1005, visaen: 62
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(iii) a solugdo uy, satisfaz o comportamento assintotico,

max{/gd)H- th,O}
@ Ak em C2(Q):; (3.3)

lim u; = y
Al (g.h) c|Q|

(iv) caso Ay(g,h) > 0, entdo ndo existe solugdo positiva para 0 < A < A1(g,h).

Demonstragdo. A demonstracio do item (i) ocorrerd da seguinte maneira. Primeiro mostra-
remos a existéncia e depois a unicidade de solugdo positiva (denotada por u ). Para tanto,
construiremos sub e supersolu¢cdes adequadas e usaremos o Teorema 2.6.

Usaremos a autofuncéo positiva ¢; (A ) definida no Teorema 1.3, que corresponde ao auto-
valor principal f11(4). Por toda a demonstragdo ¢; (4 ) serd normalizada com [|¢1 (1) ¢g) = 1.

Para obtermos o resultado desejado, devemos recordar que ¢;(A) >0em Qe y;(A) <0
para A > A;(g,h) devido os Teoremas 1.3 e 1.4. Iniciamos encontrando a supersolucéo i,
sendo a candidata dada por # = K¢ (A ), para K > 0 a ser escolhido de modo que verifique

—Au > A(g(x) — )i, emQ, (3.4)
ou seja,
—A(K¢1(R)) > 1Kg(x)91(A) —Ac(K91(2))*,  em Q. (3.5)
Desde que ¢; (1) é autofungdo de (1.2), temos que
Hi(A)KP1(A) = —A(K¢1(2)) — Ag(x)91(A)K, em Q.

Por consequéncia, (3.5) é equivalente a

em Q. 3.6)
Também sabemos que

> Ah(K¢i(A)), sobredQ.
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Assim, para que a desigualdade (3.6) ocorra, basta tomar

_—omd)
K Tming ()
Q

Com isso, obtemos a supersolucdo sendo

Analogamente, considere a candidata a subsolucgio u = £¢;(A), com € > 0 a ser escolhido.

Neste caso, queremos que seja verdadeira a seguinte desigualdade

—Au < /l(g(x) - cﬂ)ﬂ? cm Q?

ou seja,
~A(E91(2)) < Ag(x) — cledy (1)))eon (1)
a0 (1) < g0 (1) — Ace (@i (M), em a7
Porém, do problema (1.2) temos a igualdade
a0 ()~ 2800 (1) = (o (A), em O
Entdio, (3.7) é equivalente a
hee(@(A) > mA) (1)
heti(Ae > m(A)
(Hom)ze .

Também sabemos que

%ln(m < Ah(edi (1), sobre 9.

Desde que ||¢(A) ||C(§) = 1, para que a desigualdade (3.8) ocorra basta tomar

2(2)
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Desse modo, a subsolugdo é

=1 (M) o)

C

Nos resta verificar se as sub e super solu¢des encontradas sao ordenadas. Com efeito, uma

vez que U1 (A) < 0, temos as seguintes equivaléncias
u<u

1 (1) 1 Hi(A)
. (T) ¢1(4) < — W ¢1(4)

) (1)

Aming(A) =\ 2
)
1< —1
~ min¢ (1)
)

min¢;(4) < 1.
Q

A dltima desigualdade ocorre pois Hq)l(;t)HC(ﬁ) = 1. Com isso, concluimos que (u,%) é
uma par de sub e supersolucdes ordenadas. Entdo, estamos nas condi¢des do Teorema 2.6,
portanto concluimos que existe uma solucio positiva u € C>(Q) NC!(Q) de (3.1) com ¢ > 0
que verifica

1 ,ul(l) —1 .ul(l>
e (T) ‘PI(X)SMSTW(IH(M- (3.9)

Resta provarmos que essa solugdo € tinica. A unicidade da solugdo seguird baseada no
artigo de H. Brezis e L. Oswald [7].

Suponha que o Problema (3.1) admite duas solugdes u,v € C*(Q)NC' (Q), com u(x) >0
e v(x) > 0 em Q. Entdo, em Q vale que

A A
_ou =Ag—Acu e il =Ag—Acw.
u Vv
Dai,
A A
e el —Acu+Acev—Ac(v—u).

u 1%
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Multiplicando por (u2 — v2) e integrando em €2, temos

/g}(_&Jrﬂ) (uz—vz)dx:/glc(v—u)(uz—vz) i 510

u 1%

Agora, vamos manipular o lado esquerdo de (3.10). Primeiramente, observe que

A A
/ (——M—I— v> (uz—v dx = / —Au- udx—i—/ Audx+/ Avdx /vAvdx
Q u v Qu

(3.11)

Vamos calcular separadamente cada integral dessa expressao, usando as Férmulas de Green
(Teorema A.3). Assim, temos

/—Au-udx:/ |Vu|2dx—/ 9 do: (3.12)
Q Q 909N

/—Av-vdx:/ Wv|2dx—/ P, do; (3.13)
Q Q 00 dN

2 2
V—Audx:—/V<v—)Vudx—|— a”( )dG
Qu Q u 9Q dN

:_/ <—”VV2_2V2V”) Vi dx+ MY s
Q

u 900N u
1 2 2
:—/ V2 Vu— 2 V) e+ L
Q\u 90 u dn
2 20
- —/ (lvv Vu— —|Vu|2) Y o, (3.14)
Q\u 9Q u dn
analogamente,
2 2u 2 a
”—Avdxz—/ ( Vu- Vv——|Vv|2> dx+/ ——Vd (3.15)
Qv Q
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Agora, iremos somar apenas os termos que obtivemos sobre dQ. Usando a condigdo de
contorno que u e v verificam, obtemos

du av v2 dv u? v 2
—AQ%'MdG—AQ%'VdG—F 89;%d6+[9Q7%d6——l aQMh(X)dG
—/1/ h(x)v do+z/ vd6+7L/ Yudo

N e +v)do+/1/ h(x) (u? +12) do
2Q 2Q

=0.

Dai, nos resta da equacao (3.10) apenas os termos em . Assim, substituindo (3.12), (3.13),
(3.14) e (3.15) em (3.11) concluimos

A A
/(-—”+ V) (=) de= [ Vil det [ Vo de— /( vv. Vu——|Vu|2)
Q u v
2u
—/( Vu- Vv——|Vv]2)
Q v

2 2
:/ ‘Vu—zv dx+/ ‘Vv—zu
Q 1% Q u

Consequentemente, retomando em (3.10), temos

&

dx > 0.

/ Ac(v—u)(u? —v?) dx > 0.
Q
Como ¢ >0e A > 0, isto implica que
02/(u—v)2(u+v) dx.
Q

Como o integrando é positivo, entdo s6 nos resta que (u —v)*(u+v) =0 em Q. O que
implica que u = v em Q. Portanto, concluimos que o Problema (3.1) possui uma dnica
solugdo positiva uy para todo A > A;(g,h).

Vamos provar o item (ii). Para isso, serd necessdrio uma série de calculos para obtermos
a estimativa (3.2). Primeiro, vamos observar que por integracdo por partes (Teorema A.3),
temos a seguinte igualdade

/w diV(F)dx:—/ VwF dx+/ Fnw do, (3.16)
Q Q oQ
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para F = (vy,...,v,). Agora, vamos substituir as integrais para o nosso caso. Vejamos,

el e _H
vi=hA) axj(mm) V=)

o que nos diz que
e d u
aivE=y 2 /12—(—)).
]._Z’laxj (‘Pl( ) dx; \ 01(4)

Consequentemente, através de cédlculos diretos temos as seguintes igualdades:

fow @y as= | (mw)zlai (W”za% () &

6
[mﬂ—uag;’”} io.

(3.17)

(3.18)

(3.19)



90 O problema logistico com coeficientes indefinidos

Substituindo (3.17), (3.18) e (3.19) em (3.16), obtemos

/( )g;( %i(a)) ALk
Lo (i) [p @55 -5 0o
/¢1 <m )

+ o 3y 01 (A) = ()61 (M) do

/¢1 V(m ll
h(m) s (n735 () =0 (.20

Por outro lado, temos também que

"9 V3 [ u )\ &9 J91(2) 3 —u 2GR
ZaKWMaKMMDZa{W“ o1 (1)

v du  JdPi(A)
_Za_xj(q)l(;t)ax]— F ) (3.21)

2

(5

dx.

Ou seja,

Dai, multiplicando (3.21) por u/¢;(A) e integrando em Q, também encontramos que (3.17)

satisfaz a igualdade

Porém, u é solugdo de (3.1) e ¢ (L) é autofungdo principal positiva de (1.2), entdo

—Au=A(g(x) —cuju e —AP(A)=Aghi(A)+ i (A)91(A).
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Substituindo essas igualdades em (3.22), encontramos

Lo Zl 5 (0075 (5157)) &= [ oAt —anm) a
+/ oy u(2gd1(A) + 11 (L)1 (A)) dx
/Q¢1?7t)( Agudy(A) + AcuPy (1)) dx
+/Q¢IE‘M(uzgq)l(/t)wm(/l)%(l)) dx

:?Lc/ u3dx+,u1(7t)/ u? dx.
Q Q

Por (3.20), temos
Ac/ u? dx—i—,ul(?L)/ u? dx < 0. (3.23)
Q Q

Iremos manipular (3.23), e assim encontraremos a estimativa (ii). Para tanto, observe que
pela Desigualdade de Hélder (Teorema A.1), para p = 3/2 e ¢ = 3, obtemos a seguinte

estimativa

2/3 1/3 2/3
/uzdxg (/ |/ dx) (/ 13 dx) = (/ uw dx) 1Q|'/3. (3.24)
Q Q Q Q

Substituindo (3.24) em (3.23), encontramos

/Qbﬁdxgc—‘ (—w) (/QLR dx)2/3|g|é,

consequentemente,

(/gu3dx>l/3§cl< Ml}(L )>|Q|3 VA > (g,

O que nos permite concluir a estimativa (3.2). Com isso, finalizamos a demonstracao do item
(i1).
Vamos provar o item (iii). Para tanto, devemos calcular o limite da solucio u; quando

A — Ai(g,h), onde temos dois casos possiveis a serem considerados. Pois, sabemos que

g dx+/(9 h do < 0, entdo A(g,h) > 0 e dai A — A;(g,h). Por outro lado, se
Q Q

g dx+/a h do > 0, entdo por convengdo temos A;(g,h) =0, e assim A — A;(g,h) = 0.
Q
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Iniciamos lembrando que
A € [0,+00) — ¢1(1) € C*(Q).
Além disso, ¢ (A) é normalizada como ||¢;(A)]| c@) = 1, consequentemente,
%iga”d)l Mlle@ =1- (3.25)

Como ¢ (A) é autofungdo associada ao autovalor 1 (1) de (1.2), temos

—AQI(A) =Agd1(A)+u1(A)d1(A) emQ, 3.26
a(g—w({l) = Lh¢i(2) sobre 9. o

Ao passar o limite com A — 0" em (3.26), isso produz a equacio

—A$1(0)=0 emQ,
d¢1(0)
an

=0 sobre 0Q.

O que nos mostra que ¢;(0) = K, onde K é uma constante. Porém, como sabemos que vale a

igualdade (3.25), entdo necessariamente K = 1 e assim temos
¢1(A) =1 em C*(Q) quando A —0". (3.27)

Além disso, também sabemos que

/gdx+ hdo

quando A — 0.
Agora, vamos obter o limite da solu¢do u; quando A — A;(g,h). Primeiro, considere
/ gdx+ /a h do > 0. Dai, aplicando em (3.9) o limite com A — 0, encontramos
Q Q

(/.Ll(l))%(l)%%/ggdxnt/mhdc

1
¢ €|

A
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| ()(_uml) 1/gdx+/‘hd6.

cmin ¢y (A [ol
Q
Pelo Teorema do Confronto,

/gm+ hdo
Q

VxeQ. 3.29
0| , Vxe (3.29)

uy (x) —

Sabemos de (3.9), (3.27) e (3.28) que a fungiio u; é limitada em C(Q) préximo de A = 0.
Como u,, € solucdo de (3.1), entdo por regularidade eliptica (Teorema A.17) temos que existe
uma constante ¢ > 0, tal que

2
luz llwr (@) < cllAg(x)u—cull2(q)
Porém, pela imersdo continua de C(Q) em L*(Q) existe uma constante ¢ > 0 de modo que
- 2
128 () — e 2 ) < €l Ag(x)u—c’llc

€ como

max |Ag(x)u — cu’| <K,
xeQ

obtemos
12 ”Wlp(g) < cKj.

Além do mais, W>*(Q) — C*"%(Q) (para todo p > N). Entio, existe K> > 0 de modo que
Hu/ch(H—e’( Q) = < K2||MA||W2p < cKrKj.

Também temos para algum 6’ que ||Ag(x)u — cu?|| co+0' (@) < K3. Portanto, pela regularidade
de Schauder (Teorema A.18) encontramos

HM/IHC2+9’( ) < ks
Ora, pela imersdo compacta de C2*+?' (Q) < C?(Q), temos a menos de subsequéncia que

u, —u, em C*(Q).
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O que implica que u; (x) — u(x) para todo x € Q. Por fim, pela unicidade do limite, e usando
(3.29) notamos

/gdx+ hdo B
Q | Q’m , em C2(Q) quando A — 0. (3.30)

Uy —

Agora, analisaremos o que acontece com a solu¢do u; quando ocorre o caso
/ g dx + / hdo < 0. Pelo Teorema 1.5 e todo estudo realizado no Capitulo 1 referente
Q 20

a aplicacdo U], sabemos que nesse caso Ui (A1(g,h)) =0, assim,

pi (1)
A

— 0, quando A — A;(g,h).
Com isso, aplicando em (3.9) o limite com A — A4;(g, /) obtemos
u, —0, VxeQ.
Novamente por regularidade eliptica, obtemos de modo andlogo a (3.30) que
uy —0em C*(Q), quando A — A;(g,h). (3.31)

Assim, de (3.30) e (3.31) concluimos a prova do item (iii).

up, up up

e+ [ h= +/ h >0 / //<0
/ué+.rmh 0 /Qg Q ng+ ha”

Jag + Jaah

clQ| /
A . A A

(e h) A(e.h) Mgk

Figura 3.1 Gréfico da solugdo u; .

Por fim, mostraremos o item (iv). Suponha que para 0 < A < 4;(g,h) o Problema (3.1)
com ¢ > 0 possui solugdo positiva. Repetindo as contas realizadas para obter a equacao

(3.23) na demonstragdo do item (ii), concluimos que u deve verificar

7Lc/ u3dx+u1(7t)/u2dx§0. (332)
Q Q
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Porém, pelos Teoremas 1.4 e 1.5, se / g dx+ ; h do < 0 temos que u;(A) > 0 para
Q Q
0 <A < Ai(g,h). Isso implica em uma contradi¢do com a desigualdade (3.32). Portanto, a

prova do Teorema estd completa. O

Com o esbogo dos graficos da Figura 3.1 conseguimos visualizar os resultados que

obtemos pelo Teorema 3.1.






Apéndice A
Definicoes basicas e resultados auxiliares

O objetivo deste apéndice é enunciar e referenciar os resultados usados ao longo deste
trabalho. Para tanto, dividimos o apéndice do seguinte modo: na Secdo A.l definimos os
espacos de Banach em que trabalhamos frequentemente; na Secdo A.2 designamos para
ser referente a resultados que s@o vistos comumente em cursos de Equacdes Diferenciais
Parciais; na Secao A.3 apresentamos lemas, teoremas e proposicdes vistos em cursos de
Andlise Funcional; por ultimo, na Secdo A.4 trataremos de resultados de regularidade
eliptica em espacos de Holder e de Sobolev, além dos principios do méximo utilizados nesta

dissertagdo.

A.1 Espacos de Banach

Nesta secdo iremos apresentar os espacos de Banach que foram usados neste trabalho. As

principais referéncias usadas foram [5], [6] e [12].

Definicao A.1. Seja E C R um conjunto mensurdvel.

(a) Dizemos que duas funcédes f,g € L(E) sdo equivalentes (f ~ g) se f(x) =g(x) g.t.p em
E.

(b) Se f € L(E), a classe de equivaléncia definida por f em L(E) (que serd denotada por
[f]) € o conjunto de todas as fungdes g € L(E) tais que g(x) = f(x) q.t.p em E (ou seja,
f ~ g). Neste caso temos que /E |f(x)] dx = /E lg(x)] dx.

(¢) O Espago de Lebesgue L' (E) consiste de todas as classes de equivaléncia em L(E). Se

[f] pertence a L'(E), definimos a norma por:

111 = [ 1) d
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Defini¢do A.2. Seja E um subconjunto mensurdvel de R (E CR) e 0 < p < oo.

(i) Indicaremos por LP(E) o conjunto de todas as fun¢des mensurdveis f tal que |f|P €
L(E), ou seja,

LP(E)={f:E —R: fémensurdvel e || f|, < =},

onde 11, = [ ropas)”

(ii) O espago LP(E) é a colegdo de todas as classes de equivaléncia [f] de fun¢des mensu-
raveis f definidas em E tal que / | f(x)|Pdx < eo.
E

Observagdo A.1. Observe que, se f : E — R é uma fungio mensuravel tal que || ||, < oo,
entdo temos que [{x € E : |f(x)| = eo}| = 0. Definindo

Fx f(x), se |f(x)] <eo,
0, se [f(x)] =,

temos que f € LP(E) e | f — f||, = 0. Portanto para definir L”(E) podemos considerar

apenas as fungdes finitas.

Como anteriormente, dada a classe de equivaléncia [f] € L?(E) da funcéo f € LP(E),

vamos escrever || f||z»(g) em vez de [|[f]]|, f em vez de [f].

1/p
Vamos denotar || f||1»(g) = (/ |f(x)]pdx) (0 < p <oo). Assim, LP(E) é classe das
E

fungdes mensurdveis f tais que || f||zr(g) < o°.

Defini¢do A.3. Dado 0 < 6 < 1 e uma fungdo u € C(Q), dizemos que u é Holder continua

com expoente 0 se existe uma constante ¢ > 0 tal que
0
ulx) —u()| <cle—yl", Vxy e Q.
Para uma tal fun¢do definimos o quociente de Holder por:

Hglu] :== sup Ju(x) —u(y)|

9 < oo,
X, YEQ xF£y |)C _y|
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Definiciio A.4. Dado um aberto Q C RY, uma funcdo u € L},.(Q) e um multi-indice ,

dizemos que v € L}, (Q) é uma a-ésima derivada fraca de u se
| utpe() dx= (=D [ vixjg ar, ¥ 9@
Definicao A.5. Seja k € NU{0} e 0 < 0 < 1. O espago de Holder C*t9(Q) ¢é definido por
C9(Q) := {u e CK(Q) : Hg[D%u] < oo, para todo multi- indice|at| < k}.

Definicio A.6. Sejam Q C RY um aberto, 1 < p < oo e k € NU{0}. Definimos o espago de
Sobolev W5P (Q) como sendo

W5P(Q) == {u € LP(Q) : D%u € LP(Q), para todo multi-indice || < k},

com as derivadas D*u acima sendo tomada no sentido fraco.
Observacdo A.2. Quando p = 2, temos que H*(Q) := W5?(Q). Em particular, se k = 1,
temos
H'(Q)=w!Q)= {u cL}(Q): gx, € L*(Q) parai =1, n} :

Proposiciio A.1. Sejam u,v € WSP(Q) e a0 um multi-indice tal que |o| < k. Entdo

(i) D%u € W19 (Q);

(ii) D*(Au+ uv) = AD%u+ uD%v, para todo A, € R;
(iii) DP(D%u) = D*"Bu sempre que |B|+ || < k;

(iv) Se Q C Q é um aberto, entdo u € Wk’p(fl);

(v) Se o € C3(Q) entdo wu € WEP(Q) e vale

Z Dﬁ oD% By,

[3<a

ondea!=ay!-op! -, ea— P =(ay—Pi, -, 0, — By) é um multi-indice de ordem

menor ou igual a k.
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A.2 Resultados classicos de EDP

Nesta se¢do, iremos recordar resultados cldssicos vistos em um curso de Equagdes Diferenci-
ais Parciais e que usamos frequentemente por todo o trabalho. As principais referéncias para
essa secdo foram [12], [20] e [6].

Proposicao A.2. Se Q é um dominio limitado e u € Wl’z(Q) é tal que Vu =0 q.t.p em Q,

entdo u é constante q.t.p em K.

Demonstragd@o. Considere x € Q e um raio r > 0 de forma que B,(x) C Q. Fixemos € > 0
de modo que dist(dB,(x),dQ) > €. Considere a convolugio

Ug = Pe* U,

onde pe € C. (B(x)). Afirmamos que a derivada regular de u, € igual a convolugdo de pe
com a derivada fraca de u, ou seja,

Vueg = pe x Vu.

De fato,

Vie(x) = V/ng(x—y)u(y) dy
= / Vipe(x —y)u(y) dy
Q
- / V,yPe(x —y)u(y) dy

= /Vyps x—y)u(y) dy
= (Ps*V”)

Como por hipétese Vi = 0 q.t.p em Q, temos que Vue(x) = 0. Logo, ue é constante q.t.p
em B,(x). Portanto u também ¢ constante q.t.p em B,(x) pois ug — u em Wllocp(Q) Por fim,
a conexidade de Q implica que quaisquer dois pontos de  podem ser conectados por um
caminho e este caminho pode ser coberto por um niimero finito de bolas abertas, de modo
que cada bola intersecte a bola vizinha em pelo menos um ponto, desta forma como u é

constante g.t.p em bolas, entdo u é constante q.t.p em Q. 0

Teorema A.1. (Desigualdade de Holder) Seja E C R um subconjunto mensurdvel e sejam
p e p' expoentes conjugados (ou seja, 1 < p,p' < oo, com1/p+1/p' =1). Se f € LP(E) e
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g€ LPI(E), entio fg € L'(E) e

1/8llLie) < 1 llrlliglle )
ou seja,

(i) sel <p<oo

[rswracs ( [lrra)” ( Liswre)”

L@l &< 1 7lme) [ o)

(ii) se p = oo,

Demonstragdo. Ver [5, Teorema 1.2.1] ou [6, Theorem 4.6]. OJ

Observagdo A.3. No caso particular p = p’ = 2 temos a desigualdade de Schwarz

[rwsetacs ([ireora)” ( fsora)

Teorema A.2. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,), f, : E — R, uma sequéncia

1/2

de funcdes mensurdveis e |f,(x)| < g(x) q.t.p em E para todo n, onde g é integrdvel sobre
E. Se f, = f q.t.p em E, entdo

/E £(0) dv = lim /E Ful) dx.

Demonstracdo. Ver [4, Theorem 5.6]. []

Definicao A.7. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados com X C Y. Dizemos que X

estd imerso continuamente em Y se existe ¢ > 0 tal que
Ixlly <cllxllx, VxeX.

Neste caso, escrevemos X — Y.

Definicao A.8. Sejam X e Y espacos vetoriais normados com X — Y. Dizemos que a
imersdo de X em Y é compacta se a aplicacdo identidade i : X — Y for compacta. Nesse

caso, dizemos que X estd imerso compactamente em Y e escrevemos X —— Y.
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Teorema A.3. Sejam Q C RN um aberto limitado cuja fronteira 9 é uma hiperficie de

classe C',n(x) = (n'(x),...,n"(x)) o vetor unitdrio normal exterior em um ponto x € dQ e
u,v € C*(Q). Entdo

(i) [y dr=[ ' do
Q Q
(ii) /uxivdx:—/uvxidx+/ uvniddx;
Q Q 2Q
du
A dx:/ — doy;
(iii) /Q u 5091

(iv) /(Vu-Vv)dx:—/uAvdx+ ﬂdox;
Q Q

u
2Q dn
dv du
v uAv —vAu) dx = Uu——v— | doy.
()/Q( ) ag(&n an) *
Demonstracdo. Ver [12, Appendix C, Theorem 1,2 and 3]. U

Teorema A.4. (Teorema da Divergéncia) Considere Q C RN um aberto limitado cuja
fronteira dQ é uma hiperficie de classe C' e F = (F1,...,F,) um espago vetorial tal que cada
fungdo coordenada F iec! (Q),i=1,...,n. Entdo,

/divF(x)dx: F(x) -1 do,.
Q oQ

Teorema A.5. (Teorema do Traco). Suponha que Q é um aberto limitado de classe C'e que

1 < p < oo. Entdo existe um operador linear limitado
T:W'(Q) = LP(0Q)
tal que,
(i) Tu=ulyq se uc WHP(Q)NC(Q);

(ii) existe C = C(p,Q) > 0 tal que, para toda u € WP (Q), vale
1Tullzr00) < Cllullwirq)-

Demonstracdo. Ver [12, Theorem 1, chapter 5.5.]. L]
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Teorema A.6. (Desigualdade de Poincaré) Se u € WO1 P(Q), com 1 < p < n, entdo existe
uma constante C = C(p,q,n,|Q|) tal que

[ullza@) < ClIVullri@), Vqell,p.
Em particular, para todo 1 < p < oo, segue que
lullri@) < ClIVullLr(a)

Demonstracdo. Ver [12, Section 5.3 Theorem 3 ]. OJ

Teorema A.7. Seja Q C RY um dominio limitado, com N > 2. A aplicagdo
T:Wh2(Q) - L*(0Q),

que define o tragco é compacta.

Demonstragdo. Para o caso N > 3 veja [20, Theorem 6.2]. Para o caso N = 2 veja [20,
p-104]. O

Teorema A.8. Assuma que Q C RN é um aberto limitado com 9K de classe C'. Suponha
u € WEP(Q) para algum 1 < p < oo. Entdo existe fungdes u, € C*(Q), tal que

Up —u, em WEP(Q).

Demonstracdo. Ver [12, Theorem 3, section 5.3.3]. O]

Teorema A.9. Seja Q limitado, conexo e aberto de RN, com fronteira de classe C', entdo

existe uma constante C que depende apenas de m,p e Q tal que
lu—(w)allr @) < ClIVull (o) (A.1)

Demonstracdo. Suponhamos por contradicdo que nao exista constante C satisfazendo a
equacgdo (A.1). Assim, para cada k = 1,2, ... inteiro existe uma sequéncia uy € wlp (Q), tal
que,

lux = ()allr @) > kIVirll Lo (q) (A.2)

Defina, a seguinte sequéncia

ur — (U)o
lux — () ell 1 ()

Vi =
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Claramente, Q)=1, mostraremos que (vx)o = 0. Com efeito, por defini¢do
(o= [ Al g (e (e,
Q] Jo llux = (0)all g ik — (u)ellr) Nk — (u)allr(o)
Além disso, note que
ug — () o V(uy) —V(vi)
Peliriay | i~ ol | || T~ @dalla) I¥ellr
Lr(Q)

Portanto,

1
IVVell ooy < p parak=1,2,...

Em particular, temos que v; é limitada em W17(Q). Assim, como W!”(Q) estd imerso

compactamente em L” (), existe uma subsequéncia (vy;) de (vx), tal que
vij— v emLP(Q),
com ||v||zr(q) =1 € (v)o = 0. Por outro lado,
IVveloriay < ¢
v —

k LP(Q) k,

implica que, paracadai=1,....,ne ¢ € C; (Q) temos
/ v, dx = lim / vy, dx = — lim / (vij)x; 9 dx = 0. (A.3)
Q kj—o JQ kj—o0 JQ

Consequentemente,

‘/ O =0 ‘ [ =g e < ([ g =vl” a0)7( [ fosl?” ax)7 o0,

De maneira andloga, prova-se que
‘/Q(vk,-)x,.gu dx’ 0.

Assim sendo, a igualdade (A.3) fora justificada. Consequentemente, ve W' (Q)e V(v) = 0
q.t.p em Q. Pela Proposi¢do A.2, temos que v = c.t.e. Porém, como (v)q = 0, tem-se também
que v = 0, mas, isto é uma contradi¢@o, pois ||v| Q) = 1. Portanto, a prova do Teorema

estd completa. 0
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Teorema A.10. Seja A CRY ¢ Us C A, 8 > 0, aberto com lim Us| =0. Se f:A—Ré
—0

uma fungdo integrdvel e limitada, entdo

/Usfdx:/AXUSfdx%(),

quando 6 — 0.

Demonstracdo. A prova do Teorema € obtida de forma direta. Como f € limitada, entdo,

para ¢ > 0 temos,

/fdx<‘/fdx‘§/ |f|dx<c/ dx = c|Us| = 0,
Us Us Us Us

quando 6 — 0. O

A.3 Resultados classicos de Analise Funcional

Nessa se¢ao relembramos resultados de Anélise Funcional que foram usados frequentemente
neste trabalho.

Teorema A.11. Seja Q C RY um conjunto aberto e seja (uy) C LP(Q),p € [1, 400, uma
sequéncia tal que uy — u em LP(Q) se k — oo. Entdo existe uma subsequéncia (u;); e uma
fungdo v € LP(Q) tais que

(i) ug;(x) = u(x), g.t.p em Q se j — oo
(ii) paratodo j,|ug,(x)| < v(x), g.t.p em Q.
Demonstragdo. Ver [6, Theorem 4.9]. OJ

Teorema A.12. Assuma que E é um espaco Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia
limitada em E. Entdo existe uma subsequéncia (x,) que converge na topologia fraca
o(E,E").

Demonstragdo. Ver [6, Theorem 3.18]. O

Teorema A.13. (Egorov) Assuma que € é um espaco mensurdvel de dimensdo finita mensu-

ravel. Seja (f,) uma sequéncia de fun¢ées mensurdveis de  tal que

fa(x) = f(x), qtpemQ (com|f(x)| <o, q.t.p. emQ).

Entdo Ve >0 JA C Q mensurdvel tal que |Q\ A| < € e f, — f uniformemente em A.
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Demonstracdo. Ver [4, Theorem 7.12]. L]

Lema A.l. Sel <p<wea>0,b>0,entdo
(a+D)P < 2p*1(ap—|—bp).

Demonstragdo. Ver [1, Lemma 2.24]. O

Definicao A.9. Seja X um Espaco Topologico. Uma funcdo ® : X — R é um funcional
semicontinuo inferiormente quando o conjunto o! (a,+o0) € aberto em X, para qualquer
acR.

Teorema A.14. Seja J : E — R um funcional linear continuo. Se J é convexo, ou seja,
Jut+(t—1)w)<tJ(u)+(1—1)J(v), YuveE;te|0,1],

entdo J é fracamente semicontinuo inferiormente. Em particular, se a sequéncia (uy,) em E

converge fraco para ugy € E, vale que
J(up) < liminfJ (up).

Demonstragdo. Ver [6, Corollary 3.9]. 0

Proposicio A.3. Seja A : D(A) C E — F um operador linear ndo necessariamente limitado
que é densamente definido. Entdo A* é fechado, isto é, G(A™) é fechado em F* X E*.

Demonstracdo. Ver [6, Proposition 2.17]. 0

Teorema A.15. Seja A : D(A) C E — F um operador linear ndo necessariamente limitado

que é densamente definido e fechado. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(i) R[A] é fechado;
(ii) R[A*] é fechado,
(iii) R[A] = N[A™];
(iv) R[A] = NIA].
Demonstracdo. Ver [6, Theorem 2.19]. L]

Corolario A.1. Seja A : D(A) C E — F um operador linear ndo necessariamente limitado

que ¢é densamente definido e fechado. Entdo,
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(i) N[A] = R[A"]";
(i) N[A*] = RIA]*;
(iii) NJA]* D R[A*];
(iv) N[A*]" = R[A].
Demonstragdo. Ver [6, Corollary 2.18]. O

Teorema A.16. (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert. Assuma que a : H*> — R é uma
Jorma bilinear continua e coerciva em H. Entdo, para todo v € H ! entdo existe um tinico
elemento u € H tal que

a(u,v) =y(v), YveH.

Demonstracdo. Ver [6, Corollary 5.8]. 0

A.4 Resultados de regularidade eliptica e principio do ma-
Ximo

Considere o seguinte problema eliptico

(A4)

—Au=f emQ,
Bu=0 sobre 0Q.

Sendo,
* Bu=du/dn+B(x)u;
« BecCt?(Q);
¢« QCRY ,com N > 2, dominio limitado com fronteira dQ regular.

Teorema A.17. (Agmon - Douglis - Nirenberg) Para 1 < p < +oo, suponha que f € LP(Q)
e B €LP(9Q). Seuc WH(Q) é solugdo fraca de (A.4), entdo u € W>P(Q). Além disso,

existe uma constante C > 0 (que ndo depende de u), tal que

[ullw2r @) < CllfllLr(@)-

Mais ainda, se f € Wk’p(Q) eP e Wk’p(aﬁ), entdo u € Wk+2’p(§2) e

el () < Cllfllwerq)-
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Demonstracdo. Ver [6, Theorem 9.32], [14, Theorem 9.11 and Theorem 9.13] e [21, Theo-
rem B2]. OJ

Teorema A.18. (Regularidade de Schauder) Para 0 < o < 1, suponha que f € Co+a(§) e
B € CP(9Q). Se u e W'(Q) é solucao fraca de (A.4), entdo u € C**%(Q). Além disso,

existe uma constante C > 0 (que ndo depende de u), tal que

[ull 2oy < CllS llcore -

Mais ainda, se tivermos também f € C*T*(Q) e B € C¥T*(9Q) entdo u € CK2T*(Q) e

”MHCk+2+a(§) < CHfHCk+a(§)-

Demonstragdo. Ver [6, Theorem 9.33], [14, Theorem 6.2 and Theorem 6.6] e [21, Theorem
B1]. ]

Teorema A.19. (Imersoes em Espacos de Holder) As seguintes imersoes sdo compactas para

k inteiro ndo negativo e 0 < o <a<l:

C Q) —— CH(Q);
CHH(Q) ey CH ¥ (Q);
Ck-l—l—HX(Q) vy Ck'HX(Q),

A seguinte imersdo é continua:
Q) — Q).

Demonstracdo. Ver [1, Theorem 1.31]. L]

Teorema A.20. (Imersées de Sobolev) As seguintes imersées sdo continuas para k € N e
1 < p<oo:

(i) Se p < % entdo

WhP(Q) = LU(Q), Vqe[l,p],

N 2N
N —l;cp' Em particular, para N > 2 e k = 1, temos que 2" = N—2

onde p* =

WQ) = L1(Q), Vqe[l,27;
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(ii) Se p = Z entdo
WhP(Q) = LU(Q), Vg€ [l,+eo);
(iii) Se p > % entéio

whe(@) o I @),

onde:

N

n n
HEE
v=d Lp p

aVac(0,1), se

IS
I
"ts}ﬁ“wl:

e [-] denota a parte inteira. Em particular, se p > N, entdo {E} =0e
WP (Q) — ™' (Q).

Demonstragdo. Ver [19, Theorem 4.15] ou [1, Theorem 5.4]. O

Teorema A.21. (Rellich-Kondrachov) As seguintes imersdes sdo compactas para k € N e
1< p<oo:

(i) Se p < z entdo
WhP(Q) —— L1(Q), VYqe[l,p*).
Em particular, se N > 2 e k = 1, temos que
W2(Q) e L1(Q), Vge[l,2%);
(ii) Se p = %, entdo

WhP(Q) s LI(Q), Vg e[l,4oo);
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(iii) Se p > Z entdo

WhP(Q) e Ckf[%]fHB (Q), VB<v.
Em particular, se p > N, entdo

WhP(Q) s CEITB(@), VB <1-2.
p

Demonstracdo. Ver [19, Theorem 4.19] ou [1, Theorem 6.2]. L]

Veremos agora alguns resultados do principio do maximo que usamos neste trabalho.

Corolario A.2. Suponha que (—A,B,Q) possui supersolucdo estrita h € C*(Q)NC' (Q) tal
que h(x) > 0 para todo x € Q. Entdo, qualquer supersolucio u € C*(Q) NC'(Q),u # 0, de
(—A, B, Q) (em particular qualquer supersolugdo estrita) satisfaz u(x) > 0 para todo x € Q
e du/on < 0, para todo x € u~1(0) N IQ.

Demonstragdo. Ver [18, Corollary 2.1.2]. [

Proposicio A.4. Considere ¢ € C%%(Q) com c(x) > 0. Entdo toda supersolucio u €
C?(Q) N C(Q) de (—A+c(x),B,Q) satisfaz u >0 em Q.

Demonstragdo. Segue como consequéncia direta de [18, Theorem 7.5.2]. [



Bibliografia

[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

R. Adams and J. Fournier. Sobolev spaces, volume 140 of Pure and Applied Mathema-
tics (Amsterdam). Elsevier/Academic Press, Amsterdam, second edition, 2003.

G. A. Afrouzi and K. J. Brown. On principal eigenvalues for boundary value pro-
blems with indefinite weight and Robin boundary conditions. Proc. Amer. Math. Soc.,
127(1):125-130, 1999.

M. Badiale and E. Serra. Semilinear elliptic equations for beginners. Universitext.
Springer, London, 2011. Existence results via the variational approach.

R. G. Bartle. The elements of integration and Lebesgue measure. Wiley Classics
Library. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1995. Containing a corrected reprint
of the 1966 original [The elements of integration, Wiley, New York; MR0200398 (34
#293)], A Wiley-Interscience Publication.

G. Botelho, D. Pellegrino, and E. Teixeira. Fundamentos de andlise funcional. SBM,
2012.

H. Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations.
Universitext. Springer, New York, 2011.

H. Brezis and L. Oswald. Remarks on sublinear elliptic equations. Nonlinear Anal.,
10(1):55-64, 1986.

K. J. Brown and S. S. Lin. On the existence of positive eigenfunctions for an eigenvalue
problem with indefinite weight function. J. Math. Anal. Appl., 75(1):112—-120, 1980.

R. S. Cantrell and C. Cosner. Spatial ecology via reaction-diffusion equations. Wiley Se-
ries in Mathematical and Computational Biology. John Wiley & Sons, Ltd., Chichester,
2003.

C. Cosner. Positive solutions for superlinear elliptic systems without variational struc-
ture. Nonlinear Anal., 8(12):1427-1436, 1984.

C. Cosner. Reaction-diffusion-advection models for the effects and evolution of disper-
sal. Discrete Contin. Dyn. Syst., 34(5):1701-1745, 2014.

L. C. Evans. Partial Differential Equations, volume 19 of Graduate studies in mathe-
matics. American Mathematical Society, 2010.

W. H. Fleming. A selection-migration model in population genetics. J. Math. Biol.,
2(3):219-233, 1975.



112 Bibliografia

[14] D. Gilbarg and N.S. Trudinger. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order.
ACTA Neurochirurgica. Springer Berlin Heidelberg, 1983.

[15] P. Hess and T. Kato. On some linear and nonlinear eigenvalue problems with an
indefinite weight function. Comm. Partial Differential Equations, 5(10):999-1030,
1980.

[16] Tosio Kato. Perturbation theory for linear operators. Classics in Mathematics. Springer-
Verlag, Berlin, 1995. Reprint of the 1980 edition.

[17] E. Lages Lima. Curso de Andlise Vol. 2. Projeto Euclides. IMPA, 2014.

[18] J. Lopéz-Goémez. The strong maximum principle. In Mathematical analysis on the
self-organization and self-similarity, volume B15 of RIMS Kokyiiroku Bessatsu, pages
113-123. Res. Inst. Math. Sci. (RIMS), Kyoto, 2009.

[19] J. Lopéz-Gomez. Linear second order elliptic operators. World Scientific Publishing
Co. Pte. Ltd., Hackensack, NJ, 2013.

[20] J. Necas. Direct methods in the theory of elliptic equations. Springer Monographs in
Mathematics. Springer, Heidelberg, 2012. Translated from the 1967 French original by
Gerard Tronel and Alois Kufner, Editorial coordination and preface by Sarka Necasova
and a contribution by Christian G. Simader.

[21] M. Struwe. Variational methods, volume 34 of Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete (3) [Results in Mathematics and Related Areas (3)]. Springer-Verlag,
Berlin, second edition, 1996. Applications to nonlinear partial differential equations
and Hamiltonian systems.

[22] Kenichiro Umezu. On eigenvalue problems with Robin type boundary conditions
having indefinite coefficients. Appl. Anal., 85(11):1313-1325, 2006.



	Conteúdo
	Notações
	Lista de Figuras
	Introdução
	1 Problema de autovalor com pesos indefinidos
	1.1 Noções preliminares
	1.1.1 Soluções fracas
	1.1.2 Decomposições

	1.2 Multiplicadores de Lagrange
	1.3 Problema de autovalor auxiliar
	1.4 Problema AA

	2 O método de sub e supersolução
	2.1 Estudo do problema linear
	2.1.1 Caso BQQ
	2.1.2 B in C1+TPO qualquer 

	2.2 Método de sub e supersolução

	3 O problema logístico com coeficientes indefinidos
	Apêndice A Definições básicas e resultados auxiliares
	A.1 Espaços de Banach
	A.2 Resultados clássicos de EDP
	A.3 Resultados clássicos de Análise Funcional
	A.4 Resultados de regularidade elíptica e princípio do máximo

	Bibliografia

