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Abstract

In this study, an analysis of flows in porous media is performed with the aim of examining
and understanding in greater depth the physical phenomena involved in the interface
between two immiscible liquids of different viscosities, in which a fluid with a lower
viscosity displaces a fluid with a higher viscosity inside a Hele-Shaw cell or porous-matrix.
Different configurations and physical conditions of flows are explored, also aiming to
develop strategies that minimize the formation of so-called Saffman-Taylor instabilities at
the liquid-liquid interface as well as increase the displacement speed of the same interface.
These viscous finger-type instabilities can significantly reduce the efficiency of the oil
extraction process in natural reservoirs. Flow analyses are considered from the pore scale
to the porous matrix scale, in addition to investigating the influence of magnetic effects
on single-phase flows in porous media as well as interfacial effects on the two-phase flow of
immiscible fluids. It delves into the study of the instabilities generated at the interface
between the two fluids by controlling the ratio between viscous forces and interfacial tension
forces, denoted by the capillarity number, as well as by controlling the porosity of the
porous matrix and, consequently, the associated permeability. Furthermore, the influence of
inertial effects on the flow in porous media is verified, modeled by the Forchheimer inertial
term as a function of the flow’s Reynolds number. The flows related to the Hele-Shaw cell
are studied both through analytical solutions and also through numerical simulations in
more complex flow regimes, using the finite-volume method in the OpenFOAM software.
The simulation results are validated by exact or asymptotic solutions in limiting cases of
the flows explored. A good agreement was observed between the results predicted by the
simulations and the analytical solutions, showing excellent accuracy of the computational
code and the efficiency of the numerical methodology implemented. From the results
obtained regarding the investigations of the interfacial instabilities of fingers, it appears
that the transition phenomenon of the configuration of long viscous fingers, penetrating
the more viscous fluid from the interface, can transition to multi-finger regimes in which
the surface tension effects become comparable to or greater than the viscous effects on this
scale of capillary fingers. The observed finger configurations are significantly influenced by
the capillarity number and the porosity of the medium, as also observed experimentally.
In addition, it appears that a decrease in the permeability of the porous medium causes

an effect equivalent to flow deceleration, which can be produced by magnetohydrodynamic
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(MHD) effects by controlling the transverse magnetic field applied to an interfacial flow
involving a fluid on one side electrically conductive like salt water and other oil. The
magnetohydrodynamic effect in the flows explored in the present work could serve as a

mechanism to attenuate the observed finger-type instabilities.

Keywords: Saffman-Taylor Instability; Hele-Shaw Cell; Porous Medium; Magnetohy-

drodynamics; Numerical Simulation.
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Resumo

Neste estudo, realiza-se uma analise de escoamentos em meios porosos com objetivo
de se examinar e entender com maior profundidade fendémenos fisicos envolvidos na
interface entre dois liquidos imisciveis de diferentes viscosidades, no qual um fluido de
menor viscosidade desloca o de maior viscosidade no interior de uma célula de Hele-Shaw
ou matriz porosa. Exploram-se diferentes configuragoes e condigoes fisicas de escoamentos
visando também, o desenvolvimento de estratégias que minimizem a formagao das chamadas
instabilidades de Saffman-Taylor na interface liquido-liquido, bem como o aumento da
velocidade de deslocamento da mesma interface. Essas instabilidades, tipo fingers viscosos
podem diminuir de maneira significativa a eficiéncia do processo de extracao de petroleo
em reservatérios naturais. Efetuam-se analises de escoamentos desde a escala dos poros
até a escala da matriz porosa, além de se investigar a influéncia de efeitos magnéticos em
escoamentos monofasicos em meios porosos como também efeitos interfaciais no escoamento
bifasico de fluidos imisciveis. Aprofunda-se no estudo das instabilidades geradas na interface
entre os dois fluidos pelo controle da razao entre forgas viscosas e forcas de tensoes
interfaciais, denotada por niimero de capilaridade, bem como pelo controle da porosidade
da matriz porosa e, consequentemente, da permeabilidade associada. Ademais, verifica-se
a influéncia de efeitos inerciais no escoamento em meios porosos, modelados pelo termo
inercial de Forchheimer, funcao do nimero de Reynolds do escoamento. Os escoamentos
referentes a célula de Hele-Shaw sao estudados tanto por meio de solugoes analiticas como
também por simulagoes numéricas em regimes mais complexos do escoamento, usando-se
o método dos volumes finitos no software OpenFOAM. Os resultados das simulagoes sao
validados por solucoes exatas ou assintéticas em casos-limite dos escoamentos explorados.
Observa-se uma boa concordancia entre os resultados preditos pelas simulacoes e as
solugoes analiticas, mostrando uma excelente acuracia do coédigo computacional e a
eficiéncia da metodologia numérica implementada. Dos resultados obtidos referentes as
investigacoes das instabilidades interfaciais de fingers, verifica-se que o fenémeno de
transi¢ao da configuracao de longos fingers viscosos, penetrando o fluido mais viscoso a
partir da interface, pode transicionar para regimes multi-fingers, em que os efeitos de
tensdo interfacial passam a ser comparaveis ou maiores do que os efeitos viscosos nesse
escala de fingers capilares. As configuragoes de fingers observadas sao influenciadas de

forma significativa pelo nimero de capilaridade e pela porosidade do meio poroso, conforme
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também ja observado experimentalmente. Em adicao, verifica-se que uma diminui¢ao da
permeabilidade do meio poroso causa um efeito equivalente a desaceleracao do escoamento
que pode ser produzida por efeitos magnetohidrodindmicos (MHD) controlando-se o
campo magnético transversal aplicado a um escoamento interfacial envolvendo de um lado
um fluido eletricamente condutor como a dgua salgada e do outro lado, 6leo. O efeito
magnetohidrodindmico nos escoamentos explorados no presente trabalho pode servir como

um mecanismo atenuador das instabilidades tipo fingers observadas.

Palavras-chaves: Instabilidade de Saffman-Taylor; Célula de Hele-Shaw; Meio poroso;

Magnetohidrodinamica; Simulagao Numérica.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

No contexto da crescente demanda energética global e dos desafios associados a
sustentabilidade, a recuperacao eficiente de 6leo em reservatorios de petréleo é fundamental
para atender as necessidades atuais. A producao de petroleo é dividida em trés estagios:
primério, secundario e terciario (ou especiais). Os estégios secunddrio e terciario visam
aumentar a eficiéncia da extragao do dleo, um aspecto vital para a economia de energia e
a reducao de impactos ambientais. Um método muito utilizado ¢ o da injecao de agua,
em que agua ¢ injetada no reservatorio com o intuito de empurrar o 6leo para fora
(GREEN; WILLHITE, 1998). O problema nesse processo é que a dgua escoa por caminhos
preferenciais devido as caracteristicas permoporosas do reservatorio. A menor viscosidade
da agua, ao penetrar o Oleo, resulta na formacgao dos chamados fingers, que se assemelham
a dedos e sao criados na interface dgua-6leo, reduzindo a eficiéncia do processo (SAFFMAN;
TAYLOR, 1958). Esse fenomeno pode ser visualizado na Figura 1.1.

Um dos problemas especificos que surgem na recuperacao de petréleo, particular-
mente na injecao de agua, é exatamente a formacao dos fingers. Para uma compreensao
aprofundada desse fenémeno e a consequente elaboracao de estratégias de mitigacao, é
comum que pesquisadores se voltem para modelos simplificados. Estes frequentemente
englobam escoamentos em células de Hele-Shaw ou em configuracoes de placas paralelas.
Em suas abordagens, os estudos frequentemente empregam equagoes de meios porosos
para a representacao dos reservatorios. Adicionalmente, alguns autores tem estudado a
introdugdo de um campo magnético externo como uma técnica para atenuar os efeitos da
instabilidade na interface. O trabalho de Saffman e Taylor (1958), pioneiros no estudo da
instabilidade interfacial, estudou o escoamento de dois fluidos imisciveis em uma célula de
Hele-Shaw, que pode ser analogamente visto como um escoamento bidimensional em um
meio poroso homogéneo. A dindmica dessa célula sera explorada em capitulos subsequentes.
Eles notaram que, ao injetar um fluido menos viscoso em outro mais viscoso, surgem
distirbios que crescem e levam para o predominio de um padrao de um tnico finger com

o aumento do nimero de capilaridade (Ca).
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Figura 1.1 — Visualizacao de um reservatério de petréleo com a utilizagdo do método de
injecao de dgua. O Bypassed oil ocorre quando parte do 6leo permanece no
reservatorio mesmo apés técnicas de recuperagao convencionais terem sido
aplicadas.

1.2 Revisao Bibliografica

Nesta secao, sao discutidos de forma resumida escoamentos em meios porosos sob

diversas condigoes. Artigos relevantes e relacionados a esse tema sao citados e analisados.

Srivastava e Deo (2013), examinaram o escoamento de um fluido incompressivel,
viscoso, e eletricamente condutor em um canal preenchido com meio poroso de permeabili-
dade variavel, com a aplicacdo de um campo magnético transversal. A pesquisa abordou o

escoamento de Poiseuille e Couette.

Hribersek, Jecl e Skerget (2002) e Zaytoon et al. (2016), por sua vez, concentraram-
se em escoamentos em canais parcialmente preenchidos com material poroso, com e
sem efeitos magnetohidrodindmicos (MHD), respectivamente. Zaytoon et al. (2016), em
particular, dividiu o escoamento em trés partes. Uma central regida pela equacao de
Brinkman e duas camadas laterais, regidas pela equagao de Darcy, limitadas por paredes
solidas e impermeaveis. Dessa forma ele mostrou como as distribui¢oes de permeabilidade

afetam os perfis de velocidade nas camadas do escoamento.



Adicionalmente, Hosseini et al. (2012) exploraram um escoamento incompressivel
com efeitos MHD. Porém, em canais com geometrias divergentes e convergentes, enfati-
zando a influéncia do niimero de Hartmann (Ha) (pardmetro adimensional utilizado em
escoamentos em que um fluido condutor interage com um campo magnético) como um

parametro crucial em escoamentos com interagoes magnéticas.

Mostaghimi, Ashouri e Ebrahimi (2016) estudaram a interacao de dois fluidos
imisciveis em uma célula de Hele-Shaw, com um deles sendo eletricamente condutor, sob
influéncia de um campo magnético externo. A pesquisa identificou a presenca da instabili-
dade de Saffman-Taylor e destacou que a variagdo do niimero de Hartmann, que caracteriza
a forca magnética pode atenuar a formagao dos fingers, servindo como um mecanismo
estabilizador e até mesmo inibidor. Em um contexto relacionado, Sinzato e Cunha (2019)
investigaram o escoamento de dois fluidos imisciveis, sendo um deles magnético, também
influenciado por um campo magnético externo. Seus resultados corroboraram a supressao

da instabilidade de Saffman-Taylor mediante a aplicacao da forca magnética.

Estudos recentes oferecem diversas abordagens no campo de escoamentos entre
placas paralelas. Agarwal, Kumar e Verma (2020) exploraram o escoamento de dois fluidos
incompressiveis e imisciveis eletricamente condutores, juntamente com a transferéncia
de calor em um canal que foi dividido em duas regioes distintas, sendo a primeira delas
um meio poroso de permeabilidade variavel regida pela equagao de Darcy e a outra pela
equacao de Navier-Stokes. As condi¢oes de contorno nas paredes eram de temperatura
constante. Os resultados destacaram diversas dependéncias, entre elas, a diminuicao da
velocidade com o aumento do niimero de Hartmann e o aumento da velocidade com a

diminuicao da condutividade elétrica e da razao de viscosidade entre os fluidos.

1.3 Objetivos

O presente estudo busca examinar diferentes condigoes de escoamento com foco
particular na instabilidade de Saffman-Taylor (ou viscous fingering), um fend6meno com
implicagoes praticas importantes, especialmente na industria de extracao de petréleo. Este
trabalho tem como objetivo realizar uma investigacao sistematica de escoamentos em meio
poroso e em uma célula de Hele-Shaw. O estudo comega com um escoamento em uma
célula de Hele-Shaw em que a permeabilidade é constante, sem influéncias externas, e
posteriormente examina esse mesmo escoamento com um fluido eletricamente condutor sob
a aplicagdo de um campo magnético externo. Em seguida sao feitas analises semelhantes
porém em um escoamento em meio poroso com permeabilidade de Ergun, com e sem a
aplicacao do campo magnético externo. A analise se estende para um escoamento bifasico,
incompressivel e imiscivel. Inicialmente para dgua e 6leo com a permeabilidade da célula
de Hele-Shaw e posteriormente para essa mesma configuracao de escoamento, porém em

um meio poroso. Dessa forma, o proposito desta pesquisa é explorar escoamentos em meios



porosos sob diversas condic¢oes, entre elas, variagoes de porosidade, aplicagdo de campos
magnéticos e efeitos nao lineares para entender, utilizando a fluidodinamica computacional,

como os escoamentos respondem e interagem a esses estimulos.



2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Parametros Adimensionais

Os escoamentos sao regidos por parametros fisicos adimensionais. Ao longo deste
trabalho, serao utilizados parametros adimensionais pertinentes aos escoamentos analisados.

A Tabela 1 apresenta esses parametros adimensionais.

Tabela 1 — Parametros fisicos adimensionais que regem escoamentos na mecanica dos
fluidos. Aqui, v denota o coeficiente de difusao hidrodindmico, frequentemente
referido como viscosidade cinematica, representado por v = %, razao entre a
viscosidade dindmica e a massa especifica do fluido e v, representa o coeficiente
de difusao magnética. Além disso, u,. representa uma velocidade caracteristica,
l. ¢ um comprimento caracteristico, B. é uma densidade de fluxo magnético
caracteristica e t. um tempo caracteristico.

Parametros Fisicos Adimensionais

Parametro Equacao Implicagoes fisicas
Numero de Re = ugl./v Razao entre forgas

Reynolds ee inerciais e viscosas
Numero de Razao entre a

Strouhal St =t le/uc) oscilacao e velocidade média
Numero de Razao entre forca de
Hartmann Ha = Beleyfo./pv Lorentz e forca Vgiscosa
Ntumero de Rey, = ugly/v Razao entre tempo de

Reynolds Magnético m crelmm difusao e advecgao de B

Ntumero de Ca = pugo Razao entre forgas
Capilaridade ¢ viscosas e forcas de tensdo interfacial

Dessa forma, pode-se definir as grandezas adimensionais da seguinte forma:

.Y
u = uﬂ (2.2)
. Dle

TR (2.3)



By= o p (2.4)
B = (2.5)
k= lkz (2.6)
V* = VI, (2.7)

Note que foi apresentada uma escala viscosa para a pressao devido ao fato de que
esse trabalho ird abordar na maioria dos casos, escoamentos sem efeitos inerciais, ou seja,

puramente viscosos.

2.2 Escoamento em Meios Porosos

2.2.1 Escalas no Meio Poroso

Um poro pode ser definido como uma estrutura com miiltiplas ramificacoes, as
quais tém potencial para estabelecer interconexoes com outros poros. Para que haja
um escoamento efetivo através de um material poroso, é imprescindivel que exista uma
interconexao entre pelo menos alguns destes poros (HENDERSON; BRETTAS; SACCO,
2010; COLLINS, 1976). A Figura 2.1 ilustra um escoamento em um meio poroso de rochas
consolidadas. Nessa representacao, é possivel observar a dgua percorrendo os poros, que

sao caminhos formados pelos espacgos intersticiais na matriz sélida da rocha.

Nesse contexto, o estudo de escoamentos em meios porosos exige uma compre-
ensao das diversas escalas envolvidas. As andlises podem se estender desde escalas de
comprimento na ordem de quilometros, tipicas de estruturas geoldgicas como reservatorios
de petroéleo, até abordagens mais refinadas no nivel microscépico, como a avaliagado dos
espagos intermoleculares presentes na argila. A escala microscopica () (dimensao média
do poro) estd intrinsecamente relacionada a estrutura individual dos poros. A escala mesos-
copica (M) abrange agrupamentos de poros, possibilitando a identificagio de caracteristicas
heterogéneas e anisotrépicas. Por outro lado, a escala macroscépica (L;) contempla o
meio poroso em uma perspectiva ampla, evidenciando propriedades médias e padroes de
comportamento em larga escala. A Figura 2.2 apresenta um escoamento em meio poroso

sob a perspectiva dessas escalas.



Figura 2.1 — Escoamento em um meio poroso de rochas consolidadas.
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Figura 2.2 — Representacao das escalas de comprimento em meios porosos.



2.3  Analise de Escala em Meios Porosos

A equagao de Navier-Stokes em sua forma dimensional, sem forcas de corpo e

considerando regime permanente, é dada por:

p(v-V)v ==Vp+ Vv, (2.8)

em que a velocidade intersticial é definida por v, através da relagdo v = u/e. Aqui, u
refere-se ao campo de velocidades na escala macroscopica do meio poroso, enquanto &
denota a porosidade do mesmo que é representada matematicamente pelo volume dos
poros (V},) dividido pelo volume total do meio poroso (V;). Os termos da equacao tém
significados fisicos distintos: p(v - V)v corresponde as forgas inerciais (F}), enquanto Vv

representa as forgas viscosas (F},). A andlise de escala desses termos é apresentada a seguir:

2

Ve MU
F,~p— = , 2.10
Hsz = 252 (2.10)

em que v, € uma velocidade caracteristica intersticial. Em meios porosos, é amplamente
reconhecido que as forgas inerciais sao geralmente dominadas pelas forgas viscosas. Isso

pode ser expresso como:
v? v
< L e 2.11
Py i (2.11)
A relacao acima pode ser rearranjada para formar a definicio do niimero de Reynolds na

escala do poro:

_O0uep  Oucp
wo ep
Considerando que Re, < 1, a Equagao (2.8) ¢ simplificada para:

Re,

< 1. (2.12)

Vp = uViv, (2.13)
com a seguinte analise dimensional (note que V ~ 1/1.) (CUNHA, 2023):

Ap  pu,
. £62’

A variacao de pressao entre o ponto final e o ponto inicial é definida como Ap. Matemati-

(2.14)

camente, essa variacao é expressa pela relacao: Ap = Ppnal — Pinicial- Assim, a equacao de

Navier-Stokes na escala do poro, no regime dominado pela viscosidade torna-se:

—Vp = (;‘) u. (2.15)



Note que:

k=¢e6*= f(,0). (2.16)

A configuragao do meio poroso é denotada por C, referindo-se especificamente a distribuicao
deste meio. A permeabilidade do meio poroso é dada por k(e,C) e quantifica a capacidade
do material poroso de permitir o escoamento de um fluido através de sua estrutura. Note
que nas préximos aparigoes de k(g,C), a dependéncia de C sera ocultada. Esta consideragao
é adotada uma vez que, em geral, a configuragao dos poros é uniforme. Sera feito o mesmo

com &, porém somente com o intuito de aliviar a notagao.

A Equagao (2.16) mostra que a permeabilidade serd sempre a multiplicagao de
uma escala de comprimento ao quadrado por uma fun¢ao da permeabilidade. Esse é o
fundamento principal da equagdo de Carman-Kozeny, que serd discutida no decorrer desse

trabalho. Desta relacao, é obtido que:

5:\/5:»1& = dez. (2.17)

Consequentemente a escala da permeabilidade é uma escala continua e macroscopica
. , 1 e .

para o meio poroso que é dada por k2 (lembre-se que a permeabilidade tem unidade de

comprimento ao quadrado). Com essa informagao, é possivel definir o nimero de Reynolds

da matriz porosa, ou seja, na escala de Darcy, como sendo:

Rej, = : (2.18)

em que u. ¢ uma velocidade caracteristica do escoamento, que geralmente é usada como

sendo a velocidade média (U).

2.3.1 Lei de Darcy

2.3.1.1 Global

A lei de Darcy global é utilizada para modelar escoamentos na escala macroscopica.
Ela leva em consideragdo que o meio poroso é homogéneo e isotropico. A Figura 2.3
apresenta um caso de aplicacao. Essa lei afirma que a velocidade do escoamento mantém

uma relagao de proporcionalidade com o gradiente de pressao.

U= —sz. (2.19)

Na forma adimensional, a velocidade média do escoamento sera igual a 1. Logo, lembrando

que k* = k/1.> a Equacio (2.19) em sua forma adimensional sera;
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Figura 2.3 — Esquema representativo da Lei de Darcy. A vazao é representada por @) e a
area de entrada por S.

Vipt = —— (2.20)

2.3.1.2 Local

A Lei de Darcy local é usada para modelar o escoamentos em meios porosos em
uma escala microscépica e mesoscopica. A lei de Darcy local é representada pela Equacao

(2.21):

k
u=——Vp. (2.21)
"

Na forma adimensional essa equacao é representada por:
u' = —k"V'p* (2.22)

2.3.2 Célula de Hele-Shaw

A célula de Hele-Shaw é um dispositivo que consiste em duas placas planas e
paralelas, separadas por um pequeno espago, através do qual um fluido é conduzido.
Um ponto importante desse tipo de escoamento é que ele é andlogo matematicamente
a um escoamento bidimensional em um meio poroso (SAFFMAN, 1986; SAFFMAN;

11



TAYLOR, 1958). Inicialmente, a equacao completa de Navier-Stokes serd considerada,
sendo apresentada pela Equagao (2.23).

ou
P ot
Em um contexto adimensional e usando o conceito da pressao modificada (vide Apéndice

+p(u-V)u = pg — Vp+ uV3u. (2.23)

A.2), a equagao pode ser reescrita como:

ou*
ot*

Todo o processo detalhado para encontrar a Equacao (2.24) pode ser visualizado no

ReSt + Re(u* - V*u*) = —V*p* + V*7u™. (2.24)

Apéndice A.2. A partir desse momento, serd analisado o escoamento apresentado na Figura
2.4, que estd sendo considerado sob o contexto da aproximacao de lubrificacao, ou seja, a

relagdo (2.25) ¢ valida.

[

Figura 2.4 — Escoamento em uma célula de Hele-Shaw com comprimento [ e espessura b.

Re <?> << 1, (2.25)

em que b é a espessura e [ o comprimento da célula de Hele-Shaw, respectivamente. Observe
que a Equacao de Navier-Stokes para o problema sem simplificagoes é dada pela Equacao
(2.23). Entretanto, ao desprezar as forgas de corpo e considerar regime estacionario com
a aproximacao de lubrificagao valida, o modelo pode ser significativamente simplificado.
Consequentemente, sera utilizada a equagao de Stokes, uma vez que o niimero de Reynolds
e o numero de Strouhal sdo aproximadamente zero, conforme demonstrado acima. Este
resultado oferece um marco importante na andlise, ji que permite focar nas dindmicas de
baixa velocidade, também conhecidas como creeping flows, em que as forcas inerciais sao
extremamente menores em relagao as forgas viscosas. Com isso, os efeitos inerciais podem
ser desprezados (CUNHA, 2023; PANTON, 2013). Dessa forma, a equagdo governante do

problema e suas condigdes de contorno sao, respectivamente:

12



Vp = uVu, (2.26)

{y =0, u=w =0, (2.27)
y=>b, u=w=0. (2.28)

A partir das andlises realizadas na se¢ao A.3, a solugdo obtida é:

1 dp

=———y(b— 2.2
1 dp

= ———y(b— 2.
b? Op

Ao comparar a Equagdo (2.31) com a equagao de Darcy, observa-se que a célula de
b2

Hele-Shaw pode ser descrita como um meio poroso com permeabilidade k = 75.

2.3.3 Equacao de Brinkman

Como discutido anteriormente, em estudos envolvendo meios porosos, ¢ fundamental
reconhecer a natureza multi-escalar desses sistemas. Uma abordagem cléssica, proposta por
Brinkman, é a consideracdo de um meio poroso constituido por esferas fixas de pequenas
dimensdes em um regime diluido (porosidade tendendo a 1 e fragdo de esferas tendendo a
0). Neste contexto, duas escalas predominantes surgem: a escala do poro, frequentemente
referida como escala de Stokes, e a escala da matriz porosa, expressa como kzé, comumente

identificada como a escala de Darcy. A Figura 2.5 representa o estudo feito por Brinkman
(BRINKMAN, 1949; CUNHA, 2023).

Escoamento

Figura 2.5 — Representacao do estudo realizado por Brinkman para um escoamento em
um meio poroso de esferas de pequenas dimensoes. O raio de uma esfera é
representado por a e F},; é a forca da particula sobre o fluido.
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A forca que uma tunica esfera de raio a exerce sobre o fluido é dada por:

Fpi = —6mpau™, (2.32)

em que —67pa é definido como a mobilidade, enquanto u* denota a velocidade do
escoamento distante da influéncia do meio poroso. Dessa forma, é possivel calcular a forca

média das particulas sobre o fluido como sendo:

_ 1 &
fa = —nk, = Ny > 6rpau™. (2.33)

A forga média de apenas uma particula sobre o fluido é representada por Fy;. O ntimero
de densidade é representado por n e N indica o nimero de particulas. Outra relagao
importante é dada por n = N/V;, em que V,; é o volume de uma particula. Dessa forma,

pode-se fazer as seguintes manipulagoes na Equacao (2.33):

1 V.
fq = N > V—Z67r,uau°° (2.34)
1 3 o
9u*
= —¢p——— 2.36
057 Hs (2.36)

em que ¢ é a fragdo volumétrica de sélido que também pode ser entendida como a razao
entre o volume de sélido (V5) e o volume total. Esta é definida em relagao a porosidade e

como ¢ = 1 — . Dessa forma, Brinkman propoe a seguinte equacgao para o fluido:

~Vp+puV*u+f=0, (2.37)

em que f representa a densidade de forca por unidade de volume, que nesse caso, ¢é igual a
fq.

A equacdo de Brinkman é uma alternativa a equacao de Darcy. Ela trabalha em uma
escala mesoscopica e inclui um termo de viscosidade. Esse termo é usado para representar
os efeitos de resisténcia ao escoamento no interior dos poros. Como discutido anteriormente.
esse é um modelo de meio poroso diluido de esferas fixas sendo representado por (CUNHA,
2023):

9
2 —
—Vp+ puViu — 2a2¢,uu—0. (2.38)

Note que ao comparar a Equacao (2.38) com a lei de Darcy, a seguinte generalizagdo pode

ser feita:

—Vp+ uViu — %u =0, (2.39)

14
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_ 2a®
=95

A Equacao (2.39) também é chamada de equagao de Darcy-Brinkman. E importante notar

k (2.40)

que o termo uV?u estd associado & escala de Stokes e que o termo ﬁu tem relacao com
a escala de Darcy. Portanto, dependendo da escala em estudo, é possivel se situar entre as

equagoes de Darcy-Brinkman, Stokes e Darcy, conforme apresentado na Tabela 2.

Tabela 2 — Relagao entre equagoes e escalas do meio poroso. A escala de comprimento que
esta sendo analisada é representada por r.

Equacao Escala Descricao
—Vp—£tu=0 r~ k2 Escala da matriz porosa (Darcy)
—Vp+uViu— f5u=0 | a <r <k"? | Escala mesoscopica (intermedidria)
—Vp+pViu=0 rea Escala de Stokes (Poro)

2.3.4 Efeitos Nao Lineares em Meios Porosos

Os efeitos nao lineares em meios porosos devido aos efeitos inerciais originarios da
expansao de Forchheimer podem ser levados em consideragao em meios porosos. Para isso,
a equagao de Darcy é reescrita da seguinte forma (PH, 1901; CUNHA, 2023):

Vp=— (:) uf (Rex, <) . (2.41)

Note que, para Rep = 0, isto é, f(0,¢) = 1, recupera-se a equagao de Darcy. Uma pequena

perturbacao de Rey (algum primeiro efeito de inércia) resulta em:

of

f(Rek, 8) = f(O, E) + R@k + (’)(Rekz) (242)
ORey, | Rey=0
k1/2
=1+ MB. (2.43)
I
Aqui B = 7% representa uma constante adimensional de arrasto, também chamada

ORey,

de coeficiente de inércia de Forchheimer. Substituindo a Equagao (2.43) na Equagao (2.41),
obtém-se a equagdo de Darcy com o termo de Forchheimer (também conhecida como

equagao de Darcy-Forchheimer), dada por:

Vp = —%u — pBk~?ulul. (2.44)

Nesta expressao, a contribuicao viscosa —#u é de ordem O(u), enquanto o termo pf3 k~2ulul,

representa a contribuigao devido aos efeitos inerciais (Re O (1)), é O(u?).
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2.3.4.1 Equacao de Ergun

A Equacao de Ergun, que modela um meio poroso composto por esferas fixas,
assemelha-se ao modelo de Brinkman. No entanto, uma diferenca crucial é que, no modelo
de Ergun, nao existem limitacoes relacionadas a porosidade, ou seja, a concentracao das
esferas no meio poroso (ERGUN, 1952). Trata-se de um método empirico para definir os
parametros da corre¢ao de Forchheimer (CUNHA, 2023). Para definir o modelo de Ergun,

a andlise de escala da Equagao (2.45) serd utilizada.

Vp = uV?u — pu - Vu, (2.45)

Ap U U?
e (2.46)

A equagao de Ergun é baseada nessa analise de escala, sendo dada pela Equagao (2.47).

2

Ap u U
7= —041(5)#@ - 042(5)Pga (2.47)
em que d é o didmetro médio das particulas e a;(¢) e as(e) sdo constantes empiricas,

representadas, respectivamente por:

150(1 — ¢)?
an(e) = P (2.48)
7(1—¢)
= - ) 2.49
asle) = 1 (249
A partir do primeiro termo no lado direito da Equacao (2.47), pode-se fazer uma breve

d2
a1 (e)
comparar as Equagoes (2.47) e (2.44) e obter a seguinte relagao:
g (e) k12

=" (2.50)

Dessa forma, pode-se utilizar a equacao de Ergun para encontrar, por similaridade as

comparacao com a equacao de Darcy, resultando em k = . Note ainda que é possivel

constantes da equagao de Darcy-Forchheimer, que sao dadas por:

Iz 1 &
H Ly
L 051<€) d2 = 041(8)’
g3 )

- = 2.51

"= o — et (2:51)
7T(1-¢) , T

LN Gy RV, B S 72 )

=50 o 5v/150

2.3.5 Equacao de Carman-Kozeny

No desenvolvimento original da Lei de Darcy, assumiu-se que a permeabilidade

era constante. No entanto, a medida que se reconheceu a necessidade de considerar meios
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porosos heterogéneos, surgiram abordagens alternativas. Dessa forma, Kozeny, em 1927,
introduziu uma equagao para a permeabilidade variavel com a forma (KOZENY, 1927,
HENDERSON; BRETTAS; SACCO, 2010):

k= f(e). (2.52)

As consideragoes feitas por Kozeny assumiram um meio poroso com tubos capilares de
mesmo comprimento com escoamento laminar. O fluido é considerado newtoniano e in-
compressivel, e as equagdes de Navier-Stokes sao aplicadas simultaneamente para todos os
canais em uma secao transversal normal ao escoamento. Contudo, a formulagao frequente-
mente referida como a equacao de Kozeny é dada por (CARMAN, 1937; HENDERSON;
BRETTAS; SACCO, 2010):

3

k= j\zz (2.53)
em que ¢y ¢ um parametro numérico denominado coeficiente de Kozeny. Esse coeficiente
varia conforme a forma geométrica dos canais individuais no conjunto de tubos capilares.
Por outro lado, a superficie especifica de area do material poroso por unidade de volume
total (M,) é determinada pela razao entre a drea da superficie intersticial dos poros
(As) e o volume total do meio poroso (V;), sendo expressa por M, = AW Note que
como dito anteriormente, a permeabilidade sempre serd uma funcao de £ multiplicada
por uma dimensao ao quadrado. Nesse caso, 1 /J\Ib2 é a escala ao quadrado e coe?, a
fungao. A Equagao (2.53) pode ser reescrita em uma forma alternativa utilizando a relagao
M, = (1 —¢)M,, em que M, = A,/V representa a superficie especifica de area por unidade

de volume de material solido. Assim, a equacao se torna:

3

k=c—-—.
00(1 _ )2M52

(2.54)

Em 1937, Carman usou essa equacao com ¢y = %, que ficou conhecida como a equacao de

Carman-Kozeny. Essa formulagdo é comumente escrita na forma:

§:C<1i€>> (2.55)

em que o coeficiente de Carman-Kozeny do material poroso é ¢ = VVCO. O coeficiente ¢
S

pode variar ao longo do meio poroso. Dessa forma, essa equagao também pode caracterizar
meios porosos heterogéneos (HENDERSON; BRETTAS; SACCO, 2010).

A equacao de Carman-Kozeny é essencial para determinar a permeabilidade de
meios porosos, e é fundamentada nas caracteristicas geométricas dos poros. Muitos modelos
estatisticos e empiricos derivam desta equagao, na qual um termo proporcional ao quadrado
do comprimento é intrinsecamente relacionado por uma funcao da porosidade. Dessa forma,

é possivel observar a diversidade dos meios porosos: desde uma célula de Hele-Shaw, com
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k constante, passando pelo modelo de particulas esféricas diluidas (modelo de Brinkman),
até abordagens empiricas ou semi-empiricas, que sao casos particulares da equagao de
Carman-Kozeny. Um caso particular ¢ o modelo Panda-Lake que é fundamentado na
equacao de Carman-Kozeny. Esse é um dos modelos utilizados para quantificar a relacao
entre porosidade e permeabilidade em rochas consolidadas, levando em consideragao fatores
como mineralogia, tortuosidade e a distribuicao estatistica do tamanho das particulas. Ele
ajusta o modelo de Carman-Kozeny para considerar o impacto dos cimentos, que entre
outros, podem preencher (¢y), revestir (¢;) ou conectar (¢,) poros das rochas consolidadas.
O cimento nesse contexto é o material natural que pode afetar a permeabilidade da rocha
a0 ocupar espaco nos poros ou alterar a estrutura do poro. O modelo de Panda-Lake define
a permeabilidade como sendo (PANDA; LAKE, 1995; CIVAN, 2007):

. D, A2

5 (2.56)
727(1 = 2,)? {(1 +C2) (=) + ARDQ}
em que €. é a porosidade das rochas consolidadas e ¢, a porosidade das rochas nao

consolidadas. Essas porosidades podem ser relacionadas da seguinte forma:

Ncimento

Ey = Ec T Z ¢i7 (257)
=1

em que Nemento € 0 namero de diferentes materiais cimentantes. A fracdo volumétrica,
¢i, de um dado cimento tipo i, refere-se a sua proporcao no volume total da rocha. O

didmetro médio do grao ¢ definido como sendo Dy:

D, = /0 D,f(D,)dD,, (2.58)
em que f(D,) é a distribuigdo do tamanho de particula e D, é o didmetro do grao.

No modelo de Panda-Lake, o coeficiente de variagao (C,), a varidncia (s*) e a
assimetria (skewness) (Skew,) sdo pardmetros que caracterizam a distribui¢do do tamanho

de particulas, e sao representados, respectivamente, por:

S

Cp=—= 2.59
p Dga ( )
s = [7(D, =D, f(Dy) dD,, (2.60)
0

1 fo — .

Skew, = / (D, — D,)*f(D,) dD,. (2.61)
0
Os parametros A e R do modelo Panda-Lake sao definidor por:

A =1+3C) + Skew,C;, (2.62)
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M
a, .
R=Y i1 : (2.63)
e
em que a; se refere a area de superficie especifica do tipo de cimento identificado pelo
indice 7. Para o fechamento do modelo, a tortuosidade da rocha consolidada pode ser

definida como:

2 2
C 2
Te = Tu(1+ Cp) (1 + <€u _gb’;bb>) 1+ ((8 - Z;)al/?’) : (2.64)

em que C' é uma constante chamada razao de aspecto, expressando a proporgao entre a

largura da base e a espessura do cristal de cimento, e 7, é a tortuosidade da rocha nao

consolidada.

2.4 Instabilidade de Saffman—Taylor

A instabilidade de Saffman-Taylor (ou wiscous fingering) ocorre na interface entre
dois fluidos com viscosidades distintas. O fluido menos viscoso forma dedos (mais conhecidos
como fingers) com pontas arredondadas que penetram o fluido com maior viscosidade
criando assim uma interface instavel. Note que se fosse o contrario, ou seja, um fluido de
maior viscosidade empurrando um fluido de menor viscosidade, a interface seria estavel
(SAFFMAN; TAYLOR, 1958). Os fingers podem ser intensificados ou amenizados por
alguns parametros fisicos, como o nimero de capilaridade e a razdo das viscosidades

dos fluidos envolvidos. Dessa forma, podendo modificar o formato da interface (GLAND);
PISARENKO, 2003).

Fluido 1 Fluido 2

Figura 2.6 — Representacao da instabilidade de Saffman-Taylor ocorrida na interface entre
dois fluidos com viscosidades distintas.

Conforme descrito por Gland e Pisarenko (2003), a instabilidade de Saffman-Taylor
resulta da interagao entre dois mecanismos fisicos distintos: desestabilizacao e estabilizagao.

O primeiro se manifesta no crescimento das perturbacgoes na interface, e é potencializado
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pelo aumento do gradiente de pressao nas regioes proximas as areas de injecao do fluido.
J& o segundo mecanismo, responsavel pela estabilizacao, advém do alisamento da interface,
um fenémeno ocasionado pela tensao interfacial. A instabilidade na interface nao é uma
condi¢ao ininterrupta ao longo dos fluidos, ao contrario, ocorre apenas dentro de um
espectro especifico de comprimentos de onda de perturbagao. Esta gama de comprimentos
de onda é determinada principalmente por dois fatores: a razao entre as viscosidades dos
dois fluidos envolvidos e a taxa de inje¢ao do fluido (GLAND; PISARENKO, 2003).

A instabilidade de Saffman-Taylor, conforme discutido por Homsy (1987), pode
resultar em padroes complexos. Uma das possiveis configuragoes ocorre quando um fluido
de maior viscosidade é deslocado por um de menor viscosidade, sendo ambos plenamente
misciveis. Outra situacao interessante é quando um fluido menos denso e menos viscoso
infiltra-se em um fluido mais denso e mais viscoso, também miscivel. Uma terceira
configuragao notavel é observada quando um fluido newtoniano de baixa viscosidade é
injetado em uma célula de Hele-Shaw contendo um fluido fortemente nao newtoniano,
porém miscivel. E importante ressaltar que a instabilidade de Saffman-Taylor é um
fendmeno altamente dindmico, cujo comportamento é fortemente influenciado por uma

diversidade de parametros e configuracoes do escoamento.

Saffman e Taylor (1958), investigaram o fendmeno de fingers viscosos em escoa-
mentos bidimensionais em células de Hele-Shaw e constataram que, é possivel chegar na
formacao de um finger inico que ocupa cerca da metade da largura do canal, caracterizado
por um Az de 1/2, conforme mostrado na Figura 2.7. Este pardmetro A;, é definido como
a razao entre a largura do finger (Ly) e a largura do canal (Legnq) € varia em funcao do
regime de escoamento. Em condi¢oes de creeping flow (baixas velocidades), Aj, tende a
ser maior, podendo se aproximar ao limite superior de 1, o que corresponderia a uma
situagao de escoamento estagnado. Os autores também correlacionaram a largura do
finger com o numero de capilaridade, Ca = pu./o, em que o é o coeficiente de tensao
interfacial. Isso evidenciou que para valores menores de C'a, em que o Ay, se aproxima de 1,
o fluido menos viscoso tende a deslocar o mais viscoso completamente. A medida que Ca
aumenta, o Ay, tende a 1/2, indicando que o finger avanga preenchendo metade do canal
(SAFFMAN; TAYLOR, 1958; ZACHAROUDIOU, 2012). A Figura 2.7 mostra visualmente
os comprimentos caracteristicos dos fingers. Dela é possivel observar dois dentre varios

parametros utilizados para caracterizar os fingers que sao representados pelas Equagoes

(2.65) e (2.66):

Ly
A p— 2.
r Lcanal 7 ( 65)
Cy
Ao = . 2.66
¢ Ccanal ( )

E possivel ainda caracterizar a topologia dos fingers pelo pardmetro de deformacio

de Taylor, dado por:
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Ccanal

Lcanal

DA

L [}
| |
Cy
Figura 2.7 — Escoamento bifdasico com a formagdo de um tnico finger avancando em uma
célula de Hele-Shaw.

Cy— Ly

2.67
Cf+Lf ( )

DTaylor =

Por fim, outra maneira de caracterizar ocorre quando hé vérios fingers na interface,
utilizando a dimensao fractal (FEDER, 1988), dada pela Equagao (2.68).

_ ) (2.68)

df’r‘ac - C )
ln fmed
Lfmed

em que dfq ¢ a dimensao fractal (dimensao nao inteira), L Fmea € @ largura média dos
fingers, Cy, . & o comprimento médio dos fingers e Ny ¢ a quantidade de fingers presentes

na interface.

Saffman e Taylor (1958) ainda calcularam o formato do finger em funcao de Ap,

que é dado pela Equacao (2.69):

r 1_/\L 1 7Ty/
x —( - >1n 2(1—1—005(&)) , (2.69)

em que x’ e ¥’ medem a distdncia da ponta do finger em unidades de metade da largura

do canal (y' € [—1,1] ). Eles afirmaram que essa aproximacao desvia dos valores reais,
mas que para A, = 1/2 foi obtido um resultado satisfatério. Perfis de \j calculados pela

Equacao (2.69) podem ser observados na Figura 2.8.

Um escoamento com dois fluidos incompressiveis e imisciveis mostrando a ins-
tabilidade de Saffman-Taylor pode ser visualizado pela Figura 2.9. Ela apresenta uma
configuracao semelhante a da Figura 2.4. A interface entre esses dois fluidos varia com a

posicao e o tempo. Sendo representada pela Equagao (2.70).

em que ((z,t) é um pequeno disturbio (SINZATO; CUNHA, 2019).
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Figura 2.8 — Perfis de fingers para A, = 0,2,0,5 e 0,8. Adaptada de (SAFFMAN; TAY-
LOR, 1958).

Figura 2.9 — Escoamento em uma célula de Hele-Shaw com dois fluidos imisciveis.

2.5 Viscosidade de Parede

A viscosidade de parede representa a resisténcia ao escoamento de um fluido devido
a friccdo em uma superficie sélida. Ela pode ser interpretada como uma medida de como o
fluido adere e interage com as paredes que delimitam o escoamento, influenciando o perfil
de velocidade e a dissipagao de energia no escoamento. A viscosidade de parede (ji,) é

representada pela Equacao (2.71).
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Tw

fhy = 22 2.71
5 (2.71)

em que T, € 7, sdo a tensao de cisalhamento e a taxa de cisalhamento avaliadas na parede.
Note que o subscrito w indica que os termos estao sendo avaliados na parede. Por scaling,

a viscosidade de parede adimensional pode ser encontrada pela seguinte relacao:

[ = fuRe, (2.72)

em que f, é o fator de atrito. Uma andlise mais detalhada sobre esse assunto é descrita
no Apéndice A.5.

2.6 Escoamento Magnetohidrodinamico

A Magnetohidrodindmica (MHD) estuda a intera¢ao entre um campo magnético e
um fluido eletricamente condutor, que deve ser nao magnético. As equagoes governantes da

MHD sao derivadas das equacoes de Navier-Stokes com a forca de Lorentz e as equagoes

de Maxwell (DAVIDSON, 2016; CUNHA; INACIO, 2024).

2.6.1 Eletrodinamica

No campo da eletrodinamica, o foco estd no estudo do movimento das cargas
elétricas. Quando se considera escoamentos com velocidades muito menores do que as
velocidades tipicas de elétrons em condutores, isto ¢, em um cenario magnetohidrodinamico
nao relativistico, é possivel simplificar as equagoes da eletrodindmica ao negligenciar
certos termos (INACIO, 2022). As equagoes da eletrodindmica e suas simplificagoes serao

apresentadas a seguir.

2.6.1.1 Forca de Lorentz

Um corpo condutor em movimento, deslocando-se a uma velocidade u, experimenta

a influéncia de diversas forcas quando submetido a um campo eletromagnético:

Fr = ¢.E. 4+ ¢E; + ¢. (u x B). (2.73)

A forga total atuando em uma carga elétrica em movimento é a soma de trés componentes
principais. A forca eletrostatica ou forca de Coulomb representada por ¢.E., em que
E. é o campo eletrostatico e origina-se da mutua interagao (repulsao ou atragao) entre
cargas elétricas. A forca exercida na carga devido a presenca de um campo magnético,
dado por ¢.E;, em que E; representa o campo elétrico induzido devido a variacao do

campo magnético. A forca de Lorentz, que surge do movimento das cargas através de um
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campo magnético, é descrita por ¢.(u x B). Neste contexto, g. denota a carga elétrica, u
a velocidade da carga, e B o campo magnético (também chamado de campo de densidade
de fluxo magnético). Define-se o campo elétrico total E como a soma do campo elétrico

induzido e do campo eletrostatico: E = E, + E;. Dessa forma:

Fo=¢(E+uxB). (2.74)

No contexto MHD, o principal interesse reside na forca aplicada a um volume especifico
de fluido, ao invés do foco em cargas individuais (DAVIDSON, 2016; AGUILAR, 2022).

Portanto, o somatoério da Equacao (2.74) ao longo de todo o volume resulta em:

Y 4= pe (2.75)

> qu=17J. (2.76)

Isso implica que a acumulagao de cargas dentro do volume nos proporciona a densidade de
carga elétrica p., enquanto a somatoria dos produtos da carga pela sua velocidade resulta
na densidade de corrente elétrica J. Dessa forma, a expressao para forca de Lorentz por

unidade de volume é dada por:

fr, = p.E+J x B. (2.77)

Dentro do dominio da magnetohidrodinamica, a densidade de carga elétrica, tende a ser
baixa no interior do condutor, levando a um campo elétrico associado, que é relativa-
mente fraco. Como consequéncia, o termo p.E pode ser considerado desprezivel frente a

contribuicdo magnética (INACIO, 2022). Assim, a equagao ¢é reduzida a:

f, =J x B. (2.78)

2.6.1.2 Lei de Ohm

O campo de densidade de corrente elétrica J(x, t) caracteriza o fluxo de carga elétrica
em um meio continuo, sendo profundamente influenciado pelas propriedades materiais e
estrutura molecular do meio. Para descrever o comportamento das cargas elétricas no meio,
J deve ser definido por uma relacao constitutiva que leve em conta a natureza especifica do
material (INACIO, 2022). A movimentagao das cargas, e consequentemente a existéncia
de uma corrente elétrica, depende da presenca de uma forga motriz, geralmente a forca

eletromagnética. Dessa forma, é possivel estabelecer a seguinte relagao de proporcionalidade:

Experimentalmente, a Equagdo (2.79) é satisfeita para a maioria dos materiais condutores.

Alternativamente, sabendo que campos eletromagnéticos podem ser compreendidos como
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manifestacoes relativisticas dos campos elétricos, ao utilizar um referencial onde o condutor
estd em repouso (BARUT, 1980; INACIO, 2022), resulta na seguinte relacio:

JxE, (2.80)

em que E, é proporcional a forca eletromagnética e representa o campo elétrico em
um sistema de referéncia no qual o condutor permanece estatico. Esta relacado pode ser
formalizada através de um tensor de segunda ordem, o tensor de condutividade elétrica

0., resultando na lei de Ohm na sua forma mais geral:

J=o0.-E,. (2.81)

Para materiais homogéneos e isotropicos, o, é reduzido a uma constante escalar, simplifi-
cando a relagdo para J = o E,, que é a lei de Ohm. Ao considerar fluidos eletricamente
condutores em movimento, realiza-se uma transformacao de Lorentz para um referencial
que se move com a velocidade local do fluido (INACIO, 2022). Sob a condi¢do de que
lu| < ¢ (velocidade da luz), a lei de Ohm adaptada para um fluido eletricamente condutor

toma a forma:
J=0.(E+uxB). (2.82)

2.6.1.3 Lei de Ampere

A Lei de Ampere estabelece a relagao entre a corrente elétrica e o campo magnético
induzido. Quando uma corrente atravessa uma superficie S, ela gera um campo magnético
que circunda essa area (INACIO, 2022; GRIFFITHS, 2017). Definindo C' como o contorno

fechado de S, tem-se a expressao integral da Lei de Ampere:

fB-Edl:uo/J.ﬁds, (2.83)
C S

em que po é a permeabilidade magnética do vacuo. A aplicacao do teorema de Stokes

transforma essa relagao integral na seguinte expressao diferencial da Lei de Ampere:
V x B = ppld. (2.84)

2.6.1.4 Equacdes de Maxwell

As Equagoes de Maxwell formam a base tedrica para entender a dindmica dos
campos eletromagnéticos. Elas sao representadas por um conjunto de quatro equagoes
fundamentais: a Lei de Gauss, a solenoidalidade do campo magnético, a Lei de Faraday e

a Lei de Ampere-Maxwell.
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A Lei de Gauss elétrica é a primeira equacao de Maxwell, representada por:

vV-E=" (2.85)

€o
em que £g é a permissividade elétrica do vacuo. A Equagao (2.85) pode ser integrada sobre

um volume V', e utilizando-se do teorema da divergéncia, obtém-se:

1
/(V-E)dV:—/pedV
\% Eg JV

_ Qe

: (2.86)

em que Q. ¢ a carga elétrica total contida dentro do volume V.

Através da aplicagdo do teorema da divergéncia, é possivel transformar a integral
volumétrica em uma integral de superficie, resultando na forma integral da lei de Gauss
para o campo elétrico:

f E.ds— 2 (2.87)
S €0

com ¢g E - dS representando o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada
S. Esta relacao fundamental estabelece que o fluxo elétrico é proporcional a carga elétrica

envolvida pela superficie.

A Lei de Gauss do Magnetismo é a segunda equacgao de Maxwell que surge devido
ao carater solenoidal do campo de densidade de fluxo magnético. E pode ser representada

por:

V-B=0. (2.88)

Essa equacao informa que o campo magnético é solenoidal por natureza, indicando
que suas linhas de campo sdao continuamente fechadas sem inicio ou término definidos.
Diferentemente das linhas de campo elétrico que emanam ou convergem para cargas
elétricas, as linhas de campo magnético formam lagos fechados, reiterando a auséncia de
monopolos magnéticos na natureza (AGUILAR, 2022). Para observar essa propriedade,
aplica-se o teorema de Gauss ao campo magnético, integrando a Equagao (2.88) sobre um

volume V' arbitrario, fechado por uma superficie S, resultando em:

fSB LS =0, (2.89)

A Equagao (2.89) confirma que o fluxo magnético através de qualquer superficie fechada
é zero, em concordancia a proposicao de que nao existem fontes ou sumidouros isolados
de campo magnético, sendo essa uma distin¢ao fundamental quando comparada com o
comportamento do campo elétrico cujo fluxo é proporcional a carga elétrica total contida

pela superficie em consideracio (INACIO, 2022; AGUILAR, 2022).
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A terceira equagao de Maxwell, também conhecida como Lei de Faraday descreve
como variagoes temporais no campo magnético resultam na indugao de um campo elétrico.

A forma diferencial dessa lei é definida por:

OB
VxE=-75 (2.90)

No regime eletrostatico, em que os campos nao variam com o tempo, a lei de Faraday

pode ser simplifica para:

VxE=0. (2.91)

Isso indica que o campo eletrostatico é irrotacional, sendo caracterizado como conservativo
com integrais de linha independentes do caminho percorrido (AGUILAR, 2022). Em
cenarios dinamicos, em que os campos variam no tempo, surge a nao conservatividade dos

campos, em que é necessario definir uma forga eletromotriz em um circuito fechado:

fEdhu, (2.92)

em que [ é o comprimento de arco. A variacdo do campo magnético induz uma forca

eletromotriz (¢) em um circuito fechado ¢, definida por:

ds?
= —— 2-
L TR (2.93)

em que €2 ¢é o fluxo magnético, determinado por:

Q:ABdS (2.94)

Combinando as expressoes pertinentes, obtem-se a forma integral da lei de Faraday:

d
Em:——/BdS 2.95
jé dt Js ( )
Esta expressao integral revela que a forga eletromotriz induzida em um circuito fechado
¢ diretamente proporcional e oposta a taxa de variacdo do fluxo magnético que o atra-

vessa, fundamentando assim a geracao de corrente elétrica por indugao eletromagnética
(AGUILAR, 2022).

Finalmente, a quarta equacao de Maxwell, mais comumente chamada de Lei de
Ampere-Maxwell descreve como as correntes elétricas, bem como variagoes temporais em

campos elétricos, contribuem para a geracao de campos magnéticos:

E

Integrando a equagao (2.96) em uma superficie S e utilizando o teorema de Stokes, tem-se

a forma integral da Lei de Ampere-Maxwell:
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OE
qu-dl = ”O/s <J+eoat> - dS. (2.97)

Em um contexto magnetohidrodindmico, a Equagao (2.96) pode ser simplificada para:

V x B = poJ. (2.98)

Isso ocorre devido ao tempo de relaxacao da carga ser muito pequeno. Essa afirmacao

pode ser visualizada por meio de uma anélise de escala (INACIO, 2022):

E
— J|. 2.99
< 1] (299

Dessa forma, esse conjunto de equagoes forma os fundamentos da teoria do eletromagne-

tismo.

2.6.2 Equacdoes MHD

Sera analisado um escoamento MHD incompressivel e laminar sob a influéncia de

um campo magnético, representado por:

B = B,(y)é. + Boé,, (2.100)

em que B, denota a componente induzida do campo magnético, e By é a componente
transversal constante do campo magnético externo aplicado. Esse escoamento pode ser

visualizado pela Figura 2.10.

Escoamento Gl
EE—

yx—

SARRRAN]

Figura 2.10 — Representagao de um escoamento MHD tipico.

b

A influéncia magnética no escoamento, originada da interagdo entre o campo
e o escoamento de um fluido eletricamente condutor, é incorporada nas equagoes de

Navier-Stokes por meio de um termo fonte adicional:
u 2
=—-Vp+uV-u+J x B, (2.101)

"Dt
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Neste contexto, o termo J x B representa o efeito do arrasto eletromagnético, conforme
discutido em Tassone (2016). A contribui¢do do termo inercial é desconsiderada devido a

teoria de lubrifica¢do. Dessa forma, a Equacao (2.101) se transforma em:

ou 1 1
= = Vp+uViu- —V(B-B)+—(B-V)B, 2.102
o p+p o (B-B) Mo( ) (2.102)

respeitando a condi¢ao de incompressibilidade:

V-u=0. (2.103)

Para completar o conjunto de equagoes da MHD), inclui-se a equacao de transporte para a
densidade de fluxo magnético, uma relacao evolutiva para B. Essa equacao em especifico
serd desenvolvida em sua forma mais geral e simplificada ao final do desenvolvimento.
Dito isso, a equagao de densidade de fluxo magnético pode ser desenvolvida. Inicialmente,
utiliza-se a Lei de Faraday, seguida pela substituicdo de E usando a lei de Ohm e de J

usando a lei de Ampere.

0B 1
— =VXx[uxB- VxB], (2.104)
ot Ho0e
podendo ser reescrita como:
0B
o V x (u x B) + 1, V*B, (2.105)
em que o coeficiente de difusao magnética é v, = ﬁ Essa equagao ¢é utilizada para

calcular a distribuicao de campo magnético que deve satisfazer a lei de Gauss para o
magnetismo. Note ainda que essa equacao faz o acoplamento nao linear entre campo
magnético e velocidade (TASSONE, 2016; INACIO, 2022). Aplicando a identidade vetorial

ao termo V x (u x B)! e considerando a solenoidade de B, é obtido que:

B
aat+u-VB:B-Vu—B(V'u)+VmV2B. (2.106)

Finalmente, simplificando essa equacao para o contexto de um escoamento incompressivel

(V-u=0), tem-se que:

DB
D = B-Vu+ 1, V°B. (2.107)

' Vx(uxB)=u(V-B)-B(V-u)+(B-V)u— (u-V)B
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2.7 Escoamentos Multifasicos

2.7.1 Volume of Fluid (VOF) Method

O método de volume de fluidos (mais conhecido como Volume of Fluid (VOF))
é amplamente utilizado em simulacoes de escoamentos multifasicos. Neste método, uma
fungao especifica, denominada funcao de fase () é designada para sinalizar uma de trés
condigoes possiveis: se uma célula da malha de simulacao for preenchida inteiramente por
um fluido, esta é atribuida o valor de 1. Por outro lado, se estiver ocupada exclusivamente
por um segundo fluido, lhe é atribuido o valor 0. Em casos onde a célula apresenta uma
combinagao dos dois fluidos (regido da interface), a fungao assume um valor intermedidrio
entre 0 e 1. Esse método foi proposto por Hirt e Nichols (1981) e tem varias possibilidades de
implementacdo. Uma descricao do método VOF utilizado no OpenFOAM sera apresentada
abaixo (DAMIAN, 2012; SALAJEGHE et al., 2023).

Serao analisados dois fluidos imisciveis e incompressiveis. Dessa forma, as equagoes
governantes para as duas fases serao as equagoes da continuidade (2.108) e do momento
(2.109), bem como a equagao da fungao indicadora de fase (2.110), representando a fragdo

de volume de uma fase. Essas equagoes sao, respectivamente:

V.ou=0, (2.108)

8(5:) +V - (puu) = —Vp+ V- T + pf, (2.109)
dvy

S+ V- () + V- fuy(1 = 7)) =0. (2.110)

Nas equacoes acima, fj, representa as forcas de corpo por unidade de massa e T é o tensor
das tensoes. A diferenga de velocidade entre as duas fases é descrita por u, (DAMIAN,
2012). Mais especificamente, u, = u; — ug designa a velocidade relativa entre a fase 1,

denotada pelo subscrito 1, e a fase 2, representada pelo subscrito 2.

O termo de compressao (dltimo termo do lado esquerdo da Equacao (2.110)) nao
existe no método VOF convencional. Porém, ele é adicionado na formulagdo do OpenFoam
para fazer uma compressao adicional na interface, para que ela seja mais nitida. Em
simulagoes numéricas, o termo compressivo desempenha um papel fundamental devido aos
erros associados a difusao numérica, os quais surgem durante a discretizagao dos termos
convectivos. Entretanto, por meio da discretizacao do termo de compressao, é possivel
controlar e minimizar os efeitos da difusdo numérica, resultando em uma representacao
mais precisa da interface (DAMIAN, 2012). Quando trata-se de dois liquidos imisciveis,
é possivel considera-los como um tnico fluido efetivo ao longo de todo o dominio. As

propriedades fisicas desses fluidos sao calculadas como médias ponderadas com base na
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fracdo volumétrica de cada um. Em suas respectivas regides ocupadas, estas propriedades
correspondem exatamente as dos liquidos individuais e, contudo, variam apenas na interface
entre eles (DAMIAN, 2012). Dessa forma, baseado no campo de v, a massa especifica, a

viscosidade e o campo de velocidade do dominio sao calculadas, respectivamente como:

p=p1y+ p2(l =), (2.111)
p= 1y + p2(l =), (2.112)
u=uyy+ ux(l—7). (2.113)

Agora iremos usar o Modelo de Superficie Continua (MSC), para considerar os
efeitos da tensao na interface dos dois fluidos. Esse modelo permite tratar a tensao
superficial como uma forca por unidade de volume que atua ao longo da interface fluida,
ao invés de simplesmente como uma forca superficial. A presenca da tensao superficial
resulta em um gradiente de pressao adicional, modelado matematicamente pela seguinte

expressao:

f, = oKxV7y, (2.114)

em que k ¢ a curvatura da superficie livre que é dada por:

K=—V- (W) : (2.115)

em que (@) = . Para o fechamento das equagoes, ainda é necessario definir o tensor
de tensoes. Como serao analisados dois fluidos newtonianos, o tensor de tensoes T é dado

por:

T = 24S4. (2.116)

Para um fluido incompressivel, o tensor taxa de deformagcao é expresso por:

Sq = ; (Va+ (Va)"). (2.117)

Logo:

V-T=V-(uVu)+ (Vu)- V. (2.118)

Dessa forma, inserindo as Equagoes (2.118) e (2.114) na Equacao (2.109), resulta em:

ou

P o~ uV2u = —Vp + porVy. (2.119)
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Note que o segundo termo da Equacao (2.118) nao foi considerado, pois, como serao
utilizados dois fluidos newtonianos, nao havera variacao espacial de viscosidade nos fluidos.
Observe ainda que, no contexto em que a aproximacao de lubrificacao é valida, o termo

inercial é desprezado e o termo viscoso é considerado.
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3 Escoamento de um Fluido
Eletricamente Condutor em um
Micro-canal com Parede Porosa

Sujeito a Acao de um Campo

Magnético: Solucoes Exatas e

Assintoticas

Este capitulo apresenta um estudo realizado durante o desenvolvimento desse
trabalho, ja publicado nos anais do congresso FFHMT 2024 (MIRANDA; FILHO; CUNHA,
2024a) e aceito para publicagdo (no prelo) na revista JFFHMT (MIRANDA; FILHO;
CUNHA, 2024D).

Nesta secao, serda apresentada a formulacdo de um escoamento MHD em um
microcanal com uma parede superior impenetravel e uma parede inferior penetravel
(porosa). As condigoes referem-se a condi¢ao de contorno de nao deslizamento na parede
superior, a velocidade de deslizamento na interface porosa e a condi¢ao de contorno de
Beavers-Joseph (BJBC) na parede inferior, que é porosa (BEAVERS; JOSEPH, 1967). O
fluido esta sob a influéncia de um campo magnético transversal e uniforme. Vale ressaltar
que o escoamento laminar em um canal com parede porosa sem efeitos MHD foi estudado
experimentalmente por Beavers e Joseph (1967) e analiticamente usando uma extensao da

lei de Darcy com um termo quadratico na velocidade por Cunha (1991).

O problema descrito aqui pode ser visualizado na Figura 3.1. A pequena distancia
entre as paredes do microcanal é b, e By é o campo magnético externo uniforme e transversal
aplicado ao escoamento, (MIRANDA; FILHO; CUNHA, 2024a). Como ja mencionado

anteriormente, a densidade de fluxo magnético é dada por:

B = B,(y)é, + Boé,. (3.1)

A Figura 3.1 representa o problema descrito.
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Figura 3.1 — Representacao do escoamento MHD analisado.

Para esse problema, as escalas tipicas usadas para a adimensionalizacao das equagoes
sao apresentadas na Tabela 3.

Tabela 3 — Propriedades tipicas do escoamento e escalas usadas para adimensionalizar as
equagoes governantes.

Propriedade Escala tipica
Comprimento b
Pressao Htlyy, /b
Velocidade U,
Campo elétrico Uy Bo
Densidade de fluxo B
magnético 0

Portanto, as quantidades adimensionais sao dadas por:

b L B,
7 p*:L, Ea‘:io B — =

. u
v Um, NUm umBO 7 v BO '

(3.2)

O escoamento descrito serd analisado sob trés abordagens distintas: (1) Em uma
perspectiva puramente hidrodindmica, ignorando completamente a influéncia do campo
magnético. (2) Conforme ja descrito, sera examinado dentro do contexto da magnetohidro-
dindmica. (3) Serd estudado através de um método de expansdes assintdticas regulares,

aplicando esta técnica as equagoes, é possivel separar os efeitos hidrodinamicos dos mag-
néticos.

3.1 Caso Hidrodinamico

Sera analisado agora o caso (1), ou seja, o escoamento descrito sem a aplicagdo do

campo magnético externo.
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3.1.1 Equacoes Governantes

O problema descrito utiliza as equacgoes de Navier-Stokes incompressiveis adaptadas
para a condicao de lubrificacdo. Isso implica em um escoamento unidirecional livre de

inércia. As equagbes governantes sao:

~Vp+ puViu =0, (3.3)

V-u=0. (3.4)

A Equagao (3.3) é uma forma simplificada das equagdes de Navier-Stokes (NS) para
escoamento puramente viscoso. Consideram-se condigoes de estado estacionario, com
viscosidade constante e sem efeitos de forgas de corpo, uma vez que o efeito liquido da
influéncia hidrostatica da gravidade esta incluido no termo de pressao. Dessa forma, é

possivel escrever as equacoes de NS nas diregoes x, y e z, que sdo, respectivamente:

op d*u
_ £ =0 3.9
ox Tt (dy2> ’ (3.5)
op
— =0 3.6
ay ) ( )
Ip
— =0 3.7
o (3.7)
Com as seguintes condig¢oes de contorno:
du €
= O, - = Uip — Um ), 3.8
y=>b, u=0. (3.9)
Note que para calcular u;;, utiliza-se a seguinte condi¢ao de contorno:
y=0,  u=1up, (3.10)

em que u;;, € a velocidade de deslizamento na interface porosa, a quantidade adimensional
e é chamada de porosidade do meio poroso (igual ao volume de poros/volume total do
meio poroso). O termo o, também adimensional, é representado por o = b/Vk e u,, é a
velocidade de filme no meio poroso, que para escoamentos em nimeros de Reynolds baixos

em meio porosos é calculada pela lei de Darcy:

k Op

m=——— 3.11
u O (3.11)
Dessa forma, a solugao para esse escoamento puramente hidrodinamico é dada por:
w(y) = wy [ 14+ iy + L (y2 + 28\/Ey) p (3.12)
th Vk 2u or ‘
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A Equacao (3.12) ilustra a relagdo da velocidade do escoamento na diregdo = em fungao
de y. A velocidade de deslizamento na interface porosa u;;, é obtida através da condicao

de contorno expressa na Equacao (3.10).

k (02 +2e0\ Op
PR (i il 1
Hin 2,u< 1+4+c¢co >ax (3.13)

Na forma adimensional, a Equagao (3.12), resulta em:

1
u(y*) = up (1 + eoy®) — 3 {y*202 + 2503/*} : (3.14)
em que u;;,* em sua forma adimensional é dado por:

1 (0% + 20
L= o [T 3.15
it 2<1+60> (3.15)

3.2 Caso Magnetohidrodinamico

Para o caso (2), serd analisado o escoamento apresentado na Figura 3.1. A densidade
de corrente é avaliada pela lei de Ohm (DAVIDSON, 2016):

J=0.(E+uxB). (3.16)

Considerando a configuragdo do escoamento analisado, observa-se que as componentes
de velocidade nas dire¢oes y e z sao nulas. Além disso, verifica-se a auséncia de campo
magnético na diregao z. Devido a isso a Equacao (3.16), pode ser expressa da seguinte

forma:

J, = oo (B, + (uBy)). (3.17)

Deve-se observar que, conforme estabelecido pela lei de Faraday, quando aplicada a um

escoamento em regime permanente, verifica-se que:

OF, 0E,
E=—¢é,——¢é,=0. 3.18
V x o é o é (3.18)

Logo, a Equagdo (3.18) resulta que E, é um escalar (Ey) para qualquer y. Consequente-

mente:
Jz = O¢ (EO + (UBO)) . (319)

Além disso, a densidade de corrente também pode ser expressa usando a lei de Ampere

com H = B/ g, que resulta em:
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1 dB,

po dy
Note que no contexto da MHD, o vetor de magnetizacao é considerado nulo porque ele esta

J,=(V xH), = (3.20)

associado a materiais ndo condutores. Agora, combinando a Equagao (3.19) e a Equagao

(3.20), define-se a derivada de B, em relac¢do a y como sendo:

dB,
@ = Oepto o + oeprouBy. (3.21)
Dessa forma, calcula-se a forca de Lorentz a partir da lei de Ohm (Equagdo (3.19)) e da

Equagao (3.1), resultando em:

f, = J x B =0, (Ey+uBo) (~Boés + B.&y) . (3.22)

E possivel substituir a Equacio (3.22) na equagao de Navier-Stokes com efeitos magnéticos

e obter:

—Vp+ uV?u+ (I x B) = =Vp+ pV?u + 0. (Eo + uBy) (—Boés + B.,) = 0. (3.23)

Em termos das componentes z, y e z, a Equagao (3.23) pode ser expressa da seguinte

forma:

op d*u

- 87:1: + (dy2> — UGEOBO — O'euBg = 0, (3.24)
dp
87 +o0.EyB, + o.uByB, =0, (325)

Y
Ip
— =0. 3.26
9, (3.26)

Para completar a formulagdo do escoamento MHD, é necessario incluir no grupo das
equagoes governantes a equagao de indugdo magnética (ou transporte magnético) dada
por (DAVIDSON; 2016):

1

HoO0e

em que o coeficiente de difusdo magnética é dado por v, = 1/(ueoe). Note que, sob a

(u-V)B=B-Vu+ V’B, (3.27)

condicao de escoamento unidirecional, o transporte do campo de indugao magnética por

convecgao ¢ nulo, ou seja:

(u-V)B = (u(i) B =0, (3.28)

Por outro lado, o stretching da inducao magnética pode ser calculado da seguinte forma:

(B-V)u= (ngb + Bogy> ué, = BOZZéz. (3.29)
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Quando aplicadas estas duas condigoes, a Equacao (3.27) pode ser simplificada para:

du d’B,
By— + vp—— = 0. 3.30
0y +v 0’ (3.30)
As equagbes governantes (3.24), (3.25) e (3.30) sdo agora reformuladas em termos adimen-
sionais (com as escalas apresentadas na Tabela 3), respectivamente conforme descrito a

seguir:

,  d*u* N 5 .
U+W—Han — Ha*u* =0, (3.31)
8 *
- 8—2?* + Ha?B: (EL +u*) = 0, (3.32)
Y
d*B* du*
= mo— = 3.33
dy*Q + fie dy* ( )
Com as seguintes condig¢oes de contorno:
d *
y" =0, dZ* =ceo(u; — 1), (3.34)
* =0, B, =0, u* =", (3.35)
v =1, u* =0, (3.36)
y'=1, B, =0, (3.37)

note que u* esta intrinsecamente ligado a B,". Dessa forma, assim como a velocidade é

nula nas paredes do escoamento, a densidade de fluxo magnético induzido também é nula.

As solugbes exatas das Equagoes (3.31), (3.32) e (3.33) foram obtidas usando o
recurso de resolucao simbélica para equagoes diferenciais ordinarias do software MATLAB.
Dessa forma, o campo de velocidade, a densidade de fluxo magnético, o campo de pressao,
a vazao e o campo elétrico induzido sdo determinadas e apresentadas no Apéndice A.6.
No entanto, essas equagoes nao sao apresentadas neste trabalho, pois sao muito longas e
tediosas, mesmo para serem incluidas como Apéndice no trabalho. Faremos as grandes
expressoes das solugoes exatas disponiveis aos leitores como material suplementar. Contudo,
em substituicao as expressoes exatas, fornecemos uma solugao assintoética suficiente para
explorar em detalhes o problema de escoamento aqui examinado. Embora mais simples, as

solugoes assintoticas oferecem as mesmas percepgoes fisicas do escoamento para Ha < 1.

3.2.1 Solucdo das Equacoes Governantes

Nesta secao, sera descrito o método para determinar as principais quantidades
do escoamento MHD. Este passo sera utilizado na se¢do 3.3, em que é apresentada uma
solucao assintética regular para encontrar expressoes O (H a2) para as quantidades do

escoamento.
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3.2.1.1 Campo de Velocidade e Vazao

O campo de velocidade do escoamento pode ser determinado resolvendo a Equacao
(3.31), que é uma equacao diferencial ordinaria. Note que as condigoes de contorno serao
aplicadas na solucao, de maneira analoga ao caso hidrodinamico. Integrando o campo
de velocidades, ¢ possivel obter a vazao adimensional no canal, conforme descrito pela

equacao:
1
Q" = / u* dy*. (3.38)
0

3.2.2 Densidade de Fluxo Magnético Induzido

A densidade de fluxo magnético induzido pode ser determinada realizando duas

integragoes em relacao a y na Equacao (3.33), da seguinte forma:

xT

Bi(y*) = —Rem/u* dy* + Cry* + Cs. (3.39)

Para calcular as constantes de integragao C; e (5, é necesséario aplicar duas condicoes
de contorno magnéticas especificas do problema. Estas sao definidas por Bi(y* = 0) =
Bi(y*=1)=0.

3.2.3 Campo de Pressao

O gradiente de pressao é constante ao longo do eixo x e é dado por:

dp* 9
= —0°. 3.40
dz* “ ( )

Ap6s integrar a Equagao (3.40), obtém-se:

P, y) = =o'zt + fy"), (3.41)

em que f(y*) é uma funcdo resultante da integragdo em relagdo a x. Dessa forma, tem-se

que:
O _ Iy (3.42)
gy dy*
Agora, a substituicdo da Equacgao (3.32) na Equagao (3.42), resulta em:
d *
J;(‘Z )= HaB (B + ). (3.43)
Y

Dessa forma, o campo de pressao é encontrado resolvendo a Equagao (3.43), resultando

no f(y*). Em seguida, substitui-se na Equacao (3.41).
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3.2.3.1 Campo Elétrico

Para determinar o campo elétrico, integra-se a Equagao (3.30):

0B,
Bou(y) + l/ma—y = (s, (3.44)

em que Cj representa uma constante de integracdo. Substituindo a Equacao (3.21) na

Equacao (3.44), obtém-se:

Bou(y) + vmoepoEo + oepiou(y) By = Cs. (3.45)

Aplicando as condig¢bes de contorno y = b = u = 0, conclui-se que Fy = (5. Assim, a

Equacao (3.44) pode ser reescrita como:

Bou(y) + I/m% = Fj. (3.46)

dy
Ao adimensionalizar a Equagao (3.46) e avalid-la na parede, é possivel determinar Ej
devido a ele ser uma constante. Assim, ao determinar Fy mediante a avaliagdo da equacgao
na parede, é possivel eliminar o perfil de velocidade. Isso leva a formulacao da equacao

para o campo elétrico adimensional, que é dada por:

. 1 0B;
0= . A= .
Re,, 0y -

(3.47)

3.3 Solucao Assintética

A solugao exata para a Equagao (3.31), resolvida usando o software MATLAB,
possui muitos termos, além de tornar inviavel qualquer andlise fisica do fené6meno. Uma
analise assintotica do escoamento torna-se util para dividir a solu¢ao do problema em duas
contribuigbes principais: uma puramente hidrodindmica O (1), que é a contribui¢ao de
ordem principal, e uma corregao pelos efeitos magnéticos como Ha < 1, especificamente
na ordem de O(0.1) ou menos. Tal abordagem de solugdo tem a vantagem de dividir
as solugoes como a soma das duas contribuigoes (efeito hidrodindmico e magnético) e,
consequentemente, a interpretagao do mecanismo fisico envolvido no escoamento pode
ser melhor compreendida e discutida (MIRANDA; FILHO; CUNHA, 2024a). Usando o
método de perturbagoes regulares descrito em Hinch (1991), Logan (2013), o campo de

velocidade pode ser expresso como:
wi(y") = uo* (y") + Aur* (y*) + O(A?). (3.48)

Neste problema, o pequeno parametro A = Ha?. Substituindo a Equacdo (3.48) na
Equagao (3.31) e, ap6s algumas manipulages algébricas, encontra-se o seguinte sistema
de EDO para diferentes ordens de A:
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d2 *
d;koz =—o% O, (3.49)
d2 *
= E O, (350
d2 *
d;‘i —wt,  O(AY). (3.51)

Se a solucao do campo de velocidade for dada pela expansao assintética, deve-se notar

que a velocidade na interface com o meio poroso também sera uma série em termos de

ordens de A:

u*(0) = u* = uip* + Auir* + O(A?) (3.52)

Com as seguintes condi¢oes de contorno:

dug*(0 du,*(0
y* =0, u;yg ) = eo(uyp — 1), u;yg ) = E0Ujq, " - (3.53)
y =0, up" = i, U™ = Uiy, (3.54)
yr =1, uw =ut =u =---=0. (3.55)

Nota-se que a Equagdo (3.49) constitui o problema hidrodindmico, j4 que —o? é definido
como o gradiente de pressdo, como expressado na Equagao (3.40). Por outro lado, a
Equagao (3.50) e a Equacao (3.51) sao a contribuicado MHD. Assim, finalmente, pode-se

escrever o campo de velocidades como:
uw(y*) = u*(y*) + Ha*u*(y*) + O(Ha?), (3.56)

em que, up* é dado pela Equagao (3.14) e u;* é dado por:

1, . eo, eo 3 02 .
;W oD+ — (P - D+ (1-y 3)+ﬂ(1—y ). (3.57)

*
0

2

w'(y) = (Y =1 +u”

Agora, se Ha < 1, isso significa que A < 1 (pequeno parametro), entdo o método
fornece uma solucéo altamente precisa nesse regime. A medida que Ha aumenta, a solucao
assintética diverge da solugao exata da Equagao (3.1), como pode ser observado na Figura
3.4. Isso significa que os termos de ordem superior ndao podem ser negligenciados nesse
regime, pois o nimero de Hartmann nao é mais pequeno (MIRANDA; FILHO; CUNHA,
2024a).

Resolver a terceira condicao de contorno determina a velocidade na interface com
o meio poroso. Uma vez resolvida usando o método de perturbacao, a velocidade na
interface também serd expressa como uma expansao assintotica em termos do niimero de
Hartmann, de acordo com a Equacao (3.58). Novamente, é possivel detectar na solugao a
contribuicao hidrodinamica e a contribuicao MHD, que escalam com ordens do niimero

de Hartmann. Se o nimero de Hartmann for muito pequeno, aproximando-se de zero, a
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velocidade na interface com o meio poroso recupera a velocidade da interface obtida no

problema puramente hidrodinamico.

. . Ey . (1 eo co  o?
ui:uih+Ha2(—2—uih<2+6>+6+24

Usando essa solugao assintotica para o campo de velocidade na Equagao (3.56), é possivel

) + O(Ha"). (3.58)

calcular uma solugdo aproximada para o campo magnético na dire¢ao x resolvendo a
Equagao (3.39):

* k2 *2 ok *3 _ %
Bﬁ@ﬂzR&nPkU@ 2y)+faw 2y)+02(y 6y)1_+

* k3
+R%Hﬁ{%@’y>

(3.59)

W —y) | LW —y)
24 120 [’

+co +0o

em que Ej pode ser determinado através da Equacao (3.47) e é dado por

Ha*>  \'[o? 1—u; 2 1
my= (1) {g+ga<;ﬂ+ﬂa2 o (5+%)

} (3.60)

Pela Equagao (3.38) (leading order), é possivel determinar a vazao em uma contribuicao

+ O(Ha").

puramente hidrodindmica e outra MHD dada pelas ordens de Hartmann, como segue
1 1
Q= / up“dy* + Ha2/ u*dy* + O(Ha"). (3.61)
0 0

Resolvendo a Equagao (3.61), a solugao é:

2 Ik
0 = 0° (4 +e¢o) Ay oy Ey 52 (32+7e0)  50eo N
12(1+e0) 2(1+¢€0) 3 240(1 + o)  240(1 + €0) (3.62)
+ O(Ha%).

Finalmente, uma solucao assintotica para o campo de pressao pode ser encontrada re-
solvendo a Equacdo (3.43) para o gradiente de pressao adimensional na direcao y e

substituindo a solu¢do na Equagao (3.41). Assim, o campo de pressao neste problema é
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dado por:

uih*ea y*2 B y*3 N Ej y*S B y*Q N
2 2 3 2 3 2

p*(x*,y*) = —o*x* + pi + Eo*Ha’Re,,
uih*250 <y*2 603/*3 y*3 an*4>
2

2 *4 *2
+ (LY +
6\ 1 2 2 3 3 4

uih*50 (0.2y*4 250’y*3 O.2y*5 280y*4> N uih*50- <y*3 N €O'y*4 y*Z EO'y*S)

+ Ha?Re,,

4 4 3 5 4 2 4 2 3
co O.Qy*E) 260?/*4 02y*4 250.y*3 N uih*UZ y*4 N 60‘y*5 y*2 60’@/*3
4 5! 4 4 3 6 4 5) 2 3
0.2 O.Qy*G 2€O'y*5 0.2y*4 2€O'y*3
. - - O(Ha*
12 ( 6 5 1 3 )| TOHTD)
(3.63)

3.3.1 Viscosidade Efetiva

Outra quantidade importante do escoamento é a viscosidade efetiva, que mede o
aumento na dissipacao do fluido produzido pelos efeitos MHD. A viscosidade efetiva é
definida como aquela em que o fluido eletricamente condutor deveria ter para se comportar
como um fluido newtoniano que nao é eletricamente condutor sujeito ao mesmo gradiente
de pressao. Assim, a viscosidade efetiva dependerd naturalmente de Ha. No contexto do
fluxo sanguineo, essa quantidade é chamada de viscosidade intrinseca ou equivalente do
escoamento, frequentemente utilizada em aplicagdes préticas da hemorreologia (POPEL;
JOHNSON, 2005; ROURE; CUNHA, 2022). Devido a desacelera¢ao no escoamento produ-
zida pelos efeitos MHD quando um campo magnético transversal é aplicado ao fluido, é
possivel associar essa dissipagdo extra a um aumento na viscosidade do fluido. Portanto,
a viscosidade efetiva pode ser calculada comparando a lei de Poiseuille equivalente do

escoamento no canal para um fluido newtoniano que nao é eletricamente condutor:

GV [eo+4+6e/o
- 3.64
@ 1241, l (1+¢0) ’ (3:64)
em que, (. é a viscosidade efetiva dada, neste escoamento, por:
6+ Ha? , (324 Teo +50/0)] A
e=p|=>—=——-—H O(Ha"). 3.65
He = 35 1) 1 oratoee) | T OHD) (3.65)

3.4 Resultados e Discussao

A medida que o nimero de Hartmann aumenta, os efeitos das forcas magnéticas
dominam as forgas viscosas e o escoamento desacelera. Isso indica que o efeito MHD

introduz uma dissipacao extra no escoamento, o que pode ser interpretado como um
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aumento na viscosidade efetiva a medida que Ha aumenta. Pela Figura 3.2, observa-se
que a viscosidade efetiva aumenta com o nimero de Hartmann, como se os efeitos MHD

tornassem o fluido mais viscoso.

1.35 T T T

131

125

1.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 3.2 — Viscosidade efetiva adimensional em relacao ao nimero de Hartmann, utili-
zando a solucao assintética. € = 0.5, 0 = /2, u = 1.

Os perfis de velocidades na Figura 3.3 se torna mais plano a medida que Ha
aumenta no escoamento. Além disso, é enfatizado que, quando o nimero de Hartmann se
aproxima de zero, o escoamento MHD tende ao limite da solu¢ao de um fluido newtoniano
que nao ¢ eletricamente condutor sob o mesmo gradiente de pressdao (Ha = 0). Essa
convergéncia da solucdo no limite de Ha — 0 é claramente vista na Figura 3.3, se o
perfil de velocidade para Ha = 0 for comparado com o de Ha = 0.1. O resultado na
Figura 3.5 apresenta o efeito MHD na velocidade adimensional na interface do meio
poroso. Como observado anteriormente, os efeitos magnéticos competem com os efeitos
hidrodindmicos, gerando um efeito de "frenagem" no escoamento. Portanto, ¢ natural que a
velocidade na interface diminua com o aumento do niimero de Hartmann, o que se traduz
no crescimento dos efeitos magnéticos no escoamento. Nota-se que, para um Ha = 0, a
velocidade adimensional na interface recupera o caso puramente hidrodindmico, que é
igual a 1 para as condicdes de o = v/2 (velocidade na interface igual & velocidade média
do meio poroso). Os pontos que indicam a solugdo exata do problema validam novamente

a solugao assintotica do problema para niimeros de Hartmann menores que 1.

A Figura 3.6 mostra o acoplamento intrinseco entre a densidade de fluxo magnético
induzido e a velocidade. A medida que o niimero de Hartmann aumenta, os efeitos da
forca de Lorentz desaceleram o escoamento, tornando o médulo da densidade de fluxo

magnético menor.

A Figura 3.7 mostra a relagao entre a vazao e o nimero de Hartmann. Se o efeito

da forca de Lorentz é alto, a vazao diminui. Devido a esse efeito, a vazao decai com o
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Figura 3.3 — Perfis de velocidades adimensionais em relacdo ao ntimero de Hartmann
(solucdo exata). e = 0.5, ¢ = /2.
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Figura 3.4 — Velocidade méxima adimensional em relacdo a Ha, variando de 0 a 0.8, para

e =0.5 e 0 = /2. Neste grifico, sdo comparadas a solucio exata (—) com a
solugdo assintética (---).

aumento de Ha (MIRANDA; FILHO; CUNHA, 2024a).

A Figura 3.8 ilustra que os perfis de velocidade adimensionais aceleram a medida
que o aumenta. Isso ocorre porque se torna mais facil para o escoamento fluir, confirmado
pelo aumento na velocidade interfacial com o, conforme mostrado na Figura 3.9. Nesta
figura, a velocidade adimensional na interface do meio poroso esta relacionada ao parametro
o para o caso puramente hidrodindmico (o) e para a condi¢do de nimero de Hartmann

nio nulo (x). Para o caso hidrodindmico, ¢ < /2 indica alta permeabilidade do meio
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Figura 3.6 — Perfis de densidade de fluxo magnético induzido em relacao a y*. As curvas
representam B, para diferentes niimeros de Hartmann (solugao exata). O
encarte mostra a variacao do valor maximo de B, a medida que Ha aumenta.
Re,, =1,e=0.5, 0 = v/2. A — no encarte representa a solucao exata, e a
--- ¢ a solugao assintotica.

poroso, resultando na velocidade média sendo maior do que a velocidade na interface. Caso
contréario, o > v/2 a permeabilidade diminui e a velocidade no meio poroso é menor que a

velocidade na interface.

A relagao entre a velocidade interfacial adimensional e ¢ é ilustrada na Figura

3.10. No contexto MHD, o valor no qual essas velocidades sao iguais ¢ deslocado para a
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Figura 3.8 — Perfis de velocidade adimensionais calculados usando a solugao exata, como
funcao de o para ¢ = 0.5.

direita (precisamente para o = 1.49), e observa-se que a velocidade adimensional é menor
do que no caso puramente hidrodinamico, conforme ja observado no resultado da Figura
3.9. Devido a esse efeito de desaceleracdao no escoamento causado pelo campo magnético
transversal, isso pode ser interpretado como um aumento global na permeabilidade do
meio poroso, como se fosse possivel alterar essa permeabilidade (que é um aspecto mais
estrutural) simplesmente aumentando a intensidade do campo magnético externo. Esse

efeito é uma aplicacao relevante do efeito MHD no contexto de meios porosos.
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4 Modelagem Numérica

A modelagem da simulagao numérica é dividida em trés etapas principais: pré-
processamento, processamento e pos-processamento. No pré-processamento, a representacao
geométrica e a malha computacional sao definidas utilizando o utilitario blockMesh do
OpenFOAM. As malhas sdo criadas levando em consideragao os critérios de qualidade.
Dois critérios sao considerados nessa avaliagao: assimetria (skewness) e a razao de aspecto
(aspect ratio). A aprovagdo em todos os critérios nao é necessariamente obrigatoria, pois
nem sempre, isso inviabiliza a simulacao, dependera de alguns fatores, como a localizacao na
malha desses elementos com menor qualidade. Se uma malha é reprovada, ela é modificada

e gerada novamente. Este processo é repetido até que a qualidade da malha seja aceitavel.

Na fase de processamento, as malhas foram transferidas para o OpenFOAM, um
ambiente dedicado a simulagdo numérica. Aqui, foram definidas tanto as condic¢oes iniciais
e de contorno quanto outros parametros essenciais. As simulacoes foram iniciadas, e os
resultados avaliados em comparacao com a solucao tedrica. Se o erro for menor que 5%
(para a maioria dos escoamento proposto), idealmente abaixo de 1%, a malha é considerada
aceitavel para as simulagoes. Nas regioes proximas a parede, esse valor pode ser mais
elevado devido a necessidade de uma malha muito refinada na regidao, que nao podera ser
tao explorada devido a limitacoes de tempo e computacionais. Se esses critérios nao forem
alcancados, a malha é refinada e o processo repetido. Em casos especificos ou em situagoes
sem uma solucao tedrica realizada ou disponivel para o escoamento, variaveis especificas da
simulagao sao monitoradas, como a vazao, para analisar o impacto da malha nos resultados
e selecionar aquela com o melhor custo-beneficio. Este procedimento, preferencialmente
adotado em escoamentos com solugoes tedricas complexas, enfatiza o custo-beneficio da
malha como critério chave na selecao. Esse processo é chamado de analise de convergéncia
de malha. Ele assegura a precisao dos resultados finais, reduzindo a influéncia da malha

sobre os mesmos.

Na etapa final, pés-processamento, os resultados da simulagdo sao exportados. O
software ParaView foi utilizado para visualizar e interpretar esses resultados. Nessa fase, sao
observados aspectos importantes da dindmica dos fluidos, como pressao e velocidade. Além
disso, o fator de atrito ou a viscosidade de parede sao calculados. Assim, sao extraidos dados

quantitativos que proporcionam uma visao completa do comportamento do escoamento.
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Figura 4.1 — Fluxograma da metodologia utilizada para a realizacao do trabalho.

4.1 Meétodo dos Volumes Finitos

O método dos volumes finitos (MVF) tem sido um método muito utilizado por
cientistas e engenheiros que trabalham na area da fluidodinamica computacional. Entre-
tanto, esse método também é utilizado em outras areas, como na transferéncia de calor e

no eletromagnetismo. De forma geral, ele pode ser dividido em quatro etapas:

Decomposi¢ao do dominio;

Formulacao das equagoes integrais nos volumes de controle;

Aproximacao numérica das integrais;

Resolucao do sistema de equagoes.
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A decomposicao do dominio em pequenos volumes de controle é o ponto inicial
do método dos volumes finitos. A juncao desses volumes cria uma malha computacional,
exemplificada na Figura 4.2. Geralmente a informacao principal de cada volume de controle
(VC) é armazenada em seu centroide. No entanto, essa nao ¢ a tnica op¢ao. A informagao
também pode ser armazenada em outros locais, como nos centroides das faces ou nos

vértices.
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Figura 4.2 — Visualizacao de uma malha computacional em um cubo, destacando a ampli-
acao de um volume de controle dentro do dominio de estudo.

Na etapa de formulagao das equacoes integrais, as equagoes governantes sao descritas
em sua forma integral em cada VC. Apds isso, nas integrais de volume aplicaveis (conveccao
e difusdo), o teorema da divergéncia de Gauss é utilizado para transformar essas integrais
de volume, em integrais de superficie. Para exemplificar essa etapa, observe a Equacao
(4.1), que representa uma equagao diferencial parcial genérica para conservagao de uma
propriedade:

d(pt)

L) 49 - (pgu) = V- (TVE) + S, (4.1)
em que ¢ é uma variavel genérica (vetorial ou escalar) transportada através de um meio

de massa especifica p com velocidade u, termo fonte S¢ e constante de difusividade I'.

Integrando a Equagao (4.1) em um volume de controle:

0
/VVC (apf) dv + /VVC V- (pgu)dV = /VVC V-V + [ SedV. (42)
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Aplicando o teorema de Gauss nos termos de convecgao e difusao na Equacao (4.2):

[ B v [ neewds = [ ne@veds [ sev, (3)

que também pode ser reescrita como:

Nfaces Nfaces
(aptO Ve + Z prepuy) Svep = S n- (T,VEf) Svep + Se Voo, (4.4)
f

A terceira etapa envolve a aproximagdo numérica na derivagao final do sistema de equagoes
algébricas, em que as integrais sao aproximadas usando métodos numéricos. As integrais
volumétricas sao calculadas com base nos valores das varidveis nos centros dos volumes
de controle (varidveis nodais). As integrais de superficie sdo aproximadas realizando um
balango dos fluxos que entram e saem de cada volume de controle. Durante este processo,
os valores das variaveis e seus gradientes nas faces dos volumes de controle sao estimados
usando esquemas de interpolacao baseados nos valores nodais. Nesta etapa, ocorre a
discretizacdo dos operadores. Para o gradiente, métodos como o Gauss linear ou o Gauss
linear limitado! sdo comumente utilizados. A derivada temporal pode ser discretizada
usando esquemas como o Euler implicito, o Crank-Nicolson ou o Euler explicito, dependendo
das necessidades especificas do problema em questao. Para o operador de divergéncia,
esquemas como upwind, linear upwind, QUICK ou vanLeer podem ser aplicados. A escolha
do método de discretizacao geralmente ¢ uma questao de equilibrar precisao, estabilidade

numérica e complexidade computacional.

A quarta e dltima etapa envolve a resolugao do sistema de equagoes algébricas
derivadas das aproximagoes e discretizacoes anteriores. A escolha do método de resolucao
depende das caracteristicas especificas do problema, podendo variar entre métodos segrega-
dos (baseados em pressdo) ou acoplados. Nos métodos acoplados, todas as varidveis como
por exemplo a velocidade u = (u, v, w), pressao e temperatura sao resolvidas simultanea-
mente no mesmo passo de tempo, através de uma tnica matriz. Em contraste, os métodos
segregados resolvem cada variavel em seu proprio sistema linear, separadamente. O diferen-
cial do método segregado reside na necessidade de selecionar uma equacao para calcular
cada variavel e na implementacao de um algoritmo de acoplamento pressao-velocidade.
Este algoritmo transforma a equacao de conservagao da massa em uma equagao de pressao.
Por outro lado, nos métodos acoplados, tal acoplamento nao é necessario, pois a pressao
é contabilizada na mesma matriz das demais variaveis. Entre os métodos segregados, é
possivel citar o PISO e o PRIME, bem como o SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLEST, que sao
mais comumente chamados de métodos SIMPLE-like. Depois que a equacao da pressao
¢é encontrada em um método segregado, é possivel resolvé-lo como sendo um método

acoplado. Outro método relevante para a resolucao das equagoes é o Density-Based Solver,

1 do inglés “Gauss linear limited”
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no qual as variaveis sao resolvidas sempre de forma simultanea, mantendo a equacao de
conservacgao da massa em sua forma original. Este método é comumente empregado para

escoamentos compressiveis.

Uma explicagao mais detalhada, bem como os métodos utilizados neste trabalho,

sao apresentados no Apéndice A.7.

4.2 OpenFOAM

O OpenFOAM, inicialmente tinha o nome de FOAM, criado por Henry Weller
em 1989. Seu langamento como um cédigo aberto, e entdao chamado de OpenFOAM
ocorreu em 2004, pela OpenCFD, fundada por Henry Weller, Chris Greenshields e Mattijs
Janssens (OPENCFD, 2023; DIRECT, 2023). O OpenFOAM ¢é um software gratuito de
cddigo aberto com funcionalidades CFD com o método dos volumes finitos. Outro ponto
importante é que seu desenvolvimento constante e ativo o equiparam a codigos comerciais.
Entre suas funcionalidades, é possivel usar solvers padroes que resolvem varios tipos de
equagoes da mecanica dos fluidos, bem como manipular ou criar um solver préprio, sendo

possivel utiliza-lo para problemas nao tradicionais encontrados na industria e na pesquisa.

O OpenFOAM apresenta uma configuracao de diretorios essencial e basica para a

resolucao de uma simulagdo. Essa estrutura pode ser visualizada pela Figura 4.3.

O diretorio 0 contempla os arquivos de condigoes iniciais e de contorno das propri-
edades, como, por exemplo, velocidade (U) e pressao (p). O diretério system apresenta os
arquivos necessarios para os procedimentos de solugao, ou seja, controlar a simulacao. Esse
diretorio deve incluir obrigatoriamente 3 arquivos: o controlDict, controlando funcionalida-
des como o tempo e execucao da simulagao, bem como o intervalo de gravagao dos dados; o
fuSchemes, contendo os esquemas de discretizacao usados nos termos das equacgoes; e, por
fim, o fuSolution, responsavel por definir os métodos de solucao dos sistemas de equacoes
lineares e os pardmetros para o algoritmo de solugdo do campo de escoamento. E nesse
arquivo que estao os parametros relacionados ao solver utilizado. De forma geral, a pasta
system define as condigdes para execucao da simulacdo, configura as operagdes essenciais
e controla como as solucgoes sdo calculadas e otimizadas para cada caso especifico. O
diretorio constant contempla os arquivos que serao constantes durante a simulagao, como,
por exemplo, as propriedades fisicas de transporte, e as escolhas do modelo de turbuléncia
e modelo do fluido. O diretério polyMesh, sub-diretério do constant, inclui os arquivos
da geometria e da malha, provenientes do arquivo BlockMeshDict ou de outros softwares
geradores de malha. Por fim, o diretério time directories, aparecendo somente depois que
a simulagao é executada, contém os dados resolvidos para os campos simulados, como,
por exemplo, velocidade, temperatura e pressao para cada passo de tempo. O nome de
cada uma dessas pastas se refere ao instante de tempo simulado para o qual os dados

sao escritos (configurado no controlDict). Essa é a configuragdo padrao de um caso no
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<case>

— a_Initial

L n_Initial

— system

[ controlDict

— fvSchemes

[ fvSolution

L blockMeshDict

- constant

— a_Property

— n_Property

— polyMesh

— boundary

— faces

— neighbour
— owner

— points

— time directories

Figura 4.3 — Estrutura de um caso no OpenFOAM. Os diretoérios e sub-diretorios apresen-
tados sao necessarios para o funcionamento da simulacao.

OpenFOAM. Entretanto, podem ocorrer pequenas mudancas dependendo da simulacao.
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Um exemplo seria para malhas geradas em outros softwares e importadas no OpenFOAM,

em que o arquivo blockMeshDict do diretério system nao seria mais necessario.

4.3 Objeto de Estudo

O objeto a ser estudado é uma célula de Hele-Shaw com espessura, b e comprimento
[ que teve como base o trabalho de Saffman e Taylor (1958). A geometria a ser simulada é

apresentada na Figura 4.4.

Yyl : Ib

[

Figura 4.4 — Representacao da geometria.

Note que a célula foi modelada para uma simulagao bidimensional. Dessa forma,
a simulacgao ocorre no plano yx, pois as paredes em z sao muito espacadas de modo a
nao interferirem no escoamento. Observe pela Figura 4.5 que o plano do escoamento se
repete ao longo do eixo z. Essa modelagem, consequentemente, é responsavel por diminuir

o custo computacional da simulagao.

Figura 4.5 — Representacao de um escoamento em uma célula de Hele-Shaw, na qual a
repeticao do escoamento é observavel em um plano paralelo ao definido pelos
eixos 1y.

4.4 Malha

A geracao da malha é um processo fundamental para a simulacdo numérica. Uma
malha que respeita as métricas de qualidade e possui um refino adequado, contribui

significativamente para a precisao dos resultados da simulacao.
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4.4.1 Qualidade da Malha

Nesse trabalho, serao utilizados dois parametros para verificar e garantir uma
qualidade de malha adequada, a assimetria (skewness) e a razao de aspecto (aspect ratio),

mas também sera discutida a nao-ortogonalidade (non-orthogonality).

4411 Skewness

A skewness da malha computacional é usada para medir o quanto as células da
malha sao assimétricas. Varios softwares de geracdo de malha podem calcular o valor
da skewness por métodos diferentes. Valores da skewness que excedem padrdes razoaveis
podem intensificar a difusdo numérica (DARWISH; MOUKALLED, 2016). Observe na
Figura 4.6 em que a skewness ocorre devido a uma diferenca entre a localiza¢ao esperada
do centro da face em células perfeitamente alinhadas e a localizacao real do centro em
células com assimetria. Em condigoes ideais, em que nao ha assimetria, o centro da face é
representado por W, posicionado no vetor que une os centroides das células adjacentes, P,
e P3. No entanto, em uma configuracao real, em que a célula adjacente pode apresentar
um valor maior da skewness, este centro real é deslocado para W', que é o ponto onde o

vetor que une P; e P, cruza a face, refletindo a influéncia da skewness, que é calculada por:

W — W/
Skew,, = ———,
|de|

em que, |W — W’| representa a distdncia entre a localizagdo atual do centro da face e o

(4.5)

ponto de encontro do vetor que liga os centros reais das células, e |d| é a distdncia entre
os centros das células adjacentes. Note que a skewness é zero quando o centro da face esta
exatamente na metade do caminho entre os centros das células vizinhas. No OpenFOAM,
o limite aceitavel para a skewness da face interna é geralmente definido como 4 e para a
fronteira é 20 (LTD, 2023). Valores que ultrapassem este limite podem resultar em erros

numéricos significativos, afetando a precisao dos resultados da simulagao.
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Figura 4.6 — Visualizagao da métrica de qualidade da skewness da malha. A célula da
esquerda é um elemento equilatero, enquanto o elemento da direita tem um
alto grau de deformacao.
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Uma derivacdo da skewness é o EquiAngle Skew (Qgas) que é uma medida
normalizada da skewness podendo variar de 0, uma célula equilatera até o valor de 1, uma
célula totalmente degenerada (CUNHA, 2005). A Tabela 4 apresenta o valor ou a faixa de
valores do skewness em relagdo a qualidade das células da malha. Essa faixa de valores

pode variar ligeiramente dependendo do software utilizado.

Tabela 4 — Relacao entre o valor do skewness e a qualidade das células.

Skewness | Qualidade da Célula
1 Degenerado
[0,9; 1,0) Ruim
[0,75; 0,9) Pobre
[0,5; 0,75) Razoavel
[0,25; 0,5) Bom
(05 0,25) Excelente
0 Equilatero

Fonte: Adaptado de Fluent et al. (2008), Miranda (2022).

4.4.1.2 Razdo de Aspecto

Assim como na skewness, a razao de aspecto, () ar, pode ser calculada de diversas
maneiras, dependendo das caracteristicas especificas da malha em estudo. Em geral, a
razao de aspecto é definida como a razao entre certas dimensoes caracteristicas da célula
da malha. Frequentemente, essas dimensoes sao representadas pelas distancias entre o
centroide da célula e os centroides das faces. Contudo, outros parametros dimensionais,
como comprimento das arestas, area das faces ou o volume das células, podem ser usados
para definir a razao de aspecto, conforme o contexto especifico e as propriedades da malha
(MIRANDA, 2022). O valor ideal da razao de aspecto é 1. O OpenFOAM coloca um
limite aceitavel de 1000. Entretanto, valores maiores podem causar difusao numérica,
principalmente em regices de grandes gradientes ou onde ocorram fortes variacoes no

escoamento.

Qar =1 Qar >1

Figura 4.7 — Comparacao entre dois elementos: a esquerda, um elemento com baixa razao
de aspecto, e a direita, um elemento com alta razao de aspecto.
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4.4.1.3 N3ao-ortogonalidade

A nao-ortogonalidade é definida pelo angulo entre o vetor de conexao dos centroides
de duas células adjacentes (det) e o vetor normal (fi) da face compartilhada por estas
células. A nao-ortogonalidade varia entre 0 para uma malha ortogonal (ideal) e 90 para o
pior caso. Observe na Figura 4.8 que dois hexaedros perfeitos e alinhados entre si possuem
uma nao-ortogonalidade igual a 0. Valores de nao-ortogonalidade maiores do que 65 para
o OpenFOAM podem causar instabilidade numérica (LTD, 2023). Dessa forma podendo

exigir mais tempo para convergir ou dependendo do caso, até mesmo divergir.

Nao-ortogonalidade = 0 Nao-Ortogonalidade > 0

Figura 4.8 — Representacao da métrica de nao-ortogonalidade da malha. A esquerda, um
elemento com nao-ortogonalidade = 0, e a direita, um elemento com nao-
ortogonalidade > 0.

4.5 Condicoes de Contorno

As condigoes de contorno representam limitagdes (restrigoes) para a resolugao
de um problema de valor de contorno. Essas condigoes sao empregadas com o objetivo
de estabelecer o comportamento de uma equagao diferencial (ou conjunto de equagoes
diferenciais) nas fronteiras (contorno) de um dominio determinado. Existem varios tipos
de condigoes de contorno, e cada uma delas é definida de acordo com o problema a ser

resolvido. As condigbes de contorno podem ser:

e Condigao de Contorno de Dirichlet (Tipo I): Especifica os valores que uma

funcao desconhecida deve assumir na fronteira do dominio.

« Condigao de Contorno de Neumann (Tipo II): Define o valor das derivadas

da solugao na fronteira do dominio.

« Condicao de Contorno de Robin (Impedance condition)(Tipo III): Esta
condicao representa uma combinacao linear das condi¢ées de Dirichlet e Neumann.
Nela, uma tnica expressao matematica combina tanto a funcao quanto a sua derivada
na fronteira, o que significa que apenas uma restricdo é necessaria para aplicar essa

combinagao.
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o Condicao de Contorno Mista: Inclui diferentes tipos de condi¢ées de contorno

em diferentes partes da fronteira.

e« Condicao de Contorno de Cauchy: Esta condicao é uma combinacao das
condigoes de Dirichlet e Neumann em que sao necessarias duas restrigoes separadas:

uma para a condi¢do de Dirichlet e outra para a condi¢do de Neumann.

Para o problema proposto, a localizacao das condigdes de contorno é apresentadas
na Figura 4.9. Observa-se que todas as condi¢oes de contorno utilizadas serao do tipo
Dirichlet.

Il Parede sup./Parede inf.
M Saida

[ |Entrada

B Frente e tras

Parede superior

Entrada Saida

Frente e tras

Parede inferior

Figura 4.9 — Localizagdo das condigdes de contorno do problema estudado.

As condigoes de contorno da Figura 4.9 foram dispostas na Tabela 5, apresentando
a configuracao dessas condi¢oes de contorno no OpenFOAM. Os escoamentos simulados
nesse trabalho sao todos movidos pela pressao (valores constantes para o gradiente de
pressao). Dessa forma, com excegao dos escoamentos bifdsicos, as condigbes de contorno
para a velocidade, tanto na saida quanto na entrada, foram definidas como gradiente nulo
(zeroGradient), pois a velocidade seréd calculada a partir da diferenga de pressao. Para o
arquivo alpha.water, que define a fracdo volumétrica de agua no dominio, foram aplicadas
as seguintes condi¢oes de contorno: na entrada, foi especificado um valor fixo de 1 para
garantir que a entrada seja composta exclusivamente por agua, mantendo a fragdo de agua
constante ao entrar no sistema. Nas demais superficies, foi utilizado um gradiente nulo
(zeroGradient), permitindo que a fracao de dgua se ajuste conforme as interagoes definidas
pelos outros arquivos de configuracao. O importante é ela estar presente em sua devida
propor¢ao no inicio da simula¢do. Para todos os arquivos, foram usadas condi¢oes do
tipo vazio para as paredes Front and Back pois as simulagoes sao bidimensionais. Para as
simulagdes dos escoamentos bifasicos, foi especificado um valor de velocidade e de pressao

na saida. A pressao na entrada foi definida como zeroGradient.
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Tabela 5 — Condigoes de contorno para velocidade (u), pressao (p) e fragdo de dgua
(alpha.water) no OpenFOAM.

u p alpha.water
Entrada Gradiente nulo | Valor especificado | Valor especificado
Saida Gradiente nulo | Valor especificado | Gradiente nulo
Paredes u-n=20 Gradiente nulo Gradiente nulo
Front and Back Empty Empty Empty

4.6 Solver

Serdo utilizados trés solvers padroes do OpenFOAM: simpleFOAM, interFOAM e
mhdFOAM. Para garantir a conformidade com as equagoes adotadas, esses solvers serao

adaptados quando necessario.

4.6.1 heleshawFoam e ergunFoam

Os solvers heleshawFoam e ergunFoam sao ambos criados a partir do simpleFoam
para solucionar escoamentos incompressiveis em regime estacionario. O heleshawFoam
resolve o escoamento em uma célula de Hele-Shaw, representada pela Equacao (2.26) e o
ergunFoam resolve a Equacao de Darcy-Brinkman com a permeabilidade de Ergun dada
pelas Equagoes (2.39) e (2.51). Esses solvers empregam o algoritmo SIMPLE para resolver
as equacgoes da continuidade e de momento linear. A estrutura do diretorio desse solver
contém os seguintes arquivos:

solver simpleFoam
createFields.H
Make
}: files

options

pEgn.H
heleshawFoam.C/ergunFoam.C
UEqgn.H

Para esses dois solvers, o conjunto de arquivos fonte principal é composto por
heleshawFoam.C ou ergunFoam.C e createFields.H. O arquivo createFields.H ¢é fun-
damental para a configuracao inicial dos campos de simulac¢ao, como velocidade e pressao.
A pasta Make contém os arquivos files e options, que sao utilizados para especificar as
fontes e as opgoes de compilagido necessarias para o solver. O arquivo pEqn.H lida com a
solucdo da equacao da pressao. Por fim, o arquivo UEgn.H ¢é responsavel pela resolucao da
equagdo do momento. O arquivo heleshawFoam.C ou brinkmanFoam.C (dependendo do
solver a ser utilizado) faz o controle ou seja, a coordenacao da resolugao das equagoes, por

meio do gerenciamento do processo de simulacao.
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4.6.2 mhdheleshawFoam e mhdergunFoam

Esses solvers foram desenvolvidos a partir de modificagoes no solver padrao mhd-
Foam. Sao desenvolvidos para a solucao de escoamentos MHD e utilizam o algoritmo PISO
para o acoplamento pressao-velocidade e o algoritmo B-PISO para garantir a divergéncia
nula de B. Sendo utilizado para escoamento laminar, incompressivel com um fluido eletri-
camente condutor sob a influéncia de um campo magnético. O solver mhdheleshawFoam
soluciona a Equagao (2.102) e o solver mhdergunFoam soluciona a Equagao (2.102) com o
termo de Darcy. Ambos esses solvers solucionam também a Equagao (2.107). A estrutura

do diretério desse solver contém os seguintes arquivos:

createControl.H
createFields.H
createPhiB.H
magneticFieldErr.H
Make
kfiles

options
mhdheleshawFoam.C/mhdergunFoam
readBPISOControls.H

O conjunto de arquivos fonte principal é composto por mhdFoam.C e createFields.H.
Adicionalmente, o arquivo createPhiB.H esta vinculado ao loop B-PISO e é responsavel
pela geracao do fluxo do campo magnético, denotado por ¢g. Os arquivos readBPIS0Controls.H
e magneticFieldErr.H contribuem para a andlise do sistema ao imprimir o desvio da
divergéncia do campo magnético em relagao a um valor nulo, uma métrica necessaria para
a verificacdo da precisdo numérica. Além disso, o arquivo createControl.H é fundamental
para estabelecer a inicializacao dos loops PISO e B-PISO (TASSONE, 2016). E possivel
observar o arquivo mhdergunFoam.C para compreender melhor a implementacao numérica

desse modelo.

1 #include "CourantNo.H"

2 {

3 fvVectorMatrix UEqn

4 (

5 fvm::ddt (U)

6 - fvc::div(phiB, 2.0*DBU*B)
7 - fvm::laplacian(mu, U)

8 + ergun*U

9 + fvc::grad (DBU*magSqr (B))
10 ) ;
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11

12 if (piso.momentumPredictor ())

13 {
14 solve (UEqn == -fvc::grad(p));
15 }
16
Em que:
fve:grad(DBU*magSqr(B)) = 5,-VB?
fve::div(phiB, 2.0*DBU*B) = #—IO(B -V)B

Em que a definicdo dos escalares DBU e DB podem ser encontradas no arquivo

createFields.H:
dimensionedScalar DB = 1.0/(muo*sigmae); DB.name() = "DB";
dimensionedScalar DBU = 1.0/(2.0*muo); DBU.name() = "DBU";
Note que o * estd indicando explicitamente uma multiplicacido entre os termos.

Por fim, observe que o termo Ergun, representa mu/k, e sua definigao é feita

diretamente no arquivo transportProperties.

4.6.3 interheleshawFoam e interergunFoam

Para a criacao desses solvers, o interFoam, um solucionador padrao do OpenFOAM
designado para simulagoes de escoamento envolvendo dois fluidos imisciveis, incompressiveis
e isotérmicos, foi modificado. Este solucionador adota uma abordagem fundamentada no
método VoF em sua forma modificada, incorporando um termo de fluxo de compressao
interfacial com o intuito de atenuar os efeitos de espalhamento numérico (numerical
smearing) na interface. Esse espalhamento numérico pode ocasionar distor¢oes na interface
(DESHPANDE; ANUMOLU; TRUJILLO, 2012; KURBANALIEV et al., 2019). A estrutura

do diretério desse solver contém os seguintes arquivos:

alphaSuSp.H
correctPhi.H
createFields.H
initCorrectPhi.H
interheleshawFoam/interergunFoam.C
Make
kfiles
options
pEgn.H
rhofs.H
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LUEqn.H

O arquivo principal é o interFoam.C, acompanhado por createFields.H para a
inicializagdo dos campos. Os arquivos alphaSuSp.H, correctPhi.H e InitCorrectPhi.H
gerenciam a superficie livre e a conservacao do fluxo de massa, enquanto pEqn.H e
UEqn.H resolvem as equagoes de pressao e momento, respectivamente. rhofs.h define as
propriedades da massa especifica dos fluidos. A interagdo desses arquivos é necessaria para
capturar a complexa interagao entre as fases. As modificacoes feitas no solver padrao
envolveram a retirada do termo inercial e a consideracao do termo viscoso no caso do
interheleshawFoam. No caso do interergunFoam, além dessas alteragoes, ainda é considerado

o termo de Darcy.

4.6.4 forchheimerFoam

Esse solver foi criado com base no solver padrao icoFoam (feito para escoamento

incompressivel e laminar). O forchheimerFoam foi desenvolvido para resolver a Equagao
(2.44).

A estrutura do diretério desse solver contém os seguintes arquivos:

createFields.H
forchheimerFoam.C
Make

bfiles
options

Uma parte do arquivo forchheimerFoam.C é detalhado para uma melhor compre-

ensao da implementacao numérica desse modelo.

1 #include "CourantNo.H"

2

3 // Momentum predictor

4

5 volScalarField modU = mag (U) ;

6

7 fvVectorMatrix UEqn

8 (

9 fvm::ddt (rho,U)

10 + ( mu/k ) *x U

11 + ( rho * beta * (pow(k, -1.0/2.0)) ) * U * modU
12 )

13

63



14 if (piso.momentumPredictor ())

15 {
16 solve (UEqn == -fvc::grad(p));
17 }

Observe que o termo temporal aparece nesse cédigo. Ele foi mantido para evitar a
necessidade de alterar a estrutura do solver. Vale ressaltar que isso nao ¢ considerado um

problema para a simulacdo, ja que foi aguardado até que ela atingisse o estado estacionario.
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5 Resultados

Neste capitulo, sao apresentadas as diferentes configuragoes de escoamentos sob
a influéncia de diversos efeitos. Para todos os escoamentos, foi utilizada a velocidade
média e a distancia entre as paredes para adimensionalizar a velocidade e o comprimento,
respectivamente. A Unica excecao é na escala tipica de comprimento, em que, para a se¢ao
5.1, foi utilizado o comprimento do canal. Outra informacao importante é que, quando forem
analisados escoamentos hidrodinamicos, foi utilizada como fluido de trabalho a agua, com
p =998.2072 kg/m3 e it = 1.002 x 1073 Pa - 5. Para escoamentos com fluido eletricamente
condutor, foi utilizada agua salgada, com p = 1024.8103 kg/m3, iw=1077Tx103Pa-se

0. = 4.8S/m. Para esses escoamentos também serd utilizado py = 47 x 10~7 H/m.

As malhas utilizadas nas simula¢oes para cada secao bem como a escolha de
discretizacao dos operadores matematicos e critérios do algoritmo para solugao dos sistemas

lineares podem ser visualizados nos Apéndices A.10 e A.7.

5.1 Escoamento em uma célula de Hele-Shaw

O primeiro escoamento a ser estudado numericamente sera o escoamento em uma
célula de Hele-Shaw. A geometria utilizada é apresentada na Figura 4.4 com [ = 0.38m e b

variando de acordo com o caso analisado.

5.1.1 Malha

A Figura 5.1 e a Tabela 6 apresentam o estudo de convergéncia de malha realizado.
Dessa forma, observa-se que a malha de 50000 elementos apresenta um ponto de equilibrio
ideal entre precisao numérica e custo computacional em relagdo a vazao. Ao avaliar malhas
com refino menor, variando de 2000 a 30000 elementos, nota-se que o erro associado a essas
malhas em relagao ao valor da vazao tedrica é significativamente maior (= 2.23 vezes) em
comparacio 4 malha de 50000 elementos. E possivel avaliar a malha de 150000 elementos,
que apresenta um erro ainda menor, porém isso ocorre a um custo computacional de 3 vezes
mais elementos. Portanto, a malha de 50000 elementos ja proporciona um erro inferior
a 0.1% em relacao a vazao tedrica, o que garante resultados com precisao competitiva.

Entretanto, qualquer malha a partir de 50000 elementos pode ser usada, e o aumento
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desses elementos garantird resultados mais proximos aos tedricos, mas com um baixo
custo-beneficio. Para esse escoamento, foi utilizada a malha de 150000 elementos, pois,
dada a simplicidade desse escoamento, é possivel obter resultados mais proximos do teérico

sem que o tempo de simulacao se torne um fator limitante.
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Figura 5.1 — Vazao dimensional, () em relacao ao niimero de elementos utilizados na malha
computacional. A linha — representa a vazao da teoria de Hele-Shaw, O
representa os valores da vazao calculados numericamente. G = 36.84 Pa/m.

Tabela 6 — Relacao entre o niimero de elementos da malha computacional e a vazao
numérica dimensional (Qum), bem como o erro em relagao a vazao dimensional
da teoria de Hele-Shaw (Q;.,). Note que Qnum X 1077 equivale ao valor da
vazao multiplicado por 10~7. Essa ¢ a convencao adotada para todos os graficos

e tabelas.
N Qnum X 1077 [m?/s] | Erro em relagao a Q, (%)
2000 8.478 0.116
5000 8.478 0.116
10000 8.478 0.116
50000 8.492 0.052
150000 8.490 0.022
500000 8.488 0.004

5.1.2 Analise dos Resultados

A Figura 5.2, mostra os perfis de velocidade parabdlicos criados pelo escoamento
devido a variacao de G. Nota-se, que quanto maior for o valor do GG, maior sera a velocidade

do escoamento. Pela Figura 5.3 observa-se que todas as curvas dimensionais possuem a
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mesma curva no espaco adimensional devido a adimensionalizacao pela velocidade média

de cada escoamento.

-3
25 x10

05 ]

0
0 0001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.1 0
u [m/s] u*

Figura 5.2 — Perfis de velocidade em rela- Figura 5.3 — Representagao dos perfis de ve-

¢ao ao gradiente de pressao. locidade adimensionais da Fi-
gura 5.2.
Para a Figura 5.2, a linha --- (azul) representa G = 13.16 Pa/m, a ---- representa

G =26.32 Pa/m, a - representa G = 36.84 Pa/m, a — representa G = 65.79 Pa/m, e
a --- representa G = 92.10 Pa/m.

A Figura 5.4 mostra a correlagao entre () e G. Observa-se um aumento da vazao com
o aumento de G, esse é um comportamento caracteristico dos escoamentos movidos pela
pressao. No espaco adimensional, verifica-se uma convergéncia dos dados dos escoamentos

para um ponto Unico, como discutido anteriormente.

A Figura 5.5 apresenta a relagdo nao-linear entre o gradiente de pressao e a
permeabilidade, ambos adimensionais. Na equacao de G*, o G* é inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre as paredes que delimitam o escoamento, ou seja, um aumento
nessa distancia resulta em uma diminuicdo em G*. Isso ocorre porque é como se as paredes
que delimitam o escoamento estivessem sendo separadas, ou seja, indicando uma maior
queda de pressao por unidade de comprimento, ocasionando uma maior permeabilidade
(menor resisténcia do fluido ao escoar). Essa menor resisténcia também pode ser observada
com a analise da equacao de k*, que mostra que o aumento na distancia entre as paredes

gera um aumento de k*.

A viscosidade de parede tedrica para esse escoamento resulta em um valor constante
e igual a 12. Isso acontece porque esse escoamento acontece em condi¢des de ntimero de
Reynolds muito baixos (creeping flow). Ou seja, o escoamento é dominado quase que
exclusivamente pelas forcas viscosas. Os valores calculados numericamente tiverem um

valor médio de 12.008, mostrando a proximidade da soluc¢ao tedrica com a numérica.
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Figura 5.4 — Relacdo entre a vazao e o gradiente de pressao GG variando de 0 a 92.11. A linha
— representa a vazao da teoria de Hele-Shaw, O representa os valores da
vazao calculados numericamente. O encarte representa a adimensionalizacao
dos escoamentos.
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Figura 5.5 — Relacao entre o gradiente de pressao adimensional G* e a permeabilidade
adimensional k*. A escala tipica de comprimento utilizada para a adimen-

sionalizacao foi o [. A linha — representa a curva descrita pela teoria de
Hele-Shaw e O representa os valores calculados numericamente.
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5.2 Escoamento MHD em uma Célula de Hele-Shaw

Agora, analisa-se numericamente o escoamento em uma célula de Hele-Shaw,
conforme descrito na secao 5.1, com a adigdo de um campo magnético externo transversal

ao escoamento (vide Figura 2.10).

5.2.1 Malha

Em relacao as métricas de qualidade, a malha teve uma skewness maxima e média
de 2.4104 x 1071 e 3.1973 x 1072, respectivamente. Para a razao de aspecto, foi obtido um
valor maximo e médio de 12.1762 e 5.6802, respectivamente. As Figuras 5.6 e 5.8 ilustram
os resultados obtidos para o perfil de velocidade e a densidade de fluxo magnético induzido,
respectivamente, atuando como validacao das simulagdes computacionais realizadas. Adici-
onalmente, o erro percentual absoluto (Absolute Percentage Error (APE)) entre os valores
tedricos e numéricos sao apresentados nas Figuras 5.7 e 5.9, permitindo uma avaliacao
quantitativa da precisdo das simulagoes. Observa-se que, para os resultados obtidos, ha
uma convergéncia entre os resultados numeéricos e teéricos. E importante destacar que
os maiores desvios foram identificados nas proximidades das paredes do canal, regides
estas que sao caracterizadas por altos gradientes de velocidade. Este comportamento é
esperado pois nos escoamentos, as paredes sao regioes de singularidade devido a aplicacao
das condig¢oes de nao deslizamento. A diminui¢ao desses erros ocorre em dire¢ao ao centro

do canal, ou seja, conforme o escoamento estd mais distante das paredes.

; 1
09t 1 0.9
08 1 08
o7l i 0.7
06 . 06

*S 05 F = 05
04 1 04
03r . 03
02t 1 02
01t 1 0.1

0 ‘ : : : ‘ : 0

0 02 04 06 08 1 12 14 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
u* E(%)

Figura 5.6 — Perfil de velocidade adimensi- Figura 5.7 — APE entre os valores teéri-

onalizado pela velocidade mé- cos e numeéricos da Figura 5.6.
dia do escoamento para Ha = O valor médio obtido foi de
5. 0.0398%.

Para a Figura 5.6, a linha — representa os valores tedricos e a --- os valores numéricos.
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Figura 5.8 — Perfil de densidade de fluxo Figura 5.9 — APE entre os valores teori-
magnético induzido para cos e numeéricos da Figura 5.8.
Ha = 5. O valor médio obtido foi de
0.1844%.
Para a Figura 5.8, a linha — representa os valores tedricos e a --- os valores numéricos.

5.2.2 Analise dos Resultados

As Figura 5.10 e 5.11 apresentam os resultados para os perfis de velocidade e para os
perfis de densidade de fluxo magnético induzido para o escoamento obtidos numericamente.
E possivel observar que o aumento do nimero de Hartmann, ou seja, dos efeitos magnéticos
resultam na desaceleracao do escoamento. Esse efeito pode ser visualizado na Figura 5.10,
em que observa-se uma drastica desaceleracao a medida que o Ha é aumentado de 0.1 até
10. E importante notar que para essa variacdo de Ha foi obtida uma desaceleracio da

velocidade maxima do escoamento de aproximadamente 18%.

Na Figura 5.11 é apresentada a relacdo entre a densidade de fluxo magnético
induzido e a velocidade do escoamento. O mdédulo da densidade de fluxo magnético
induzido diminui a medida que o escoamento é desacelerado devido ao aumento do niimero
de Hartmann. Note que esse comportamento acontece pois o B, esta intrinsecamente
ligado ao u, e como existe uma diminuicao da velocidade do escoamento com o aumento
do Ha, essa interacio fica mais fraca. E importante notar também pela Figura 5.12 que
de Ha = 0.1 até Ha = 10 foi obtido um decaimento da densidade de fluxo magnético

induzido maxima de aproximadamente 70%.

A Figura 5.13 mostra que a viscosidade de parede do fluido aumenta com Ha.
Isso significa que os efeitos magnéticos fazem com que o fluido apresente uma viscosidade
aparente maior proximo as paredes. O aumento do niimero de Ha promove uma desace-
leragdo no fluido, que se manifesta como um aumento na viscosidade. Esse aumento é
evidenciado na viscosidade de parede, que também aumenta com o aumento de Ha, ja
que a viscosidade bulk do fluido aumenta. Além disso, vale lembrar que 1, é exatamente o
fator de atrito para esse escoamento e, como a viscosidade do fluido aumenta, o fator de

atrito também deve aumentar, resultando em uma maior dissipagao de energia por acao
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Figura 5.10 — Perfis de velocidade adimensionais para Ha variando de 0 até 10. A —
(vermelha) representa Ha = 0, a --- representa Ha = 0.1, — representa
Ha=5e- representa Ha = 10. O encarte apresenta a velocidade maxima
dos escoamentos em fungao do nimero de Hartmann.
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Figura 5.11 — Perfis de densidade de fluxo
magnético induzido adimen-
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Figura 5.12 — Relacao entre a densidade de

fluxo magnético induzido ma-
xima em relagao a Ha.

Para a Figura 5.11 a linha --- representa Ha = 0.1, — representa Ha = 5 e a ---

representa Ha = 10.

da viscosidade.
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Figura 5.13 — Viscosidade de parede em relagao ao nimero de Hartmann para um escoa-
mento MHD em uma célula de Hele-Shaw. A linha — representa o valor
tedrico e o O os valores numéricos.
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5.3 Escoamento em um Meio Poroso

Agora serd analisado um escoamento em meio poroso utilizando a equacao de
Darcy generalizada com a permeabilidade de Ergun, sem a aplicacdo de campo magnético
externo, em uma configuracao geométrica semelhante a utilizada no escoamento em uma
célula de Hele-Shaw, porém com um b fixo para todas as simulagoes. A grande diferenca
entre esses casos, ¢ a permeabilidade. Como visto anteriormente, a permeabilidade em
uma célula de Hele-Shaw varia apenas com b e, para Ergun, depende da porosidade e
do didmetro das esferas. Para todos os escoamentos em meio poroso neste trabalho, o

didmetro das esferas foi considerado como sendo d = 0.0003 m.

5.3.1 Malha

A malha para solucionar esses escoamentos teve um total de 800000 elementos
com uma razao de aspecto maxima de 8.4395 e média de 4.2173. Os valores maximos
ficaram situados nas regides préximas as paredes, pois foram concentrados a maior parte
dos elementos para poder captar os efeitos da parede sob o escoamento. A segunda métrica
avaliada foi a skewness, que teve um valor maximo de 1.44 x107!! e médio de 1.89 x 10712
Esses valores mostram uma alta qualidade dos elementos, uma vez que eles estao muito

proximos de 0.

A comparacao entre os resultados do campo de velocidade obtidos pela simulagao
numeérica e os valores tedricos, utilizando ¢ = 0.75 (vide Figura 5.14) foi utilizada para
validar as simulagoes. A andlise de erro, apresentada na Figura 5.15, demonstra que, em
cada ponto ao longo do eixo y, o erro na velocidade é inferior a 1%. Esta comparacao
destaca a precisao da simulacdo em replicar os comportamentos esperados de acordo com

a teoria.

5.3.2 Analise dos Resultados

Na Figura 5.16, é possivel observar que uma diminui¢do no valor de € resulta em uma
diminui¢ao na velocidade do escoamento. Este comportamento é esperado, considerando
que a porosidade é a medida de espacos vazios dentro do meio poroso. Note que € = 0.55
indica que 55% do volume total do meio consiste em espacos vazios, contribuindo para
a porosidade. Uma redugao de 0.8 para 0.55 no valor de ¢ resulta em uma reducao de
aproximadamente 16% da velocidade méxima do escoamento. Note que esse efeito de
desaceleracao do escoamento quando a porosidade é reduzida é semelhante ao efeito do

aumento do nimero de Hartmann em um escoamento MHD.

Na Figura 5.17, foi observado que um aumento na porosidade resulta em um

aumento da vazao. Este aumento pode ser fisicamente interpretado como uma consequéncia

73



0.9
0.8
0.7
0.6 -
> 051
0.4
0.3
0.2

0.1

0.4 0.8 1

1
0.9
0.8
0.7
0.6
*5 05
0.4
0.3

0.2

0.1

0

0 0.05 0.1

0.15 02 025

E(%)

03 035 04 045 05

Figura 5.14 — Perfil de velocidade adimen- Figura 5.15 — APE entre os valores teéricos

sional para ¢ = 0.75.

Para a Figura 5.14, a linha — representa os

numericamente.

e numéricos da Figura 5.14.
O valor médio obtido foi de
0.0121%.

valores tedricos e a --- os valores calculados

0.4

031

0.2

0.1F

1.4

Figura 5.16 — Perfis de velocidade adimensionais para ¢ variando de 0.55 até 0.8. A ---
representa € = (0.55, — representa ¢ = 0.7, representa € = 0.75, e ----
representa € = 0.8.

de poros maiores ou mais interconectados no meio, o que facilita a passagem do fluido.

A Figura 5.18 ilustra o impacto do aumento da porosidade, representado pelo

*

incremento de e, na viscosidade de parede. Observe que pu,* apresenta valores mais
elevados quando a porosidade é menor. Isso se deve ao fato de que, com menor porosidade,

a resisténcia ao escoamento se intensifica devido aos caminhos mais estreitos e a maior

74



%107

O 1 1 1 1
0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
€
Figura 5.17 — Grafico da vazao dimensional, () em relacao a ¢. A linha — representa

a vazao da teoria de Ergun, O representa os valores da vazao calculados

numericamente.

interacao entre o fluido e a matriz sélida, resultando em uma viscosidade de parede ,,*

mais alta.

90 w T T

20
0.55 0.6 0.65 0.7

3

0.75 0.8

Figura 5.18 — Viscosidade de parede no meio poroso em relacao a ¢.

A Figura 5.19 mostra que a diminuicao do didmetro das esferas que constituem o
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meio poroso, e consequentemente a diminuicdo do tamanho dos poros, causa um efeito de
desaceleracao no escoamento, bem como os efeitos do aumento do nimero de Hartmann e

da diminuicao da porosidade.

1

0.9
0.8
0.7
0.6 [
> 051
0.4 r
03[

0.2

0 =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 : 12 14

Figura 5.19 — Perfis de velocidade do escoamento. A linha — representa um didmetro de
esfera d = 0.0003 m. A linha --- representa d = 0.00035 m e a linha -
representa d = 0.0004 m.

5.4 Escoamento MHD em um Meio Poroso

Agora sera analisado o mesmo escoamento da se¢ao anterior, porém com um campo
magnético externo aplicado. A malha utilizada nessas simulagoes foi a mesma da Secao
5.2.

5.4.1 Malha

As Figuras 5.20 e 5.22 mostram a validacao do escoamento MHD em meio poroso.
E possivel observar que os resultados se assemelham aos obtidos para o escoamento MHD
na célula de Hele-Shaw, em que o erro é mais alto préximo as paredes e diminui a medida

que se aproxima do meio do canal (vide Figuras 5.21 e 5.23).

As Tabelas 7 e 8 mostram como o APE da simulacgao é influenciado pela variacao do
Ha. Todos os parametros foram mantidos constantes, com excecao do Ha. Essas simulagoes

foram realizadas até o mesmo tempo.
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Figura 5.20 — Perfil de velocidade adimensi- Figura 5.21 — APE entre os valores tedrico
onal parae = 0.7, e Ha = 10. e numéricos da Figura 5.20.
O valor médio obtido foi de

0.0079%.
Para a Figura 5.20, a linha — representa os valores tedricos e a --- os valores calculados
numericamente.
0.5 T T T T T T T 0.5
0.45 - 1 0.45
0.4 7 0.4
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02r 7 0.2
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011 1 0.1
0.05 - 1 0.05
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Figura 5.22 — Perfil de densidade de fluxo Figura 5.23 — APE entre os valores teéricos
magnético induzido adimensi- e numéricos da Figura 5.22.
onal para e = 0.7 e Ha = 10. O valor médio obtido foi de

0.1284%.

Para a Figura 5.22, a linha — representa os valores teéricos e a --- os valores calculados
numericamente.

Tabela 7 — Erro percentual absoluto maximo e médio de v,* entre os valores tedricos e
numéricos para diferentes Ha.

€ Ha =10 Ha = 50 Ha = 100
Méx. (%) | Méd. (%) | Max. (%) | Méd. (%) | Max. (%) | Méd. (%)
0.55 1.7934 0.0156 2.9092 0.0184 4.8995 0.0280
0.7 0.6620 0.0079 2.2991 0.0154 4.5548 0.0266
0.75 0.8765 0.0124 2.2159 0.0148 4.5170 0.0235
0.8 0.6813 0.0297 2.1624 0.0145 4.5152 0.0390
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Tabela 8 — Erro percentual absoluto maximo e médio do B," entre os valores teéricos e
numéricos para diferentes Ha.

€ Ha = 10 Ha = 50 Ha = 100
Max. (%) | Méd. (%) | Max. (%) | Méd. (%) | Max. (%) | Méd. (%)
0.55 1.775 0.1848 6.2050 0.1917 4.9135 0.1748
0.7 0.7493 0.1284 2.1878 0.1520 5.9776 0.2000
0.75 1.0185 0.1381 2.4059 0.1409 5.4245 0.1764
0.8 0.8953 0.1186 2.3959 0.1253 6.662 1.6307

5.4.2 Analise dos Resultados

E possivel observar nas Figuras 5.24, 5.25, 5.26, 5.27 que assim como no caso do

escoamento MHD em uma célula de Hele-Shaw, com o aumento do nimero de Hartmann,

ocorre uma desaceleracao no escoamento. Esse é na verdade um comportamento padrao

para essas configuracoes de escoamento MHD. Outro ponto interessante a se notar, é que

a diminuigao do valor de ¢ (vide Figura 5.16) causa um efeito andlogo a desaceleragido no

escoamento causada pelo aumento do niimero de Hartmann.
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Figura 5.24 — Perfis de velocidade do escoamento em relagao a Ha para ¢ = 0.8. A ---

representa Ha = 10, — representa Ha = 50, e a

representa Ha = 100.

Os perfis de densidade de fluxo magnético induzido em relacao a € podem ser
observados nas Figuras 5.28, 5.30, 5.32, 5.34.

A Tabela 9 apresenta a reducao percentual maxima da velocidade e da densidade

de fluxo magnético induzido para os escoamentos MHD em meio poroso em relacao a e.
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Figura 5.28 — Perfis de densidade de fluxo
magnético induzido adimen-

sionais em relacao a Ha com
e =0.8.

Figura 5.29 — Relacao entre a densidade de
fluxo magnético induzido adi-
mensional méaxima em rela-
cao a Ha.

Para a Figura 5.28, a linha --- representa Ha =
representa Ha = 100.

10, — representa Ha = 50 e

Tabela 9 — Reducao de u* e B,* de Ha = 0.1 até Ha = 100 para diferentes porosidades.

- Reducao Reducao
v* max. (%) | B,* méx. (%)
0.55 3.13 61.78
0.7 8.82 83.57
0.75 12.25 89.1
0.8 16.83 93.43
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Figura 5.30 — Perfis de densidade de fluxo Figura 5.31 — Relagdo entre a densidade de

magnético induzido adimensi- fluxo magnético induzido adi-
onais para Ha com ¢ = 0.75. mensional méxima em rela-
cao a Ha.
Para a Figura 5.30, a linha --- representa Ha = 10, — representa Ha = 50 e a -

representa Ha = 100.
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Figura 5.32 — Perfis de densidade de fluxo Figura 5.33 — Relacao entre a densidade de

magnético induzido adimen- fluxo magnético induzido adi-
sionais em relacao a Ha com mensional méaxima em rela-
e=0.7. ¢ao a Ha.

Para a Figura 5.32, a linha --- representa Ha = 10, — representa Ha = 50 ¢ a -

representa Ha = 100.
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Para a Figura 5.34, a linha --- representa Ha = 10, — representa Ha = 50 e a

representa Ha = 100.
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As Figuras 5.36, 5.37, 5.38 e 5.39 mostram a viscosidade de parede adimensional em
relacao a Ha para diferentes valores de e, que, como esperado, aumenta com a elevacgao de
Ha. Note também que, quanto maior o nimero de Hartmann e menor a porosidade, mais
os valores numeéricos se distanciam dos teodricos. Por fim, observe que, conforme discutido

anteriormente, f,,* tem valores mais altos quando a porosidade é menor.
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*
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0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Figura 5.36 — Viscosidade de parede em um escoamento MHD no meio poroso com € = 0.55.
A linha — representa os valores tedricos e O os valores numeéricos.
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Figura 5.37 — Viscosidade de parede em um escoamento MHD no meio poroso com ¢ = 0.7.
A linha — representa os valores tedricos e O os valores numéricos.
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Figura 5.38 — Viscosidade de parede em um escoamento MHD no meio poroso com € = 0.75.
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Figura 5.39 — Viscosidade de parede em um escoamento MHD no meio poroso com € = 0.8.
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5.5 Escoamento com Pequenos Efeitos Inerciais: a Equacao de

Darcy-Forchheimer

Nesta secao, sera analisado um escoamento em um meio poroso com permeabilidade

de Ergun com pequenos efeitos inerciais, ou seja, usando a equacao de Darcy-Forchheimer.

5.5.1 Malha

Para selecionar a malha mais adequada para a simulagao, foi monitorado o com-
portamento da velocidade média do escoamento a medida em que o refinamento da malha
aumentava. A Figura 5.40 ilustra os resultados obtidos com malhas contendo 400000,
800000, 1400000 e 2640000 elementos. A analise indicou que a malha de 400000 elementos
foi insuficiente para capturar adequadamente a fisica do escoamento. Por outro lado, a
malha de 800000 elementos demonstrou ser a mais vantajosa em termos de custo-beneficio
entre as malhas analisadas. Foi observado que a variagao na velocidade média foi de apenas
aproximadamente 0.1% quando comparada a malha de 1400000 elementos e de 0.27% em
relacao a malha de 2640000 elementos, indicando uma estabilizagao da solucao com o

aumento do nimero de elementos.
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Figura 5.40 — Velocidade média do escoamento em relagao ao nimero de elementos da
malha.

A malha escolhida foi a de 800000 elementos e possui uma skewness maxima e

média de 1.4607 x 107* e 1.8692 x 10~'2, respectivamente. Para a razao de aspecto, foi

obtido um valor méaximo e médio de 8.4395 e 4.2173, respectivamente.
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5.5.2 Andlise dos Resultados

A Figura 5.41 ilustra que, para a equacao de Darcy (—), um aumento no gradiente
de pressao resulta em uma vazao maior. No entanto, ao incorporar os efeitos inerciais
com o termo de Forchheimer (O), foi observado uma perda da linearidade e uma redugao
na vazao com o aumento do gradiente de pressao em relagao a equacao de Darcy. Isso
ocorre porque o termo quadratico presente na equacao de Darcy-Forchheimer representa
as perdas de energia devido aos efeitos inerciais, resultando em uma relagao nao linear
entre a vazao e o gradiente de pressao que € intensificada com o aumento do nimero de
Reynolds. Conforme ilustrado na Figura 5.42, ocorre uma reducao da vazao a medida que
£ aumenta. O aumento desse parametro esta diretamente relacionado aos efeitos inerciais
no escoamento através do meio poroso. Esses efeitos surgem devido as flutuagoes no
escoamento, que sao causadas por variagoes na estrutura do meio poroso. Essas flutuagoes,
especialmente as transversais ao escoamento, resultam em perdas de energia, o que explica

a reducao na vazao.

x107°

0(1 Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 2.5

G [Pa/m)| x10*

Figura 5.41 — Vazao em relagdo ao gradiente de pressao para Re variando de 0.33717 a
5.3948. A linha — representa a equacao de Darcy tedrica com permeabilidade
de Ergun e os O representam os resultados numéricos obtidos pela equacao
de Darcy-Forchheimer.

Ainda é possivel analisar o fator de atrito com o aumento de (3, conforme ilustrado
na Figura 5.43. Essa tendéncia esta de acordo com os resultados discutidos anteriormente,
uma vez que o fator de atrito mais elevado estd associada com o aumento dos efeitos

inerciais no escoamento.
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Figura 5.42 — Vazao em relacdo a ( para um Re variando de 0.5691 a 7.8063. O O
representa os valores calculados numericamente.
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Figura 5.43 — Fator de atrito em relagdo a  para um Re variando de 0.5691 a 7.8063. O
O representa os valores calculados numericamente.

5.6 Escoamento Bifasico em uma Célula de Hele-Shaw

Neste caso de estudo, foi analisado um escoamento bifasico em uma célula de

Hele-Shaw com um comprimento de [ = 0.91 m.

Para todas as simulagoes bifésicas (tanto na célula de Hele-Shaw quanto no meio
poroso), para a primeira fase foi utilizada a dgua (1 = 1.002 x 1073 Pa.s e p = 998.2072
kg/m?) e para a segunda fase, o 6leo Shell Diala (1 = 0.03 Pa.s e p = 875 kg/m?). O

coeficiente de tensao interfacial entre esses dois fluidos é o = 0.01425 N/m. As simulagoes
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numéricas foram feitas com base nos experimentos realizados no trabalho de Saffman e
Taylor (1958).

5.6.1 Malha

A malha utilizada tem 1120000 elementos. Em relacdo as métricas de qualidade
essa malha possui uma skewness maxima e média de 1.9305 x 107! e 3.1351 x 10712,
respectivamente. Para a razao de aspecto, foi obtido um valor maximo e médio de 9.9647

e 5.1911, respectivamente.

5.6.2 Analise dos Resultados

As Figuras 5.44, 5.45, 5.46 e 5.47 mostram a evolucao dos fingers ao longo do
tempo para C'a = 0.001, Ca = 0.05, Ca = 0.1 e Ca = 0.35.

Os resultados reafirmaram a correlagiao entre o parametro Ay e o C'a. Foi observado
que valores menores de Ca, associados a velocidades baixas do escoamento, conduzem
a um aumento do Ay. Isso indica uma relacao direta entre a velocidade do escoamento
e a estabilidade da interface entre os dois fluidos: maiores velocidades resultam em um
incremento em Ca, ocasionando uma amplificacao da instabilidade interfacial. Consequen-
temente, um aumento em \j, potencializa a conducao do segundo fluido. A medida que a
velocidade do escoamento ¢é elevada, a interface exibe uma maior instabilidade, aumentando
a possibilidade da agua perfurar o 6leo, diminuindo a eficiéncia de deslocamento entre os
fluidos. Note que essa eficiéncia é uma medida da capacidade da dgua retirar o 6leo do

dominio.

Os resultados obtidos pelas simulagoes foram comparados com o trabalho do (SAFF-
MAN; TAYLOR, 1958). Para essa comparacao, a Figura 14 do estudo do (SAFFMAN;
TAYLOR, 1958) foi digitalizada. Essa comparagao é apresentada na Figura 5.48.
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Figura 5.44 — Desenvolvimento da interface entre dgua (azul) e éleo Shell Diala (preto) ao
longo do tempo até a formagao de um finger tinico. Os tempos analisados
foram t; = 0.003 s, t, = 0.004 s, t3 = 0.005 s, t4y = 0.01 s e t5; = 0.073 s
todos para um Ca = 0.001. Para t5 foi obtido A\c = 0.0023 e A\, = 0.8463.
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Figura 5.45 — Finger de dgua perfurando o éleo Shell Diala. Os tempos analisados foram
t1 = 0.0002 s, to = 0.00036 s, t5 = 0.00152 s, t, = 0.00251 s e t5 = 0.01501 s
todos para um C'a = 0.05. Para t5 foi obtido Ac = 0.017 e A\, = 0.626.
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Figura 5.46 — Finger de dgua perfurando o 6leo Shell Diala. Os tempos analisados foram
t; = 0.0001 s, t; = 0.0002 s, t3 = 0.00025 s, t4, = 0.0003 s, t5 = 0.001 s,
te = 0.002 s e t; = 0.08 s todos para um Ca = 0.1. Para t; foi obtido
Ao = 0.1835 e A\ = 0.564.
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Figura 5.47 — Finger de dgua perfurando o 6éleo Shell Diala. Os tempos analisados foram
t1 = 0.0000425 s, ty = 0.0001275 s, t3 = 0.00025 s, t4 = 0.001 s, t5 = 0.027 s
todos para um C'a = 0.35. Para t5 foi obtido A¢c = 0.2165 e A\, = 0.554.
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Figura 5.48 — A\p, em relagao a Ca. Os valores calculados teoricamente por Saffman e Taylor (1958) sao representados por —, enquanto os valores
experimentais, obtidos por medidas fotograficas, sao indicados por A. Os O mostram os valores calculados numericamente neste
trabalho. Os encartes apresentam topologias caracteristicas dos fingers para cada Ca.



Pela Figura 5.48, foi observado que os resultados obtidos pela simulacao seguem a
mesma tendéncia das curvas obtidas por Saffman e Taylor (1958). Os dados obtidos nesse
trabalho se aproximam mais das medicoes fotograficas realizadas por eles. E importante
notar que as informagoes exatas sobre onde Saffman e Taylor (1958) fizeram as medigoes da
largura do finger nao sao disponibilizadas. Portanto, se as medi¢oes fossem realizadas em
diferentes partes do finger, seria possivel obter valores ainda mais proximos aos deles. Essa
analise é interessante nao apenas pela precisao dos resultados, mas também porque serve
como uma validacao, evidenciando o mesmo comportamento observado no estudo original.
Para o primeiro ponto do gréfico, em que C'a = 0.0004, foi observado uma configuracao
com multiplos fingers. Para caracterizar essa configuracao, foi utilizado o conceito de
dimensao fractal, que oferece uma maneira quantitativa de descrever a complexidade e a
irregularidade dessas estruturas, uma vez que nao se enquadram nem em uma dimensao
bidimensional (2D) nem tridimensional (3D). Para esse valor de Ca, a dimensao fractal
obtida é dqc = 2.5213, indicando um alto grau de complexidade na interface entre os dois
fluidos.

Os fingers também foram caracterizados pelo parametro de deformagao de Taylor.
Quando o comprimento do finger ¢ muito maior do que sua espessura, 0 Drgyor tende
a 1, indicando que o finger se torna cada vez mais anisotréopico. A figura 5.49 mostra o

parametro de deformacgao de Taylor em relacao a Ca.
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Figura 5.49 — Parametro de deformacao de Taylor em relacao ao C'a. Os O apresentam os

valores numéricos e a linha — a curva obtida pela interpolagao piecewise
cubica. Os encartes apresentam topologias caracteristicas dos fingers para
cada Ca.
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5.6.3 Nuiamero de Capilaridade Critico: Transicao de Multi-fingers para um

Finger Unico

A transi¢gdo de um unico finger para uma distribuicao de multiplos fingers em uma
célula de Hele-Shaw pode ocorrer em fungao de um ntmero de capilaridade critico (Ca..).
Este ntimero ¢ um ponto de transicao em que o comportamento do escoamento muda de
um regime dominado por um tnico grande finger no canal para um padrao mais complexo
de pequenos multiplos fingers na interface. Quando C'a é suficientemente pequeno, as
forgas viscosas nao conseguem manter a topologia desse inico grande finger, resultando na
formacao dos multiplos fingers. Isso ocorre porque os efeitos de tensao superficial passam

a ser comparaveis ou maiores do que os efeitos viscosos nessa escala de fingers capilares.

Na Figura 5.50, observa-se um escoamento com C'a = 0.0006, que corresponde ao
Ca,. Essa hipdtese é evidenciada pelo inicio da formacao de um tnico finger. Note que nao
existem pequenos fingers espagados por toda a interface, mas somente pequenos fingers

na ponta do finger principal, indicando o final da transicao.

Figura 5.50 — Escoamento bifasico em uma célula de Hele-Shaw com Ca. = 0.0006 e
t = 0.485 s.

5.7 Escoamento Bifasico em um Meio Poroso

As Figuras 5.51, 5.52 e 5.53 apresentam o desenvolvimento dos escoamentos em
um meio poroso com £ = 0.55 para diferentes C'a. Foi observado que para valores de Ca
baixos, o escoamento tende a ser mais estavel. Para valores de C'a maiores, o escoamento

tende a se tornar completamente instavel.
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Figura 5.51 — Escoamento bifasico entre dgua e 6leo no meio poroso. Os tempos analisados
foram t; = 0.001 s, t, = 0.002 s, t3 = 0.003 s, t4 = 0.004 s, t5 = 0.006 s e
te = 0.092 s todos para um Ca = 0.05.

Figura 5.52 — Escoamento bifasico entre agua e 6leo no meio poroso. Os tempos analisados
foram ¢t; = 0.001 s, t, = 0.002 s, t3 = 0.003 s, t4, = 0.004 s e t5 = 0.005 s
todos para um Ca = 0.1.
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Figura 5.53 — Escoamento bifasico entre agua e 6leo no meio poroso. Os tempos analisados
foram t; = 0.0002 s, t5 = 0.0004 s, t3 = 0.0008 s, t4 = 0.001 s, t5 = 0.0012 s,
te = 0.0013 s, t7 = 0.0014 s e tg = 0.0015 s todos para um Ca = 0.35.

5.7.1 Comparacao entre Fingers no Meio Poroso

Por fim, serd comparada a formacao dos fingers no meio poroso para € = 0.55 e
e = 0.7 para diferentes valores de Ca (vide Figuras 5.54, 5.55 e 5.56). Para ¢ = 0.55, foi
observado que com Ca = 0.05 surgem alguns capillary fingers (fingers de menor escala) ao
redor de um finger principal. Quando o ntimero de capilaridade aumenta para C'a = 0.1,
surgem varios capillary fingers no escoamento, mas ainda é possivel observar que existe
um finger inico. Com Ca = 0.35, o escoamento se torna completamente anisotrépico,
e dessa forma perde-se completamente a definicao de finger. Para ¢ = 0.7, nota-se que
tanto com C'a = 0.05 quanto com C'a = 0.1, a topologia de um tnico finger permanece
bem estabelecida. No entanto, com C'a = 0.35, comeca a surgir a formacao dos capillary
fingers. Isso indica que, em um meio poroso com maior porosidade, é necessario um nimero
de capilaridade significativamente mais alto para observar efeitos semelhantes aos que

ocorrem em um meio poroso com porosidade mais baixa.
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e =0.55

Figura 5.54 — Comparacao entre fingers no meio poroso com duas porosidades distintas
para C'a = 0.05 em t = 0.092 s.

e = 0.95

Figura 5.55 — Comparacao entre fingers no meio poroso com duas porosidades distintas
para Ca = 0.1 em t = 0.005 s.
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e =0.55

Figura 5.56 — Comparagao entre fingers em um meio poroso com duas porosidades, € = 0.55
e e = 0.7, para Ca = 0.35 no instante de tempo ¢ = 0.0015 s.



6 Comentarios Finais

6.1 Conclusdes

Neste trabalho, foi observado que a aplicacdo de um campo magnético transversal
ao escoamento de um fluido eletricamente condutor causa um efeito semelhante a redugao
da permeabilidade em um meio poroso. Verificou-se também que, para que os efeitos
do niimero de Hartmann sejam significativos em condigoes de porosidade muito baixa,
é necessario que a intensidade do campo magnético seja muito elevada. As simulagoes
realizadas mostraram-se sensiveis as mudancas nos parametros que controlam a fisica do
escoamento, destacando a importancia do controle da estabilidade da simulacao ao alterar

a intensidade desses parametros fisicos.

Foi constatado que diferentes caracteristicas dos meios porosos resultam em al-
teragoes na topologia dos fingers formados durante o escoamento bifasico. Observa-se
que essa topologia é completamente influenciada pelo nimero de capilaridade e variagoes
na porosidade do meio poroso. Dessa forma, a tentativa de estabilizar a interface é um
fenomeno complexo que deve levar em consideragao todas as peculiaridades presentes no

escoamento.

A simulacao do escoamento bifasico em uma célula de Hele-Shaw, permitiu um
aprofundamento na compreensao da instabilidade de Saffman-Taylor. Foi observado que
a aplicacao do campo magnético pode ser uma técnica promissora para controlar a
formacao de fingers na interface dgua-6leo devido a desaceleracao causada no escoamento,
potencialmente melhorando a eficiéncia da recuperagao de petréleo em reservatorios

naturais.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros
Como sugestoes para trabalhos futuros, propoe-se:
o Utilizar uma malha mais refinada para a simulacdo dos escoamentos bifasicos.
Alternativamente, pode-se empregar uma malha adaptativa que mantenha um alto

refino na regiao da interface entre os fluidos a cada iteracao.
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Analisar o efeito de Ha sobre os escoamentos bifasicos na célula de Hele-Shaw e em
um meio poroso, com o objetivo de observar como os efeitos magnéticos influenciam
na forma, amplitude e distribuicdo dos fingers na interface entre os dois fluidos

imisciveis. Observar esses efeitos principalmente em relagao ao Ca,.

Realizar estudos em meios porosos com permeabilidade real sob uma abordagem CFD

para outros modelos de meios porosos, como, por exemplo, o modelo Panda-Lake.

Analisar a eficiéncia de deslocamento (entre dgua e 6leo) para diferentes condigoes
do escoamento bifasico. Essas condi¢bes podem incluir diferentes porosidades e

intensidades de Ha.

Explorar a influéncia da saturacao e das permeabilidades relativas nos escoamentos
bifasicos. Estudos podem focar em como as diferentes distribuigoes iniciais de satu-

racao e as curvas de permeabilidade relativa impactam a dindmica de deslocamento
dos fluidos.
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A Desenvolvimento Matematico

A.1 Lei de Darcy

US:/Auﬁ%

:—//Sva-ﬁds

I ap (A.1)
L] s
wJt Js ox
k Op
=——— dS.
p Ox / /S
Dessa forma, a velocidade média do escoamento é dada por:
k Op
U=———. A2
0 (A.2)

A.2 Adimensionalizacdo da Equacao de Navier-Stokes

A Equacao de Navier-Stokes em sua forma mais geral em um contexto hidrodindmico

é dada por:

ou
ot
Nesse trabalho é utilizado o conceito da pressao modificada. Isso porque a gravidade

+p(u-V)u=pg — Vp' + uV3u. (A.3)

somente apresenta um efeito estatico devido a configuracao dos escoamentos analisados.

Para isso observe a Equacao A.4.

pgé. = —pgVz = —V(pgz) = V(pg - x), (A.4)

em que (pgz) é o potencial gravitacional. Dessa forma, a pressdo modificada é dada por:

p=p—pg-x (A.5)
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Com isso, a Equacao A.3 pode ser simplificada para:

ou
P ot
Aplicando o processo de adimensionalizacao na Equacao A.6:

+ p(u-V)u=—Vp+ uV3u. (A.6)

PUc 811* puc2 * * K HUe 4 HUe —ox 4
) S ) A.
T I (u* - V*u") lnglezVu (A.7)
Multiplicando a equacgao anterior por piz 5.
Ue ot* lcpuc lcpuc . .
ou* 1 1 «
8t*+(u Vi) RevP +Rev v (A.9)
Ou ainda:
au* * * % * % 2% _x
ReSt oI + Re(u* - V*u*) = =V'p" + V- u". (A.10)

A.3 Equacao de Navier-Stokes em uma célula de Hele-Shaw

Iniciando com a Equacao de Navier-Stokes para creeping flow:

Vp = uVu (A.11)

Desenvolvendo a Equagao (A.11) na diregao x:

op Pu  0*u  0%u

— = A.12

or N <8x2 + 0y? + 022 )’ ( )

Op 0%u

— = . Al

Ox u8y2 (A.13)
Desenvolvendo a Equagao (A.11) na direcao z:

op Pw  Pw 0w

— = A.14

5. * (89&2 * Oy * 022 )’ ( )

op 0*w

— = . Al

5. " oy? (A-15)

Desenvolvendo a Equagao (A.11) na direc¢ao y:
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op <02v *v 821))

oy Mo Tag T o
dp

— =0.

dy

Integrando a Equagao (A.13) duas vezes em relacao a y, obtém-se:

Oou  Op
N@-@ZJ‘FCD
1 0p,
u_2u8xy + Cry + Cs.

Da mesma forma, integrando a Equacao (A.15):

ow op
783/ = M&y‘i‘ Cs,
1 dp ,

Aplicando as condi¢oes de contorno:

e entao determina-se:

1 Op
Ci=———
! 2,u<9xb’
Cy =0,
1 Op
Co=——2F
K 2u 0z
Cy=0.

Substituindo essas constantes em (A.19) e (A.21), obtém-se:

_10p

u(y) = “2 axy(b —9),
1 0p

w(y) = 2 azy(b —y).

A velocidade média do escoamento pode ser calculada por:
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(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.24)

(A.25)
(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)



U:;//u.ﬁds (A.30)

1 b
= a/o /0 (uéy + wé,) - dzdy (A.31)
(A.32)

Como o interesse é na vazao no plano yz, tem-se que u-n =u- €, = u:

U= bll/ol /Ob <_21,uy<b — y)(?i) dzdy (A.33)
= 2/; —Qluy(b - y)gfjdy (A.34)
2 3\ (b
Al
2
- _fzug]; (A.36)

A.4 Adimensionalizacao da Equacao de Darcy-Forchheimer

Vp = —%u — pBk~Y?ulul. (A.37)
/"Luc * ok /’LUC u* p/Buc2 >s<—l * *
__ pu.n 2 _ A.
bQVp 2 T 2 E*2uu’| (A.38)
* b e 1
Vit = —% - pi“k* | (A.39)
u* _1
Vp* = T BRek™ zu*|u’| (A.40)

A.5 Viscosidade de Parede e Fator de Atrito

A viscosidade de parede e o fator de atrito sdo apresentados pelas Equagoes (A.41)

e (A.42), respectivamente.

oy = ;w (A.41)
Tw
fw = lpU27 (A42)
2



em que T, = [ (%)w. Mas note que 7, também pode ser calculado por um balanco global

na célula (vide Figura 2.4) da seguinte forma:

Tw(20 4 2b)l = —blAp, (A.43)
resultando em:
Apb
w = ———. A.44
B (21 + 2b) (A.44)

Como as geometrias em que [ >> b estao sendo trabalhadas, a equacao pode ser reduzida

para:

bAp bG

Dessa forma, é possivel calcular a viscosidade de parede como:

™Ww b G
uw—%—2(%) : (A.46)

w

Note ainda que:

T, bG 1 VG
S — == A47
4 %pU2 pU?2  Re puU ( )

b:G
wRe = —. A48
fulte = 2 (A49
Dessa forma, é obtido que:
' = fuRe. (A.49)

A.6 Solucoes Exatas: Meios Porosos e Expansoes Assintéticas Re-

gulares

Esta secao apresenta as equacoes para as solugoes exatas desenvolvidas na secao 3.3

usando o recurso de resolugao simbolica para equacoes diferenciais ordinéarias do software

MATLAB.
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A.6.1 Campo de Velocidade

/U:E*(y*) _ [e_Hay* (eHay* i eHa> (2 0_2 eHa (y*+1) + 2 ES‘ Ha2

—2a0°—20% — 2FE; Ha? eHa ™+ 4 9 53 oHa(y™+1)

+2Haaoe™ +2E Ha’ao +2Haaoe™

* *
—Haao®e™Y —Haao®e™ — 2 EHa?agellW “))]+

(2 Ha? (e2Ha + 1) (o + 1)) . (A.50)

A.6.2 Velocidade de Deslizamento

w;* =o (eHa— 1) <2a—a+2Haa—2aeHa
+oe — 2002 +2a0%eM

+ 2Haae™ — Ha o o? —HaaaQeHa)+

{Ha (o +1) <2Ha—e2Ha+2HaeQHa+1>} (A.51)

A.6.3 Vazao

Q" =|2Hao® — 2 E; Ha® — 2 B} Ha® — 207 *Ho

+2a0® +20% + 2 E; Ha” e*M®
—2E;Ha’ ™ 4 2Haao

+2Hao?e?™ —2a0%e*™ 4 Haao®
—2E:Ha’aoc —2E;Ha’ a0 — 4Haaoe'™®

+2Haace?™ 4+ 2Haao? ™ + Haa o 212

+2E;Ha’ aoe®t™ — 2 B3 Ha3aae2Ha]+

2 Ha® (e2Ha + 1) (ao+1)]. (A.52)
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A.6.4 Densidade de Fluxo Magnético Induzido

B (y") =

Rem (2 0_2 eHa(2y*+1) - 20_2 eHa + 20_2 y* eHay*

_2agtelld — 9g2yr MW HD) _ g a2 oHa (2y" )
+2a0® V) L9 B Ha? oM™ — 2Ha o g MY
+2Haa oY — 2 B Ha?y* ™Y — 2Haq o'+
+Haao?e™ —Haao®e?™Y + 2Haaoe?M?
+2a0dy ™Y 4 2 Fr Ha? y* efl® " +2) 4 Ha o ol 2" +2)
—Haao? e — 2003y W) L 9 g o g%y Ha D)
— Haao?y* et v"+2) _ 9 E; Ha? oM@y +D)
+2Haaoy e’V +2 B Ha” aoe

—4Haaoy ™) L 9Haqoy* 202

* *
—Haaody ™V —2F Ha’ aoy* ™Y

+2E:Ha’ aoy* e (y*”))] =

2Ha® (a0 + 1) (eHay* + et (y*”))] : (A.53)

A.6.5 Campo Elétrico

Ej =

+

+

+

2Hao? —20%e*™ 1 200+ 2062 +2Haaco

Hao?e?M® —2a0%e?M + Haao?

AHaaoe™ +2Haaoe?M™ + 2Haa o M

Ha o o® 22| =

4Ha? e — 2Ha?e?M2 4 2Ha? + 4 Ha?

2Ha’ao +4Ha’ a0 — 2Ha’ ace?™ + 4Ha’ a o e?M?|. (A.54)
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A.7 Discretizacao dos Operadores Matematicos e Critérios do Al-
goritmo para Solucao dos Sistemas Lineares
E possivel definir os esquemas numéricos para os termos das equacoes governantes,
como por exemplo, as derivadas que sao calculadas numericamente. Esses esquemas

numeéricos sao especificados no dicionario fuSchemes do OpenFoam. Os esquemas numéricos
sdo subdivididos da seguinte maneira (OPENFOAM, 2018):

872)'

« ddtScheme: Derivadas temporais de primeira e segunda ordem ( %, o

« gradSchemes: Gradiente (V).

 divSchemes: Divergéncia (V).

« laplacianSchemes: Laplaciano (V?).

« interpolationSchemes: Interpolacao de valores da célula para face.

« snGradSchemes: Componente do gradiente normal a face de uma célula.

« wallDist: Calculo da distancia até a parede.
O OpenFOAM disponibiliza esquemas de discretizacao pré-programados para diferentes
tipos de termos em equagoes diferenciais. Os esquemas mais comuns para cada tipo de
termo incluem:

o Derivadas Temporais: Euler, steadyState, backward, CrankNicolson.

o Gradientes: Gauss linear, leastSquares, cellLimited.

« Divergéncia: linear, linearUpwind, upwind.

o Gradientes Normais a Superficie: corrected, uncorrected, limited.

o Laplaciano: Gauss linear corrected, Gauss linear limited corrected.

o Interpolacao: linear.

Neste trabalho, para as derivadas temporais (quando necessario devido a estrutura
do solver), utilizou-se o esquema de Euler para simulagoes transientes devido a sua
estabilidade. Este esquema ¢ implicito de primeira ordem. Esquemas de segunda ordem
geralmente sdo mais precisos, mas podem apresentar menos estabilidade. Ja para simulagoes

em estado estaciondrio, em que as variaveis nao mudam com o tempo, foi utilizado o

esquema steadyState.
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Nos gradientes, o esquema Gauss linear foi empregado. Este esquema utiliza a
integragdo Gaussiana e ¢ de segunda ordem, sendo utilizado para a maioria das aplicacoes.
Ele oferece uma boa combinacio entre precisao e estabilidade, principalmente quando os

critérios de qualidade da malha sdo respeitados.

Para o Laplaciano, o esquema Gauss linear uncorrected foi utilizado devido a
ortogonalidade das malhas, proporcionando precisao sem a necessidade de correcao adicional

na malha. Este esquema ¢é simples e eficaz para malhas bem estruturadas.

Na interpolacao, o esquema linear foi empregado como padrao de interpolagao de
segunda ordem para interpolar valores de célula para face, sendo adequado para a maioria

dos casos.

A.8 Solucao dos Sistemas Lineares

Os solvers sao algoritmos que resolvem sistemas de equacoes lineares iterativamente.
Eles aplicam métodos numéricos para encontrar a solucao de matrizes esparsas que surgem

das discretizagoes das equagoes diferenciais parciais.

« GAMG (Geometric Agglomerated Algebraic Multigrid Solver): Um solver
multigrid algébrico que utiliza ciclos multigrid para acelerar a convergéncia. Ideal

para malhas grandes e complexas.

« PCG (Preconditioned Conjugate Gradient Solver): Um solver de gradiente

conjugado precondicionado, adequado para matrizes simétricas.

« smoothSolver: Um solver iterativo que utiliza smoothers para resolver matrizes

simétricas e assimétricas. Baseia-se em precondicionadores para melhorar a eficiéncia.

Os precondicionadores sao utilizados para transformar o sistema de equagoes de
forma a melhorar a taxa de convergéncia dos solvers iterativos. Eles modificam o sistema
original para torné-lo mais facil de resolver. Um tipo comum de precondicionador é
o DICPreconditioner (Diagonal Incomplete Cholesky Preconditioner) que utiliza uma
versao incompleta da decomposi¢ao de Cholesky para matrizes simétricas, melhorando a

convergéncia.

Os smoothers sdo usados para reduzir os erros de alta frequéncia nas solugoes
iterativas, melhorando a estabilidade e a taxa de convergéncia dos solvers. Eles sao aplicados

entre as iteracoes dos solvers para suavizar a solucao. Alguns smoothers comuns sao:

« DIC (Diagonal Incomplete Cholesky Smoother): Um smoother baseado na

decomposicao incompleta de Cholesky para matrizes simétricas.
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o symGaussSeidel: O método Gauss-Seidel é aplicado tanto para matrizes simétricas

quanto assimétricas, sendo um método classico para suavizagao de solugoes iterativas.

Os solvers sao os algoritmos principais que aplicam métodos numéricos especificos
para resolver os sistemas. Os precondicionadores transformam o sistema para acelerar a
convergéncia dos solvers, tornando os problemas mais simples de resolver por técnicas
iterativas. Os smoothers reduzem os erros de alta frequéncia, estabilizando e acelerando
a convergéncia dos solvers. Essas categorias trabalham juntas para resolver sistemas

complexos de forma eficiente e estavel.

A.9 Esquemas Numéricos Utilizados

No desenvolvimento das simulagoes numéricas, foram utilizados esquemas numéri-
cos, solvers, precondicionadores e smoothers baseados em casos padroes semelhantes do

OpenFOAM que ja foram simulados e validados. Essas escolhas serao detalhadas a seguir.

A.9.1 Escoamento em uma Célula de Hele-Shaw

Para as simulagoes do escoamento em células de Hele-Shaw e do escoamento em um
meio poroso com permeabilidade de Ergun, foram adotados os esquemas de discretizacao
especificados na Tabela 10. Os critérios para a solucao dos sistemas lineares sao detalhados
na Tabela 11.

Tabela 10 — Discretizacao dos operadores matematicos.

Operador Método de discretizacao
ddtSchemes steadyState
gradSchemes Gauss linear
divSchemes none
laplacianSchemes Gauss linear uncorrected
interpolationSchemes linear
snGradSchemes uncorrected
wallDist meshWave

Tabela 11 — Critérios do algoritmo para solugao dos sistemas lineares.

Parametro Especificagao
solver para p GAMG
tolerance le-8
relTol 0.1
solver para U | smoothSolver
smoother symGaussSeidel
tolerance 1e-08
relTol 0.1
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A.9.2 Escoamento MHD em uma Célula de Hele-Shaw

Para todos os casos MHD nesse trabalho foram adotados os esquemas de discre-
tizacao especificados na Tabela 12. Os critérios para a solucao dos sistemas lineares sao
detalhados na Tabela 13.

Tabela 12 — Discretizagao dos Operadores Matematicos.

Operador Método
ddtSchemes Euler
gradSchemes Gauss linear
divSchemes Gauss linear
laplacianSchemes Gauss linear uncorrected
interpolationSchemes linear
snGradSchemes uncorrected

Tabela 13 — Critérios do algoritmo para solugao dos sistemas lineares.

Parametro Atribuicao
solver para p PCG
preconditioner DIC

tolerance le-6
relTol 0.05
solver para U/B | smoothSolver
smoother symGaussSeidel
tolerance 1le-05
relTol 0
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A.9.3 Escoamento com Pequenos Efeitos Inerciais: a Equacao de Darcy-

Forchheimer

Para as simulagoes foram adotados os esquemas de discretizacao especificados na

Tabela 14. Os critérios para a solucao dos sistemas lineares sdo detalhados na Tabela 15.

Tabela 14 — Discretizagao dos Operadores Matematicos.

Operador Método
ddtSchemes Euler
gradSchemes Gauss linear
divSchemes none
laplacianSchemes Gauss linear uncorrected
interpolationSchemes linear
snGradSchemes uncorrected

Tabela 15 — Critérios do algoritmo para solugdo dos sistemas lineares.

Parametro Atribuicao
solver para p PCG
preconditioner DIC

tolerance le-6
relTol 0.05
solver para U | smoothSolver
smoother symGaussSeidel
tolerance 1le-05
relTol 0

A.10 Malhas

As malhas computacionais utilizadas nesse trabalho sdo integralmente compostas
por elementos do tipo hexaédricos devido as caracteristicas da geometria e suas vantagens
por comporem uma malha estruturada. Para os escoamentos simulados com a equagao de
Darcy-Forchheimer, realiza-se uma analise de convergéncia de malha, consistindo na criagao
de multiplas malhas com variados graus de refinamento, com o objetivo de identificar
aquela que oferece o melhor equilibrio entre custo-beneficio. Para tal, foram comparados
resultados de um parametro especifico da simulagao para essas malhas. Em outros casos,
as comparacgoes foram realizadas entre os resultados simulados com os tedricos, obtidos
por meio do auxilio computacional da biblioteca simbdlica do MATLAB. Nos casos dos
escoamentos bifésicos, os resultados foram comparado com dados experimentais, quando
possivel. Com isso, avaliou-se qual malha demonstra maior competitividade em termos de

eficiéncia, custo computacional e precisao.
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A.10.1 Escoamento MHD em uma Célula de Hele-Shaw

A malha utilizada nessas simula¢des pode ser visualizada nas Figuras A.1, A.2 e
A.3.

0.38 m

Figura A.1 — Regidao completa para geracao da malha. b = 0.0009 m

0.00212 m

Figura A.2 — Regiao central da malha

0.000449 m

Figura A.3 — Regiao préxima a parede da malha
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A.10.2 Escoamento em um Meio Poroso

A malha utilizada para a realizacao dos escoamentos no meio poroso pode ser

visualizada nas Figuras A.4 e A.5.

0.00212 m

Figura A.4 — Regiao central da malha. O canal completo possui b = 0.0009 m e | = 0.38
m.

0.000383 m

Figura A.5 — Regido da malha proxima a parede.
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A.10.3 Escoamento com Pequenos Efeitos Inerciais: a Equacdo de Darcy-

Forchheimer

A malha utilizada para a realizagdo dos escoamentos no meio poroso com pequenos

efeitos inerciais pode ser visualizada nas Figuras A.6 e A.7.

0.00212m

Figura A.6 — Parte central da malha.

0.000977 m

Figura A.7 — Regiao da malha proxima a parede.
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A.10.4 Escoamentos Bifasicos

A malha utilizada para a realizacao dos escoamentos bifasicos pode ser visualizada
nas Figuras A.8 e A.9 e A.10.

0.9Tm

Figura A.8 — Regiao completa para geragao da malha. b = 0.0008 m

0.00196 m

Figura A.9 — Parte central da malha.

0.00TTm

Figura A.10 — Regido préxima da parede.
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