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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos a hipótese de que a dinâmica de um determinado
sistema pode fazer com que a atividade fique restrita a um subconjunto do espaço,
caracterizado por uma dimensão fractal df menor que a dimensão espacial d. Desta
forma buscamos discutir o teorema da flutuação-dissipação próximo a uma transição
de fase. Abordamos o expoente de Fisher como a função resposta senśıvel à mu-
dança na dimensionalidade, que afeta todos os expoentes cŕıticos. Mostramos qual
a consequência da variação da desordem em um Modelo de Ising desordenado no
comportamento do ponto cŕıtico e no expoente do parâmetro de ordem. Medimos a
dimensão fractal na rede para diferentes intensidade de desordem, concluindo que a
desordem afeta a temperatura cŕıtica, expoentes e dimensão fractal que caracteriza
o sistem.

Palavras-chave: Monte Carlo, Teorema Flutuação-Dissipação, Modelo de Ising
Desordenado, Dinâmica Fractal



Abstract

In this work, we develop the hypothesis that the dynamics of a given system can
confine the activity to a subset of the space, characterized by a fractal dimension df
smaller than the spatial dimension d. In this way, we aim to discuss the fluctuation-
dissipation theorem near a phase transition. We address the Fisher exponent as the
response function sensitive to changes in dimensionality, which affects all critical
exponents. We demonstrate the consequence of varying disorder in a disordered
Ising model on the behavior of the critical point and the order parameter exponent.
We measure the fractal dimension on the lattice for different disorder intensities,
concluding that disorder affects the critical temperature, exponents, and fractal
dimension characterizing the system.

Keywords—Monte Carlo, Fluctuation-Dissipation Theorem, Disordered Ising Model,
Fractal Dynamics
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Śımbolos

Śımbolo Descrição

Z Função Partição
E Energia
βt Constante equivalente a 1/KbT
Kb Constante de Boltzman
T Temperatura

Tco Temperatura cŕıtica de um sistema ising 2d ordenado
Tci Temperatura cŕıtica de um sistema ising desordenado
β Expoente cŕıtico da magnetização
ψ Densidade de probabilidade
Jij Acoplamento entre spins
J Média dos acoplamentos entre spins
A Uma medida qualquer
σ Desvio padrão
σA Desvio padrão da medida A
s spin

H Hamiltoniana do sistema
N Quantidade de corpos no sistema
M Valor da magnetização do sistema
U Energia do sistema
Cv Capacidade térmica a volume constante
χ Susceptibilidade magnética do sistema

G(r) Função de correlação
ρ Comprimento de correlação
η Expoente de Fisher
ϕ Expoente de Fisher de desordem
α Expoente cŕıtico da capacidade térmica
γ Expoente cŕıtico da susceptibilidade magnética
ν Expoente cŕıtico do comprimento de correlação
df Dimensão fractal
ti Tempo inicial para medição
tf Tempo final para medição
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Caṕıtulo 1

Organização da Dissertação

Nosso principal objetivo nessa dissertação é detalhar as alterações dos comporta-
mentos do modelo de Ising bidimensional para o caso em que os acoplamentos entre
spins são anistrópicos. Buscamos expor as alterações em transições de fase por meio
das medidas do expoente cŕıtico de magnetização e medidas de dimensões fractais.

No caṕıtulo 2 discutimos o teorema da flutuação dissipação, abordando funda-
mentos para descrever propriedades de sistemas em equiĺıbrio, introduzindo a relação
entre cálculo de medidas, flutuações das medidas e dissipações. Também discutimos
nesse caṕıtulo a relação entre correlação e dimensão fractal.

No caṕıtulo 3 discutimos o modelo de ising, contextualizando seu histórico bre-
vemente e explicando propriedades importantes do modelo. Descrevemos o modelo
desordenado que é utilizado durante toda a dissertação, junto com discussões acerca
das simulações que serão feitas.

No caṕıtulo 4 detalhamos as ferramentas e métodos que são utilizados na dis-
sertação. Descrevemos como são feitas as simulações de Monte Carlo com aplicação
da API CUDA e nossas motivações para utilizar esta API. Também descreveremos
os métodos de medições utilizados.

No Caṕıtulo 5 descrevemos todos os resultados obtidos, comparando com resul-
tados já conhecidos e descrevendo os novos resultados para sistemas desordenados.
Apresentamos resultados sobre magnetização, temperatura de transição, expoente
cŕıtico beta, breve resultado sobre correlação e medidas de dimensões fractais. Con-
clúımos a dissertação no caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 2

Introdução

2.1 Dimensão Fractal

Mandelbrot surge com o conceito de dimensão fractal em uma discussão sobre o
quão longa é a costa de um páıs[1]. Como consequência da geometria, a costa de
um páıs tem diferentes tamanhos para diferentes instrumentos de medida usados,
de forma que quanto menor for a medida mı́nima de um instrumento maior será o
tamanho da costa. Desta forma, o conceito de escalonamento aparece mostrando
que a escala do sistema observado afeta o resultado.

No entanto, Mandelbrot não discute o conceito de escalonamento, pois se atém
ao conceito de dimensão fractal e propriedades importantes do mesmo. Essas pro-
priedades, principalmente auto similaridade, são componentes importantes que ca-
racterizam a fractalidade do sistema.

A compreensão sobre dimensões fractais começa na compreensão da separação
de interfaces, por exemplo: numa propagação de queimada há a região queimada e
a região a ser queimado, separadas por uma linha representando o que está sendo
queimado. Diversos outros exemplos podem ser citados: fluxo de linhas num su-
percondutor, fluidos fluindo num meio poroso, deposição baĺıstica, crescimento de
bactéricas, e outros. Destes citados, há uma conexão que os tornam semelhantes: o
conceito de escalonamento [2].

Dimensões fractais são utilizadas para caracterizar sistemas complexos como se-
paração de interfaces em eventos estocásticos. Tal linha que separa um meio de outro
apresenta irregularidades, e por isso segue o mesmo comportamento da costa de um
páis: ter um comprimentos diferentes com instrumentos diferentes. Tal irregulari-
dade impõem a necessidade de utilizar outras quantidades de caracterização além
do comprimento, a chamada dimensão fractal. Destaco que geometrias euclidianas
não são suficientes para caracterizar tais irregularidades[3].

A seperação de fase é apenas um exemplo de geometria fractal, no entanto
também é uma das aplicações que o modelo de Ising pode ter. E o conceito de
escalonamento está relacionado com transição de fase, a qual é aplicação ao qual
o modelo é amplamente aplicado. Desta forma, podemos aplicar o conceito de di-
mensão fractal à transições de fase por meio do modelo de Ising.

Objetos fractais podem possuir a propriedade de auto similaridade. Para ilus-
trar essa propriedade pegue a figura 2.1 e a fragmente em triângulos menores. Os
triângulos menores serão semelhantes à figura original. Isto se deve à propriedade
de auto similaridade, que afirma que fragmentos menores de um objeto fractal são
idênticos ao objeto completo.

Portanto, enquanto o escalonamento altera valores, como o comprimento em
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Figura 2.1: Ilustração do Triângulo de Sierpinski, um objeto fractal.

costas de páıses, a fractalidade é inerente a geometria. Ou seja, estudar a fractalidade
de um sistema é estudar sua geometria complexa independente da escala.

Há outras propriedades que podem ser discutidas.A auto afinidade, se difere da
auto similaridade pois a semelhança se mantém à depender da coordenada (x, y, z).
Um objeto fractal pode ser classificado também como invariante[2].

Independente da classificação do objeto fractal o que descreve a fractalidade deste
objeto é a dimensão fractal. A dimensão fractal é obtido em [2] utilizando o seguinte
pensamento: Em um objeto arbitrário podemos obter o volume se o preenchermos
com bolas de tamanhos iguais e conhecidos, com tamanho linear l e volume ldE .
Usando N(l) como o número de bolas de tamanho definino e dE como a dimensão
inteira das bolas temos que:

V (l) = N(l)ldE

Temos que o volume não é alterado caso altere o tamanho l, por isto temos:
N(l) ∼ l−dE . Ao isolar dE aplicando logaritmo de ambos os lados temos:

df = lim
l→0

ln(N(l))

ln(1/l)
(2.1)

Alterei de dE para df pois aqui entramos no conceito de que para um objeto ser
considerado fractal deve se ter df < dE e não inteira.

As dimensões fractais de alguns objetos são conhecidas, como o conjunto de Can-
tor e o Triângulo de Sierpinski. No entanto, dimensões fractais da maioria de outras
geometrias não pode ser calculada usando a Eq.(2.1), e é por este motivo que utiliza-
se algoritmos. O algoritmo que usaremos é descrito no caṕıtulo de metodologia.

2.2 Teorema da Flutuação-Dissipação

O teorema da flutuação-dissipação (TFD) é de extrema importância na f́ısica [4],
pois permite obter as grandezas fundamentais do sistema, veja os exemplos abaixo.
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No entanto, o TFD falha em muitas circunstâncias, incluindo a transição de fase.
Neste caṕıtulo mostramos como podemos recuperar o TFD na transição de fase.

2.2.1 Médias e Flutuações

A mecânica estat́ıstica se propõe a estudar a dinâmica de um grande número de
part́ıculas em equiĺıbrio ou fora do equiĺıbrio. Em equiĺıbrio, utiliza-se a função
partição para obteção de variáveis termodinâmicas e a equação de estado. A função
partição é a combinação linear de todos os estados posśıveis de energia, sendo escrita
como:

Z =
∑
i

e−βtEi , (2.2)

onde Ei é a energia do estado |i⟩, βt = 1/KbT , Kb é a constante de Boltzman e T é a
temperatura c. Para utilização de tal formalismo espera-se conhecer o hamiltoniano
H que descreve o sistema e

H|i⟩ = Ei|i⟩, (2.3)

i.e. auto-estados e energias [5]. Podemos utilizar a função partição no cálculo do
peso de probabilidade de um estado espećıfico ocorrer. Tal equação é escrita como:

ψ =
e−βtEi

Z
(2.4)

Esta equação mostra o carácter estat́ıstico da função partição e a relação da energia
com a probabilidade do dado estado ocorrer, sendo maior a probabilidade com a
diminuição da energia [5].

Dentro deste contexto estat́ıstico, o valor de uma grandeza f́ısica é dado pela
média dos posśıveis valores. Utilizamos a equação abaixo, a qual segue a equação
geral de uma média poderada, neste caso, ponderada pelo peso dada pela energia.
Note que a equação é uma média sobre o ensemble e não define exatamente como é
calculada a média durante uma simulação

⟨y⟩ =

∑
i e

−βtEiyi∑
i e

−βtEi
(2.5)

A flutuação em torno de um valor médio é um conceito importante na f́ısica
estat́ıstica que se mostra presente em vários cenários. Pode-se iniciar a interpretação
de flutuação com a compreensão da distribuição Gaussiana:

P (x) =
1√

2πσ2
exp

[
−(x− ⟨x⟩)2

2σ2

]
(2.6)

a qual é interpretada como a probabilidade de uma medida de x ocorrer, dados os
valores da média (⟨x⟩ = 1

N

∑
i xi) e da variância (σ2 = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2), em que N

representa a quantidade de medidas. Destacando que a variância (ou desvio padrão,
considerando σ) é a dispersão dos valores ao redor da média, ou seja, uma flutuação.

É importante destacar uma relação chamada desvio relativo, o qual configura
uma relação importante entre o desvio padrão com a quantidade de medidas feitas
[5]. Tal relação é fundamental para qualquer problema estat́ıstico e é dado por:

σA
⟨A⟩

∼ 1√
N
. (2.7)
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Esta equação, conhecida como a lei dos grandes números, onde N representa o
número de medidas realizada, sendo de extrema importância quando for discutido
os métodos de obtenção das medidas neste projetos.

A eq.(2.6) tem fundamental importância, uma vez que ao obter medidas de um
sistema qualquer, a média e o desvio padrão serão utilizados respectivamente como
inferência do valor e da precisão deste dado valor, como é discutido em [6].Além disso,
para a mecânica estat́ıstica, em escalas nanométrica variâncias são responsáveis por
outras caracteŕısticas f́ısicas do sistema. Essa relação é dada abaixo para alguns
casos:

O calor especifico Cv

σ2
U = kBT

2Cv, (2.8)

onde σ2
U é a variância da energia do sistema em equiĺıbrio com energia U , mostrando

que o calor espećıfico é dado pela variância da energia. Outros desvios se relacionam
com outras propriedades, como o desvio do volume de um sistema se relaciona com
compressibilidade isotérmica κT (σ2

V = kBT ⟨V ⟩κT ).
Há tambéma a suscetibilidade magnética a campo zero, a qual é a variância da

magnetização [7]:
χ0 = βt(⟨m2⟩ − ⟨m⟩2), (2.9)

Uma relação semelhante foi obtida recentemente para o parâmetro de ordem r de
uma sincronização de fase induzida por rúıdo em um modelo de Kuramoto [8, 9, 10,
11]

σ2
r = kBTcχ, (2.10)

Em um sistema em crescimento, o desvio da altura na separação das superf́ıcies
se relaciona com a rugosidade, ou largura de linha, w via [2]

w(L, t) = σh, (2.11)

em que L representa o tamanho horizontal e t o tempo de deposição. Aqui a média
é calculada sobre o espaço. A rugosidade é uma grandeza f́ısica muito importante,
uma vez que muitos fenômenos importantes têm sido associados a ela [2, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]. Para muitos processos
de crescimento, a rugosidade, w(L, t), aumenta com o tempo até atingir um valor
saturado ws, ou seja, w(t → ∞) = ws. A evolução temporal da rugosidade é bem
descrita pelo escalonamento de Family-Vicsek [2, 29]

w(L, t) =

{
ctχ/z, if t≪ t×,

ws ∝ Lχ, if t≫ t×,
(2.12)

onde t× ∝ Lz, e χ é o expoente de rugosidade. O expoente de rugosidade χ pode ser
associado à dimensão fractal da interface df através da relação [30, 31, 32, 33, 34]

χ =

{
2 − df , if d = 1

d− df , if d ≥ 2.
(2.13)

Essa última relação é muito importante para nosso trabalho.
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2.2.2 Equação de Langevin e Teorema de Flutuação-dissipação

No ińıcio do século XX, a teoria atômica ainda era muito controversa. Para alguns
pesquisadores, as respostas desconhecidas para muitas perguntas representavam um
problema enorme, enquanto para outros constitúıam um grande est́ımulo. As obras
de Einstein e Smoluchowski sobre o movimento browniano causaram um grande
impacto. Sob abordagens diferentes, P. Langevin, A.D. Fokker, M. Planck e A. Kol-
mogorov estudaram o movimento browniano como uma classe especial de processo
estocástico de Markov [4, 35, 36, 37, 38, 39].

Langevin iniciou a era dos processos estocásticos expĺıcitos na f́ısica considerando
a equação de movimento para uma part́ıcula se movendo em um fluido como [38]:

M
dv(t)

dt
= −Mγv(t) + f(t), (2.14)

Onde M e γ são a massa da part́ıcula e o atrito, respectivamente. A proposta
engenhosa e elegante foi modular as interações complexas entre as part́ıculas, con-
siderando todas as interações como duas forças principais. Tomando ∆t como o
intervalor de tempo entre colisões aleatórios entre a part́ıcula e as moléculas do flui-
dos, a primeira contribuição representa uma força de atrito, −Mγv, onde a escala
de tempo caracteŕıstica é τ = γ−1 enquanto a segunda contribuição vem de uma
força estocástica, f(t), com escala de tempo ∆t≪ τ .

É importante mencionar que para uma variável estocástica g(t), a média em um
intervalo de tempo τ0 pode ser estimada como

g(t) =
1

τ0

∫ τ0/2

−τ0/2

g(t+ s)ds (2.15)

e a hipótese ergódica de Boltzmann (HEB) estabelece que para um sistema em
equiĺıbrio,

g(t) = ⟨g(t)⟩, (2.16)

o que significa que a média temporal é igual à média do ensamble. Desta forma,
podemos utilizar tanto média no tempo quanto média no ensemble, exceto nas si-
tuações em que a HEB falha. Note que para o movimento browniano τ ≈ 1s,
∆t ≈ 10−12 − 10−14s, deste modo existe bastante espaço para escolher τ0 de modo
que ∆t ≪ τ0 ≪ τ , nesta condição a HEB é valida mesmo fora do equilibrio . A
força alteatória f(t), na Eq. (2.14), obedece às seguintes condições:
(i) a força média devido às colisões aleatórias na part́ıcula é zero

⟨f(t)⟩ = 0, (2.17)

(ii) não há correlação entre a velocidade inicial da part́ıcula e a força aleatória

⟨f(t)v(0)⟩ = 0 (2.18)

e (iii) a força aleatória em diferentes tempos t e t′ não são correlacionadas

⟨f(t)f(t′)⟩ = Bδ(t− t′), (2.19)

sendo B uma constante a ser determinada. A equação acima é conhecida como um
processo Gaussiano ou também chamado de rúıdo branco. Para entender as propri-
edades dinâmicas de uma part́ıcula que obedece à equação de movimento (2.14) e
às condições (2.17) a (2.19), começamos com a seguinte solução:

v(t) = v(0) +

∫ t

0

exp[−γ(t− t′)]f(t′)dt′. (2.20)
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Depois de um longo tempo, o sistema atinge o equiĺıbrio, o que significa que

⟨v2(t→ ∞)⟩ = ⟨v2⟩eq = kBT/M. (2.21)

(i.e., o teorema da equipartição). Usamos então as condições acima para obter
B = 2MγkBT e reescrever a Eq. (2.19) como

⟨f(t)f(t′)⟩ = 2MγkBTδ(t− t′). (2.22)

Foi uma ideia engenhosa de Langevin separar a interação muito complicada das
moléculas na escala de tempo limite, ou seja, a mudança de tempo lenta (a força
dissipativa) e a mudança de tempo rápida (a força estocástica). É digno de nota que
essa separação artificial entre elas na Eq.(2.14) agora desaparece como consequência
da Eq.(2.22), onde essa importante relação foi destacada. Esta foi a primeira forma
expĺıcita do teorema de flutuação-dissipação.

A bela e simples abordagem de Langevin nos ajuda a lidar com muitas situações
na f́ısica. Permite-nos fazer alguns cálculos anaĺıticos para alguns modelos simplifica-
dos e até obter alguns limites para sistemas mais complexos. Também é fácil realizar
experimentos computacionais dentro de sua estrutura. Portanto a equação de Lange-
vin e sua formulação quântica com o conceito de campos flutuantes abriu um amplo
ramo de investigações em diversos sistemas como o espalhamento de luz [40, 41, 42,
43, 44, 45, 46, 47], espalhamento de nêutrons em metais ĺıquidos [48, 49], dinâmica de
cadeias poliméricas [50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63], motores mole-
culares [64, 65, 66], condutividade [67, 68], teoria das taxas de reação [69, 70, 71, 72]
e sincronização de ruido [73, 74, 75, 76, 77, 78]. O uso de conceitos de difusão
encontra inúmeras aplicações na ciência, por exemplo, na difusão controlada de me-
dicamentos no organismo [79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86], onde o bom entendimento
dos mecanismos de liberação, bem como dos tempos de liberação caracteŕısticos, é
fundamental. Não seria exagero afirmar que todos esses campos são direta ou indi-
retamente associados com a difusão anômala [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96,
97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109].

2.2.3 Teoremas de flutuação-dissipação quânticos

Ao longo do último século, a teoria da resposta linear de sistemas quânticos a per-
turbações externas aplicadas tem avançada sendo inspiradas nos trabalhos de Ny-
quist, Johnson, Kubo e Callen [110, 111, 112, 113, 114, 115, 116]. Em particular,
foi estabelecido que os coeficientes de resposta linear em sistemas hamiltonianos
são proporcionais às funções de correlação de dois pontos [113, 114], de maneira
semelhante a situações que surgem em sistemas estocásticos.

Aprofudamentos adicionais e relações com a termodinâmica foram desenvolvidas
por Onsager [117], que estudou a dinâmica de relaxação do sistema macroscópico
observável em termos da primeira derivada (temporal) da entropia, que é diferente de
zero fora do equiĺıbrio. De acordo com a definição de Onsager, a derivada da entropia
em relação a uma variável macroscópica é denominada força termodinâmica, que
neste cenário está acoplada linearmente a um fluxo termodinâmico por meio de um
coeficiente cinético. Em seu trabalho seminal, Onsager também apresentou uma
prova das relações de simetria nos coeficientes cinéticos e estabeleceu uma ligação
entre a dispersão de flutuações e as taxas de relaxamento. Levou várias décadas
para uma nova série de desenvolvimentos, refletindo, entre outros, o contexto da
termodinâmica estocástica de sistemas mesoscópicos, resposta linear de processos
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não-Markovianos e resposta de processos estocásticos impulsionados por flutuações
não gaussianas [72, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130,
131].

Outra generalização das relações de flutuação-dissipação decorre do trabalho
pioneiro de Bochkov e Kuzovlev [132, 133], que obtiveram igualdades rigorosas
para flutuações (teoremas de flutuação) em um sistema arbitrário levado a um
estado fortemente não equilibrado. Seu trabalho foi posteriormente seguido por
Jarzynski [134, 135] e Crooks [136]. Notavelmente, em contraste com a relação de
flutuação-dissipação estudada no regime linear, os teoremas de flutuação fornecem
informações sobre a resposta não linear e foram testados experimentalmente [137].

2.2.4 Violação do Teorema de flutuação-dissipação

Como exposto acima, a relação entre flutuações e dissipação desempenha um papel
crucial na teoria de resposta fundamentada na mecânica estat́ıstica. O formalismo
do FDT derivado para sistemas próximos ao equiĺıbrio, onde o equiĺıbrio detalhado
é mantido, nos permite obter importantes quantidades medidas, como suscetibili-
dade, seção transversal de espalhamento de luz, intensidade de espalhamento de
nêutrons, difusão, rugosidade superficial no crescimento, e outros, estudando cor-
relações espontâneas de variáveis dinâmicas flutuantes. Por outro lado, a quebra
do FDT de equiĺıbrio é um fato muito comum e está bem documentada na lite-
ratura. Por exemplo, na dinâmica KPZ, o FDT funciona para 1 + 1 dimensões,
no entanto, falha para d + 1 dimensões quando d > 1 [13, 138]. A violação do
FDT também foi observada em experimentos de vidro estrutural, por meio de ex-
tensas simulações computacionais[139, 140, 141, 142, 143, 144], em protéınas [145],
na transferência de calor radiativo mesoscópico [146, 147], na dinâmica de Heisenbeg
desordenado [148, 149], bem como na difusão baĺıstica [97, 118, 150, 151].

Um avanço na compreensão de posśıveis cenários de quebra do FDT é anali-
sar uma hierarquia nos teoremas fundamentais da f́ısica estat́ıstica: A condição de
mistura é mais forte do que a HEB, Eq. (2.16), e a ergodicidade é uma condição
necessária para o FDT, como discutido anteriormente. A conexão hierárquica entre
mistura, ergodicidade e FDT foi investigada em uma sequência de trabalhos [97, 118,
150, 152], estabelecendo assim a maneira como a relação FDT pode ser contrariada.

2.3 Teorema de flutuação-dissipação na transição

de fase

2.3.1 Transição de fase

Uma transição de fase é bem descrita pelo comportamento do parâmetro de ordem,
calor espećıfico e susceptibilidades próximos a temperatura cŕıtica Tc. Considere
por exemplo sistemas magnéticos descritos pela dinâmica de um sistema de spins, o
qual si representa o valor do spin em um sitio i. O parâmetro de ordem, neste caso
a magnetização m é dada pela média aritmética:

m =
1

N

∑
si. (2.23)
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Próximo a transição de fase, i.e. para T → Tc temos:

m ∝ |T − Tc|β, (2.24)

o calor especif́ıco com campo magnética nulo (h = 0):

Ch=0 ∝ |T − Tc|−α, (2.25)

e a suscetibilidade magnética, h→ 0

χ0 ∝ |T − Tc|−γ, (2.26)

os expoentes α, β e γ são chamados expoentes cŕıticos [5, 153]. Observe que a
rugosidade, eq. (2.12), também é descrita por leis de potência.

2.3.2 Função de correlação

Como dito anteriormente, as equações de variância de uma grandeza representão
quantidades caracteŕısticas do sistema. Deste modo as flutuações observadas são
fontes importantes de informações. É importante destacar que as equações 2.8 e 2.9
representam uma relação muito importante na área de f́ısica estat́ıstica: relação de
flutuação-dissipação. Deste modo defini-se a flutuação como:

ψ(i) = si −m (2.27)

e a função de correlação

G(r) = ⟨ψ(i+ r)ψ(i)⟩ = ⟨s(i+r)si⟩ − ⟨si⟩2 (2.28)

onde r representa a distância entre dois śıtio. Para pequenas flutuações no limite
cont́ınuo, G(r) satisfaz [153]:

(−∇2 + κ2)G(r) = δd(r), (2.29)

com transformada de Fourier G̃(k) = (k2+κ2)−1. A transformada de Fourier inversa
de G(r), também no limite de pequenos k, produz [154]

G(r) ∝

{
r2−d exp(−r/ρ), if r > ρ,

r2−d−η, if r ≪ ρ,
(2.30)

onde ρ = κ−1 é o comprimento de correlação, d é a dimensão do sistema, por exemplo
em sistemas bidimensionais d = 2. O comportamento para r pequeno é assumido,
introduzindo empiricamente o expoente de Fisher η. Para T próximo à temperatura
cŕıtica Tc, o comprimento de correlação diverge com:

ρ ∝ |T − Tc|−ν , (2.31)

O expoente cŕıtico do comprimento de correlação ν está relacionado ao expoente
cŕıtico do calor espećıfico α através da relação de hiper escalonamento [154]

α = 2 − dν, (2.32)

associando assim uma variável termodinâmica com a divergência do comprimento
de correlação. Também temos a relação de escala de Fisher [154]:

γ = (2 − η)ν. (2.33)
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2.3.3 Recuperando o Teorema de Flutuação-Dissipação

A introdução do expoente η na eq. 2.30 mostra que a teoria de campo médio, na
qual = 0, não fornece os expoentes corretos para a transição de fase.

Motivado por resultados anteriores no estudo de crescimento [29, 31, 32, 155, 156,
157] Lima e colaboradores [34] recuperaram o FDT para transição de fase propondo
que para T → Tc:

1. A hipótese de que a dinâmica de um determinado sistema pode fazer com que
a atividade fique restrita a um subconjunto do espaço, caracterizado por uma
dimensão fractal df menor que a dimensão espacial d.

2. Que a equivalente Eq. (2.29) no espaço fractal justifica e determina o expoente
η, como

η = d− df . (2.34)

Assim, o expoente de Fisher na função de correlação G(r) representa o desvio da
dimensão inteira. df está dentro dos limites d− 1 ≤ df ≤ d. Esse resultado é geral
e aplica-se a toda transição de fase de segunda ordem. Observe a semelhança com a
eq. 2.13 mostrando uma relação entre transição de fase no equilibrio e crescimento
fora do equilibrio.

Para o modelo isotrópico de Ising em duas dimensões temos os resultados exatos
η = 1/4, o que dá df = 7/4. Esse resultado foi verificado recentemente [34] com
grande precisão.

Para o modelo desordenado de Ising obtemos apenas valores numéricos. Estamos
tentando obter uma relação semelhante à eq. 2.34.

2.4 Modelo de Ising Desordenado

O modelo de Ising é um modelo de interações de spins, conjecturado por Lenz
e Ising [158], que ganhou muita popularidade com a facilidade de explicação de
fenômenos cooperativos. Estes fenômenos tem como essência os detalhes das forças
intermoleculares e da propagação da ordem de longo alcance. O modelo se faz
simles, pois há uma simplificação na representação de tais forças. De forma básica,
é descrito um rede com geometria determinada e com śıtios que podem ser ocupados.
Porém, alterando o que ocupa os śıtios há diferenças na aplicação.

Os śıtios podem estar ocupados com uma mistura de moléculas, assim apre-
sentando separação de fase com agrupamentos de mesma molécula. Também há
possibilidade de haver espaços preenchidos e vazios, representando condensação de
moléculas numa região. No caso deste projeto, consideraramos os śıtios ocupados
por spins com valores up ou down. Neste cenário, observaremos a magnetização
espontânea, dada pelo comportamento conjunto dos spins[159, 160].

Lenz sugeriu que o dipolo atômico ocupando o śıto na rede pode rotacionar,
por este motivo os śıtios são ocupados por spins, e a rotação é representada pela
alteração entre valores up e down. Existem propriedades desta rotação que levam à
popularidade do modelo. A configuração dos spins, dada pela diminuição de energia,
ocorre devido ao comportamento cooperativo do sistema, ou seja, os spins tendem a
igualar seus valores (up ou down) com os vizinhos com quais se relacionam. Gerando
um contexto de ordenação do sistema.

A configuração dos spins não depende apenas da interação, mas também da
temperatura a qual o sistema se encontra e a geometria do mesmo. Ising demons-
trou que um sistema unidimensional de spins possui apenas a fase ferromagnética,
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onde os spins tendem a se alinhar parelalamente. Posteriormente, Onsager [161]
demonstrou que um modelo de Ising com geometria quadrada possui transição en-
tre fase ferromagnética e paramagnética. Essa transição é chamada de transição
de ordem-desordem, e por se tratar de um sistema de spins a transição representa
uma transição magnética. O estado ferromagnético alinha os spins paralelamente,
enquanto o paramagnético não alinha dos spins e possui magnetização nula.

A interação entre spins é fator determinante no comportamento do sistema sendo
representada no modelo pela chamada constante de acoplamento J . Em modelos
simples, o acoplamento é dado como um valor constante e igual para todos os spins,
contudo este pode tomar valores distintos tanto numérico quanto para diferentes
interações. Explicito aqui que a explicação de comportamentos magnéticos é dada
por fatores não magnéticos. E é posśıvel ainda adicionar campo no modelo de Ising,
fator utilizados em outros trabalhos.

Resultados já conhecidos do modelo e comparações com resultados experimen-
tais mostram que existem materiais que são “Ising-likes”, isto é, materiais que
apresentam comportamentos macroscópicos próximos aos resultados obtidos pelo
modelo[162].E fora no escopo da f́ısica e de materiais este modelo já serviu em
pesquisas quanto à difusão de infecções da COVID-19 [163] e em pesquisas soci-
ais [164, 165].

2.4.1 Descrevendo o Modelo

Objetivo fundamental da mecânica estat́ıstica de equilibrio, pode ser definido como
a determinação da função de partição Eq. (2.2). Entretanto, para tal, precisamos
resolver Eq. (2.3) inicialmente. Pelo que conhecemos da mecânica quântica, Eq.
(2.3 ) pode ser resolvida exatamente apenas em poucos casos. Mesmo assim, a re-
solução da Eq. (2.3) não implica a imediata obtenção da função de partição. No
nosso estudo vamos concentrar a atenção no modelo de Ising, o qual hamiltoniano
será definido adiante.

O modelo de Ising, que foi idealizado por Lenz e estudado por Ising no ińıcio do
século XX, é um modelo que considera interações entre part́ıculas [159]. O modelo é
descrito como uma rede com śıtios ocupados por part́ıculas que possuem “momentos
magnéticos”com valores si = ±1. Com o advento da mecânica quântica na década de
20 do século passado esses momentos magnéticos foram associados com os “spins”.

O modelo de Ising descreve a interação entre um sit́ıo i e um sit́ıo j na forma
[166].

H = −
∑
i ̸=j

Ji,jsisj − µh
∑
i

si, (2.35)

onde Ji,j é o potencial de energia entre dois spins, si = ±1 e µ é o momento magnético
do spin sobre efeito do campo magnético externo h. As interações descritas pelo
modelo são bastante complexas deste modo utiliza-se as seguintes aproximações:

1. Considerar que a função de onda decai exponencialmente, assim a intensidade
das interações com os segundos e terceiros vizinhos são pequenas. Desta forma
limita-se as interações entre primeiros vizinhos. Essa aproximação é utilizada
durante toda essa dissertação.

2. Considerar todos os acoplamentos do sistema Ji,j = J

A aproximação 2 foi estudada por [34]. Nesse trabalho estudaremos sistemas
desordenados na aproximação dos primeiros vizinhos.
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Figura 2.2: Ilustração representativa de uma grade do modelo de Ising bidimensional
de tamanho 3x3.

A rede pode ter diferentes geometrias. Para uma dimensão é apenas uma linha
com śıtios. Para o caso bidimensional e o tridimensional é uma rede quadrada e um
cubo, respectivamente, as geometrias mais simples. Existem geometrias com formato
triangular, hexagonal. Dependendo da geometria do sistema e do comprimento da
função de onda, as quantidades de posśıveis interações são alteradas. No caso de
primeiros vizinhos numa rede quadrada, um spin tem apenas 4 interações como é
observado em 2.2.

O sistema desordenado será o foco deste trabalho, sem atuação de campo magnético.
A Hamiltoniana do sistema utilizado neste projeto é:

H = −
∑
i ̸=j

Ji,jsisj, (2.36)

que representa um sistema de spins disposto numa grade retangular, e que tem as
constantes de acoplamento de cada par de spin dadas por uma distribuição Gaussi-
ana da seguinte forma:

P (Ji,j) =
1√

2πσ2
J

exp

[
−1

2
(
Ji,j − ⟨Ji,j⟩

σJ
)2
]
, (2.37)

em que ⟨Jij⟩ é o valor médio, e σJ é o valor do desvio padrão que terá diferentes
valores durante o projeto. Note que Ji,j depende do par de spins si e sj. E depen-
dendo dos valores de ⟨Ji,j⟩ e σJ temos um vidro de spin. Outras pesquisas fora feitas
com distruibuição discreta, com Jij = ±1, e gaussiana com média igual a zero [167].

O modelo de Ising não corresponde a uma realidade f́ısica, já que momentos
magnéticos reais são representados por vetores matriciais dadas pelas são as matri-
zes de Pauli. Entretanto, como o modelo de Ising é entre modelos de muitos corpos
o mais simples, ele serve de base para muitos estudos em f́ısica, qúımica, biologia, e
mesmo nas ciências socias.

A resolução do modelo de Ising ordenado foi feita para o caso unidimensional por
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Ising e bidimensional com campo nulo, h = 0, por Onsager[161]. Ele determinou que
a temperatura cŕıtica para uma rede retangular com condição de contorno periódica
é dada:

sinh(2J/KBTco) = 1 (2.38)

No entanto, a solução do modelo bidimensional é extensiva e complicada. Atual-
mente muitas pesquisas são feitas utilizando simulações computacionais, que terão
os métodos abordados mais adiante.

Destaco que na Hamiltoniana apresentada os spins podem ter valor ±1, e o
comportamento padrão dos spins é alinhar-se com seus vizinhos para J > 0. Isto
ocorre pois a configuração de spins com maior probabilidade ocorre com o menor
valor de energia, e que neste caso é dado com o alinhamento dos spins. Quanto há
interação campo-spin ocorre o alinhamento do spin com o campo magnético também.

Existe utilidade do modelo em diferentes sistemas. Os mais básicos a serem
descritos são: sistemas magnéticos com orientações de spin “up”ou “down”; mis-
tura com dois tipos de moléculas; misturas com moléculas e espaços vazios. Nestes
cenários o valor do spin si representa ou a orientação do spin, ou o tipo da molécula
ou se é um espaço vazio ou ocupado[168].

Como as interações tendem a alinhar paralelamente os spins abaixo da tempera-
tura cŕıtica é comum a criação de grupos (clusters) com spins de mesmo valor. Esta
é a caracteŕıstica fundamental para sistemas de misturas.

2.4.2 Variáveis e transição de fase

As variáveis que podem ser calculadas com este modelo são magnetização, energia,
susceptibilidade magnética, calor espećıfico[168]. Essas são medidas básicas a se-
rem obtidas, assim como a função de correlação e o comprimento de correlação. As
obteção dessas grandezas podem exigir uma grande potência computacional, por-
tanto precisamos usar programas eficientes para os recursos que dispomos. Também
é importante compreender como realizar as medições para facilitar as simulações.
Neste momento focaremos na discussão sobre as variáveis calculadas e como medi-
las em simulação, e no próximo caṕıtulo discutirei os métodos.

Saber calcular essas variáveis é importante para conseguir realizar a simulação.
A energia é uma variável muito importante para dar sequência no método de Monte
Carlo que será discutido no próximo caṕıtulo. Ela é dada pelo hamiltoniano do
sistema, de forma que cada spin contribui com uma unidade Ei de energia, e temos:

Ei = −
∑
<j>

Jijsisj. (2.39)

A soma das energias de cada spin resulta na energia do sistema. Em contexto de
simulação não é posśıvel conhecer a densidade de probabilidade do sistema, então
utilizamos a média aritmética para calcular as variáveis, ao invés da média sob o
ensemble. No caso da energia por spin temos:

E = − 1

N

∑
<ij>

Jijsisj (2.40)
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A energia desempenhará um papel crucial na tomada de decisão de organização dos
spins, por isso é a primeira variável calculada.

Dada uma organização de spins, podemos medir a magnetização do sistema, que
representará a distribuição de spins up ou down e será utilizada para verificação de
transição de fase magnética. A magnetização é dada pela equação (2.23) podendo
ter o valor apenas entre 1 e -1. Valores diferentes de zero refletem um sistema na fase
ferromagnética, enquanto valores iguais a zero são atribuido à fase paramagnética.

A partir destas duas variáveis é posśıvel calcular capacidade térmica e suscepti-
bilidade utilizando a equação de variância das medidas pelas equações (2.8 e 2.9).

O comportamento do comprimento de correlação perto da transição de fase é
diferente longe da transição. O comprimento de correlação passa a seguir uma lei
de potência dada pela equação (2.31), apresentando divergência em T = Tc (Tc é a
temperatura cŕıtica), e esta divergência é dita como uma das mais importantes para
a compreensão de fenômenos cŕıticos.

Atinge-se a transição de fase quando T → Tc, atingindo um comportamente
cŕıtico. Nesta dissertação, como se trata de um sistema desordenado utilizaremos a
notação Tco para representar a temperatura cŕıtica de um sistema ordenado, dado
pela equação (2.38). Temperatura cŕıticas referentes ao sistemas desordenado é
representada aqui como Tci.

Com exceção da energia, as variáveis apresentadas divergem e são descritas por
uma lei de potência. São esses os parâmetros de ordem, funções responśıvas e as
funções de correlações, e são caracterizadas por expoentes cŕıticos.

Note que o modelo se baseia em interações de primeiros vizinhos, curta distância
caracterizada por um comprimento de correlação próximo a 1. Entretanto o compor-
tamento coletivo, próximo a uma transição de fase, mostra a existência de correlações
de longa distância.
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Caṕıtulo 3

Objetivos

Nesta dissertação temos como hipótese:

1. O expoente de Fisher está relacionado com a dimensão fractal do sistema.

Desta forma, objetivamos de modo geral demonstrar como a desordem afeta a
transição de fase, caracterizada pelos expoentes cŕıticos, e a dimensão fractal utili-
zando de simulações computacionais do Modelo de Ising.

De forma espećıfica, objetivamos:

1. Utilizar um sistema desordenado dado por uma função de distribuição Gaus-
siana com média f́ıxa unitária e valores de variância variáveis;

2. Criar algoritmo de simulação paralela em placa de v́ıdeo;

3. Verificar como a temperatura de transição é alterada com alterações da desor-
dem;

4. Obter expoente cŕıtico do parâmetro de ordem para diferentes valores de de-
sordem;

5. Obter expoente de Fisher para diferentes valores de desordem;

6. Obter dimensão fractal para diferentes valores de desordem;

7. Descrever a relação entre dimensão fractal e expoente de Fisher para contexto
de sistema desordenado.
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Caṕıtulo 4

Metodologia

4.1 Monte Carlo e Metropolis

O método de Monte Carlo (MC) é uma abordagem para simular sistemas estocásticos,
i.e, que evoluem temporalmente de forma aleatória[168]. Seguindo uma cadeia de
Markov é posśıvel alcançar diveros estados do sistemas para obter medidas es-
tat́ısticas, que no nosso caso representam grandezas f́ısicas.

O método de Monte Carlo possui diversas aplicações, por exemplo o cálculo de
áreas, decaimento radioativo, cálculo do valor π, movimento browniano, modelos de
crescimento de superf́ıcie [169]. É bastante utilizado quando o sistema de estudo tem
bastantes graus de liberdade, possibilidades de estados. Em um modelo de Ising, a
quantidade de posśıveis estados que o sistema pode ter aumenta com o tamanho da
rede, lembrando que cada spins pode ter dois valores diferentes.

O Algoritmo de Metropolis é uma forma de realizar o método de Monte Carlo.
Ele funciona escolhendo aleatoriamente um corpo do sistema e alterando seu valor.
Com a alteração do valor aplica-se uma condição pré-estabelecida, que dirá se a
alteração deverá continuar no sistema ou não. Após tomada de decisão voltamos a
escolher outro corpo aleatoriamente, e seguir o ciclo por um número determinado
de vezes. Um ciclo descrito acima é chamada de Monte Carlo Sweep (MCS).

O método de MC tem como entrada a matriz de spins, sendo necessário definir
qual é a condição usada para alterar o sistema durante a cadeia de markov. No
algoritmo de Metropolis se faz uso da energia do sistema. Partindo da equação
2.4 temos a densidade de probabilidade de um estado i qualquer. Considere um
segundo estado y qualquer, onde temos a densidade alterada apenas para a energia
deste estado.

ρy =
e−βtEy

Z
. (4.1)

Verificando a razão das densidades nestes dois estados temos:

ρi
ρy

=
e−βtEi

e−βtEy
, (4.2)

e portanto,
ρi
ρy

= e−βt[Ei−Ey ] = e−βt∆E. (4.3)
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A Eq.(4.3) mostra que a razão das densidades de probabilidades entre dois es-
tados consecutivos depende da variação da energia. Consideramos então que a mu-
dança do estado i para o estado y tem probabilidade de ocorrência dada pela variação
de energia entre os estados. Desta forma a equação governa a cadeia de markov na
grade. Portanto, o Algoritmo de Metropolis consiste em observar a variação de ener-
gia e aplicar as seguintes condições:{

∆E < 0−Mudança ocorre

∆E > 0−Mudança ocorre se p < e−βt∆E

onde p é um número sorteado aleatoriamente com distribuição uniforme.

Observe que na primeira condição o sistema se direciona para o estado de menor
energia, uma vez que diferença negativa resultará na alta probabilidade de ocorrência
e mudança do caso de maior energia para o de menor. Enquanto a segunda condição
possibilita a mudança de um estado de menor energia para outro de maior energia,
permitindo que ocorra oscilação do sistema. A junção destas condições permitem a
evolução da cadeia de markov e a existência de flutuações.

O caso de Ising desordenado possui diferentes valores de acoplamentos, então a
mudança de energia para virar o spin si,j é

∆E =

{
J [si,j+1 + si,j−1 + si−1,j + si+1,j]si,j, Ordenado

[Ji,j+1si,j+1 + Ji,j−1si,j−1 + Ji−1,jsi−1,j + Ji+1,jsi+1,j]si,j, Desordenado.
.

(4.4)
É importante destacar que o Algoritmo de Metrópolis é uma técnica inteligente

de amostragem, pois as condições que aceitação da mudança na cadeia de markov
seleciona estados mais representativos do sistema. Sendo assim, a obtenção das
medidas ocorre no momento que o sistemas atingir um ponto de saturação.

A temperatura também atua nas probabilidades da transição entre microesta-
dos. E como ponto principal, este condicional está de acordo com a equação 2.3,
que mostra que a maior probabilidade de ocorrência é com a diminuição da energia.

A simulação é um artif́ıcio que possui algumas complicações que devem ser dis-
cutidas. Destaco duas dificuldades importantes: tempo de simulação e precisão dos
resultados.Ambas ecessitam que quem faça a simulação esteja ciente e que tenha
ferramentas para contornar-las, e que estam relacionadas.

A precisão das simulações deve ser olhada com atenção, já que por se tratar de
probabilidades é posśıvel alcançar um falso equiĺıbrio, como um mı́nimo de ener-
gia local e interpretar como um mı́nimo global. Geralmente, estas situações são
evitadas realizando mais ciclos de MCS. Contudo, esta solução encontra a segunda
complicação, tempo.

Muitas simulações tomam muito tempo e requerem assim um poder compu-
tacional maior. Com o progresso dos computadores as simulações também estão
evoluindo, envolvendo mais corpos, mais fatores e afins. No modelo de Ising, como
exemplo, é posśıvel aumentar o número de integrantes. Mas como já mostrado an-
teriormente, o número de microestados aumenta com 2L apenas com o aumento
da grade, e adicionando as possibilidades dos valores de Jij tem-se um aumento
considerável das aplicações de MS. Por consequência, o tempo levado para realizar
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a simulação aumenta consideravelmente. Esse é o motivo do uso da ferramenta
CUDA.

4.2 CUDA e Python

Compute Unified Device Architecture (CUDA) é uma API destinada à programação
paralela desenvolvida pela empresa NVIDIA. Esta ferramenta faz uso da placa
de v́ıdeo(GPU) para processar a simulação, e não o processador do computador
(CPU)[170]. De forma geral, a placa de v́ıdeo é utilizada para processos que envol-
vem a imagem, mas com a arquitetura CUDA é posśıvel executar o algoritmo que
não envolve imagem na GPU. Esta arquitetura utiliza linguagem C e C++.

GPUs atuais utilizam hardware com multiprocessadores escalonáveis em estilo
ordenado. Esta ordem é separada em blocos (blocks) e sub-blocos(threads). O
CUDA funciona sendo ativada por extensões no código, que compilaram o algo-
ritmo e envia os processos para os blocos e sub-blocos.

A principalmente diferença de executar em GPU e não CPU é que a GPU re-
aliza a mesma função desejada em cada sub-bloco ao mesmo tempo, enquanto a
CPU executa a função de forma linear. Exemplificando no modelo de Ising, a CPU
realizará o método MC para um “spin”por vez, enquanto a GPU consegue realizar
para mais de um spin.

Por causa da forma que programação em CUDA funciona, o tempo dedicado a
uma simulação diminui consideravelmente, como mostrado em [171]. Para grades
de Ising com poucos corpos (cerca de 25) a CPU possui vantagem, no entanto, os
resultados não possuem a precisão desejada. Para 28 śıtios o tempo de simulação
chega a ser cem vezes menor em execução de GPU.

A ferramenta CUDA existe para diversas linguagens de programação, incluindo
a linguagem Python. Esta linguagem vem crescendo dentro e fora de ambientes
acadêmicos, sendo utilizada em computação cient́ıfica [172] [173], ciência de dados
[174] e outros. Por Python ser uma linguagem open-source, há inúmeras bibliotecas
que adicionam funcionalidades ao código, e algumas serão discutidas abaixo pois
serão utilizadas no projeto.

A biblioteca principal é a Numpy [175], que adicona funcionalidade poderosa de
programação com arrays. Tendo aplicações em computação quântica, estat́ıstica,
qúımica e outras áreas, numpy implementa linguagens como C e FORTRAN no
ambiente python. Há utilização primordial de arrays multidimensionais (tensores)
([176]). Entretanto, as ações da numpy são operadas na CPU.

Outra biblioteca, que faz uso da numpy, é a Scipy [177]. Como discutido em
[173], scipy é criado sob Numpy, assim fazendo uso dos arrays para modelar e resol-
ver problemas cient́ıficos. Os algoritmos inclusos objetivam integração, interpolação,
equações diferenciais, problemas de autovalor, estat́ıstica e outros módulos.

A última biblioteca de extrema importância é a Numba [178], que atua como
compilador de códigos Python e funções matemáticas com objetivo de aumentar
rapidez. Numba compila trechos de códigos python para núcleo (kernel) CUDA.
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A maioria dos módulos desta biblioteca mapeia diretamente o código Python para
funcionalidades CUDA.

4.3 Simulação

Nesta sessão irei detalhar os passos da simulação e detalhes importantes de como
funciona o Monte Carlo em paralelo com CUDA.

Lembre que os passos do MCS para o modelo de Ising são:

1. Escolher randomicamente um spin da grade e gira-lo;

2. calcular a energia;

3. Decidir se este spin mantém-se girado com base na energia.

A repetição de MS faz com o sistema mude de microestado, selecionando apenas
estados representativos do ensemble. Este método descrito acima é chamado de se-
rial, pois é realizado em série estes passos.

Quando aplicamos o Monte Carlo com CUDA temos uma alteração impor-
tant́ıssima nos passos por se tratar de um método paralelo. O método paralelo
signifca que os spins passaram pela MS ao mesmo tempo, o que causa necessidade
de alterações na lógica de programação, as quais detalharei a seguir.

A primeira alteração diz respeito ao mapeamento da grade de spins com o ma-
peamento do hardware do dispositivo (GPU). Quando um dispositivo é ativado, os
multiprocessadores são distribúıdos em uma grade núcleo, que pode ser dividido em
blocos, e cada bloco é dividido em vários sub-blocos (threads). Cada sub-bloco será
atarefado com o processo de monte carlo, e assim faz-se o mapeamento de cada śıtio
na grade de spins com cada sub-bloco na grade núcleo. Desta forma, cada spin passa
pelo MS ao mesmo tempo.

A segunda alteração surge como consequência da forma como a GPU processa
o método, virando todos os spins ao mesmo instante. Como consequênca desta
programação paralelo o sistema entra num ciclo em que muda-se de um estado
A para B, e em sequência do estado B para o A. Por este motivo, utiliza-se um
algoritmo chamado de algoritmo checkerboard, que funciona separando a etapa de
virar os spins em duas, de forma a virar apenas spins não interagentes. O resultado
do algoritmo é evitar que o sistema se prenda num ciclo.

Neste algoritmo os passos de Monte Carlo em Paralelo, neste projeto, se trans-
formam em:

1. Definir os spins pares e girá-los;

2. calcular a energia para cada spin girado;

3. Decidir se estes spins mantém-se girado com base na energia;

4. Definir os spins ı́mpares e girá-los;
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5. calcular a energia para cada spin girado;

6. Decidir se estes spins mantém-se girado com base na energia.

Para definir se o spin é par ou ı́mpar utiliza-se a soma das posições de linha e
coluna do spin, e com isto apenas spins não interagentes vão passar pelo processo.
Destaco que este algoritmo é uma forma ativar algumas threads, permitindo o avanço
na cadeia de markov, enquanto as desativas se mantém inalteradas .A figura abaixo
ilusta o algoritmo tabuleiro de damas.

Figura 4.1: Ilustração do algoritmo checkeboard com numeração do ı́ndice das linhas
e das colunas. Os quadrados pretos indicam os śıtios dos spins que passaram pelo
MCS.

A figura se trata de uma grade 4x4, em que os quadrados pretos são os ı́mpares
e representam as posições dos spins que serão virados para realizar o MS. Note que
os quadrados pretos não são interagentes entre si. Com esse algoritmo e o método
monte carlo temos o processo de equilibrar o sistema.

Independente da medida a se obter é necessário estar em situação em que o sis-
tema atingiu o ponto de saturação. Neste contexto, faz-se muitas medidas realizando
o seguinte passo a passo de medição:

1. Calcula a grandeza desejada;

2. Realize um MCS para alterar o microestado naquela temperatura;

3. repita passo 1 a 2 por um número determinados de vezes e guarde todas as
medidas calculadas;

4. A medida final é dada pela médias de todas medidas.

Para a realização da simulação, uma vez que a medição toma tempo e poder
computacional, deve-se definir com antecedência qual/quais medidas serão calcula-
das durante a simulação. O passo a passo de uma simulação completa, que tem
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como resultado valores médias da grandeza em função da temperatura é:

1. Cria uma rede de spins inicial;

2. Definir uma temperatura ;

3. Repetir o MCS com CUDA até atingir a saturação;

4. Realizar o processo de medição para obter o valor da grandeza na temperatura
definida no item 2;

5. Alterar o valor da temperatura, usando o estado final desta cadeia de markov
como o estado inicial da próxima;

6. Repetir os passos 3 a 5 até obter todas os valores de medidas nas temperaturas
desejadas;

7. Salvar os dados.

4.4 Expoentes e Dimensão Fractal

Nesta sessão datalharei brevemente como é feita a obtenção dos expoentes cŕıticos
e a medição da dimensão fractal.

Com os dados das medidas em função da temperatura, então utilizo as equações
2.24,2.28 e 2.1. A correlação dada por 2.28 tem como variável dependente a distância.

Para encontrar os valores do expoentes cŕıticos realizo um ajuste de curva com
base nas equações, também em python com aplicação da biblioteca Scipy. Faço uso
do módulo “curve fit”, que aplica o método dos mı́nimos-quadrados não lineares
para ajustar os dados a uma dada função. Explicito que o ajuste de curva é sempre
feito próximo a transição de fase.

Para o cálculo da dimensão fractal utilizei o método box-counting [179], com
adaptações. O método calcula dimensões fractais em imagens, e adaptamos para
que a entrada em que será calculado a dimensão seja a grade de spins. Este método
funciona cobrindo a grade com caixas e contando quantas caixas estão cobrindo o
objeto geométrico. Para obtenção da dimensão de Hausdorff cria-se um looping em
que a cada estágio há mais caixas de tamanhos menores. A dimensão de Hausdorff é
dada portanto pelo coeficiente angular do ajuste de curva linear, seguindo a equação
(2.1).
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Caṕıtulo 5

Resultados e Discussão

5.1 Interações Randômicas

A hamiltoniana para um modelo de spin no contexto desordenado é dada pela
equação (2.36), onde a intensidade da interação Jij depende das posições i e j.
A variação da energia é dada pela equação abaixo:

∆E = [Ji,j+1si,j+1 + Ji,j−1si,j−1 + Ji−1,jsi−1,j + Ji+1,jsi+1,j]si,j (5.1)

Utilizamos a distribuição gaussiana para gerar os valores dos acoplamentos para
cada spin, onde temos que definir os valores da média e do desvio padrão. Defini-
mos estes valores como: ⟨Jij⟩ = 1, enquanto o desvio padrão não tem um valor fixo,
sendo escolhido de forma abranger valores próximo de zero e valores maiores. Note
que o valor do desvio padrão representa a desordem do sistema.

Para a criação dos valores de acoplamento utilizamos a classe random.normal
da biblioteca Numpy. Os valores são organizados em matriz, com mesmo tamanho
da matriz de spins, para que possa haver mapeamento direto entre a posição do spin
e seu respectivo valor de acoplamento. Abaixo apresentamos a distribuição normal
retornada.

Figura 5.1: Distribuição normal com ⟨Jij⟩ = 1 e σJ = 0.25 com 10242 valores.

A figura 5.1 representa uma distribuição gaussiana feita pela classe da biblioteca
numpy. O aumento do desvio padrão amplifica a probabilidade de ocorrer valores dis-
tantes das média. Portanto, precisamos compreender a probabilidade da ocorrência
de valores negativos, pois estes causarão frustrações no sistemas. Em termos gerais,
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valores negativos no acoplamento leva o spin a se posicionar antiparalelamente ao
vizinho que compartilha essa interação. Note que acoplamentos positivos alinham
os vizinhos paralelamente, e caso um spin tenha vizinhos com acoplamente positivo
e negativo haverá uma competição para decidir qual alinhamento seguir.

Apresento abaixo o gráfico da probabilidade de se obter valores menores que zero
para diferentes desvios padrões. Esses valores foram calculados a partir da função
de distribução acumulada:

P (Ji,j < 0) =
1√

2πσ2
J

∫ 0

−∞
exp

[
−1

2
(
Ji,j − ⟨Ji,j⟩

σJ
)2
]
dJi,j.(5.2)

alterando os valores dos desvios σJ .

Figura 5.2: Probabilidade de ocorrer valores de Jij < 0 para diferentes valores de σJ
com ⟨Jij⟩ = 1. A curva do gráfico A apresenta valores abaixo de σJ = 1, enquanto
no B apresento valores maiores de desvio padrão.

Perceba que o gráfico A apresenta um comportamento em que espera-se atingir
um valor máximo de P (J < 0).

O gráfico A mostra que até o ponto σJ = 0.4 o valor de P (J < 0) é pratica-
mente nulo, e a partir deste ponto há uma crescente na probabilidade de valores
negativos. Note que até o desvio padrão atingir o valor σJ = 0.8, a probabilidade de
valores negativos é de 10%. O gráfico B apresenta o comportamento de saturação
quando o desvio padrão tende ao infinito. É importante ressaltar que há relação
direta entre probabilidade e frequência, de forma que a probabilidade da ocorrência
valores negativos apresenta diretamente a frequência de valores negativos na matriz
de acoplamento.

5.2 Saturação do Sistema

Primero temos que definir qual momento o sistema atinge a saturação, uma parte
fundamental para realizar todas as medições. Para tal, realizamos a simulação de
Monte Carlo medindo a magnetização em função da quantidade de ciclos MCS, re-
presentado no gráfico como t.
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Todos dados de temperatura estão em unidade da temperatura cŕıtica de sistema
ordenado (Tco) com J = 1, que tem o valor dado pela equação 2.38, e portanto segue
que:

kBTco
J

≃ 2.269 (5.3)

Tomamos essa decisão pois quando o sistema desordenado se aproximar do con-
texto ordenado (σJ = 0) temos que ter os mesmos comportamentos já conhecidos
de um sistema ordenado e facilita a comparação.

Figura 5.3: A magnetização m(T, t) em função do tempo t para uma rede quadrada
de Ising a temperaturas fixas T = 0.5Tco e T = 0.8Tco, em azul e vermelho, respec-
tivamente.

O gráfico 5.3 apresenta a magnetização em função da quantidade de ciclos MCS
para duas temperaturas em estado de sistema ordenado com ⟨Jij⟩ = 1, o que equi-
vale à σJ = 0. Após determinada quantidade a curva se aproxima de uma linha
horizontal, significando que sistema atingiu a saturação. Note também que para
duas situações de diferentes temperatuas necessita-se de mais ciclos para atingir a
saturação para temperaturas mais altas.

Definimos então regras para realização da simulação: I) A simulação irá iniciar
em situação de m(T,t) = 1. II) A temperatura inicial da simulação será T = 0, 2Tco,
pois estando próxima de zero atingi-se a saturação com menos ciclos MCS. III) para
cada alteração da temperatura será utilizado a mesma rede.

Também definimos qual é o intervalo de tempo que realizaremos as medições.
Denominando ti como o ponto inicial de medição e tf como o ponto final.

Em geral, iniciamos a simulação na temperatura T = 0, 2Tco, em uma grade
com todos os spins igual a 1. Atingimos o equiĺıbro para a primeira temperatura
utilizando ti = 20000 e tf = 30000, i.e, após 20000 MCS começamos a obter a
grandeza desejada e paramos após atingir 30000 ciclos MCS. A partir da segunda
temperatura utilizeremos ti = 5000 e tf = 15000. Note que a diminuição da quan-
tidade de ciclos a partir da segunda temperatura se deve ao fato de: I) A primeira
temperatura atingiu o equiĺıbro II) a diferença entre as temperaturas subsequentes
é de 0.007Tco, pois para temperaturas longe da transição de fase (entre T = 0.2Tco
e T = 0.9Tco) foram utilizados 100 pontos de temperatura.
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5.3 Energia e Magnetização

Primeiro apresentamos a diferença no comportamento da energia e da magnetização
em função da temperatura para três situações isotrópicas. Estes três gráficos re-
presentam o seguinte cenário: σJ = 0 e ⟨J⟩ = [0.9, 1, 1.1]. Desta forma queremos
observar posśıveis diferenças entre os três comportamentos.

Figura 5.4: Energia em função da temperatura para três valores de J com σJ = 0,
representando caso ordenado. Curva preta, verde e vermelha representam respecti-
vamente J = 0.9, J = 1.0, J = 1.1

Figura 5.5: Magnetização em função da temperatura para três valores de J com
σJ = 0, representando caso ordenado. Curva preta, verde e vermelha representam
respectivamente J = 0.9, J = 1.0, J = 1.1

As figuras 5.4 e 5.5 apresentam três curvas para três valores de acoplamento
médio num sistema isotrópico. As três curvas apresentadas são semelhantes, com
a única diferença sendo um deslocamento no eixo X (temperatura). Este resultado
mostra que o acoplamento causa um deslocamento dos valores no eixo da tempe-
ratura, de forma que para atingir um mesmo valor de energia ou magnetização em
dois sistemas com acoplamentos diferentes, é necessário estar a uma temperatura
diferente. No caso da magnetização, nota-se que há também um deslocamento no
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valor da temperatura cŕıtica, a temperatura em que ocorre a transição de fase. Este
resultado está de acordo com a equação (5.3).
Com este resultado sabe-se que o valor da constante de acoplamento altera o valor
da temperatura cŕıtica proporcionalmente. No entanto, para o sistema desordenado
estas equações não são aplicáveis, lembrando que em nosso sistema Ji,j segue uma
distribuição normal com média unitária. Isto significa que há valores maiores que
um, valores menores que um e valores iguais a 1. Para descobrir o comportamento
das curvas destas medidas em relação a temperatura cŕıtica apresento os gráficos
abaixo:

Figura 5.6: Energia em função da temperatura para 3 valores J Isotrópcio e 1 J
Anisotrópico com σJ = 0.25 Azul. O gráfico é uma sobreposição da curva de energia
por temperatura para um caso desordenado em cima da figura 5.4, assim as curvas
cinzas são idênticas às curvas do caso ordenado.

Figura 5.7: Magnetização em função da temperatura para 3 valores J Isotrópcio e
1 J Anisotrópico com σJ = 0.25 Azul. O gráfico é uma sobreposição da curva de
magnetização por temperatura para um caso desordenado em cima da figura ??,
assim as curvas cinzas são idênticas às curvas do caso ordenado.

As figuras 5.6 e 5.7 são sobreposições das curvas para o sistema desordenado em
cima das figuras 5.4 e 5.5. Elas mostra que o comportamento das curvas de energia
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e magnetização são semelhantes às curvas ordenadas, apresentando também deslo-
camento no eixo da temperatura. Este deslocamento pode ser melhor observado no
gráfico da magnetização, o qual apresenta diminuição do valor da temperatura de
transição. O gráfico da energia mostra comportamento semelhante entre sistema or-
denado e desordenado, mas não é tão claro quanto ao deslocamento da temperatura
cŕıtica.

Para melhor visualizar o deslocamento da temperatura cŕıtica apresentamos o
gráfico 5.8. Neste gráfico há quatro curvas de magnetização por temperatura no
sistema desordenado, cada uma com valor diferente de desvio padrão.

Figura 5.8: Magnetização em função da temperatura para quatro valores de J ani-
sotrópico. Em sequência temos: σJ = 0.1 em preto, σJ = 0.15 em verde, σJ = 0.20
em vermelho e σJ = 0.25 em azul

O gráfico acima mostra que o comportamento para quatro diferentes valores de
desordem são semelhantes, e apresentam deslocamento da temperatura cŕıtica ao
aumentar os valores do desvio padrão. Isto significa que o aumento da desordem
no sistema age como um fator de enfraquecimento na intensidade do acoplamento
médio, uma vez que a temperatura cŕıtica diminui tal qual acontece na diminuição
de J para sistema ordenado.

Desta forma, conhecer as temperaturas de transição para cada diferente valor de
desvio padrão é crucial para definir o ponto de transição ao qual queremos realizar
análises.

5.4 Temperaturas de Transição em Desordem e

Expoente Cŕıtico β

Com objetivo de compreender a relação da temperatura de transição em função
do desvio padrão foram realizadas simulações para obtenção da magnetização por
temperatura. Como mostrado anteriormente, a curva da magnetização apresenta
transição de fase, e analisando os dados próximo da transição é posśıvel obter dois
valores importantes neste projeto: Temperatura cŕıtica (Tci) e expoente cŕıtico (β).
Note que a temperatura cŕıtica aqui é denomida por Tci para descrever temperatura
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cŕıtica de um sistema anisotrópico.
A equação utilizada está escrita abaixo, em que os parâmetros ajustáveis são a, Tci
e β.

M(T ) = a(Tci − T )β (5.4)

Esta equação serve para T ≤ Tci, assim para cada valor de desvio padrão faz-se
seleção dos dados próximos da transição, e realiza-se o ajuste. A figura 5.9 mostra
um dos casos para qual foi realizado o ajuste de curva.

Figura 5.9: Magnetização em função da temperatura e ajuste de curva próximo da
transição para sistema anisotrópico para σJ = 0, 20

Nas tabelas abaixo apresento também valores de temperaturas cŕıticas, expoentes
e coeficientes de determinação para cada valor de desvio padrão.

Desvio Padrão (σ) Tci/Tco R2

0.0 1.005 0.999
0.10 1.0005 0.999
0.20 0.987 0.998
0.30 0.967 0.997
0.40 0.951 0.997
0.50 0.930 0.997
0.60 0.890 0.998

Tabela 5.1: Tabela contendo valores de temperatura de transição e coeficiente de
determinação para cada valor do desvio. A tabela apresenta alguns dos valores
obtidos para visualização.

Com os valores apresentados na tabela e adições de outros valores entre os apre-
sentados foi feito o gráfico na figura 5.10.

A figura 5.10 mostra que a temperatura cŕıtica diminui com o aumento da
variância (o quadrado do desvio padrão). Propomos a seguinte equação para a
curva que obtivemos:
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Figura 5.10: Temperatura cŕıtica em função do desvio padrão σJ no modelo de Ising
com interações randômicas por uma distribuição gaussiana com regressão não-linear
pela linha trecejada. R2 = 0.995

Tci(σJ)

Tco
= exp [−aσ2

J ] (5.5)

onde a = 0.321 ± 0.007.

Note que quando σJ = 0 temos o caso isotrópico em que Tci(0) = Tco. Este
gráfico mostra que o aumento da desordem do sistema afeta a temperatura cŕıtica
diminuindo seu valor, de forma que aparenta estar enfraquecendo a intensidade do
acoplamento médio. A tendência é levar a temperatura de transição à zero onde há
apenas fase paramagnética.

Apresentamos abaixo a tabela e o gráfico com os valores de β, que mostram
mudanças significativas em seus valores.

Desvio Padrão (σ) β R2

0.0 0.126 0.999
0.10 0.105 0.999
0.20 0.084 0.998
0.30 0.071 0.997
0.40 0.057 0.998
0.50 0.045 0.997
0.60 0.042 0.995
0.70 0.040 0.998
0.80 0.037 0.996

Tabela 5.2: Tabela contendo expoente cŕıtico β e coeficiente de determinação. A
tabela apresenta alguns dos valores obtidos para visualização.
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Figura 5.11: Valores de β para cada valor de σJ .

A figura e tabela mostram que ao variarmos o desvio padrão, representando o
aumento da desordem, o valor do expoente cŕıtico β diminui, enquanto com σJ = 0
temos o valor já conhecido de β = 1/8. Este resultado indica que também há
alteração na curva da magnetização próximo à transição de fase, em comparação
com modelo ordenado.

5.5 Correlação e Comprimento de Correlação

Para obter a correlação utiliza-se a equação (2.28). O cálculo da correlação dentro
da simulação é feita para diferentes valores de r, que representa a distância entre
um spin e os spins aos quais se calcula a correlação. Na simulação, calculamos para
cada temperatura a correlação em diferentes distâncias.

A imagem 5.12 apresenta o comportamento da correlação em função da distância
para o caso anisotrópico de σJ = 0.2 em que a temperatura de transição é Tci =
0.987. Para valores de temperatura se aproximando da transição de fase ocorre
aumento da intensidade da correlação. Os comportamentos observados são compor-
tamentos semelhantes ao que é esperado para o caso ordenado. Os pontos são os
dados obtidos e as linhas são conexões entre os pontos para fins de visualização.
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Figura 5.12: A correlação entre spin i e spins à uma da distância r para três di-
ferentes temperatuas, mostrando o aumento da correlação quando há aumento da
temperatura.

5.6 Dimensão Fractal

Usando o método do Boxcounting medimos a dimensão fractal do sistema em di-
versos pontos de temperatura, para determinados valores de desordem. Estes dados
permitem utilizar a equação 5.6 para obter o valor da dimensão fractal na transição
de fase.

Figura 5.13: Gráfico do resultado o Boxcounting para uma grade de spins, com
log(N) com N sendo o número de caixas, e log(l) com l sendo o tamanho das caixas.
Os pontos são dados obtidos, e a linha a regressão linear.
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A figura 5.13 mostra o resultado do método BoxCounting para uma rede à uma
dada temperatura (T = 0.8Tco). Note que nesta configuração e notando que o va-
lor l se direciona à zero, estamos utilizando a equação 2.1 para obter o valor da
dimensão fractal, a qual é obtida pelo valor do coeficiente angular da reta ajustada.
Novamente, o ajuste foi feito utilizando a biblioteca scipy.

Figura 5.14: Gráfico da dimensão fractal em função da temperatura, para caso
σJ = 0.0 com ajuste da curva dada por 5.6, com os valores: df = 1.752 ± 0.009.

A figura 5.14 mostra o comportamento da curva da função proposta em função
da temperatura para o caso em que σJ = 0, 0. Seu valor diminui com o aumento
da temperatura até atingir valor constante após transição. Portanto, propormos a
seguinte equação para o ajuste de curva próximo da transição:

Df (T ) = df + a(T − Tci) + b(T − Tci)
2 + O(3) (5.6)

Com o ajuste dado pela equação 5.6 conseguimos obter o valor da dimensão frac-
tal quando a temperatura atinge a temperatura cŕıtica, obtida pela magnetização.
Esta sequência de passos foi realizada para outros valores de desordem, e os valores
obtidos são apresentados na tabela e no gráfico abaixo.Reforço que medir dimensões
fractais somente faz sentido no ponto cŕıtico.

Desvio Padrão (σJ) Df R2

0.00 1.752 0.99
0.10 1.739 0.99
0.20 1.737 0.99
0.30 1.727 0.99
0.40 1.743 0.99
0.50 1.721 0.99
0.60 1.732 0.99

Tabela 5.3: Tabela de valores de dimensões fractal para respectivos valores de de-
sordem
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Figura 5.15: Valores de dimensão fractal em função da desordem para seis valores
de σJ .

O gráfico 5.15 mostra que a dimensão fractal, medida via boxcounting, apresenta
tendência à diminuir valor, com excessão para σJ = 0.4 que teve seu valor fora da
tendência geral. O valor da dimensão fractal para o caso ordenado (σJ = 0) foi o
mesmo encontrado em [34]. Também mostra que com o aumento da desordem a
dimensão fractal aparenta não seguir uma curva precisa.

Mostra-se desta forma que a fractalidade que caracteriza a dimensão fractal no
ponto cŕıtico é afetada pela intensidade da desordem. Isto significa que os valores
médios e desvios dos acoplamentos da rede altera a formação dos spin.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Simulações do modelo de Ising com acoplamento seguindo probabilidade gaussiana
foram realizada, representando um sistema desordenado e investigando as alterações
com o aumento da desordem. As simulações foram desenvolvidas utilizando API
CUDA, proprocionando aumento no tamanho do sistema e diminuição no tempo de
simulação.

Objetivamos medir magnetização para obtenção de expoentes cŕıticos e valores
de temperatura de transição, verificar o comportamento da correlação, e dimensão
fractal do sistema em diferentes intensidades de desordem em situação de transição
de fase. Primeiro descobrimos que a temperatura cŕıtica é alterada com o aumento
da desordem, de forma que medimos as temperaturas cŕıticas para cada desvio e
propomos a equação 5.5 que descreve a diminuição exponencial.

Ajustando a magnetização em função da temperatura, obtivemos também valo-
res de β, e mostramos na figura 5.11 e tabela 5.4 que o aumento do desvio padrão
altera o valor deste expoente cŕıtico.

A correlação foi estudada apenas quanto a seu comportamento, onde mostra-
mos que o decaimento exponencial com a distância prevalece com o aumento da
desordem, e que ao se aproximar da transição ocorrem correlações mais intensas,
tanto correlação com spins próximos quanto distantes. Quanto a correlação, são
necessários mais estudos para realizar ajustes que descrevam corretamente o com-
portamente, assim como detalhes sobre expoentes cŕıticos e dimensões fractais, tal
qual em outros trabalhos do grupo.

Utilizando método de Boxcounting, medimos a dimensão fractal em função da
temperatura para diferentes valores de desvio padrão. A equação 5.6 serviu como
função de ajuste para encontrar o valor da dimensão fractal em situação de transição.
Desta forma, a tabela 5.6 e o gráfico 5.15 mostram que a geometria do sistema se
altera na transição com a alteração do desvio padrão.

Portanto, o trabalho apresenta resultados a respeito do modelo de Ising desor-
denado, comparando resultados para sistemas isotrópicos. Os resultados mostram
alteração de expoente cŕıtico e geometria do sistema em relação aumento da desor-
dem.

Considerações são feitas a respeito da correlação já que não mostramos a con-
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sequência do aumento da desordem nesta medida. Isso se deu ao fato de não esta-
belecermos uma forma teórica de como a desordem afetaria a dimensão fractal, e
assim não pudemos relacionar dimensão fractal com expoente de Fisher para o caso
desodenado.

Nosso objetivo é continuar nossos estudos e poder determinar o expoente de
Fisher para sistemas desordenados da mesma forma que fizemos para sistemas
isotrópicos. Uma das questões a ser resolvida é se a relaxação para os estados
de equilibrio é normal ou anômala [180, 181]
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J. Stat. Phys., 123:685, 2006.

[101] Scott A McKinley and Hung D Nguyen. Anomalous diffusion and the generali-
zed Langevin equation. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 50(5):5119–
5160, 2018.

[102] Maike AF dos Santos. Analytic approaches of the anomalous diffusion: A
review. Chaos, Solitons & Fractals, 124:86–96, 2019.

[103] M. H. Vainstein, L. C. Lapas, and F. A. Oliveira. Anomalous diffusion. Acta
Physica Polonica B, 39, 2008.
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