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Abstract

Let A be a group acting by automorphisms on a finite group G. In this work we
consider that A is an extra-special p-group and we will present results regarding the
nilpotency of the lower central series and derived series of the fixed points subgroups
of the group G and similar results to Lie algebras. Furthermore, we prove results
regarding supersoluble fixed points.






Resumo

Seja A um grupo agindo por automorfismos sobre um grupo finito G. Neste trabalho
consideramos que A é um p-grupo extra-especial e apresentaremos resultados que
relacionam a nilpoténcia dos termos da série central inferior e série derivada dos
centralizadores dos elementos de A com a nilpoténcia dos respectivos termos das
séries do grupo G. Resultados similares também sdo provados para Algebras de Lie.
Além disso, na condi¢do dos centralizadores serem supersoltveis provamos algumas
propriedades para o grupo G.
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Introducao

Seja G um grupo finito e A um grupo agindo por automorfismos sobre G, pode-
mos definir um objeto que serd demasiadamente estudado durante esse trabalho, o
centralizador de a em G

Ccla)={geGlg"=g}

Além disso, dizemos que a é um automorfismo livre de pontos fixos se Cg(a) = {1}.
Um dos mais famosos resultados com automorfismos livres de pontos fixos é devido a
Higman [13] e Thompson [29] que mostram que se G admite um automorfismo livre
de pontos fixos de ordem prima p, entdo G é nilpotente com classe de nilpoténcia
limitada por uma func¢do dependendo somente de p.

Se A é um grupo abeliano ndo ciclico e a ordem de A é coprima com a ordem de G,
entdo G = (Cg(a) | a € A*) (veja [11]), com A* o conjunto das nao-identidades de A.
Assim é natural esperar que as propriedades dos centralizadores muitas vezes podem
ser herdadas pelo grupo G. Naturalmente, cada resultado dependerd da estrutura do
grupo A e da condicdo imposta sobre Cg(a).

Em 1971, Ward provou que dado p primo, se A é um p-grupo abeliano elementar de
posto 3 agindo sobre um p’-grupo finito G de tal maneira que C(a) é nilpotente, entdo
G é nilpotente. Posteriormente, Shumyatsky provou que se a classe de nilpoténcia
do Cg(a) é no méaximo c para qualquer a € A", entdo a classe de nilpoténcia de G é
limitada somente em termos de ¢ e p (veja [28, 30]).

No recente artigo [21] o resultado de [28, 30] foi estendido para o caso onde A nédo
é necessariamente abeliano. Mais precisamente, foi mostrado que se A é um grupo
finito de expoente primo p e ordem pelo menos p® agindo em um p’-grupo finito G de
tal maneira que Cg(a) é nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer a € A", entdo
G é nilpotente com classe limitada apenas em termos de c e p. Em [7], este resultado
foi estendido da seguinte forma: se y.(Cg(a)) tem ordem no méximo m para qualquer
a € A*, entdo a ordem de Yeo(G) é limitada apenas em termos de m. Além disso, foi
mostrado que se o subgrupo Fitting de Cg(a) tem indice no maximo m para qualquer
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a € A*, entdo o segundo subgrupo Fitting de G tem indice limitado apenas em termos
de m.

As propriedades abordadas nessa tese sdo com rela¢do a nilpoténcia dos termos
da série central inferior e série derivada dos centralizadores e supersolubilidade dos
centralizadores. Sdo eles os seguintes resultados:

Teorema 3.0.1 Seja p um primo e E um grupo extra-especial p de expoente p e ordem p****.

Suponha que E aja por automorfismos na dlgebra de Lie L com pL = Le p ¥ Char(L).

i) Se v,(CL(a)) é nilpotente de classe no mdximo c para qualquer a € E¥, entdo y,(L) é
nilpotente com classe limitada apenas em termos de c,n e p.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2° < n, o d-ésimo derivado do Cy(a) é nilpotente de
classe no méximo ¢ para qualquer a € E*, entdo dth derivado L'V é nilpotente com classe
limitada apenas em termos de c, n e p.

Teorema 3.0.2 Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem p****.

Suponha que E age por automorfismos sobre um p’-grupo finito G.
i) Se y,(Cg(a)) é nilpotente para qualquer a € E*, entdo v, (G) é nilpotente.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2% < n, o d-ésimo grupo derivado de Cg(a) é nilpotente
para qualquer a € E¥, entdo o d-ésimo grupo derivado G\? é nilpotente.

Teorema 4.2.1 Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem p°.
Suponha que E age por automorfismo em um p’-grupo finito G. Se Cg(a) é supersoliivel para
qualquer a € E*, entdo G é supersoliivel.

Ainda com relacdo aos termos da série central inferior e série derivada, em [4] os
autores provaram que dado m um inteiro positivo e A um g-grupo abeliano elementar
de ordem 4" com r > 2 agindo sobre um g’-grupo finito G . Se para algum inteiro
d tal que 2% < r — 1 0 d-ésimo grupo derivado do Cg(a) tem expoente dividindo
para qualquer a € A*, entdo G¥ tem expoente {m, q, r}-limitado e se y,-1(Cg(a))
tem expoente dividindo m para qualquer a € A*, entdo v,_1(Cg(a)) tem expoente
{m, g, r}-limitado.

Organizacao da Tese e Contribuicdes.

Esta tese serd dividida em cinco capitulos.
Os capitulos 3 e 4 sdo resultados préprios que relacionam a nilpoténcia dos termos
da série central inferior e série derivada, além da supersolubilidade dos subgrupos de
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pontos fixos nos quais o grupo que age como grupo de automorfismo é um p-grupo
extra-especial. Tais resultados podem ser vistos em [22] e (artigo em construcdo),
respectivamente.

O capitulo 1 daremos enfoque em se¢des que tratam da teoria de grupos finitos
que sdo pré-requisitos para um bom entendimento dos principais resultados deste
trabalho. Alguns destes pré-requisitos sdo: grupos supersoliiveis, grupos nilpotentes,
p-grupos extra-especiais e metédos de Lie.

O capitulo 2 damos destaque ao resultado de [3] onde os autores obtiveram que
dado p um primo, se A é um p-grupo abeliano elementar de ordem p* com k > 3 agindo
sobre um p’-grupo finito G tal que yx-2(C(a)) é nilpotente da classe no méximo c para
qualquer a € A¥, entdo yx_»(G) é nilpotente com classe limitada apenas em termos de
¢, k e p. Também foi provado que se para algum inteiro d tal que 2 + 2 < k, o d-ésimo
grupo derivado de Cg(a) é nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer a € A*,
entio o d-ésimo grupo derivado G é nilpotente com classe limitada apenas em termos
de ¢, k e p. Dado um grupo abeliano elementar A em [4] introduziu-se a definicdo de
subgrupos A e y-A especiais(veja segdo 2.1) tais subgrupos de G apresentam como
caracteristica serem formados por centralizadores dos subgrupos maximais de um
grupo abeliano elementar A agindo em um grupo G.

Baseado nos resultados apresentados nesta introducao, no terceiro capitulo esten-
demos o resultado de [21] apresentando os seguintes resultados que podem ser vistos
em [22]:

Teorema 3.0.2 Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem p****.

Suponha que E age por automorfismos sobre um p’-grupo finito G.
i) Se yn(Cg(a)) é nilpotente para qualquer a € E*, entdo v, (G) é nilpotente.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2% < n, o d-ésimo grupo derivado de C(a) é nilpotente
para qualquer a € E¥, entdo o d-ésimo grupo derivado G\ é nilpotente.

Os resultados acima podem ser reformulados para Algebra de Lie e pode ser visto
em [22]:

Teorema 3.0.1 Seja p um primo e E um grupo extra-especial p de expoente p e ordem p***1.

Suponha que E aja por automorfismos na dlgebra de Lie L com pL = Le p ¥ Char(L).

i) Se v,(Cr(a)) é nilpotente de classe no méximo c para qualquer a € E*, entdo y,(L) é
nilpotente com classe limitada apenas em termos de c, n e p.
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ii) Se, para algum inteiro d tal que 2% < n, o d-ésimo termo derivado do Cy(a) é nilpotente
de classe no mdximo c para qualquer a € E*, entdo dth derivado L@ é nilpotente com
classe limitada apenas em termos de c, n e p.

O capitulo quatro apresenta alguns resultados sobre grupos com centralizadores
supersoltveis, mais especificamente em [23] os autores mostraram que dado um
p-grupo abeliano elementar A de ordem p* agindo em um p’-grupo G, se Cg(a) para
todo a € A" é supersoltvel, entdo G é supersoltivel. Nesse sentindo, esse capitulo
inclue alguns resultados préprios com relagdo a supersolubilidade na hipétese que o
grupo que age é um p-grupo finito extra-especial, assim temos o seguinte resultado
nesse capitulo:

Teorema 4.2.1 Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem p°.
Suponha que E age por automorfismo em um p’-grupo finito G. Se Cg(a) é supersoliivel para
qualquer a € E*, entdo G é supersoliivel.

O quinto capitulo trata de outros resultados sobre acdo de grupos abelianos
elementares, trabalhos estes que embasam os trabalhos, em preparagao, descritos no
capitulo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria de Grupos

Neste capitulo abordaremos principios basicos de grupos finitos nos quais estes se
relacionam com os resultados apresentados nos demais capitulos. Para maiores
detalhes consulte os livros [26] e [9].

Neste trabalho considere G um grupo finito e A um grupo agindo por automorfismo
no grupo G. Através dessa agdo podemos definir o objeto que trataremos nessa tese, o
subgrupo de pontos fixos ou centralizador. Definido por:

Cc(A)={geG|g" =gparatodoa e A}.
Para cada elemento de A podemos definir o centralizador de um elemento

Coa)={geG|g" =g}

Definicao 1.1.1. Sejam G um grupo e g,h € G dois elementos arbitrarios de G.
Definimos o comutador de g e h como o elemento de G

(g, h] =g thigh.

Estendendo a defini¢do de comutadores entre dois elementos de um grupo G,
podemos definir o comutador de dois subgrupos de G.

Definicdo 1.1.2. Sejam H, K subgrupos de G, escrevemos [H, K] para denotar o
subgrupo de G gerado pelo conjunto {[/, k] | h € H, k € K} de todos os comutadores
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de elementos de H com elementos de K. O subgrupo [H, K] é chamado o comutador
de H e K.

Em geral [H, K] ndo é igual ao conjunto dos comutadores dos elementos de H com
elementos de K, mas ele é o subgrupo gerado por este conjunto, ou equivalentemente,
[H, K] é o menor subgrupo de G que contém todos esses comutadores.

Definicao 1.1.3. Definimos o comutador de trés elementos arbitrarios x,y,z de G,
pondo:

[X, Y, Z] = [[x, y]/Z]'

De maneira anéloga, definimos o comutador de trés subgrupos arbitrarios X, Y, Z de
G, pondo:
[X,Y,Z] =[[X,Y],Z].

Mais geralmente, para n > 2, definimos o comutador de n elementos x; € G de G,
pondo:

[x1,x2, -, xn] = [[x1, %2, -+, Xn=-1], Xn],

e o comutador de 1 subgrupos X; < G de G, pondo:
[Xlr XZ/ Tty Xn] = [[X].I XZ/ Tty Xn—l]z Xn]

O préximo resultado sao propriedades simples sobre comutadores de elemento
e subgrupos de G. A demonstra¢do pode ser encontrada nos livros citados no inicio
dessa secao.

Lema 1.1.4. Seja G um grupo e considere x, y e z elementos de G e L, H, K subgrupos
de G. Entdo valem as seguintes propriedades:

L [x,yl=x""y xy;

2 [y, x] =[x, yI™";

3. [xy,z] =[x, 2y, z] = [x, 2, ylly, z];

4. [x, v,z [y, z7 %, x [z, x71, y]* = 1 (Identidade de Hall-Witt);

5. [H,K] =[K,H];

6. Se H, K e L sdo subgrupos normais de G, entdo [HK, L] = [H, L][K, L].

Finalizamos essa se¢do com a demonstra¢do de alguns resultados envolvendo
centralizadores e automorfismo coprimos.
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Lema 1.1.5. Seja A um grupo de automorfismo de um grupo finito G tal que (|A|, |G|) =
1. Entao

1.

2.

Para qualquer subgrupo normal A-invariante de G temos Cg A (A) = CG(A)N/N.
G =[G, A]Cg(A).

Se A é um subgrupo abeliano ndo-ciclico e Ay, - - - , As sdo subgrupos maximais
de A, entdo G = (Cg(A1), -+ ,Cg(As)).

Se H é um p-subgrupo A-invariante de G, entdo H estd contido em um p-subgrupo
Sylow A-invariante de G.

Demonstragio. 1. Os elementos de G invariantes por A sdo exatamente as classes

laterais A-invariantes de N. Essas classes sdo justamente as classes laterais de
N que contém elementos de Cg(A). Por outro lado, as classes laterais de N que

possuem elementos de Cg(A) formam a imagem de Cg(A) em G, isto é, Cg(A).

Escreva G = G/[G’ Al Pelo item anterior temos que C5(A) = Cg(A). Como A

age trivialmente sobre G/[G A] entdo o lado esquerdo desta equagéo é todo o

grupo G. Assim, C¢(A)[G, A] = Cc(A) = G. Pelo Teorema da Correspondéncia,
segue que [G, A]Cg(A) = G.

Seja B o conjunto dos subgrupos maximais de A.

Primeiro tratamos dois casos particulares e depois mostramos que o caso geral
pode ser reduzido a esses casos. Primeiro assuma que G é abeliano. Se A
age irredutivelmente em G, entdo B := Cg(A) € B por [20, 8.3.3], e obtemos
G = Cg(B). Portanto, podemos supor que A nao é irredutivel em G. Seja W um
subgrupo A-invariante de G tal que 1 # W # G. Indugdo em |G|, aplicada aos
pares (W, A) e (G/W, A), mostra que:

W =(Cw(B) | Be B) e Gy = (Cg,, (B)| BeB.
Como a agdo de A sobre G € coprima o item 1. implica que:
_ Co(BW
Cc,,, (B) W

e assim
G ={(Cg(B)W | Be B) =(Cg(B) | B € B).
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Assuma a seguir que G é um p-grupo. Entdo A age no grupo quociente
abeliano G/CD(G)' Dai o teorema 8.2.2 (a)[20] e o caso ja provado acima resulta
G = (Cg(B) | B € B)®(G) e entdo junto com o teorema 5.2.3 [20] a afirmacdo.
No caso geral teorema 8.2.3 (a) [20] mostra que para todo p € 1(G) existe um
A-invariante Sylow p-subgrupo G, de G. Como visto acima, a afirmagéo ¢é vélida
para o par (G, A) e assim também para (G, A), pois G = (G, | p € n(G)).

O

Assim como o centralizador, outros subgrupos sdo importantes no decorrer do
trabalho, sdo eles: O subgrupo derivado G’, Fratini ®(G), Fitting F(G), além dos termos
das séries de G que serdo definidas na préxima secdo.

1.2 Grupos Nilpotentes e Soltveis

Considere os subgrupos normais N; em G tais que
No<Np<--- <Ny

é chamada uma série central em G se V. i+1/Ni < Z(G/Ni)' para 0 < i < n. Podemos
construir uma série central em qualquer grupo. Para isto, defina Zo(G) = 1 e indutiva-
mente, defina Z;(G) pela equacdo Zi(G)/Zi_l(G) = Z(G/Zi_l(G))’ parai > 0. A colegao
{Zi(G) | i = 0} é chamada série central superior ou ascendente de G. E Claro que se
Z,(G) = G, para algum inteiro 7, entdo G € nilpotente e vale a reciproca deste fato.

Outra série central relevante é a série central inferior. Seja G um grupo. Escrevemos
11(G) = G, 7(G) = [71(G),G] = [G,G] = G'. Indutivamente, se temos y;_1(G)
definimos y;(G) pondo y;(G) = [yi-1(G), G], para todo i > 0.

O menor n que satisfaz as condi¢des do préximo teorema é chamada classe de
nilpoténcia de G.

Teorema 1.2.1. Sejam G um grupo qualquer e n > 1 um inteiro. Entdo as afirmacoes
sdo equivalentes:

1. 7/n+1 = 1.
2. Z,(G) =G.
Além disso, G é nilpotente se, e somente se, 1. e 2. valem para algum inteiro n.

Os grupos abelianos tém classe de nilpoténcia 1 e os grupos ndo abelianos tais que
G’ < Z(G) sdo exatamente os grupos com classe de nilpoténcia 2.
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Proposigao 1.2.2. Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes sdo também
nilpotentes.

Defini¢do 1.2.3. Seja G um grupo. Dizemos que G é um grupo soltvel se existe uma
série de subgrupos
G=Hy>H >--->H,=¢

H

com i/Hi+1 abeliano paratodoi =0,1,--- ,n - 1.

Agora definimos uma sequéncia de subgrupos de G:
GO = G, G = G, -, G = (G(”_l))’,
O subgrupo G é chamado de o n-ésimo grupo derivado de G e a sequéncia
G=GO>GM>...oGM ...

chama-se a sequéncia derivada de G. Definimos o comprimento derivado de G,
denotado por d(G), como sendo d(G) = min{n € N | G™ =e)}.

1.3 Grupos Supersoluveis

Nessa secdo daremos foco a uma classe de grupos que herda algumas propriedades
de grupos nilpotentes e soltveis. As defini¢des e resultados dessa secdo podem ser
encontrados em [27, 25].

Definicao 1.3.1. Uma série supersoltivel de G é uma série normal de G com fatores
ciclicos. Assim G é chamado supersoltivel se tiver uma série supersolivel.

Trivialmente, todos os grupos ciclicos sdo supersoltiveis e todos os grupos su-
persolaveis sdo policiclicos. No entanto, nem todo grupo policiclico é supersolavel;
Ay é policiclico, mas ndo possui subgrupos ciclicos normais néao triviais, e portanto,
ndo pode possuir uma série normal com fatores ciclicos. Em comum com grupos
policiclicos, soltiveis e nilpotentes, temos:

Proposi¢do 1.3.2. Suponha que H < Ge G > N, onde G é um grupo supersoliavel.
Entdao H e G/N sdo supersolaveis.

Lema1.3.3. 1. Um grupo é supersoliivel se e somente se possui uma série superso-
ltvel cujos fatores sdo infinitos ou de ordem prima;
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2. Um grupo supersoltivel tem um subgrupo normal ciclico de ordem infinita ou

prima;
3. Um grupo supersoltvel simples é ciclico de ordem prima;

4. Um fator principal de um grupo supersolavel possui ordem prima e um subgrupo
maximal possui indice primo.

a1 QA

Defini¢do 1.3.4. Seja G um grupo finito de ordem p;"'p5? - - -pz"‘, ondep; < p2 < -+ < pi
sdo primos. Se

Py, PxPx_1, -+ ,PxPx_1--- P> (1.1)

sdo subgrupos normais de G, onde P; é um p;-subgrupo de Sylowde G,i =1,--- ,k,
entdo 1.1 é chamado uma torre de Sylow de G do tipo supersoltvel.

Teorema 1.3.5. Se G é um grupo finito e G possui uma torre de Sylow do tipo
supersoltvel, entdo G é soltvel.

A reciproca do teorema anterior ndo é verdadeira. O grupo A4 é soltvel, mas ndo
possui uma torre de Sylow do tipo supersoltiivel, pois A4 ndo possui um subgrupo
normal de ordem 3.

Teorema 1.3.6. Se G é um grupo finito supersoltvel entdo G possui uma torre do tipo
supersoltavel.

O préximo exemplo, é um contra-exemplo para a reciproca do teorema anterior.

Exemplo 1.3.7. Seja H = (a, b | a®> = b =1, ab = ba). Primeiramente, vemos que existe
um automorfismo 7 de H tal que (a)* = b, (b)* = ale que o(t) = 4. Agora o produto
semi-direto G = (1) % H, onde € é o homomorfismo inclusdo de (t) em Aut(H),
tem ordem 36, e possui um subgrupo de Sylow normal de ordem 9, mas nao possui
subgrupo normal de ordem 3. Com efeito, o subgrupo L = (1) <. H é um 3-subgrupo
de Sylow de G e é o tinico. Os subgrupos de ordem 3 estdo contidos em L. Vemos que
todo elemento de ordem 3, quando conjugado por (7, (1,1)), ndo estd no subgrupo
gerado por ele, portanto, os subgrupos de ordem 3 ndo sdo normais. Iremos mostrar
que G ndo é supersoltvel. Suponhamos, por absurdo, que G seja supersoltvel, assim,
pelo lemma 1.3.3, todo fator principal de G tem ordem prima. Mas, como G ndo possui
subgrupo normal de ordem 3, L é isomorfo a um fator principal de G e ndo possui
ordem prima. Concluimos, deste modo, que G nao é supersoltvel. Para finalizarmos,
podemos ver facilmente que G possui uma torre de Sylow do tipo supersoltvel, ja que
L é um 3-subgrupo de Sylow normal de G.
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Como observamos no exemplo acima, se um grupo tem uma torre Sylow do tipo
supersoltivel ndo caracteriza grupos supersoliveis (finitos). Assim a demonstragdo do
préximo resultado pode ser encontrado em [31, Teorema 1.12], esse resultado é uma
caracterizagdo de grupos supersoltiveis com torre de sylow do tipo supersolavel.

Teorema 1.3.8 (Baer). G é supersoltvel se e somente se

1. G tem uma torre Sylow e

2. Dado qualquer primo p e qualquer Sylow p-subgrupo S de G, Ne(S )/C (S) é
estritamente p-fechado.
Defini¢ao 1.3.9. Seja p um primo. Um grupo K é chamado estritamente p-fechado se K

tem um tnico (e, portanto, normal) Sylow p-subgrupo T e K/T é abeliano de expoente
dividindo p - 1.

1.4 p-Grupos Extra-Especiais

Essa segdo é destinada ao estudo de uma familia de p-grupos, os p-grupos Extra-
Especiais, detalhes veja [9, Capitulo A].

Definicao 1.4.1. Um p-grupo G é extra-especial se seu centro Z é ciclico de ordem p e
o quociente E/Z é um p-grupo abeliano elementar ndo trivial.

Os primeiros exemplos que temos de p-grupos Extra-Especiais sdo os grupos nao
abelianos de ordem p°.

Teorema 1.4.2. Todo grupo nio-abeliano de ordem p> é extra-especial.

Demonstracdo. Se G é um grupo nao abeliano de ordem p° , queremos mostrar que
Z(G) = G’ e |Z(G)| = p. Temos as seguintes possibilidades para a ordem de Z(G):
|1Z(G)| = 1,p,p2 ou p3. Mas |Z(G)| # 1 pois todo p-grupo tem centro ndo trivial. Se
|1Z(G)| = p3, entdo G seria abeliano, contradizendo a hipétese. Se |Z(G)| = pz, entdo
G/Z(G) é ciclico, o que é uma contradi¢do. Logo |Z(G)| = p. Assim |G/Z(G)| = p2 e
como todo grupo de ordem p? é abeliano, temos G/Z(G) abeliano. Logo G’ < Z(G).
Agora, desde que G é ndo abeliano, temos G” # 1. Portanto G’ = Z(G). O

Os grupos de ordem 8, Dihedral e Quatérnio sdo os primeiros exemplos de grupos
extra-especiais. Considere as apresentagdes:

Dg={a,b|a*>=0b*=1,(ab)* =1)

Qs={a,bla*=10>=4a%a"=a"").
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Temos Z(Ds) = Dy = {(ab)?) e Z(Qs) = Qg = (a*) = ([a, b]).

Vamos construir exemplos de grupos extra-especiais de ordem p° para p impar.
Construiremos um grupo N de ordem p?® atréves do produto semidireto Cp=(x)e
Cp = (y). Definiremos uma agdo ndo-trivial ¢ de C, sobre C,>

¢ : Cp —> Aut(sz) :sz — sz

Py 1 x —> xPH

Logo, N = C,2 » C, com a apresentagdo N = (x,vy | xP’ = 1,y =1,x% = xPHLY,

De maneira andloga, construiremos um grupo M que sera dado através do produto
semidireto de C, X C, = (x) X (z) e C, = (y) Definiremos a agdo ¢ de C, sobre C, X C,
por:

: Cp —> Aut(Cp X Cp) :Cp X Cp —> Cp X C
P p p p p P P

Py x — xy

¢y:z—>z

Desta maneira temos que xy = xz e z comuta com y. Portanto, uma apresentacao
paraM={(x,y,z|xV =y’ =z =1,[x,yl =z, [x,z] = [z,y] = 1) = (C, X Cp) © C,,

A partir de agora, apresentaremos uma classificagdo geral para todos os p-grupos
extra-especiais.

Definicao 1.4.3. Dizemos que um grupo G é o produto central de seus subgrupos G;,
paral <i <n,se

1. G=(Gi|1<i<n),com|[G;Gj]=1e
2. Z(G) = Z(G;), paratodo 1 < i < n.
O préximo resultado pode ser visto na Se¢do 20 do livro [9].

Teorema 1.4.4. Um p-grupo extra-especial G é o produto central de r > 1 subgrupos
nio abelianos de ordem p>. Além disso, temos

1. Se p é impar, G é isomorfo a N kMR enquanto se p = 2, G é isomorfo a Dé‘ Qg_k,

para algum k. Em ambos os casos |G| = p**1.

2. Sep éimparek > 1, N M™* é isomorfo a NM™! e os grupos M e NM™!
nao sdo isomorfos.
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_ < kArT-k 4 s r-1 / S O
3. Sep =2, entdo Dg Q¢ ™" é isomorfo a DgQg " se k for impar e a Qg se k for par e
os grupos Qf e DEQZ ™! ndo sdo isomorfos.

Para descrever uma classificacdo de grupos extraespeciais, precisamos de alguma
notacdo seja D e Q denotam, respectivamente, os grupos Dihedral e Quatérnio de

ordem 8 e para um conjunto p primo impatr:
E=yla"=y"=1[x y] € Z(E)
F=(x,y|x" =y"=1,[x,y] = x¥).

Teorema 1.4.5 ([9](Teorema 20.5)). Seja p um primo, e seja P um grupo extra-especial
de ordem p2”+1. Entdo exatamente um dos quatro casos a seguir acontece.

(i) p #2, exp(P) = p, e P é um produto central de n cépias de E;

(i) p #2, exp(P) = pz, e P é um produto central de n — 1 c6pias de E com uma cépia
de F;

(iii) p = 2, e P é um produto central de n cépias de D;

(iv) p =2, e P é um produto central de n — 1 cépias de D com uma cépia de Q. Em
particular, um grupo extra-especial de ordem impar é unicamente determinado
por sua ordem e seu expoente. Nos Casos (i). (ii), e (iii) P possui um subgrupo

n+1

maximal abeliano de ordem p"™" e expoente p(i.e. elementar) no caso (iv) todos

os subgrupos abelianos maximais de P sdo isomérficos com (Z,)" ! x Z4.

1.5 Mobdulos

Definic¢ao 1.5.1. Seja R um anel (ndo necessariamente comutativo e com unidade). Um
grupo abeliano (aditivo) M é dito um R-Mddulo (a esquerda ou a direita) se R age

linearmente em M, ou seja, se existe uma aplicacdo

RxM—M

(r,m) — rm

satisfazendo as seguintes propriedades, para todo m, mj e my € M, paratodor,ri, 1y e
s € R, temos:

1. 1rm = m;
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2. (11 +r)m=rim+rom;
3. r(my + mp) = rmy + rmy;
4. (rs)m = r(sm).

As propriedades descritas acima podem ser vistas como homomorfismo de grupos
e aneis. O item 3 diz que para todo r em R, f,

fr:M—>M

m— rm
é um homomorfismo de grupos. Os itens 1,2 e 4 dizem que f : R — End(M)

r— fiM—M

m—rm

é um homomorfismo de aneis.

Defini¢ao 1.5.2. Seja M um R-médulo. Um R-submédulo de M é um subconjunto H € M
tal que H é fechado com respeito a todas operac¢des de M, isto é:

1. (H, +) é subgrupo de M;
2. rh e H,paratodor e Reh € H.

Para dar uma breve nogdo sobre R-Mddulo daremos exemplos de estruturas que
sdo R-Modulo.

Exemplo 1.5.3. Considere (A, +) um grupo abeliano, este é sempre um Z-Médulo. De
fato, basta considerar

ZxXA — A
(n,a) —na=a+a---+a
~—_——
n-fatores

Observe que os itens da definicdo de médulo sdo todos satisfeitos.
Exemplo 1.5.4. Seja I um ideal a esquerda de A, entdo I é um A-Moddulo, bastando

definir a operagéo:

AXI]I — 1

(x, i) —> xi
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Defini¢do 1.5.5. Sejam M um R-médulo a direita, N um R-médulo a esquerda e G um
grupo abeliano aditivo, entdo uma funcdo R- biaditiva é uma aplicacdo f : MXN — G
tal que para todom, m’ € M, n,n" € N er € R valem:

1. (m+m',n)f =(m,n)f +(m',n)f;
2. (m,n+n')f=(m,n)f +(m,n)f;
3. (mr,n)f =(m,rn)f

Definic¢ao 1.5.6. Sejam M um R-médulo a direita e N um R-médulo a esquerda. O
produto tensorial de M e N é um grupo abeliano T junto com uma fun¢do R-biaditiva
¢ tais que, para todo grupo abeliano G e toda fun¢do R-biaditiva f : M X N — G,
exite um tinico homomorfismo f : T —> G tal que f = ¢ f .

1.5.1 Representacdo Lineares de Grupos

Defini¢do 1.5.7. Sejam K um corpo, V um K-espago vetorial, GI(V) o grupo das
transformagcoes lineares inversiveis de V em V e G um grupo qualquer. Definimos
uma representacdo linear de G em V como sendo um homomorfismo de grupos
¢ : G — GI(V) definida por ¢(g) = ¢¢. Sendo ¢ uma representagéo linear, definimos
o grau desta representacdo como sendo a dimensdo de V .

Dizemos que uma representacdo é fiel se é injetora. Se W é um subespaco de V
invariante por ¢(G), entdo claramente ¢ induz uma representacdo de G sobre W, a
qual chamamos de restri¢do de ¢» em W e denotamos por ¢|w.

Defini¢do 1.5.8. Seja ¢ uma representacdo linear. Dizemos que um subespago W
de V é ¢-invariante se ¢o(W) C W, para todo ¢ € G. Se existe algum subespago W
¢-invariante V tal que {0y} # W # V dizemos que ¢ é uma representacdo redutivel,
caso contrario dizemos que ¢ é uma representacao irredutivel.

Defini¢ao 1.5.9. Sejam G um grupo e ¢ uma representagao linear. Dizemos que ¢ é
completamente redutivel se existem W1, Wa, - -- , W,, subespagos ¢-invariantes de V
tais que:

I.V=WeW, e ---oW,;

- ’ ~ . , .
2. Asrestri¢des de ¢ aos W; s sdo todas irredutiveis.
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Dados uma representagao irredutivel de um grupo G sobre V e um subgrupo
normal H de G, ele nos permite saber como o espago V' se decompde em relagdo a agdo
de H.

Teorema 1.5.10 (Clifford). Sejam V um G-médulo irredutivel e H um subgrupo normal
de G. Entdo V é uma soma direta de subespacos H-invariantes V; ,1 < i < r, 0s quais
satisfazem as seguintes condigdes:

1. Vi=Xin®Xp®- - ® X, onde cada X;; ¢ um H-submédulo irredutivel, 1 <i <7,
t é independente de i, e Xjj, X/ sdo H-submddulos isomorfos se e somente se

i=1.

2. Para qualquer H-submédulo U de V , temos U = U; @ Uy @ --- @ U, onde
U, =UnV;,1<i<r. Emparticular, qualquer H-submédulo irredutivel de V
estd contido em algum dos V;.

3. Para cada x € G, a aplicagdo n(x) : V; — xV; ,1 < i < r é uma permutacdo do
conjunto S = {V1, V2, -+, V;} e m induz uma representacéo transitiva de G sobre
S por grupo de permutagdes. Além disso, o subgrupo HCg(H) esta contido no
ntcleo de .

Seja G um grupo abeliano de ordem n. Um carater sobre G é um homomorfismo
de grupos x : G — C*. Como ¢" = ¢, para todo g € G, temos que [x(g)]" = x(e) = 1.
Logo, x(g) é uma raiz n-ésima da unidade para todo g € G. Além disso, x(gh) =
x(g)x(h),Vg, h € G. O conjunto G = {x : xé um carater sobreG} é um grupo abeliano
com a operagdo (x o ¥)(g) = x(g)W(g), Vg € G. O elemento identidade x é definido
por xo(g) = 1, paratodo g € G, e o elemento inverso x ! é definido por x 1(g) = x(g71),
paratodo g € G. O grupo G é chamado o dual ou grupo dos caracteres de G.

Proposi¢do 1.5.11. Seja G um grupo finito. Entao:
1. Se G é um grupo ciclico, entdo G = G.
2. Se H e K sdo dois grupos abelianos finitos, entio H x K ~ H x K.
3. Se G é um grupo abeliano, entio G =~ G.

Demonstracao. 1. Sejam G = (g) e |G| = n. Entdo W(g) € K, = {1, &1, , &1}
Como 0(&) = n e divide 0(g) temos que existe um tnico ¢ € G tal que W(g)=<¢e
W(g" =¢"

Afirmacao: G = (¥).
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De fato, seja ¢ € G. Entdo (p(9)" = p(g") = p(e) =1, ou seja, p(g) é uma raiz
n-ésima da unidade. Logo, ¢(g) € K, = ¢(g) = &, para algum k € Z, ou seja,
d(g) = & = ()" = ¢ € (W),

2. SejamPIxK:{(@,\If):(peﬁe\PeI%}.

w:HxK— HxK
e, V) — w(p, V)

w:HXK—C
: (h, k) — (¢(h), Y(k))

E claro que w é um homomorfismo de grupos sobrejetor. Dado (¢, V) € kerw.
Entdo w((@, ¥))((h, k) =1, isto é, (h)¥ (k) =1, para todo (h, k) € H x K. Em
particular, p(h) = ¢(h)¥(e) = 1, para todo h € H. Portanto, ¢ = id. De modo
analogo, mostra-se que W = id. Assim, w € injetora.

3. Se G é um grupo abeliano. Entdo,
GGy x--xGs

onde G; é um grupo ciclico, paracadai =1,--- ,s. Peloitem 1, temos que G; ~ G,
paracadai=1,---,s. Logo,

e peloitem 2, G ~ G.

1.6 Algebra de Lie

A secdo apresentada tratard de uma das teorias usada para resolver problemas de
Qrupos.
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Definicao 1.6.1. Seja R um anel comutativo com unidade, uma R-4lgebra de Lie L é
um R-moédulo com uma nova operagdo bindria definida em L, chamada de colchete de
Lie.
[[,-].LXL— L
(l/ m) B [l/ m]

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Lei anticomutativa:

2. Identidade de Jacobi.
Param,n el € L, tem-se:

[[I,m],n]+[[m,n],1]+][[n,I],m]=0.

3. Leis distributivas.
Para todo r,s € Reparatodo!,men € L, tem-se:

@) [rl+sm,n]=r[l,n]+s[m, n];

(b) [I,rm +sn] =r[l,m]+s[l,n].

Observagdo 1.6.2. Se R é um corpo entdo L é uma Algebra de Lie. Quando R = Z entdo
Z-Algebra de Lie é dito uma anel de Lie.

Seja A um grupo abeliano aditivo. Um anel de Lie L é graduado em A se

L= @ Lu La/ Lb C La+b/

onde os L, sdo subgrupos do grupo aditivo de L. Os elementos dos componentes
de graduagdo L, sdo denominados homogéneos.

O [+, ], em geral, ndo é associativo por causa da identidade de Jacobi, pois para
todo I,m e n € L temos [[I, m],n] # [I,[m,n]]. E além disso ndo existe 1 € L, pois
caso exista se y = 1 entdo para todo | € L, o comutador [y, [] = [I, y] = [ em particular

ly,y] =y #0.

Defini¢do 1.6.3. Dados duas R-Algebras de Lie L1 e L, um homomorfismo de R-
algebras de Lie é uma aplicagdo p : L1 — L, tal que:
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1. p é um homomorfismo de R-médulos;
2. p é compativel com [, ], ou seja, [I, n]? = [I?, nP].

Denotamos , (X) e ;;{X), a subalgebra gerado pelo conjunto X e o ideal gerado por
X, respectivamente.

Definic¢do 1.6.4. Dados U e V subconjuntos de L definimos o comutador de U e V,

comao:

[U,V]=_(lu,v]lueleveV).

Definic¢do 1.6.5. Dado L um R-Algebra de Lie, M C L é uma R-algebra de Lie se M é
um R-submédulo tal que [M, M] C M.

Definicdo 1.6.6. Um ideal I de L é um R-médulo tal que [I,L] € I.

Observagido 1.6.7. Se I1 e I sdo ideais de uma R-algebra de Lie L entdo Iy + 1o = {a+Dbla €
Iy e b el} éumideal, além disso se I; e I, sdo subdlgebras entdo I; + I, também o é.
Mas, o mesmo ndo ocorre se ambos forem subdlgebras. Por fim se I; e I, sdo ideais
entdo [I1, Ir] é um ideal.

Definigdo 1.6.8. Dado X C L, a subalgebra gerada por X é definida pela intersecdo de
todas as subdlgebras de L que contém X.

Analogamente, definimos o ideal gerado por X, pela intersecdo de todos os ideias
de L que contém X.

Lema 1.6.9. Seja L uma R-Algebra de Lie. Entdo:

1. Todo comutador de Lie w nas entradas ay, - - - , ax € L é uma R-combinagao linear
de comutadores de Lie simples nas mesmas entradas de w e com os mesmos
multipesos de w em {ay,--- ,ax};

2. Os comutadores de Lie simples usados no item 1. também podem ser escolhidos
todos com a mesma primeira entrada a € {ay, -, ax}.

Proposi¢do 1.6.10. Seja X um conjunto tal que X C L, entdo:
1. <X> = +<['x1/ e /xn—lrxn]ln 2 O/ Xi € X>/
2. Suponha que L = (Y) entdo: ;;(X) =[x, y1,--- ,yn] [In 20, x € X ey, €Y).

Definicdo 1.6.11. Seja X = {x1,x2,---},com X C L. Se L =< X > for uma R-algebra
de Lie, definimos:
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Ly = ,(Todos os comutadores de Lie de peso k nos elementos de X).

Defini¢ao 1.6.12. Um ideal (subalgebra ou submédulo) H de L é dito homogéneo se

H= é(H N Ly).
k=1

Definigdo 1.6.13. Seja L uma Algebra de Lie, definamos a série central superior:

Zo(L) =L
Zy(L) =Z(L)

Ziw(L) ={x e L| [x,L] € Z;(L)}.

com
Zo(L) 2 Zy(L) 2 - Zi(L) 2 -+

Definic¢do 1.6.14. Assim como para grupos definimos a série central inferior para L:

y1(L) =L
y2(L) =[y1(L), L] = [L, L]

yi+1(L) =[ys(L), L].

Observe que y,(L) =[L,---,L] = ([l1,l2,--- ,I4]|li € L), ou seja, y,(L) é um ideal
~———
n-fatores
para todo n > 1, e assim,y,+1(L) = [yx(L), L] € y»(L). Como consequéncia temos uma

cadeia de ideais:
)2 y2(L) 2+ 2 i) 2 - -
Lema 1.6.15. Seja L uma R-dlgebra de Lie, entdo para todo k > 1, temos:
1. yk(L) contém todos comutadores de Lie de peso I > k nos elementos de L.
2. Se L = (X) entdo yx(L) = ,([x1,x2,- -+, xn]|x; € X,n > k) para todo k > 1.

3. [yn(L), Ym(L)] € Ym+n(L), para todo m,n > 1.
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Algumas propriedades de G se traduzem para L e algumas defini¢bes parecem se-
melhantes. Aspréximas defini¢des e resultados diz respeito a nilpoténcia e solubilidade
de uma R-4lgebra de Lie.

Definicdo 1.6.16. Uma R-dlgebra de Lie, L é dita nilpotente se existe n tal que y,(L) = 0.
O menor 7 inteiro com essa propriedade é dita classe de Nilpoténcia de L.

Teorema 1.6.17. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes para qualquer R-algebra de
Lie L.

1 yen(L) = 0;

2. L possui uma série de ideais:
L=1[12L[,2---2L;2---2L.2L;41=0

tal que [Li, L] € Lix1
3. Paratodos I1,12, - ,I.+1 € Ltemos que [I1,12,--+ ,lc41] =0
4. yi(L) € Zy—is1(L) paracadai=1,--- ,k+1

Corolario 1.6.18. Seja L = (X). Entao L é nilpotente de classe no maximo c + 1 se, e
somente se, [xi,, -, Xi,] = 0 para todo x; € X.

Demonstragdo. Suponha que L é nilpotente de classe ¢ + 1, entdo y.+1(L) = 0, mas
pelolema 1.6.15 temos, 0 = yc4+1(L) = (([x1,x2, -+, xu]|x; € X, n = ¢ +1). Assim para
todo x; € X temos

[xill xiz/ Tt /xic+1] =0.

Agora, suponha [x;,---,x;,,] = 0, observe que cada x;,,---,x;,, € L entdo pela
implica¢do 3. em 1. do teorema acima temos que y.+1(L) = 0 entdo por defini¢do L é
nilpotente de classe no méximo ¢ + 1. ]

Alguns conceitos de grupo e anéis sdo semelhantes como o R-médulo quociente
L, 7=1+1paratodo! € L, onde L é uma R-dlgebra de Lie e I é um ideal de L.

Definigao 1.6.19. No R-médulo L/I vale o seguinte produto de Lie [x + I,y + I] =
[x,ylo +1

Assim, (L/I, +, [, -]L/I) é uma R-éalgebra de Lie.

Teorema 1.6.20. Seja L uma R-élgebra de Lie:
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1. Seja I um ideal de L. Entdo L, 7 € nilpotente de classe no méximo c se, e somente
se, ye+1(L) € I;

2. Se L é nilpotente de classe no maximo c, entdo qualquer subdlgebra e qualquer
quociente de L sdo nilpotentes de classe no méximo c.

Definic¢ao 1.6.21. Seja L uma R-édlgebra de Lie, podemos definir indutivamente a série

derivada de L, usando a operagdo [, ] os seguintes ideais.

LO =L
LW =[L, L] = y5(L)

1. :[L(i—l), L(i—l)]
L éideal, pois L@ = [L,L] C L, temos, L® ¢ LD Assim, temos a seguinte cadeia:
LO-—1>M>5...o@ ...

(n-1)
Observe que L /7 (n) € uma R-algebra de Lie abeliana, pois:

V2 (L(n_l)/L(n)) _ (L) + L(n)/L(n) = L(n)/L(n) =0.

Defini¢ado 1.6.22. Seja L uma R-algebra de Lie. Dizemos que L é soltivel se existe n > 0
inteiro tal que L™ = 0.
Definimos 0¢(x) = x € 0k+1 = [0k(x1, - -+, Xok), Ok (Xpkiq, - -+, Xous1)].
Teorema 1.6.23. Seja L uma R-algebra de Lie. As seguintes relagdes sdo equivalentes:

L LYW=0;

2. L tem uma série de ideais de comprimento d com fatores abelianos

L=Ly2L;2---2L;=0.
Tal que [L;, L;] < Lj41 paratodoi =0,---,d - 1;
3. 04(x1,x2,+++,x0a) = 0.

Um anel de Lie satisfazendo essas condicdes é dito ser soltivel e 0 menor ntmero d
com a propriedade indicada, é chamado comprimento derivado de L. Muitas vezes
é dito que um anel de Lie é soltvel de comprimento derivado d, significando que é
soltavel de comprimento derivado < 4.



Capitulo 2

Grupos Abelianos Elementares Agindo
como Grupo de Automorfismo

Esse capitulo terd como objetivo mostrar o resultado de [3] sobre grupos finitos que
sofrem a agdo de um grupo abeliano elementar A. Como mencionado na introdugao,
Ward [30] provou que para um grupo abeliano elementar de posto igual a 3 agindo
por automorfismo em um grupo finito G, a nilpoténcia dos Cg(a) para todo a € A*
implica na nilpoténcia de G. Entdo pode-se pensar se 0 mesmo ocorre quando o grupo
abeliano elementar tem posto 1 e 2, ou seja, quando A = C, e A = C, X C,. O préximo
exemplo é uma construgdo para os casos de posto 1 e 2, no qual os pontos fixos sdo
nilpotentes mas G néo é nilpotente.

Exemplo 2.0.1. Sejam 7, 3 e 2 primos distintos. A obtencdo de tais primos é feita usando
o teorema de Dirichlet sobre primos na progressao aritmética. Sejam a1, as p-ésimas
raizes primitiva da unidade sobre os corpos F3, F7, respectivamente.

Escreva Uy = Wy = (¢p1), com W = (x), 0(x) =3, 0(¢p1) =2 x®1 = x e considere
o produto entrelagado regular V> = C7 ¢ Uy, onde Cy é o grupo ciclico de ordem 7. Seja
W, o 7-subgrupo de Sylow de V,. Defina ¢, um automorfismo de V, por:

wu — w*u paraw € Wp, u € Uy

Assim, considere G = WiW, e A = (¢1)(¢2). Observe que G é um p’-grupo e A é
abeliano elementar de ordem p?. A acdo de A sobre G é definida por conjugacio.
Para cada a = qbllqb]z € A*comi,j e {0,---,p —1}. Sabemos em [[11],8.2.11] que se
G = XY, onde X e Y sdo subgrupos A-invariantes, entdo Cg(A) = Cx(A)Cy(A). Nessas
condigdes e como as agdes foram definidas, os pontos fixos sdo nilpotentes mas o G
tomado dessa forma ndo € nilpotente.
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Para o caso de posto 1, um exemplo mais simples é mostrado abaixo:

Exemplo 2.0.2. Seja S um grupo abeliano elementar de ordem 7° gerado por v1, v; e vs.
Seja K um grupo de automorfismos de S gerados por a e b tais que:

1 1

a __ a __ - a __ -
(@) v] =v1,0, =0V, €U; = U5 .

b_ -1 b _ b _ -1
(b) vy =0v"",v, =vrev; =05

O grupo K é um grupo abeliano elementar de ordem 4. Denote por G o produto
semidireto SK. O grupo G admite um automorfismo a de ordem 3 tal que:

o _ — .3 a _ .9
(a) v = 01,02 =0, eV, = U,

(b) a* =aeb® =0.

Quando calculado os pontos fixos, para a # e, temos duas copias de C2 X Ca. Ou seja,
todos os pontos fixos sdo nilpotentes, mas o grupo G néo é nilpotente, ja que a série
central inferior se estabeliza no segundo termo.

Nesse contexto os resultados a seguir relacionam os termos da série central inferior e
derivada dos centralizadores com os respectivos termos das séries do grupo G. Assim,
o seguinte resultado apresenta a limitacdo do expoente das séries central inferior e
derivada do grupo.

Teorema 2.0.3 ([4]). Dado m é um inteiro positivo e A um g-grupo abeliano elementar
de ordem 4" com r > 2 agindo sobre um q’-grupo G finito.

1. Se para algum inteiro d tal que 2¢ < r — 1 o d-ésimo grupo derivado do Cg(a)
tem expoente dividindo m para qualquer a € A*, entdo G tem expoente
{m, g, r}-limitado.

2. Sey,-1(Cg(a)) tem expoente dividindo m para qualquer a € A*, entdo y,-1(Cg(a))
tem expoente {m, g, r}-limitado.

No trabalho contendo o resultado citado acima, os autores apresentam os conceitos
de dois subgrupos importantes, os y-A-Especiais e A-Especiais, esses subgrupos sao
importantes para o desenvolvimento de um dos resultados principais desta tese.

Como mencionado acima, o objetivo desse capitulo é demonstrar o resultado abaixo,
pois tal resultado é importante devido as técnicas desenvolvidas que serdo utilizadas

no préximo capitulo.
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Teorema 2.0.4 ([3]). Seja A um grupo abeliano elementar de ordem p* com k > 3
agindo sobre a p-grupo finito G.

1. Se yx-_2(Cg(a)) é nilpotente de classe no méaximo c para qualquer a € A", entao
yk-2(G) é nilpotente e tem classe de nilpoténcia {c, k, p}-limitada.

2. Se, para algum inteiro d tal que 24 +2 < k, 0 d-ésimo grupo derivado de Cg(a) é
nilpotente de classe no méximo c para qualquer a € A*, entdo o d-ésimo grupo
derivado G é nilpotente e tem classe de nilpoténcia {c, k, p}-limitada.

2.1 Grupos A-Especiais e y-A-Especiais

No contexto de a¢des de grupos abelianos elementares apresentaremos algumas
defini¢des que podem ser encontrados em [4]. Essa se¢do serd destinada a conhercemos
a estrutura, bem como as propriedades dos grupos A-Especiais e y-A-Especiais,
propriedades essas que sempre estaremos mencionando ao logo deste trabalho.

Definicao 2.1.1. Seja p um primo e A um p-grupo finito abeliano elementar agindo
sobre um g’-grupo finito G. Sejam Aj, ..., As os subgrupos do indice p em A e H
um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo y-A-especial de G de grau 1 se
e somente se H = Cg(A;) para algum j < s adequado. A seguir, suponha que i > 2
e os subgrupos y-A-especiais de G de grau i — 1 ja estejam definidos. Entdo H é um
subgrupo y-A-especial de G de grau i se e somente se existe um subgrupo y-A-especial
J de G degraui—1tal que H =[], Cc(A;)] N Cc(A,) para j,n < s adequados.

Similarmente, dizemos que H é um subgrupo A-especial de G de grau 0 se e
somente se H = Cg(A;) para i < s adequado. Agora, suponha que k > 1 e os
subgrupos A-especiais de G de grau k — 1 sdo definidos. Entdo H é um subgrupo
A-especial de G de grau k se e somente se existem subgrupos A-especiais J1, J> de G
de grau k — 1 tal que H = []1, ]2] N Cg(A;) para adequado j < s.

Os proximos teoremas apresentam propriedades sobre os subgrupos A-especiais e

y-A-Especiais e as demonstra¢ées podem ser encontradas em [4].

Proposigdo 2.1.2. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p” com r > 2 agindo
sobre um p’-grupo finito G e Ay, ..., As 0s subgrupos maximos de A. Seja k > 1 um

numero inteiro.

i) Se k > 2, entdo todo subgrupo y-A-especial de G de grau k estd contido em
algum subgrupo y-A-especial de G de grau k — 1.
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ii) Suponha que G = G’ e seja N um subgrupo A-invariante tal que N = [N, G].
Entdo para cada k > 1 o subgrupo N é gerado por subgrupos da forma N N H,
onde H é algum subgrupo y-A-especial de G de grau k.

iii) Seja Sy o subgrupo gerado por todos os subgrupos y-A-especiais de G de grau i.
Entdo Sk = 7«x(G).

iv) Se k < r —1e H é um subgrupo y-A-especiais de grau k, entdo H < yx(Cg(B))
para algum subgrupo B < A tal que |A/B| < p*.

v) Seja H um subgrupo y-A-especial de G. Se N for um subgrupo normal A-
invariante de G, entdo a imagem de H em G/N é um subgrupo y-A-especial de
G
N

vi) Seja Q um g-subgrupo A-invariante Sylow de yx-1(G). Sejam Qy, ..., Q; todos
os subgrupos da forma Q N H onde H é algum subgrupo y-A-especial de G de
grau k — 1. Entdao Q = (Qq,..., Q).

Demonstragio. i) Se k =2 e H é um subgrupo y-A-especial de G de grau 2, entdo
H =1[]1,Cc(Ax)] N Cc(An) para k, m < s adequado. Observe que H < Cg(An) e
0 Cg(A;) é um subgrupo y-A-especial de G de grau 1. Assuma que k > 3 e use
indugdo em k. Seja H um subgrupo y-A-especial de grau k. Sabemos que existe
subgrupo y-A-especial J; de G de grau k — 1 tal que H = [J1, Cc(Ax)] N Cc(Am)
para k,m < s adequado. Por inducdo J; estd contido em algum subgrupo
y-A-especial L; de G de grau k — 3. Observe que [L1, Cc(Ax)] N Cc(Apm) é um
subgrupo y-A-especial de G de grau k —2 e H < [L1, Cg(Ax)] N Cc(An), entdo
segue o resultado.

ii) Conjunto M = ([K;, Cg(Aj)] | 1 < i,j < s5). E claro que cada um dos sub-
grupos [K;, Cg(Aj)] é A-invariante. Assim, pelo Lema 1.1.5(3.) cada sub-
grupo [K;, Cc(A/)] é gerado por subgrupos da forma [K;, Cc(A;j)] N Cg(I), onde
[=1,---,s. Observe que cada subgrupo [K;, Cc(A;)] N Cg(I) estd contido em um
subgrupo y-A-especial de G de grau k + 1. Portanto, M é gerado por subgrupos
da forma M N D, onde D varia através do conjunto de todos os subgrupos
y-A-especiais de G de grau k + 1. Se M" = M N D" afirmamos que [M", K;] < M
paracadal <j <t

De fato, por i) sabemos que existe algum subgrupo y-A-especial H de G de grau
k tal que D* < H. Isso implica que M" est4 contido em algum K; e entdo temos
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iii)

Vi)

[M*, K;] < [K;i, Cc(Aj)] £ M, conforme desejado. Portanto, M é normal em K e
concluimos que M = K’. O resultado agora segue.

Se k = 1 oresultado é imediato do Lema 1.1.5. Portanto, assuma que k > 2 e defina
N = Rj_1. Por indugdo em k assumimos que N = y4_1(G). Seja D1, D, -+, D, ,
sdo os subgrupos y-A-especiais de G de grau k — 1 e Hy,Hy,--- ,H;, sdo os
subgrupos y-A-especiais de G de grau k. Se cada yx(G) = ([D;, Cg(Aj))] | 1 <
l,j < sk-1). Como cada subgrupo [D;, Cg(A;j)] é A-invariante, segue do Lema
1.1.5(3.) que é gerado por subgrupos da forma [D;, Cg(A;j)] N Cc(A;), onde
i=1,...,s. Estes sdo precisamente os subgrupos y-A-especiais de G de grau k
entdo segue o resultado.

Se k = 1 o resultado vale, isso fica claro porque H = Cg(A;) para um [ >
s adequado e 14 Al = q. Assuma que k > 2 e use indugdo em k. Te-
mos H = [J1,Cg(A7)] N Cc(Ap) para k,m < s adequado e subgrupo y-A-
especiais J; de G de grau k — 1. Por indugdo existe subgrupo B; < A tal
que |A/B1| = qk_l e J1 < vk-1(Cg(B1)) Seja B = B; N A, observe que H =
[J1, Ca(AD] < [yk-1(Cc(B1)), Co(AD] < [yk-1(Cc(B)), Ca(B)] = yi(Cc(B)). As-

sim H < y;(Cg(B)) e |A/B| = qk, como requerido.
E imediato do Lema 1.1.5(1.) e das definicdes.

Seja G um contra-exemplo de ordem minimal e seja N um subgrupo A-invariante
normal minimal de G. Considere o conjunto X = (Qj, ..., Q). Por minimalidade
e pelo item iv) QN = XN. Para provar que Q = X é suficiente mostrar que
Q NN < X. Primeiro suponha que N é um p’-grupo. Neste caso a intersecgdo
Q N N é trivial e ndo ha nada a provar. Em seguida, suponha que N é perfeito.
Como N é caracteristicamente simples(um grupo G é caracteristicamente simples
se ndo possui subgrupos caracteristicos ndo triviais préprios), N é um produto
de grupos simples ndo abeliano. Segue do Lema 4.2 [4] que Q N N esta contido
em X e terminamos. Assim, resta considerar o caso em que N é um p-grupo.
Suponha que G # G’. Por indugdo, sabemos que todo Sylow A-invariante O
p-subgrupo de yx(G) é gerado por suas interse¢des com todos os subgrupos
y-A-especiais de G’ de grau k — 1. Portanto, podemos passar para o quociente
G/)/k(G) e assumir que yx(G) = 1. Isso implica que yx-1(G) é nilpotente e assim
podemos supor que y-1(G) é um p-grupo. Entdo yx_1(G) = Q. Segue de ii) que
Q é gerado por subgrupos y-A-especiais de G de grau k — 1 e o resultado vale.
Estamos reduzidos ao caso em que G = G’. Como N é minimal, ou N =[N, G],
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ouN < Z(G). Se N =[N, G] notamos que Q N N = N porque N esta contido em
Q. Como N = [N, G], oitem iv) mostra que N é gerado por suas interse¢des com
todos os subgrupos y-A-especiais de G de grau k — 1 e entdo N < X, conforme
desejado. Agora suponha N central em G. Entdo N é de ordem p e N estd contido
em todo subgrupo maximal de Q ou existe um subgrupo maximal S em P tal que
Q = NS. No primeiro caso N < ®(Q). Como sabemos que Q = XN, segue que
Q = X, como requerido. Neste tltimo caso, pelo Teorema [[14],pg.21], N também
é complementado em G e entdo G = NH para algum subgrupo H < G. Como N
é central, temos G = N X A. Isso gera uma contradi¢do porque assumimos que
G=G"

O

Seguindo a mesma ideia da demonstracdo da proposicdo anterior, temos o seguinte
resultado.

Proposigdo 2.1.3. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* com k > 2
agindo sobre um finito p’-grupo G e Ay, ..., A 0s subgrupos maximais de A. Seja
i > 0 um namero inteiro.

i) Sei > 1, entdo todo subgrupo A-especial de G de grau i estd contido em algum
subgrupo A-especial de G de grau i — 1.

iii) Seja R; o subgrupo gerado por todos os subgrupos A-especiais de G de grau i.
Entdao R; = G,

iii) Se 2’ <i—1e H sdo subgrupos A-especiais de grau i, entdo H < (Cc(B)® para
algum subgrupo B < A tal que |A/B| < p?.

iv) Seja Q um A-invariante g-subgrupo de Sylow de G'”). Sejam Q, ..., Q: todos os
subgrupos da forma Q N H onde H é algum subgrupo A-especial de G de grau i.
Entdo Q = (Q1,..., Q).

2.2 Limitacao da Classe de Nilpoténcia

O objetivo desta secdo é demonstrar o seguinte resultado que pode ser encontrado em

[3].

Lema 2.2.1. Seja A um grupo abeliano elementar de ordem p* com k > 3 agindo sobre
a p’-grupo finito G.
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1. Se yx_2(Cg(a)) é nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer a € A", entdo
Vk-2(G) é nilpotente e tem classe de nilpoténcia {c, k, p}-limitada.

2. Se, para algum inteiro d tal que 24 12 < k, 0 d-ésimo grupo derivado de Cg(a) é
nilpotente de classe no méximo c para qualquer a € A*, entdo o d-ésimo grupo
derivado G é nilpotente e tem classe de nilpoténcia {c, k, p}-limitada.

Apresentaremos a demonstragdo do item 1, a demonstragdo do outro item é similar.
Dividiremos a demonstragdo em dois lemas, o primeiro lema é com relacdo a nilpoténcia
e o segundo lema é sobre a limitagdo da classe de nilpoténcia. Vale ressaltar que iremos
sempre voltar as propriedades citadas nas se¢des 2.1 e 1.6.

Lema 2.2.2. Seja A um grupo abeliano elementar de ordem p* com k > 3 agindo sobre
um p’-grupo finito G. Se yx-2(Cg(a)) é nilpotente de classe no maximo c para qualquer
a € A*, entdo Vk-2(G) é nilpotente.

Demonstragdo. Suponha que o lema seja falso e considere G um contra-exemplo de
ordem minimal. Como y,(Cg(x)) é nilpotente para qualquer x € A*, segue-se que
Cc(x) é soluvel para qualquer x € A*. Portanto, o resultado de Glauberman sobre
funtores sinalizadores solaveis [10] implica que G é soltivel. Assuma que G tem dois
subgrupos normais minimais A-invariantes distintos V; e V,. Por minimalidade, a
imagem de y,(G) em G/V1 e em G/V2 é nilpotente. Assim a imagem de y,(G) deve
ser nilpotente no quociente G/V1 NV, Isso é uma contradi¢do ja que Vi NV, = 1.
Portanto, G tem um tnico subgrupo normal minimal A-invariante M. Novamente, o
quociente )/k—z(G)/M é nilpotente. E claro que M é um g-grupo abeliano elementar
para algum primo 4. Seja Ay, ..., A sdo os subgrupos maximais de A. Pelo Lema
1.15M = MiM; --- M, onde M; = Cp(A;) parai < s. Como yx—p ndo € nilpotente,
esse ndo é um g-grupo. Portanto, pelo Lema 1.1.5(4.) yx—2(G) contém um r-subgrupo
de Sylow R A-invariante para algum primo r # q. O teorema 2.1.2(vi) nos diz que R é
gerado por suas interse¢des com subgrupos y-A-especiais de grau k — 2.

Assim, R = (Ry,- -, Ry), onde R; = R N H; para algum subgrupo y-A-especial H;
de G de grau k — 2. Agora fixe os inteiros i e j e considere o subgrupo (M;, R;). Desde
que k < r — 1 segue da Proposigao 2.1.2(iv) segue que H; estd contido em y;_2(Cg(B))
para algum subgrupo B de A tal que |A/B| < p*. Por outro lado, M; < Cg(A;) e
observe que a intersecdo BN A; ndo € trivial. Portanto, existe a € A* tal que M; < Cg(a)
e H; < yx-2(Cg(a)). Segue-se que H; estd contido em F(Cg(a)). Como M; esta contido
em um subgrupo normal abeliano de G e também em Cg(a), segue que (M;, R;) é
nilpotente. Tendo em mente que M é um g-grupo e R é um r-grupo, deduzimos
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que [M;, R;] = 1 e isso vale para qualquer i,j. Lembre-se que M = MiM;---M;s e
R = (Ry, -+ ,Ry). Portanto, [M,R] = 1. O fato que 7’(-2(G)/M é nilpotente implica
que também Cg(M) N yx—2(G) é nilpotente. Consequentemente, todo g-elemento de
Cc(M) N yr—2(G) pertence a O, (G). Por outro lado, O, (G) é trivial, ja que M é o tinico
subgrupo normal minimal A-invariante de G. Assim, obtemos um contradi¢do pois

acabamos de mostrar que R centraliza M. O

Pelo resultado 2.2.2 temos a nilpoténcia do yx_2(G) sob as hipoteses estabelecidas,
o proximo resultado auxiliard na limita¢do a classe de nilpoténcia.

Lema 2.2.3. Seja L uma éalgebra de Lie tal que pL = L onde p é primo, e seja A um
p-grupo finito abeliano elementar agindo por automorfismos em L. Seja Ay, ..., As
sejam os subgrupos maximais de A. Suponha que L seja gerado por subespagos
A-invariantes de Ry, ..., Ry com a propriedade de que para quaisquer inteiros i, j e k
existe algum inteiro m tal que

[Ri, CL(Aj)] N Ci(Ak) < R

Entdo L é gerado por Ry, ..., R;.

Demonstragdo. Seja L um espago linear de subespagos da forma [R;,, ..., R;, ], onde
Ri,...,Ri, ndo sdo necessariamente elementos distintos de {Rj,...,R;}. Entdo
escolha R;,,...,R;, € {Ry,...,R¢} ecoloque R = [Ry, ..., R]. Basta mostrar que R
esta contido em LiR;. Argumentamos por induc¢do em w. Se w = 1, entdo R = R;,
para algum / e ndo hd nada a provar. Assuma que w > 2 e coloque R = [R;;, ..., R;,].
Assim R = [Ro, R;, ]. Como R é um subespago A-invariante segue-se do Lema 1.1.5(3.)
que R = £y<sCr(A)). Por hipétese indutiva Rg < LjR;.
Portanto, temos

Cr(Ax) = [Ro, CL(A)] N CL(A)) < [ZiR;, CL(A))] N CL(A))
< Zi([R1, CL(Aj)] N CL(AY)).

Pela hipétese cada soma [R;, C1(A;)] N CL(A,) estd contida em Ry, para algum inteiro
m, e assim segue que R < ¥;R;, conforme desejado.
O

Lema 2.2.4. Seja A um grupo abeliano elementar de ordem p¥ com k > 3 agindo sobre
um p-grupo finito G. Se yx-2(Cg(a)) é nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer
a € A", entdo y;_»(G) a classe de nilpoténcia é {c, k, p}-limitada.
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Demonstragdo. Primeiro, notamos que yx-2(G) é nilpotente pelo Lema 2.2.2. Em
seguida, seja L = L(yx-2(G)) a algebra de Lie associada a yx-2(G) como na segdo 1.6.
Entdo pL = L e L tem a mesma classe de nilpoténcia de yx-2(G). O grupo A age
naturalmente por automorfismos em L e, como Y,—2(Cg(a)) é nilpotente da classe no
maximo c, segue que Yx-2(Cg(a)) é nilpotente da classe no maximo c para qualquer
a € A*. Coloque K = L ® Z[w], onde w é uma raiz p-ésima primitiva da unidade. A
nilpoténcia de yx_2(Cr(a)) implica que também y,_>(Cx(a)) € nilpotente de classe no
maximo c para qualquer a € A*. O teorema 2.7(1) de [6] agora nos diz que yx—2(K) é
nilpotente de classe {c, k, p}- limitada. Portanto, também a classe de nilpoténcia de
vr-2(K) é {c, k, p}-limitada. Denotamos a classe de nilpoténcia de y,_»(K) por e.

Seja H1,Hy, ..., H; sdo os subgrupos y-A-especiais de G de grau k — 2. Pela
Proposigao 2.1.2(ii]) yx-2(G) = (H1,Ha, ..., H;) . Como k —2 < k — 1, a Proposigdo
2.1.2(iii]) nos diz que cada subgrupo H; estd contido em yx_»(Cg(a)) para algum
subgrupo B de A tal que |A/B| < p*72. Seja Ay, ..., As sejam os subgrupos maximais
de A. Para qualquer A; a intersecdo B N A; ndo € trivial. Assim, existe uma € A" tal
que o centralizador Cg(A;) estd contido em Cg(a) e H; estad contido em yx_2(Cg(a)).
Como yk-2(Cg(a)) é nilpotente da classe no maximo ¢, temos:

[Cc(A)), H;, -+, Hi] =0. (2.1)
~—
c+1

Em seguida, definimos recursivamente o que serd chamado de y-A-subélgebras de L.
Uma subélgebra R é uma y-A-subalgebra de nivel 1 se e somente se R = L(yx_2(G), H;)
para j < t adequado. A seguir, suponha que | < 1 e as y-A-subélgebras de nivel | — 1
estejam definidas. Entdo R é uma y-A-subdlgebra de nivel | se e somente se existem
y-A-subdlgebras Ri, de nivel [ — 1 tais que R = [Rq, CL(Ax)] N CL(Aj) para j, k < s
adequado. Denotamos por R; o conjunto de todas as y-A-subalgebras de nivel [.

E claro que toda y-A-subdlgebra é A-invariante e estd contida em Cp(A;) para
algum j <s. Como yx_» = (H1, Ho, ..., H;) segue que L é gerado por todo R € Ry. E
facil verificar que se R estd em R; , entdo G contém um subgrupo y-A-especial H de
grau k — 2 + [ tal que R < L(yx—2, H). Segue da defini¢ao e da Proposigdo 2.1.2(i]) que
para quaisquer subgrupos y-A-especiais J; e para todo j, k < s existe um subgrupo
y-A-especial [3 tal que

[J1, Cc(Aj)] N Ca(Ax) < J. (2.2)

A partir disso, deduzimos as propriedades correspondentes das y-A-subélgebras.

(P1) Sel > 1, entdo todo elemento de R; estd contido em algum elemento de R;_; .
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(P2) Se j < s, entdo para qualquer Ry € R; existe R3 € R; tal que

[R1, CL(Aj)] N CL(Ak) < Rs. (2.3)

No grupo G temos a relacdo 2.1. Portanto, na dlgebra de Lie temos
[CL(A)), .1 L(yk-2(G), H;)] = 0.

Considerando que toda y-A-subdlgebra estd contida em algum L(yx-2(G), H;) e que
L =X;CL(Aj) deduzimos [L, .,1L(yx-2(G), H;)] = 0, em particular

[L, .R]=0. (2.4)

7 e+l
para cada y-A-subdlgebra R. Além disso, usando o Lema 2.2.3 pode-se mostrar que
para todo [ > 1 o [-ésimo termo y;(L) da série central inferior de L é gerado pelas
y-A-subdlgebras de nivel .

Vamos agora provar que L é nilpotente de classe {c, k, p}-limitada. Seja Z =
Z(yx—2(L)). Entdo [Z,X,Y] = [Z,Y, X] para quaisquer subconjuntos X € y;_3(L) e
Y € L. Seja n = |Ri_3|, o nimero de elementos em Ry_3 e observe que o ntimero n é
limitado por {k, p}. Defina r = cn + 1. Como y_3(L) = Z;<,R;, podemos escrever

[L/ ryk—3(L)] = Z[Z, u1R1/ Tty uan]- (25)

onde u; +---+u, =reRy,---, R, estdo em Rx_3 . O ntimero r é grande o suficiente
para garantir que u; > ¢ + 1 para algum j < n. Segue-se de (2.4) que cada soma em
(2.5) é igual a zero.

Assim [Z, ,yk-3(L)] =0e Z < Z,(yx—3(L)), onde Z,(yx—3(L)) é o r-ésimo termo da
série central superior de yx-3(L) . Agora, repetindo este argumento para Vk—?’(L)/Z
,Vk—3(L)/Z2(yk_2(L)) e assim por diante, concluimos que yk—2(L) < Z.(yk-3(L)) e,
portanto, yx—3(L) é nilpotente da classe no maximo er + 1. Depois disso, repetimos
0s argumentos paraVk—4(L))/Z (Vk_s(L)) fyk_4(L))/Z2(yk_3(L)) etc. Depois de muitas
repeti¢des, concluimos que L € nilpotente de classe {c, k, p}-limitado. Finalmente,
observamos que, como a classe de nilpoténcia de G é igual a de L, segue-se o resultado.
A prova estd completa.

O



Capitulo 3

Grupos Extra-Especiais Agindo como
Grupo de Automorfismo

Esse capitulo é uma generaliza¢do para o caso ndo abelianos dos resultados apresen-
tados no capitulo 2. Neste capitulo apresentamos as demonstragdes dos seguintes
teoremas publicados em [22]:

Teorema 3.0.1. Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem
p*"*1. Suponha que E aja por automorfismos na 4lgebra de Lie L com pL = L e

p {1 Char(L).

i) Se y,(Cr(a)) é nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer a € E*, entdo
¥n(L) é nilpotente com classe limitada apenas em termos de ¢, 11 e p.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2% < 1, o d-ésimo termo derivado do Cr(a) é
nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer a € E*, entdo o d-ésimo termo
derivado L' ¢ nilpotente com classe limitada apenas em termos de ¢ , 7 e p.

Teorema 3.0.2. Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem
p*"*1. Suponha que E age por automorfismos sobre um p’-grupo finito G.

i) Se v,(Cg(a)) é nilpotente para qualquer a € E*, entdo y,(G) é nilpotente.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2% < 1, o d-ésimo grupo derivado de Cg(a) é
nilpotente para qualquer a € E*, entdo o d-ésimo grupo derivado G'® é nilpotente.

Para o caso n = 1 os resultados anteriores foram publicados em [21] com os
seguintes respectivos enunciados: Dado A um p-grupo de ordem p> e expoente p
agindo em um p’-grupo finito de tal maneira que C(a) (respectivamente Cr(a)) é
nilpotente de classe no méximo ¢ para qualquer a € A* entdo G (respectivamente L) é
nilpotente com classe limitada apenas em termos de c e p.
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3.1 Resultados sobre Algebra de Lie

Essa secdo visa desenvolver técnicas para édlgebra de Lie, a fim de demonstrar:
Teorema 3.0.1 Seja p um primo e E um grupo extra-especial p de expoente p e ordem
p*"*1. Suponha que E aja por automorfismos na 4lgebra de Lie L com pL = L e

p 1 Char(L).

i) Se 7,(Cr(a)) é nilpotente de classe no maximo ¢ para qualquer a € E*, entdo
yn(L) é nilpotente com classe limitada apenas em termos de ¢, n e p.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2¢ < 1n, 0 d-ésimo termo derivado de Cy(a) é
nilpotente de classe no méximo ¢ para qualquer a € E¥, entdo o dth derivado L@
é nilpotente com classe limitada apenas em termos de c, n e p.

Apresentaremos apenas a demonstra¢do do item 7) do teorema anterior uma vez
que a demonstragdo do outro item é anéloga.

Lembre-se de que um caractere de um grupo abeliano finito A é um homomorfismo
a: A — S'. O grupo de caracteres de um grupo abeliano finito A é o conjunto
de homomorfismos A — S' = {z € C | |z| = 1} com a operacao de multiplicagdo
de funcdes: (ap)(g) = a(g)B(g). O grupo de caracteres de A é denotado A. E bem
conhecido que A e A sdo isomérficos (ver 1.5.11).

Seja K um anel associativo com unidade em que p é invertivel,  uma p-ésima raiz
primitiva da unidade e L uma algebra de Lie sobre K[w]. Seja A um grupo abeliano
elementar de ordem p*, k > 2, agindo por automorfismos em L. Para qualquer o € A
definimos

Ly ={x € K| x" = a(a)x para cadaa € A}.

Observe que cada componente L, pertence ao ponto fixo de um subgrupo maximal de
A. E sabido (ver [16, pg.88]) que L = @ Lye[Lg, La] < Ly paratodo a, B € A.

(04
Para qualquer inteiro positivo n e a1, ..., a, € A definem indutivamente

y(a1) = Lo, e y(an, ..., an) = [y(a1,...,an-1), La, ],

O(ar) =Ly, e0(ay, ..., ao) =[0(aq, ..., am-1), 0(pn-141, ..., an)].

Em [28], provou-se que y,(L) = Z y(ay, .., an) e LM = Z O(aq,...,amm), onde
ai, ..., az variam independentemente através de A. Além disso, para qualquer
B € A, provou-se que Lg N yu(l) = Z)/(oq, ...,0y) onde a soma é feita sobre

aqueles ay,...,a, € A para os quais aj---a, = f. Da mesma forma Lﬁ NLM™ =
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Z O(a1,...,az),onde ag - - - ay = B. Uma consequéncia ttil desses resultados é que

para qualquer a € A temos que Cr(a) N y,(L) = Z y(ai,...,a,), onde a soma é feita
sobre todos aqueles a1, ..., a, para os quais a1 - - a,(a) = 1.

Lema 3.1.1. Ser > k — 1, entdo y,(L) = Z N, onde cada N, é uma subélgebra de

a€A
vk-1(Cr(a)).

Demonstracdo. Note que paraqualqueray, ..., a1 € Aexistea € AcomLy,,..., Ly, <
Cr(a). Assim, y(a1, -+, ak-1) < yk-1(Cr(a)) para algum a € A. Se r > k — 1, entdo
y(ar, -+, ar) <y(PB1,- -, Pr-1)onde 1 = a1+ -+ + Ay_k12 € i = Ap_k+it1- Assim, se
n > k —1, também obtemos que y (a1, -, ar) < yk-1(Cr(a)) por algum a € A. Como
yr(L) = Z y(a1,- -+, ar) segue o resultado. |

Seja K um anel associativo com unidade em que p é invertivel e @ uma p-ésima
raiz primitiva da unidade. Seja L uma algebra de Lie sobre K[w]. Entdo o objetivo da
presente secdo é estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 3.1.2. Suponha que E age por automorfismos em L de tal forma que y,,(Cr(a))
seja nilpotente da classe no maximo ¢ para qualquer a € E*. Entao y,(L) é nilpotente
da classe (c, n, p)-limitada.

Em toda essa secao denotamos por E um p-grupo Extra-Especial. Como de costume,
denotamos por E’ o subgrupo do comutador de E. Como E é extra-especial, E’ tem
ordem p e E’ = Z(E) = ®(E). Escolha um gerador ¢ de E’ e defina Hy = C,,,1)(¢) =
CrL(@)Nyu(L). Osubanel Hy é E-invariante desde que ¢ comuta com qualquer elemento
de E.

Lema 3.1.3. Sejam By, ..., B; todos os subgrupos abelianos elementares de ordem p”+1
de E. Entdo Hy = Y Cy,1)(Bi).
i

Demonstragio. Denote por E o quociente E/E’, que é um grupo abeliano elementar
de ordem pzn. Observe que Hyp admite a agdo de E e entdo Hy = Z CH, (Q;) onde
i

Q1,...,0Q; sdo os subgrupos maximos de E. Uma forma alternativa de expressar
isso é dizer que Hy = Z C,,1)(Qi) onde Q;, ..., Q sdo os subgrupos maximais de
i

E desde E’ < Q; para qualquer i. Agora, para cada Q;, escolhemos um subgrupo

abeliano elementar B; < Q; (pelo teorema 1.4.5) de ordem p””. Assim, temos

Hp = Z Cy,w)(Bi), pois Cy, 1)(Qi) < Cy,,1)(Bi)- O
i
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Seja @ uma p-ésima raiz primitiva da unidade. O produto tensorial L = L &7 Z[w]
pode ser considerado como uma algebra de Lie sobre K ®z Z[w]. A agdo de E sobre L
estende-se naturalmente para Le ¥n(Cy(x)) é nilpotente de classe no maximo ¢ para
qualquer x € E*. Como y,(L) e y,,(L) tém a mesma classe de nilpoténcia, basta limitar
a classe de y,(L). Portanto, sem perda de generalidade serd assumido que w € K para
que trabalhemos com L ao invés de L.

Lema 3.1.4. Hy é nilpotente da classe (c, n, p)-limitada.

Demonstragdo. Como Hy < Cr(¢) e y»(CrL(p)) é nilpotente da classe no méximo c,
temos que y,(Hp) é nilpotente da classe classe no maximo c¢. Suponha que n > 2
e seja N = y,_1(Hp). Primeiro provaremos que N é nilpotente da classe (c, 1, p)-
limitada. Observe que N’ é nilpotente da classe no maximo c. Pelo andlogo da
algebra de Lie do teorema de Hall (ver [17, Teorema 2.3.1]), é suficiente mostrar que
N/[N’, N'] tem classe de nilpoténcia (¢, n, p)-limitada. Assim, podemos assumir que
N é metabeliano. Neste caso [x,vy,z] = [x,z,y] para cada x € [N,N] e y,z € N.
Como N é E-invariante, temos que N’ = Z Cn+(B;) onde B; varia sobre todos os
1
subgrupos abelianos elementares de ordem p"*! de E. Assim, basta mostrar que existe

um numero ¢ = t(c, n,p) tal que [Cn/(B;), N, ..., N] = 0 para qualquer i. Para cada
—_————
t

subgrupo B; consideramos o caractere B; de B,. Assim, podemos escrever L = @ Ly
a€EB;
ondeeL, = {x € K| x" = a(a)x para cada a € B;}.
Para qualquer a1, ..., a, € B; existe b € B; tal que Ly, ..., Ly, < Cr(b). Obvia-
mente, Cr,(B;) < Cr(b) e como y,(Cr(b)) é nilpotente de classe no maximo ¢, temos
que

[Cn(Bi), y(a1,...,an), ..., y(a1,...,a,)] =0.

c+1

Observe que Hy = Z y(ai,...,a,), onde a soma é feita sobre todos aqueles a1, ..., ay
para o qual a;---a,(p) = 1. Assim, como no Lema 3.1.1 podemos provar que

N = Z N} onde Nj é uma subdlgebra contida em y,,(Cr(b)).
beB;



3.1 Resultados sobre Algebra de Lie 37

Coloque t = cp”Jrl + 1. Portanto, [Cn/(B;), N, ..., N] éigual a:
—
t

Z[CN,(BZ'),N~,...,N]',*, ...,%] =0.
~————
c+1

Aqui, os asteriscos denotam alguns subespagos de N que ndo sdo importantes, pois
o comutador é 0 de qualquer maneira. Isso prova que N = y,,_1(Hp) é nilpotente da
classe (¢, n, p)-limitada.

Agora, repetindo o mesmo argumento para y,,—2(Hp), y»-3(Hp) e assim por diante,
concluimos que Hy é nilpotente de classe (c, 1, p)-limitada. ]

O proximo lema é provado em [28, Lema 2.2].

Lema 3.1.5. Seja t > 1. Seja L uma 4lgebra de Lie e K uma subalgebra nilpotente de
classe c. Assuma que K é gerado pelos subespacos Xi, - - - , X, tal que para qualquer
espaco comutador Y em Xy, -+, X, temos [L, tY] = 0. Entdo existe um ntimero u
(c,m, t)-limitado tal que [L, ,K] = 0.

Lema 3.1.6. Existe um ntimero (c, n, p) limitado s tal que

[L, Ho, -+, Ho] = 0.
———
S

Demonstracdo. Seja B; um grupo abeliano elementar de ordem p"*! de E e escreva
L= @ L,. Primeiro, provaremos que

a€B;

[L, Cy,w)(Bi), -+, Cy,)(Bi)] = 0. 3.1)

[

Fixe a1, ...,y € B; de forma que a1---a, = 1. E facil ver que neste caso se
Loy, ---,La,, € CL(b), entdo L,, € Cr(b). Assim, para qualquer 8, a1, ..., a, € B; tal
que a1 ---ay = 1 existem b € B; tal que Lg, Ly, ...,La, < Cp(b). Como y,(Cr(D)) é
nilpotente da classe no maximo c para b € Bf, segue que [Lg, .,.1y(a1, -+, a,)] =
0 sempre que a1---a, = 1. Agora, usando esse L = @Lﬁ, derivamos que

€B;
[L, ..qy(a1,--+,ay)] = 0. Observe que Cr(B;) = L. Assirn,ﬁtemos que C,, 1)(Bi) =
y(ai, -+, an), onde o somatério é feito sobre todos aqueles ay, -, a, para os
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quais a1 - - - @, = 1. Agora aplicamos o Lema 3.1.5 com K = Cr(B;) Ny, (L) e os espagos
(a1, -, an) < Cr(B;) no lugar de X; para deduzir que existe um {c, n, p} namero
limitado u tal que [L, ,K] = 0.

Agora, seja M uma subalgebra invariante E de Hy e seja M; = M N C,, 1)(B;), para
qualquer subgrupo abeliano elementar B; de ordem p"*! de E. Segue que M = Z M,;.
Mostraremos, por indugdo na classe de nilpoténcia de M, que existe um (c ,l n,p)
namero limitado s tal que [L, ;M] = 0. Como [M, M] é nilpotente de classe menor,
[M, M]] = 0.

O conjunto ¥ = (1 — 1)(t + 1) + 1, onde t é o ntimero de subgrupos abelianos

existe um ntmero (c, 7, p) limitado s1 tal que [L, ,
elementares de ordem p"“ de E,e W = [L,M;,,..., M, ] para alguma escolha de
M;,...,M; € {My,...,Mi1}. Segue que para qualquer permutagdo dos simbolos
i1,...,1, W< L, Mﬁ(il)/ - rMn(i,)] +[L, [M, M]].

Além disso, observe que o nimero r é grande o suficiente para garantir que
algum M; ocorra na lista M;,, ..., M;, pelo menos u vezes. Assim, deduzimos que
W < [L, ,Mi,*,...,+] +[L,[M,M]], onde os asteriscos representam subalgebras
arbitrdrias M;; escolhidas entre M;,, ..., M;,. Segue da equagdo (3.1) que qualquer
escolha para tal M;j; ndo altera o resultado. Portanto, W < [L, [M, M]].

Além disso, para qualquer escolha de M;,,..., M; € {Mj,...,M;} o mesmo

r

argumento mostra que
[W/ Mi1/ ce /Mir] < [W/ [M/ M]] < [L/ [M, M]/ [M/ M]]

Mais geralmente, para qualquer k e qualquer escolha M;, ..., M;_ € {M,..., M;}
temos
[L,Mi,,...,M;,] <I[L,[M,M],...,[M,M]].

k

Coloque s = syr. Por indugao temos que

[L,Mi,,...,M;]<I[L[M,M],...,[M,M]]=0.

51

Isso implica que [L, ,M] = 0. O lema agora é direto do caso em que M = Hy e
assim concluimos [L, ,Hp] =0 O

O préximo resultado foi provado em [18]. Esse resultado estende um resultado
anterior de Kreknin [19] que diz que se H é um anel de Lie admitindo um automorfismo
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livre de ponto fixo de ordem 1, entdo H é soltivel e tem comprimento derivado limitado

somente em termos de 7.

Teorema 3.1.7. Seja H um anel de Lie admitindo um automorfismo a de ordem finita

n tal que [H, ;Cx(a)] = 0 para algum t > 1. Suponha que nH = H. Entdo H é soltuvel

)n—l

com comprimento derivado no méximo (t + 1 + logot.

Considerando H = y,(L) obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.1.8. A élgebra de Lie y,(L) é soltvel com comprimento derivado (c, 11, p)-
limitado.

O ideal de um anel de Lie L gerado pelo conjunto X serd denotado por ;4(X). O
grupo aditivo de ;;(X) é gerado por comutadores simples da forma [x, 1, ..., k], em
quex € X, I; € L, k > 0. O préximo resultado foi provado em [17, Teorema 4.2.2].

Teorema 3.1.9. Se ¢ é um automorfismo de ordem prima p de um anel de Lie L entdo,
para qualquer s, temos

Vs (pL) < 4(Cr(g)) + L,

(p—-1y-1
p-2

Lembre-se que E’ é ciclico de ordem p. Escolha um gerador ¢ de E’. Para

onde f(p,s) =

cadai=0,...,p — 1 denotamos por L; o p-autoespaco para o autovalor ', ou seja
Li = {l € L|I? = 'l}. Temos (ver [17, pg.88])

p-1

L= @Li e [Li,Lj] € Litj(mod p)-
i=0

Observe que Ly = Cr(p).

Teorema 3.1.10. A dlgebra de Lie y,,(L) é nilpotente de classe (c, 1, p)-limitada.

p-1
Demonstragdo. Denotaremos por H a subélgebra y,(L). Note que H = EB H; onde
i=0
HNL;. Em particular, Hy é a subélgebra C,, (1)(¢) de Lo. Pelo corolério 3.1.7 H é solavel

de comprimento derivado (c, n, p) limitado. Agora argumentamos por indugédo sobre
o comprimento derivado de H. Se H é abeliano, ndo ha nada a provar. Assuma que
H é metabeliano. Neste caso [x, y,z] = [x,z,y] paracada x € [H,H] e y,z € H. Para
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cadai=0,...,p — 1, denotamos [H, H] N H; por Hl’ Note que em geral H6 # [Hop, Hp].
Coloque t = max{(c —1)(p +1) + p,s}, onde s é como em lema 3.1.6. Escolha dois

indices u,v € {0,...,p — 1} e considere o comutador [H,, Hy, ..., Hy]. E suficiente
|
t
mostrar que o comutador é zero.

Primeiro suponha que # = 0. Por Lema 3.1.3 temos que H| = Z Chy(Bi). Por
i

lema 3.1.1 para cada B; temos que H = Z Njp onde cada N é uma subélgebra de
bGBi
yn(CL(b)). Obviamente, Cy;(B;) < Cr(b) e como y,(CL(D)) € nilpotente de classe no

maximo ¢, temos que [CH(’)(Bi)/Nb/ ..., Ny] = 0 e entdo [CHé(Bi),H, ...,H] =0. Na

~———— —_————
c+1 t
verdade, usaremos que [CH()(B,-), H,...,H]=0.
———

t=(p-1)
Agora suponha que u # 0. Se v = 0, entdo usamos Lema 3.1.6. Se v # 0,

encontramos um inteiro positivo k < p tal que u + kv = 0 (mod p). Assim, temos

[H,,,Hy, ..., Hy] < [H('), H,, ..., Hy]. No paragrafo anterior foi mostrado que o dltimo
[ —— | —
t t—k
comutador é 0.

Agora suponha que o comprimento derivado de H seja pelo menos 3. Por hipétese
de indugdo [H, H] é nilpotente da classe (c, n, p)-limitada. Ja sabemos que o quociente
H/[[H, H],[H, H]] é nilpotente da classe (c, 1, p)-limitada. O andlogo da dlgebra de
Lie do teorema de Hall [12] agora mostra que H tem classe de nilpoténcia limitada,
como desejado. |

3.2 Resultados sobre Grupos

No capitulo anterior apresentamos a definicdo de grupos y-A-Especial e algumas
propriedades inerentes a estes.
O proximo resultado em y-A-subgrupos especiais serd util.

Lema 3.2.1. Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* com k > 2 agindo
sobre um finito p’-grupo G e Ay, ..., As os subgrupos maximais de A. Sejar > 2 e Q
um g-subgrupo de Sylow A-invariante y,_1(G). Sejam Ly, ..., L; todos os subgrupos
da forma y;(Q) N H onde H ¢é algum y-A-subgrupo especial de G de grau r + j — 2.
Entao )/](Q) =(L1,...,L).
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Demonstragdo. Se j = 1, entdo Q = (Q1,..., Q) onde Qq, ..., Q; sdo subgrupos da
forma Q NH onde H é algum y-A-subgrupo especial de G de grau r —1 pela proposicao
2.1.2(vi). Assuma que j > 2 e use indugdo em j. Assim, y;(Q) é gerado por subgrupos
Ki,...,Ks daforma y;(Q) N H onde H é algum y-A-especial subgrupo de G de grau
r+j-2.

Definir M = ([K;, Q,] |1 <i <s, 1 <a <t). Eclaro que cada um dos subgrupos
[Ki, Qs] é A-invariante. Assim, pela proposi¢do 2.1.2cada subgrupo [K;, Q,] é gerado
por subgrupos da forma [K;, Q,] N Co(A;) onde A; é algum subgrupo méximo de A.
Observe que cada subgrupo [K;, Q,] N Cq(A;) estd contido em um subgrupo especial
y-A de G de grau r + j — 1. Portanto M é gerado por subgrupos da forma M N D, onde
D varia através do conjunto de todos os y-A-subgrupos especiais de G de graur +j — 1.
Se M* = M N D* é tal subgrupo, afirmamos que [M*, Q,] < M paracadal <a < t.
De fato, pela Proposigdo 2.1.2(1) sabemos que existe algum y-A-subgrupo especial H
de Gdegraur +j—2tal que D* < H. Isso implica que M" estd contido em algum K; e
entdo temos [M", Q,] < [K;, Q] £ M, conforme desejado. Portanto M é normal em Q
e concluimos que M = y;(Q). O

Lema 3.2.2. Sejam By, . .., B; todos os subgrupos abelianos elementares de ordem p”+1
de E e V um subgrupo E-invariante de Cg(E’). Entao V = (Cy(B;) |1 <i <)

Demonstragdo. Denote por E o quociente E/E’, que é um grupo abeliano elementar de
ordem p>". Observe que V admite uma acio de EeentioV = (Cy(Q1),...,Cv(Q:))
onde Q1, ..., Q; sdo os subgrupos méximos de E. Uma forma alternativa de expressar
isso é dizer que V = (Cy(Q1),...,Cy(Q;)) onde Qq, ..., Q; sdo os subgrupos maximos
de E desde E’ < Q; para qualquer i < [. Agora, para cada Q;, escolhemos um

subgrupo abeliano elementar B; < Q; (ver teorema 1.4.5) de ordem p"*!. Assim, temos
V =(Cy(Bj) |1 <i <), pois Cv(Q;i) < Cv(B;). O

Teorema 3.0.2 Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem
p*"*1. Suponha que E age por automorfismos sobre um p’-grupo finito G.

i) Se v,(Cg(a)) é nilpotente para qualquer a € E*, entdo y,(G) é nilpotente.

ii) Se, para algum inteiro d tal que 2% < 1, o d-ésimo grupo derivado de Cg(a) é
nilpotente para qualquer a € E¥, entdo o d-ésimo grupo derivado G ¢ nilpotente.

Demonstragido. Suponha que o Teorema(i) seja falso e seja G um contra-exemplo de
ordem minima. Como y,(Cg(a)) é nilpotente para qualquer a € E*, segue-se que
Cc(a) é soltivel para qualquer a € E*. Portanto, o resultado de Glauberman sobre
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funtores sinalizadores soltveis [10] implica que G é soltvel. Assuma que G tem dois
subgrupos normais E-invariantes minimais distintos V7 e V,. Por minimalidade, a
imagem de y,(G) em G/V; e em G/V; é nilpotente. Assim a imagem de y,,(G) deve
ser nilpotente no quociente G/V; N V5. Isso é uma contradigdo ja que Vi N Vo = 1.
Portanto G tem um tnico subgrupo normal E-invariante minimal V. Como G
é solavel, V é um g-grupo abeliano elementar para algum primo q. Novamente o
quociente y,(G)/V é nilpotente. Como y,,(G) ndo €é nilpotente, ndo é um g-grupo.
Assim, y,(G) contém um E-invariante r-subgrupo de Sylow R para algum r # 4.
Sejam By, ..., B; os subgrupos abelianos elementares de E de ordem p”“. Pelo
Lema 3.2.2, temos que Cy(E’) = HVi, onde V; = Cy(B;) para i < I. Por outro

lado, a Proposicao 2.1.2(vi) nos dizZ que para cada B; o subgrupo R é gerado por
suas interse¢des com y-B;-subgrupos especiais de grau n. Assim R = (Ry,...,Ry),
onde R; = RN H; para algum y-B;-subgrupo especial H; de G de grau n. Também
pela Proposicao 2.1.2(iv) temos que H; < y,,(Cg(B)) para algum subgrupo B tal que
|Bi/B| = p". Em particular, H; estd contido em F(Cg(a)) para algum a € Bf. Como V;
estd contido em um subgrupo abeliano normal de G e também em Cg(a), segue-se que
(Vi, Rj) é nilpotente. Assim, [V;, R;] = 1 para qualquer i, j. Portanto, [Cy(E"),R] = 1e
por minimalidade temos que Cy(E’) = 1.

O fato de y,(G)/V ser nilpotente implica que também Cg (V) N y,(G) € nilpotente.
Portanto, todo elemento g’ do Cg(V) N y,(G) pertence a O,(G). Por outro lado, O4(G)
é trivial, pois V é o tinico subgrupo normal minimo E-invariante de G. Em particular,
nao ha nenhum g’-elemento em R agindo trivialmente em V.

Como mencionado acima, cada R; pertence a F(Cg(a)) por algum a € E*. Observe
que podemos escolher algum R; < F(Cg(a)) tal que a € E \ E’. De fato, pelo Lema
3.1.3 mesmo o subgrupo C¢(E’) é gerado por pontos fixos de elementos de E \ E'.
Seja R; um subgrupo de F(Cg(a)) com a € E\ E’. Seja ¢ € R;. Assim, ¢ centraliza
Cy(a) mas c age de forma ndo trivial sobre V' ja que O,(G) = 1. Nosso objetivo é uma
contradi¢do decorrente dessas suposi¢oes. Pelo Lema 3.2.1 podemos escolher ¢ € Z(R).
Consideramos V' como um médulo F,RE e estendemos o corpo para um corpo finito k
que é um corpo de escalares para RE. Obtemos agora um médulo kRE V=V ®F, k.
Muitas das propriedades mencionadas acima de V sdo herdadas por V. Em particular,
Cy(E’) = 0 e c centraliza Cy;(a).

Considere uma série ndo refindvel de kRE-submoédulos

?=V1>V2>-~Vn>Vn+1=O.
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Seja W um dos fatores dessa série, W é um kRE moédulo irredutivel nédo trivial. Se
¢ € R age trivialmente em todo W, entdo c age trivialmente em vV, pois a ordem de
R é coprima com a caracteristica p do corpo k. Portanto, sem perda de generalidade
podemos assumir que ¢ ndo centraliza W.

Pelo teorema de Clifford (ver teorema 1.5.10), W é a soma direta

W=W & ---oW.

de componentes de Wedderburn W; em relacdo a R, que sdo kR-médulos transitiva-
mente permutados por E. Além disso, em cada um dos W; o centro de R é representado
pela multiplicacdo escalar.

Denotamos por €2 o conjunto de componentes de Wedderburn {Wjy, ..., W;}. Como
¢ ndo centraliza W podemos escolher um componente Wedderburn Wi no qual c
age de forma ndo trivial. Assim, para obter uma contradigdo basta provar que c age
trivialmente sobre tal W;.

Lema 3.2.3. O elemento c age trivialmente sobre a soma dos componentes em qualquer
(a)-6rbita em Q.

Demonstragio. Considere a (a)-6rbita {W;, Wj“, ceey Wj”p_1 }. O elemento ¢ deixa invari-
antes todos os componentes W].”l desde ¢ € R. Por outro lado, ¢ fixa cada elemento

-1 .
da forma w; + wf +ee 4t w?q que pertence a Cy(a). Portanto ¢ age trivialmente em

todos os componentes W].‘ﬂ. O

Seja A = (E/,a). Observe que |A| = p? e como Cy(E’) = 1 o lema acima implica
que W} = W para qualquer x € A*. Como k é um corpo de escalares para RE temos
que Z(R) age por multiplica¢do escalar em W e como ¢ age trivialmente em Cy, (a),
obteremos uma contradigdo provando que Cy,(a) # 0.

Lembre-se de que E ndo é abeliano e E’ = Z(E). Os centralizadores Cg(x) tais
que x € A\ E’ sdo permutados por E ja que Cg(x)" = Cg(x?) e x* = x[x,a]. Entdo
Cw,(a) # 0 para qualquer a € A \ E’ desde W; = (Cw,(x) | x € A) e Cy(E’) = 1. Isso
significa que ¢ age trivialmente em Wi, o que é uma contradicdo e entdo y,(G) é
nilpotente. A prova estad completa. |






Capitulo 4

Centralizadores Supersoliveis

Assumindo que A é um p-grupo agindo por automorfismo em um p’-grupo G.
Nesse capitulo assuma que os centralizadores, C;(a) paraa € A#, sdo supersoluveis,
mostraremos alguns resultados sobre a estrutura de G.

4.1 Acao de Grupos Abelianos Elementares

Em [23] os autores também mostraram que se A um p-grupo abeliano elementar
de ordem pelo menos p® agindo sobre um p’-grupo G, entdo os centralizadores de
automorfismos coprimos tém forte influéncia na estrutura G. Como podemos ver nos
proximos dois resultados.

Teorema 4.1.1 ([23]). Seja p um primo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem
pelo menos p°. Suponha que A age por automorfismos sobre um grupo finito p’ G.
Suponha que Cg(a) satisfaca a propriedade da torre Sylow para qualquer a € A*, entido
G satisfaz a propriedade da torre Sylow.

Teorema 4.1.2 ([23]). Seja p um primo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem
pelo menos p°. Suponha que A age por automorfismo em um p’-grupo finito G e n
seja um inteiro positivo. Se Cg(a) é abeliano do expoente dividindo n para qualquer
a € A*, entdo G é abeliano do expoente dividindo 7.

Em [23] e [24] os autores estudaram propriedades sobre supersolubilidade, altura
de Fitting e p-nilpoténcia/mata-p-nilpoténcia. Nesses trabalhos temos um p-grupo
A abeliano elementar agindo em um p’-grupo G, para supersolubilidade temos o
seguinte resultado:
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Teorema 4.1.3 ([23]). Seja A um p-grupo abeliano elementar de ordem pelo menos p*
agindo em um p’-grupo G. Suponha que Cg(a) seja supersoltivel para cada a € A*.
Entdo G é supersoluvel.

No mesmo artigo, os autores mostram um exemplo no qual o teorema acima nao
vale para p-grupos abelianos elementares de ordem p°.

Exemplo 4.1.4 ([23]). Sejam 7, g, s e p primos distintos tais que:

plg—-1 p,qls-1 p,q,slr-1

A obtencdo de tais primos é feita usando o teorema de Dirichlet (ver [8]) sobre
primos na progressao aritmética. Sejam a1, ar e a3 p-ésimas raizes primitiva da
unidade sobre os corpos F;, Fs e F;, respectivamente.

Escreva Uy = Wy = (¢p1), com W1 = (x), 0(x) =q,0(¢1)=pe x? = x* e considere
o produto entrelagado regular V> = Cs t Uy, com C; o grupo ciclico de ordem s. Seja
W, 0 s-subgrupo de sylow de V,. Defina ¢, um automorfismo de V, por:

wu — w*?u paraw € Wp, u € Us.

Simirlarmente , seja Uz = W, = (¢2) e V3 = C, t U3. Considere W3 o r-subgrupo de
sylow normal de V3 e ¢p3 um automorfismo de V3 dado por:

wu = wu paraw € Wz, u € Us.

Seja H = V3 = (¢p3) = W3WaW1(1){2){(P3).

Coloque G = W3W,W; e A = ¢p1¢p2¢3. Observe que G é um p’-grupo e A é abeliano
elementar de ordem p>. A acdo de A sobre G é definida por conjugacéo em H. Para
cadaa = cj)llcﬁ)]z(p’g € A* comi,j,k € {0,---,p — 1}. Sabemos em [[11],8.2.11] que se
G = XY, onde X e Y sdo subgrupos A-invariantes, entdo Cg(A) = Cx(A)Cy(A).

Cw,(a)Cw,(a) sei #0

Ccola) =9 Cwy(a)Wisei=0ej#0

W2W1S€i=j=0€k¢0

Pelo teorema 1.3.8 vemos que o Cg(a) é supersoliivel e também podemos ver pela

construgdo que G’ ndo é nilpotente. Portanto, G ndo é supersolavel.

Ainda para grupos abelianos elementares, os autores mostraram resultados com
relagdo a p-nilpoténcia e meta-p-nilpoténcia. Antes de enunciar os resultados de
p-nilpoténcia e meta-p-nilpoténcia recordaremos a defini¢des de p-nilpoténcia.
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Defini¢ao 4.1.5 (p-Nilpoténcia). Dizemos que G é p-nilpotente se existe algum subgrupo
normal K de G tal que KP = Ge KNP = {e}, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G.
Um subgrupo K nestas condi¢des é dito um p-complemento normal em G e satisfaz
K| =G : P| = |GI/|P|.

Lembre-se um grupo finito G e p um ntmero primo. Dizemos que G é um grupo
p-soltivel se G tem uma série subnormal onde todos 0s quocientes sao p-grupos ou
tém ordens relativamente primos com p.

Teorema 4.1.6 ([24]). Seja A um grupo abeliano elementar de ordem p* agindo
coprimamente em um grupo r-soltvel finito G. Se C¢(a) é r-nilpotente para cada
elemento ndo trivial a € A, entdo G é meta-p-nilpotente, isto é, p-nilpotente-por-p-
nilpotente.

Teorema 4.1.7 ([23]). Seja A um grupo abeliano elementar de ordem p® agindo
coprimamente em um grupo finito G. Se Cg(a) é r-nilpotente para cada elemento nao
trivial a € A, entdo G é p-nilpotente.

4.2 Acao de Grupos Extra-Especiais

O objetivo desta secdo é mostrar o seguinte resultado que generaliza o resultado de
supersolubilidade mostrado em [23]:

Teorema 4.2.1. Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem
p>. Suponha que E aja por automorfismo em um p’-grupo finito G. Se Cg(a) é

supersoltvel para qualquer a € E*, entdo G é supersoltvel.

Inicialmente apresentaremos alguns resultados conhecidos da teoria de anéis e mo-
dulos, cujas algumas defini¢des basicas sdo apresentadas em 1.5 e suas demonstragoes
podem ser encontradas em [15] e [6].

Lema 4.2.2. Seja F um corpo, G um grupo e V um F[G]-médulo. Suponha que H < G,
char(F) ndo divida |G : H|, e V é um F[H| mdédulo completamente redutivel. Entdo V
é um F[G] médulo completamente redutivel.

Teorema 4.2.3. (Gaschutz) Se G é um grupo soltavel. Entao
F(G/®(G)) = F(G)/@(G)

é um moédulo G/P(G) completamente redutivel e fiel.
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Teorema 4.2.4. Seja G um grupo soluvel. Entdo C;(F(G)) < F(G).

Nesta se¢do P é um r-subgrupo de Sylow de G com r # p em que r é o maior primo
dividindo |G| e para as provas dos seguintes Lemas considere G um contra-exemplo
de ordem minimal do Teorema 4.2.1.

Lema 4.2.5. Suponha que G seja um contra-exemplo minimal para o Teorema 4.2.1.
Entdo ®(G) = 1e P = F(G) é o tinico subgrupo normal minimal E-invariante de G.

Demonstragdo. Se ®(G) # 1 entdo G/D(G) é supersoluvel pela minimalidade de G.
Portanto, G é supersoltiivel, o que é uma contradicdo. Seja

X¥={1<N <G|NF =N}.

Suponha que existam elementos minimais Ni, N, € X tais que Ny N N, = 1. Pela
minimalidade de G, temos que G/N; e G/N3 sdo supersoltuveis. Entdo

lp G — G/N1 X G/Nz
g — (gN1,8N2)

define um homomorfismo e como N1 N N, = 1 entdo 1 é injetivo. Assim, G é isomorfo
a G/N1 X G/Na, entdo G é supersoltivel, contrariando a escolha de G. Portanto X tem
um tnico subgrupo minimal, e F(G) = P é um r-grupo pois P < F(G).

Como ®(P) < ®(G) =1, P é um p-grupo abeliano elementar e G é soltivel temos que
P pode ser visto como um F,[EG]-mddulo pelo teorema de Gaschutz 4.2.3, P = F(G) é
completamente redutivel F,[G]-médulo. Como (|E|, |G|) = 1, segue do lema 4.2.2 que
P é um médulo F,[EG] completamente redutivel .

No entanto P € X e como X tem um tnico subgrupo minimal, P é um mddulo
F,[EG]mod irredutivel. Isto é, P é o iinico subgrupo normal minimal E-invariante de
G. |

Lema 4.2.6. Seja H o r’-subgrupo Hall E-invariante de G. Entdo todo subgrupo préprio
E-invariante de H é abeliano de expoente dividindo p — 1.

Demonstragio. Seja X um subgrupo préprio E-invariante de H. Note que Y = PX é um
subgrupo préprio E-invariante de G e P um subgrupo normal de Y. Pela minimalidade
de G, Y é supersoltvel. Segue do Teorema 1.3.8 que Ny(P)/PCy(P) é abeliano de
expoente dividindor —1e

Y/PCy(P) = Ny(P)/PCy(P). (4.1)
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Como P = F(G) pelo Lema acima temos Cy(P) < Cg(P) < P pelo teorema 4.2.4 e
como P é abeliano P = Cy(P). Portanto, temos que X = Y/P é abeliano de expoente
dividindo r - 1. O

Teorema 4.2.1 Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem p°.
Suponha que E age por automorfismo em um p’-grupo finito G. Se Cg(a) é supersoliivel para
qualquer a € E*, entdo G é supersoliivel.

Demonstragido. Suponha que o Teorema 4.2.1 seja falso. Seja G um contra-exemplo de
ordem minima. Pela minimalidade de G, todo subgrupo E-invariante préprio de G e
todos os grupos quocientes G/N ndo-triviais E-invariante de G sdo supersoltveis.

Seja r 0 maior primo dividindo |G| e seja P um r-subgrupo de Sylow de G com
r # p. Sejam B, os subgrupos abelianos elementares de ordem p® do p-grupo E. Pela a
hipétese Cg(a) é supersoltivel para cada a € B; e portanto Cg(a) satisfaz a propriedade
da torre sylow de supersoltivel entdo por teorema 4.1.1 G satisfaz a propriedade da
torre sylow de supersoltvel, entdo P < Ge P < F(G).

Seja B = Cg(H), observe que B é o ntcleo da agdo E em H entdo B é o subgrupo
normal de E. Considere os seguintes casos para B: B é trivial, B é ciclico e B é
ndo-ciclico.

Se B nio for ciclico. Para cada b € B, temos C(b) = Cp(b)H desde H < Cg(b)
e Cp(b) 2 Cg(b). Isso implica que Cp(b) é normalizado por H. Observe que P é
abeliano e temos que Cp(b) < G e ainda Cp(b) é um subgrupo normal E-invariante
de G. Pelo Lema 4.2.5, P é o subgrupo E-invariante minimal de G. Assim Cp(b) =1
ou Cp(b) = P para cada b € B*. Segue-se do fato de que B nao é ciclico que Cp(b) # 1
entdo Cp(b1) = P para algum b; € B*. Isso implica que Cg(b1) = HCp(b1) < Cg(by) é
supersoltvel, o que é uma contradi¢do. Portanto |B| < p.

Para cada ¢ € E \ B, temos que Cy(c) é um subgrupo préprio E-invariante de H.
Pelo Lema 4.2.6, Cx(c) é abeliano de expoente dividindo ¥ — 1. Considerando a acao fiel
de E/B sobre H, podemos ver que Cx(cB) = Cp(c) é abeliano de expoente dividindo
r — 1 para cada cB € (E/B)*. O fato de B < E temos E’ < B e conseqiientemente
|E/B| > p4 é abeliano, pelo Corolério 4.1.2 H é abeliano de expoente dividindo r — 1.
Entao

H=G/P = Ng(P)/PCs(P).

Pelo Lema 1.3.8 G é supersoltivel, o que é uma contadicéo.
Se B é ciclico entdo B € Z(E). Considerando a agao fiel de E/B sobre H, podemos
ver que Cy(cB) = C(c) é abeliano de expoente dividindo r — 1 para cada cB € (E/B)".
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O fato de B < E temos E’ < B e conseqiientemente |E/B| = p4 é abeliano, pelo
Teorema 4.1.2 H é abeliano de expoente dividindo r — 1. Agora segue facilmente do
Teorema 1.3.8 que G é supersoltivel, contrariando a escolha de G.

Se B é trivial, escolha os subgrupos abelianos elementares B; de ordem p>. Pelo
Lema 4.2.6 é abeliano de expoente dividindo r — 1. Como |B;| = p3 por Teorema 4.1.2
que H ¢é abeliano de expoente dividindo r — 1. Entdo novamente pelo Teorema 1.3.8 G
é supersolavel, o que é uma contradigdo.

Estas contradi¢des completam a prova. m]



Capitulo 5

Considerac¢oes Finais

Em toda a tese vemos que as propriedades dos centralizadores possuem forte influéncia
na estrutura do grupo. No capitulo 2, o grupo que age é abeliano elementar, os autores
mostraram a limitagdo da classe de nilpoténcia dos termos da série central inferior e
série derivada do grupo em termos de certos pardmetros (ver 2.0.4). Entretanto, no
capitulo 3, o grupo que estd agindo ndo é necessariamente abeliano, nesse contexto
provou-se apenas a nilpoténcia dos termos da série central inferior e série derivada do
grupo (ver 3.0.1) e conjecturamos o seguinte:

Conjectura Seja p um primo e E um p-grupo extra-especial de expoente p e ordem
p*"*1. Suponha que E age por automorfismos sobre um p’-grupo finito G.

i) Se 7,(Cg(a)) é nilpotente de classe ¢ para qualquer a € E*, entdo a classe de
nilpoténcia do y,(G) é (¢, n, p)-limitada.

ii) Se, para algum inteiro 4 tal que 24 < n, o d-ésimo grupo derivado de Cg(a) é
nilpotente de classe ¢ para qualquer a € E*, entdo a classe de nilpoténcia do
d-ésimo grupo derivado G é (¢, n, p)-limitada.

Na literatura existem muitos outros trabalhos sobre acdo de grupos abelianos
elementares, em especifico apresentaremos alguns resultados para grupos profinitos.

Teorema 5.0.1. [2] Seja g um primo, A um grupo abeliano elementar de ordem g°.
Suponha que A aja coprimamente como um grupo de automorfismos em um grupo
profinito G de tal maneira que Cg(a)’ é periédico para cada a € A*. Entio G’ é
localmente finito.

Teorema 5.0.2. [1] Seja g um primo, n um inteiro positivo e A um grupo abeliano
elementar de ordem 4" com r > 2 agindo sobre grupo profinito G. Os seguintes

resultados sdo provados.
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1. Se todos os elementos em y,_1(Cg(a)) sdo Engel em G para qualquer a € A",
entdo y,-1(G) é localmente nilpotente.

2. Se, para algum inteiro d tal que 2% < r — 1, todos os elementos no d-ésimo grupo
derivado do Cg(a) sdo Engel em G para qualquer a € A*, entdo o d-ésimo grupo
derivado G é localmente nilpotente.

Teorema 5.0.3. [5] Seja g um primo e A um grupo abeliano elementar de ordem p°>.
Suponha que A age coprimamente em um grupo profinito G e assuma que Cg(a) é
localmente nilpotente para cada a € A*. Entéo o grupo G ¢ localmente nilpotente.

Em geral, além da nilpoténcia e supersolubilidade podemos estudar outras propri-
edades dos centralizadores. Nesse sentido, outros dois resultados em preparacdo sdo
os apresentados abaixo.

Teorema 5.0.4 (trabalho em construgdo). Seja p um primo e E um p-grupo extra-
especial de expoente p e ordem p>. Suponha que E age por automorfismo em um
p’-grupo finito G. Se C(a) é g-nilpotente para qualquer a € E*, entdo G é g-nilpotente.

Lembre-se de que G é dito g-nilpotente se G tiver um g-subgrupo de Hall normal.
Assim baseado em alguns resultados classicos da teoria de grupos profinitos podemos
provar um resultado similar ao apresentado em [5] para grupos extra-especiais agindo
coprimamente em um grupo profinito.

Teorema 5.0.5 (trabalho em construc¢iao). Seja p um primo e E um p-grupo extra-
especial de ordem p°. Suponha que E age coprimamente em um grupo profinito G
e assuma que Cg(a) é localmente nilpotente para cada a € A*. Entdo o grupo G é
localmente nilpotente.

51 GAP

O GAP é um sistema de dlgebra discreta computacional, com énfase particular na Teoria
Computacional de Grupos. Para instalar o GAP basta acessar o link: https://www.gap-
system.org/Download/.

No sentido de pontos fixos foi desenvolvido duas rotinas para calcular pontos fixos
com o grupo que estd agindo sendo o grupo de Aut(G).

FixPointsOfG := function (G)
local aut, i, acc;
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aut := Elements (AutomorphismGroup(G));;
acc := [];;
for i in [1..Size(aut)] do
Add(acc, Filtered (G,x —> xMaut[i] = x));
od;
return acc;
end ;

A préxima rotina especifica o automorfismo que age.

f :=

function (G)

local aut, i, 1, acc;

aut
1 :=
acc
for
1 :=
Add (
Add(
od;

:= Elements (AutomorphismGroup (G) ) ;;
[1;;

= [1;;

i in [1..Size(aut)] do

Filtered (G,x—>xMaut[i]=x);
acc,i);

acc,l);

return acc;

end;
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