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RESUMO

Neste trabalho investigamos a natureza aritmética de certas poténcias relacionadas
a U-nimeros e uma subclasse de T-ntimeros. Os primeiros dois resultados nos ga-
rantem, respectivamente, a transcendéncia de qualquer nimero algébrico elevado a
um U-nimero e uma generalizacao da transcendéncia da constante e elevada a um
U-nimero. Ainda relacionado a U-nimeros, obtivemos outros dois resultados: um
que da a transcendéncia do produto entre um algébrico nao nulo e a constante e,
elevado a um U-numero, o outro que nos diz quando sao transcendentes niimeros do
tipo af - B, em que o, f € Q \ {0,1} e ¢ ¢é a constante de Liouville.

Conseguimos provar mais dois resultados, que sao técnicos, e nos dao apenas in-
formacgoes parcias. Um deles garante, para uma subclasse dos T-ntmeros, que cha-
mamos de T-numeros especiais, a transcendéncia de todos os resultados que provamos
serem validos para U-nimeros. O outro, resolve parcialmente o problema em aberto
sobre a natureza aritmética de £¢, quando & é um nimero de Liouville. Conseguimos
tal resultado para um conjunto G5 denso de niimeros de Liouville, que chamamos de

numeros de Liouville e-fortes.

Palavras-chave: Transcendéncia, Poténcias, U-ntimeros, T-nimeros.
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ABSTRACT

In this work we investigate the arithmetic nature of certain powers related to U-
numbers and a subclass of T-numbers. The first two ensures, respectively, results in
the transcendence of any algebraic number raised to a U-number and a generalization
of the transcendence of the constant e raised to a U-number. Still related to U-
numbers, we get two other results: one which gives the transcendence of product
between a non-zero algebraic and the constant e, raised to a U-number, and another
which tells us when numbers of the type af - 8, where o, 8 € Q\ {0,1} and ¢ is the

Liouville constant, are transcendentals.

We were able to prove two more results, which are technical, and give us only partial
information. One of them ensures, for a subclass of T-numbers, which we call special
T-numbers, the transcendence of all results that we prove to be valid for U-numbers.
The other partially solves the open problem on the arithmetic nature of £¢, when &
is a Liouville number. We get such a result for a G5 dense set of Liouville numbers,

which we call e-strong Liouville numbers.

Keywords: Transcendence, Powers, U-numbers, T-numbers.
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LISTA DE NOTACOES E SIMBOLOS

N conjunto dos nimeros naturais: 1,2,...

Z conjunto dos nimeros inteiros: ..., —1,0,1,...
Q conjunto dos nimeros racionais: 1507 comp,qeZeq#0
R conjunto dos nimeros reais

C conjunto dos niimeros complexos

Q conjunto dos nimeros algébricos

T conjunto dos nimeros transcendentes

L conjunto dos numeros de Liouville

Lulira conjunto dos nimeros ultra-Liouville

L. conjunto dos nimeros de Liouville e-fortes

max K maior elemento do conjunto K

min K menor elemento do conjunto K

K[xy,...,2,] conjunto dos polindémios em n varidveis com coeficientes em K
K" produto cartesiano de n cépias de K

a, b] conjunto {a,a + 1,...,b} para inteiros a < b
B(a,r) bola aberta em R™ de centro a e raio r : {x € R" : |x — a| < r}
A fecho topolégico do conjunto A em R

A° complementar do conjunto A

A-B diferenga entre conjuntos

AUB uniao entre os conjuntos A e B

ANB intersecao entre os conjuntos A e B

n! fatorialde n:n-(n—1)---2-1

log logaritmo natural de x

log, b logaritmo de b na base a

1! derivada da funcao f

[z] menor numero inteiro maior do que ou igual a x
gr(P) grau do polinémio P

H(P) altura do polinomio P

gr(a) grau do numero algébrico «

H(a) altura do nimero algébrico «

|| valor absoluto (ou médulo) de z

< simbolo de Vinogradov com significado usual



vol(A)

medida de Lebesgue do conjunto A C R”

volume do conjunto A C R”



Introducao

Um niimero complexo a é dito algébrico se existe um polinémio P(z) nao nulo,
com coeficientes racionais, tal que P(a) = 0. Equivalentemente, “limpando”os deno-
minadores, podemos assumir que os coeficientes sao inteiros. Caso contrario, o nimero
a chama-se transcendente. Provavelmente, foi Euler um dos primeiros matemaéticos a
utilizar esse termo, quando escreveu no seu livro Introductio in Analysin Infinitorum
[12], de 1748, que logaritmos de niimeros que nao sao poténcias da base deveriam
ser chamados de quantidades transcendentes. Em 1794, Legendre formalizou a de-
finicao desses niimeros, mas somente em 1844, através dos trabalhos de Liouville, o
primeiro exemplo de niimero transcendente surgiu, dando oficialmente origem a teo-
ria dos nimeros transcendentes. Na ocasiao, Liouville mostrou que a constante que
recebe seu nome, ¢ = 0.1100010000. ..(com os 1’s em cada posigao fatorial e os 0’s
nas demais) é transcendente. Vale ressaltar, porém, que entre Euler e Liouville al-
guns problemas isolados de natureza transcendente foram formulados. Por exemplo,
em 1744 (antes mesmo do termo transcendente surgir), o préprio Euler estabeleceu a

irracionalidade da constante e. Em 1761, Lambert confirmou a irracionalidade de 7.

Em 1873, a transcendéncia da constante e foi estabelecida por Hermite, uti-
lizando um engenhoso método que, uma década mais tarde, foi generalizado por
Lindemann para provar que 7 é transcendente. Isso permitiu a Lindemann resolver
um antigo problema grego conhecido como quadratura do circulo, o qual questionava
se seria possivel construir usando régua e compasso um quadrado com area igual a de
um circulo dado. Além disso, Lindemann provou, em 1882, que a fungao exponencial

T

e”, avaliada em pontos algébrico nao nulos, toma valores transcendentes. Davam-se

ali os primeiros passos sobre a natureza aritmética da potenciagao entre dois niimeros.

O sétimo dentre os 23 problemas propostos por Hilbert no Congresso Interna-



cional de Matemadtica, realizado em Paris no ano de 1900, perguntava se o nimero
a®, com « sendo algébrico nao nulo diferente de 1 e 3 algébrico nao racional, é
transcendente. Os matematicos Gelfond e Schneider resolveram essa questao inde-
pendentemente nos anos 1934 e 1935, respectivamente. Na ocasiao, eles provaram
a transcendéncia de tal nimero nas condi¢oes supramencionadas. Esse resultado
ficou conhecido como Teorema de Gelfond-Schneider. Ele possui uma formulacao
equivalente: se aq, as, 81, B2 sao nuimeros algébricos, com log aq,log as linearmente

independentes sobre QQ, entao
2
Z 5]' lOg (7 7£ 0.
j=1

Uma versao mais geral desse resultado, valido para uma quantidade arbitraria de

logaritmos, foi provada por Baker [I] em 1966.

Percebemos que, como consequéncia do Teorema de Gelfond-Schneider, a na-
tureza aritmética da potenciacao entre dois ntimeros algébricos ficou completamente
caracterizada pois, se a € {0, 1} ou 3 é racional, entdao o é algébrico. Assim, levanta-
mos naturalmente as seguintes questoes: qual é a natureza aritmética da potenciacao
entre dois nimeros quando pelo menos um deles é transcendente? E quando ambos

sao transcendentes?

Respostas para as questoes hé pouco colocadas sao, em geral, desconhecidas.
A tabela a seguir mostra que tudo pode acontecer quando pelo menos um dos niimeros

na potenciagao é transcendente.

Tabela 1. Possiveis resultados para o® quando o ou 8 é transcendente.

Valor de « Classe Valor de 8 Classe Valor de o Classe
2 algébrico log3/log2 transcendente 3 algébrico
2 algébrico ilog3/log2 transcendente 3t transcendente
el transcendente T transcendente -1 algébrico
e transcendente s transcendente e transcendente
9Vv2 transcendente V2 algébrico 4 algébrico
V2 transcendente iv2 algébrico 4 transcendente




Em 1932, Mahler [21] introduziu um sistema de classificagao para os nimeros
complexos, baseando-se em propriedades de aproximacao. Para um dado nimero
complexo «, a classificacao de Mahler de o é determinada por quao préximo de zero
|P(a)| pode ser quando P(z) é um polinémio ndo nulo com coeficientes inteiros, de
grau no maximo n e altura no maximo H. Essa classificacao nos fornece quatro classes
disjuntas de nimeros complexos, a saber, A, S,T e U- ntimeros. Alguns anos apos
Mabhler fornecer essa classificacao, Koksma [19] apresentou uma nova, mais natural,
e equivalente a de Mahler. Enquanto Mahler observou quao préximo de zero |P(«)
pode se tornar quando P(x) estd sob as condi¢oes acima mencionadas, Koksma es-
tudou quando bem aproximado « pode ser por algébricos de altura e grau limitados.
Pelo fato dessas classificagoes serem equivalentes, em vez de especificar sobre qual
classificagao estamos nos referindo, usaremos simplesmente a expressao classifica¢do
de Koksma-Mabhler.

Nosso trabalho preocupou-se em determinar a natureza aritmética de cer-
tas potenciagoes envolvendo nimeros transcendentes. Para ser mais especifico, os
niumeros transcendentes que regem esta pesquisa sao os U-numeros e os T-nimeros

na classificacao de Koksma-Mahler.

Justificamos a importancia da nossa pesquisa ressaltando que foram feitos es-
tudos recentes (ou ndo) relacionados a natureza aritmética da potenciacao envolvendo

nimeros transcendentes. Mostraremos a seguir alguns.

e Franklin [I4], Mostrou que 2% é transcendente quando a =y -, xn2_(2(8n)), onde

x; representa o i-ésimo digito da parte decimal de 7;

e Marques [24] provou que, fixados polindomios nao constantes P(z), Q(x) com co-
eficientes em Q[z], o conjunto dos niimeros algébricos da forma P(6)?® com 6
transcendente, é denso em algum subconjunto conexo de R ou C. Uma genera-
lizagao desse resultado foi dada por Trojovsky [40], que mostrou a existéncia de

algébricos da forma
pl(g)Ql(G) - Py (6)9 )

onde Pi,...,P,,Q1,...,Q, sdo polinémios ndo constantes em Qz], sob certas

condicoes, e  é um numero transcendente.

e Recentemente, Chalebgwa e Morris [7] provaram que e® é transcendente sempre



que ¢ é um U-ntumero na classificacao de Koksma-Mahler.

Os resultados a serem provados nesta tese serao indicados com letras maisculas,
comecando com a primeira letra do nosso alfabeto e mantendo a ordem de disposicao

que conhecemos. Dito isso, os apresentaremos a seguir.

Permanecia em aberto saber se a® é algébrico ou transcendente, quando « é
um numero algébrico diferente de 0 ou 1 e £ um U-niimero. Mostramos que, em geral,

vale o

Teorema A. Sejam vy, . . ., a, numeros algébricos nao nulos, comag # 1, e Bo, ..., P
numeros algébricos. Se & é um U-nimero, entao ageﬁoa?l <o aPr € um naimero trans-

cendente.

O resultado seguinte generaliza o fato provado por Chalebgwa e Morris [7], de

que ef é transcendente quando ¢ é um U-nimero.

Teorema B. Sejam aq, ..., «, numeros algébricos nao nulos e [y, ..., 5, numeros

1

algébricos. Se & é um U-mimero, entdo e*a* ---aP" é um mimero transcendente.

Desejévamos saber se é transcendente o produto entre of e €5, com o sendo
um numero algébrico diferente de zero e £ um U-nimero. Obtivemos uma resposta

positiva com o

Teorema C. Sejam « e [ numeros algébricos, com o # 0, e seja & um U-niumero.

Entdo (aef)s é um nimero transcendente.

. A 3 /7 2 /7
Conseguimos provar a transcendéncia do nimero 2¢-3%, em que ¢ é a constante
de Liouville. Mais geralmente, considerando que as bases da potenciacao sao nimeros

algébricos multiplicativamente independentes, vale o proximo resultado.

Teorema D. Sejam ay, ..., a, numeros algébricos nao nulos multiplicativamente in-
dependentes, Py(x),...,P,(x) € Z[z] polindmios nao constantes e & um U-nimero.

fl(‘g) . aﬁn(g)

Entao o é um numero transcendente.

Provamos ainda dois resultados técnicos. O primeiro é relacionado a uma

subclasse dos T-nuimeros, que chamamos de T-numeros especiais.

Teorema E. Todos os teoremas mencionados acima permanecem validos quando & é



um T-nimero especial.

O outro resultado esta relacionado a um problema em aberto, que consiste em
saber se é transcendente o nimero & quando ¢ é um ntmero de Liouville. Nesse
sentido, provamos o resultado parcialmente para um subconjunto dos nimeros de

Liouville, que chamamos de conjunto dos ntimeros de Liouville e-fortes.

Teorema F. Seja € um numero real positivo. Se & é um numero de Liouville e-forte,

entdo £ é um numero transcendente.

Veremos também ao longo do texto diversas consequéncias relacionadas a cada
um dos resultados supramencionados, dentre elas, informagoes sobre a classificacao

de Koksma-Mahler de formas lineares em logaritmos de niimeros algébricos.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo principal deste capitulo é fornecer a base necesséaria em termos de

definicoes e resultados para os capitulos que a este sucedem.

Inicialmente, apresentaremos os primeiros exemplos de niimeros transcenden-
tes, que sao os numeros de Liouville. Apds isso, daremos uma breve exposicao da
classificacao de Koksma-Mabhler e, finalmente, enunciaremos dois lemas fundamentais

para as demonstragoes dos nossos resultados.

1.1 Numeros de Liouville

Utilizaremos esta segao para dar a definicao de nimero transcendente. Além
disso, veremos a existéncia de tais ntimeros, através de um resultado devido a Liou-

ville.

Definicao 1.1. Um numero complexo o € chamado algébrico se existe um polinomio
nao nulo P(x), com coeficientes racionais, tal que P(a) = 0. Se o mdo € algébrico, €
chamado transcendente. O conjunto de todos os numeros transcendentes serd deno-

tado por T.

Em outras palavras, nimeros transcendentes sao aqueles que nao satisfazem nenhuma

equacao polinomial com coeficientes racionais.



Exemplos de niimeros algébricos sao simples de construir. Com efeito, qualquer

nimero racional m/n é algébrico, pois é raiz do polinomio
P(z) =nz —m.

: . 1 .
Mais geralmente, qualquer nimero da forma (m/n)% em que m,n sdo inteiros, n # 0

e k um inteiro positivo, é algébrico, ja que é raiz do polinomio

P(z) = na® —m.
Esses exemplos, assim como a maneira que sao construidos, nos dao a impressao que
a “maioria” dos nimeros complexos sao algébricos, mas isto nao é verdade.

Teorema 1.2. O conjunto Q dos nimeros algébricos € enumerduvel.
Demonstragao. Veja Proposigao 4.1 de [25]. |

Sabemos que R C C e R é nao enumeravel, logo C é nao enumeravel. Pelo fato

eser C = segue a nao enumerabilidade de T. rosso modo, isto significa
d C UT, bilidade de T. A do, ist fi

que a “maioria”’dos nimeros complexos sao transcendentes. Vamos formalizar o que

a palavra maioria significa.

Definigao 1.3. Um conjunto A C R* tem medida (de Lebesque) nula, e escrevemos
m(A) = 0 se, para todo € > 0, existe uma quantidade enumerdvel de bolas abertas

(By)n tais que

o AC UBn;

neN

o ZVO](Bn) < e
n=1

O simbolo Vol representa o volume de um conjunto do espago t-dimensional.

Quando t = 2 chamamos essa quantidade de area do conjunto.

Se uma propriedade é satisfeita por quase todos os niimeros complexos, isto

significa que um subconjunto de C que nao atende tal propriedade tem medida nula.



Proposicao 1.4. Quase todos os numeros compleros sao transcendentes, isto €, o

conjunto dos niimeros algébricos tem medida nula (m(Q) = 0).
Demonstragao. Veja Proposicao 4.2 de [25]. [

Ironicamente, enquanto construir nimeros algébricos é simples, nao encontra-
mos a mesma facilidade para com os niimeros transcendentes. Conforme dissemos, os
primeiros exemplos de ntimeros transcendentes foram dados por Liouville. A sua ideia
foi encontrar uma propriedade satisfeita por todos os algébricos e depois construir um

nimero que nao satisfizesse tal propriedade.

Teorema 1.5 (Teorema de Liouville). Seja o € R uma raiz real de um polinémio
irredutivel P(x) € Z[x] de grau d > 2. Entao eziste uma constante positiva c¢(«) tal
que, para qualquer p/q € Q

_p|, )
o q‘z = (1)

para todo racional p/q. Uma escolha conveniente para essa constante é

1
- 1 + maX|t,a|§1 |Pl(t)| .

c(a) (1.2)
Demonstracao. Veja Teorema 5.1 de [25]. |

O primeiro exemplo explicito de niimero transcendente dado por Liouville, foi

a constante de Liouville

P N
=> o = 0-110001000000000000000001 ...

n=1

O numero 10 nao tem nada de especial pois, conforme o corolario a seguir, é possivel

estender o exemplo acima para qualquer a > 2.

Corolario 1.6. O numero
oo

1
o = 1
n=1 a
¢ transcendente para qualquer inteiro a > 2.
Demonstracao. Veja Teorema 7 de [35]. |



A constante de Liouville ¢, satisfaz uma importante definicao dentro da teoria

dos numeros transcendentes. Estamos falando da

Definicao 1.7. Um numero real o € chamado de nimero de Liouville se existe uma

sequéncia de nimeros racionais (), tal que

‘ Dk 1
a——| <,
qk .

para alguma sequéncia de nimeros reais (wy)r que tende ao infinito a medida que

k — o0o. Denotaremos o conjunto de todos os numeros de Liouville por L.

Observacao 1.8. Podemos definir, de maneira equivalente, um nimero de Liouville
da seguinte forma: o nimero « é de Liouville se, e somente se, para todo k > 1, existe

p/q € Q, com ¢ > 1, tal que

O<|laa—=| < —.

q| ¢~

p‘l

Mais geralmente podemos obter a seguinte equivaléncia: um numero real « é
nimero de Liouville se, e somente se, para todo niimero real w existe uma quantidade

infinita de nimeros racionais p/q, com ¢ > 1, tal que

p
a__
q

0<

1
-
Um importante resultado relacionado a niimeros de Liouville é o

Teorema 1.9. Todo numero de Liouville € transcendente.
Demonstracao. veja Teorema 5.2 de [25]. |

Veremos em seguida que o conjunto dos numeros de Liouville é “grande”no

sentido topoldgico.

Definicao 1.10. Seja X um espago topologico. Dizemos que G C X € um subconjunto

Gs de X, se G € uma intersecao enumerdvel de abertos densos em X.

Proposicao 1.11. O conjunto dos numeros de Liouville forma um subconjunto Gy
de R.



Demonstragao. Veja Lema 2.14 de [10] |

1.2 Classificagao de Koksma-Mahler

Uma classificagao do conjunto de todos os numeros transcendentes em trés
classes disjuntas, denominadas S-,T- e U-ntimeros, foi dada por Mahler [21] em 1932.
Sete anos depois, Koksma [19] apresentou uma nova classificacdo que mostrou-se

equivalente a de Mahler e, além de tudo, mais natural.

Cabe ressaltar que necessitaremos essencialmente da definicao de U e T-ntimero,
assim, nao faremos uma exposicao aprofundada a respeito da classificacao de Kosma-
Mahler. O leitor interessado em maiores detalhes pode consultar [4] para uma exce-

lente exposicao das classificacoes e propriedades.

Defini¢ao 1.12. A altura de um polinémio complexo P(z) denotada por H(P), é
0 mdximo entre os valores absolutos dos seus coeficientes. A altura de um niumero

algébrico o, denotado por H(a), é a altura do seu polindmio minimal sobre ZE]

Seguiremos de perto a referéncia [4]. Enquanto as definigoes e resultados ali
contidos sao apresentados para numeros reais, mutatis mutandis, eles sao transferi-
dos para numeros complexos. Portanto, faremos as consideragoes necessarias para
nimeros reais, mas as defini¢oes e resultados desta secao serao feitos para nimeros

complexos.

A classificagao de Mahler particiona os niimeros complexos em quatro conjun-
tos, caracterizados pela forma com que polinomios nao nulos com coeficientes inteiros

aproximam-se de zero quando avaliados em um determinado ntimero.

Consideremos £ um numero real. Sejam n um inteiro positivo e H > 1 um

numero real. Definimos a quantidade

w,(€, H) = min{|P(€)| : P(x) € Zla], H(P) < H, gi(P) < n, P(¢) # 0},

LO polinémio minimal de um ndmero algébrico a sobre Z é definido como o polinémio primitivo
P(z) € Z|z] de menor grau, tal que P(a) = 0.
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em que gr(P) denota o grau do polinomio P(x). Além disso, definimos

L —logw, (&, H)
wy(§) *hﬁlnfo‘ip log H
(§]
wa(€)

w(€) = limsup

n—00 n

Em outras palavras, w,(§) é o supremo dos nimeros reais positivos w para os

quais existem infinitos polinomios P(x), de grau no maximo n, tais que
0 <[P < H(P)™.

Para n > 1, temos
0 < wn(§) < oo,

pois

para qualquer H com H > |£| + 1. portanto,
0 <w(§) < oc.

Além disso, a sequéncia (w,(£)), é nao decrescente. Com essas notagoes, Mahler

dividiu o conjunto dos ntimeros complexos como segue.

Definicao 1.13. Seja & um nimero complexo. Dizemos que & € um

e A-nimero, se w(§) = 0;

e S-numero, se 0 < w(&) < oo;

e T-nimero, se w(€) = o0 e w,(§) < 0o para todo n > 1;
e U-nimero, se w(§) = 0o e w,(§) = oo para algum n > 1.

As classes S, T e U podem ser subdivididas em infinitas subclasses, o que déa

origem a nogao de tipo. Nesse sentido trataremos apenas da classe dos U-ntimeros.
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Definigao 1.14. Seja & um U-numero. O tipo de &, denotado por t(€), é o menor
inteiro positivo n tal que w,(§) = oco. Denotaremos por U,, o conjunto dos U-nimeros

tais que t(§) = m e os chamaremos de U,,-nimeros.

Exemplo 1.15. Os U-numeros de tipo 1 sao precisamente os numeros de Liouville,
isto ¢ U; = L. Além deles, Leveque [20] provou a existéncia de U,,-ntimeros para todo
m > 1. De fato, ele exibiu nimeros explicitos ao considerar a m-ésima raiz de alguns

nimeros de Liouville convenientes, por exemplo

O seguinte resultado, devido a Mahler, nos mostra uma propriedade funda-

mental.

Teorema 1.16. Se & e n sao numeros complexos algebricamente dependentes, entao

eles pertencem a mesma classe de Mahler.
Demonstracao. Veja Teorema 3.2 de [4] |

Tratemos de tecer um comentario acerca da classe dos T-numeros. Ela é,
dentre as classes de Mahler, a mais desconhecida. Por exemplo, a existéncia desses
nimeros foi provada por Schmidt [34] somente trinta e seis anos apds o artigo de

Mahler [21]. Até a presente data ainda ndo temos um exemplo explicito de T-nimero.

Ja que definimos a classificagado de Mahler, vamos apresentar agora a de
Koksma. O ponto de vista de Koksma [19] é semelhante ao de Mahler, mas em vez
de olhar para a aproximacao de 0 por polindmios com coeficientes inteiros avaliados

em um numero real £, ele considerou a aproximacao de & por nimeros algébricos.

Sejam dados um inteiro positivo n, um nimero real H > 1 e um nimero

algébrico a.. Definimos a quantidade

w, (&, H) = min{|§ — af : gr(a) <n, H(a) < H, o # £},
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em que gr(a) denota o grau do algébrico a.. Além disso, definimos

— log (Hwy, (€, H))

wy (&) = limsup

H—s00 log H
€ *
w*(§) = limsup w”—@
n—00 n

Em outras palavras, w(§) é o supremo dos nimeros reais positivos w* para

0s quais existem infinitos niimeros algébricos «, de grau no maximo n, tais que
0<|6—al < H(a) ™

Observamos que

(€l +1)
T

para qualquer nimero real &, qualquer inteiro positivo n e qualquer H > || + 1.

wi(é, H) <wi(&H) <

Portanto,
0<w! () < 0.

Definicao 1.17. Seja & um nimero complexo. Dizemos que & € um

o A*-nimero, se w*(§) = 0;
e S*-numero, se 0 < w*(£) < oo;
o T*-numero, se w*(§) = o0 e w}(§) < oo para todo n > 1,

e U'-numero, se w*(§) = oo e wi (&) = oo para algum n > 1.

As classificagoes de Mahler e Koksma sao equivalentes.

Teorema 1.18. Os A*-numeros sio exatamente os numeros algébricos.

Demonstragao. Veja Teorema 3.5 de [4]. |

Teorema 1.19. Qualquer S-nimero (resp. T-nimero, U-nimero) é um S*-nimero

(resp. T*-nimero, U*-nimero).
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Demonstragao. Veja Teorema 3.6 de [4]. |

Observagao 1.20. Como mencionado anteriormente, as classificagoes de Mahler e
Koksma sao equivalentes. Sendo assim, daqui em diante, sempre que nos referirmos
aos S, T ou U-numeros, devemos pensar na definicao de Koksma. Por exemplo, se
dissermos que ¢ é um U-nimero (logo ele é também um U*-nimero), entao isso
significa que, existe uma sequéncia infinita (6 )k, de nimeros algébricos de grau m,

(ou no méaximo m) tal que
0< |f - Gk\ < H(Hk)*“”“,

para todo k > 1, em que wy tende ao infinito quando k£ — oo.

1.3 Estimativas de fgen e Baker

Iremos apresentar nesta secao dois resultados fundamentais para as demons-
tragoes feitas nos préximos capitulos. Usaremos a notagao [a,b] = {a,a + 1,...,b}
para inteiros a < b. O primeiro resultado, devido a Icen [18], fornece uma desigualdade

relacionando a altura de nimeros algébricos.

Lema 1.21. Sejam o, . . ., o, numeros algébricos pertencentes a um corpo de niumeros
algébricos de grau g e F(y,x1,...,x,) um polinémio com coeficientes inteiros com
grau d > 1 na variavel y. Se n é um nimero algébrico tal que F(n,aq,...,ap) = 0,

entao o grau de n é, no madximo dg, e vale
H(n) < 32dg+(h++l)g | 9 H(ay)"9 - H(oy,)"9, (1.3)

em que H € o mdzimo dos valores absolutos dos coeficientes de F' (a altura de F), 1;

¢ o grau de F na varidvel x;, para i € [1,n].
Demonstracao. Veja [18] e [30]. |

Antes de enunciarmos o proximo resultado chave, vamos fazer uma breve dis-

cussao. Comegamos fixando ¢y € R e definindo o logaritmo complexo por

logz =log|z|+i-argz, com ¢y <argz < g+ 2.
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Em tudo o que segue a escolha de ¢y nao importa. Assim, todos os resultados a partir

daqui sao validos para qualquer determinacao fixada dos logaritmos.

Definicao 1.22. Sejam aq, ..., an, B, B1, - ., By numeros algébricos. Uma forma

linear em logaritmos de niumeros algébricos € uma expressao da forma

BO+51 10ga1+"'+ﬁnlogan~ (14)

Baker [I] provou em 1966 que, se oy, . .., a, sdo nimeros algébricos diferentes
de 0 e 1, tais que, logay + - - - + log cv,, s@o linearmente independentes sobre QQ, entao
para qualquer n-upla de nimeros algébricos (5o, 51, - .., 3,) diferentes de (0,0,...,0)
temos que ¢ diferente de zero. Podemos ir além e questionar se existem versoes
quantitativas deste resultado, isto é, nas condi¢oes impostas por Baker, podemos
encontrar um limitante inferior estritamente positivo para o valor absoluto de ?
Em 1967, Baker [2] de fato obteve tal limitante.

O limitante inferior obtido por Baker tornou-se uma ferramenta extremamente
poderosa, nao apenas na teoria transcendente, mas também em aplicagoes para as
equagoes diofantinas e o problema numero 1 da classe de Gauss. Por esta razao, o

limitante inferior de Baker dado em 1967 foi melhorado pelo préprio Baker e outros.

Entre as muitas extensoes (e variagdes) dos limitantes originais de Baker, op-

tamos por usar o

Lema 1.23. Sejan > 1 um inteiro e sejam «u, . . ., oy, Bo, B, - - -, Bn niimeros algébricos
nao nulos. Definindo A =[], log (max{H (a;),4)} e B = max;epy o {H(5;),4}. Seja
D =[Q(ay,...,qn, Bo, ..., 0n) : Q. Entao

|Bo + B1logay + -+ + B log ay,| > (AB)’“MD)QOMAIOgA,

desde que a forma linear (1.4) seja diferente de zero.

Demonstracao. Veja [3]. |
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Capitulo 2
Poténcias que envolvem U-nuimeros

Com as ferramentas vistas no capitulo anterior, podemos prosseguir para os
resultados principais desta tese, que serao vistos nas duas proximas secoes. Eles
nos garantem a transcendéncia de uma familia razoavelmente grande de poténcias

envolvendo U-numeros.

2.1 Primeiros resultados e consequéncias

O primeiro resultado nos d4, em particular, a transcendéncia de af para qual-

quer U-ntimero ¢ e qualquer nimero algébrico a ¢ {0, 1}.

Teorema A. Sejam ay, . . ., o, nimeros algébricos nao nulos, com ag # 1, € B, ..., Bn

numeros algébricos. Se & é um U-nimero, entao ageﬁoafl <o alfn € um naimero trans-

cendente.
Demonstragao. Procederemos por contradi¢ao. Suponhamos que

ageﬁoafl o agn
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seja um numero algébrico, digamos v. Em particular, temos

logy = log (ageﬁoa’fl e aﬁ”)

= logag +loge™® +logalt + - -- +logoz£"
= &logag + fo+ Pilogar + -+ + B, log au,.

Como ¢ é um U-numero, entdao existe uma sequéncia infinita (), de nidmeros

algébricos de grau m, tal que
0 <|€&— 0k < H(O) ", (2.1)

para todo k > 1, em que wy tende ao infinito quando £ — oco. Observe que podemos

assumir

H(O) = max {Hlag), H(f:), 4},
para todo k.
Vamos agora mostrar que vale a
Afirmagao. O nimero
Ay, := O log g — logy + By + Zﬁi log ;
i=1
é nao nulo para todo k suficientemente grande.

De fato pois, caso contrério, isto é, se A, = 0 para todo k pertencente a um

conjunto infinito de inteiros positivos N/, temos
Ok log ap — logy + fo + Zﬂilogai =0,
i=1
por conseguinte

0

1 n
k log o ( ogy BO ;:1 ﬂz og az) )

para todo k € N'. isto significa que a sequéncia (0 )ren’ € constante. Em particular,

0y tende para um nimero algébrico de grau m quando k — oo (k € N'), digamos 6,,,
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(em que ng = min N'). Ora, como
f = lim Ok,
k—ro0

chegamos em um absurdo pois, nesse caso, teriamos £ = 6,,,, 0 que nao pode ocorrer
levando em conta que £ é um U-ntimero. Portanto Ay # 0, for all k£ > kg e a afirmagao

esta provada.
Sabemos agora que A, # 0, para todo k suficientemente grande. Além disso,

estamos nas condicoes do Lema [1.23] Assim,

|Ax| > B, %, (2.2)
em que
Bk = H(@k) € Cr = 2(16nDk)200”A 10g A.
Além disso, usamos que A < By. No entanto,
Dk = {Q(ekvvva()w"van;ﬂ()w"7ﬁn) @]
< m[Q(y, a0, -, n, Bo, -+, 0n) s Q] =: D. (2.3)
Assim,
Ak > B, (2.4)
em que
c:=2(16nD)*" Alog A
nao depende de k.
Por outro lado, podemos escrever
Al = |Brlogag — <log7 — By — > Bilog ai)
i=1
= |6k log ag — & log ay
(2.5)

= |log aol[6) — ],
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onde usamos

logy — fo — Zﬁilog% = & log ay.
i=1
Agora, combinando (2.1)), (2.4) e (2.5, obtemos
H(0;)~¢ < |log apl |0k — &| < |log cvo| H (k) %,

e assim
497 < H(0,)* < [log agl

para todo k > kq. Ora, mas isto é um absurdo, levando em conta que o lado esquerdo
tende ao infinito quando k£ — oo, enquanto o lado direito é limitado. Concluimos

3

dessa forma que o nimero age®ay"

---aPn & transcendente e a demonstragio estd

completa. ]

Exemplo 2.1. De acordo com o Teorema anterior sao transcendentes os nimeros

Vimos no capitulo anterior que, se £ e 17 sao nimeros complexos algebricamente
dependentes, entao eles pertencem a mesma classe de Mahler. Além disso, Mahler

provou (veja [4], [21], [22] e suas referéncias) outros dois resultados extraordindrios:

e ¢ é S-numero, para qualquer nimero algébrico nao nulo «;

e log a é S-ntimero ou T-numero, para qualquer nimero algébrico a ¢ {0, 1}.

Recentemente, Chalebgwa e Morris[7] usaram os fatos anteriores para deduzir, em
particular, que e é transcendente sempre que a é um U-ntimero. O préximo resultado
generaliza este fato.

Teorema B. Sejam ay,...,a, numeros algébricos nao nulos e By, ..., 5, niumeros

1

algébricos. Se & é um U-niimero, entdo eSa)* ---abr é um nimero transcendente.

Demonstracao. Para provar esse resultado vamos seguir a mesma linha de raciocinio

do Teorema [A]l Sendo assim, vamos supor que o niimero

vzefa?l,‘,aﬁn

n
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é algébrico. Logo, temos

logy =&+ Biloga.
=1

Usando agora que £ é U-numero, temos garantida a existéncia de uma sequéncia

infinita (6), de nimeros algébricos de grau m, tal que
0< ’5 — Gk\ < H(Qk)*“”@,

para todo k > 1, onde wy tende ao infinito a medida que k cresce. Feitas essas

consideragoes, afirmamos que
Ay =0, — log~y + Zﬁi log o;
i=1

é diferente de zero para todo k suficientemente grande. De fato, supondo que A, = 0,
percebemos que .
0, = log~vy — Zﬁi log ;.
i=1
Isto significa que (6y),cy > onde N’ é um subconjunto infinito de niimeros naturais,
é uma sequencia constante. Particularmente, 6, tende para algum ntmero algébrico

de grau m. Ora, mas isto é um absurdo, pois £ é um U-ntimero.

A ideia a partir daqui é usar o Teorema que nos garante um limitante
inferior para |Ag|, para cada k. Além disso, usamos a hipdtese de £ ser um U-ntimero,
e isto nos d4 um limitante superior para |Ax|. De modo semelhante ao que ocorreu

no Teorema [A] iremos obter um absurdo supondo que v é algébrico. [

Como consequéncias imediatas, temos

Corolario 2.2. Sejam o um mimero algébrico e & um U-nimero. Entdo e ¢ é um

numero transcendente.

Demonstracao. Com efeito, para obtermos uma contradicao, iremos supor que e®™ ¢ =

~ é um numero algébrico. Elevando esta relacao a poténcia 7, obtemos

tam+i§ e(iﬂ')a

e -ei5:7.
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Usando que €™ = —1 temos que
(-1 =1

Ora, mas o lado esquerda desta ultima igualdade é transcendente, de acordo com
o Teorema . Portanto, supor que e®™¢ ¢ um ntmero algébrico nos leva a uma

contradicao. [}

Coroldrio 2.3. Seja a um nimero algébrico, com o« ¢ {0,1}, e & um U-nimero.

Entdo of e e sdo niumeros transcendentes.

Demonstracao. Com efeito, tomandon =1, ag = «, By = f1 = 0 e a1 = 1 no Teorema
, temos a trascendéncia de . Para obtermos a transcendéncia de ef, basta fazermos

as mesmas escolhas acima para n, «; e 51 no Teorema [B] [ |

O proximo resultado garante, em particular, que o produto de dois nimeros,

como os dados no corolario anterior, ainda é transcendente.

Teorema C. Sejam « e [ numeros algébricos, com « # 0, e seja & um U-niumero.

Entdo (aef)s é um nimero transcendente.

Demonstracao. A estrutura da demonstracao também é similar aquela que foi feita

no Teorema . Supondo que v = (ae?)¢ é um nidmero algébrico, vemos que
logy = B + £ log a.
Por hipétese, £ é um U-ntimero, logo
0 <|€— 0k < H(O)

onde (6y)r ¢ uma sequéncia de nimeros algébricos de grau m e wy é uma sequéncia

que tende ao infinito quando k£ — oc.

Procedendo da mesma maneira como nas demonstracoes dos teoremas anteri-

ores, devemos mostrar que A, # 0 para todo k suficientemente grande, onde

Ay = —p0k — O log a + log .
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Ap6s isso, por um lado, o Lema nos dard um limitante inferior para |Ag|, por

outro, temos

Akl < ([log o] + |B]) H(6)) .

Assim como no Teorema [A] atingiremos uma contradi¢ao assumindo que v é um

ntmero algébrico. n

Como apontado anteriormente, é conhecida a classificacio de Mahler dos
nimeros e* e log 8, para numeros algébricos a # 0 e f ¢ {0,1}. Além disso, in
1972, Cijsouw [8] provou que se « e  sdo numeros algébricos, tais que o & {0,1}
e ( é irracional, entdo o’ é um S- ou um T-ntimero. Os préximos coroldrios forne-
cem informagoes sobre a classificacao de Mahler de formas lineares em logaritmos de

nimeros algébricos.

Corolario 2.4. Sejam «y, . .., a, numeros algébricos nao nulos e (1, ..., 3, numeros

algébricos. Temos que

i) se Bylogay + -+ - + By loga, € diferente de zero, entdo é um S- ou um T-numero;
ii) se fB1log,, a1+ -+ By log,, an € diferente de zero, entao € um S- ou um T-nimero.
Demonstracao. Pelo Lema [1.23] a forma linear
Ao = prlogay + -+ By log oy,

¢ igual a zero ou ¢ um numero transcendente. No tultimo caso, para obtermos uma

contradigao, vamos supor que Ay é um U-ntimero. Entao
e_AOOéfl .. O{Bn — 1’

o que contradiz o Teorema [B] Isto prova o item (i).

Para provar o item (ii), assim como antes, supomos, com o objetivo de chegar

a uma contradicao, que

Al = /81 ]‘Ogao al + T +ﬁn10ga0 aTL
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¢ um U-ntimero. Entao, concluimos que

_Al 51 ,Bn_
oy ot ot =1,

o que contradiz o Teorema [A] Isto completa a prova. [ |

Uma outra consequéncia € o

Corolario 2.5. Seja oo um nimero algébrico nao nulo, com o # 1. Entao m + log «

é um S- ou um T-numero.

Demonstracao. Claramente 7w + log a # 0. Portanto é suficiente usarmos o Corolério

(i), pois

7+ log v = ilog(—1) + log a.

[ |
2.2 Independéncia multiplicativa
Definicao 2.6. Os nimeros complexos zi,...,z, sao ditos multiplicativamente in-
dependentes se z{*---z% = 1, para alguma n-upla (ay,...,a,) € Z", implica em
a=---=a,=0.
Observacao 2.7. Dizer que z1, ..., 2z, sao multiplicativamente independentes é equi-
valente a dizer que log z1, ..., log z, s@o linearmente independentes sobre Q (ou sobre
7).

Exemplo 2.8. Os numeros 2,3 e 5 sao multiplicativamente independentes, pelo Teo-
rema Fundamental da Aritmética. De maneira geral, se py, ..., pr SG0 numeros primos

distintos quaisquer, entao eles sao multiplicativamente independentes.

Nossos ultimos resultados mostrados garantem, em particular, a transcendéncia

do ntumero
2@+@2 log, 3 — 2@ . 3@2

Mais geralmente, temos o
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Teorema D. Sejam aq,...,q, nimeros algébricos nao nulos multiplicativamente

independentes, Py(x),..., P,(x) € Z]x] polindmios nao constantes e & um U-nimero.
Entao afl(g) o ab™® ¢ um mimero transcendente.

Demonstracao. Além de algumas dificuldades técnicas, as ideias pouco diferem da-
quelas vistas no Teorema [A] Novamente buscamos obter uma contradi¢ao. Iremos
supor que

a1 @ o0 = Q.

Mostraremos agora que
Ap = Pi(0)logag + -+ + Py(0k) log a, — logy # 0

para todo k suficientemente grande. De fato pois, caso contrario, o polinomio

F(z) = —logvy + Z(logai)Pi(a:)
i=1
seria identicamente nulo, uma vez que teria infinitas raizes, porque F(6;) = 0, para
infinitos k’s. Em particular, seu coeficiente lider ), ; m;loga; seria igual a zero
(onde m; # 0 é o coeficiente lider de P;(z) e I C [1,n]). Entao,

i
i€l

o que contradiz a independéncia multiplicativa de «,...,«a,. Dessa forma, con-
cluimos que Ay # 0. Portanto, podemos usar o Lema [1.23] para obter um limitante

inferior. Mais precisamente,
|Ax| > B, (2.6)

em que

By, := max{H (P1(0r)), ..., H(Pu(0k)), H(7)}

e, assim como antes, deduzimos que ¢ é um nimero real positivo que nao depende de

k.

Agora iremos obter um limitante superior para H(By) dependendo de H(6y).
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Para isso, vamos usar o Lema m, para cada i € [1,n], com a conveniente escolha
Fi(y,x) ==y — Fi(z).
Como
F;,(P(0y),0r) =0,

a estimativa de fgen garante que
H(P;(0x)) < 3> &P H(P)# " H(0,)™™ < M - H(60:)™", (2.7)

em que

7:= max{grP;} e M := 3*"*" (max{H(Pi)})T.

i€[1,n] 1€[1,n]

Em particular, percebemos que
B, < M- H(0,)",

para todo k > k; suficientemente grande. Entao, combinamos esse fato juntamente
com (2.6]), donde obtemos
Bk_c S M_CH(ek)_cmT.

Colocando

M, :=M “ec¢:=—cmr,

obtemos
Ak > My - H(6;,) . (2.8)

A fim de obtermos um limitante superior para |Ay|, usamos que

| Al |P1(0)) log iy + -+ - + P, (6y) log av, — log |
[(Py(0k) — Pi(§))log oy + - - + (Pu(0k) — Pu(§)) log v

< K ([(Pu(0k) = P A+ -+ 4+ [Bu(0k) — Pa(E)]),

em que
Ky = |logoy| + -+ +|log ay.
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Seja 6 > 0 um numero real tal que P/(x) # 0, para todo = € B(§,0) e para
todo i € [1,n]. Notamos que, 0 pertence a B(&, ), para todo k suficientemente

grande (digamos k > ky). Portanto, para todo i € [1,n], temos que

|Pi(&) — Pi(0r)| < M — 04l

em que
M;:= sup |P/(z)|>0.
2€B(£9)
Assim,
|Ak| < Ko|€ — 0] < Ky - H(O) ", (2.9)

para todo k > ks, onde
K, := K, max {M;}.

i€[1,n]

Finalmente, para k > max{k1, K2}, combinando (2.8]), (2.9) , obtemos
M1H<9k)—é S K2 . H(Q)—wk’

o que nos da

H(0,) ¢ < =2,

Sis

que nao ¢ satisfeita para infinitos valores de k, o que nos fornece uma contradigao.

Isto encerra a demonstracao. [
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Capitulo 3
Mais resultados e algumas questoes

Neste capitulo faremos uma breve discussao sobre alguns resultados mais
técnicos e possiveis problemas para futuras pesquisas. A seguir, as constantes implicitas

em < e > nao dependem de k.

3.1 Uma subclasse de T-numeros

Mencionamos anteriormente que a classe de Mahler dos T-ntimeros é a mais
desconhecida dentre as classes. Nao sabemos se os resultados que provamos até aqui
para U-ntumeros valem, em geral, para T-numeros. No entanto, definiremos uma
classe de T-nimeros para a qual todos os resultados e suas respectivas consequéncias

que vimos também valem.

Na demonstracao do Teorema [A] para lidar com a dependéncia de ¢, em k
(e transformar em (2.4))), usamos que o grau de 6y, é fixo (ou talvez limitado).
Porém, isso nao é valido para T-nimeros. Com o intuito de superar esse problema,
vamos incluir algumas condigoes técnicas entre o grau dos aproximantes de um 7-

nimero e sua taxa de convergéncia. Mais precisamente:

Definicao 3.1. Um T-nimero & é chamado de T-nimero especial, se existe uma

sequéncia infinita de nimeros algébricos (0x)y tal que

0< |€ — 9k| < H(@k)‘“k‘,
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para todo k > 1, com gr(0y) tendendo ao infinito quando k — oo e

Wi

lim sup > 0. (3.1)

koo exp(gr(fr))

Nota. Ja foi dito ao longo desta tese que a existéncia dos T-ntimeros fora provada
apenas trinta e seis anos apés Mahler desenvolver a sua classificacao e, até a presente
data, nenhum exemplo explicito de tais numeros foi dado. Enfatizamos que nao

conseguimos provar a existéncia dos T-nimeros da definicao anterior.
Feita essa observagao, temos o
Teorema E. Todos os teoremas e coroldrios anteriores permanecem vdlidos quando

& € um T-niumero especial.

Demonstracao. Vamos simplesmente imitar a abordagem padrao para esses resulta-

dos. De fato, procedendo da mesma forma que antes, obtemos que
Akl < H (),

em que A; é uma forma linear em logaritmos de niimeros algébricos. A novidade aqui
esta em ([2.2), porque

|Ak| > H(0p)" %,

em que

Cp = C1 l),i2 € Dk = [Q(Gk, S) . Q],

para algum conjunto finito de nimeros algébricos S (que nao depende de k) e para

algumas constantes positivas ¢; and cy. Portanto
Dy, < gr(6y)
e, combinando os limitantes inferiores para |Ay|, concluimos que
wi < gr(fy).
Em particular,

Wi gr(fx)
expler(t)  expler(f)’
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No entanto,
gr(0y )
exp(gr(fr))
quando k — oo, contradizendo a condigao (3.1]). [ |

—0

Levando em conta os comentarios anteriores feitos sobre os T-nimeros, encer-

ramos esta secao propondo o seguinte problema:

Problema 1. Os resultados que provamos no capitulo 2 para U-ntmeros sao validos

para T-ntimeros em geral?

3.2 Numeros de Liouville e-fortes

Voltamos nossa atencao agora para a natureza aritmética dos numeros da
forma £¢, onde ¢ é um U-ntimero. Para evitar detalhes muito técnicos, nos concen-

traremos apenas nos numeros de Liouville.

Vimos no capitulo 1 que os ntimeros de Liouville formam um conjunto G de

R. Agora, vamos definir um subconjunto dos nimeros de Liouville como segue:

Definicao 3.2. Seja ¢ wm numero real positivo. Um niumero real £ é chamado um

numero de Liouville e-forte, se existe uma sequéncia infinita de numeros racionais
(px/ak)k, com qr > 1, tal que

e D

0< < g (os a0 (3.2)

para todo k > 1. O conjunto desses nimeros serd denotado por L.

Além de L., vamos considerar outro subconjunto dos numeros de Liouville.

Para isso, definimos, indutivamente,
exp™(z) = exp(exp™ () e exp(z) = z.

Assim, temos a

Definicao 3.3. Um numero real 1 € chamado um nimero ultra-Liouville, se para

todo inteiro positivo k, existem infinitos nimeros racionais (p/q) , com q > 1, tal que

29



1

< —.
’ explfl(q)

O conjunto dos nimeros ultra Liouville € denotado por Lyra.

E valido notar que o conjunto Ly, é um subconjunto Gs denso de R (veja
[26]). Além disso, percebemos que Lyjia C L. Em particular, os nimeros de Liouville

e-fortes formam um subconjunto Gs de R.

Exemplo 3.4. Seja x um nimero real. Usando a notagao [z]| = min{n € Z : n > z},

> o

n>2+e]

temos que o nimero

pertence a L..
Teorema F. Seja € um nimero real positivo. Se & € L., entdo £ € um nimero

transcendente.

Demonstracdo. Vamos supor que £& = v € Q, entdo £logé =logy. A forma linear

Ay = @log (Yﬁ) — log~y
dk dk

¢ diferente de zero, para todo k suficientemente grande. Com efeito, é finito o conjunto

¢ (c) ={x € Dy;p(x) = c},

onde ¢(z) = x -logx, D, é o dominio da fungao ¢ e ¢ ¢ um nimero real. Por outro

lado, podemos considerar a existéncia de uma sequéncia (Z—:) , com k € N’ onde
k

N’ é um subconjunto infinito de N, tal que seus termos g—l’j sao dois a dois distintos.

Sendo assim, supor que A, = 0, nos garante a existéncia de infinitos s—: tais que

Pr Pk
— log (—) = log .
4k dk

Mas isso contradiz a finitude do conjunto ¢~ (log~). Desse modo, a forma linear Ay,

em questao é diferente de zero para todo k suficientemente grande.
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Estamos nas condigoes do Lema [1.23] Assim, temos
|Ag| > eXp(—clog2 qk),

em que ¢ é uma constante positiva e, usamos que

Pk
H <%) = max{|pk|, @} < @,

pois
ol < ([€] + D,
para todo k > 1.

Por outro lado,

A, = @log (@) — log~y
dk dk

= @log (]&) — ¢ log <@) + ¢ log (&) —&logé
dk qk 4k dk

) (e )

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (py/qx,€) tal que

L _ ¢\ _ Pr _
9<Qk §> log(qk> log €. (3.4)

Por e temos que
= o (2) (2-0) ¢ e () )

dk dk q

e(2) (294529
dk dk 0 \ qx

< Joe (5) (5 =91+ 5 (5 )
dk qk 0 \ ax

_ 10g<@) .‘5_&+‘§H5_&
3 qk 6 qk

< M.'g_]ﬁ

gk
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Portanto

—(log gi)tte

D
Ay < ‘5— =+l < g
gk

Combinando os limitantes superior e inferior para |Ag|, chegamos em
exp(—clog® q;) < qk_(bgq’“)HG. (3.5)
Aplicando log em ambos os lados de , obtemos
(log q) < 1,

o que é um absurdo. Portanto, concluimos que £ é um ntimero transcendente. W

Usando um argumento topoldgico, podemos provar a existéncia de nimeros de
Liouville ¢ and ( tais que
=2

que, claramente é um ntmero algébrico. De fato, a funcao
f:(0,4+00) = R, dada por f(z):=2"

é nao constante e continua e assim, em particular, f(IL) é um conjunto G4 denso.
Portanto, f(L) NLL é um conjunto nao vazio. Dessa forma, existem numeros de

Liouville ¢ e ¢, tais que £ = f((), como desejado.

Uma situacao mais delicada é saber se é possivel que seja &€ = (. Levando isso

em conta, finalizamos esta secao propondo a seguinte questao:

Problema 2. O nimero £¢ é transcendente sempre que & € L7
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Consideracoes Finais

Neste trabalho determinamos resultados que permitem conhecer a natureza aritmética
de certas poténcias envolvendo U-nuimeros e T-ntimeros. Conforme foi visto neste
texto, a menos de um conjunto de medida nula, todos os niimeros sao transcendentes.
Porém, sabemos que estabelecer a transcendéncia de um nimero particular é uma
tarefa demasiada dificil. Assim, dentro da teoria dos ntimeros transcendentes faz-se

necessario desenvolver pesquisas como a que fizemos.

Na primeira parte apresentamos os teoremas A, B, C e D. Facamos alguns co-
mentarios acerca de cada um deles. No Teorema A provamos a transcendéncia de uma,
familia grande de niimeros, em particular, resolvemos um problema que permanecia
aberto, que era saber a natureza aritmética do nimero of, em que « é algébrico di-
ferente de 0 e 1 e £ é um U-ntmero na classificagdo de Koksma-Mahler. Além disso,
espera-se que o numero £¢ seja transcedente, sempre que £ é um U-nimero. Nem
mesmo sabemos se isso é verdade para Uj-nimeros (Veja o Problema 2 do capitulo
3).

No Teorema B generalizamos o fato de que e* é transcendente caso & seja
U-ntmero. Além disso, ele também nos fornece informagao sobre a classificagao
de Mahler de formas lineares em logaritmos de nimeros algébricos. Enquanto os
teoremas A e B nos ddo a transcendéncia de af e e, o Teorema C nos garante
particularmente que o produto entre tais nimeros ¢ transcendente. Uma boa questao

a se fazer ¢, para o e € nas condicoes dadas, o niimero af7¢ é também transcendente?

O Teorema D gera a transcendéncia de niumeros da forma

ol @),
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com P;(x) € Z[z] ndo constantes para todo i, o; # 0 para todo ¢ e multiplicativamente

independentes. Assim, provamos, em particular que, dados py, ..., pp nimeros primos
2 k

quaisquer e £ um numero de Liouville, entao o niimero pf . pg e pi é transcendente

(podendo inclusive permutar os primos).

Na segunda parte do nosso trabalho provamos os teoremas E e F. Conforme
mencionamos, estes resultados sao técnicos. No Teorema F verificamos serem validos
para uma subclasse dos T-nimeros os mesmos resultados provados para U-numeros
nesta tese. Observamos ainda que nao conseguimos mostrar a existéncia de tais
T-numeros, o que é algo interessante para se fazer em uma pesquisa futura. Mais
interesante ainda, seria mostrar que valem (ou nao) os nossos resultados para T-

nimeros de maneira geral (veja o Problema 1 do capitulo 3).

Finalmente, no Teorema E provamos que vale parcialmente o Problema 1 pro-
posto no final do capitulo 3. De fato, vimos ser valido o resultado para um subcon-

junto G5 dos nuimeros de Liouville, chamados de ntiimeros de Liouville e-fortes.
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