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Tese de Doutorado apresentada ao Programa

de Pós-Graduação em Matemática da Uni-
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Braśılia/DF

2023





1
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Agradeço à CAPES e ao CNPq pelo apoio financeiro, que iniciou-se ainda na

graduação, enquanto eu era aluno de iniciação cient́ıfica, e perdurou até o doutorado.
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É ele quem me carrega

Como nem fosse levar
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RESUMO

Neste trabalho investigamos a natureza aritmética de certas potências relacionadas

a U -números e uma subclasse de T -números. Os primeiros dois resultados nos ga-

rantem, respectivamente, a transcendência de qualquer número algébrico elevado a

um U -número e uma generalização da transcendência da constante e elevada a um

U -número. Ainda relacionado a U -números, obtivemos outros dois resultados: um

que dá a transcendência do produto entre um algébrico não nulo e a constante e,

elevado a um U -número, o outro que nos diz quando são transcendentes números do

tipo αℓ · βℓ2 , em que α, β ∈ Q \ {0, 1} e ℓ é a constante de Liouville.

Conseguimos provar mais dois resultados, que são técnicos, e nos dão apenas in-

formações parcias. Um deles garante, para uma subclasse dos T -números, que cha-

mamos de T -números especiais, a transcendência de todos os resultados que provamos

serem válidos para U -números. O outro, resolve parcialmente o problema em aberto

sobre a natureza aritmética de ξξ, quando ξ é um número de Liouville. Conseguimos

tal resultado para um conjunto Gδ denso de números de Liouville, que chamamos de

números de Liouville ϵ-fortes.

Palavras-chave: Transcendência, Potências, U -números, T -números.

viii



ABSTRACT

In this work we investigate the arithmetic nature of certain powers related to U -

numbers and a subclass of T -numbers. The first two ensures, respectively, results in

the transcendence of any algebraic number raised to a U -number and a generalization

of the transcendence of the constant e raised to a U -number. Still related to U -

numbers, we get two other results: one which gives the transcendence of product

between a non-zero algebraic and the constant e, raised to a U -number, and another

which tells us when numbers of the type αℓ · βℓ2 , where α, β ∈ Q \ {0, 1} and ℓ is the

Liouville constant, are transcendentals.

We were able to prove two more results, which are technical, and give us only partial

information. One of them ensures, for a subclass of T -numbers, which we call special

T -numbers, the transcendence of all results that we prove to be valid for U -numbers.

The other partially solves the open problem on the arithmetic nature of ξξ, when ξ

is a Liouville number. We get such a result for a Gδ dense set of Liouville numbers,

which we call ϵ-strong Liouville numbers.

Keywords: Transcendence, Powers, U -numbers, T -numbers.
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LISTA DE NOTAÇÕES E SÍMBOLOS

N conjunto dos números naturais: 1, 2, . . .

Z conjunto dos números inteiros: . . . ,−1, 0, 1, . . .

Q conjunto dos números racionais: p
q
, com p, q ∈ Z e q ̸= 0

R conjunto dos números reais

C conjunto dos números complexos

Q conjunto dos números algébricos

T conjunto dos números transcendentes

L conjunto dos números de Liouville

Lultra conjunto dos números ultra-Liouville

Lϵ conjunto dos números de Liouville ϵ-fortes

maxK maior elemento do conjunto K

minK menor elemento do conjunto K

K[x1, . . . , xn] conjunto dos polinômios em n variáveis com coeficientes em K

Kn produto cartesiano de n cópias de K

[a, b] conjunto {a, a+ 1, . . . , b} para inteiros a < b

B(a, r) bola aberta em Rn de centro a e raio r : {x ∈ Rn : |x− a| < r}
A fecho topológico do conjunto A em R
Ac complementar do conjunto A

A−B diferença entre conjuntos

A ∪B união entre os conjuntos A e B

A ∩B interseção entre os conjuntos A e B

n! fatorial de n : n · (n− 1) · · · 2 · 1
log x logaritmo natural de x

loga b logaritmo de b na base a

f ′ derivada da função f

⌈x⌉ menor número inteiro maior do que ou igual a x

gr(P ) grau do polinômio P

H(P ) altura do polinômio P

gr(α) grau do número algébrico α

H(α) altura do número algébrico α

|x| valor absoluto (ou módulo) de x

≪ śımbolo de Vinogradov com significado usual



m(A) medida de Lebesgue do conjunto A ⊂ Rn

vol(A) volume do conjunto A ⊂ Rn



Introdução

Um número complexo α é dito algébrico se existe um polinômio P (x) não nulo,

com coeficientes racionais, tal que P (α) = 0. Equivalentemente, “limpando”os deno-

minadores, podemos assumir que os coeficientes são inteiros. Caso contrário, o número

α chama-se transcendente. Provavelmente, foi Euler um dos primeiros matemáticos a

utilizar esse termo, quando escreveu no seu livro Introductio in Analysin Infinitorum

[12], de 1748, que logaritmos de números que não são potências da base deveriam

ser chamados de quantidades transcendentes. Em 1794, Legendre formalizou a de-

finição desses números, mas somente em 1844, através dos trabalhos de Liouville, o

primeiro exemplo de número transcendente surgiu, dando oficialmente origem à teo-

ria dos números transcendentes. Na ocasião, Liouville mostrou que a constante que

recebe seu nome, ℓ = 0.1100010000 . . .(com os 1’s em cada posição fatorial e os 0’s

nas demais) é transcendente. Vale ressaltar, porém, que entre Euler e Liouville al-

guns problemas isolados de natureza transcendente foram formulados. Por exemplo,

em 1744 (antes mesmo do termo transcendente surgir), o próprio Euler estabeleceu a

irracionalidade da constante e. Em 1761, Lambert confirmou a irracionalidade de π.

Em 1873, a transcendência da constante e foi estabelecida por Hermite, uti-

lizando um engenhoso método que, uma década mais tarde, foi generalizado por

Lindemann para provar que π é transcendente. Isso permitiu a Lindemann resolver

um antigo problema grego conhecido como quadratura do ćırculo, o qual questionava

se seria posśıvel construir usando régua e compasso um quadrado com área igual a de

um ćırculo dado. Além disso, Lindemann provou, em 1882, que a função exponencial

ex, avaliada em pontos algébrico não nulos, toma valores transcendentes. Davam-se

ali os primeiros passos sobre a natureza aritmética da potenciação entre dois números.

O sétimo dentre os 23 problemas propostos por Hilbert no Congresso Interna-
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cional de Matemática, realizado em Paris no ano de 1900, perguntava se o número

αβ, com α sendo algébrico não nulo diferente de 1 e β algébrico não racional, é

transcendente. Os matemáticos Gelfond e Schneider resolveram essa questão inde-

pendentemente nos anos 1934 e 1935, respectivamente. Na ocasião, eles provaram

a transcendência de tal número nas condições supramencionadas. Esse resultado

ficou conhecido como Teorema de Gelfond-Schneider. Ele possui uma formulação

equivalente: se α1, α2, β1, β2 são números algébricos, com logα1, logα2 linearmente

independentes sobre Q, então

2∑
j=1

βj logαj ̸= 0.

Uma versão mais geral desse resultado, válido para uma quantidade arbitrária de

logaritmos, foi provada por Baker [1] em 1966.

Percebemos que, como consequência do Teorema de Gelfond-Schneider, a na-

tureza aritmética da potenciação entre dois números algébricos ficou completamente

caracterizada pois, se α ∈ {0, 1} ou β é racional, então αβ é algébrico. Assim, levanta-

mos naturalmente as seguintes questões: qual é a natureza aritmética da potenciação

entre dois números quando pelo menos um deles é transcendente? E quando ambos

são transcendentes?

Respostas para as questões há pouco colocadas são, em geral, desconhecidas.

A tabela a seguir mostra que tudo pode acontecer quando pelo menos um dos números

na potenciação é transcendente.

Tabela 1. Posśıveis resultados para αβ quando α ou β é transcendente.

Valor de α Classe Valor de β Classe Valor de αβ Classe

2 algébrico log 3/ log 2 transcendente 3 algébrico

2 algébrico i log 3/ log 2 transcendente 3i transcendente

ei transcendente π transcendente -1 algébrico

e transcendente π transcendente eπ transcendente

2
√
2 transcendente

√
2 algébrico 4 algébrico

2
√
2 transcendente i

√
2 algébrico 4i transcendente

2



Em 1932, Mahler [21] introduziu um sistema de classificação para os números

complexos, baseando-se em propriedades de aproximação. Para um dado número

complexo α, a classificação de Mahler de α é determinada por quão próximo de zero

|P (α)| pode ser quando P (x) é um polinômio não nulo com coeficientes inteiros, de

grau no máximo n e altura no máximo H. Essa classificação nos fornece quatro classes

disjuntas de números complexos, a saber, A, S, T e U - números. Alguns anos após

Mahler fornecer essa classificação, Koksma [19] apresentou uma nova, mais natural,

e equivalente à de Mahler. Enquanto Mahler observou quão próximo de zero |P (α)|
pode se tornar quando P (x) está sob as condições acima mencionadas, Koksma es-

tudou quando bem aproximado α pode ser por algébricos de altura e grau limitados.

Pelo fato dessas classificações serem equivalentes, em vez de especificar sobre qual

classificação estamos nos referindo, usaremos simplesmente a expressão classificação

de Koksma-Mahler.

Nosso trabalho preocupou-se em determinar a natureza aritmética de cer-

tas potenciações envolvendo números transcendentes. Para ser mais espećıfico, os

números transcendentes que regem esta pesquisa são os U -números e os T -números

na classificação de Koksma-Mahler.

Justificamos a importância da nossa pesquisa ressaltando que foram feitos es-

tudos recentes (ou não) relacionados à natureza aritmética da potenciação envolvendo

números transcendentes. Mostraremos a seguir alguns.

• Franklin [14], Mostrou que 2α é transcendente quando α =
∑∞

n=1 xn2
−(2(8

n)), onde

xi representa o i-ésimo d́ıgito da parte decimal de π;

• Marques [24] provou que, fixados polinômios não constantes P (x), Q(x) com co-

eficientes em Q[x], o conjunto dos números algébricos da forma P (θ)Q(θ), com θ

transcendente, é denso em algum subconjunto conexo de R ou C. Uma genera-

lização desse resultado foi dada por Trojovský [40], que mostrou a existência de

algébricos da forma

P1(θ)
Q1(θ) · · ·Pn(θ)

Qn(θ),

onde P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qn são polinômios não constantes em Q[x], sob certas

condições, e θ é um número transcendente.

• Recentemente, Chalebgwa e Morris [7] provaram que eξ é transcendente sempre

3



que ξ é um U -número na classificação de Koksma-Mahler.

Os resultados a serem provados nesta tese serão indicados com letras máısculas,

começando com a primeira letra do nosso alfabeto e mantendo a ordem de disposição

que conhecemos. Dito isso, os apresentaremos a seguir.

Permanecia em aberto saber se αξ é algébrico ou transcendente, quando α é

um número algébrico diferente de 0 ou 1 e ξ um U -número. Mostramos que, em geral,

vale o

Teorema A. Sejam α0, . . . , αn números algébricos não nulos, com α0 ̸= 1, e β0, . . . , βn

números algébricos. Se ξ é um U-número, então αξ
0e

β0αβ1

1 · · ·αβn
n é um número trans-

cendente.

O resultado seguinte generaliza o fato provado por Chalebgwa e Morris [7], de

que eξ é transcendente quando ξ é um U -número.

Teorema B. Sejam α1, . . . , αn números algébricos não nulos e β1, . . . , βn números

algébricos. Se ξ é um U-número, então eξαβ1

1 · · ·αβn
n é um número transcendente.

Desejávamos saber se é transcendente o produto entre αξ e eξ, com α sendo

um número algébrico diferente de zero e ξ um U -número. Obtivemos uma resposta

positiva com o

Teorema C. Sejam α e β números algébricos, com α ̸= 0, e seja ξ um U-número.

Então (αeβ)ξ é um número transcendente.

Conseguimos provar a transcendência do número 2ℓ ·3ℓ2 , em que ℓ é a constante

de Liouville. Mais geralmente, considerando que as bases da potenciação são números

algébricos multiplicativamente independentes, vale o próximo resultado.

Teorema D. Sejam α1, . . . , αn números algébricos não nulos multiplicativamente in-

dependentes, P1(x), . . . , Pn(x) ∈ Z[x] polinômios não constantes e ξ um U-número.

Então α
P1(ξ)
1 · · ·αPn(ξ)

n é um número transcendente.

Provamos ainda dois resultados técnicos. O primeiro é relacionado à uma

subclasse dos T -números, que chamamos de T -números especiais.

Teorema E. Todos os teoremas mencionados acima permanecem válidos quando ξ é

4



um T -número especial.

O outro resultado está relacionado a um problema em aberto, que consiste em

saber se é transcendente o número ξξ quando ξ é um número de Liouville. Nesse

sentido, provamos o resultado parcialmente para um subconjunto dos números de

Liouville, que chamamos de conjunto dos números de Liouville ϵ-fortes.

Teorema F. Seja ϵ um número real positivo. Se ξ é um número de Liouville ϵ-forte,

então ξξ é um número transcendente.

Veremos também ao longo do texto diversas consequências relacionadas a cada

um dos resultados supramencionados, dentre elas, informações sobre a classificação

de Koksma-Mahler de formas lineares em logaritmos de números algébricos.

5



Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo principal deste caṕıtulo é fornecer a base necessária em termos de

definições e resultados para os caṕıtulos que a este sucedem.

Inicialmente, apresentaremos os primeiros exemplos de números transcenden-

tes, que são os números de Liouville. Após isso, daremos uma breve exposição da

classificação de Koksma-Mahler e, finalmente, enunciaremos dois lemas fundamentais

para as demonstrações dos nossos resultados.

1.1 Números de Liouville

Utilizaremos esta seção para dar a definição de número transcendente. Além

disso, veremos a existência de tais números, através de um resultado devido a Liou-

ville.

Definição 1.1. Um número complexo α é chamado algébrico se existe um polinômio

não nulo P (x), com coeficientes racionais, tal que P (α) = 0. Se α não é algébrico, é

chamado transcendente. O conjunto de todos os números transcendentes será deno-

tado por T.

Em outras palavras, números transcendentes são aqueles que não satisfazem nenhuma

equação polinomial com coeficientes racionais.

6



Exemplos de números algébricos são simples de construir. Com efeito, qualquer

número racional m/n é algébrico, pois é raiz do polinômio

P (x) = nx−m.

Mais geralmente, qualquer número da forma (m/n)
1
k em que m,n são inteiros, n ̸= 0

e k um inteiro positivo, é algébrico, já que é raiz do polinômio

P (x) = nxk −m.

Esses exemplos, assim como a maneira que são constrúıdos, nos dão a impressão que

a “maioria”dos números complexos são algébricos, mas isto não é verdade.

Teorema 1.2. O conjunto Q dos números algébricos é enumerável.

Demonstração. Veja Proposição 4.1 de [25]. ■

Sabemos que R ⊂ C e R é não enumerável, logo C é não enumerável. Pelo fato

de ser C = Q ∪ T, segue a não enumerabilidade de T. A grosso modo, isto significa

que a “maioria”dos números complexos são transcendentes. Vamos formalizar o que

a palavra maioria significa.

Definição 1.3. Um conjunto A ⊂ Rt tem medida (de Lebesgue) nula, e escrevemos

m(A) = 0 se, para todo ϵ > 0, existe uma quantidade enumerável de bolas abertas

(Bn)n tais que

• A ⊆
⋃
n∈N

Bn;

•
∞∑
n=1

Vol(Bn) < ϵ.

O śımbolo Vol representa o volume de um conjunto do espaço t-dimensional.

Quando t = 2 chamamos essa quantidade de área do conjunto.

Se uma propriedade é satisfeita por quase todos os números complexos, isto

significa que um subconjunto de C que não atende tal propriedade tem medida nula.

7



Proposição 1.4. Quase todos os números complexos são transcendentes, isto é, o

conjunto dos números algébricos tem medida nula (m(Q) = 0).

Demonstração. Veja Proposição 4.2 de [25]. ■

Ironicamente, enquanto construir números algébricos é simples, não encontra-

mos a mesma facilidade para com os números transcendentes. Conforme dissemos, os

primeiros exemplos de números transcendentes foram dados por Liouville. A sua ideia

foi encontrar uma propriedade satisfeita por todos os algébricos e depois construir um

número que não satisfizesse tal propriedade.

Teorema 1.5 (Teorema de Liouville). Seja α ∈ R uma raiz real de um polinômio

irredut́ıvel P (x) ∈ Z[x] de grau d ≥ 2. Então existe uma constante positiva c(α) tal

que, para qualquer p/q ∈ Q ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c(α)

qd
, (1.1)

para todo racional p/q. Uma escolha conveniente para essa constante é

c(α) =
1

1 + max|t−α|≤1 |P ′(t)|
. (1.2)

Demonstração. Veja Teorema 5.1 de [25]. ■

O primeiro exemplo expĺıcito de número transcendente dado por Liouville, foi

a constante de Liouville

ℓ =
∞∑
n=1

1

10n!
= 0.110001000000000000000001 . . . .

O número 10 não tem nada de especial pois, conforme o corolário a seguir, é posśıvel

estender o exemplo acima para qualquer a ≥ 2.

Corolário 1.6. O número

α =
∞∑
n=1

1

an!

é transcendente para qualquer inteiro a ≥ 2.

Demonstração. Veja Teorema 7 de [35]. ■

8



A constante de Liouville ℓ, satisfaz uma importante definição dentro da teoria

dos números transcendentes. Estamos falando da

Definição 1.7. Um número real α é chamado de número de Liouville se existe uma

sequência de números racionais (pk
qk
)k, tal que∣∣∣∣α− pk

qk

∣∣∣∣ < 1

qωk
k

,

para alguma sequência de números reais (ωk)k que tende ao infinito à medida que

k → ∞. Denotaremos o conjunto de todos os números de Liouville por L.

Observação 1.8. Podemos definir, de maneira equivalente, um número de Liouville

da seguinte forma: o número α é de Liouville se, e somente se, para todo k ≥ 1, existe

p/q ∈ Q, com q > 1, tal que

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qk
.

Mais geralmente podemos obter a seguinte equivalência: um número real α é

número de Liouville se, e somente se, para todo número real ω existe uma quantidade

infinita de números racionais p/q, com q > 1, tal que

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qω
.

Um importante resultado relacionado a números de Liouville é o

Teorema 1.9. Todo número de Liouville é transcendente.

Demonstração. veja Teorema 5.2 de [25]. ■

Veremos em seguida que o conjunto dos números de Liouville é “grande”no

sentido topológico.

Definição 1.10. Seja X um espaço topológico. Dizemos que G ⊂ X é um subconjunto

Gδ de X, se G é uma interseção enumerável de abertos densos em X.

Proposição 1.11. O conjunto dos números de Liouville forma um subconjunto Gδ

de R.
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Demonstração. Veja Lema 2.14 de [10] ■

1.2 Classificação de Koksma-Mahler

Uma classificação do conjunto de todos os números transcendentes em três

classes disjuntas, denominadas S-,T - e U -números, foi dada por Mahler [21] em 1932.

Sete anos depois, Koksma [19] apresentou uma nova classificação que mostrou-se

equivalente à de Mahler e, além de tudo, mais natural.

Cabe ressaltar que necessitaremos essencialmente da definição de U e T -número,

assim, não faremos uma exposição aprofundada a respeito da classificação de Kosma-

Mahler. O leitor interessado em maiores detalhes pode consultar [4] para uma exce-

lente exposição das classificações e propriedades.

Definição 1.12. A altura de um polinômio complexo P (x) denotada por H(P ), é

o máximo entre os valores absolutos dos seus coeficientes. A altura de um número

algébrico α, denotado por H(α), é a altura do seu polinômio minimal sobre Z.1

Seguiremos de perto a referência [4]. Enquanto as definições e resultados ali

contidos são apresentados para números reais, mutatis mutandis, eles são transferi-

dos para números complexos. Portanto, faremos as considerações necessárias para

números reais, mas as definições e resultados desta seção serão feitos para números

complexos.

A classificação de Mahler particiona os números complexos em quatro conjun-

tos, caracterizados pela forma com que polinômios não nulos com coeficientes inteiros

aproximam-se de zero quando avaliados em um determinado número.

Consideremos ξ um número real. Sejam n um inteiro positivo e H ≥ 1 um

número real. Definimos a quantidade

wn(ξ,H) = min{|P (ξ)| : P (x) ∈ Z[x], H(P ) ≤ H, gr(P ) ≤ n, P (ξ) ̸= 0},
1O polinômio minimal de um número algébrico α sobre Z é definido como o polinômio primitivo

P (x) ∈ Z[x] de menor grau, tal que P (α) = 0.
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em que gr(P ) denota o grau do polinômio P (x). Além disso, definimos

wn(ξ) = lim sup
H→∞

− logwn(ξ,H)

logH

e

w(ξ) = lim sup
n→∞

wn(ξ)

n
.

Em outras palavras, wn(ξ) é o supremo dos números reais positivos w para os

quais existem infinitos polinômios P (x), de grau no máximo n, tais que

0 < |P (ξ)| ≤ H(P )−w.

Para n ≥ 1, temos

0 ≤ wn(ξ) ≤ ∞,

pois

wn(ξ,H) ≤ w1(ξ,H) ≤ 1

para qualquer H com H ≥ |ξ|+ 1. portanto,

0 ≤ w(ξ) ≤ ∞.

Além disso, a sequência (wn(ξ))n é não decrescente. Com essas notações, Mahler

dividiu o conjunto dos números complexos como segue.

Definição 1.13. Seja ξ um número complexo. Dizemos que ξ é um

• A-número, se w(ξ) = 0;

• S-número, se 0 < w(ξ) < ∞;

• T -número, se w(ξ) = ∞ e wn(ξ) < ∞ para todo n ≥ 1;

• U-número, se w(ξ) = ∞ e wn(ξ) = ∞ para algum n ≥ 1.

As classes S, T e U podem ser subdivididas em infinitas subclasses, o que dá

origem à noção de tipo. Nesse sentido trataremos apenas da classe dos U -números.
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Definição 1.14. Seja ξ um U-número. O tipo de ξ, denotado por t(ξ), é o menor

inteiro positivo n tal que wn(ξ) = ∞. Denotaremos por Um o conjunto dos U-números

tais que t(ξ) = m e os chamaremos de Um-números.

Exemplo 1.15. Os U -números de tipo 1 são precisamente os números de Liouville,

isto é U1 = L. Além deles, Leveque [20] provou a existência de Um-números para todo

m > 1. De fato, ele exibiu números expĺıcitos ao considerar a m-ésima raiz de alguns

números de Liouville convenientes, por exemplo

m

√
3 + ℓ

4
∈ Um, (m = 1, 2, . . .).

O seguinte resultado, devido a Mahler, nos mostra uma propriedade funda-

mental.

Teorema 1.16. Se ξ e η são números complexos algebricamente dependentes, então

eles pertencem a mesma classe de Mahler.

Demonstração. Veja Teorema 3.2 de [4] ■

Tratemos de tecer um comentário acerca da classe dos T -números. Ela é,

dentre as classes de Mahler, a mais desconhecida. Por exemplo, a existência desses

números foi provada por Schmidt [34] somente trinta e seis anos após o artigo de

Mahler [21]. Até a presente data ainda não temos um exemplo expĺıcito de T -número.

Já que definimos a classificação de Mahler, vamos apresentar agora a de

Koksma. O ponto de vista de Koksma [19] é semelhante ao de Mahler, mas em vez

de olhar para a aproximação de 0 por polinômios com coeficientes inteiros avaliados

em um número real ξ, ele considerou a aproximação de ξ por números algébricos.

Sejam dados um inteiro positivo n, um número real H ≥ 1 e um número

algébrico α. Definimos a quantidade

w∗
n(ξ,H) = min{|ξ − α| : gr(α) ≤ n, H(α) ≤ H, α ̸= ξ},
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em que gr(α) denota o grau do algébrico α. Além disso, definimos

w∗
n(ξ) = lim sup

H→∞

− log (Hw∗
n(ξ,H))

logH

e

w∗(ξ) = lim sup
n→∞

w∗
n(ξ)

n
.

Em outras palavras, w∗
n(ξ) é o supremo dos números reais positivos w∗ para

os quais existem infinitos números algébricos α, de grau no máximo n, tais que

0 < |ξ − α| ≤ H(α)−w∗−1.

Observamos que

w∗
n(ξ,H) ≤ w∗

1(ξ,H) ≤ (|ξ|+ 1)

H
,

para qualquer número real ξ, qualquer inteiro positivo n e qualquer H ≥ |ξ| + 1.

Portanto,

0 ≤ w∗
n(ξ) ≤ ∞.

Definição 1.17. Seja ξ um número complexo. Dizemos que ξ é um

• A∗-número, se w∗(ξ) = 0;

• S∗-número, se 0 < w∗(ξ) < ∞;

• T∗-número, se w∗(ξ) = ∞ e w∗
n(ξ) < ∞ para todo n ≥ 1;

• U∗-número, se w∗(ξ) = ∞ e w∗
n(ξ) = ∞ para algum n ≥ 1.

As classificações de Mahler e Koksma são equivalentes.

Teorema 1.18. Os A∗-números são exatamente os números algébricos.

Demonstração. Veja Teorema 3.5 de [4]. ■

Teorema 1.19. Qualquer S-número (resp. T -número, U-número) é um S∗-número

(resp. T∗-número, U∗-número).
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Demonstração. Veja Teorema 3.6 de [4]. ■

Observação 1.20. Como mencionado anteriormente, as classificações de Mahler e

Koksma são equivalentes. Sendo assim, daqui em diante, sempre que nos referirmos

aos S, T ou U -números, devemos pensar na definição de Koksma. Por exemplo, se

dissermos que ξ é um U -número (logo ele é também um U∗-número), então isso

significa que, existe uma sequência infinita (θk)k, de números algébricos de grau m,

(ou no máximo m) tal que

0 < |ξ − θk| < H(θk)
−ωk ,

para todo k ≥ 1, em que ωk tende ao infinito quando k → ∞.

1.3 Estimativas de Íçen e Baker

Iremos apresentar nesta seção dois resultados fundamentais para as demons-

trações feitas nos próximos caṕıtulos. Usaremos a notação [a, b] = {a, a + 1, . . . , b}
para inteiros a < b. O primeiro resultado, devido a Íçen [18], fornece uma desigualdade

relacionando a altura de números algébricos.

Lema 1.21. Sejam α1, . . . , αn números algébricos pertencentes a um corpo de números

algébricos de grau g e F (y, x1, . . . , xn) um polinômio com coeficientes inteiros com

grau d > 1 na variável y. Se η é um número algébrico tal que F (η, α1, . . . , αn) = 0,

então o grau de η é, no máximo dg, e vale

H(η) ≤ 32dg+(l1+···+lk)g ·Hg ·H(α1)
l1g · · ·H(αn)

lng, (1.3)

em que H é o máximo dos valores absolutos dos coeficientes de F (a altura de F ), li

é o grau de F na variável xi, para i ∈ [1, n].

Demonstração. Veja [18] e [30]. ■

Antes de enunciarmos o próximo resultado chave, vamos fazer uma breve dis-

cussão. Começamos fixando φ0 ∈ R e definindo o logaritmo complexo por

log z = log |z|+ i · arg z, com φ0 < arg z ≤ φ0 + 2π.
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Em tudo o que segue a escolha de φ0 não importa. Assim, todos os resultados a partir

daqui são válidos para qualquer determinação fixada dos logaritmos.

Definição 1.22. Sejam α1, . . . , αn, β0, β1, . . . , βn números algébricos. Uma forma

linear em logaritmos de números algébricos é uma expressão da forma

β0 + β1 logα1 + · · ·+ βn logαn. (1.4)

Baker [1] provou em 1966 que, se α1, . . . , αn são números algébricos diferentes

de 0 e 1, tais que, logα1 + · · ·+ logαn são linearmente independentes sobre Q, então

para qualquer n-upla de números algébricos (β0, β1, . . . , βn) diferentes de (0, 0, . . . , 0)

temos que (1.4) é diferente de zero. Podemos ir além e questionar se existem versões

quantitativas deste resultado, isto é, nas condições impostas por Baker, podemos

encontrar um limitante inferior estritamente positivo para o valor absoluto de (1.4)?

Em 1967, Baker [2] de fato obteve tal limitante.

O limitante inferior obtido por Baker tornou-se uma ferramenta extremamente

poderosa, não apenas na teoria transcendente, mas também em aplicações para as

equações diofantinas e o problema número 1 da classe de Gauss. Por esta razão, o

limitante inferior de Baker dado em 1967 foi melhorado pelo próprio Baker e outros.

Entre as muitas extensões (e variações) dos limitantes originais de Baker, op-

tamos por usar o

Lema 1.23. Seja n > 1 um inteiro e sejam α1, . . . , αn, β0, β1, . . . , βn números algébricos

não nulos. Definindo A =
∏n

i=1 log (max{H(αi), 4)} e B = maxi∈[1,n]{H(βi), 4}. Seja
D = [Q(α1, . . . , αn, β0, . . . , βn) : Q]. Então

|β0 + β1 logα1 + · · ·+ βn logαn| > (AB)−(16nD)200nA logA,

desde que a forma linear (1.4) seja diferente de zero.

Demonstração. Veja [3]. ■
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Caṕıtulo 2

Potências que envolvem U-números

Com as ferramentas vistas no caṕıtulo anterior, podemos prosseguir para os

resultados principais desta tese, que serão vistos nas duas próximas seções. Eles

nos garantem a transcendência de uma famı́lia razoavelmente grande de potências

envolvendo U -números.

2.1 Primeiros resultados e consequências

O primeiro resultado nos dá, em particular, a transcendência de αξ para qual-

quer U -número ξ e qualquer número algébrico α /∈ {0, 1}.

Teorema A. Sejam α0, . . . , αn números algébricos não nulos, com α0 ̸= 1, e β0, . . . , βn

números algébricos. Se ξ é um U-número, então αξ
0e

β0αβ1

1 · · ·αβn
n é um número trans-

cendente.

Demonstração. Procederemos por contradição. Suponhamos que

αξ
0e

β0αβ1

1 · · ·αβn
n
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seja um número algébrico, digamos γ. Em particular, temos

log γ = log
(
αξ
0e

β0αβ1

1 · · ·αβn
n

)
= logαξ

0 + log eβ0 + logαβ1

1 + · · ·+ logαβn
n

= ξ logα0 + β0 + β1 logα1 + · · ·+ βn logαn.

Como ξ é um U -número, então existe uma sequência infinita (θk)k, de números

algébricos de grau m, tal que

0 < |ξ − θk| < H(θk)
−ωk , (2.1)

para todo k ≥ 1, em que ωk tende ao infinito quando k → ∞. Observe que podemos

assumir

H(θk) = max
i,j∈[1,n]

{H(αj), H(βi), 4},

para todo k.

Vamos agora mostrar que vale a

Afirmação. O número

Λk := θk logα0 − log γ + β0 +
n∑

i=1

βi logαi

é não nulo para todo k suficientemente grande.

De fato pois, caso contrário, isto é, se Λk = 0 para todo k pertencente a um

conjunto infinito de inteiros positivos N ′, temos

θk logα0 − log γ + β0 +
n∑

i=1

βi logαi = 0,

por conseguinte

θk =
1

logα0

(
log γ − β0 −

n∑
i=1

βi logαi

)
,

para todo k ∈ N ′. isto significa que a sequência (θk)k∈N ′ é constante. Em particular,

θk tende para um número algébrico de grau m quando k → ∞ (k ∈ N ′), digamos θn0
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(em que n0 = minN ′). Ora, como

ξ = lim
k→∞

θk,

chegamos em um absurdo pois, nesse caso, teŕıamos ξ = θn0 , o que não pode ocorrer

levando em conta que ξ é um U -número. Portanto Λk ̸= 0, for all k ≥ κ0 e a afirmação

está provada.

Sabemos agora que Λk ̸= 0, para todo k suficientemente grande. Além disso,

estamos nas condições do Lema 1.23. Assim,

|Λk| > B−ck
k , (2.2)

em que

Bk = H(θk) e ck = 2(16nDk)
200nA logA.

Além disso, usamos que A ≤ Bk. No entanto,

Dk := [Q(θk, γ, α0, . . . , αn, β0, . . . , βn) : Q]

≤ m[Q(γ, α0, . . . , αn, β0, . . . , βn) : Q] =: D. (2.3)

Assim,

|Λk| > B−c
k , (2.4)

em que

c := 2(16nD)200nA logA

não depende de k.

Por outro lado, podemos escrever

|Λk| =

∣∣∣∣∣θk logα0 −

(
log γ − β0 −

n∑
i=1

βi logαi

)∣∣∣∣∣
= |θk logα0 − ξ logα0|

= |logα0||θk − ξ|, (2.5)
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onde usamos

log γ − β0 −
n∑

i=1

βi logαi = ξ logα0.

Agora, combinando (2.1), (2.4) e (2.5), obtemos

H(θk)
−c < |logα0||θk − ξ| < |logα0|H(θk)

−ωk ,

e assim

4ωk−c ≤ H(θk)
ωk−c < |logα0|

para todo k ≥ κ0. Ora, mas isto é um absurdo, levando em conta que o lado esquerdo

tende ao infinito quando k → ∞, enquanto o lado direito é limitado. Conclúımos

dessa forma que o número αξ
0e

β0αβ1

1 · · ·αβn
n é transcendente e a demonstração está

completa. ■

Exemplo 2.1. De acordo com o Teorema anterior são transcendentes os números

2ℓ e e · iℓ
√
3.

Vimos no caṕıtulo anterior que, se ξ e η são números complexos algebricamente

dependentes, então eles pertencem a mesma classe de Mahler. Além disso, Mahler

provou (veja [4], [21], [22] e suas referências) outros dois resultados extraordinários:

• eα é S-número, para qualquer número algébrico não nulo α;

• logα é S-número ou T -número, para qualquer número algébrico α /∈ {0, 1}.

Recentemente, Chalebgwa e Morris[7] usaram os fatos anteriores para deduzir, em

particular, que eα é transcendente sempre que α é um U -número. O próximo resultado

generaliza este fato.

Teorema B. Sejam α1, . . . , αn números algébricos não nulos e β1, . . . , βn números

algébricos. Se ξ é um U-número, então eξαβ1

1 · · ·αβn
n é um número transcendente.

Demonstração. Para provar esse resultado vamos seguir a mesma linha de racioćınio

do Teorema A. Sendo assim, vamos supor que o número

γ = eξαβ1

1 · · ·αβn
n
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é algébrico. Logo, temos

log γ = ξ +
n∑

i=1

βi logαi.

Usando agora que ξ é U -número, temos garantida a existência de uma sequência

infinita (θk)k de números algébricos de grau m, tal que

0 < |ξ − θk| < H(θk)
−ωk ,

para todo k ≥ 1, onde ωk tende ao infinito à medida que k cresce. Feitas essas

considerações, afirmamos que

Λk := θk − log γ +
n∑

i=1

βi logαi

é diferente de zero para todo k suficientemente grande. De fato, supondo que Λk = 0,

percebemos que

θk = log γ −
n∑

i=1

βi logαi.

Isto significa que (θk)k∈N ′ , onde N ′ é um subconjunto infinito de números naturais,

é uma sequência constante. Particularmente, θk tende para algum número algébrico

de grau m. Ora, mas isto é um absurdo, pois ξ é um U -número.

A ideia a partir daqui é usar o Teorema 1.23, que nos garante um limitante

inferior para |Λk|, para cada k. Além disso, usamos a hipótese de ξ ser um U -número,

e isto nos dá um limitante superior para |Λk|. De modo semelhante ao que ocorreu

no Teorema A, iremos obter um absurdo supondo que γ é algébrico. ■

Como consequências imediatas, temos

Corolário 2.2. Sejam α um número algébrico e ξ um U-número. Então eαπ+ξ é um

número transcendente.

Demonstração. Com efeito, para obtermos uma contradição, iremos supor que eαπ+ξ =

γ é um número algébrico. Elevando esta relação à potência i, obtemos

eiαπ+iξ = e(iπ)α · eiξ = γi.
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Usando que eiπ = −1 temos que

eiξ(−1)αγ−i = 1.

Ora, mas o lado esquerda desta última igualdade é transcendente, de acordo com

o Teorema A. Portanto, supor que eαπ+ξ é um número algébrico nos leva a uma

contradição. ■

Corolário 2.3. Seja α um número algébrico, com α ̸∈ {0, 1}, e ξ um U-número.

Então αξ e eξ são números transcendentes.

Demonstração. Com efeito, tomando n = 1, α0 = α, β0 = β1 = 0 e α1 = 1 no Teorema

A, temos a trascendência de αξ. Para obtermos a transcendência de eξ, basta fazermos

as mesmas escolhas acima para n, α1 e β1 no Teorema B. ■

O próximo resultado garante, em particular, que o produto de dois números,

como os dados no corolário anterior, ainda é transcendente.

Teorema C. Sejam α e β números algébricos, com α ̸= 0, e seja ξ um U-número.

Então (αeβ)ξ é um número transcendente.

Demonstração. A estrutura da demonstração também é similar àquela que foi feita

no Teorema A. Supondo que γ = (αeβ)ξ é um número algébrico, vemos que

log γ = βξ + ξ logα.

Por hipótese, ξ é um U -número, logo

0 < |ξ − θk| < H(θk)
−ωk ,

onde (θk)k é uma sequência de números algébricos de grau m e ωk é uma sequência

que tende ao infinito quando k → ∞.

Procedendo da mesma maneira como nas demonstrações dos teoremas anteri-

ores, devemos mostrar que Λk ̸= 0 para todo k suficientemente grande, onde

Λk := −βθk − θk logα + log γ.
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Após isso, por um lado, o Lema 1.23 nos dará um limitante inferior para |Λk|, por
outro, temos

|Λk| < (| logα|+ |β|)H(θk)
−ωk .

Assim como no Teorema A, atingiremos uma contradição assumindo que γ é um

número algébrico. ■

Como apontado anteriormente, é conhecida a classificação de Mahler dos

números eα e log β, para números algébricos α ̸= 0 e β ̸∈ {0, 1}. Além disso, in

1972, Cijsouw [8] provou que se α e β são números algébricos, tais que α ̸∈ {0, 1}
e β é irracional, então αβ é um S- ou um T -número. Os próximos corolários forne-

cem informações sobre a classificação de Mahler de formas lineares em logaritmos de

números algébricos.

Corolário 2.4. Sejam α0, . . . , αn números algébricos não nulos e β1, . . . , βn números

algébricos. Temos que

i) se β1 logα1 + · · ·+ βn logαn é diferente de zero, então é um S- ou um T -número;

ii) se β1 logα0
α1+· · ·+βn logα0

αn é diferente de zero, então é um S- ou um T -número.

Demonstração. Pelo Lema 1.23, a forma linear

Λ0 := β1 logα1 + · · ·+ βn logαn

é igual a zero ou é um número transcendente. No último caso, para obtermos uma

contradição, vamos supor que Λ0 é um U -número. Então

e−Λ0αβ1

1 · · ·αβn
n = 1,

o que contradiz o Teorema B. Isto prova o item (i).

Para provar o item (ii), assim como antes, supomos, com o objetivo de chegar

a uma contradição, que

Λ1 := β1 logα0
α1 + · · ·+ βn logα0

αn

22



é um U -número. Então, conclúımos que

α−Λ1
0 αβ1

1 · · ·αβn
n = 1,

o que contradiz o Teorema A. Isto completa a prova. ■

Uma outra consequência é o

Corolário 2.5. Seja α um número algébrico não nulo, com α ̸= 1. Então π + logα

é um S- ou um T -número.

Demonstração. Claramente π + logα ̸= 0. Portanto é suficiente usarmos o Corolário

2.4 (i), pois

π + logα = i log(−1) + logα.

■

2.2 Independência multiplicativa

Definição 2.6. Os números complexos z1, . . . , zn são ditos multiplicativamente in-

dependentes se za11 · · · zann = 1, para alguma n-upla (a1, . . . , an) ∈ Zn, implica em

a1 = · · · = an = 0.

Observação 2.7. Dizer que z1, . . . , zn são multiplicativamente independentes é equi-

valente a dizer que log z1, . . . , log zn são linearmente independentes sobre Q (ou sobre

Z).

Exemplo 2.8. Os números 2, 3 e 5 são multiplicativamente independentes, pelo Teo-

rema Fundamental da Aritmética. De maneira geral, se p1, . . . , pk são números primos

distintos quaisquer, então eles são multiplicativamente independentes.

Nossos últimos resultados mostrados garantem, em particular, a transcendência

do número

2ℓ+ℓ2 log2 3 = 2ℓ · 3ℓ2 .

Mais geralmente, temos o
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Teorema D. Sejam α1, . . . , αn números algébricos não nulos multiplicativamente

independentes, P1(x), . . . , Pn(x) ∈ Z[x] polinômios não constantes e ξ um U-número.

Então α
P1(ξ)
1 · · ·αPn(ξ)

n é um número transcendente.

Demonstração. Além de algumas dificuldades técnicas, as ideias pouco diferem da-

quelas vistas no Teorema A. Novamente buscamos obter uma contradição. Iremos

supor que

α
P1(ξ)
1 · · ·αPn(ξ)

n = γ ∈ Q.

Mostraremos agora que

Λk := P1(θk) logα1 + · · ·+ Pn(θk) logαn − log γ ̸= 0

para todo k suficientemente grande. De fato pois, caso contrário, o polinômio

F (x) := − log γ +
n∑

i=1

(logαi)Pi(x)

seria identicamente nulo, uma vez que teria infinitas ráızes, porque F (θk) = 0, para

infinitos k’s. Em particular, seu coeficiente ĺıder
∑

i∈I mi logαi seria igual a zero

(onde mi ̸= 0 é o coeficiente ĺıder de Pi(x) e I ⊆ [1, n]). Então,∏
i∈I

αmi
i = 1,

o que contradiz a independência multiplicativa de α1, . . . , αn. Dessa forma, con-

clúımos que Λk ̸= 0. Portanto, podemos usar o Lema 1.23 para obter um limitante

inferior. Mais precisamente,

|Λk| > B−c
k , (2.6)

em que

Bk := max{H(P1(θk)), . . . , H(Pn(θk)), H(γ)}

e, assim como antes, deduzimos que c é um número real positivo que não depende de

k.

Agora iremos obter um limitante superior para H(Bk) dependendo de H(θk).
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Para isso, vamos usar o Lema 1.21, para cada i ∈ [1, n], com a conveniente escolha

Fi(y, x) := y − Pi(x).

Como

Fi(Pi(θk), θk) = 0,

a estimativa de Íçen garante que

H(Pi(θk)) ≤ 32m+grPiH(Pi)
grPiH(θk)

mgrPi ≤ M ·H(θk)
mτ , (2.7)

em que

τ := max
i∈[1,n]

{grPi} e M := 32m+τ

(
max
i∈[1,n]

{H(Pi)}
)τ

.

Em particular, percebemos que

Bk ≤ M ·H(θk)
mτ ,

para todo k ≥ κ1 suficientemente grande. Então, combinamos esse fato juntamente

com (2.6), donde obtemos

B−c
k ≤ M−cH(θk)

−cmτ .

Colocando

M̃1 := M−c e c̃ := −cmτ,

obtemos

|Λk| > M̃1 ·H(θk)
−c̃. (2.8)

A fim de obtermos um limitante superior para |Λk|, usamos que

|Λk| = |P1(θk) logα1 + · · ·+ Pn(θk) logαn − log γ|

= |(P1(θk)− P1(ξ)) logα1 + · · ·+ (Pn(θk)− Pn(ξ)) logαn|

≤ K1(|(P1(θk)− P1(ξ))|+ · · ·+ |Pn(θk)− Pn(ξ)|),

em que

K1 := | logα1|+ · · ·+ | logαn|.
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Seja δ > 0 um número real tal que P ′
i (x) ̸= 0, para todo x ∈ B(ξ, δ) e para

todo i ∈ [1, n]. Notamos que, θk pertence a B(ξ, δ), para todo k suficientemente

grande (digamos k ≥ κ2). Portanto, para todo i ∈ [1, n], temos que

|Pi(ξ)− Pi(θk)| ≤ M |ξ − θk|,

em que

M̃i := sup
z∈B(ξ,δ)

|P ′
i (z)| > 0.

Assim,

|Λk| ≤ K2|ξ − θk| < K2 ·H(θk)
−ωk , (2.9)

para todo k ≥ κ2, onde

K2 := K1 max
i∈[1,n]

{M̃i}.

Finalmente, para k ≥ max{κ1, κ2}, combinando (2.8), (2.9) , obtemos

M̃1H(θk)
−c̃ ≤ K2 ·H(θ)−ωk ,

o que nos dá

H(θk)
ωk−c̃ ≤ K2

M̃1

,

que não é satisfeita para infinitos valores de k, o que nos fornece uma contradição.

Isto encerra a demonstração. ■
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Caṕıtulo 3

Mais resultados e algumas questões

Neste caṕıtulo faremos uma breve discussão sobre alguns resultados mais

técnicos e posśıveis problemas para futuras pesquisas. A seguir, as constantes impĺıcitas

em ≪ e ≫ não dependem de k.

3.1 Uma subclasse de T -números

Mencionamos anteriormente que a classe de Mahler dos T -números é a mais

desconhecida dentre as classes. Não sabemos se os resultados que provamos até aqui

para U -números valem, em geral, para T -números. No entanto, definiremos uma

classe de T -números para a qual todos os resultados e suas respectivas consequências

que vimos também valem.

Na demonstração do Teorema A, para lidar com a dependência de ck em k

(e transformar (2.2) em (2.4)), usamos que o grau de θk é fixo (ou talvez limitado).

Porém, isso não é válido para T -números. Com o intuito de superar esse problema,

vamos incluir algumas condições técnicas entre o grau dos aproximantes de um T -

número e sua taxa de convergência. Mais precisamente:

Definição 3.1. Um T -número ξ é chamado de T -número especial, se existe uma

sequência infinita de números algébricos (θk)k tal que

0 < |ξ − θk| < H(θk)
−ωk ,
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para todo k ≥ 1, com gr(θk) tendendo ao infinito quando k → ∞ e

lim sup
k→∞

ωk

exp(gr(θk))
> 0. (3.1)

Nota. Já foi dito ao longo desta tese que a existência dos T -números fora provada

apenas trinta e seis anos após Mahler desenvolver a sua classificação e, até a presente

data, nenhum exemplo expĺıcito de tais números foi dado. Enfatizamos que não

conseguimos provar a existência dos T -números da definição anterior.

Feita essa observação, temos o

Teorema E. Todos os teoremas e corolários anteriores permanecem válidos quando

ξ é um T -número especial.

Demonstração. Vamos simplesmente imitar a abordagem padrão para esses resulta-

dos. De fato, procedendo da mesma forma que antes, obtemos que

|Λk| ≪ H(θk)
−ωk ,

em que Λk é uma forma linear em logaritmos de números algébricos. A novidade aqui

está em (2.2), porque

|Λk| ≫ H(θk)
−ck ,

em que

ck = c1 ·Dc2
k e Dk = [Q(θk, S) : Q],

para algum conjunto finito de números algébricos S (que não depende de k) e para

algumas constantes positivas c1 and c2. Portanto

Dk ≪ gr(θk)

e, combinando os limitantes inferiores para |Λk|, conclúımos que

ωk ≪ gr(θk)
c2 .

Em particular,
ωk

exp(gr(θk))
≪ gr(θk)

c2

exp(gr(θk))
.
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No entanto,
gr(θk)

c2

exp(gr(θk))
→ 0

quando k → ∞, contradizendo a condição (3.1). ■

Levando em conta os comentários anteriores feitos sobre os T -números, encer-

ramos esta seção propondo o seguinte problema:

Problema 1. Os resultados que provamos no caṕıtulo 2 para U -números são válidos

para T -números em geral?

3.2 Números de Liouville ϵ-fortes

Voltamos nossa atenção agora para a natureza aritmética dos números da

forma ξξ, onde ξ é um U -número. Para evitar detalhes muito técnicos, nos concen-

traremos apenas nos números de Liouville.

Vimos no caṕıtulo 1 que os números de Liouville formam um conjunto Gδ de

R. Agora, vamos definir um subconjunto dos números de Liouville como segue:

Definição 3.2. Seja ϵ um número real positivo. Um número real ξ é chamado um

número de Liouville ϵ-forte, se existe uma sequência infinita de números racionais

(pk/qk)k, com qk > 1, tal que

0 <

∣∣∣∣ξ − pk
qk

∣∣∣∣ < q
−(log qk)

1+ϵ

k (3.2)

para todo k ≥ 1. O conjunto desses números será denotado por Lϵ.

Além de Lϵ, vamos considerar outro subconjunto dos números de Liouville.

Para isso, definimos, indutivamente,

exp[n](x) = exp(exp[n−1](x)) e exp[0](x) = x.

Assim, temos a

Definição 3.3. Um número real η é chamado um número ultra-Liouville, se para

todo inteiro positivo k, existem infinitos números racionais (p/q) , com q > 1, tal que
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∣∣∣∣η − p

q

∣∣∣∣ < 1

exp[k](q)
.

O conjunto dos números ultra Liouville é denotado por Lultra.

É válido notar que o conjunto Lultra é um subconjunto Gδ denso de R (veja

[26]). Além disso, percebemos que Lultra ⊂ Lϵ. Em particular, os números de Liouville

ϵ-fortes formam um subconjunto Gδ de R.

Exemplo 3.4. Seja x um número real. Usando a notação ⌈x⌉ = min{n ∈ Z : n ≥ x},
temos que o número ∑

n≥2+⌈ϵ⌉

2−2n!

pertence a Lϵ.

Teorema F. Seja ϵ um número real positivo. Se ξ ∈ Lϵ, então ξξ é um número

transcendente.

Demonstração. Vamos supor que ξξ = γ ∈ Q, então ξ log ξ = log γ. A forma linear

Λk :=
pk
qk

log

(
pk
qk

)
− log γ

é diferente de zero, para todo k suficientemente grande. Com efeito, é finito o conjunto

φ−1(c) = {x ∈ Dφ;φ(x) = c},

onde φ(x) = x · log x,Dφ é o domı́nio da função φ e c é um número real. Por outro

lado, podemos considerar a existência de uma sequência
(

pk
qk

)
k
, com k ∈ N ′, onde

N ′ é um subconjunto infinito de N, tal que seus termos pk
qk

são dois a dois distintos.

Sendo assim, supor que Λk = 0, nos garante a existência de infinitos pk
qk

tais que

pk
qk

log

(
pk
qk

)
= log γ.

Mas isso contradiz a finitude do conjunto φ−1(log γ). Desse modo, a forma linear Λk

em questão é diferente de zero para todo k suficientemente grande.
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Estamos nas condições do Lema 1.23. Assim, temos

|Λk| > exp
(
−c log2 qk

)
,

em que c é uma constante positiva e, usamos que

H

(
pk
qk

)
= max{|pk|, qk} ≪ qk,

pois

|pk| < (|ξ|+ 1)qk,

para todo k ≫ 1.

Por outro lado,

Λk =
pk
qk

log

(
pk
qk

)
− log γ

=
pk
qk

log

(
pk
qk

)
− ξ log

(
pk
qk

)
+ ξ log

(
pk
qk

)
− ξ log ξ

= log

(
pk
qk

)(
pk
qk

− ξ

)
+ ξ

(
log

(
pk
qk

)
− log ξ

)
. (3.3)

Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (pk/qk, ξ) tal que

1

θ

(
pk
qk

− ξ

)
= log

(
pk
qk

)
− log ξ. (3.4)

Por (3.3) e (3.4) temos que

|Λk| =

∣∣∣∣log(pk
qk

)(
pk
qk

− ξ

)
+ ξ

(
log

(
pk
qk

)
− log ξ

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣log(pk
qk

)(
pk
qk

− ξ

)
+

ξ

θ

(
pk
qk

− ξ

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣log(pk
qk

)(
pk
qk

− ξ

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ξθ
(
pk
qk

− ξ

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣log(pk
qk

)∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ξ − pk
qk

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ξθ
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ξ − pk

qk

∣∣∣∣
≤ M ·

∣∣∣∣ξ − pk
qk

∣∣∣∣.
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Portanto

|Λk| ≪
∣∣∣∣ξ − pk

qk

∣∣∣∣ < q
−(log qk)

1+ϵ

k .

Combinando os limitantes superior e inferior para |Λk|, chegamos em

exp
(
−c log2 qk

)
≪ q

−(log qk)
1+ϵ

k . (3.5)

Aplicando log em ambos os lados de (3.5), obtemos

(log qk)
ϵ ≪ 1,

o que é um absurdo. Portanto, conclúımos que ξξ é um número transcendente. ■

Usando um argumento topológico, podemos provar a existência de números de

Liouville ξ and ζ tais que

ξζ = 2

que, claramente é um número algébrico. De fato, a função

f : (0,+∞) → R, dada por f(x) := 21/x

é não constante e cont́ınua e assim, em particular, f(L) é um conjunto Gδ denso.

Portanto, f(L) ∩ L é um conjunto não vazio. Dessa forma, existem números de

Liouville ξ e ζ, tais que ξ = f(ζ), como desejado.

Uma situação mais delicada é saber se é posśıvel que seja ξ = ζ. Levando isso

em conta, finalizamos esta seção propondo a seguinte questão:

Problema 2. O número ξξ é transcendente sempre que ξ ∈ L?
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Considerações Finais

Neste trabalho determinamos resultados que permitem conhecer a natureza aritmética

de certas potências envolvendo U -números e T -números. Conforme foi visto neste

texto, a menos de um conjunto de medida nula, todos os números são transcendentes.

Porém, sabemos que estabelecer a transcendência de um número particular é uma

tarefa demasiada dif́ıcil. Assim, dentro da teoria dos números transcendentes faz-se

necessário desenvolver pesquisas como a que fizemos.

Na primeira parte apresentamos os teoremas A, B, C e D. Façamos alguns co-

mentários acerca de cada um deles. No Teorema A provamos a transcendência de uma

famı́lia grande de números, em particular, resolvemos um problema que permanecia

aberto, que era saber a natureza aritmética do número αξ, em que α é algébrico di-

ferente de 0 e 1 e ξ é um U -número na classificação de Koksma-Mahler. Além disso,

espera-se que o número ξξ seja transcedente, sempre que ξ é um U -número. Nem

mesmo sabemos se isso é verdade para U1-números (Veja o Problema 2 do caṕıtulo

3).

No Teorema B generalizamos o fato de que eξ é transcendente caso ξ seja

U -número. Além disso, ele também nos fornece informação sobre a classificação

de Mahler de formas lineares em logaritmos de números algébricos. Enquanto os

teoremas A e B nos dão a transcendência de αξ e eξ, o Teorema C nos garante

particularmente que o produto entre tais números é transcendente. Uma boa questão

a se fazer é, para α e ξ nas condições dadas, o número αξπξ é também transcendente?

O Teorema D gera a transcendência de números da forma

α
P1(ξ)
1 · · ·αPn(ξ)

n ,
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com Pi(x) ∈ Z[x] não constantes para todo i, αi ̸= 0 para todo i e multiplicativamente

independentes. Assim, provamos, em particular que, dados p1, . . . , pk números primos

quaisquer e ξ um número de Liouville, então o número pξ1 · p
ξ2

2 · · · pξ
k

k é transcendente

(podendo inclusive permutar os primos).

Na segunda parte do nosso trabalho provamos os teoremas E e F. Conforme

mencionamos, estes resultados são técnicos. No Teorema F verificamos serem válidos

para uma subclasse dos T -números os mesmos resultados provados para U -números

nesta tese. Observamos ainda que não conseguimos mostrar a existência de tais

T -números, o que é algo interessante para se fazer em uma pesquisa futura. Mais

interesante ainda, seria mostrar que valem (ou não) os nossos resultados para T -

números de maneira geral (veja o Problema 1 do caṕıtulo 3).

Finalmente, no Teorema E provamos que vale parcialmente o Problema 1 pro-

posto no final do caṕıtulo 3. De fato, vimos ser válido o resultado para um subcon-

junto Gδ dos números de Liouville, chamados de números de Liouville ϵ-fortes.
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