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Resumo

Esta dissertação tem como objetivo estudar a atratividade global de uma equação

não-autônoma de Nicholson com um par de retardos dependendo do tempo. Mais

precisamente, iremos investigar a permanência, estabilidade local e atratividade global

de seu equilíbrio positivo K. Todos os resultados podem ser encontrados em [4].

Palavras-chave: retardos; equações com retardos dependendo do tempo; atrativi-

dade global; permanência; estabilidade local.
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Abstract

This dissertation aims to study the global attractivity for a nonautonomous Nichol-

son’s equation with a pair of time-varying delays. More precisely, we will investigate

the permanence, local stability and global attractivity of its positive equilibrium K. All

results can be found in [4].

Keywords: delays; equations with time-dependent delays; global attractivity;

permanence; local stability.
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Notação

x′(t) Derivada de x em relação a t

C Espaço das funções contínuas de [−τ, 0] em Rn

C+
0 Espaço das funções contínuas não-negativas de [−τ, 0] em

Rn

∥ · ∥∞ Norma do supremo

∥ · ∥ Norma em Rn

| · | Norma em R

∥ · ∥L∞ supremo essencial

xt função de [−τ, 0] em Rn definida por xt(θ) = x(t + θ)

D subconjunto aberto de R × C

L σ-álgebra de Lebesgue

B σ-álgebra de Borel

K equilíbrio

P(·) conjunto das partes

S f (x) derivada Schwarziana

I intervalo da reta

Ī fecho do intervalo I da reta
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Introdução

Diversos fenômenos da natureza podem ser descritos por equações diferenciais or-
dinárias e elas ajudam a prever diferentes cenários e assim, auxiliam na tomada de
decisões, de modo a trazer segurança e bem-estar para nossa população. Apesar da
grande eficiência dos modelos descritos pelas equações diferenciais ordinárias, a maior
parte dos fenômenos não acontecem de forma instantânea, mas possuem um certo
tempo entre a sua causa e o efeito e este tempo quando introduzido na equação pode
mudar drasticamente o comportamento de sua solução. Por exemplo, soluções que são
estáveis podem se tornar instáveis, ou podem passar a descrever um comportamento
oscilatório. Devido a isso, para entender de forma mais precisa um determinado fenô-
meno, é necessário considerar este parâmetro na equação que é chamado de retardo, ou
memória. Uma equação com retardo se torna uma equação definida no espaço das fun-
ções, que é um espaço de dimensão infinita, não sendo mais considerada uma EDO e
necessitando de técnicas mais sofisticadas para tratar o problema. Este tipo de equação
descreve a influência que o passado tem no momento presente, trazendo mais precisão
à descrição do fenômeno estudado.

Sabemos que a maior parte dos fenômenos deveriam ser descritos por estas equa-
ções com retardos, como, por exemplo, modelos que descrevem o uso de medicamen-
tos que precisam levar em consideração o tempo entre a sua ingestão e o seu efeito;
modelos que descrevem dinâmicas populacionais que precisam considerar o tempo
entre o nascimento e entrar na fase reprodutiva; modelos de processamento de dados
que precisam considerar o tempo entre o envio de certa informação e esta ser pro-
cessada, entre outros, porém devido a grande dificuldade em se trabalhar com estas
equações, usam-se as EDOs para estudar estes fenômenos e isso acaba trazendo uma
análise não tão precisa para a previsão dos fenômenos.

É importante destacar que existem vários tipos de equações com retardo. Os ti-
pos de equações mais simples são os que possuem retardos constantes, que apesar de



4 Introdução

trazerem mais precisão aos fenômenos estudados nem sempre são o ideal, pois nor-
malmente este retardo depende de outros fatores, como tempo, estado, entre outros.
Por outro lado, quanto mais variáveis e parâmetros o retardo depende, mais complexa
se torna a equação e mais difícil se torna lidar com esta equação.

O foco neste trabalho será em uma classe chamada Equações Diferenciais com Retardos
Dependendo do Tempo. Mais precisamente, estudaremos a equação de Nicholson e suas
versões quando o retardo depende do tempo.

Um dos primeiros registros que temos conhecimento do surgimento das equações
diferenciais com retardo são de Marquês de Condorcet e Poisson no século XVIII que,
ao estudarem outros tipos de equações, se depararam com as equações com retardo
e viram a necessidade de desenvolver técnicas para resolverem os problemas. Já no
século XIX, Volterra e Picard viram a importância dessas equações e começaram a falar
sobre elas em grandes eventos e congressos de matemáticos como o ICM, enfatizando
a importância de levar em consideração o tempo passado, não apenas o imediato como
vemos por exemplo na mecânica clássica.

A equação clássica de Nicholson foi introduzida em 1980 por Gurney, Blythe e Nis-
bet [13] após o estudo de dois trabalhos do entomologista australiano Alexander John
Nicholson [14, 15] nos anos 1950, onde o biólogo estudou a população de moscas vare-
jeiras da espécie Lucilia cuprina. Esta espécie de moscas era responsável por um grande
praga: a mosca fêmea localiza uma ovelha com ferida, acúmulo de fezes ou urina na
lã, e põe seus ovos, essas larvas colocadas ali causam grandes lesões nas ovelhas, que
podem ser fatais. Por isso esses estudos foram tão importantes para a biologia e a equa-
ção de Nicholson ficou muito tempo conhecida como Blowfly equation, se referindo às
moscas varejeiras.

Gurney, Blythe e Nisbet fizeram uma comparação entre os experimentos de Nichol-
son e o modelo logístico com retardo, que foi introduzido anteriormente por Hutchin-
son [20]:

N′(t) = rN(t)
[

1 − N(t − TD)

K

]
. (1)

Aqui é importante enfatizar que Hutchinson foi o primeiro a apresentar um retardo
na versão da equação logística, introduzida por Pierre François Verhulst em 1838. Este
retardo tinha como interpretação o tempo entre o nascimento e a entrada na fase de
maturação.

Observe que na equação (1) as constantes r e K que são consideradas são positivas e,
portanto, uma análise mais minuciosa do modelo nos leva a perceber que Hutchinson
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colocou o retardo na taxa negativa, enquanto que, dada a interpretação deste retardo,
este deveria ser considerado na taxa positiva. Ao repararem esta inconsistência, pro-
puseram a equação clássica de Nicholson para moscas varejeiras

x′(t) = −δx(t) + px(t − τ)e−ax(t−τ) (2)

onde p, δ, τ > 0 e x(t) representa o tamanho da população adulta de moscas no tempo
t, δ é a taxa de mortalidade adulta, p é a taxa máxima de produção de ovos, 1/a é o
tamanho da taxa máxima em que a população produz ovos. A função de nascimento é
dada pela não-linearidade de Ricker xe−ax, com x avaliado no tempo t − τ onde τ é o
tempo do ciclo da vida da mosca do ovo até a fase adulta, ou seja, o tempo que os ovos
gastam para se tornar sexualmente maduros.

Desde que foi apresentada na literatura, a equação de Nicholson tem sido exten-
sivamente estudada, e várias versões do modelo analisadas em diferentes contextos
da biologia matemática. Estes estudos tiveram um enorme impacto, não somente do
ponto de vista teórico da matemática pura, mas também em aplicações em outras áreas
do conhecimento.

Citamos por exemplo, os modelos que descrevem as redes neurais, eles consideram
que a transmissão da informação de um neurônio para outro demanda um certo tempo
e é possível associar um modelo de Nicholson com múltiplos retardos a este fenômeno,
veja [16], onde Gopalsamy e He estudam uma equação do tipo

x′(t) = −δx(t) +
m

∑
j=1

pjx(t − τj)e−ajx(t−τj). (3)

A seguinte versão não-autônoma de (2), considerando dois retardos dependentes
do tempo, foi sugerida em [1] por Berezansky e Braverman:

x′(t) = β(t)(px(t − τ(t))e−ax(t−σ(t)) − δx(t)) (4)

onde p, a, δ ∈ (0, ∞), β, σ, τ : [0, ∞) → (0, ∞) e τ(t), σ(t) representam, respectivamente,
o período de incubação e de maturação da mosca.

Neste trabalho, Berezansky e Braveman [1] conseguiram critérios para estabilidade
local e global dos equilíbrios positivos da equação de Mackey-Glass

x′(t) = β(t)
[
−x(t) +

ax(t − τ(t))
1 + xv(t − σ(t))

]
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com v > 0, a > 1 e definiram como um problema aberto considerar outros modelos
em que a versão clássica envolve dois retardos coincidentes, mas analisando também
quando esses retardos podem variar, tanto na versão (4) da equação de Nicholson para
moscas varejeiras, como na versão abaixo

x′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) − δx(t)

)
, t ⩾ t0 (5)

que considera múltiplos pares de retardo dependendo do tempo, onde pj, aj, δ ∈ (0, ∞)

e β, τj, σj : [t0, ∞) → (0, ∞) são contínuas, não-negativas e limitadas, com β(t) limitada
por baixo por uma constante positiva.

Observamos aqui que considerar o retardo dependendo do tempo neste modelo
já traz várias complicações para a análise do modelo, uma vez que temos que lidar
com o comportamento das funções σj, τj, ao invés de uma constante. Também existem
estudos recentes que vão mais além e investigam versões deste modelo para o caso
em que o retardo depende do estado, precisando de uma análise ainda mais profunda,
dado que é necessário avaliar a regularidade das funções envolvidas.

Recentemente, a versão autônoma de (4)

x′(t) = −δx(t) + px(t − τ)e−ax(t−σ) (6)

com retardos constantes, onde p > δ > 0 e τ ⩾ σ ⩾ 0, foi estudada por El-Morshedy
e Ruiz-Herrera em [2], que estabeleceram critérios para a atratividade global do equi-
líbrio positivo. Os modelos de Nicholson (6) e (4) envolvem um termo não-linear cha-
mado monotonicidade mista, que em (6) é dado por g(x(t − τ), x(t − σ)), onde g(x, y) =
pxe−ay é monótona crescente na primeira variável e monótona decrescente na segunda
variável.

Em 2020, Long e Gong [3] consideraram a equação (5) e mostraram que se ∑j pj ⩽

δ o equilíbrio 0 é um atrator global de todas as soluções positivas, e mais ainda, é
globalmente exponencialmente estável se ∑j pj < δ.

A equação (5) é tipicamente utilizada em dinâmica populacional, sistemas de regu-
lação fisiológica e em outros contextos, onde a interpretação dada de se obter 0 como
um atrator global corresponde à extinção da população representada por x(t).

Do ponto de vista biológico, o estudo da atratividade global de um equilíbrio posi-
tivo é mais interessante, neste caso, veremos que o equilíbrio positivo K existe e é único
se, e somente se, ∑m

j=1 pj > δ.
No artigo estudado nesta dissertação [4], Faria e Prates sempre assumem p :=
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∑m
j=1 pj > δ, e neste caso a capacidade de carga K > 0 é definida pela identidade

m

∑
j=1

pje−ajK = δ. (7)

Para (6), se p > δ, o equilíbrio positivo é avaliado explicitamente como

K =
1
a

log
( p

δ

)
(8)

enquanto para (5) é implicitamente definido por (7).
Motivados pelos trabalhos [1, 2, 3], o principal objetivo dos autores em [4] é estabe-

lecer condições suficientes para o equilíbrio K de (5) ser um atrator global de todas as
soluções positivas. Ao longo desta dissertação, veremos resultados de permanência e
estabilidade de (5) e a atratividade global do equilíbrio positivo de (4), que é um caso
particular.

Esta dissertação está baseada no estudo aprofundado da referência [4]. É impor-
tante enfatizar que apesar do estudo de [4] ser o principal objetivo desta dissertação,
aqui fazemos um estudo de diversos artigos e livros que serviram como base para
uma melhor compreensão dos resultados de [4]. Os artigos e livros estudados foram
[2, 5, 6, 7, 8, 12, 18, 21, 23]. Investigaremos de maneira detalhada os passos utilizados
para mostrar a atratividade global de K para todas as soluções positivas de (4).

Este trabalho está dividido em 3 capítulos. O primeiro capítulo apresenta os resul-
tados e noções preliminares. No Capítulo 2, veremos resultados relacionados à versão
autônoma da Equação de Nicholson com dois retardos constantes, e no último traze-
mos a construção das condições para a atratividade global da equação (5) e mostramos
a atratividade global de (4).



Capítulo

1
Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos conceitos, definições e resultados básicos que serão
importantes para o bom entendimento desta dissertação.

Começaremos apresentando a teoria básica sobre equações com retardo. Após
isso, iremos analisar as principais propriedades das soluções das equações diferenciais
como persistência, estabilidade, entre outros. Para isso, utilizaremos como referências
principais os livros [7], [12] e [23], além das referências [4], [5] e [6].

1.1 Noções básicas sobre Equações com Retardo

Nesta seção, começaremos com algumas definições e noções básicas sobre equações
diferenciais com retardo.

Considere C = C([−τ, 0], Rn) o espaço de Banach das funções contínuas ϕ : [−τ, 0] →
Rn, onde τ > 0, equipado com a norma do supremo ∥ϕ∥∞ = supθ∈[−τ,0] ∥ϕ(θ)∥, onde
∥ · ∥ é a norma euclidiana em Rn. Quando n = 1, denotaremos a norma euclidiana em
R por | · |.

Começaremos introduzindo a notação abaixo, que será bastante utilizada ao longo
desta dissertação:

Definição 1.1.1. Seja xt ∈ C([−τ, 0], Rn). Definimos xt por xt(θ) := x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0],
para t ∈ [t0, t0 + σ], σ > 0.
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−τ 0
θ

xt

Pela definição acima e pelo gráfico, conseguimos observar uma diferença clara en-
tre equações com retardos e equações diferenciais ordinárias. As primeiras envolvem
soluções definidas em espaço de dimensão infinita, pois lidam com funções, enquanto
as segundas não necessariamente. No caso da EDO, depende do tipo de equação que
estamos trabalhando.

Observação 1.1.2. É possível estender esta definição para o caso em que se considera retardos
infinitos, mas não entraremos neste tema, uma vez que para o propósito desta dissertação nos
restringiremos apenas ao caso do retardo finito. Por outro lado, destacamos aqui que para se con-
siderar retardos infinitos, é necessário definir as soluções em um espaço de fase mais sofisticado
para garantir a boa colocação do problema. Para mais detalhes, veja [24].

Definição 1.1.3 ([12]). Se τ > 0 é uma constante positiva dada, seja C = C([−τ, 0], Rn) e, se
x : [−τ, ω] → Rn, ω > 0, seja xt ∈ C, t ∈ [0, ω), definido por xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].
Se f : D → Rn é uma função dada, onde D é um subconjunto aberto de R × C, uma equação
diferencial funcional com retardo (usaremos EDFR para simplificar) é definida pela relação

x′(t) = f (t, xt). (1.1)

Definição 1.1.4 ([12]). Se ϕ ∈ C é dado, então a solução x(t, ϕ) de (1.1) com valor inicial
ϕ em t = 0 é uma função contínua definida num intervalo [−τ, ω), ω > 0, tal que x0(θ) =

x(θ, ϕ) = ϕ(θ) para θ ∈ [−τ, 0], x(t, ϕ) tem derivada contínua em (0, ω), derivada à direita
em t = 0 e satisfaz (1.1) para t ∈ [0, ω).

Note que, diferentemente das equações diferenciais ordinárias, as equações diferen-
ciais com retardo possuem como condição inicial uma função em um certo intervalo e
também, para estudar as equações com retardos, precisamos trabalhar com o espaço
de funções, o que nos leva a ter que lidar com espaços de dimensão infinita, o que
traz mais complexidades do que o caso das EDOs. Sabemos que muitas propriedades
que são válidas em espaço de dimensão finita não continuam válidas para espaços de
dimensão infinita.
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Observamos também que para se resolver uma equação diferencial com retardo, é
necessário utilizar o método dos passos, e ir avaliando o comportamento da solução
em cada etapa, pois a história recente pode modificar de forma significativa o compor-
tamento da solução no momento seguinte. Este fato faz com que seja muito complicado
realizar as simulações numéricas para as equações com retardo, pois é necessário iterar
diversas vezes e isso exige um certo custo computacional que não é simples.

Chamamos a atenção do leitor ao fato de que nesta dissertação, estamos traba-
lhando com o espaço das funções contínuas, que será suficiente para nossos propó-
sitos, entretanto é possível definir soluções dessas equações em espaços mais gerais
como por exemplo, no espaço das funções contínuas por partes, bem como no espaço
das funções regradas, ou seja, cujo os limites laterais da função existem, que permitem
modelar fenômenos com mudanças mais abruptas no estado inicial. Essas equações
são muito interessantes e existe uma vasta literatura sobre isso. Veja [25, 26] . Porém,
apesar disso, não iremos tratar esses casos mais gerais nesta dissertação.

O próximo resultado é muito importante para garantir que a função f que aparece
no lado direito em (1.1) esteja bem definida.

Lema 1.1.5 ([12], Lema 2.1). Se x é uma função contínua, então xt é uma função contínua de
t, para todo t ∈ [0, ω].

Demonstração. Como x é contínua em [−τ, 0], então x é uniformemente contínua, logo,
para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que se |t − s| < δ então ∥x(t)− x(s)∥ < ϵ, para todo
t, s ∈ [−τ, ω]. Em particular, t, s ∈ [0, ω] tal que |t − s| < δ, então ∥x(t + θ)− x(s +
θ)∥ < ϵ, para todo θ ∈ [−τ, 0].

O próximo resultado é uma consequência direta do Teorema Fundamental do Cál-
culo, e nos fornece uma formulação integral para a EDF estudada. Essa formulação
é muito importante, especialmente quando se usa resultados da Teoria de Ponto Fixo
para nossa equação, com o objetivo de provar existência e unicidade de soluções, pois
normalmente tomamos o operador nestes teoremas como a formulação integral da so-
lução.

Lema 1.1.6 ([12], Lema 1.1). Seja ϕ ∈ C e f : D → Rn contínua, onde D ⊂ R × C é
aberto. Então encontrar a solução da equação (1.1), com condição inicial x0 = ϕ, é equivalente
a resolver a equação integral

x(t) = ϕ(0) +
∫ t

0
f (s, xs)ds, t ⩾ 0. (1.2)
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Demonstração. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

∫ t

0
x′(s)ds =

∫ t

0
f (s, xs)ds

x(t)− x(0) =
∫ t

0
f (s, xs)ds

x(t) = ϕ(0) +
∫ t

0
f (s, xs)ds

já que pela condição inicial, x(0) = x(0 + 0) = x0(0) = ϕ(0). A recíproca é trivial.

Definição 1.1.7 ([12]). Seja X um espaço de Banach e U um subconjunto de X, seja T : U →
X, então T é completamente contínua se T é contínua e para qualquer conjunto limitado
B ⊆ U, o fecho de T(B) é compacto.

O próximo resultado é o famoso Teorema do Ponto Fixo de Schauder .

Lema 1.1.8 ([12], Lema 2.4 - Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Se U é um subconjunto
fechado, limitado e convexo de um espaço de Banach X e T : U → U é completamente contínua,
então T tem um ponto fixo em U.

Uma consequência direta deste Teorema é o resultado de existência de soluções. Va-
mos omitir sua demonstração por ser clássica e bastante longa, mas o leitor interessado
pode consultar [12].

Teorema 1.1.9 ([12], Teorema 2.1 - Existência). Seja D um subconjunto aberto de R × C
e f : D → Rn contínua. Para qualquer (0, ϕ) ∈ D, existe uma solução da equação (1.1) que
passa por (0, ϕ).

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar o conceito de funções que satisfazem a
condição Lipschitz . Esta condição é muito importante para garantirmos a unicidade
da solução.

Definição 1.1.10 ([7], Condição de Lipschitz). Dizemos que f : D → Rn assume a condi-
ção de Lipschitz em cada subconjunto limitado de D se para todo a, b ∈ R e M > 0, existe
K > 0 tal que

∥ f (t, ϕ)− f (t, ψ)∥ ⩽ K∥ϕ − ψ∥∞, a ⩽ t ⩽ b, ∥ϕ∥∞, ∥ψ∥∞ ⩽ M

Definição 1.1.11 ([5], Definição 2.1). A função g : [0, ∞)×Rl → [0, ∞), g(t, u1, u2, · · · , ul)

é dita localmente Lipschitz se, para todo intervalo compacto da forma [a, b], existem constan-
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tes positivas αk([a, b]), k = 1, · · · , l, tais que:

|g(t, u1, u2, · · · , ul)− g(t, v1, v2, · · · , vl)| ⩽
l

∑
k=1

αk([a, b])|uk − vk|,

uk, vk ∈ [a, b], k = 1, · · · , l, t ⩾ 0.

Teorema 1.1.12 ([12], Teorema 2.3 - Unicidade). Seja D um subconjunto aberto de R × C
e suponha que f : D → Rn seja contínua e f (t, ϕ) seja Lipschitz com respeito a ϕ em todo
subconjunto compacto de D. Se (0, ϕ) ∈ D, então a equação (1.1) tem uma única solução
passando por (0, ϕ).

Este resultado acima também é bastante clássico e por isso iremos omitir a demons-
tração, mas lembramos que existem várias formas de demonstrar este resultado. Nor-
malmente, usa-se a Desigualdade de Gronwall. Entretanto, pedindo algumas limita-
ções na constante de Lipschitz, é possível também provar existência e unicidade de
soluções com o Teorema do Ponto Fixo de Banach, mas para isso é necessário que a
constante de Lipschitz seja suficientemente pequena.

Definição 1.1.13 ([7]). A órbita de ϕ é o conjunto

O+(ϕ) = {xt(ϕ) : t ⩾ 0} ⊂ C.

Definição 1.1.14 ([7]). x̄ ∈ C é um equilíbrio se sua órbita é O+(x̄) = {x̄}.

Proposição 1.1.15 ([7], Proposição 5.4). x̄ é um equilíbrio se, e somente se, x̄ satisfaz f (x̄) =
0. Neste caso, x(t) = x̄, t ∈ R, é uma solução de (1.1) em [−r, ∞).

Demonstração. Se x̄ é um equilíbrio, então xt(x̄) = x̄, para todo t ⩾ 0, então x(t + θ) =

x̄, para todo t ⩾ 0 e θ ∈ [−r, 0].
Tomando θ = 0, temos x(t) = x̄, para todo t ⩾ 0, então x(t) é constante e x′(t) = 0

e então f (x̄) = 0.
A recíproca é trivial, pela unicidade de soluções.

Como estamos interessados em soluções positivas, vamos considerar o subespaço
C+

0 := {ϕ ∈ C : ϕ(θ) ⩾ 0 em [−τ, 0), ϕ(0) > 0} do espaço das funções contínuas.
A seguir, definiremos alguns conceitos que serão muito importantes para provar-

mos nossos resultados principais.

Definição 1.1.16 ([4]). O equilíbrio positivo x̄ é globalmente atrativo em C+
0 se limt→∞ x(t) =

x̄, para todo x(t) = x(t; t0, ϕ) com condição inicial xt0 = ϕ.
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Definição 1.1.17 ([4]). O equilíbrio positivo x̄ é chamado atrator global se é globalmente
atrativo em C+

0 .

Definição 1.1.18 ([12], Definição 1.1). Suponha f (t, 0) = 0, para todo t ∈ R. A solução
x ≡ 0 da equação (1.1) é dita estável se para todo t0 ∈ R, ϵ > 0, existe δ = δ(ϵ, t0) tal que
ϕ ∈ B(0, δ) implica xt(t0, ϕ) ∈ B(0, ϵ), para t ⩾ t0.

Definição 1.1.19 ([4]). O equilíbrio positivo x̄ é globalmente assintoticamente estável se
é estável e globalmente atrativo.

Vamos definir o que seria “ordem” no espaço C das funções contínuas.

Definição 1.1.20 ([6]). Dizemos que ϕ ⩽ ψ em C se, e somente se, ϕ(s) ⩽ ψ(s) em Rn, para
todo s ∈ [−τ, 0].

Novamente aqui precisamos defnir “ordem” em Rn. Diremos que f (s) ⩽ g(s) em
Rn se fi(s) ⩽ gi(s), i = 1, · · · , n. Usando a Definição 1.1.20, é possível apresentar a
noção de quasi-monotonicidade para as funções f relativamente à segunda variável.

Definição 1.1.21 ([6], Quasi-monotonicidade). Dizemos que f : D → Rn satisfaz a con-
dição de quasi-monotinicidade quando, sempre que ϕ ⩽ ψ e ϕi(0) = ψi(0), tivermos
fi(t, ϕ) ⩽ fi(t, ψ) para todo t ∈ [0, ω).

Teorema 1.1.22 ([12], Dependência Contínua). Suponha D ⊂ R × C aberto, (t0, ϕ0) ∈ D,
f 0 ∈ C(D, Rn), e que x0 é uma solução da EDFR x′(t) = f 0 passando por (t0, ϕ0) que existe e
é única em [t0 − τ, t1]. Seja W0 ⊂ D um conjunto compacto definido por W0 = {(t, x0

t ) : t ∈
[t0, t1]} e seja V0 uma vizinhança de W0 em que f 0 é limitado. Se (tk, ϕk, f k), k = 1, 2, · · · ,
satisfaz tk → t0, ϕk → ϕ0 e | f k − f 0|V0 → 0 quando k → ∞, então existe k0 tal que para k0

a EDFR x′(t) = f k é tal que cada solução xk = xk(tk, ϕk, f k) passando por (tk, ϕk) existe em
[tk − τ, t1] e dado ϵ > 0, xk → x0 uniformente em [t0 − τ + ϵ, t1].

Teorema 1.1.23 ([6], Teorema 1.1). Sejam f , g : D → Rn contínuas, Lipschitz em cada sub-
conjunto compacto de D, onde D é um subconjunto aberto de R × C. Assuma que f ou g
satisfaz a propriedade de quasi-monotonicidade e que f (t, ϕ) ⩽ g(t, ϕ), para todo (t, ϕ) ∈ D.
Se (t0, ϕ), (t0, ψ) ∈ D satisfazem ϕ ⩽ ψ, então x(t, t0, ϕ, f ) ⩽ x(t, t0, ψ, g) para todo t ⩾ t0,
e ambas soluções estão definidas.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que f assume a condição de quasi-
monotonicidade. Sejam e = (1, 1, · · · , 1), gϵ(t, ϕ) = g(t, ϕ)+ ϵe, ψϵ(t, ϕ) = ψ(t, ϕ)+ ϵe,
com ϵ > 0.
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Se x(t, t0, ψ, g) está definida em [t0 − τ, t1] para algum t1 > t0, então x(t, t0, ψϵ, gϵ)

também está definida para ϵ > 0 suficientemente pequeno. Além disso,

x(t, t0, ψϵ, gϵ) → x(t, t0, ψ, g), quando ϵ → 0

para t ∈ [t0, t1] pelo Teorema de Dependência Contínua 1.1.22.
Observe que a desigualdade que queremos provar segue direto para o caso em que

t ∈ [t0 − τ, t0]. De fato, note que x(t, t0, ϕ, f ) = ϕ e x(t, t0, ψ, g) = ψ e por hipótese, ϕ ⩽

ψ, obtendo o resultado desejado para este caso. Agora resta mostrar a desigualdade
para (t0, t1]. Para isso, basta mostrar que x(t, t0, ϕ, f ) < x(t, t0, ψϵ, gϵ) em (t0, t1] para ϵ

suficientemente pequeno, e fazendo ϵ → 0 segue o resultado.
Se a afirmação acima for falsa para algum ϵ > 0, então existe s ∈ (t0, t1] tal que

x(t, t0, ϕ, f ) < x(t, t0, ψϵ, gϵ) para t0 ⩽ t < s e xi(s, t0, ϕ, f ) = xi(s, t0, ψϵ, gϵ) para algum
i. Pelo Teorema do Valor Médio devemos ter x′i(s, t0, ϕ, f ) ⩾ x′i(s, t0, ψϵ, gϵ). De fato,
como x(t, t0, ϕ, f ) < x(t, t0, ψϵ, gϵ) e xi(s, t0, ϕ, f ) = xi(s, t0, ψϵ, gϵ) para algum i, para
θ ∈ [t0, s), temos que

xi(s, t0, ϕ, f )− xi(θ, t0, ϕ, f )
s − θ

>
xi(s, t0, ψϵ, gϵ)− xi(θ, t0, ψϵ, gϵ)

s − θ
.

Logo, pelo Teorema do Valor Médio existem α, β ∈ (θ, s) tais que

x′i(α, t0, ϕ, f ) =
xi(s, t0, ϕ, f )− xi(θ, t0, ϕ, f )

s − θ

>
xi(s, t0, ψϵ, gϵ)− xi(θ, t0, ψϵ, gϵ)

s − θ

= x′i(β, t0, ψϵ, gϵ)

fazendo θ → s, temos α, β → s e pela desigualdade acima, obtemos x′i(s, t0, ϕ, f ) ⩾

x′i(s, t0, ψϵ, gϵ).
Por outro lado,

x′i(s, t0, ψϵ, gϵ) = gi(s, xs(t0, ψϵ, gϵ)) + ϵ

> fi(s, xs(t0, ψϵ, gϵ))

⩾ fi(s, xs(t0, ϕ, f ))

= x′i(s, t0, ϕ, f ) (1.3)

onde a última desigualdade segue da condição de quasi-monotonicidade. A contradi-
ção (1.3) implica que não existe tal s, o que prova a afirmação.
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Um dos nossos objetivos nesta dissertação, é investigar a persistência da seguinte
versão da equação de Nicholson:

x′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) − δx(t)

)
, t ⩾ t0,

onde β : [t0, ∞) → (0, ∞).
Para isso, precisaremos de algumas definições importantes que podem ser encon-

tradas em [4]. Vamos apresentar as definições para o caso geral (1.1) e depois investi-
garemos estas no nosso problema específico.

Definição 1.1.24 ([4]). A equação (1.1) é dita persistente se existe m > 0 tal que para todo
ϕ ∈ C+

0 existe t∗ = t∗(ϕ) de modo que a solução x(t, t0, ϕ) de (1.1) satisfaz x(t, t0, ϕ) ⩾ m
para t ⩾ t∗.

Definição 1.1.25 ([4]). A equação (1.1) é dita dissipativa se existe M > 0 tal que para todo
ϕ ∈ C+

0 existe t∗ = t∗(ϕ) de modo que a solução x(t, t0, ϕ) de (1.1) satisfaz x(t, t0, ϕ) ⩽ M
para t ⩾ t∗.

Definição 1.1.26 ([4]). A equação (1.1) é dita permanente se é dissipativa e persistente, isto
é, se existem m, M > 0 tais que para todo ϕ ∈ C+

0 existe t∗ = t∗(ϕ) de modo que a solução
x(t, t0, ϕ) de (1.1) satisfaz m ⩽ x(t, t0, ϕ) ⩽ M para t ⩾ t∗.

Vamos relembrar agora alguns conceitos da teoria da medida que serão importantes
neste trabalho.

Definição 1.1.27 ([23]). Seja X um conjunto não vazio. Uma álgebra de conjuntos de X é uma
coleção não vazia A de subconjuntos de X que é fechada para uniões finitas e complementares,
ou seja,

i. se E1, · · · , En ∈ A , então ∪n
1 Ej ∈ A ;

ii. se E ∈ A , então Ec ∈ A .

Uma σ-álgebra é uma álgebra que é fechada para uniões enumeráveis.

Definição 1.1.28 ([23]). Seja X um conjunto equipado com a σ-álgebra A . Uma medida em
A é uma função µ : A → [0, ∞] tal que

i. µ(∅) = 0,

ii. se
{

Ej
}∞

1 é uma sequência de conjuntos disjuntos em A , então µ
(
∪∞

1 Ej
)
= ∑∞

1 µ(Ej).

A propriedade (ii) acima é chamada σ-aditividade. Ela implica aditividade finita:
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ii’. se E1, · · · , En são conjuntos disjuntos em A , então µ
(
∪n

1 Ej
)
= ∑n

1 µ(Ej).

Definição 1.1.29 ([23]). Se X é um conjunto e A ⊂ P(X) é uma σ-álgebra, (X, A ) é
chamado espaço mensurável. Se µ é uma medida em (X, A ), então (X, A , µ) é chamado
espaço de medida.

Definição 1.1.30 ([23]). Lembramos que qualquer função f : X → Y entre dois conjuntos in-
duz uma transformação f−1 : P(Y) → P(X), definida por f−1(E) := {x ∈ X : f (x) ∈ E},
que preserva uniões, interseções e complementares. Portanto, se N é uma σ-álgebra em Y, en-
tão { f−1(E) : E ∈ N } é uma σ-álgebra em X. Se (X, M ) e (Y, N ) são espaços mensuráveis,
uma função f : X → Y é dita (M , N )-mensurável, ou apenas mensurável quando M e N

estiverem subentendidas.

Definição 1.1.31 ([23]). Sejam L e B as σ-álgebras de Lebesgue e Borel, respectivamente.
Uma função h : R → R é Lebesgue mensurável se h−1(E) ∈ L para todo E ∈ B e é Borel
mensurável se h−1(E) ∈ B para todo E ∈ B.

Proposição 1.1.32 ([23]). Toda função contínua h : R → R é Borel mensurável.

Demonstração. Como h é contínua, h−1(E) é aberto em R sempre que E é aberto em R.
Lembrando que as σ-álgebras de Borel são geradas pelos abertos do espaço, o resultado
segue diretamente.

Definição 1.1.33 ([23]). Seja (X, A , m) um espaço de medida e f : X → R uma função
mensurável. A função f é dita essencialmente limitada se existe M ∈ R+ tal que

m({x ∈ X| | f (x)| > M}) = 0.

Definimos

∥ f ∥L∞ = inf {M ⩾ 0 : m({x ∈ X| | f (x)| > M}) = 0} ,

o supremo essencial de | f |.

Definição 1.1.34 ([5], Definição 2.1). Dizemos que g : [0, ∞)× Rl → [0, ∞), é uma função
de Carathéodory se em seu domínio g(t, u1, u2, · · · , ul) é contínua em u1, u2, · · · , ul para
quase todo t e é localmente essencialmente limitada em t, para todos u1, u2, · · · , ul.

Observação 1.1.35. Os resultados e definições acima podem ser estendidos para espaços mais
gerais, como por exemplo, espaços topológicos.



1.2 Solução de equações por iteração 17

1.2 Solução de equações por iteração

É conhecido na literatura que uma forma de estudar as equações diferenciais com
retardos pode ser por meio das equações diferenças, ou seja, no sentido das equações
discretas. Existe uma forte conexão entre ambas e por isso, importantes propriedades
para uma equação podem ser obtidas por meio de propriedades exploradas para a
outra e vice-versa.

Por outro lado, para conseguir esta conexão é necessário compreender de forma
mais aprofundada a teoria desenvolvida por Coppel em [21].

Portanto, nesta seção vamos focar no trabalho desenvolvido por Coppel em [21]
onde para um intervalo I = [a, b], ele mostra que se a equação f ( f (x)) = x não possui
raízes, exceto as raízes de f (x) = x, então todas as soluções da equação

xn+1 = f (xn), n ∈ N0 (1.4)

convergem para um ponto fixo de f . Em particular, se existe um único ponto fixo x∗

de f , e f 2 não possui outros pontos fixos, então x∗ é um atrator global para a equação
(1.4).

Estes resultados são de grande importância para entender o principal resultado
desta dissertação.

Suponha que a equação que queremos resolver possa ser escrita na forma x = f (x),
e então, começando por um ponto x1, nossas aproximações sucessivas são dadas por
x2 = f (x1), x3 = f (x2),· · · , xn+1 = f (xn), · · ·

Para que o método não nos leve para fora do domínio onde as funções estão de-
finidas e para que as aproximações não convirjam para algo que não seja solução da
equação, devemos ter f (x) sendo uma função contínua num intervalo a ⩽ x ⩽ b, tal
que a ⩽ f (x) ⩽ b. Assim, se xn → x, então x = limn→∞ xn+1 = limn→∞ f (xn) = f (x),
pela continuidade da função.

Agora observe que, de f (c) = c, temos que f ( f (c)) = c, ou seja, se c é solução de
f (x) = x, então é solução de f ( f (x)) = x. Suponha que a equação f ( f (x)) = x tenha
c como solução, mas que c não seja solução de f (x) = x. Se tomamos x1 = c, temos
x2 = f (x1) = f (c) ̸= c, x3 = f ( f (c)) = c e em geral x2n = f (c) e x2n−1 = c, ou seja,
a sequência iterativa não é convergente. Portanto, para que a sequência iterativa seja
convergente é necessário que a equação f ( f (x)) = x não possua raízes além das raízes
de f (x) = x. Mostraremos que, reciprocamente, se esta condição está satisfeita, então
toda sequência iterativa converge.
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Vamos utilizar as iterações de f (x) para auxiliar nesta prova. Estas funções são
definidas pelas relações f1(x) ≡ f (x), fn+1(x) = f ( fn(x)), com n = 1, 2, 3, · · · . Estas
funções são contínuas em a ⩽ x ⩽ b e satisfazem a ⩽ fn(x) ⩽ b para todo n. Além
disso, por indução, fn( fm(x)) = fm+n(x) = fm( fn(x)), para todo n.

A próxima proposição será importante para a demonstração do principal teorema
desta seção:

Proposição 1.2.1 ([21]). Se toda raíz de f2(x) = x é uma raíz de f (x) = x, então para todo
c e todo n, fn(c) > c se f (c) > c, fn(c) = c se f (c) = c e fn(c) < c se f (c) < c, com
a ⩽ c ⩽ b.

Teorema 1.2.2 ([21]). Uma condição necessária e suficiente para que a sequência iterativa
convirja para qualquer ponto inicial escolhido, é que a equação f ( f (x)) = x não possua raízes
além das raízes de f (x) = x.

Demonstração. A necessidade da condição já foi mostrada acima. Suponha, então, que
a condição seja satisfeita e que (xn) seja a sequência iterativa. Se para algum m, xm+1 =

xm, então xn = xm, para todo n > m, de fato, obtemos xm+2 = f (xm+1) = f (xm) =

xm+1 = xm e segue por indução. Neste caso, a sequência certamente converge. Vamos
assumir então que xn ̸= xn+1 para todo n. Além disso, como a sequência está em (a, b),
ela converge se a partir de certo ponto ela é monótona. Assuma que xn+1 > xn para
infinitos n e xn+1 < xn para infinitos n.

Denote por p os índices do primeiro caso, ou seja, para os quais f (xp) > xp, então
pela Proposição 1.2.1, xn = fn−p(xp) > xp, para todo n > p. Logo a subsequência
(xp) converge para um limite l e l = lim inf xn. Analogamente, se denotamos por q
os índices do segundo caso, para os quais f (xq) < xq, vemos que a subsequência (xq)

decresce para um limite k e k = lim sup xn.
Mas cada xn pertence a uma destas subsequências, então para infinitos n devemos

ter xn na primeira subsequência e xn+1 na segunda. Tomando o limite, obtemos xn → l,
xn+1 → k, mas xn+1 = f (xn), então f (l) = k. Para infinitos n devemos ter também xn

na segunda subsequência e xn+1 na primeira. Tomando o limite devemos ter f (k) = l,
então f ( f (l)) = l, então pela hipótese do Teorema, obtemos f (l) = l, o que implica
que k = l, logo lim inf xn = lim sup xn e portanto xn é convergente, terminando a
demonstração.

Teorema 1.2.3 ([21]). Uma condição necessária e suficiente para que a equação f (x) = x
tenha apenas uma apenas uma raíz, para o qual toda sequência iterativa converge, e que as
aproximações sempre melhorem a cada passo, é que exista um número r tal que |r − f (x)| <
|r − x| para r ̸= x.



Capítulo

2
Persistência e Estabilidade

2.1 Persistência de soluções

Nesta seção, iremos estudar a seguinte equação:

x′(t) =
m

∑
i=1

fi(t, x(h1(t)), · · · , x(hl(t)))− g(t, x(t)), t ⩾ 0, (2.1)

que é um caso geral da equação de Nicholson (5) com múltiplos retardos. Suponha
que ela satisfaça as hipóteses abaixo:

(a1) Para cada i = 1, · · · , m, fi : [0, ∞) × Rl → [0, ∞) e g : [0, ∞) × R → [0, ∞) são
funções de Carathéodory e localmente Lipschitz, tais que fi(t, 0, · · · , 0) = 0 e g(t, 0) =
0, para todo t ∈ [0, ∞).

(a2) Para cada k = 1, · · · , l, hk : [0, ∞) → R, é uma função Lebesgue mensurável, tal
que hk(t) ⩽ t, limt→∞ hk(t) = ∞.

Considere também que a condição inicial abaixo esteja satisfeita:

x(t) = φ(t), t ⩽ 0, (2.2)

onde

(a3) φ : (−∞, 0] → R é uma função não negativa, limitada e Borel mensurável tal que
φ(0) > 0.

Com estas hipóteses em mãos, estamos prontos para apresentar o próximo resul-
tado que garante importantes propriedades para a solução de (2.1)–(2.2).
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Teorema 2.1.1 ([5], Teorema 5.6). Suponha que (a1)-(a3) estejam satisfeitas, fi : [0, ∞) ×
Rl → [0, ∞), fi(t, u1, · · · , ul) são monótonas crescentes em u1, · · · , un, para algum n ∈
{1, · · · , l}, monótonas decrescentes em un+1, · · · , ul e existam constantes τ > 0, A > 0,
µ > 0, M > 0, 0 < β < B tais que t− τ < hk(t) ⩽ t, k = 1, · · · , l, ∑m

i=1 fi(t, u1, · · · , ul) ⩽

Auk, uk > 0 para algum k ∈ {1, · · · , l}, 0 < βu ⩽ g(t, u) ⩽ Bu para u > 0. Se existe
M > 0 tal que

lim sup
t→∞

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, M, M, · · · , M)

g(t, u)
< 1

uniformemente em u ∈ [M, ∞), então qualquer solução x de (2.1)–(2.2) é limitada com limite
superior

lim sup
t→∞

x(t) ⩽ Me2(A+B)τ.

Se existe µ > 0 tal que

lim inf
t→∞

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, µ, µ, · · · , µ)

g(t, u)
> 1

uniformemente em u ∈ [0, µ], então qualquer solução x de (2.1)–(2.2) é persistente e

lim inf
t→∞

x(t) ⩾ µe−2Bτ.

Demonstração. Seja x : R → [0, ∞) uma solução de (2.1)–(2.2). Assumindo a hipótese

lim sup
t→∞

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, M, M, · · · , M)

g(t, u)
< 1,

podemos tomar a seguinte desigualdade:

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, M, M, · · · , M)

g(t, u)
⩽ α < 1, t ⩾ t̃, u ⩾ M. (2.3)

Como limt→∞ hk(t) = ∞, existe t∗ suficientemente grande tal que hq(t) ⩾ t̃ para todo
t ⩾ t∗ e algum q ∈ {1, · · · , l}. Note que aqui podemos tomar t∗ = t̃ + τ. De fato,
por hipótese, temos hq(t∗) = hq(t̃ + τ) > t̃. Para t ⩾ t∗, hq(t) > t − τ ⩾ t∗ − τ =

t̃ + τ − τ = t̃.
Além disso, como a solução x de (2.1)–(2.2) é contínua e positiva, então ela assume o

máximo e o mínimo em compactos. Defina então a sequência de pontos {tj}j∈N como
tj = t∗ + jτ. Logo para cada j ∈ N, temos

mj = min
t∈[tj−1,tj]

x(t), Mj = max
t∈[tj−1,tj]

x(t).
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Desta forma, considere t∗j−1 tal que x(t∗j−1) = Mj−1, onde t∗j−1 ∈ [tj−2, tj−1].
Note que:

x′(t) =
m

∑
i=1

fi(t, x(h1(t)), · · · , x(hl(t)))− g(t, x(t)) ⩾ −g(t, x(t)) ⩾ −Bx(t),

onde a primeira desigualdade segue do fato das funções fi serem positivas e a segunda
desigualdade segue da hipótese dada pela desigualdade g(t, u) ⩽ Bu.

Assim, temos uma EDO linear de 1ª ordem e, utilizando técnicas de cálculo, para
t ∈ [tj−1, tj], e condição inicial x(t∗j−1) = Mj−1 temos:

x(t) ⩾ x(t∗j−1)e
−B(t−t∗j−1)

= Mj−1e−B(t−t∗j−1)

⩾ Mj−1e−2Bτ, (2.4)

já que t − t∗j−1 ⩽ tj − tj−2 = 2τ (lembrando que tj−2 = t∗ + (j − 2)τ e tj = t∗ + jτ).
Logo, como (2.4) vale para todo t ∈ [tj−1, tj], então temos que, em particular, vale

para o instante t em que x assume o mínimo, ou seja,

mj ⩾ Mj−1e−2Bτ. (2.5)

Por outro lado, pela definição de Mj−1, temos que

x(tj−1) ⩽ Mj−1.

Também, como g é uma função positiva e ∑m
i=1 fi(t, u1, · · · , ul) ⩽ Auk, para algum

k ∈ {1, · · · , l} então, para t ∈ [tj−1, tj], temos:

x′(t) =
m

∑
i=1

fi(t, x(h1(t)), · · · , x(hl(t)))− g(t, x(t))

<
m

∑
i=1

fi(t, x(h1(t)), · · · , x(hl(t)))

⩽ Ax(hk(t))

⩽ A max

{
Mj−1, max

s∈[tj−1,t]
x(s)

}
.
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Logo, pela estimativa acima, vemos que x(t) é menor do que a solução do PVI:x′(t) = Ax(t)

x(tj−1) = Mj−1

que é dada por Mj−1eA(t−tj−1).
Logo,

x(t) ⩽ Mj−1eA(t−tj−1),

para t ∈ [tj−1, tj]. Considerando que isto vale para todo t ∈ [tj−1, tj], em particular
para t∗j tal que x(t∗j ) = Mj, então temos:

x(t∗j ) = Mj ⩽ Mj−1eA(t∗j −tj−1) ⩽ Mj−1eAτ. (2.6)

Por outro lado,
x(t) ⩽ Mj−1e2Aτ

vale também para t ∈ [tj, tj+1]. De fato, pois procedendo como antes, temos que para
t ∈ [tj, tj+1], a seguinte desigualdade acontece:

x(t) ⩽ MjeAτ.

Usando a desigualdade (2.6), temos para t ∈ [tj, tj+1],

x(t) ⩽ Mj−1eAτeAτ = Mj−1e2Aτ. (2.7)

Agora, por contradição, assuma que a solução x não é limitada, isto é, para todo
M̃ > Me2(A+B)τ, onde M é a constante das hipóteses, existe um intervalo [tj, tj+1] em
que a desigualdade x(t) ⩾ M̃ é alcançada para o primeiro momento.

Como x é contínua, existe t∗ tal que x(t∗) = M̃ e existe ϵ > 0 tal que t ∈ [t∗− ϵ, t∗] ⊂
[tj, tj+1] e x(t) = sups∈[0,t] x(s), para t ∈ [t∗ − ϵ, t∗].

A estimativa (2.7) e a desigualdade M̃ > Me2(A+B)τ implicam que

Mj−1e2Aτ ⩾ x(t∗) = M̃ > Me2(A+B)τ.

Logo, segue que
Mj−1 > Me2Bτ. (2.8)
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Além disso, utilizando a desigualdade (2.5), ou seja, mj ⩾ Mj−1e−2Bτ e a desigual-
dade (2.8), segue que mj > M. Portanto, temos x(t) ⩾ M em [tj−1, t∗].

Consequentemente, temos que x(hk(t)) ⩾ M, para todo t ∈ [tj, tj+1], k = 1, · · · , l e
para todo t ∈ [t∗ − ϵ, t∗], temos:

x′(t) =
m

∑
i=1

fi(t, x(h1(t)), · · · , x(hl(t)))− g(t, x(t))

⩽
m

∑
i=1

fi(t, x(t), · · · , x(t), M, · · · , M)− g(t, x(t)),

em que usamos o fato da fi ser monótona crescente nas n-primeiras coordenadas e
x(t) ⩾ x(hk(t)), para todo t ∈ [t∗ − ϵ, t∗] e monótona decrescente nas restantes e
x(hk(t)) ⩾ M, para obter a desigualdade acima.

Logo,

x′(t) ⩽ αg(t, x(t))− g(t, x(t)) = −(1 − α)g(t, x(t)) < 0, (2.9)

onde usamos (2.3) na primeira desigualdade. Como α < 1 e g é não-negativa, temos a
desigualdade.

Por outro lado, (2.9) implica que x é decrescente, contradizendo a hipótese que
x(t∗ − ϵ) ⩽ x(t∗) = M̃.

Disto, concluímos que a solução é limitada com a limitação dada por Me2(A+B)τ.
Vamos mostrar agora a persistência. Para isso, pela hipótese sobre lim inf, podemos

assumir que para t ⩾ t∗ − τ, temos:

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, µ, µ, · · · , µ)

g(t, u)
⩾ C > 1, t ⩾ t̃, 0 ⩽ u ⩽ µ,

defina tj, mj e Mj como anteriormente.
Suponha, por contradição, que x não é persistente. Logo, lim inft→∞ x(t) = 0.
Isto implica que existem t∗ suficientemente grande e ϵ suficientemente pequeno tais

que
x(t) = min

s∈[0,t]
x(s)

e
x(t) < µe−2Bτ

em [t∗ − ϵ, t∗] ⊂ [tj, tj+1] pela continuidade de x.
Usando argumentos similares aos anteriores, obtemos que x(t) < µ em [tj−1, t∗], o
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que implica que:
x(hk(t)) < µ, k = 1, · · · , l, t ∈ [t∗ − ϵ, t∗].

Portanto, para t ∈ [t∗ − ϵ, t∗], temos:x(hk(t)) < µ

x(t) < µ

e além disso,

x′(t) =
m

∑
i=1

fi(t, x(h1(t)), · · · , x(hl(t)))− g(t, x(t))

⩾
m

∑
i=1

fi(t, x(t), · · · , x(t), µ, · · · , µ)− g(t, x(t))

⩾ Cg(t, x(t))− g(t, x(t))

= (C − 1)g(t, x(t)) > 0

pois C > 1 e g é não-negativa. Isto implica que x é crescente e contradiz a hipótese
que x(t∗ − ϵ) ⩾ x(t∗). Portanto, a solução é persistente e lim inft→∞ x(t) ⩾ µe−2Bτ,
provando o resultado desejado.

Vamos agora apresentar alguns exemplos para ilustrar nossos resultados. Eles po-
dem ser encontrados em [5]. Começamos com a famosa equação de Mackey- introdu-
zida em [27] por Michael Mackey e Leon Glass em 1977 com o objetivo de estudar o
controle de células do sangue. Eles observaram que várias doenças podem ser descritas
com modelos que possuem instabilidades oscilatórias e propuseram esta equação que
foi um marco, pois chamou a atenção de vários matemáticos interessados em dinâmica
não-linear e equações diferenciais funcionais.

Exemplo 2.1.2 ([5], Exemplo 5.7). Considere a equação de Mackey-Glass

x′(t) =
a(t)x(h(t))

1 + xn(p(t))
− b(t)x(t)

onde a(t) e b(t) são funções Lebesgue mensuráveis e limitadas, satisfazendo 0 ⩽ α ⩽ a(t) ⩽ A,
0 < β ⩽ b(t) ⩽ B, t − h(t) ⩽ τ, t − p(t) ⩽ τ, n > 0.

Aqui, x(t) é a densidade das células maduras na circulação sanguínea, a função a(t)x(h(t))
1+xn(p(t))

modela a reprodução das células, os retardos x(h(t)) e x(p(t)) descrevem a fase de maturação
das células antes de serem lançadas na corrente sanguínea e b(t)x(t) é a taxa de mortalidade.
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Observe que tomando

f (t, x(h(t)), x(p(t))) =
a(t)x(h(t))

1 + xn(p(t))

e g(t, x(t)) = b(t)x(t), temos que f é monótona crescente na variável x(h(t)) e monótona
decrescente na variável x(p(t)).

De fato, ∂ f
∂x(h(t)) = a(t)

1+xn(p(t)) > 0, já que a(t) > 0 e x(p(t)) > 0. Da mesma forma,
∂ f

∂x(p(t)) = − a(t)x(h(t))xn−1(p(t))
(1+xn(p(t)))2 < 0, já que a(t) > 0, x(h(t)) > 0 e x(p(t)) > 0.

Note que a desigualdade

lim sup
t→∞

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, M, M, · · · , M)

g(t, u)
< 1

do Teorema 2.1.1, está satisfeita para qualquer M > M0, onde

M0 =


1, se lim supt→∞

a(t)
b(t) ⩽ 1

lim supt→∞

(
a(t)
b(t) − 1

) 1
n , se lim supt→∞

a(t)
b(t) > 1.

.

De fato, como a(t) e b(t) são limitadas, então lim supt→∞
a(t)
b(t) é finito. Além disso:

lim sup
t→∞

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, M, M, · · · , M)

g(t, u)
= lim sup

t→∞

a(t)u
1+Mn

b(t)u
= lim sup

t→∞

a(t)u
1 + Mn · 1

b(t)u

= lim sup
t→∞

a(t)
b(t)

· 1
1 + Mn

Se lim supt→∞
a(t)
b(t) ⩽ 1, então para todo M > 1 temos

lim sup
t→∞

a(t)
b(t)

· 1
1 + Mn < 1.

Se lim supt→∞
a(t)
b(t) > 1, então para todo M > lim supt→∞

(
a(t)
b(t) − 1

) 1
n temos

lim sup
t→∞

a(t)
b(t)

· 1
1 + Mn < 1.

Portando, todas as soluções positivas da Equação de Mackey-Glass são dissipativas, com
lim supt→∞ x(t) ⩽ Me2(A+B)τ.
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Assuma agora que lim inft→∞
a(t)
b(t) > 1. Então a desigualdade

lim inf
t→∞

∑m
i=1 fi(t, u, u, · · · , u, µ, µ, · · · , µ)

g(t, u)
> 1

do teorema, está satisfeita, para todo 0 < µ < µ0, onde µ0 = lim inft→∞

(
a(t)
b(t) − 1

) 1
n e,

portanto, aplicando o Teorema 2.1.1, toda solução positiva da Equação de Mackey-Glass é per-
sistente com lim inft→∞ x(t) ⩾ µe−2Bτ.

Combinando as duas desigualdades, obtemos a permanência.

O próximo exemplo ilustra como a limitação dos retardos é necessária para a con-
clusão de que todas as soluções positivas são limitadas e persistentes. Para entendê-lo,
utilizaremos a seguinte definição:

Definição 2.1.3 (Função escada). Uma função f : [a, b] → R é chamada função escada se
existe uma partição finita a = β0 < β1 < · · · < βm = b tal que em todo intervalo aberto
(βi−1, βi), i = 1, · · · , m, a função f é identicamente igual à constante ci ∈ R.

Para ilustrar a definição acima, apresentamos um exemplo.

Exemplo 2.1.4. A função

f (x) =


−1, x ∈ [−5,−2)

3, x ∈ [−2, 1)

5, x ∈ [1, 5]

com gráfico



2.1 Persistência de soluções 27

x

f (x)

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

1 2 3 4 5
−1−2−3−4−5

é uma função escada.

Agora estamos preparados para o nosso próximo exemplo que também traz a equa-
ção de Mackey-Glass com algumas condições específicas.

Exemplo 2.1.5 ([5], Exemplo 5.8). Considere a equação

x′(t) =
a(t)x(h(t))

1 + x2(g(t))
− x(t)

de Mackey- Glass com n = 2 e b(t) = 1, onde h : [0, ∞) → R e g : [0, ∞) → R são funções
escada. Observe que o PVI x′(t) + x(t) = A

x(t0) = x0

tem solução x(t) = (x0 − A)e−(t−t0) + A, então pelo Teorema do Valor Intermediário para
qualquer B, entre A e x0, existe t1 > t0 finito tal que t1 ∈ [t0, t] e x(t1) = B. Logo,

(x0 − A)e−(t1−t0) + A = B

e−(t1−t0) =
B − A
x0 − A

et1−t0 =
x0 − A
B − A
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t1 − t0 = ln
x0 − A
B − A

t1 = t0 + ln
(

x0 − A
B − A

)
,

considerando x0 − A ̸= 0.
Seja {tk}∞

k=1 uma sequência de números positivos tais que tk < tk+1 defina as funções
abaixo:

a(t) =

2, t ∈ [t2k, t2k+1)

6, t ∈ [t2k+1, t2k+2)

h(t) =

t2k−1, t ∈ [t2k, t2k+1)

t2k, t ∈ [t2k+1, t2k+2)

g(t) =

t2k, t ∈ [t2k, t2k+1)

t2k−1, t ∈ [t2k+1, t2k+2)

onde t0 = 0, x(t0) = 1, t−1 = −1, x(t−1) = φ(−1) = 1
4 . Podemos encontrar ti tal que, se i

for par temos x(t2k) = 2k, e se i for ímpar, temos x(t2k+1) = 2−k−1, k ∈ N.
De fato, em [0, t1) temos k = 0, então a(t) = 2, h(t) = t−1 e g(t) = t0, e portanto

x(h(t)) = x(t−1) = x(−1) =
1
4

, x(g(t)) = x(t0) = 1, então

2 · 1
4

1 + 1
− x(t) + x(t) = A

e o PVI é dado por x′(t) + x(t) =
1
4

x(0) = 1

então escolhendo B =
1
2

, encontramos t1 tal que x(t1) =
1
2
= 2−1. Mais explicitamente, nesse

caso,

t1 = 0 + ln

(
1 − 1

4
1
2 −

1
4

)
= ln

(
3
4
· 4

1

)
= ln 3.

Em [t1, t2), temos também k = 0, então x(h(t)) = x(t0) = 1, x(g(t)) = x(t1) =
1
4 , a(t) = 6,
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o PVI é dado por 
x′(t) + x(t) =

6
1 + 1

16

> 2

x(t1) =
1
2

então escolhendo B = 2, encontramos t2 tal que x(t2) = 2.
Por indução, se x(t2k) = 2k, x(t2k+1) = 2−k−1, então em [t2k, t2k+1) temos o PVIx′(t) + x(t) =

2 · 2−k−1

1 + 22k > 2−k−1, k ∈ N,

x(t2k) = 2k.

Portanto existe t2k+1 tal que x(t2k+1) = 2−k−2. Em [t2k+1, t2k+2), temos o PVIx′(t) + x(t) =
6 · 2k

1 + 2−2k−2 > 2k+1, k ∈ N,

x(t2k+1) = 2−k−2

então existe t2k+2 tal que x(t2k+2) = 2k+1, o que conclui a indução.
Portanto, sempre encontramos ti de modo que nossa solução não é limitada.
Aqui, a(t) e b(t) são limitadas, diferentes de zero, e além disso, a(t)

b(t) ⩾ 2 > 1, g e h
satisfazem (a2), mas a solução não é limitada nem persistente, isto porque os retardos h e g não
são limitados.

2.2 Estabilidade de equações lineares com retardos

Nesta seção, iremos investigar a estabilidade de equações lineares com retardos.
Esta seção nos dará os resultados chave para provarmos os principais teoremas do
próximo capítulo.

Iniciaremos considerando a equação linear abaixo:

x′(t) +
l

∑
k=1

ak(t)x(hk(t)) = f (t) (2.10)

satisfazendo as seguintes condições:

(H1) f é Lebesgue mensurável;

(H2) ak(t), k = 1, · · · , l, são funções Lebesgue mensuráveis essencialmente limitadas
em [0, ∞);
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(H3) hk(t), k = 1, · · · , l, são funções Lebesgue mensuráveis, hk(t) ⩽ t, supt⩾0[t −
hk(t)] < ∞;

(H4) φ : (−∞, 0) → R é uma função limitada Borel mensurável, para a condição inicial
x(t) = φ(t), t < 0, x(0) = x0.

Considere também a equação homogênea abaixo:

x′(t) +
l

∑
k=1

ak(t)x(hk(t)) = 0. (2.11)

Vamos começar relembrando a definição de solução para a equação (2.10). Para
detalhes, veja [8].

Definição 2.2.1. Uma função localmente absolutamente contínua x : R → R é chamada uma
solução do problema (2.10) com condição inicial

x(t) = φ(t), t < 0, x(0) = x0 (2.12)

se ela satisfaz a equação (2.10) para quase todo t ∈ [0, ∞) e (2.12) para t ≤ 0.

De agora em diante, iremos assumir que a equação (2.10) com a condição inicial
(2.12) tem uma única solução global x(t), t ≥ 0.

Relembremos abaixo o conceito de função fundamental para o problema (2.10).

Definição 2.2.2. A solução X(t, s) do problema
y′(t) +

l

∑
k=1

ak(t)y(hl(t)) = 0, t ≥ s

y(t) = 0, t < s, y(s) = 1

(2.13)

é chamada a função fundamental de (2.10).

Com este conceito em mãos, é possível aplicar o Fórmula da Variação das Cons-
tantes para obtermos a formulação integral abaixo para nossa solução, que será muito
importante para as estimativas que obteremos aqui. Veja [12] para detalhes.

Lema 2.2.3. Suponha que as condições (H1)–(H4) estão satisfeitas. Então a solução de (2.10)
com condição inicial (2.12) tem a seguinte representação:

x(t) = X(t, 0)x0 +
∫ t

0
X(t, s)

l

∑
k=1

ak(s)φ(hk(s))ds +
∫ t

0
X(t, s) f (s)ds (2.14)



2.2 Estabilidade de equações lineares com retardos 31

onde φ(t) = 0, t ≥ 0.

Relembremos o conceito de uniformemente exponencialmente estável para equa-
ções com retardos da forma (2.10), que pode ser encontrado em [8].

Definição 2.2.4. A equação (2.10) é dita uniformemente exponencialmente estável se exis-
tem K > 0, λ > 0 tais que a função fundamental X(t, s) de (2.10) tem a seguinte estimativa

|X(t, s)| ≤ Ke−λ(t−s), t ≥ s ≥ 0.

Vamos abaixo introduzir as notações dos espaços que iremos trabalhar nesta seção.
Denote por L∞ o espaço de todas as funções que são essencialmente limitadas em [0, ∞)

com a norma do supremo essencial

∥x∥L∞ = ess supt≥0|x(t)|.

Chamamos a atenção para o fato de que no capítulo anterior C se referia ao espaço
das funções contínuas de [−τ, 0) em Rn, entretanto a partir de agora, significará o
espaço de todas as funções contínuas limitadas em [0, ∞) com a norma do supremo.
Por C0 denotaremos o subespaço de C das funções x(t) tais que x(0) = 0.

Consideraremos também a equação auxiliar abaixo:

x′(t) +
l

∑
k=1

bk(t)x(gk(t)) = f (t). (2.15)

Iremos supor que as condições (H1)–(H4) estão satisfeitas para a equação (2.15)
acima. Denotaremos por X0(t, s) a função fundamental da equação (2.15) e defina os
seguintes operadores lineares:

(Lx)(t) := x′(t) +
l

∑
k=1

ak(t)x(hk(t)) = f (t), x(t) = 0, t ≤ 0 (2.16)

(L0x)(t) := x′(t) +
n

∑
k=1

bk(t)x(gk(t)) = f (t), x(t) = 0, t ≤ 0 (2.17)

(L−1 f )(t) :=
∫ t

0
X(t, s) f (s)ds (L−1

0 f )(t) :=
∫ t

0
X0(t, s) f (s)ds. (2.18)

Enunciamos abaixo dois resultados que serão importantes para demonstrarmos os
principais resultados desta seção. Ambos trazem condições para garantir que a equa-
ção (2.10) é exponencialmente estável. Os resultados abaixo podem ser encontrados
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em [8].

Proposição 2.2.5. Suponha que para toda f ∈ L∞, a solução de (2.16) pertence a C. Então a
equação (2.10) é exponencialmente estável.

Proposição 2.2.6. Suponha que a equação auxiliar (2.17) seja exponencialmente estável e o
operador L−1

0 L age no espaço C0 e tem o operador inverso que é limitado. Então a equação
(2.10) é exponencialmente estável.

Observação 2.2.7. Observe que para garantir que o operador inverso L−1
0 L : C0 → C0 existe

e é limitado, basta termos
∥I − L−1

0 L∥C→C < 1

em que I é o operador identidade.

Agora estamos prontos para provarmos o resultado principal desta seção.

Teorema 2.2.8 ([8], Teorema 1). Suponha que exista um conjunto de índices I ⊂ {1, 2, ..., l}
e números α > 0, 1 > γ > 0 tal que

∑
k∈I

ak(t) ⩾ α > 0

∑
k∈I

|ak(t)|
∫ t

hk(t)

l

∑
i=1

|ai(s)|ds + ∑
k∈J

|ak(t)| ⩽ γ ∑
k∈I

ak(t) (2.19)

para t suficientemente grande, onde J = {1, ..., l}\I. Então (2.10) é exponencialmente estável.

Demonstração. Primeiramente, observe que J ∪ I = {1, . . . , l}. Por outro lado, note que

∑
k∈I

ak(t)
∫ t

hk(t)
x′(s)ds − ∑

k∈J
ak(t)x(hk(t)) = ∑

k∈I
ak(t)[x(t)− x(hk(t))]− ∑

k∈J
ak(t)x(hk(t))

= ∑
k∈I

ak(t)x(t) − ∑
k∈I

ak(t)x(hk(t))− ∑
k∈J

ak(t)x(hk(t))

= ∑
k∈I

ak(t)x(t) −
l

∑
k=1

ak(t)x(hk(t))

= ∑
k∈I

ak(t)x(t) + x′(t).

Combinando a equação acima com (2.10), temos:

x′(t) + ∑
k∈I

ak(t)x(t) = ∑
k∈I

ak(t)
∫ t

hk(t)
x′(s)ds − ∑

k∈J
ak(t)x(hk(t))
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= ∑
k∈I

ak(t)
∫ t

hk(t)

l

∑
i=1

ai(s)x(hi(s))ds − ∑
k∈J

ak(t)x(hk(t)).

Considere os seguintes operadores lineares:

(Lx)(t) := x′(t) + ∑
k∈I

ak(t)x(t)− ∑
k∈I

ak(t)

+
∫ t

hk(t)

l

∑
i=1

ai(s)x(hi(s))ds + ∑
k∈J

ak(t)x(hk(t))

(L0x)(t) := x′(t) + ∑
k∈I

ak(t)x(t)

(L−1
0 f )(t) :=

∫ t

0
e−
∫ t

s ∑k∈I ak(τ)dτ f (s)ds.

Temos que a equação auxiliar (2.17) com o operador L0 como acima é claramente ex-
ponencialmente estável. Logo, aplicando (2.19), temos:

|(I − L−1
0 L)x(t)| = |(L−1

0 L0 − L−1
0 L)x(t)|

⩽
∫ t

0
e−
∫ t

s ∑k∈I ak(τ)dτ ·
[
∑
k∈I

|ak(s)|
∫ s

hk(s)

l

∑
i=1

|ai(ψ)||x(hi(ψ))|)dψ + ∑
k∈J

|ak(s)||xk(s)|
]

ds

⩽
∫ t

0
e−
∫ t

s ∑k∈I ak(τ)dτ ·
[
∑
k∈I

|ak(s)|
∫ s

hk(s)

l

∑
i=1

|ai(ψ)|dψ + ∑
k∈J

|ak(s)|
]

ds∥x∥C

⩽
∫ t

0
e−
∫ t

s ∑k∈I ak(τ)dτγ ∑
k∈I

ak(s)ds∥x∥C ≤ γ∥x∥C.

Disto, obtemos
∥I − L−1

0 L∥C→C ≤ γ < 1.

Pela Observação 2.2.7, obtemos que o operador inverso L−1
0 L : C0 → C0 existe e é limi-

tado. Portanto, todas as condições da Proposição 2.2.6 estão satisfeitas, obtendo que
(2.10) é exponencialmente estável.

O corolário abaixo é uma consequência imediata do Teorema 2.2.8, considerando
I = {i}.

Corolário 2.2.9 ([8], Corolário 1.1). Suponha que, para a equação (2.10), existam α > 0,
1 > γ > 0 e índice i tais que

ai(t) ≥ α
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e

|ai(t)|
∫ t

hi(t)

l

∑
k=1

|ak(s)|ds + ∑
k ̸=i

|ak(t)| ≤ γai(t)

para t suficientemente grande. Então a equação (2.10) é exponencialmente estável.

O próximo resultado também segue imediatamente do Teorema 2.2.8, tomando I =
{1, . . . , l}.

Corolário 2.2.10 ([8], Corolário 1.2). Suponha que, para a equação (2.10), existam α > 0 e
1 > γ > 0 tais que

l

∑
k=1

ak(t) ≥ α

e
l

∑
k=1

|ak(t)|
∫ t

hk(t)

l

∑
i=1

|ai(s)|ds ≤ γ
l

∑
k=1

ak(t)

para t suficientemente grande. Então a equação (2.10) é exponencialmente estável.

O próximo resultado segue diretamente do Teorema 2.2.8, tomando ak com uma
definição específica.

Corolário 2.2.11 ([8], Corolário 1.3). Suponha que, para a equação (2.10),

ak(t) = Akr(t), k = 1, ..., l, r(t) ⩾ r0 > 0,

exista um conjunto de índices I ⊂ {1, ..., l}, tal que

∑
k∈I

Ak > 0, lim sup
t→∞

∑
k∈I

|Ak|
∫ t

hk(t)
r(s)ds <

∑k∈I Ak − ∑k∈J |Ak|
∑l

k=1 |Ak|
(2.20)

onde J = {1, ..., l}\I, então a equação (2.10) é exponencialmente estável.

Iremos agora enunciar alguns resultados que seguem como casos particulares dos
resultados já demonstrados anteriormente para alguns tipos específicos de equações
com retardos. Estes resultados são importantes para trazer uma motivação para a
equação inicialmente estudada, mostrando a generalidade dos resultados que se ob-
têm por meio desta equação.

Considere a equação (2.10) para l = 2, h1(t) = t e h2(t) = h(t), a1(t) = a(t) e
a2(t) = b(t):

x′(t) = −a(t)x(t)− b(t)x(h(t)), (2.21)
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e suponha que as condições (H2) e (H3) estão satisfeitas para as respectivas funções
acima.

Corolário 2.2.12 ([8], Corolário 1.4). Suponha que, para a equação (2.21), existam α > 0,
1 > γ > 0, tais que pelo menos uma das condições acontece:

1. a(t) ≥ α > 0, |b(t)| ≤ γa(t);

2. a(t) + b(t) ≥ α > 0, |b(t)|
∫ t

h(t)(|a(s)|+ |b(s)|)ds < γ(a(t) + b(t))

para t suficientemente grande. Então a equação (2.21) é exponencialmente estável.

Corolário 2.2.13 ([8], Corolário 1.5). Suponha que, para a equação (2.21):

a(t) = Ar(t), b(t) = Br(t), r(t) ≥ r0 > 0

e pelo menos uma das seguintes condições acontece:

1. A > 0, |B| < A;

2. A + B > 0, |B| lim supt→∞
∫ t

h(t) r(s)ds <
A + B

|A|+ |B| ;

3. A > 0, B > 0, B lim supt→∞
∫ t

h(t) r(s)ds < 1.

Então a equação (2.21) é exponencialmente estável.

Considere agora a equação (2.10) para l = 3 e h1(t) = t, h2(t) = h(t) e h3(t) = g(t),
a1(t) = a(t), a2(t) = b(t) e a3(t) = c(t):

x′(t) = −a(t)x(t)− b(t)x(h(t))− c(t)x(g(t)) (2.22)

e a equação (2.10) para l = 2, h1(t) = h(t) e h2(t) = g(t), a1(t) = b(t) e a2(t) = c(t) :

x′(t) = −b(t)x(h(t))− c(t)x(g(t)). (2.23)

Assuma que as condições (H2)–(H3) estão satisfeitas para as respectivas funções.
Supondo que I = ∅, I = [1, 2], I = {1} e I = {2}, respectivamente, obtemos o

resultado abaixo.

Corolário 2.2.14 ([8], Corolário 1.6). Suponha que, para a equação (2.22), existam α > 0,
1 > γ > 0, tais que pelo menos uma das condições acontece:

1. a(t) ⩾ α > 0, |b(t)|+ |c(t)| ⩽ γa(t);
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2. a(t) + b(t) + c(t) ⩾ α > 0, e

|b(t)|
∫ t

h(t)
(|a(s)|+ |b(s)|+ |c(s)|)ds + |c(t)|

∫ t

g(t)
(|a(s)|+ |b(s)|+ |c(s)|)

⩽ γ(a(t) + b(t) + c(t));

3. a(t) + b(t) ⩾ α > 0 e

|b(t)|
∫ t

h(t)
(|a(s)|+ |b(s)|+ |c(s)|)ds + |c(t)| ⩽ γ(a(t) + b(t));

4. a(t) + c(t) ⩾ α > 0 e

|c(t)|
∫ t

h(t)
(|a(s)|+ |b(s)|+ |c(s)|)ds + |b(t)| ≤ γ(a(t) + c(t))

para t suficientemente grande. Então a equação (2.22) é exponencialmente estável.
Além disso, suponha que, para a equação (2.23), existam α > 0, 1 > γ > 0, tais que pelo

menos uma das condições acontece:

1. b(t) + c(t) ≥ α > 0 e

|b(t)|
∫ t

h(t)
(|b(s)|+ |c(s)|)ds + |c(t)|

∫ t

g(t)
(|b(s)|+ |c(s)|) ≤ γ(b(t) + c(t));

2. b(t) ≥ α > 0 e |b(t)|
∫ t

h(t)(|b(s)|+ |c(s)|)ds + |c(t)| ≤ γb(t);

3. c(t) ≥ α > 0 e |c(t)|
∫ t

h(t)(|b(s)|+ |c(s)|)ds + |b(t)| ≤ γc(t)

para t suficientemente grande. Então a equação (2.23) é exponencialmente estável.



Capítulo

3
Atratividade Global

3.1 Atratores estáveis globais para aplicações de uma di-

mensão

Nesta seção, iremos apresentar alguns resultados do artigo [18], que servirão de
base para provarmos os resultados do último capítulo da dissertação.

Vamos considerar equações diferenciais de ordem superior da forma

xn+1 = g(xn, xn−1, · · · , xn−k), n ⩾ 0 (3.1)

onde g : Ik+1 → Ī é contínua, k é um inteiro não negativo e I denota um intervalo de R

e Ī seu fecho, também um intervalo de R.
Começaremos com algumas definições que são importantes para a boa compreen-

são dos objetos que estamos investigando.

Definição 3.1.1. Se para uma sequência inicial (xn)0
n=−k ⊂ I a sequência (xn)∞

n=−k está bem
definida pela equação (3.1), então a chamamos de órbita completa de (3.1).

Definição 3.1.2 ([18], Definição 2.1). Seja h : I → Ī contínua e seja x∗ um ponto fixo de h.

• Dizemos que x∗ é um atrator global de h se todas as órbitas completas de h convergem
para x∗.

• Dizemos que x∗ é um atrator não trivial de h se toda vizinhança perfurada de x∗ contém
alguns pontos cuja a órbita completa converge para x∗.
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• Dizemos que x∗ é um atrator estável de h se para toda vizinhança U de x∗, existe uma
vizinhança V de x∗ tal que todo x ∈ V tem sua órbita completa contida em U e ela
converge para x∗.

Observe que se x∗ é um atrator global de h e, h(I) ⊂ I ou x∗ é atrator estável de h,
então ele é um atrator não trivial.

Lema 3.1.3 ([18], Lema 2.3). Sejam J e K subintervalos compactos de I intersectando no
máximo um ponto. Suponha que existe algum inteiro positivo k tal que hi(J ∪K) ⊂ I para cada
0 ⩽ i < k e hk(J)∩ hk(K) ⊃ J ∪K. Então h tem órbitas periódicas de períodos arbitrariamente
grandes. Em particular, não existem atratores globais para a aplicação h.

Demonstração. Este resultado é bem conhecido no caso em que I é um intervalo com-
pacto. Além disso, as órbitas periódicas correspondentes estão contidas em A =

∪k−1
i=0 hi(J ∪ K). No caso geral, basta substituir h por uma aplicação contínua f : I′ → I′

tal que I′ ⊃ A ∪ hk(J ∪ K) e f (x) = h(x) para todo x ∈ A e aplicar a versão do Lema
para intervalo compacto.

O próximo lema segue como consequência imediata.

Lema 3.1.4 ([18], Lema 2.4). Se x∗ é um atrator não trivial de h e x∗ é o único ponto fixo de
h, então existe x∗ ∈ I tal que (h(x)− x)(x − x∗) < 0 para todo x ̸= x∗.

Lema 3.1.5 ([18], Lema 2.5). Suponha que p é um atrator global não trivial de h. Então não
existem pontos c ̸= d em I satisfazendo h(c) ⩾ max{c, d} e h(d) ⩽ min{c, d}.

Demonstração. Assuma que existem dois pontos c e d como na afirmação do Lema que
leva a uma contradição.

Pelo Lema 3.1.4, temos que c < p < d. Além disso, existem pontos c ⩽ c′ <

x∗ < d′ ⩽ d tais que h(c′) = d, h(d′) = c e h([c′, p]) ⊂ (c′, d], h([x∗, d′]) ⊂ [c, d′).
Portanto, h2 está bem definida em [c′, d′] e h2(c′) < c′, h2(d′) > d′. Como x∗ é o atrator
global de h, h2 não pode ter um ponto fixo em [c′, d′] além de x∗. Portanto, h2(x) < x
(respectivamente, h2(x) > x) para todo x ∈ [c′, x∗] (respectivamente, x ∈ [x∗, d′]), o
que também implica h([c′, x∗)) = (x∗, d], h((x∗, d′]) = [c, x∗).

Como x∗ é localmente repulsivo para h2, então também para h, se uma órbita com-
pleta (h′′(x)) de h converge para x∗, então existe algum k tal que h′′(x) = x∗ para cada
n ⩾ k. Como x∗ é um atrator não trivial, ele atrai algumas órbitas começando de um
ponto diferente de x∗. Então h(q) = x∗ para algum ponto q ̸= x∗.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que q < x∗. Além disso, como
h(x) > x∗ para cada x ∈ [c′, x∗), vemos que q < c′. Portanto, podemos assumir
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que q é o maior ponto à esquerda de c′ que é aplicado à x∗ por h. Portanto, temos que
a restrição de h a [q, x∗] atinge seu máximo em um ponto r ∈ (q, x∗).

Disto, segue duas possibilidades. Assuma que h(r) ∈ I. Se h([x∗, h(r)]) ⊃ [q, x∗],
então aplicamos o Lema 3.1.3 aos intervalos J = [q, r] e K = [r, x∗] e o número k = 2
para chegarmos a uma contradição. Portanto, temos que h([q, h(r)]). A continuidade
da restrição h : [q, h(r)] → [q, h(r)] e o fato que h2(x) < x para todos os pontos x à
esquerda de x∗ próximos suficientemente de x∗ para garantir a existência de um ponto
fixo de h2 no intervalo [q, x∗), que é impossível, já que x∗ é um atrator global de h.

Portanto, h(r) ∈ Ī. Afirmamos que h(x) > q para cada x > x∗. A razão é a seguinte:
se existe um ponto s > x∗ satisfazendo h(s) ⩽ q e x∗1 e q1 são, respectivamente, os
pontos mais próximos de x∗ e q em (q, x∗) satisfazendo h(x∗1) = h(q1) = s, então
h([q, q1]) = h([x∗1 , x∗]) = [x∗, s] e h([x∗, s]) ⊃ [q, x∗], portanto podemos aplicar o Lema
3.1.3 para chegarmos em uma contradição.

Concluímos que q < h(x) < x∗ para cada x > x∗. Lembre também que h((x∗, d′]) =
[c, x∗). Portanto, vemos que toda órbita completa de h começando em um ponto maior
do que q fica à direita de q. Como a única pré-imagem de x∗ neste intervalo é x∗ e
x∗ é localmente repulsiva nenhuma das tais órbitas podem convergir para x∗. Isso
contradiz o fato de que x∗ é um atrator não trivial.

Lema 3.1.6 ([18], Lema 2.7). Assuma que x∗ é um atrator global não trivial de h e J é um
intervalo compacto contendo x∗. Se h(J) ⊂ I, então J ∪ h(J) é invariante por h, ou seja,
h(J ∪ h(J)) ⊂ J ∪ h(J).

Demonstração. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que x∗ é um dos extre-
mos de J. Caso contrário, podemos decompor o intervalo J em dois intervalos desta
forma e aplicar à cada um deles o argumento. Portanto, suponha que J = [x∗, q]. Co-
loque h(J) = [r, s], onde s < q pelo Lema 3.1.4. Se h(c) = d para algum c ∈ [r, x∗],
então temos r = h(d) = c < d = h(c), que é impossível pelo Lema 3.1.5. Logo,
h([r, x∗]) ⊂ [r, d) (usando também o Lema 3.1.4) e

h(J ∪ h(J)) = h([x∗, q] ∪ [r, s]) = h([r, q]) ⊂ [r, q] = J ∪ h(J),

como queríamos demonstrar.

Teorema 3.1.7 ([18], Teorema A). Se x∗ é um atrator não trivial global de h, então ele é
estável.

Demonstração. Segue imediatamente do Lema 3.1.6.
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Lema 3.1.8 ([18], Lema 2.8). Seja h : I → Ī uma aplicação contínua e seja x∗ um ponto fixo
de h. Escreva B = Ī \ I. Então x∗ é um atrator global estável de h se, e somente se, existem
uma sequência (In)∞

n=−∞ de subintervalos de I satisfazendo In ⊃ In+1 e h(In) ⊂ In+1 ∪ B
para todo n e ∩n In = {x∗}, e uma sequência (Jm)0

m=−∞ de subintervalos de I satisfazendo
Jm ⊃ Jm+1 e h(Jm) ⊂ Jm+1 ∪ B para todo m < 0, J0 = ∪n In e I = ∪m Jm.

Demonstração. Observe que a parte do ”se” segue diretamente. Portanto, iremos provar
apenas a recíproca.

Seja U uma vizinhança pequena de x∗ em I. Como x∗ é estável, hn(U) está bem
definida para todo inteiro positivo n e o intervalo ∪∞

n=0hn(U) é também pequeno. Em
particular, o intervalo compacto K = ¯∪∞

n=0hn(U) está contido em I e satisfaz h(K) ⊂ K.
Definindo In = hn(K) para todo n ⩾ 0, trivialmente obtemos In ⊃ In+1 e h(In) = In+1

para todo n ⩾ 0. Além disso, temos que h(C) = C para o conjunto C = ∩∞
n=0 In, de

modo que o Lema 3.1.5 implica que C = {x∗}. Note que aqui estamos assumindo
implicitamente que hn(K) ̸= {x∗} para todo n. Se hn(K) = {x∗} para algum número
minimal n = n0, então os intervalos In, n ⩾ n0, podem ser escolhidos como desejamos.

Agora definimos indutivamente os intervalos In, n < 0, de modo que In−1 é o
maximal intervalo J contendo In tal que h(J) ⊂ In ∪ B. Seja J0 = ∪n In. Se J0 = I, então
definimos Jm = J0 para todo m e terminamos.

Digamos, por exemplo, que existam pontos em I à direita de J0. É suficiente mostrar
que não existem pontos de I à esquerda de J0, para os quais em tal caso definimos
indutivamente Jm−1 como o intervalo maximal J contendo Jm tal que h(J) ⊂ Jm ∪ B e
obtemos facilmente que I = ∪m Jm (note que h(x) < x para todo x /∈ J pelo Lema 3.1.4.

Seja d o extremo à direito de J0. Então h(d) ∈ J̄0. Se h(d) pertence ao interior de J0,
então também pertence ao interior de I−k para todo k suficientemente grande. Além
disso, se k é suficientemente grande e ν é o extremo à direita de I−k, então h(conv{ν, d})
está contido no interior de I−k, que contradiz a definição de I−k−1. Isto implica que
h(d) é o extremo à esquerda de J0. Se h(d) ∈ I, então usando o argumento similar
concluímos que h(h(d)) = d, que contradiz que x∗ é o atrator global de h. Portanto,
h(d) /∈ I, ou seja, não existem pontos de I à esquerda de J0, e assim terminamos a
demonstração.

Teorema 3.1.9 ([18], Teorema B). Assuma que h : I → Ī tem um atrator global estável x∗.
Seja f : I → Ī uma aplicação contínua satisfazendo x < f (x) ⩽ max{h(x), x∗} (respectiva-
mente, x > f (x) ⩾ min{h(x), x∗}) para todo x < x∗ (respectivamente, x > x∗). Então x∗ é
um atrator global estável de f .

Demonstração. Seja B = Ī \ I. Vamos mostrar que se J, K são subintervalos de I com
J ⊃ K e h(J) ⊂ K ∪ B e x ∈ J, então f n(x) ∈ J ∪ B para todo n (sempre que f n(x) está
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bem definida). Além disso, ou f n(x) → p quando n → ∞, ou f n(x) ∈ K ∪ B para todo
n suficientemente grande. Aplicando este resultado aos pares de intervalos In, In+1 e
Jm, Jm+1 do Lema 3.1.8, o teorema segue imediatamente.

Começamos a observar que, pelas hipóteses de f e h, x∗ é o único ponto fixo de f
e x∗ ∈ J. Logo, h(x∗) = x∗ ∈ K. Seja x ∈ J e digamos, por exemplo, que x < x∗.
Se f n(x) ⩽ x∗ para todo n, então a sequência crescente ( f n(x)) converge para x∗.
Em particular, f n(x) ∈ J para todo n. Agora assuma que f k(x) > x∗ para um inteiro
minimal k. Então f n(x) ∈ J para todo 0 ⩽ n ⩽ k− 1. Em particular, f k−1(x) ∈ J implica
que h( f k−1(x)) ∈ K ∪ B. Por hipótese das funções f e h, temos f k(x) ⩽ h( f k−1(x)), de
modo que f k(x) ∈ K ∪ B ⊂ J ∪ B.

Em particular, [x∗, f k(x)] ⊂ K ∪ B. Se f k(x) ∈ B, então terminamos. Caso contrário,
argumentando de forma similar como antes, temos que ou f n(x) > x∗ para todo n ⩾

k e a sequência decrescente ( f n(x))∞
n=k converge para x∗ em K, ou existe um inteiro

minimal l > k tal que f l(x) < x∗, quando f n(x) ∈ K para todo k ⩽ n ⩽ l − 1. No
último caso, obtemos [ f l(x), x∗] ⊂ K ∪ B. Se f l(x) ∈ K, então repetimos o argumento
pra concluir que f n(x) ∈ K sempre que ele estiver bem definido e n ⩾ 1, concluindo a
prova.

Como consequência imediata, obtemos o resultado abaixo que pode ser também
encontrado em [18].

Considere a seguinte derivada S f (x), a derivada Schwarziana de f , definida por

S f (x) :=
f ′′′(x)
f ′(x)

− 3
2

(
f ′′(x)
f ′(x)

)2

.

Corolário 3.1.10 ([18], Corolário 2.9). Seja f : I → Ī uma aplicação contínua tal que existe
x∗ ∈ I tal que ( f (x) − x)(x − x∗) < 0 para todo x ̸= x∗. Assuma que existem pontos
a ⩽ c < x∗ < d ⩽ b tais que f |(c,d) tem, no máximo, um ponto de inflexão e f (x) ⩽ f (c)
para todo x ⩽ c e f (x) ⩾ f (d) para todo x ⩾ d. Se f é decrescente em x∗, assuma também
que f |(c,d) tem derivada Schwarziana negativa exceto em, no máximo, um ponto crítico de f e
−1 ⩽ f ′(x∗) < 0. Então x∗ é um atrator global estável de f .

Demonstração. Os casos em que f seja crescente em x∗ ou x∗ seja um ponto de inflexão
seguem facilmente. Então podemos assumir que −1 ⩽ f ′(x∗) < 0 e que a < c < d < b
e que f tem um máximo local em e ∈ (a, x∗). Seja h : Ī → Ī definida por h(x) = h(e) se
x ⩽ e, h(x) = h(d) se x ⩾ d e h(x) = f (x), caso contrário. De acordo com o Teorema
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3.1.9, é suficiente mostrar que x∗ é atrator global estável de h. Provamos isto mostrando
que |h2(x)− x∗| < |x − x∗| para todo x ̸= q.

Suponha o contrário. Então tome um ponto e ⩽ u < x∗ tal que h2(u) ⩽ u. Como
−1 ⩽ h′(x∗) < 0, obtemos que h2(x) > x para todo x < x∗ próximo suficiente de
x∗. No caso em que h′(x∗) = −1, aplique o Princípio do Máximo para h2 para obter
que a derivada de uma aplicação com derivada Schwarziana negativa não pode ter um
mínimo local positivo. Portanto, existe u ⩽ u′ < x∗ tal que h2(u′) = u′. Claramente,
podemos assumir que ambos u′ e ν′ = h(u) pertencem a [e, d]. Então [u′, ν′] é invariante
por f e existem pontos u′ < u′′ < x∗ < v′′ < v′ tais que (h2)(u′′) = (h2)′(ν′′) = 1.
Como h2 tem derivada Schwarziana negativa em (u′, ν′) e (h2(x∗))′ ⩽ 1, isto contradiz
o Princípio do Máximo.



Capítulo

4
Atratividade global da versão autônoma

da Equação de Nicholson

4.1 A versão autônoma da Equação de Nicholson

Neste capítulo, veremos os critérios para garantir a atratividade global do equilíbrio
positivo K = 1

a log( p
δ ) da versão autônoma da equação abaixo:

x′(t) = β(t)(px(t − τ(t))e−ax(t−σ(t)) − δx(t)) (4.1)

dada por
x′(t) = −δx(t) + px(t − τ)e−ax(t−σ) (4.2)

onde a > 0, p > δ > 0, τ ⩾ σ ⩾ 0 e x : [−τ, ω) → [0, ∞). Esta equação foi estudada
por El-Morshedy e Ruiz-Herrera em [2]. Neste modelo, τ representa o período de
incubação e σ o período de maturação.

Primeiramente, observe que, o equilíbrio positivo para a equação (4.2) é dado por
K = 1

a log( p
δ ).

De fato, note que
−δx(t) + px(t − τ)e−ax(t−σ) = 0,

o que implica que
p
δ
=

x(t)
x(t − τ)

eax(t−σ).
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Logo, aplicando o logaritmo, obtemos:

log
( p

δ

)
= aK,

que implica que
1
a

log
( p

δ

)
= K.

Também note que p
δ = eaK.

Definição 4.1.1. Uma solução positiva de (4.2) é uma função x : [−τ, ω) → [0, ∞) que
satisfaz a equação (4.2) para todo t ∈ (0, ω) e x(t, ϕ) = ϕ(t) para todo t ∈ [−τ, 0] com
ϕ ∈ C+

0 , onde C+
0 := {ϕ ∈ C : ϕ(θ) ⩾ 0 em [−τ, 0), ϕ(0) > 0}.

Vamos reescrever a equação (4.2) como

x′(t) = −δx(t) + pF(x(t − σ), x(t − τ)). (4.3)

Pela equação (4.3) obtemos a equação abaixo:

(eδtx(t))′ = peδtF(x(t − σ), x(t − τ))

onde F(x(t − σ), x(t − τ)) = x(t − τ)e−ax(t−σ). De fato,

(eδtx(t))′ = δeδtx(t) + eδtx′(t)

= δeδtx(t) + eδt[−δx(t) + pF(x(t − σ), x(t − τ))]

= δeδtx(t)− δeδtx(t) + peδtF(x(t − σ), x(t − τ))

= peδtF(x(t − σ), x(t − τ)).

pela igualdade acima, inferimos as seguintes propriedades:

• eδtx(t) é não-decrescente, em particular:

x(t − σ) ⩾ eδ(σ−τ)x(t − τ) (4.4)

para todo t ∈ (0, ω). De fato, como 0 ⩽ σ ⩽ τ, temos

x(t − σ)eδ(t−σ) ⩾ x(t − τ)eδ(t−τ)

x(t − σ) ⩾ eδ(t−τ−t+σ)x(t − τ)

x(t − σ) ⩾ eδ(σ−τ)x(t − τ)
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• x(t) > 0, para todo t ∈ (0, ω), além disso

lim inf
t→ω−

x(t) > 0, (4.5)

dado ω ∈ (0, ∞).

Agora vamos estabelecer as condições para garantir a atratividade global:

(A1) F(x, y) é crescente na segunda variável.

(A2) Existe uma constante positiva M tal que αF(x, y) ⩽ y, para todo x ⩾ M, α > 1.

(A3) Existe uma constante positiva N tal que αF(x, y) ⩾ y, para todo x ⩽ N, α > 1.

Definição 4.1.2 ([2], Definição 2.1). Seja F : [0, ∞)2 → [0, ∞) uma função contínua que
satisfaz αF(x̄, x̄) = x̄ para algum ponto x̄ ∈ (0, ∞). Dizemos que F é controlável para o
ponto x̄ > 0 no conjunto(λ, Λ) com 0 ⩽ λ ⩽ Λ ⩽ ∞ se o sistemaL ⩾ αF(S∗, L)

S ⩽ αF(L∗, S)

para algum α ⩾ 1, L ⩽ S e L∗, S∗ ∈ [L, S], não admite soluções com L, S ∈ (λ, Λ) diferentes
de S∗ = L∗ = S = L = x̄.

Observação 4.1.3. Se F é controlável para o ponto x̄ em (λ, Λ) então αF(x, x) = x não admite
nenhuma solução em (λ, Λ) diferente de x̄.

Proposição 4.1.4. Se as condições (A1), (A2) e (A3) estão satisfeitas, então qualquer solução
positiva x(t) da equação (4.2) é limitada e definida, para todo t > 0. Além disso,

0 < lim inf
t→∞

x(t).

Demonstração. Primeiramente, assumimos por contradição que existe uma solução po-
sitiva que não é limitada. Neste caso, podemos escolher uma sequência {tn}n∈N ten-
dendo a ω ∈ (0, ∞] tal que:

i) x(tn) → ∞, quando n → ∞;

ii) x′(tn) ⩾ 0, para todo n ∈ N;

iii) x(tn) = max{x(t) : t ∈ [0, tn]}, para todo n ∈ N.
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Por ii) e pela expressão da equação (4.2), temos que

x′(tn) = −δx(tn) + pF(x(tn − σ), x(tn − τ)) ⩾ 0,

o que implica que

δx(tn) ⩽ pF(x(tn − σ), x(tn − τ)). (4.6)

Agora por iii) e (A1) temos que, como x(tn − τ) ⩽ x(tn), então

δx(tn) ⩽ pF(x(tn − σ), x(tn)).

Segue de (A3) que existe N > 0 tal que

x(tn − σ) ⩽ N, (4.7)

para todo n ∈ N. As expressões (4.7) e (4.4) implicam que

eδ(σ−τ)x(t − τ) ⩽ x(t − σ) ⩽ N (4.8)

x(t − τ) ⩽ Neδ(τ−σ),

para todo n ∈ N. Agora (4.7) e (4.8) implicam que existe uma constante positiva θ tal
que

F(x(tn − σ), x(tn − τ)) ⩽ θ,

para todo n ∈ N. Usando (4.6), obtemos que x(tn) é limitada, o que contradiz i).
Até agora provamos que qualquer solução positiva x(t) é limitada em [0, ω). Por-

tanto, x(t) é definida para todo t > 0 e lim supt→∞ x(t) < ∞.
Agora, iremos provar que qualquer solução positiva de (4.2) satisfaz

lim inf
t→∞

x(t) > 0.

Suponha por contradição que existe uma solução positiva x(t) tal que

lim inf
t→∞

x(t) = 0.

Neste caso, podemos encontrar uma sequência {sn} → ∞ satisfazendo:
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i’) x(sn) → 0, quando n → ∞;

ii’) x(sn) = min{x(t) : t ∈ [0, sn]}, para todo n ∈ N;

iii’) x′(sn) ⩽ 0, para todo n ∈ N.

Por iii’) e pela expressão da equação (4.2), temos que

δx(sn) ⩾ pF(x(sn − σ), x(sn − τ)) ⩾ pF(x(sn − σ), x(sn)).

Consequentemente, por (A2) temos que

x(sn − σ) ⩾ M.

Lembrando que eδtx(t) é não-decrescente, obtemos

x(sn) ⩾ e−δσx(sn − σ) ⩾ Me−δσ,

para todo n ∈ N.Isto contradiz i’). Portanto,

lim inf
t→∞

x(t) > 0,

para toda solução positiva de (4.2).

Teorema 4.1.5. Assumindo (A1), (A2) e (A3), se F é controlável para um ponto x̄ no conjunto
(0, ∞), então x̄ é um atrator global de (4.2), ou seja,

lim
t→∞

x(t) = x̄

para toda solução positiva de (4.2).

Demonstração. Suponha que exista uma solução positiva convergente, mas que não
converge para x̄. Observe que se limt→∞ x(t) = ρ com ρ ̸= x̄, então ρ deve ser um
equilíbrio da equação. Entretanto, como F é controlável para o ponto x̄, x̄ é o único
equilíbrio positivo da equação e, portanto, limt→∞ x(t = x̄) e terminamos neste caso.

Agora suponha que x não seja convergente, então usando a Proposição 4.1.4 exis-
tem duas constantes L, S > 0 satisfazendo

0 < L = lim inf
t→∞

x(t) < lim sup
t→∞

x(t) = S,

observe que aqui estamos assumindo que a solução positiva x(t) não converge.
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Agora, escolhemos duas sequências {tn} e {sn} tendendo a ∞ tais que

• x′(sn) = 0 e limn→∞ x(sn) = lim inft→∞ x(t) = L;

• x′(tn) = 0 e limn→∞ x(tn) = lim supt→∞ x(t) = S.

Passando para subsequências, se necessário, podemos assumir que

x(sn − τ) → Lτ, x(sn − σ) → Lσ,

e
x(tn − τ) → Sτ, x(tn − σ) → Sσ,

com Lτ, Lσ, Sτ, Sσ ∈ [L, S]
Agora, usando a expressão da equação, temos que0 = x′(tn) = −δx(tn) + pF(x(tn − σ), x(tn − τ))

0 = x′(sn) = −δx(sn) + pF(x(sn − σ), x(sn − τ))

para todo n ∈ N. Fazendo n → ∞, temosδS = pF(Sσ, Sτ)

δL = pF(Lσ, Lτ).

Agora utilizando (A1) obtemos: δS ⩽ pF(Sσ, S)

δL ⩾ pF(Lσ, L).
(4.9)

Finalmente, como p > δ e F é uma função controlável para o ponto x̄ em (0, ∞),
a única solução de (4.9) é Sσ = Lσ = S = L = x̄. Isso é uma contradição, já que
L < S.

Proposição 4.1.6. O equilíbrio K = 1
a log

( p
δ

)
de (4.2) é atrator um global de (4.2).

Demonstração. Pela definição de controlável, se αF(K, K) = K, dizemos que F é contro-
lável para K se em (0, ∞) o sistemaL ⩾ αF(S∗, L)

S ⩽ αF(L∗, S)
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tem solução única L = L∗ = S = S∗ = K
Temos que de fato αF(K, K) = K, é só ver que

F(K, K) = Ke−aK = K
δ

p
,

então
p
δ

F(K, K) = K

e como p
δ > 1, obtemos que F satisfaz a hipótese da definição. Agora temos que mos-

trar que a solução do sistema é única, pra isso precisamos mostrar que a solução deL ⩾ p
δ S∗e−aL

S ⩽ p
δ L∗e−aS

é única e igual a K.
De fato, L ⩾ eaKS∗e−aL

S ⩽ eaKL∗e−aS,

como L ⩽ S∗ e L∗ ⩽ S obtemosL ⩾ eaK−aLS∗ ⩾ eaK−aLL

S ⩽ eaK−aSL∗ ⩽ eaK−aSS.

Por um lado

1 ⩾ eaK−aL

e−aK ⩾ e−aL

−aK ⩾ −aL

K ⩽ L.

Por outro lado,

1 ⩽ eaK−aS

e−aK ⩽ e−aS

−aK ⩽ −aS

K ⩾ S.
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Portanto, L ⩾ K ⩾ S ⩾ L, logo L = K = S. Como L∗, S∗ ∈ [L, S] obtemos L = L∗ =

K = S∗ = S. Aplicando o Teorema 4.1.5 obtemos o resultado desejado.



Capítulo

5
Equação de Nicholson com múltiplos

retardos dependentes do tempo

5.1 Unicidade do Equilíbrio Positivo

Neste capítulo, vamos apresentar os resultados para a permanência da equação:

x′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) − δx(t)

)
, t ⩾ t0 (5.1)

introduzida em [3], onde pj, aj, δ ∈ (0, ∞) e β, σj, τj : [t0, ∞) → (0, ∞) são contínuas,
não negativas e limitadas, com β limitada por baixo por uma constante positiva. Mos-
traremos também que K é localmente exponencialmente estável para esta equação.

Além disso, obteremos os critérios de atratividade global do equilíbrio positivo da
equação (4.1).

Lembrando que para a equação (5.1) a expressão do equilíbrio é definida pela iden-
tidade

m

∑
j=1

pje−ajK = δ. (5.2)

De fato,

x′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) − δx(t)

)
= 0
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⇐⇒
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) − δx(t) = 0

⇐⇒
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) = δx(t).

Se K é um equilíbrio, então a expressão acima implica (5.2).

Proposição 5.1.1. Se f (x) := δ−1 ∑m
j=1 pje−ajx é estritamente decrescente e limx→∞ f (x) =

0, então existe único equilíbrio positivo K se, e somente se, ∑m
j=1 pj > δ.

Demonstração. Suponha que K > 0, então

δ =
m

∑
j=1

pje−ajK <
m

∑
j=1

pj. (5.3)

Agora assuma que K não é o único equilíbrio positivo, então existe K̄ > 0 tal que
f (K̄) = δ−1 ∑ pje−ajK̄ = 1, já que para um equilíbrio vale (5.2), mas sabemos que
f (K) = 1 pelo mesmo motivo e que f é estritamente decrescente, então f é injetiva o
que implica que K = K̄, provando a unicidade de K quando K > 0.

Agora, suponha que ∑ pj > δ, se K < 0, então

δ =
m

∑
j=1

pje−ajK >
m

∑
j=1

pj

um absurdo, portanto K > 0 é o único equilíbrio positivo de (6).

5.2 Permanência e Estabilidade Local

Nesta seção, vamos investigar a permanência e a estabilidade local. Para isto, va-
mos considerar que:

pj, aj, δ ∈ (0, ∞), β, σj, τj : [t0, ∞) → [0, ∞) são funções contínuas e limitadas para
(1 ⩽ j ⩽ m) com

0 < β− := inf
t⩾t0

β(t) ⩽ β(t) ⩽ sup
t⩾t0

β(t) =: β+. (5.4)

Denotaremos por:

p =
m

∑
j=1

pj (5.5)
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a+ = max
j

aj (5.6)

a− = min
j

aj. (5.7)

Vamos supor, sem perda de generalidade, que p > δ e seja K > 0 o equilíbrio positivo
dado por

δ =
m

∑
j=1

pje−ajK.

Defina τ = max{supt⩾t0
τj, σj : j = 1, ..., m}. Para a equação (5.1), iremos utilizar o

espaço C := C([−τ, 0]; R) equipado com a norma do supremo ∥ϕ∥ = supθ∈[−τ,0] |ϕ(θ)|
como espaço de fase, que será importante para os nossos propósitos.

Como estamos interessados apenas em soluções não-negativas, vamos considerar
C+

0 := {ϕ ∈ C : ϕ(θ) ⩾ 0 em [−τ, 0), ϕ(0) > 0} como o conjunto das condições
iniciais admissíveis. Para t ⩾ t0, denotamos xt como um elemento em C dado por
xt(θ) = x(t + θ),−τ ⩽ θ ⩽ 0.

Denotamos a solução de (5.1) com condição inicial

xt0 = ϕ ∈ C+
0 (5.8)

por xt(t0, ϕ) ou x(t; t0, ϕ) definida num intervalo maximal [t0, η(ϕ)].
Vamos escrever (5.1) de forma abstrata:

x′(t) = F(t, xt), t ⩾ t0,

onde

F(t, ϕ) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjϕ(−τj(t))e−ajϕ(−σj(t)) − δϕ(0)

)
, t ⩾ t0, ϕ ∈ C+

0 (5.9)

Proposição 5.2.1. Para t ⩾ t0, ϕ ∈ C+
0 , F(t, ϕ) ⩾ 0 se ϕ(0) = 0 e F(t, ϕ) ⩽ g(t, ϕ),

onde a função g(t, ϕ) := β(t)
(

∑m
j=1 pjϕ(−τj(t))− δϕ(0)

)
satisfaz a propriedade de quasi-

monotonicidade.

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que F(t, ϕ) ⩾ 0 se ϕ(0) = 0. De fato, por
(5.9), temos:

F(t, ϕ) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjϕ(−τj(t))e−ajϕ(−σj(t)) − δϕ(0)

)
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= β(t)
m

∑
j=1

pjϕ(−τj(t))e−ajϕ(−σj(t)) ⩾ 0

já que β(t) > 0, ∑m
j=1 pj > 0, ϕ(−τj(t)) ⩾ 0 e e−ajϕ(−σj(t)) > 0.

Por outro lado, note que F(t, ϕ) ⩽ g(t, ϕ). De fato,

F(t, ϕ) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjϕ(−τj(t))e−ajϕ(−σj(t)) − δϕ(0)

)

⩽ β(t)

(
m

∑
j=1

pjϕ(−τj(t))− δϕ(0)

)
= g(t, ϕ),

pois e−ajϕ(−σj(t)) ⩽ 1, ∑m
j=1 pjϕ(−τj(t)) > 0 e β(t) > 0.

E por fim, mostraremos que g(t, ϕ) satisfaz a propriedade de quasi-monotonicidade.
Para isso, suponha ϕ ⩽ ψ e ϕ(0) = ψ(0). Temos que

g(t, ϕ)− g(t, ψ) = β(t)

(
m

∑
j=1

pj(ϕ(−τj(t))− ψ(−τj(t)))− δ(ϕ(0)− ψ(0))

)
,

o que implica que:
g(t, ϕ)− g(t, ψ) ⩽ 0,

já que ϕ(−τj(t))− ψ(−τj(t)) ⩽ 0, por hipótese. Logo,

g(t, ϕ) ⩽ g(t, ψ),

provando a quasi-monotonicidade.

Proposição 5.2.2. As soluções de (5.1) com condições iniciais (5.8) são definidas e positivas.

Demonstração. Para demonstrar essa proposição, vamos utilizar o Teorema 1.1.23.
Vamos tomar f (t, ϕ) ≡ 0 e g(t, ϕ) = F(t, ϕ). Sabemos que ambas são contínuas,

agora note que ambas são Lipschitz.
De fato, utilizando a definição de condição Lipschitz 1.1.10, então f (t, ϕ) ≡ 0 é

claramente Lipschitz, pois 0 ⩽ ∥ϕ − ψ∥. Por outro lado, g(t, ϕ) = F(t, ϕ) é também
Lipschitz, pois:

|F(t, ϕ)− F(t, ψ)| =
∣∣∣∣∣β(t)

(
m

∑
j=1

pjϕ(−τj(t))e−ajϕ(−σj(t)) − δϕ(0)

)
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−β(t)

(
m

∑
j=1

pjψ(−τj(t))e−ajψ(−σj(t)) − δψ(0)

)∣∣∣∣∣

⩽

∣∣∣∣∣β(t)
(

m

∑
j=1

pj[ϕ(−τj(t))− ψ(−τj(t))]− δ[ϕ(0)− ψ(0)]

)∣∣∣∣∣
⩽ β(t)

∣∣∣∣∣
(

m

∑
j=1

pj|ϕ(−τj(t))− ψ(−τj(t))| − δ|ϕ(0)− ψ(0)|
)∣∣∣∣∣

⩽ β(t)

∣∣∣∣∣
(

m

∑
j=1

pj∥ϕ − ψ∥ − δ∥ϕ − ψ∥
)∣∣∣∣∣ = β(t)

(
m

∑
j=1

pj − δ

)
∥ϕ − ψ∥.

Tomando o supremo do lado esquerdo, obtemos o resultado desejado. Além disso,
f (t, ϕ) ≡ 0 satisfaz a propriedade de quasi-monotonicidade, já que se ϕ ⩽ ψ e ϕ(0) =
ψ(0) então f (t, ϕ) ⩽ f (t, ψ).

Pelo Teorema 1.1.23, como 0 ⩽ F(t, ϕ) e 0 ⩽ ϕ, com (t0, 0), (t0, ϕ) ∈ D, onde D é um
subconjunto aberto de R × C, então

0 = x(t, t0, 0, 0) ⩽ x(t, t0, ϕ, F)

para todo t ⩾ t0, onde x(t, t0, ϕ, F) é a solução de (5.1). Portanto todas as soluções são
definidas e positivas.

O próximo resultado nos fornece condições suficientes para garantir a permanência
de (5.1).

Teorema 5.2.3 ([4], Teorema 2.1). Se p > δ, então (5.1) é permanente. Além disso

Ke−2δβ+ ⩽ lim inf
t→∞

x(t) ⩽ lim sup
t→∞

x(t) ⩽ Ke2(δ+p)β+τ (5.10)

para toda solução x(t) de (5.1) com condição inicial em C+
0 .

Demonstração. A fim de utilizar o Teorema 2.1.1, vamos reescrever (5.1) como

x′(t) =
m

∑
j=1

f j(t, x(t − τj(t)), x(σj(t)))− w(t, x(t))

onde f j(t, u, v) = β(t)pjue−ajv e w(t, u) = δβ(t)u. As funções f j são monótonas cres-
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centes em u e monótonas decrescentes em v. De fato, note que

∂ f j

∂u
= β(t)pje−ajv > 0

∂ f j

∂v
= β(t)pje−ajv(−aj) < 0,

pois β é uma função positiva, pj, aj > 0 e u, v são funções positivas.
Além disso, note que

∑
j

f j(t, uj, vj) = β(t)∑
j

pjuje−ajvj ⩽ β+ ∑
j

pjū = Aū

onde ū := supi⩽j⩽m{uj} e A := β+p > 0. Também note que como

w(t, u) = δβ(t)u

logo,
Bu ⩽ w(t, u) ⩽ Cu,

onde B := δβ− e C := δβ+, pois claramente

inf
t⩾t0

β(t) ⩽ β(t) ⩽ sup
t⩾t0

β(t).

Seja M > 0. Então existe L = L(M) tal que

L = L(M) := lim sup
t→∞

∑j f j(t, u, M)

w(t, u)
= lim sup

t→∞

β(t)∑j pjue−aj M

δβ(t)u
=

∑j pje−aj M

δ
.

Note que L < 1 sempre que M > K. De fato, basta lembrar que ∑m
j=1 pje−ajK = δ. Pelo

Teorema 2.1.1, temos que

lim sup
t→∞

x(t) ⩽ Me2(δ+p)β+τ

que nos dá que (5.1) é dissipativa. Analogamente, para µ > 0, temos:

l = l(µ) := lim inf
t→∞

∑j f j(t, u, µ)

w(t, u)
=

∑j pje−ajµ

δ
.
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Portanto, l > 1 se µ < K. Do Teorema 2.1.1, para µ < K, obtemos:

lim inf
t→∞

x(t) ≥ µe−2δβ+τ,

logo (5.1) é dissipativa. Combinando estes resultados e tomando M = K + ε e µ =

K − ε, o resultado segue fazendo ε → 0+.

Agora vamos estudar a estabilidade local do equilíbrio positivo K. Tomando u(t) =
x(t)− K, vamos obter a equação linearizada sobre K:

Vamos tomar u′(t) = f (u(t), u(t − τj(t)), u(t − σj(t))). Como K é o equilíbrio de
(5.1), o equilíbrio de u′(t) é 0 e vamos utilizar a linearização dada por:

u′(t) = fu(t)(0, 0, 0)u(t) + fu(t−τj(t))(0, 0, 0)u(t − τj(t)) + fu(t−σj(t))(0, 0, 0)u(t − σj(t)),

então

x′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pjx(t − τj(t))e−ajx(t−σj(t)) − δx(t)

)

u′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pj[u(t − τj(t)) + K]e−aj[u(t−σj(t))+K] − δ[u(t) + K]

)
,

aplicando a linearização obtemos:

u′(t) = (−δβ(t))u(t)+ β(t)

(
m

∑
j=1

pje−ajKu(t − τj(t))

)
− β(t)

(
m

∑
j=1

pjKaje−ajKu(t − σ(t))

)

o que implica que

u′(t) = β(t)

(
m

∑
j=1

pje−ajK[u(t − τj(t))− ajKu(t − σ(t))]− δu(t)

)
. (5.11)

O próximo resultado nos fornece condições suficientes para garantir que o equilí-
brio seja localmente exponencialmente estável.

Teorema 5.2.4 ([4], Teorema 2.2). Se p > δ e

lim sup
t→∞

m

∑
j=1

aj pje−ajK
∫ t

t−σ(t)
β(s)ds <

∑m
j=1 aj pje−ajK

2δ + K ∑m
j=1 aj pje−ajK

(5.12)

então K é localmente exponencialmente estável para (5.1).
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Demonstração. Começaremos reescrevendo a equação (5.11) como

u′(t) +
2m

∑
j=0

bj(t)u(rj(t)) = 0,

onde bj(t) = Bjβ(t),

Bj =


δ, j = 0,
−pjeajK, j = 1, . . . , m,
ajKpje−ajK, j = m + 1, . . . , 2m.

e

rj(t) =


t, j = 0,
t − τj(t), j = 1, . . . , m,
t − σj(t), j = m + 1, . . . , 2m.

para todo j = 0, . . . , 2m e β(t) ≥ β− > 0. Note que estamos com todas as condições do
Corolário 2.2.11 satisfeitas.

Seja I = {0, m + 1, . . . , 2m} e J = {1, . . . , m}. Então

∑
j∈I

Bj = δ + K
m

∑
j=1

aj pjeajK > 0 e ∑
j∈J

Bj = −δ.

Pelo Corolário 2.2.11, temos que (5.11) tem estabilidade exponencial se

lim sup
t→+∞

∑
j∈I

|Bj|
∫ t

rj(t)
β(s)ds <

∑j∈I Bj − ∑j∈J |Bj|
∑2m

j=0 |Bj|
.

Portanto, (5.11) é exponencialmente estável se (5.12) acontece. Aplicando o Princípio
da Estabilidade Linearizada, obtemos o resultado desejado.

Como consequência imediata, obtemos os corolários abaixo.

Corolário 5.2.5 ([4], Corolário 2.1). Seja p > δ e defina

ξM := max
1≤j≤m

lim sup
j→∞

∫ t

t−σj(t)
β(s)ds. (5.13)

Se
ξM <

1
2δ + K(∑j pjaje−ajK

,
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então K é localmente exponencialmente estável para (5.1). Em particular, isso acontece se

ξM <
1

δ(2 + a+K)
. (5.14)

Corolário 5.2.6 ([4], Corolário 2.2). Se p > δ e

ξM := lim sup
t→∞

∫ t

t−σ(t)
β(s)ds <

1
δ(2 + log(p/δ))

, (5.15)

então K é localmente exponencialmente estável para (4.1).

5.3 Atratividade Global do Equilíbrio Positivo

Nosso objetivo aqui é estabelecer condições para a atratividade global do equilíbrio
positivo K.

Como em [2], vamos usar resultados de atratividade global para equações diferença
da forma

xn+1 = f (xn), n ∈ N0 (5.16)

onde f : I → I é uma função contínua no intervalo real I e o valor inicial x0 ∈ I.

Lema 5.3.1. Seja f : I → I uma função contínua no intervalo real I = [a, b], (a < b, com
b ∈ R ou b = ∞) com um único ponto fixo x∗ ∈ (a, b) e tal que

( f (x)− x)(x − x∗) < 0 para todo x ∈ (a, b), x ̸= x∗,

então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) Se x∗ é um atrator global para (5.16), então não existem pontos c, d ∈ I com c < d e
f ([c, d]) ⊃ [c, d].

(b) Se f é uma função C3, decrescente em I e tal que

1. S f (x) < 0, para x ∈ I, onde S f (x) é a derivada Schwarziana de f , definida por

S f (x) :=
f ′′′(x)
f ′(x)

− 3
2

(
f ′′(x)
f ′(x)

)2

,

2. −1 ⩽ f ′(x∗) < 0,
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então x∗ é um atrator global para (5.16).

O próximo resultado será crucial para que possamos demonstrar o nosso resultado
principal desta seção. Para isso, iremos considerar as seguintes condições:

(M1) (F(x, y)− y)(x − x̄) < 0 para todo (x, y) ∈ (0, ∞)2 com x ̸= x̄.
(M2) F(x, y) é crescente na segunda variável.

Teorema 5.3.2 ([2], Teorema 3.1). Considere que a equação

x′(t) = −δx(t) + pF(x(t − σ), x(t − τ)) (5.17)

tenha um único equilíbrio positivo x̄ > 0. Se (M1) e (M2) estão satisfeitas e

F̃σ(x, y) = e−δσ x̄ + (1 − e−δσF(x, y))

é controlável (ver 4.1.2) para o ponto x̄ em (0, ∞), então limt→∞ x(t) = x̄ para toda solução
positiva de (5.17).

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe uma solução positiva x(t) que não
converge para x̄ quando t → ∞. Usando a Proposição 4.1.4 e a unicidade do equilí-
brio positivo, concluímos que x(t) é necessariamente uma solução oscilatória. Ou seja,
existem duas constantes 0 < L < S satisfazendo

L = lim inf
t→∞

x(t) < lim sup
t→∞

x(t) = S,

observe que aqui estamos assumindo que a solução positiva x(t) não converge.
Escolhendo duas sequências {tn} e {sn} tendendo a ∞ tais que

• x′(sn) = 0 para todo n ∈ N e limn→∞ x(sn) = lim inft→∞ x(t) = L;

• x′(tn) = 0 para todo n ∈ N e limn→∞ x(tn) = lim supt→∞ x(t) = S.

Passando para subsequências, se necessário, existem constantes Lσ, Lτ, Sσ, Sτ ∈ [L, S]
tais que x(sn − τ) → Lτ, x(sn − σ) → Lσ, x(tn − τ) → Sτ, x(tn − σ) → Sσ.

Agora, usando a expressão da equação, temos que0 = x′(tn) = −δx(tn) + pF(x(tn − σ), x(tn − τ))

0 = x′(sn) = −δx(sn) + pF(x(sn − σ), x(sn − τ))
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para todo n ∈ N. Fazendo n → ∞, temosδS = pF(Sσ, Sτ)

δL = pF(Lσ, Lτ).

Agora utilizando que F é decrescente na segunda variável, obtemos:δS ⩽ pF(Sσ, S)

δL ⩾ pF(Lσ, L).
(5.18)

Por (M1), temos que Sσ ⩽ x̄ ⩽ Lσ. Note que se, por exemplo, Sσ > x̄, devemos ter
(F(Sσ, S)− S)(Sσ − x̄) ⩾ 0, uma contradição pela hipótese (M1).

Por outro lado, pela expressão da equação, obtemos que

x(t) = e−δσx(t − σ) + p
∫ t

t−σ
eδ(s−t)F(x(s − σ), x(s − τ))ds. (5.19)

Agora, fixamos ϵ > 0. Existe n0 ∈ N tal que x(t) ∈ [L − ϵ, S + ϵ] para todo t ⩾

tn − 2σ com n ⩾ n0. Então

x(tn) = e−δσx(tn − σ) + p
∫ tn

tn−σ
eδ(s−tn)F(x(s − σ), x(s − τ))ds

⩽ e−δσx(tn − σ) + p
∫ tn

tn−σ
eδ(s−tn)F(x(s − σ), S + ϵ)ds.

Utilizando o Teorema do Valor Médio, obtemos

x(tn) ⩽ e−δσSσ + (1 − e−δσ)F(L̃n(ϵ), S + ϵ)

com L − ϵ ⩽ L̃n(ϵ) ⩽ S + ϵ para todo n ⩾ n0. Passando para subsequências, se
necessário, podemos assumir que L̃n(ϵ) → L̃(ϵ) quando n → ∞. Além disso, para
cada ϵ > 0, obtemos

S ⩽ e−δσSσ + (1 − e−δσ)F(L̃(ϵ), S + ϵ) (5.20)

com L̃(ϵ) ∈ [L − ϵ, S + ϵ]. Coletando todas as informações e usando que Sσ ⩽ x̄,
obtemos que

S ⩽ e−δσSσ + (1 − e−δσ)F(L̃, S) (5.21)
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para algum L̃ ∈ [L, S]. De modo análogo, trabalhando com a sequência {sn}, chegamos
em

L ⩾ e−δσ x̄ + (1 − e−δσ)F(S̃, L) (5.22)

para algum S̃ ∈ [L, S]. Como F̃σ é controlável, L̃ = S̃ = L = S = x̄. Isto é uma
contradição, pois L < S.

Agora temos o necessário para mostrar o principal resultado sobre a atratividade
global do equilíbrio K. Como vimos, a expressão do equilíbrio K não pode ser es-
crita explicitamente para o caso das equações com múltiplos pares de retardo, por isso,
mostraremos apenas o caso de um par de retardos, e o outro caso é uma generalização
deste.

Considere abaixo o caso de um par de retardos:

Teorema 5.3.3 ([4], Teorema 3.1). Considere p > δ, denote ξM := lim supt→∞
∫ t

t−σ(t) β(s)ds
como em (5.15) e assuma
(h1) (eδξM − 1) log p

δ ⩽ 1.
Então o equilíbrio K de

x′(t) = β(t)(px(t − τ(t))e−ax(t−σ(t)) − δx(t)) (5.23)

é globalmente atrativo (em C+
0 ).

Demonstração. Considere qualquer solução de (5.23) com condição inicial em C+
0 . Pre-

cisamos mostrar que existe limt→∞ x(t) = K. Pela permanência no Teorema 5.2.3,
existem

l := lim inf
t→∞

x(t) e lim sup
t→∞

x(t) =: L, (5.24)

com 0 < l ⩽ L.
Caso 1: Suponha que l = L, isto é, existe limt→∞ x(t) = C > 0.
De (5.23), podemos escrever x′(t) = β(t)g(xt), onde limt→∞ g(xt) = δC( f (C)− 1)

e

f (x) :=
p
δ

e−ax, x ⩾ 0.

Seja η = f (C) − 1. Se 0 < C < K, então para t suficientemente grande, temos
x′(t) ⩾ β−δC η

2 > 0. Então x(t) → ∞ quando t → ∞, o que é uma contradição. De
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modo similar, η < 0 se C > K, e nesse caso x(t) → −∞ quando t → ∞, o que não é
possível. Portanto C = K.

Caso 2: Suponha que exista solução x(t) com l < L em (5.24).
Vamos dividir a demonstração deste caso em vários passos. Para simplificar a ex-

posição, vamos supor que existe

ξ := lim
t→∞

∫ t

t−σ(t)
β(s)ds, (5.25)

deixando a situação geral, onde ξ é substituído por ξM, para o último passo da demos-
tração. Neste caso, (h1) será dado por

(eδξ − 1) log
p
δ
⩽ 1. (5.26)

Passo 1: Como na demonstração do Teorema 5.3.2, considere sequências (tn), (sn),
tais que tn, sn → ∞ e x′(tn) = x′(sn) = 0, x(tn) → L, x(sn) → l. Passando para
subsequências, se necessário, existem lτ, lσ, Lτ, Lσ ∈ [l, L] tais que

x(tn − τ(tn)) → Lτ , x(tn − σ(tn)) → Lσ,

x(sn − τ(sn)) → lτ , x(sn − σ(sn)) → lσ (5.27)

quando n → ∞ e limn→∞ β(tn) > 0, limn→∞ β(sn) > 0. De (5.23), segue que:

0 = β(tn)(px(tn − τ(tn))e−ax(tn−σ(tn)) − δx(tn)),

0 = β(sn)(px(sn − τ(sn))e−ax(sn−σ(sn)) − δx(sn)).

Usando os limites em (5.27), temos que 0 = pLτe−aLσ − δL, 0 = plτe−alσ − δl, então

L =
p
δ

Lτe−aLσ e l =
p
δ

lτe−alσ . (5.28)

Como Lτ ⩽ L e lτ ⩾ l, temos L ⩽ p
δ Le−aLσ e l ⩾ p

δ le−alσ . Além disso,( p
δ

xe−ax − x
)
(x − K) < 0, x > 0, x ̸= K,

que combinado com as desigualdades acima nos dá

Lσ ⩽ K ⩽ lσ. (5.29)
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Multiplicando a equação por µ(t) = e
∫ t

t0
δβ(v)dv e integrando sobre [t − σ(t), t], obtemos

x(t) = x(t − σ(t))e−
∫ t

t−σ(t) δβ(v)dv
+
∫ t

t−σ(t)
pβ(s)x(s − τ(s))e−ax(s−σ(s))e

∫ s
t δβ(v)dvds.

Seja ϵ > 0. Existe n0 ∈ N tal que x(t) ∈ [l − ϵ, L + ϵ] para t ⩾ tn − 2τ e x(tn − σ(tn)) ⩽

Lσ + ϵ, para todo n ⩾ n0. Da equação anterior, segue que

x(tn) = x(tn − σ(tn))e
−
∫ tn

tn−σ(tn)
δβ(v)dv

+
∫ tn

tn−σ(tn)
pβ(s)x(s − τ(s))e−ax(s−σ(s))e

∫ s
tn

δβ(v)dvds

⩽ (Lσ + ϵ)e−
∫ tn

tn−σ(tn)
δβ(v)dv

+
∫ tn

tn−σ(tn)
pβ(s)(L + ϵ)e−ax(s−σ(s))e

∫ s
tn

δβ(v)dvds.

Utilizando o Teorema do Valor Médio para integrais, existe l̃n(ϵ) ∈ [l − ϵ, L+ ϵ] tal que

x(tn) ⩽ (Lσ + ϵ)e−
∫ tn

tn−σ(tn) δβ(v)dv
+

p
δ
(L + ϵ)e−al̃n(ϵ)

(
1 − e−

∫ tn
tn−σ(tn) δβ(v)dv

)
.

Tomando subsequências, se necessário, podemos supor que l̃n(ϵ) → l̃(ϵ) quando
n → ∞. Tomando os limites e usando (5.25), obtemos

L ⩽ e−δξ(Lσ + ϵ) +
p
δ
(L + ϵ)e−al̃(ϵ)(1 − e−δξ).

Novamente, podemos supor que l̃(ϵ) → l̃ quando ϵ → 0 e passando o limite segue
que

L ⩽ e−δξ Lσ +
p
δ

Le−al̃(1 − e−δξ) ⩽ e−δξK +
p
δ

Le−al̃(1 − e−δξ). (5.30)

Analogamente, utilizando a sequência (sn) mostramos que

l ⩾ e−δξ lσ +
p
δ

le−aL̃(1 − e−δξ) ⩾ e−δξK +
p
δ

le−aL̃(1 − e−δξ), (5.31)

onde L̃, l̃ ∈ [l, L].
Passo 2: Afirmamos que ξ > 0 e l < K < L.
Primeiramente, observe que, se ξ = 0, (5.29)–(5.31) implica

L ⩽ Lσ ⩽ K ⩽ lσ ⩽ l,

então l = L, o que contradiz o que assumimos, pois estamos no caso 2 em que l < L.
Agora, mostraremos que l̃ < K < L̃.
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Se l̃ > K, então p
δ e−al < 1 e de (5.30) temos L < e−δξK + L(1 − e−δξ) ⩽ L, o que não

é possível. Então l ⩽ l̃ ⩽ K. Analogamente, de (5.31) deduzimos que K ⩽ L̃ ⩽ L.
Se l̃ = K, novamente de (5.30) obtemos

L ⩽ e−δξK + L(1 − e−δξ) ⩽ L,

então L = L̃ = K. Juntando isto com (5.31) obtemos

l ⩾ e−δξK + l(1 − e−δξ) ⩾ l,

então l = K, o que contradiz l < L. isto mostra que l̃ < K. Similarmente mostramos
que L̃ > K. Então

l ⩽ l̃ < K < L̃ ⩽ L.

Passo 3: Dos passos 1 e 2, observe que l > e−δξK =: θ. Agora, seja f (x) := p
δ e−ax e

µ := 1 − e−δξ = 1 − θ
K . Mostraremos que (h1) implica

f (x) <
1
µ

, x ⩾ θ. (5.32)

Como f é decrescente, (5.32) é verdade se f (θ) < µ−1, o que é equivalente a

θ >
1
a

log
p
δ
+

1
a

log(1 − e−δξ =: θ1. (5.33)

Inserindo a identidade θ = 1
a log p

δ e−δξ em (5.33), temos θ > θ1 se, e somente se,

(1 − e−δξ) log
p
δ
+ log(1 − e−δξ) < 0. (5.34)

Como x + log(1 − x) < 0 para todo x ∈ (0, 1), de (5.26) concluímos que

(1 − e−δξ) log
p
δ
+ log(1 − e−δξ) ⩽ e−δξ + log(1 − e−δξ) < 0,

então vale (5.32). Portanto, a função

h(x) :=
θ

1 − µ f (x)
(5.35)

está bem definida em I := [θ, ∞). Note que h(K) = K e (h(x)− K)(x − K) < 0 para
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x ⩾ θ, x ̸= K. De (5.30) e (5.31), segue que

L ⩽ h(l̃) ⩽ h(l) (5.36)

l ⩾ h(L̃) ⩾ h(L). (5.37)

Temos f ∈ C3, f ′(x) < 0 e S f (x) = − a2

2 < 0 para x ⩾ θ. Escreva h(x) = h1( f (x))
onde h1(x) = θ

1−µx , e note que Sh1(x) ≡ 0. Pela fórmula

Sh(x) = Sh1( f (x))( f ′(x))2 + S f (x)

(veja [22], Teorema 2.1), temos Sh(x) < 0 para todo x ⩾ θ. Por outro lado, h′(K) =

−aK(eδξ − 1), e portanto −1 ⩽ h′(K) < 0 é equivalente a

0 < log
p
δ
⩽

1
eδξ − 1

.

que, com ξ > 0, é nossa hipótese (h1). Então, pelo lema 5.3.1(b), temos que K é um
atrator global da equação diferença

xn+1 = h(xn), (5.38)

com condição inicial x0 ⩾ θ. Pelo Lema 5.3.1(a), isto implica que não existem pontos
c, d ∈ [θ, ∞), c < d, tais que [h(L), h(l)] ⊃ [c, d]. Isto entretanto contradiz (5.36) já que,
claramente h([l, L]) = [h(L), h(l)] ⊃ [l, L] com l < K < L. Isto mostra que não existem
soluções com l < L quando o limite ξ em (5.25) existe.

Passo 4: Retiramos agora a suposição de que o limite em (5.25) existe. Levando
isso em consideração, a demostração segue como acima até as condições (5.30) e (5.31),
agora tomando subsequências de (tn) e (sn), se necessário, tais que

lim
∫ tn

tn−σ(tn)
β(s)ds = ξ1, lim

∫ sn

sn−σ(sn)
β(s)ds = ξ2

para alguns ξ1, ξ2 ∈ [ξm, ξM], com ξM como em (5.15) e ξm := lim inft→∞
∫ t

t−σ(t) β(s)ds.
Deste modo, para a solução x(t) com l < L em (5.24), as desigualdades (5.30) e (5.31)
se tornam

L ⩽ e−δξ1K +
p
δ

Le−al̃(1 − e−δξ1) (5.39)

l ⩾ e−δξ2K +
p
δ

le−al̃(1 − e−δξ2). (5.40)
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Como no passo 2, vemos que não é possível ter ξ1 = ξ2 = 0. Se ξ1 > 0 e ξ2 = 0,
procedendo como no passo 2 chegamos em l = lσ = Lσ = K e l̃ ⩽ K, então também
L = K, o que contradiz a suposição l < L. Então deduzimos que ξi > 0, (i = 1, 2) e,
argumentando como acima, que l ⩽ l̃ < K < L̃ ⩽ L.

Agora definimos

hi(x) =
e−δξi K

1 − µi f (x)
, i = 1, 2,

para x > f−1( 1
µi
), onde µi = 1 − e−δξi . Seja

j(x, ξ) :=
1 − µ

1 − (x)
onde µ = µ(ξ) = 1 − e−δξ ,

e note que (x − K) ∂j
∂ξ (x, ξ) < 0 para todo x ̸= K. Então ξ(x, ξ) é crescente para x < K e

decrescente para x > K, logo para todo x tal que f (x)µ(ξM) < 1, segue que

h1(x) = Kj(x, ξ1) ⩽ Kj(x, ξM), se x < K (5.41)

h2(x) = Kj(x, ξ2) ⩾ Kj(x, ξM), se x > K. (5.42)

Defina

h(x) =
e−δξM K

1 − (1 − e−δξM) f (x)
= Kj(x, ξM). (5.43)

De (5.39),

L ⩽ h1(l̃) ⩽ h(l),

l ⩾ h2(L̃) ⩾ h(L).

Daqui em diante, podemos resumir a prova do passo 3 e concluir que não existem
soluções x(t) com l < L em (5.24). A demonstração de que K é um atrator global está
completa.

Observação 5.3.4. Para (6) com p > δ > 0 e retardos constantes τ ⩾ σ ⩾ 0, foi provado em
[2] que K é um atrator global de toda as soluções positivas se (eδσ − 1) log( p

δ ) < 1. Isto é um
caso particular do resultado 5.3.3.

Combinando o Corolário 5.2.6 e o Teorema 5.3.3 obtemos:
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Teorema 5.3.5 ([4], Teorema 3.2). Com as notações acima, seja p > δ e suponha que uma das
condições abaixo seja satisfeita:

(a) log( p
δ ) ⩽

2δξM
eδξM−δξM−1

e δξM(2 + log( p
δ )) < 1;

(b) log( p
δ ) >

2δξM
eδξM−δξM−1

e (eδξM − 1) log p
δ ⩽ 1.

Então o equilíbrio K de (5.23) é globalmente assintoticamente estável (em C+
0 ).

Demonstração. Defina c = 2δξM
eδξM−δξM−1

, g1(x) = (ex − 1) log( p
δ ), g2(x) = (2 + log( p

δ ))x.

Como g1(δξM) ⩽ g2(δξM) se, e somente se, log( p
δ ) ⩽ c, a última condição e (5.15)

implicam (h1), e então K é estável e globalmente atrativo; se log( p
δ ) > c e (h1) são

satisfeitas, então (5.15) também é satisfeita.
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