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Resumo

Neste trabalho, estudamos as solucoes do problema
—Au = c(x)u + p(@)|Vul> + f(z), u€ Hy(Q)N LX(Q),

em que € é um dominio limitado de RY, N > 3, u € L™(Q) e ¢, f € LYQ), para
algum ¢ > ];[ Inicialmente, baseados no artigo de Jeanjean e Quoirin (2016), supondo
que ¢ pode trocar de sinal, ¢ ndo identicamente nula, f = 0 e p ¢ uma constante
positiva, utilizamos um argumento de semicontinuidade inferior e o Teorema do Passo
da Montanha para encontrarmos duas solugoes distintas para o problema. A seguir,
baseados nos artigos de De Coster e Fernandez (2018), (2020), supondo que ¢ < 0 e p
é uma constante positiva, encontramos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que
o problema possua solugao. Por fim, usamos o método de sub e supersolugao para

mostrarmos que a existéncia de solugdo se mantém quando p € L>(2).



Abstract

In this work, we study the solutions for the problem
—Au = c(x)u+ p(x)|Vul> + f(z), ue Hy(Q) N LX),

in which 2 is a bounded domain of RN, N >3, u € L>*(Q) and ¢, f € L), for some
q> E Firstly, based on Jeanjean and Quoirin (2016), we suppose c is allowed to change
sign, ¢ £ 0, f = 0, > 0 constant, and, using a lower semicontinuity argument together
with the Mountain Pass Theorem, we find two distinct solutions for our problem. Then,
based on De Coster and Fernandez (2018), (2020), supposing ¢ < 0 and p > 0 constant,
we find a necessary and sufficient condition such that our problem has a solution. Finally,

using the lower and upper solutions method, we show the existence of solutions is kept
when p € L>(Q).
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Notagoes

Notacoes
of) Fronteira do conjunto Q C RY
Q Fecho do conjunto Q ¢ RY
C(X,Y) Espaco das fungoes continuas de X em Y
L(X,Y) Espago das aplicacoes lineares continuas de X em Y
C*(Q) Espaco das funcoes de classe C* em Q, 1 < k < oo,k € N
C’gf(Q) Espaco das funcdes de classe C* com suporte compacto em
che Espaco das funcdes Holder continuas de classe C*
LP(2) Espaco de Lebesgue usual
WhP(Q) Espago de Sobolev usual
H*(Q) Wk2(Q)
W=kP'(Q) | Espaco dual de W*P(Q)
Hy(Q) Fecho do espaco C5°(£2) na norma de W'?(()
LF(Q)M*N | Espaco das matrizes quadradas N x N com elementos em L*(Q)
T\ Restricao da aplicagao T" ao conjunto X
IRl Norma usual do espaco Hj(€2)
|-l Norma usual do espaco dual de H; ()
-1l Norma usual do espago LP(Q2), 1 <p < 400
-1l x Norma dada no espago X
B,(x) Bola aberta centrada em x € €2 e de raio r
Id Funcao Identidade
Supp(f) O suporte da fungao f em LP(Q2),1 < p < 400
Y] A medida de Lebesgue do conjunto Q ¢ RY
d(x,y) A distancia entre os pontos z € Q ey € Q
CcC Compactamente contido
X =Y X ¢éimerso em Y
Uy — U u, converge fracamente para u
fr max{0, f}
| max{0, —f}
XA Funcao caracteristica do conjunto A




Introducao

O estudo de problemas quasilineares com dependéncia do gradiente até o expoente
critico vem sendo feito desde pelo menos 1965, com o artigo “Quelques résultats de
Visik sur les problemes elliptiques non linéaires par les méthodes de Minty-Browder”
[24], publicado por Jean Leray e Jacques-Louis Lions. Nele, os autores demonstraram a

existéncia de solugoes u € Wol P(Q), 1 < p < 400, para o problema

—div(a(z,u, Vu)) = F(z,u,Vu), em €,

(1)
u=0, em 09,

em que  C RY é um dominio limitado, a : @ x Rx RY ¢ F : Q x R x RY sdo duas

fungoes Carathéodory satisfazendo as seguintes propriedades ([9]):
(1) existe 8 > 0 tal que |a(x,s, )| < B[|s[P~' + [¢[P');
(2) existe a > 0 tal que, para todo ¢ € R, a(x,s,() - ¢ > a|C|P;
3) la(z,s,¢) —al(z,s,n)] - [C —n] >0, se ¢ #n;
(4) existe f € Lp/(Q) tal que |F(z,s,()| < f(x).

O Problema (1) veio a ser conhecido como problema geral de Leray-Lions, devido aos
autores de [24]. Para mais referéncias do estudo do problema de Leray-Lions, citamos [9].

Um dos objetivos desta dissertagao é apresentar os resultados obtidos por Jeanjean e
Quoirin [22], em 2016, que consideraram o seguinte problema:

—Au = c(x)u+ p|Vul* + f(z), u € Hy(2) N L>(Q), (P)

em que © é um dominio limitado de RY, N >3, ¢

N
w>0, fz=20 e ¢ felQ), para algum q > o (H)
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Observe que este problema é um caso especifico de (1), em que a(z,u, Vu) = Vu e
F(z,u,Vu) = c(z)u + p|Vul® + f(z).

Em [22], os autores provam que o Problema (P) possui duas solugoes distintas, uma
delas obtida através do Teorema do Passo da Montanha, e a outra, por técnicas de
minimiza¢ao dentro de uma bola escolhida adequadamente no espago tratado.

O resultado principal que adaptamos de Jeanjean e Quoirin [22] é o seguinte:

Teorema 0.1. Suponha (H), ¢t #£ 0 e c € Q. Entdo (P) tem duas solugdes positivas se

qualquer uma das duas seguintes condigoes é satisfeita:
L M(—=pf) >0elct], < K, em que K é uma constante que depende de f e u;
2. M(—c) >0e||uflly < K, em que K é uma constante que depende de c.

No teorema acima, A; é o primeiro autovalor do Problema (1.5) - veja Teorema 1.10.
Este resultado esta relacionado ao trabalho de 2015 de Arcoya et al [4], em que os
autores estudaram a existéncia e multiplicidade de solucdes u € Hy (92) U L*(£2) para o
problema
—Au = Aelw)u+ p(@)|Vul + f(z)

em que ¢, f € LP(Q) para algum p > ];7, N>3,¢20,epe L>®(Q). Em nosso trabalho,
1 € uma constante. Além disso, devemos considerar as restrigdes sobre os sinais de pu, f,
e ¢, quando comparamos os dois problemas.

O seguinte teorema complementa parcialmente os resultados apresentados em [4]
(veja o Corolério 3.2 e a Observagao 3.2), em que ao autores mostram que, quando ¢ = 0,

o Problema (P) tem uma solucao se, e somente se, A;(—pf) > 0.
Teorema 0.2. Suponha (#). Entao:

1. se ¢ > 0, entao \j(—c — pf) > 0 é uma condi¢do necessaria para que (P) tenha

solugdo nao-negativa;

2. A\i(—c) > 0 é condicao necessaria para que (P) tenha solugdo nao negativa e, sob

esta condigdo, toda solu¢ao de (P) é nao-negativa.

Juntos, esses dois resultados nos fornecem condigoes segundo as quais (P) possui
duas solugdes distintas, dependendo de ¢, f, e u.

O sinal de ¢ desempenha um papel central no estudo de (P), tanto na existéncia
quanto na multiplicidade de solugoes. Esse problema ja foi estudado extensamente quando

¢ nao troca de sinal, especialmente quando ¢ < 0, chamado caso coercivo. Considerando
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este caso, o segundo objetivo desta dissertacao é, baseados nos artigos de De Coster e

Fernandez [12] [13], estudar o problema (P), sob as hipéteses

Q c RN, N > 2 é um dominio limitado com 9Q de classe C%*,

N
c, f € LYQ) para algum ¢ > 5 (Ho)
p>0,cs0.
Definindo

inf /Q(|Vu|2 — pf(x)u®)dz, se W, #0,

mc = UGWC

+00, se W, =10,

em que
W, = {w € H}(Q) : c(x)w(xr) = 0 em quase todos os pontos x € Q, ||w|| = 1}.  (3)

De Coster e Fernandez [13] utilizaram minimizagao global para demonstrar o seguinte

resultado:
Teorema 0.3. Suponha (). Entao (P) possui solugao se, e somente se, m,. > 0.

Substituindo p € R, u > 0 por p € L=®(2) em (Hy), e definindo m} e m_ como
em (2), com ||ut]|ee € || ||e no lugar de pu, respectivamente, o método de sub e
supersolugao foi utilizado por De Coster e Ferndndez [12] para obter resultado semelhante.

Particularizando o que 14 foi feito para o caso p = 2, enunciamos o seguinte resultado:
Teorema 0.4. Se m > 0 e m_ > 0, entdao o problema (P) possui solugao.

Outros trabalhos sobre esta classe de problemas com ¢ < 0 sao [7], [8] e [5], por
exemplo.

Em 1995, Barles e Murat [7] demonstraram a unicidade de solugoes do problema

—Au+ H(x,u, Du) =0, u € Hy(2) N L>(Q),
quando

OH OH
- > - <
o (z,u,p) 20 e 5 (x,u,p)‘ < C(1+[p]).

O artigo de Barles e Murat demonstrou a unicidade de solugoes para uma classe

abrangente de problemas, que inclui o caso particular de (P) em que ¢ < 0.
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Em 2006, Barles e Porretta [8] estudaram o problema

Au — div(A(z)Vu) = v|Vul! + f(x), em €,

(4)
u=0, em 09,

em que ¢ > 1, A >0 e A(x) = [a;j(x)] é uma matriz de fungdes uniformemente elipticas

2
em L>°(£2). O resultado principal de [8] trata do caso ¢ > 1+ N ° descreve condicoes
sob as quais (4) possui exatamente uma solugao.

Em 2010, Arcoya e Segura de Leén [5] consideraram o problema

—div(a(u)Vu) + B(u)|Vul* = f(x,u), em €,

(5)
u=0, em 0f2,

em que « e ( sdo fungdes reais continuas definidas em um intervalo aberto I =|0, b[
para 0 < b < 400, com a > 0e > 0 em I. Nessa estrutura, os autores provaram
um principio de comparacao para solugdes de (5), e assim, demonstraram unicidade de
solugoes para esta classe de problemas.

O caso ¢ = 0 foi estudado em [1], [20] e [21], dentre outras publicagoes.

No ano de 2006, Abdellaoui, Dall’Aglio e Peral [1] analisaram a existéncia, inexisténcia,

multiplicidade e regularidade de solug¢ées para o problema

—Au = B(u)|Vul* + \f(z), em Q,

(6)
u=0, em 09,

em que [ ¢ uma fungao continua positiva nao-decrescente e f pertence a espacos de
Lebesgue adequados. O estudo de (6) considerou como as solugbes para o problema
se comportam de acordo com A e 5. Primeiramente, os autores de [1] estudaram o
caso f(u) = 1, e analisaram as solucoes u € Wy*(2). Fazendo a mudanca de varidveis

v =e" — 1, os autores transformaram o problema (6) no problema linear

—Av=Af(z)(v+1), emQ,
v=0, em 0f),

e demonstraram que, quando A é pequeno o suficiente, (6) possui exatamente uma solugao
u tal que e* — 1 € W,(Q). Os autores também consideraram os casos em que 3 é uma
funcao continua nao decrescente tal que tii;—ﬁr—loo B(t) = +00 e mostraram que existe A > 0
tal que (6) nao possui solugoes positivas quando A > A. Por fim, Abdellaoui, Dall’Aglio

e Peral consideraram o caso mais geral, quando  é uma func¢ao continua nao negativa, e
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mostraram que, sob algumas hip6teses adicionais, (6) possui infinitas solugoes, quando A
é pequeno o suficiente.

O caso ¢ > 0 comegou a ser estudado mais recentemente; referimos o leitor a [23], [26]
e [15].

Em 2013, Jeanjean e Sirakov [23] buscaram solugdes u € Hy(2) para o problema

—Au = co()u + p|Vul® + f(2), (7)

em que u € R, ¢, f € LP(Q), p > ];[ No artigo, Jeanjean e Sirakov demonstraram
que, quando ||[pf]F]| y é pequeno o suficiente, entdo (7) possui pelo menos duas solugoes
limitadas. O trabalho de Jeanjean e Quoirin [22] complementa esse resultado, que esté
de acordo com um dos teoremas principais apresentados aqui.

Em 2010, Sirakov [26] considerou, entre diversos resultados, o problema de Dirichlet

Au+ p|Dul* +cu=0, em Q,

(8)
u=0, em 0f2.

O principal resultado acerca deste problema demonstrado por Sirakov no Teorema 1 de
[26] é que, se u > 0 e ¢ > 0 é arbitrariamente pequeno, entao as solugoes de (8) nao sao
tnicas. Cabe notar que [26] também considera o caso ¢ < 0. Em particular, se ¢ < 0,
entdo (8) sempre possui solugdo. Cabe notar que este tltimo resultado mais geral que o
descrito aqui, mas estamos considerando apenas a existéncia de solugao para (8).

Em 2017, De Coster e Jeanjean [15] consideraram o problema

—Au = Ae(z)u + p(@)|Vul* + h(z), (Pr)

que tem a mesma estrutura do problema estudado em [4]. Em [15], Q é um dominio
limitado com fronteira suave, ¢, h € LP(§2) para algum p > N, ¢ = 0, e p € L>(Q) é
tal que g > py1 > 0 para algum py € R. De Coster e Jeanjean estudaram a existéncia
de solugdes para (P)) dependendo do pardmetro A € R. Este é um dos trabalhos mais
completos acerca do problema (P,), e alguns dos resultados complementam diretamente
o trabalho de Jeanjean e Quoirin em [22]. Em particular, cabe notar que [15] retira a
restricdo de que p precisa ser uma constante do Teorema 2 de [23], que afirma que o
problema (7) possui duas solugoes positivas quando || f™" || ¥ ¢ suficientemente pequeno
. Além disso, [15] mostrou que, quando A;(—c — pf) < 0, (P) pode possuir solugoes
negativas ou com sinal variavel.

Dois artigos que devem ser mencionados no caso em que ¢ troca de sinal sao [14] e

[13].
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Em 2019, De Coster, Fernandez e Jeanjean [14] estudaram as solugdes u € Hy(€2) N
L*>(2) para o problema

—Au = cx(z)u + p(z)|Vul* + h(z), 9)

em que Q C RY é um dominio limitado com fronteira 09 de classe C*', N > 2,
cx, h € LI(Q) para algum ¢ > ];7 e € L*(Q). Aqui, ¢\ é um pardmetro que depende de
A € R, mais especificamente, ¢y = A\ct — ¢~. Os autores de [14] acrescentaram a hipétese
24| > 0, em que Q, := Supp(c"), e a hipétese de que existe ¢ > 0 tal que ¢~ = 0
em {x € Q : d(z,Q:) < €}. Sob essas hipdteses, os autores mostraram os seguintes
resultados:

1. se A <0, entdo (9) possui uma solugao tnica;

2. existe Ag > 0 tal que, para todo 0 < A < Ag, (9) possui pelo menos duas solugoes.

Em 2020, De Coster e Ferndndez [13] estudaram o mesmo problema (9), com p €
R, ;. > 0, e demonstraram a existéncia de solu¢oes sem as hipéteses adicionais sobre €2
e ¢ . Nesse artigo, os autores demonstraram que, se (9) possui solugao uy para A = 0 tal

que ¢ ug = 0, entdo existe \g > 0 tal que (Teorema 1.4):

e (9) possui pelo menos duas solugdes para 0 < A < Ag;
e (9) possui exatamente uma solu¢do para A = Ag;
e (9) nao possui solugao positiva para A > Ag.

De Coster e Fernandez também demonstraram resultados semelhantes para os casos
ctug S 0ectug=0.

Assim, essa classe de problemas tem sido estudada extensivamente nas tltimas cinco
décadas.

Cabe notar que alguns dos artigos citados anteriormente, como [21], tratam de
problemas mais abrangentes que (P), no sentido de que envolvem o estudo de problemas
com o operador p-Laplaciano, A,u = div(|VulP">Vu), e o expoente relacionado ao termo
envolvendo o gradiente de u é o mesmo p desse operador. O Problema (P) pode ser

entendido, nesse sentido, como o caso especifico em que p = 2 do problema mais geral

—Ayu = c(z)u + p|Vul’ + f(z), u € WyP(Q) N L=(Q).
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Em [21], publicado por Haydar Abdel Hamid e Marie Francois Bidaut-Veron em 2010,

os autores compararam os problemas

—Apu = Bu)|[Vul’ + Af(z) + a (10)

—Apv = A (2)(1+g(v)"" +p, (11)

em que 3 € C°([0, L]), L < oo, B # 0 é ndo negativo, A > 0, f € L*(Q), f = 0 em quase
todos os pontos z € Q, f #0, g € C'(0,A), A < o0, g(0) = 0, g é ndo-decrescente,
e g # 0. Dentre outros resultados, os autores mostraram que, em algumas condigoes
especificas para os pardmetros de (10) e (11), as solugdes para (11) fornecem solugoes
para o problema (10). Cabe notar que f cumpre o papel de ¢, no nosso trabalho.

Em [12], publicado por Colette De Coster e Antonio Fernandéz em 2018, os autores

consideraram solucdes u € Wy () N L>() para o problema

Ay = Ae(@)ul2u + () [Vul? + h(x), (12)
em que  C RY, ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 2, ¢, h € L%(Q) para

N
algum ¢ > max {, 1}, c=0epe L>®(Q). Os autores também definiram
p

inf (]Vu]p — (Mo>pl h(x)|u]p) dx, se Wy #10
p— ) A

mz—;x — QueWy Jo 1
+00, se Wy =10
e
inf (|Vu|p + (HM_HOO>IJ_1 h(m)|u|p> dx, se Wy # 10,
m,, 1= { uEWx Jo p—1
+00, se Wy =10
em que

Wy = {w € WyP(Q) : Ae(x)w(z) = 0 em quase todos os pontos z € Q, [|w|| = 1}.

Sob as condigoes A < 0, m;; x> 0em,, >0, De Coster e Fernindez mostraram que
(12) possui pelo menos uma solugao. Além disso, substituindo a hipotese p € L*(Q2)
por i ser uma constante positiva, os autores mostraram que o sinal de A é crucial para

determinar se (12) possui solugoes e se elas sdo tnicas.
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Este trabalho tem como referéncias principais os artigos [22], [12] e [13]. Baseados

nestes trabalhos, estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugdes para o problema

—Au = c(z)u+ p(z)|Vul® + f(2),

ue HY(Q) N L®(Q),

(P)

sob os conjuntos de hipoteses estabelecidos por [22], [12] e [13].

A tabela a seguir sintetiza as hipdteses, métodos utilizados, e resultados obtidos nos

trés artigos supracitados. Cabe notar que o escopo dos artigos de De Coster e Fernandez

nao ¢ completamente abrangido por nosso trabalho, de forma que consideramos apenas o

problema do Laplaciano, e nao consideramos o caso ¢ = 0.

Jeanjean e Quoirin, 2016

De Coster e Fernandez, 2018

De Coster e Fernandez, 2020

peER >0
e, f € LYQ), ¢ > N/2
N >3,
ceC(R)

¢t #0

peE LX), p#0
e, feLiQ), g>N/2
N>2

90 é de classe %1

uweR
ex, f e L), ¢ > N/2
N > 2,

99 é de classe CO!,
ct#0

Semicontinuidade Inferior,
Teorema do Passo
da Montanha

Método de Sub
e Super Solugoes,
Teorema do Passo

da Montanha

Método de Sub
e Super Solucoes,
Teorema do Passo

da Montanha

Duas solucdes distintas
quando c e pf possuem normas

suficientemente pequenas

Solucao tinica quando ¢ < 0,
miultiplas solucoes

quando ¢ 2 0

Solugao tinica quando A < 0,
multiplas solugoes
quando A > 0.

Existe solucgao se,

e somente se, m, > 0

Nosso trabalho estd estruturado da seguinte maneira:

O Capitulo 1, Resultados preliminares, contém alguns teoremas e resultados bem

estabelecidos na literatura matematica, assim como breves comentarios acerca do uso

que fazemos destes resultados, no decorrer do trabalho.

O Capitulo 2, Estudo do problema (P), é baseado na referéncia [22] e esta dividido

em trés secoes. Na primeira, apresentamos mais detalhadamente o problema principal
com o qual trabalharemos, e enunciamos alguns teoremas, que serao tteis nas demons-
tragoes envolvendo as duas solugoes obtidas. Na segunda se¢do, buscamos uma solugao
para (P) dentro de uma bola apropriadamente escolhida, através de um argumento de

semicontinuidade inferior. Na terceira se¢ao, mostramos que, se ¢ € C'(£2), o funcional



Introducao 11

associado ao problema satisfaz a geometria do Passo da Montanha, e encontramos a
segunda solugdo para (P), além de mostrarmos que essa solugao é distinta da encontrada
na secao anterior.

O Capitulo 3, Estudo do problema (P) sob um conjunto distinto de hipdteses, é
baseado nas referéncias [12] e [13], e esta dividido em trés segoes. Na primeira segao,
mostramos que m, > 0 é uma condigdo necesséaria para que (P) possua solugdo, em que
m. é definido por (2). Na segunda se¢ao, mostramos que m,. > 0 é condigao suficiente
para que (P) possua solucao, ficando assim provada a equivaléncia entre m. > 0 e (P)

possuir solucao, sob as hipdteses deste capitulo. Na terceira se¢ao, mostramos que (P)

possui pelo menos uma solugao, quando m;, m,

> 0ep e L™(Q), para o caso particular
em que p = 2.

Finalmente, no Apéndice A, Demonstragoes auxiliares, provamos alguns lemas técnicos
sobre as fungdes e os funcionais definidos anteriormente, como algumas convergéncias de

sequéncias de integrais, e propriedades das fungoes envolvidas.



Capitulo 1
Resultados preliminares

Primeiramente, vamos enunciar trés desigualdades que serao utilizadas no decorrer
deste trabalho. As demonstagoes dessas desigualdades podem ser encontradas em [18],
paginas 622 e 623.

1 1
Teorema 1.1 (Desigualdade de Young [18]). Sejam 1 < p,q < +oo tais que — + — = 1.
P 4q
Entao:
a? b
ab < — + —,
p q

para todos a,b > 0.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Holder generalizada [18]). Sejam 1 < py, ..., p, < +00

1 1
tais que — + ... + — = 1. Sejam também u; € LP*(Q2), para k = 1, ... , m. Entao:
p1 Pm

m
/\ul...um\d:c < T gl
L k=1

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowski [18]). Sejam 1 < p < +o0 e u,v € LP(Q).
Entao:

[u+ollp < flully + [[v]],-

Essas desigualdades nos permitem realizar estimativas inferiores para produtos de
integrais, e serao utilizadas, principalmente, para mostrar limitagdo e convergéncia
de integrais e normas. Os dois resultados seguintes também nos permitem realizar

estimativas para integrais, especificamente de sequéncias de integrais.
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Lema 1.1 (Fatou [18]). Seja (fu)new : 2 € RY — R uma sequéncia de fungoes

mensuraveis nao negativas. Entao

liminf f,dx < Eg_lgg/ﬂ fndx.

O n—7+oo

Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [11]). Seja (f,) uma

sequéncia de funcdes em L'(Q) satisfazendo:
e fu(x) = f(x) em quase todos os pontos = € §2;

« existe uma funcio g € L*(Q) tal que, para todo n € N, |f,(z)| < g(x) em quase

todos os pontos x € €.
Entdo f € L'(Q) e Jim [lfn = flh=0.

Teorema 1.5 (Gilbarg, Trudinger (Teorema 7.8) [19]). Seja f uma fungdo suave por
partes definida em R com f’ € L°(R). Entdo, se u € W'(€), temos que fou € W(Q).

Além disso, se L denota o conjunto de pontos em que f nao é suave, temos:

f'(w)Du, seu¢lL,
0, seuel.

D(fou) =

Observacao 1.1. O resultado do Teorema 1.5 se estende para os espacos W'?(Q), e
também W, ?(Q), se f(0) = 0. Além disso, funcdes em W;-P(€) com suporte compacto

pertencem a Wg? (), como observado na pagina 154 de [19], terceiro e quarto paragrafos.

Teorema 1.6 (Brezis (Proposicao 9.4) [11]). Sejam u,v € W (Q)NL®(Q), 1 < p < +o0.
Entdo uv € W'P(Q) N L™(Q) e

0 (uv) = ou ov
0x; - Ox; Ox;’

Teorema 1.7 (Gilbarg, Trudinger (Teorema 8.19) [19]). Seja L um operador da forma
Lu = D;(a"” (z)Dju + b'(x)u) + ¢'(x) Dyu + d(z)u, (1.1)
com as seguintes propriedades:

1. L é estritamente eliptico em €;

2. L possui coeficientes a”,b", ¢',d(i,7 = 1,..., N) limitados;
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/(dv —b'Dyw)dz <0, paratodov >0, ve Cy(RQ). (1.2)
Q

Seja também u € W'?(Q) satisfazendo Lu > 0 em Q. Entdo, se para alguma bola
B CC 2 nés temos:

supu = supu > 0,
B Q
a funcdo u deve ser constante em () e a igualdade vale em (1.2) quando u # 0.

Observagao 1.2. Como consta na pagina 209 de [19], os resultados das se¢oes (8.6) a
(8.10) sao ainda validos quando a condigao de limitacao sobre os coeficientes b, ¢ e d sao
substituidos por b,c € L1 (§2) e d € L%(Q), para algum ¢ > N.

Teorema 1.8 (Struwe (Teorema 1.2) [27]). Suponha que X é um espa¢o de Banach
reflexivo com norma ||-||x e seja M C X um subconjunto fracamente fechado de X.
Suponha que I : M — R U +o00 é coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente em

M com respeito a X, isto é, que as seguintes condi¢oes sao cumpridas:
1. I(u) = 400 quando |ju||x — +oo;

2. dado uw € M, para qualquer sequéncia em M tal que u,, — u fracamente em X,

temos: [(u) < lini;nf](um).
Entao I ¢ limitado inferiormente em M e seu infimo ¢ atingido em M.

Definig¢do 1.1 ([27]). Seja X um espaco de Banach e I € C*'(X,R). Dizemos que [
satisfaz a condigao de Palais-Smale, a qual denotaremos condicao (PS), se toda sequéncia
(u,) C X tal que

sup|I(u,)| < 400 e  lim I'(u,) =0, (1.3)

n—>+o0

possui uma subsequéncia convergente.

Observagao 1.3. Quando uma sequéncia (u,) satisfaz (1.3), dizemos que ela é uma

sequéncia de Palais-Smale, ou uma sequéncia (PS).

A condicao de Palais-Smale é exigida no enunciado do Teorema do Passo da Montanha,
formulado primeiramente por Ambrosetti e Rabinowitz em 1973 ([3]). O Teorema do
Passo da Montanha é um teorema de carater variacional, que nos possibilita encontrar
pontos criticos de funcionais satisfazendo certas condi¢oes que serdao descritas a seguir, e
serd uma ferramenta essencial no Capitulo 2 para encontrarmos a segunda solugao positiva
para o problema (P). Segue entdo o enunciado do Teorema do Passo da Montanha,

adaptado por Struwe:
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Teorema 1.9 (Teorema do Passo da Montanha, Struwe (Lema 6.1) [27]). Sejam X um
espaco de Banach e I € C'(X,R) tal que I satisfaz (1.3). Suponha que

1. I(0) = 0;
2. existem p > 0, a > 0 tais que [’BB(O,p) >
3. existe u; € X tal que |lui||lx > pe I(ur) < a.

Defina
I ={y e C%[0,1]; X); 7(0) = 0,%(1) = w1}
Entao

g =infsupI(u) > «

V€T uey
é um valor critico de I.

A seguir, teremos a definicao de sub e supersolucao para uma equacao diferencial.

Definicdo 1.2 ([12]). Dizemos que u € H'(Q) N L>(Q2) é uma subsolucdo de
—Au+ H(z,u,Vu) = f(z), u€ Hy(Q)NL®(Q), (1.4)

em que f € L'Y(Q) e H: QxR xRY = R é uma fungdo Carathéodory, quando
(u)* € Hy(Q) e, para todo ¢ € Hy(Q) N L®(Q) tal que ¢ > 0, temos

/Q VuVeds + /Q H(z,u, Vu)dr < /Q f(z)édz.

De maneira semelhante, dizemos que 8 € H'(2) N L>(£) é uma supersolucio de (1.4)
quando (%)~ € Hy () e, para todo ¢ € Hy(2) N L®(Q) tal que ¢ > 0, temos

/Q Vaveds + /Q H(z,u,Va)dz > /Q f(z)ddz.

O teorema a seguir é um resultado importante da Anélise Funcional, que nos permite
caracterizar as autofuncoes de uma classe ampla de problemas, de modo que conseguimos

garantir que estas autofungoes sejam positivas:

N
Teorema 1.10 ([25],[16]). Seja V' € L4(Q),q > o Entdo o primeiro autovalor A\; (V') =
A1 (V, Q) do problema
—Au+V(x)u = Au, em §,

(1.5)
u =0, em 02,
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é dado por
A (V) = inf {/Q (1Vul? + V(2)u?) dayu € HY(Q), |lull> = 1}.

Além disso, A1 (V') é simples e é atingido por uma tnica autofuncdo positiva, ¢q, tal que

[ pall2 = 1.

O teorema a seguir é um resultado classico do estudo de Equagoes Diferenciais Parciais,
e nos garante a existéncia de solugao fraca para o problema de Dirichlet em um dominio

limitado, para fungoes apropriadas.

Teorema 1.11 ([2] (Teorema 1.10)). Seja @ C RY um dominio limitado, e considere o
problema de Dirichlet:
—Au(z) = h(z), x€Q,

u(z) =0, x € 09, (16)

em que h: Q — R é uma funcdo de LP(Q2), 1 < p < +o0. Entao (1.6) possui uma tnica
solugao fraca u € Hy () N WP(Q) tal que

[ullw=r < cllAllp,

para alguma constante ¢ > 0.

Os dois préximos teoremas nos garantem imersoes continuas em espagos apropriados.
O primeiro resultado é bastante conhecido, e é usado frequentemente na area de Equacoes
Diferenciais Parciais, quando falamos de solucoes fracas. Ele nos garante uma limitagao

para as normas em LP(Q) das funcdes de Hj(f2), para p suficientemente pequeno.

Teorema 1.12 (Teorema da Imersdao de Sobolev ([19], Corolario 7.11)). Temos as

seguintes imersoes:

L5 (Q), se kp < N,
! "
Wo ™ (82)

~, - N
c™(Q), se0<m<k——.
p

Teorema 1.13 ([19] (Teorema 7.26)). Seja Q@ C RY um dominio de classe C*!. Entao:

>k N
(i) se kp < N, o espaco W"P(Q) é continuamente imerso em LF (), p* = N pk ;€
— KD

compactamente imerso em L?(€)), para qualquer ¢ < p*;



17

N _
(ii) se 0 <m < k—— < m+1, o espaco W*P(Q) é continuamente imerso em C"™*(Q),
p

para a = k — — — m, e compactamente imerso em C™" (Q), para qualquer 3 < a.
p

O teorema a seguir nos fornece um resultado classico da area de Equacoes Diferenciais
Parciais, relacionado ao método de sub e supersolugoes. Ele nos fornece condigoes sob
as quais a existéncia de uma subsolugao e uma supersolugao para um problema nos

garantem a existéncia de uma solugao para o mesmo problema.

Teorema 1.14 (Boccardo, Murat, Puel ([10]), Teorema 3.1 ¢ Teorema 4.2). Suponha

que existam uma funcdo b : R* — R* nao-decrescente e uma funcao k € L'() tais que
[H(z,5,¢)] < b(|s])[k(z) + [¢[]

em quase todos os pontos = € €2, para todos (s,¢) € R x R". Entédo, se existem uma

subsolucao a e uma supersolucao 3 de
—Au+ H(x,u,Vu) = f(z), u€ Hy(Q)NL>(Q), (1.7)

com « < 3, entdo existe uma solugao u de (1.7) tal que o < u < .

Os resultados a seguir sdo necessarios para provar o Lema 3.5 do Capitulo 3, item (i):

Considere o problema

~

—Au = h(z,u), em Q,

(P)
u =0, em 02,
com QCRY eh: QxR — R uma funcao Carathéodory satisfazendo
[z, 5)| < a()(1+s]), (1.8)

para todo s € R e em quase todos os pontos x € €2, a € L%(Q) Temos entao o seguinte

teorema:

Teorema 1.15 (Struwe ([27]), caso particular do Lema B.3). Suponha que h satisfaca
(1.8) e que u € H}(f2) seja uma solugdo fraca de (P,). Entdo u € L"(Q), parar € [1,+00).

Teorema 1.16 (Dinca, Jebelean, Mawhin ([17]), Teorema 13). Seja f : 2 x R = R
uma fungdo Carathéodory satisfazendo |f(x,s)| < C|s|?"! + b(z), para uma constante
C>0,qg€e (1,29, b€ Lq'(Q), e suponha que exista a € L>(Q) tal que a(z) < A\; em
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um conjunto de medida positiva de forma que

2F
lim sup ﬂ

BE < a(r) < A, uniformemente em (2,
s—>+oo S

em que \; é o primeiro autovalor do operador —A em Hy(Q), e

F(zx,s) = /08 f(x,7)dr.

Entao, o problema
—Au = f(x,u), em
0, em 02,

possui solucao.



Capitulo 2

Estudo do Problema (P)

2.1 Motivacao e Teoremas

Seja 2 um dominio limitado em RY, com N > 3. Vamos tratar do problema
—Au = c(x)u+ p|Vul* + f(z), u € Hy(2) N L>(Q), (P)
em que

N
w>0, fz=20 e ¢ feliQ), para algum q > 5 (H)

O objetivo principal do artigo de Jeanjean e Quoirin [22] é estudar a multiplicidade
de solugoes para o problema (P). O sinal de ¢ desempenha um papel fundamental na
existéncia e na unicidade de solugdes de (P). Em particular, o caso ¢ < —ay, exceto
possivelmente em um conjunto de medida nula, para algum gy > 0, é chamado de caso
coercivo, e ja foi bem estudado. Veja, por exemplo, as referéncias [7], [6]. Em [22], os
autores consideram o caso em que ¢ pode mudar de sinal.

Sob a condigao (H), mostraremos a existéncia de uma primeira solugdo positiva
para o problema (P). Posteriormente, uma segunda solugao positiva serd obtida, sob as
hipéteses adicionais ¢ € C(2) e ¢™ £ 0 .

Em primeiro lugar, observamos que (P) é equivalente a
—Aw = c(z)w + [Vl + uf(x), w € Hy (Q) N L>(9). (P)
De fato, se u é solugdo de (P), podemos tomar w = pu para obtermos:

—Aw = —A(pu) = p(=Au) = pe(@)u+ 12 |Vul® + pf (v) = c(z)w + [Vwl* + pf (2).
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w
De forma semelhante, se w é solugao de (P’), podemos tomar u = — e verificar que
1
u satisfaz (P).

Agora fazemos a mudanga de varidveis v = e — 1, que reduz (P’) ao problema

semilinear com estrutura variacional

—Av = [e(z) + pf(@)v = c(z)g(v) + pf (@), v e Hy(Q)NL=(Q), (@)

em que

o(s) = (1+s)in(1+s)—s, ses>0, 2.1)

0, se 5 < 0,
Av— A1) — e ( (2 ))

:ew(—Aw—|Vw|):e[( w+ puf(x)]

De fato, se v > 0:

e usando o fato que e =v+1 e w = In(v + 1), obtemos

—Av = [e(x) + pf(@)lv = (v + Dle(@) In(v + 1) + pf(2)] = [e(z) + pf(2)]v
= c(@)[(v+ 1) In(v+1) = o] + pf(x) = c(z)g(v) + puf ().

Serd provado no Lema 2.1 que se v é uma solugdo nao negativa de (@), entdo
w = In(1 + v) é uma solugdo ndo-negativa (na verdade, positiva) de (P’).

As solugdes de (@) serdo obtidas como pontos criticos do funcional de classe C'*

1) = 5 [IVol? = [e(e) + @) (0" Vldo — [ )G~ [ favdr,  (22)

Q
definido em H (), com G(s) = /Osg(t) dt.

Como f > 0, os pontos criticos de I sao necessariamente nao-negativos, como sera
mostrado no Lema 2.1.

Para obter dois pontos criticos, mostraremos que I toma valores positivos em uma
esfera ||v|| = p, para algum ntmero real p > 0, se ¢ ou puf forem suficientemente pequenos.
Também mostraremos que, desde que f # 0, I assume valores negativos em B(0, p).

Além disso, 1(0) = 0, e, desde que ¢™ # 0, é possivel mostrar que I(vy) < 0, para algum
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vo ¢ B(0, p). Assim, a geometria do Passo da Montanha ¢ satisfeita. Portanto, é razodvel
buscar um ponto critico em B(0, p) através de um argumento de semicontinuidade inferior,
e um ponto critico distinto, pelo Teorema do Passo da Montanha.

A principal dificuldade de demonstrar que o funcional I satisfaz a condigao (PS)
é mostrar que as sequéncias de Palais-Smale sao limitadas. Mostrando isso, podemos
verificar que elas admitem subsequéncia fortemente convergente, desde que a norma
lc + pfllq seja pequena o suficiente. Observamos que, em nosso caso, g nao satisfaz a

condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz (veja [3]):
existem 6 > 2 e 51 > 0 tais que 0 < 0G(s) < sg(s), para todo s > sy, (AR)

em que G(s) = /Sg(t)dt.

Esta condigéooé central na verificacao de que sequéncias (PS) sao limitadas. Quando
o dominio Q C RY ¢ limitado e a ndo-linearidade é subcritica, a limitacdo da sequéncia
(PS) implica na existéncia de uma subsequéncia que converge fortemente em Hg (),
como demonstraremos no Lema 2.8. Para contornar a auséncia da condigdo (AR) neste
trabalho, é necessario impor a restri¢ao ¢ € C(f2), como veremos mais detalhadamente
no Teorema 2.5.

Dado V' € L9(2), com q > ];[, denotamos por A\ (V) = A1 (V, Q) o primeiro autovalor
do problema

lembrando que
M) = it { [ (VP + V(@) )ds; u e B, Jul = 1},

Temos que A\ (V) é simples e é atingido por uma tnica autofun¢ao positiva ¢; tal
que ||¢1||2 = 1, como enunciado no Teorema 1.10 ([25], [16]).
A seguir, apresentaremos o principal resultado sobre existéncia e multiplicidade de

solugdes de (P) que serd demonstrado neste capitulo:

Teorema 2.1. Suponha (H), c" £ 0, e c € C(Q2). Entdo (P) tem duas solucdes positivas

se qualquer uma das duas seguintes condigoes é satisfeita:

L M(—pf)>0elc"|, < K, em que K é uma constante que depende de f e p;
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2. Mi(—¢)>0e||uflly < K, em que K é uma constante que depende de c.
Além disso,
Teorema 2.2. Suponha (). Entao:

1. se ¢ > 0, entdo A;(—c — pf) > 0 é uma condigdo necessaria para que (P) tenha

solugdo nao-negativa;

2. M(—c) > 0 é condigdo necessaria para que (P) tenha solu¢do ndo negativa e

suficiente para que toda solu¢do de (P) seja ndo-negativa.

O Teorema 2.1 mostra que (P) possui mais de uma solucao positiva, desde que ¢ ou
wuf satisfagam a condigdo de possuirem norma suficientemente pequena em L7(£2). A
primeira solugdo descrita no Teorema 2.1 sera obtida na Se¢ao 2.2, Teorema 2.3. Para
obter essa solu¢do, nao precisamos da hipdtese ¢ € C(2). A segunda solugao de (P)
serd obtida no final da secao 2.3, e todas as hipoteses do Teorema 2.1 sdo necessarias
para encontrar essa solucao. Nesta secao também sera apresentada a demonstracao do
Teorema 2.2.

O lema a seguir mostra que as solugoes nao-negativas de () sao solugoes de (P’).
Como ja demonstramos a relagao entre as solugoes de (P’) e (P), isso nos garante que,
encontrando solugoes de (@), também encontramos solugdes para nosso problema original
(P). Isso, associado aos outros dois itens do lema, nos mostra que, para encontrarmos
solugdes positivas de (P), basta encontrarmos pontos criticos do funcional associado ao
problema (@), definido em (2.2).

Lema 2.1. Suponha (#). Entao:

@ se v é uma solucao nao-negativa de (@), entdao w = In(1 4+ v) é uma solugao
nao-negativa de (P’). Se w é uma solu¢ao nao-negativa de (P’), entdo v =€ —1 ¢é

uma soluc¢ao nao-negativa de (Q);
@ se v ¢ um ponto critico de I, entdo v é uma solugdo nao-negativa de (Q);
@ se u é uma solugdo nao-negativa de (P), entdo u é positiva.

Demonstracao. @ Seja v > 0 solugao de (Q). Usando a defini¢ao de g, obtemos:

—Av = c(x)(1 +v)n(l +v) + pf(z)(1+v). (2.3)

Sejam w = In(1+v) e ¢ € C5(2). Como demonstrado no Apéndice A, Lema A.1,
¢
temos que w € Hy () e ¢ = 1o € Hy ().
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Assim, de (2.3), temos:

/ww / (1+v)In(1 +vw+u/f D(1 +v)

/ ln1+v¢+ﬂ/f 24

Agora, como Vv = e¢“Vw e Vi = 1V+qbv — (1¢fz)2, temos:

B w Vo oV
/vivw_/Qe Vw<1+v_ (1+v)2>'

Como e =1+ v, obtemos

vy
/Qwvzp - /QVw (ng - ¢1€+ w”) - /Q(Vqub— Vwl26).  (2.5)

Além disso, como ¢(x) In(1 + v)¢ = c(x)we, por (2.4) e (2.5), temos que:

| vuve = [ cwyws+ [ [Vulo+u [ f(@)o

ou seja, w é solugao de (P’).

Seja agora w > 0 solucao de (P’). Temos:

—Aw = c(z)w + |[Vw]* + pf(z), w e Hy(Q)N LX(Q). (2.6)

Seja entdo v = €¥ — 1. Afirmamos que v € L*>(Q2). De fato, como w € L*(£2),
existe M > 0 tal que ||w|w < M. Como w > 0, entdo 0 < w(x) < M, em quase
todos os pontos x € ().

Com isto, v = e” — 1 é tal que 0 < v(z) < e — 1, em quase todos os pontos = € Q,
portanto, ||[v]je < ™ — 1, isto é, v € L=(9).

Com o intuito de aplicar o Teorema 1.5 dos Resultados Preliminares e a Observacao

1.1, definimos

0, ses<0,
h(s) =<e*—1, sel<s <M,
M_ 1 ses> M.
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Note que h é suave por partes, h(0) =0, e ' € L¥(R) é dada por
0, ses<0,
R'(s)=<e° sel<s< M,
0, ses> M.
Portanto, v = (how) € Hg(Q).
Se 1 € C§°(Q), entdo ¢ = (14 v)y € Hy(Q), pelo Teorema 1.5.
De (2.6), temos:
/QVwV(bdm = /Qc(x)w¢d:v + /Q[\Vw]% + pf(z)pldz (2.7)
Vo
Como Vw = Ty © Vo= (1+v)Vy+1yYVo, (2.7) nos leva a:
2
/ VuVeds = [ " (1 + )V + Vo) dr — / lV VYt Vol w] d.
Q al+wv v
(2.8)
Assim, de (2.7) e (2.8), obtemos:
[Vol? 2
/ Vovy + g de = [ ctwwodz+ [ [VuPode+p [ fla)ods. (29
1+w Q Q Q
2 2
As expressdes de w e ¢ nos fornecem |Vw|*¢ = <1v+vv) I+ = ]Vv\vw

Como ¢ = (1+v)1, também podemos concluir que puf(x)p = pf(x)(1+v). Além
disso, como w = In(1 + v), temos ¢(x)wp = c¢(z) In(1+v)(1 + v)z/} Assim, de (2.9):

/wadx:/Qc(x)(Hv) ln(l—I—v)wdm—l—u/ﬂf(x)(l—l—v)wdx,

ou seja, v é solucao positiva de (Q).

@ Seja v um ponto critico de I. Pela defini¢do de I temos, para todo ¢ € Hj(£2),
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I'(v)¢ = [ [VoVe—(ca)+uf @)t dldo— [ cl)glv)pdo—p [ f(w)pds =0,
(2.10)

Tomando ¢ = —v~ em (2.10), obtemos:

/Q[—VUV’U_ + (c(z) + pf (@)oo~ |de + /Q c(z)g(v v dz + u/ﬂ f(z)v=dz = 0.

Como VuVo™ = |Vo™ |2, vTo™ =0 e g(v')v™ = 0 pela definicio de g, a equacio

acima € equivalente a:

/QWU*’QCZQI + u/ﬂf(x)'u’d:c = 0.

Sendo f > 0, obtemos / Vo~ |? <0, ou seja, v~ = 0, ou ainda, v > 0. O fato de
Q

que v € L*(Q) pode ser demonstrado de forma andloga ao que foi feito no item (i)

do Lema 3.5.

Note agora que, sendo v = v, (2.10) e a defini¢do de g nos fornecem diretamente

que v é uma solugdo nao-negativa de (Q).

@ Se u > 0 é uma solucao de (P), isto é, se
—Au = c(z)u+ p|Vul> + f(z), u€ Hy(Q)N LX(Q),
entdo como p > 0e f > 0, u é uma supersolucao fraca limitada de

—Au = ¢(x)u, u € Hy(9).

Nosso objetivo é usar o Teorema 1.7. Temos

—Au > c(z)u = c(z)u — ¢ (2)u.
Portanto,
—Au+c (x)u > (z)u >0, para todo z € €,

ou ainda,
A(—u) — ¢ (z)(—u) > 0, para todo = € ).
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Tomando z = —u, como u > 0, temos z < 0 em €2 e

Az —c (x)z > 0. (2.11)

Verificando se as hip6teses do Teorema 1.7 sao satisfeitas por (2.11), observamos

que a¥ =07 b’ =c" =0ed(z) = —c (z), ou seja, Lz = Az — ¢ (x)z em Q.

L é um operador estritamente eliptico em 2 e d(x) = —¢ ™ (z) < 0 para todo z € (0.
A Observacao 1.2 nos permite, entdo, aplicar o Teorema 1.7 ao problema (2.11), ja
que ¢ € L), com ¢ > ];[, o que implica em —c¢~ € L%(2). Sabemos que z < 0
em (). Seja B CC €2 uma bola arbitraria e suponha que exista zo € B tal que

z(xg) = 0. Neste caso, Sup 2 = 0= Sup 2.

Pelo Teorema 1.7, concluimos que z = 0 em 2. Porém, como z = —u, isso implica
em u =0 em (2, o que contradiz o fato de u ser solu¢ao do problema (P), ja que
f # 0. Logo, nao pode existir g € B C 2 tal que z(xy) = 0, portanto, ndo pode
existir xy € Q tal que u(zg) = 0. Isso implica em u > 0 € €.

m

2.2 Primeira solucao

N
Nesta se¢ao, vamos supor que ¢ € LY(2), ¢ > —, e mostraremos que o funcional I,
dado por (2.2), possui um ponto critico no interior de uma bola B,(0), e que este ponto
critico estd associado a uma solugao positiva do Problema (P). Essa demonstracao serd

feita através do seguinte teorema:

Teorema 2.3. Suponha (). Entao (P) tem uma solugao positiva em uma bola B,(0)

se qualquer uma das duas seguintes condigoes é satisfeita:
L M(—pf)>0elc"|, < K, em que K é uma constante que depende de f e p;
2. Mi(—¢)>0e||uflly < K, em que K é uma constante que depende de c.

Este teorema nos fornece uma solu¢do positiva para (P), e nos garante que sua
existéncia depende somente de ¢ e de pf. Obter a primeira solu¢do positiva para (P)
nao exige a hipétese adicional de que ¢ € C(f2), portanto, o Teorema 2.3 nos permite
encontrar uma solucao sob condig¢oes mais gerais que segunda solucao dada pelo Teorema
2.1. Para demonstrar o Teorema 2.3, precisamos primeiro mostrar que, sob qualquer uma

das duas hipdteses acima é satisfeita, entao o primeiro autovalor do problema associado
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a (—c— uf) é positivo. A partir disso, podemos encontrar uma estimativa para I, que
nos garantira que o funcional é positivo na fronteira de uma bola. Mostrando que I toma
valores negativos nesta bola, estaremos prontos para demonstrar a existéncia de solucao

positiva para (P), através de um argumento de semicontinuidade inferior.

Lema 2.2. Existe K > 0 tal que \j(—c — uf) > 0, se alguma das duas seguintes

condicoes é satisfeita:
¢ N(=nf) > 0e e, < K:
e Mi(—¢)>0e|ufll, < K.

Demonstracao. Consideraremos cada uma das condigoes separadamente:

e A\i(—puf) > 0: Neste caso, argumentando por contradi¢io, encontramos (c,) C

1
LY(Q) tal que ||ctl, < = e A (—pf —c,) <0, para todo n € N. Consequentemente,
n

existe uma sequéncia (u,) C Hy (), com ||u,||s = 1, satisfazendo

/Q [|Vun|2 + (—pf — cn)ui} dr <0, paratodon € N.

Como ¢, < c,f e ui > 0 em €2, obtemos
/Q[\Vun|2 _,ufuﬂ dr < /anuidx < /QcZuida:. (2.12)

Considerando z, = obtemos, de (2.12):

Un_
lunl”
1= z.)* < u/ f22dx —|—/ cnz2da. (2.13)

Q Q

Como (z,) ¢ limitado e (¢,) converge a 0 em L%(£2), segue que / cnz2dx converge
0
a 0. Além disso, pelo Lema A.2 (veja apéndice), temos que existe z € H, () tal
que z, — z em Hy(Q) e ,u/ fz2dx converge para ,u/ fZ*dx. Portanto, de (2.13),
Q Q
obtemos
2 i 2 _ 2
2] < timin 2,2 = 1 < e | f2da.

Como f = 0, temos entdo que z # 0. Considerando w = a desigualdade

z

7
. o I12]]2
acima e a caracterizacdo variacional de Ay, obtemos

0< M(=nf) < JulP —p | furdz <0,
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uma contradigao.

e A\(—c) > 0: Este item ¢ andlogo ao anterior.

Assim, o Lema 2.2 estd demonstrado. O]

O Lema a seguir nos ajudara a encontrar uma estimativa para o funcional I, a
partir da qual demonstraremos que [ toma valores positivos na fronteira de uma bola
devidamente escolhida.

N
Lema 2.3. Seja V € LY(Q), com g > 5 Se A (V') > 0, entao existe K; > 0 tal que

/(\VU|2 + V(x)(v")?)dz > Ki||v||?>, para todo v € Hy (). (2.14)
Q
Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que existe uma constante /K7 > 0 tal que

Vo2 + V(z)vH)dz > K ||v|?, paratodovEHlQ. 2.15
0 0

Afirmacdo: para todo u € Hy(Q), temos que

(V)2 < /Q(|Vu|2 4V (@)u?)da. (2.16)

Prova da afirmagao: se u = 0, a desigualdade acima é claramente satisfeita. Se u # 0,
hé duas possibilidades: |Ju|l2 = 1 ou |lul|2 # 1. O primeiro caso segue da definicao de
H}(€2). Assim,

7 (i)

/Q(|Vu|2 + V(@ )u?)de, (2.17)

A1(V). No segundo caso, tome w = Tulla €
Ul|2

M(V) S/Q(|Vw|2+V(x)w2)da: :/Q

1
[

2 2
+ V(x) dx
||u||2]

o que verifica a afirmacao.
Suponha que néao exista K satisfazendo (2.15). Nesse caso, para cada n € N, existe
v, € Hy(Q), ou seja, existe uma sequéncia (v,) C Hy(Q) tal que

[vn]?

/(|an|2 + V() (v,)?)dz < , para todon € N.
Q n

Pela desigualdade acima e por (2.16), temos:

2
MOl < [ (Ve + Vedyde < 120 (2.18)
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0 que nos garante que v, # 0.
Un,

[onll”
de subsequéncia, temos que existe wy € Hy () tal que w, — wy fracamente em Hj(2).

Vamos entao definir w,, = Como ||wy,|| =1, (w,) é limitada. Portanto, a menos

N
Como V € L1(Q), q > - segue do Lema A.2 (veja apéndice) que

/Q V() (wn)2dz — /Q V() (wo) da. (2.19)

Também temos, por (2.18), que
1
o 2 2 cose (1)
km}r&f} (HwnH + /Q V(x)wn) dr < Emirg (n) 0. (2.20)

Como w,, — wy fracamente, temos que |jwyl|* < lim i+nf lwy,||?. Portanto, podemos
n o

usar (2.20) para obter

wol® + /Q V(a)udd < lininf (Hwnu? + /Q V(w)wg> dr < 0. (2.21)

Afirmamos que wy #Z 0. Caso contrério, de (2.18) terfamos que / V(z)(w,)? — 0.
Q
Consequentemente, de (2.20) obteriamos que lig> inf ||wn|| = 0, o que contradiz o fato de
[wnl = 1.
Portanto, wg #Z 0. Segue de (2.21) que A; < 0, o que é uma contradi¢do. Logo, (2.15)
esta provado.

Sem perda de generalidade, podemos supor K; < 1, de modo que

LAVeE + V@)@ e = |90 Fda+ [ (90" + V(@) (0*))do

> [l | + K[l |* = Kol

No préximo teorema, usaremos o seguinte resultado: para p € (1,2), existe C' > 0 tal
que
0 < G(s) < Cs|Ptt, para todo s € R. (2.22)

Esta desigualdade ¢ o item (v) do Lema 2.5, e encontra-se demonstrada no apéndice
deste trabalho.

Teorema 2.4. Suponha A\;(—c — pf) > 0. Dado R > 0 suficientemente grande, entao
existem K, M > 0 dependendo de R tais que:
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1. se ||c*|l, < K, entdo I(v) > M, para todo v € Hy(2) com ||v| = R;
2. se ||ufll, < K, entdo I(v) > M, para todo v € Hy(£2) com |jv| = R~

Demonstragio. Como Aj(—c — puf) > 0, pelo Lema 2.3, existe K; > 0 tal que

/Q(|vv|2 ~le(@) + pf ()] () da > Ky |[o]|2,  para todo v € HL(S).

Seja p € (1,2). Por (2.22), temos:

K
I(w) = = [loll” = CilleT g0l = Collaf g1l

para alguns C,Cy > 0, pois
K 2 +
10) 2 ol = [ e@)G*)da—p [ f(a)vda,

[ @Gty < Cullet o],

| nf@yde < Collufll ol
Se |lv]| = Relct|l, <R ", com 3 >p— 1, entdo

K

I(v) = 732 — O R — Copl|fll,R> R

para R suficientemente grande, o que prova o item 1, com K = R ¢ M = R.

De maneira semelhante, se |[v]| = R~ e ||uf]l, < R™?, com 8 > 1, entdo

K
I(v) > 713—2 — G|t RPN = CoRP > B3
para R suficientemente grande, o que prova o item 2, com K = R? e M =R™3. O

Como acabamos de demonstrar, sob as hipdteses do Teorema 2.4, existe uma bola
centrada na origem em H,(f2), tal que I é positivo na fronteira dessa bola. Agora,
vamos verificar que I toma valores negativos no interior dessa bola. Demonstrando isso,
estaremos prontos para mostrar a existéncia de solugao positiva para (P) dentro dessa

bola, através de um argumento de semicontinuidade inferior.

Lema 2.4. Seja f = 0. Entao, para todo p > 0, o funcional I toma valores negativos na
bola B,(0).
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Demonstragdo. Seja ¢ a primeira autofungao positiva associada ao autovalor A\; de

_A(bl = )\l(bb €ml Qa
¢1 =0, em 0N

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ||¢1|| = 1. Como ¢; >0 em Qe f =0,
temos que ¢1f = 0 em (2, portanto,

z::/Qf(x)¢1(a;)dx > 0. (2.23)
Dado 0 < t < p, temos que v, = top; € B(0,p). Assim,
160 = (5= 5 [1e) + uf@)67) e — [ clw)Gleode —ptt. (2:24)

Por (2.22), temos:

fs

em que C) = C’Hc[|q||<;51||§fr1. Assim, colocando ¢ em evidéncia em (2.24), obtemos:

)|do < C [ Je@et o o < Cllel floally o = Cutt,

1
1ton) <t (1= [fel) + uf@otdr) e+ e ] <o,
para t suficientemente pequeno. O

Antes de demonstrarmos que [ é fracamente sequencialmente semicontinuo inferior-

mente, precisaremos das seguintes estimativas sobre g e G:

Lema 2.5. Temos as seguintes propriedades sobre g e G:

(ii) . liIJIrlOO is) = +00;
G
(iii) . hrEOO 8(28) = +00;

(iv) seja p € (1,2). Entao existe C' > 0 tal que

0<g(s) <C|sf, para todo s € R;
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(v) seja p € (1,2). Entao existe C' > 0 tal que

0 < G(s) < C|s|Ptt, para todo s € R.

A demonstra¢ao do Lema (2.5) se encontra no Apéndice A.
O seguinte resultado sera importante para mostrar a existéncia de ponto critico de I

através do método de minimizacao:
Lema 2.6. [ é um funcional fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente.

Demonstragdo. Sejam (u,) C Hy(Q) e u € Hy(Q) tais que u,, — u em Hy (). Queremos
mostrar que

I(u) < hg}rrég I(uy,). (2.25)

De fato, como Hy () é um espaco de Hilbert,
! ” ”2 < lim inf ! H “2 (2 26)

Além disso, como f € LP(QQ) e (c+ pf) € LP(R2), segue, do Lema A.2 (veja apéndice),

que

2/ )+ uf (2)) () 2de = ~ / )+ pf (@) (u)2dz (2.27)

u/gf(a:)undx — M/Qf(x)udx, (2.28)

Pelo Lema A .4 (veja apéndice), temos que

/Qc(x)G(uj{)da:%/Qc(a:)G(uﬂda:. (2.29)

Assim, por (2.26), (2.27), (2.28) e (2.29), temos:

1) = gl = 5 [ (e6e) + nf @) dz ~ [ ()Gl )~ p [ f()uds
1
< lim inf (2uun|12 = 5 (cle) + @)l = [ o@)Clu) de—p [ f@)udr)
= liminf I (u,),
n—>+00
o que completa a demonstracao. O

Antes de demonstrar que (P) possui solugdo, vamos provar a seguinte versao do

Teorema 1.8:
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Lema 2.7. Suponha que X ¢é um espaco de Banach reflexivo e que M C X é fraca-
mente fechado e limitado. Se I : M — R ¢é fracamente sequencialmente semicontinuo

inferiormente, entdo I é limitado inferiomente e seu infimo é atingido em M.

Demonstragio. Considere m = i]r\14f[. Seja (u,) C M tal que m = ngr—ri-loo I(uy). Sendo
M cC X limitado, segue que (u,) C M é limitada. Sendo E reflexivo e fracamente
fechado, tomando uma subsequéncia, se necessario, obtemos que u,, — u fracamente em
M. Como I é fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente, temos que

m < I(u) < ngrfrlooj—(u”) =m.

Concluimos que m € R e I(u) = m. O

Agora podemos provar a existéncia da primeira solugao de (P) anunciada pelo Teorema
2.3.

Demonstra¢io do Teorema 2.3. Pelo Lema 2.2, temos que existe K > 0 tal que A;(—c —

if) > 0 se uma das duas seguintes condigoes ¢é satisfeita:
L M(—pf)>0e]ct], < K, ou
2. M(—c)>0e|uflly < K.

Diminuindo K se necessario, fixamos R suficientemente grande, tal que, pelo Teorema 2.4,
I(v) > M > 0 para |[v]| = R, se |c"||, < K, ou ||lv|| = R, se ||uf]l, < K. Sejap=R
no primeiro caso, ¢ p = R™*, no segundo. Como f = 0, pelo Lema 2.4, temos que [
toma valores negativos em B,(0). Como, pelo Lema 2.6, I é fracamente sequencialmente
semicontinuo inferiormente, entao o Lema 2.7 nos garante que [ é limitado inferiormente
e seu infimo ¢ atingido em B,(0) por algum vy # 0, que é um ponto critico de I, e
portanto, uma solugao de (P). Logo, pelo Lema 2.1, isso nos d4 uma solugao positiva de
(P).

m

2.3 Segunda solucao

Nesta secdo, incluiremos as hipéteses adicionais ¢ € C'(Q), ¢t # 0, além das hipéteses
da segao anterior.

Primeiro, vamos definir

o, = inf {/Q (1Val = puf (@) (u*)?) dasu € HYQ), Julls = 1, cut = o} . (230)
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O valor de a. nos dara condicoes de garantir que o funcional I satisfaz a condi¢ao de
Palais-Smale, o que nos permitird encontrar um segundo ponto critico de I, usando o
Teorema do Passo da Montanha.

No proximo teorema, usaremos a expressao explicita de G, obtida da definig¢ao de g,
dada por (2.1), a saber
s 3, s In(s+1)
51n(s—|—1)—13 +sln(s+1)—§—|—T, se s > 0, (2.31)
0, se s < 0.

G(s) =

Teorema 2.5. Suponha o, > 0 e c € C(Q), ¢™ # 0. Sob essas hipéteses, I satisfaz a
condicao de Palais-Smale.

Antes de demonstrarmos o Teorema 2.5, precisaremos do seguinte lema, que nos

permitird mostrar que as sequéncias de Palais-Smale limitadas satisfazem (PS):

Lema 2.8. Toda sequéncia de Palais-Smale limitada (u,) C H,(92) do funcional I possui

subsequéncia convergente.

Demonstragio. Como a sequéncia (u,) C Hy () é limitada, a menos de subsequéncia,

temos que existe u € Hj () tal que:
@ u, — u fracamente em H&(Q);
@ u, — u fortemente em L"(Q)), para 1 <r < 2%;
@ un(z) = u(x) em quase todos os pontos x € €, e

@ Existe h, € L"(2) tal que |u,(z)| < h.(z), para todo n € N, em quase todos os
pontos x € ) e para qualquer 1 < r < 2%,

Afirmamos que u é um ponto critico de I. De fato, dada z € Hj(f2), como (u,) C
Hy(2) é limitada e ||I'(u,)||« — 0 quando n — +o0, temos que

/QVuand:c—/Q[c(x)+uf(x)]uf{zda:—/

A c(z)g(u))zdx — /L/Q f(x)zdx = o(1). (2.32)

Utilizando @, obtemos que

/Vuandx%/Vquda:, (2.33)
Q Q
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quando n — +o00. Segue de @ e da continuidade de g que

c(x)g(uyy (x))2(x) = c(z)g(u”(z))z(2), (2.34)

quando n — +00, e em quase todos os pontos x € ().

A seguir, aplicamos a Desigualdade de Young (Lema 1.1), para obter

(g (@)2(0)] < )"+ gt @) + 5ol2(a)

1 1 N+2 1
em quase todos os pontos x € €2, Com——l—f———;—f > — de onde
71 q 2* N q 2*
segue que 1 < ry; < 2%,

Tomando 1 < p < 2 tal que r = r1p < 2* e aplicando o item (iv) do Lema 2.5 e @,
encontramos ¢; > 0 tal que

e(@)g(ut (2))2(z)] < f]|c<x>|q Falull + o)

(2.35)

1 1 .
< @l el (z) + o2 lx(z) ’

em quase todos os pontos x € (2.
A seguir, considerando (2.34), (2.35) e o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (Teorema 1.4), obtemos

/ c(x)g de—>/ zdx, (2.36)

quando n — +o0.

Argumentando de maneira andloga, podemos verificar que

[let@) + nf @l zde = [ [e(a) + puf @))u* 2de, (2.37)

quando n — +o00. Segue das relagoes (2.32), (2.33), (2.36) e (2.37) que

(I'(w) / VuVzdz — /Q[c(x) +pf(2)|ut zde — /

Q

c(z)g(u®)zdx — ,u/ f(z)zdx =0,
Q
para todo z € Hy(Q). Em particular,

e :/Q[( )+ uf (@ 2dx+/ )de+u/ fla)udr.  (2.38)
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Utilizando mais uma vez que (u,) C Hy () é limitada e que ||I'(u,)|| — 0 quando

n — 400, temos que

||un||2:/9[ o(z) + pf (@ 2dx+/ +dx+;z/f Yundz + o(1). (2.39)

Argumentando de maneira semelhante ao que fizemos acima, verificamos que

Lle(@) + @) de — [ fe@) + uf (@))(w)de,

/ c(z)g(u +dw—>/ Jutde,

u/ﬂf(x)undx — p,/ﬂf(x)udx.

Os limites acima e as relagoes (2.38) e (2.39) implicam que lim [unl” = [Jull.
Consequentemente, u,, — u fortemente em Hj(£2). O lema estd demonstrado. O

Também precisaremos do seguinte resultado:
Lema 2.9. Sejam (a,) C (0,+00) e (v,) C Hy(f) satisfazendo:
0, oo =0

(ii) v, >0 e v, — 0 em Hy ().

N
Entao, para toda ¢ € LY(Q2), ¢ > 5 temos:

- 2
ngq»loo A c(x)v; In(v, + a,)dz — 0. (2.40)

Demonstragdo. Defina 7 : [0,4+00) — [0,400) dado por:

0, se s =0,
n(s) = {

s*[In(s)|, se s> 0.
Afirmacao 1: dado a > 0, entao
s*In(s +a) < n(s) +as, para todo s > 0. (2.41)

Verificagdo: Basta considerar s > 0. Pelo Teorema do Valor Médio, existe t € (0,1) tal

que

In(s +a) = In(s) +
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Logo,
2

s“a < ()
s)+ as.
s+ ta "

Afirmacao 2: Para todo p > 2, existe d > 0 tal que

1s2In(s + a)| < s*[In(s)| +

In(s)| < s’ + d, para todo s > 0. (2.42)

Verificagao: Como p > 2, temos

s : |s|”
lim = lim = +00.
s—7+o0 7’](5) s—>+oo 32|1n 3|

Portanto, existe sqg > 0 tal que
n(s) = |s*In(s)| < |s|?, para todo s > sq. (2.43)

Para 0 < s < sg, basta considerar que n : RT™ — R™ ¢ uma funcao continua, portanto,
atinge maximo d > 0 no intervalo [0, so]. Este fato e (2.43) concluem a verificacdo da
Afirmacao 2.

Agora vamos demonstrar o Lema 2.9. Tomando uma subsequéncia se necessario,

temos que existe h, € L"(Q2),1 <r < 2", tal que

vp(z)| < h,.(x), em quase todos os pontos x € €2,
0a(a)] < Bule), em g b o1

vp(z) = 0, em quase todos os pontos x € (.

Definindo ¢, (z) := c¢(2)v?(z) In(v,(x) + ay,), para = € €2, temos, pela estimativa (2.41),

|0n ()] < [e(@)|n(on(2)) + |e(@)[vn(2)an,

em quase todos os pontos z € ). Logo, pela hipétese (i), por (2.44), e pela continuidade

de n, temos que

gqu ¢n(x) =0, em quase todos os pontos z € €. (2.45)

A seguir, utilizando as estimativas (2.41) e (2.42), com p > 2 e pq’ < 2¥, temos que existe
d > 0 tal que

|on ()] < |e(@)|(|vn(2)|P + d) + an|c(x)||va(z)|, em quase todos os pontos z € (.
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Consequentemente, pelo Teorema 1.1 (Desigualdade de Young),

q pq’ q q

ou@)] < 1L Jn@PT )y Gale@I” | aaleal@)]”
q q q

Segue de (2.44) e da hipétese (i) que existem hyy € LP? (), hy € LY (Q) e M > 0 tais

que

L (M@ | (@)

MhY,
()] < + —-

rq q

Observando que L(Q)) — L'(Q), temos que o lado direito da relacdo acima estd em

+ d|c(z)].

L'(Q2). Este fato, juntamente com (2.45) e o Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue), nos fornecem a conclusao da demonstragao do lema. O
Agora, estamos prontos para demonstrar que a condigao (PS) é satisfeita:

Demonstra¢io do Teorema 2.5. Seja (u,) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel d € R,
isto é,
I(u,) — d, 1T’ ()|l — O, (2.46)

0 que é equivalente a

Qc(x)G(uj[)dx—u/Qf(x)undx = d+o(1) (2.47)

5 L9 = (el b ) (P~ |

[V 0 = (elw) + puf @)t ilde — [ cla)gluiyide — p [ flo)vda] < en||1f|!7 |
2.48
para alguma sequéncia (&,) tal que €, — 0 e para todo ¥ € Hj(Q2). Em particular,

temos

|<[/(un),un>| < enl|unll-

Queremos mostrar que a sequéncia (u,) é limitada. Vamos supor, por contradigao,
[[un |
vy € Hy(Q) tal que v, — vo em H (), v, — vo em L"(2) para qualquer 1 < r < 2* e

que ||u,|| — +oo e definir v, = A menos de subsequéncia, temos que existe

v, — Vo em quase todos os pontos x € €.
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2Nq
Seja R > 1 dado por R = )
: P N(g—2)+2q
o 0 2Nq 4N? <0 - N ;
omo — = — e —, temos que
9q | N(q—2)+2¢ (Nq — 2N + 2¢)? 1= d
2N (Y) 2N
l1<R< 2 = = 2%,
NE-2)+2(§) N-2
1 1
Além disso, = + -+ o = 1. Consequentemente, pelo Teorema 1.2 (Desigualdade de
q

Holder), obtemos

cllgllvy = vg Il =0,

| ela) (v = v e

em que K é a melhor constante da imersio Hi(Q2) < L* (Q) . Portanto,

< Kll¢

2*

/Qc(x)viwdx%/gc(x)vgwdx.

De maneira semelhante, obtemos

2*

[ F@)F — o)oda

< uK|y

Fllgllvg = v llr = 0.

Assim, p [ f(x)vide — p | f(x)vdpdr. Dividindo a expressao em (2.48), por
Q " Q 0

||unl|, obtemos

c(x)g(u,)) . v — (el ol da
| TN [ [VonVe = (elw) + puf (@) vld o nH/f ©)pdz ‘_“ e

Logo, para todo ¢ € Hy(£2), utilizamos as convergéncias acima para obter

[ QDU g — [ 19090 — (ela) + @il +o(1) < 400, (249)

[

pois

o+ < 400,

| cl@yivde < el llale

/Q,uf(x)varz/zdx <too e /QVU()ledx < llwoll|¢]] < +oo.
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Esse resultado deve ser valido para qualquer ¢ € H{(€2). Vamos entdo mostrar, por
contradigao, que cv; = 0. Suponha que cvj # 0. Seja Q, = {z € Q;c(x) > 0} C Q.
Como ¢t # 0, sabemos que Q, # 0. Seja 2o € Q. Segue da continuidade de ¢ e de Q.
ser aberto que existe r > 0 tal que B,(z9) C Q C Q.

Seja ¢, uma autofungao positiva associada a A1 (r), o primeiro autovalor do problema

_A¢r = )\1<T)¢Ta BT‘('CEO)a
QZST = 07 aBT<CC0)

Retomando (2.49), tomamos ¢ = ¢, para obter

n%+oo/ ‘ n” = /Q [VUOV@ — (c(z) + uf(x))var@daz} < +o00.
+ - ul u, L ‘
Observando que u,, = u, — u,, temos Tl =, = T _ e = — v Assim,
U, Unp, Up,
g(llunllvy)

. R e r + >0

hn<£€) . ( )g(un)(br C(l’)’l)n HunHU; ¢ y S€ U, )

HU’"” 07 se U: 0

Entéo h,(z) > 0, para todo « € B,(xg) C 4, pois ¢(x) > 0 em B,(z9) C Q4, ¢ >0
em B,(xg), v > 0em Q, e g(||u,||v;) > 0.

Pelo Lema de Fatou (Lema 1.1), podemos afirmar que

/ lim inf A, (x)dx < lim inf h(x)dx. (2.50)
B,(zg) M7 +00 n—7r-+00

By (zo)

g(t)

Observe que, pelo Lema 2.5 (ii), tl1>1_~1_1 = +o00. Como v, () — vy (x) em quase
todos os pontos x € B,(zy), temos que, no conjunto E, = {x € B,(zo);vg (r) > 0} C Q,

+
lim inf h, (z) = lim inf c(m)wqﬁr = +o0.

n—y+00 n—>+00 ||un||v;~b‘
Se |E,| >0,
oo = [ liminfh,(z)dr < lim inf b, (z)dzx < oo,
E, 7400 By(zg) "7+
o que é uma contradi¢do. Logo, |E,| = 0, para toda bola B,(zg) C Q4. Com isso,

podemos afirmar que vy = 0, em quase todos os pontos z € B,.(zp). Uma vez que
qualquer conjunto aberto de RY é a unifo enumersvel de bolas abertas centradas em

seus pontos e 0, C RY ¢ aberto, temos que vy = 0, em quase todos os pontos z € 2.
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De forma analoga, mostra-se que vy = 0 em quase todos os pontos z € Q_ = {x €
Q; c(z) < 0}, usando ¢ = —¢, < 0 em (2.49). Portanto, cvy =0 em .

Vamos agora tomar ¢ = u,, em (2.48), obtendo

<éenllu, |-

[ [V = (elw) + nf @)t ] do |

[ e(@)gulyuyde —pu | flayu,da

Temos que |Ju,, || < |lunll, v, =0 e Vu,Vu, = |Vu, |, ou seja,

= [V = f @uda] < el | < el

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||u,||?, isso nos da

En

[l

_ % _
ozl + o [ feyende <

Como ||uy,|| = +o0, / f(z)v, dx < M, para algum M > 0 e g, — 0, isso implica em
Q
v, || = 0 quando n — 400, portanto vg(x) = vy (z), em quase todos os pontos x € (2.
n 0 d (J{ d Q

Tomando ¢ = vy em (2.48) e dividindo ambos os lados por ||u,||, temos que

9(u,,) p [l
[V, Vg — (c(z) + pf(x))v, voldx — / c(x) vodx — —/ f(z)vode| < eg,—-.
/Q o [l [tn ]| Je [
Uma vez que cvg = 0 e ||u,|| = 400, obtemos
/ Vv, Vg — wf(z)v)velde — 0. (2.51)
Q
Por outro lado, as convergéncias anteriormente citadas nos garantem que
/Q[VUnVUO — uf(z)vtv)dr — /QHVUO\Q — pf (x)v3)de. (2.52)

Consequentemente, por (2.51), segue da unicidade do limite que / [[Vo|*—puf (x)vi]dr =
Q

0. Afirmamos que vy = 0. De fato, se vy # 0, temos que ||vg]|2 # 0. Seja entdao wy = ol
Vol|2

Temos que wy € Hy (Q), |wollz = 1, e wo = wg, em quase todos os pontos € 2, cwg = 0,
e /[|Vwo|2 — pf(z)(wi)?dr = 0. Assim, a, < 0, o que contradiz a hipétese a, > 0.
Logﬂo, vo = 0.

No que segue, nosso objetivo serd mostrar que nao podemos ter vy = 0 e, portanto, a

sequéncia (u,) deve ser limitada.
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Tomando 1) = u,, em (2.48) e usando a defini¢do da fungio g, obtemos

(9wl = @) @)~ [ @)+ ain(t 4+ uide = p [ @] do < <llu].
(2.53)
Dividindo (2.53) por ||u,||?, obtemos:
(g ()% u En
|1 — /Quf(:c)(v;{)de - /Qc(:c)wlrlﬂ%—u:{)d:c— T Qf(x)'undx < H7~(55||54)

Pelo Lema A.2 e pela limitacao de / f(x)v,dx, temos
Q

—/,uf )idx — /f Yopdr — — /uf )(vg)?dr =0, quando n — +o0,

| nH
uma vez que vg = vy = 0.
A seguir, observando que In(1 + s) < s, para todo s > 0, utilizamos o Lema A.2 mais

uma vez para obter:

ut
/Qc( ) In(1 4w} )dz| <

[[un 2

/| Hv+|da;—>/y 24z = 0.

Segue das convergéncias acima e de (2.54) que
1= [ e@)(@h)n(1 + JunJuf)dz = 0, quando n — +oc,
Q

ou ainda,

1
1—1In HunH/ c(x)(v})?dr — / c(x)(v})*In (v:{ + H H) dr — 0, quando n — +oo.
Q Q Uy,
Vamos mostrar que

In ||| / )2dr — 0, quando n — +oo. (2.55)

Nesse caso, terfamos que
/ c(z)(v})?*In (v + T ||> dxr — 1, quando n — 400, (2.56)
Q Unp,

o que nao pode ocorrer, ja que, pelo Lema 2.9, a integral acima deveria convergir para 0.
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1
Resta mostrar (2.55). Para obter este resultado, definimos H(s) = 59(8)8 - G(s),
para todo s > 0. Segue de (2.1) e (2.31) que isto é o mesmo que

82

1
H(s)= = —Sh(s+1)+ 3 —sh(s+1), s>0. (2.57)

Utilizando a defini¢ao de I, obtemos:

) = {0 ), ) = |

Q

; p
c(x)H (u, )dx — g/ﬂf(x)uncm

Consequentemente, (2.57) nos fornece

1 el e = I) — S ) ) + 5 [ elapugde — [ elrus (1 + o)

+/ ln1+u)dm—|—'u/f Jupdz, para todo n € N.

In(|luy,
Portanto, multiplicando os dois lados da igualdade por 4n||(||u||2||) e utilizando (2.46),
U,
obtemos

41 1
In ||u,|| | e(z)(v))de = A Jjunl 71 c(z)vfde — | c(z)vfin(1+uf)dx

1 In(14u)) iz
3 O T 5 S + o).

Como / c(z)vfde — / c(z)vgdr =0 e / f(@)vdr — / f(x)vodz = 0, quando
Q Q Q Q
n — +00, a relacao acima implica que

41 "
| [ eCo)(e)Pe =~ 0] gty 4 oo

lunll o

(2.58)
2 In||uy,
”n”lﬁz” c(z) In(1 + u})dz + o(1).
un
1 1 1 o
Utilizando a Desigualdade de Hoélder, com + -+ o = 1, e a continuidade da
q *

imersdo de Sobolev Hy () < L"(Q2), encontramos ¢; > 0 tal que

/c(:p)v; In(1 + uy)dz| < [leflgllvy llr /(L + wp)]l2
Q

< allelllin(L + )2,
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uma vez que |[u} || < [lun]| < 1. A seguir, usamos a relagdo In(1 + s) < 253, para todo
s >0, e a continuidade da imersdo de Sobolev Hj(£2) < L%(Q), para obter co > 0 tal
que

1
o <2luf Py < 02||un\|%, para todo n € N.
N—-2

In(1 + w})

Combinando as duas estimativas acima, podemos afirmar que existe C' > 0 tal que

In ||

41
‘HHU"H c(x)v; In(1 + ) )dz| < C

lunll Jo |z
Esta estimativa e o fato de termos ||u,| — +o00, quando n — +o0, implicam que

41n||w,||

Tl Jo c(x)v:{ In(1+ u:[)da: — 0, quando n — 4o0.

De maneira analoga, obtemos

2 In[un

[t ||2 Qc(m) In(1 4w/ )dz — 0, quando n — +oco.

Os dois limites acima e (2.58) nos permitem verificar (2.55).
Temos entao que a sequéncia (PS) (u,) é limitada e, pelo Lema 2.8, I satisfaz a

condicao de Palais-Smale. n

Corolario 2.1 (Corolario do Teorema 2.5). Suponha A\;(—c — uf) > 0 e c € C(Q),
¢t #£ 0. Sob essas hipoteses, I satisfaz (PS).

Demonstragdo. Seja u € Hy(Q) tal que |jully = 1 e cu™ = 0. Como A\ (—c — uf) > 0,

pelo Lema 2.3 existe uma constante /{7 > 0 tal que

L0V = @)@z = [ (Vuf? = (e(@) + uf @) (w"))da
> Ki||ull® > SKi|jul3 = SK; > 0, (2.59)
em que S é a melhor constante da imersao Hj(2) < L*(2). Assim, segue de (2.30) que
a. > 0, e pelo Teorema 2.5, I satisfaz (PS). O

Agora, estamos prontos para provar os resultados principais desta segao:

Demonstragio do Teorema 2.1. Como ¢ € C(Q) e ¢t # 0, sabemos que existem xq €
e ¢ > 0 tais que B.(1) C Qe c>0em B.(r). Seja agora v € Hy(2) tal que v = 0 e
supp v = B.(x¢). Temos:
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/ c(x)G(tv)dr = / ( )c(m)G(tv)dm >0, paratodot > 0. (2.60)
Q Be(zo

Avaliando agora I(tv), para v € Hj(£2) encontrado acima, temos:

2 2
() = S ol = 5 [ (elw) + pf@)ide = [ c)Glto)de — tn [ fads.
ou ainda,
1 1 G(tv) i
DN RTINS 2. _H

I(tv) =t <2||v|| 5 Q(c(x) + pf(x))vde /Qc(x) 2 dx . /Qf(x)vda:> :

Segue do item (iii) do Lema 2.5, da escolha de v e do Lema 1.1 (Lema de Fatou), que
liminf [ ¢(x) Gltv) dr = lim inf c(x)G<tv)02d:1: > c(x)v?® lim inf (tv)dx = +00.
t—r+o0 Jq t2 t—>+00 J{p>0} (tv)? {v>0} t—=+oo (tv)?

Segue que

lim [I(tv) = —oc. (2.61)

t—>+o0
Portanto, tomando p > 0 encontrado no Teorema 2.3, podemos fixar t > 0 tal que

v = tv satisfaz ||vg|| > p e I(vy) < 0. Vamos considerar

= {3 € 00,1, H(@):7(0) = 0.9(1) = vo) (262
d = }/Iellﬁ trél[(z)ulc] I(~(t)). (2.63)

Pelo Lema 2.2, \{(—c— uf) > 0. Isso, associado ao Corolario 2.1 do Teorema 2.5, nos

dé que [ satisfaz (PS). Portanto, Pelo Teorema do Passo da Montanha (Teorema 1.9),

I possui um ponto critico vy, o qual, pelo Teorema 2.4, satisfaz [(v1) = d > 0. Como

observado na demonstragao do Teorema 2.3, a primeira solu¢ao do problema (P) é tal

que I(vg) < 0. Consequentemente, temos vy # vy. Por fim, o Lema 2.1 nos garante que
esses pontos criticos distintos de I nos fornecem duas solugoes positivas de (P).

O

Demonstrag¢io do Teorema 2.2. 1. Sec>0ewu >0 éuma solugao de (P), entao o
Lema 2.1 nos garante que u é positivo, portanto, w = pu é uma solugao positiva

de (P’). Assim, v = ¥ — 1 é uma solugao positiva de (). Tomando ¢ > 0, uma
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autofungdo positiva associada a A\j(—c — uf) , como fungdo teste em (@), obtemos:

| (V0Ve = cla)p = pf@p)de = [ e(@)g(o)e + uf(x)elde > 0,

jAquec>0,9g>0,u>0e f=0. Assim:
M(—e—uf) [ ved = [ VoV = (c(x) + pf(@)o)elda > 0.

de onde obtemos A{(—c — uf) > 0.

2. Seja ¢ > 0 uma autofuncao positiva associada a A\;(—c) e suponha que (P) possui

solugao nao-negativa. Neste caso, tomando ¢ como fungao teste em (P), obtemos:

/Q(Vqup — c(x)up)dr = /Q(MVUIZQO + f(z)p)dx > 0,

ou seja,
A1 (—c) /Q updr = /Q[VuV<p — c(z)up]dx > 0,

de onde obtemos Ai(—c¢) > 0. Por fim, se A;(—c) > 0 e u é uma solucao de (P),

podemos usar u~ como fungao teste em (P) para obtermos:

/Q(VuVu_ —c(x)uu”)dr = /Q(MVU\QU_ + f(z)u™)dzx > 0,

ou ainda,
- / (Va2 — e(2)|u~[*)dz > 0.
Q
Equivalentemente,
[ (v = e@)fu[P)dz < 0,
Q
portanto,
/\1(—0)/|u_|2dx <0.
Q
Como Ai(—c) > 0, isso implica em u~ = 0, ou seja, u > 0.



Capitulo 3

Estudo do Problema (P) sob um

conjunto distinto de hipo6teses

Baseados nos artigos de De Coster e Ferndndez [12], [13], neste capitulo estudaremos

o problema
—Au = c(x)u+ p|Vul® + f(z), u € Hy () N L>(Q), (P)
sob as hipéteses

Q c RN, N > 2, éum dominio limitado com 99 de classe C*!,

N
¢, f € LYQ) para algum ¢ > 5 (Ho)

pw>0,c<0.

Note que as diferencas entre as hipdteses (Hy) e as hipéteses (H), assumidas no
Capitulo 2, sao a regularidade de €2 e os sinais das fungoes f e c¢. Mais especificamente,
aqui ¢ tem um sinal definido, enquanto f pode mudar de sinal.

Hé diferencas também na metodologia. Sob as hip6teses (H), usamos o Teorema do
Passo da Montanha e um argumento de semicontinuidade inferior local para demonstrar
a existéncia de duas solugbes positivas para o problema (P). Neste capitulo, a solugdo
de (P) sera obtida como um minimo global para o funcional associado a um problema
auxiliar —veja (@) na Segao 3.2.

O principal resultado deste capitulo encontra-se em [13] e estabelece uma condigao

necessaria e suficiente para que o problema (P) possua solucao. Para isso, defina
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inf /Q(|Vu|2 ~pf(@)ud)dz, se W, # 0,

Me 1= ueW,
+00, se W, =10,

em que
W, = {w € H}(Q) : c(x)w(xr) = 0 em quase todos os pontos x € Q, ||w|| = 1}. (3.2)

Teorema 3.1 (Teorema 1.1 de [13]). Suponha (). Entao, (P) possui solucao se, e
somente se, m, > 0.

Dividiremos a demonstracao do Teorema 3.1 em duas partes: na Secao 3.1, verifica-
remos que m, > 0 é uma condi¢do necessaria para que (P) possua solu¢ao, enquanto
que, na Secao 3.2, mostraremos que a hipdtese m, > 0 ¢é suficiente para que o Problema
(P) possua solugao. Apds demonstrarmos estes resultados, trataremos do Problema (P)
considerando pu € L*(2), com p podendo trocar de sinal. Esse caso serd tratado na
Secao 3.3, em que usaremos o método de Sub e Supersolugdo para mostrarmos que (P)

possui solucao.

3.1 Condicao necessaria

Teorema 3.2. Suponha (#,). Se o Problema (P) possui solugao, entao m. > 0.

Inicialmente vamos supor que ¢ = 0 para depois demonstrarmos o caso em que ¢ % 0.
Para tratarmos do primeiro caso, precisaremos do seguinte resultado, conhecido como
Identidade de Picone:

u
Teorema 3.3 (Proposicio 2.4 de [12]). Sejam u > 0,v > 0 em H'(Q), com — € L>(1).

)
Denote

2
L(u,v) = |Vul® + %m\? — 24Vuvy, (3.3)
v

2
R(u,v) = |Vu]* -V <1;> Vo.

Entao L(u,v) = R(u,v) > 0, e L(u,v) = 0, em quase todos os pontos = € (2, se e somente

se u = kv, para algum k constante.

2\ 02 2 ?
V(u?)v — u*Vu _ UVU—VUZ;, aigualdade L(u,v) =

v? v

2
u

Demonstracao. Como V () =
v

R(u,v) segue imediatamente. Segue do Lema 1.1 (Desigualdade de Young) que (|Vul) <u|V1}]> <
v
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Vu|>  u?|Vol?
_|_
2 202

. Portanto, de (3.3), temos:

u? lul>  u?|Vol?
L > |ul® + — |uf* — 2 = 0.
() > o+ =2 (154

Assim, L(u,v) > 0. Além disso, podemos reescrever L(u,v) como

2
Lu,v) = |Vul? - z%vuvu + %WUP + 2%[|vu||w| — VuVe] =
u 2 U
<Vu — UVU) + 2;[|Vu||Vv| — VuVu).

Se L(u,v)(xo) = 0 e u(xg) # 0, como |Vu(zg)Vou(zo)| < [Vu(zo)||Vu(zo)|, segue que

Vu(zg) = 3823 Vu(zy), ou ainda, V <Z) (xo) = 0. Por outro lado, se S = {z € Q :

u
u(z) = 0}, entdo Vu = 0 em quase todos os pontos = € S. Logo, V () = 0 em quase
v

todos os pontos x € €2, ou seja, u = kv, para alguma constante k. O

De posse deste resultado, podemos provar o Teorema 3.2 quando ¢ = 0.

Lema 3.1 (Proposigao 7.1 de [12]). Suponha (). Se ¢ = 0 e (P) possui solugdo, entao
m. > 0.

Demonstragdo. Vamos supor que (P) possui uma solugdo u € Hy(Q2) N L*°(Q2). Entdo,

temos que

/Q VuVede — /Q Vul2¢2da — /Q fla)d2de = 0, (3.4)

para qualquer ¢ € C5°(€2). Como VuV(¢)? = 2¢0V¢Vu, podemos aplicar o Lema 1.1

(Desigualdade de Young), de forma que VuV(¢?) = 2(\/uVue) (Z;) < p|Vul?¢® +

Vol?
1

. Assim, temos:

1
/qus?dx < u/ & Vul?dz + —/|V¢]2d93, (3.5)
Q Q o)
para toda ¢ € C5°(2). Substituindo (3.5) em (3.4) e multiplicando por p, obtemos:

/Q (\V¢]2 — uf(a:)¢2) dr >0, paratoda ¢ € C5°(Q).
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Afirmamos que
[ (V68 = nf@)lof) 2 0, para toda 6 € H}(©). (36)

De fato, como C5°(€2) é denso em Hy(2), dada ¢ € H,(f) existe uma sequéncia
(Dn)nen C C2(2) tal que ¢, — ¢ fortemente em H(S2). Uma vez que f € LY(Q),
N

q> bR temos que

L (190u = uf@)é2) dz = | (IV6] = uf(2)6?) da. (3.7)

o que conclui a verificacao da afirmagdo. Supomos, por contradigao, que
int { [ (IVO? — pf @)6) do : 6 € HY(®), 8] =1} = 0.

Neste caso, vamos considerar uma sequéncia minimizante (¢, )nen tal que (¢,) C
H(2), |én]l = 1, paratodon € N, e / (|V¢n|2 — ,uf(a:)gbi) — 0. Como (¢,) é limitada,
Q
temos que existe ¢y € Hj(f2) tal que, a menos de subsequéncia:
@ én — do em H();
@ ¢On — ¢p em L (Q), para 1 <r < 2%;

@ on(z) = Po(x) em quase todos os pontos z € €2, e

@ existe h € LP(2) tal que |¢,(x)| < hy(x), para todo n € N, em quase todos os
pontos x € ) e para qualquer 1 < p < 2*.

O Lema A.2 (veja apéndice) nos garante que /f(x)¢id:c — /f(x) adz.  Além
Q Q
disso, como ¢, — ¢y fracamente, temos que ||¢o|* < lig> Jirnf |¢n|l>. Assim, segue que

/Q (|V¢0|2 - Mf($)¢(2)) = 0, ou seja:

[1Vo02de = u [ f@)ooldr. (3.8)

Portanto, pelo Teorema 1.10, ¢y ¢ uma autofuncao associada ao primeiro autovalor A\; = 0

do problema
~AG - pf(@)p = Ao, &€ HY(Q).

Assim, pelo Teorema 1.10, temos que ¢y > 0 em (2.



3.1 Condicao necessaria 51

Susbtituindo (3.8) em (3.4), obtemos
1
/ VuVeide — u/ Vul2gds — ~ / IV o|2dz = 0.
Q Q wJa

Usando agora o fato que Vu - V@2 = 20V ¢ - Vu, multiplicamos a igualdade acima por

(—p) para concluir que

/Q (IV60l* + 1263 Vul> — 2160 VuVdy) dz = 0. (3.9)

1
Como puVu = TVe’“, (3.9) pode ser reescrita como
e U

2
/ (!V(Zﬁo]z + <¢0> |Ver|? — 2 <¢0> Ve’“‘V(bo) dx = 0.
Q eru eru
Po

Como u € L*(12), temos que 0 < " < M, para algum M > 0. Portanto, <“> €
e U

L>(Q) e, pelo Teorema 3.3, existe k € R tal que ¢y = ke*. Como ¢g = 0 em 90N e
e’ =1 em 012, segue que k = 0, de onde ¢y = 0, o que contradiz o fato de termos ¢y > 0
em €. Assim, m,. > 0. O]

A partir de agora, vamos considerar ¢ #Z 0. Preliminarmente observamos que
W, C W, (3.10)

desde que Wy = 0B;(0) = {w € H&(Q% |wl|| = 1}.

Demonstragio do Teorema 3.2. Vamos supor que (P) possui uma solucio u € Hy(2) N
L>®(Q). Se W, = 0, entdao m. = +00, logo este caso é trivial. Caso contrério, existe
w € W,.. Se ¢ =0, entao o Lema 3.1 nos garante que m,. > 0. Vamos entao supor que

¢ < 0. Como (P) possui solugao, temos que
/Q (VUV(¢2) — c(x)ug?® — p|Vul?¢* — f(a:)gb2) dx =0, (3.11)

para todo ¢ € C;°(2). Procedendo como na prova do Lema 3.1, temos que

’v¢’2 2 2
/Q <M — o(w)ud? — f(x)o ) dr > 0, (3.12)
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para todo ¢ € Hy(Q2). Se ¢ € W,, entdo c¢(z)¢ = 0 em quase todos os pontos = € €, o

que acarreta em c(x)
)-

para todo ¢ € Hy (€

u¢® = 0 em quase todos os pontos = € Q. Logo, /Qc(x)ugzgdx =0,
Por (3.1), (3.10) e (3.12), temos que

WZLC = b, (WW ) dz= b Jo <|V/f|2 — cle)ud” = f(x)(bQ) e
> inf ('WP o(z)ud? — f(a:)<b2) dr > 0. (3.13)
>t [ >0. (3.

peW o

Portanto, m. > 0. Vamos supor, entao, que m,. = 0. Neste caso, vamos considerar
Vo |?
uma sequéncia minimizante (¢, )nen tal que (¢,) C W, e / (W — f(as)gbi) dr — 0.
o\ @
Como (¢,) é limitada, obtemos, de forma andloga ao que foi feito na prova do Lema 3.1,
Vo?
2o — [ fl@)ddee [ | — f(x)¢? )| dx = 0.
ave [\ F@)idr — [ fn)dide e [ (S8 < f(n)dh) da
[V éol”
i

Comoqﬁ(JEWcCWOe/(
Q

inf /Q <|V¢‘ — c(z)up® — f(x)gz52> dx = /Q (’v%’ — c(x)ugy — f(:z:)gbg) dxr = 0.

$EWo p p

- f(x)¢§> dx = 0, por (3.13) segue que

Portanto, ¢y é uma autofuncao associada ao primeiro autovalor (A = 0) do problema
1
—;A¢ + (—c(@)u— f(2))p = Ao, ¢ € Hy(Q).

Assim, pelo Teorema 1.10, temos que ¢y > 0 em 5. Como ¢ < 0, isso contradiz a
hipétese ¢y € W,.. Portanto, m, > 0. O]

3.2 Condicao suficiente

Teorema 3.4. Suponha (#). Se m. > 0, entdo o Problema (P) possui solugao.

Para construir o problema auxiliar (), anunciado no inicio deste capitulo, precisa-

remos mostrar a existéncia de uma subsolugao para o Problema (P).

Lema 3.2. Sob as hipéteses (H,), existe u € Hy(€2) N L>°(£2) subsolucio de (P) tal que
u <0 em ).

Demonstragdo. Vamos considerar inicialmente o problema

—Au=—f"(z), u€ Hy(Q)NL>Z). (3.14)
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Pelo Teorema 1.11, temos que (3.14) possui uma solugdo u € Hy(2) N W>(Q).

Além disto, como —f~ <0 em 2, também temos que u < 0 em quase todos os pontos
x € €. Observando que 2 — — > 0 e que 2 é um dominio limitado com 02 de classe
C*', o Teorema 1.13 nos gargnte que W21(Q) — C™7(Q), com m € {0,1}, tal que
0<m< Q—E <m-+1 87:2—];[—m> 0. Este fato nos permite afirmar que

q
u € L>®(Q). Resta mostrar que u é uma subsolugao de (P). De fato, como u é uma

solugao de (3.14), temos que

/Q VuVeds = — /Q fédr, para toda ¢ € HL(S). (3.15)

Queremos mostrar que

/QVgV(bdx—/Q(c(x)g—l—,u|Vg|2)¢dx§ /Qfgﬁdac, (3.16)

para toda ¢ € Hy(Q) N L>®(Q), ¢ > 0. Substituindo (3.15) em (3.16), obtemos que (3.16)

¢é equivalente a

— [ (c@u+plVuP)ods < [ f*odn, (3.17)

para toda ¢ € H}(Q) N L¥(Q), 6 > 0.

Como u <0,c<0emQ, e x>0, temos que —(cu + p|Vul*) <0 em Q. Segue do
fato de termos f* > 0 em Q que a relacio (3.17) é vélida. Isto conclui a demonstracao
do Lema 3.2.

O
Considere o problema
—Av = h(m,v), (Q7)
em que
c(x)g1(v) + (1 + pv) f(x), se v > aq(x),
Wz, v) = ()g1(v) + (1 + pw) f () 1(7) (3.18)
c(@)gi(en (@) + (1 + pen(x))f(2), se v < ax(x),
g1 ¢ dado por
1 1
—(1+ ps)In(1 + ps), ses>——,
g(s) =< H '[f (3.19)
0, se s < ——,
1
e ai(zr) = a; = — (" — 1), sendo u a subsolugdo fornecida pelo Lema 3.2.

I
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O funcional associado a (@’) é dado por:

J(v) = ; [z~ [ H(z,v)r. (3.20)
()G (3) + 51+ s (0), se s > o (@),

Hz,s) = { [e(@)gi(on(e)) + (1 + pen () (@)] (5 — au () (3.21)
+e@)Cin(0) + 3+ pn @) (@), ses < anla)

e Gi(s) = /O ai(t)dt.
O lema a seguir sera utilizado algumas vezes ao decorrer desta secao.

Lema 3.3. Temos as seguintes propriedades sobre g; e Gi:

(i) lim 9(s)

s—4o0 g = 005
.. . Gl(S)
i) i, A0 — o

(iii) seja p € (1,2). Entao existem C' > 0 e D > 0 tais que

g1(s) < Cls|P + D, para todo s € R;

(iv) sejam p € (1,2). Entao existem C' > 0 e D > 0 tais que

Gi(s) < C|s|P™ + D, para todo s € R;

(v) a fungdo g; é continua em R, g;(s) > 0, quando s > 0, e existe D > 0 tal que
—D < ¢1(s) <0, quando s < 0;

(vi) G1(s) > 0 para todo s € R, e existe D > 0 tal que |G1(s)| < D|s| para todo s < 0.

A demonstragdo do Lema 3.3 se encontra no Apéndice A.

Observamos que J : H&(Q) — R estd bem definido, é de classe C* e os pontos criticos
de J serao solugoes de (Q’).

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.4, precisaremos de alguns resultados:
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Lema 3.4. Sob as hip6teses (Hy), dado § > 0, existe m; € LI(Q2) tal que
Az, )| < ma(a)(|s]*° + 1),

para todo s € R, em quase todos os pontos x € ).

Demonstragio. Note que a defini¢do de h, o item (v) do Lema 3.3 e o fato de termos

—— < ap <0 em £, nos permitem encontrar ¢; > 0 tal que
L

Az, )] < ealle(@)] + [ f(2)]), (3.22)

para todo s < 0, em quase todos os pontos x € ). Por outro lado, se s > 0, dado d > 0,
utilizamos mais uma vez a defini¢cdo de h e o item (iii) do Lema 3.3, com p = 1+ 9, para

obter co, c3 > 0 tais que
[h(z, 5)| < ealle(@)] + [ F(@)DIs]" + ealle(@)] + |f(2)]), (3.23)

para todo s > 0, em quase todos os pontos z € (2.
De fato, |h(z, 5)| < |e(2)|(C|s|"** + D) + ul f(2)||s] + | (=)].
Como |s| < 14 |s|'*, para todo s > 0, reescrevemos

[h(@, 5)| < (Cle()] + plf(@)])]s"* + Dle(x)| + (1 + m)lf ()]-

Obtemos (3.23) tomando ¢; = max{C, u} e ¢ = max{D, 1+ u}.
Segue agora de (3.22) e (3.23) que

(A2, )| < (le(@)] + [ f(@)])(eal s]'F + (c1 + c3))
< (e1 + 2 + es)(Je(@)| + [ f(@)) (s + 1),

para todo s € R, em quase todos os pontos x € (2. Esta relagdo nos fornece a conclusao
do Lema 3.4 com my(z) = (¢1 + co + ¢3)(|e(x)] + |f(x)]) € LY(D). O

Lema 3.5. Suponha (H,). Entao:
(i) toda solugdo de (Q’) pertence a C(Q);

(ii) toda solugao v de (Q’) satisfaz v > ay;

(iii) se v € Hy(£) é uma solucdo de (Q’), entdo

1
u= In(1 4 pw) € Hy () N L>()
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é uma solugao de (P). Além disso, u € C(Q).

Demonstracao.

(i) Inicialmente, iremos verificar que toda solucdo v € Hy(2) de (Q’) pertence a L' (),
para todo r € [1,+00). Observe que, se N = 2, Hy(Q) < L"(2), para todo r € [1, +00).
Portanto, basta considerar N > 3.

Considerando i : Q x R — R definida por

; h(z, v(x))
h(z, ) = (+]s), (5,5) € QxR
1+ [o(z)|
notamos que o problema ((7) é equivalente ao problema (P), que precede o Teorema
1.15, uma vez que h(x,v(z)) = h(x,v(z)), em quase todos os pontos z € €.
(29 —

A seguir, considerando § = o
q

2" e aplicando o Lema 3.4, obtemos

h(z,s)| < alz)(1+|s]), (3.24)

ma(z) (1 + Jo(@)["*)

para todo s € R, em quase todos os pontos = € 0, com a(z) := 1+ |v(z)] ’
v(x

x € .
Utilizando a estimativa (1 + |s|*™°) < (1 + |s|°)(1 + |s]), para todo s € R, temos que
a(z) < my(x)v(@)]’ +mi(x), = € Q.

Evidentemente, a € L%(Q) se tivermos mq|v|’ € L%(Q) Para verificarmos este fato,

2
aplicamos a Desigualdade de Hélder (Teorema 1.2) com 1 = Nq ery =r] = ﬁ,
q E—
obtendo
5 % 29=N 9% % quqN 2‘1 N) *
el N5 = [ ol 5| de < a7 ([ ol de) T = el < oo,

uma vez que v € Hg(Q) — L* (Q).

Como mencionado acima, isto nos permite afirmar que a € L~ (©). Consequentemente,
considerando a estimativa (3.24), podemos aplicar o Teorema 1.15 e concluir que v €
L"(Q), para todo r € [1,400).

Nosso préximo objetivo é aplicar o Teorema 1.11 ao problema (()’). Para tal, tomamos
f(x) == h(z,v(x)), z € Q, e fixamos ¢, € <];[, q). Utilizando o Lema 3.4 mais uma vez,
obtemos

|F(@)] < ma(@)|o(@)]"* + ma (), (3.25)
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em quase todos os pontos z € . A Desigualdade de Minkowski (Teorema 1.3) e

Desigualdade de Holder (Teorema 1.2), com r| = g, Ty =1 = L, nos fornecem
q1 q9— ¢

1 llar < Mlmafolllay + limally < Imallglloll™ + I,

(14 9d)qq
em que r = ———,

q9—q1
O fato de termos v € L"(§2), my € LY(2) e ¢1 < g, nos permite aplicar o Teorema 1.11
N
para concluir que v € Hy () N W% (Q). Consequentemente como ¢y > - e 00 é de

— N
classe C*', o Teorema 1.13 nos garante que v € "™ o "(Q), 0 < m <2—— <m+1,
q1
m € {0,1}. Em particular, v € C(€Q).

(ii) Primeiro, vamos mostrar que «; é uma subsolugao de (@’), ou seja,

/QVoleqbdx - /Qc(x)gl(ozl(x))gbdx - /Q/Jozl(x)fgzﬁdx < /Qfgzﬁdac, (3.26)
para toda ¢ € H}(2) N L=(Q) tal que ¢ > 0 em Q. Como a; = l(e”H — 1), temos que

1
Vg = e"*Vu. Também temos que a; > ——, ou seja, ¢1(a;(z)) = ue™, de modo que
L

=

(3.26) pode ser reescrita como

/Qe“ﬁVgV@ix — /Qc(ac)ge“@¢dac — u/ﬂi(e’“‘ — 1) fodx < /Qf¢dx,
ou ainda,
/Qe“EVQV(bdx—/Qc(:v)e“yggzﬁdac—/Qe“yfqbdx <0. (3.27)

Como u é subsolucdo de (P), temos, para todo ¢ € Hj(Q) N L>¥(Q), ¢ > 0,
/QVQngdm + /Q(—c(x)g — | Vul*)odr < /Qf(bdx (3.28)

Tomando ¢ = e'“¢, temos que ¢ € Hi(Q) N L®(Q) e b > 0em Q. Além disso,
(3.28

ng et *Vugp + e'*Ve, de forma que, tomando ¢ = b em ), obtemos:

/ Vu(pe*Vug + eV o)dx + / (—c(@)u — p|Vul*)e' dx
) ? (3.29)
< /Qe“gfgzﬁdx, para todo ¢ € Hy(2) N L>®(Q), ¢ > 0,
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ou ainda,
/ " VuVodx —/ c(x)uepdz —/ et fodr <0,
0 Q Q

a mesma expressao de (3.27). Portanto, ay é subsolugao de (H,).
Seja v uma solucdo de (Q). Pelo item (i), temos que v € Hy(22) N L>=(£2). Como oy
é uma subsolucdo de (Q7), dado ¢ € HJ(Q) N L>®(R) tal que ¢ > 0 em €, temos:

/Q V(- 0)Véde < /Q (h(z, 1) — h(z,v))ddz. (3.30)
Tomando ¢ = (a; — v)" = max{0,a; — v} em (3.30), obtemos
/Q|V(041 — )T ?dr = /QV(ozl —v)-V(ay —v)tdx

< /Q (h(z, 1) — h(z,v)) (a1 — v)*de = / (h(z, 1) — h(z, 1)) (a1 — v)"dz = 0.

{a1>v}

Logo, (a; —v)" =0, ou seja, a; < v.

(iii) Suponha que v seja uma solucio de (Q7). Pelos itens (i) e (i7), temos que v € C(Q),
1 _

com v > a; > ——, de forma que u € C(R2). O Lema A.1 nos garante que u € Hy ().
i

Queremos provar que u ¢ uma solugao de (P). Seja ¢ € C°(Q2) uma fungao arbitraria.
Definindo ¢ =

1f , temos, pelo Lema A.1, que ¥ € Hy($). Como e = 1+ uv,
v

temos a seguinte identidade:

Vo poVu
— pu _
| Vovida = | e vu<1+/w (1+/w)2> dx

Qu nu
_ [ G (v - BN
ol+ pv 14 pov

:/QVu(ng—ugqu)d:r;
:/Vuv¢dx—u/ | Vul2dz.
Q Q

(3.31)

Além disso, pela defini¢ao de g1 e o item (ii), temos:

[ fe(@)gr (v) + (1 + o) f (2)] vida
—/ [ ( In(1 +/w)> + f(x)] (1 + pv)dz (3.32)

/ 2)]odz.
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Como v é uma solugao de (@), de (3.31) e (3.32), deduzimos que u é uma solucdo de
(P). O

Lema 3.6. J é um funcional fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente.

Demonstragdo. Sejam (u,) C Hy(Q) e u € Hy(Q) tais que u,, — u em Hy (). Queremos
mostrar que

J(u) < hg}rrég J(uy). (3.33)

De fato, como Hy () é um espaco de Hilbert,
1 9 oo 1 9
Ll <ty L s . (3.34)
Podemos reescrever H como:
H(2,5) = e()Galon(z) + (5 — 0a(:))*] ~ ex)a(on (@))(s — on(x)”
+ 5 f )1+ pon (o) + s = n(2))? (3.39)

= J(@)(1 + pan (2))(s — ax(x)) "

Note que a afirmacdo u, — u fracamente em H}(Q) é equivalente a (u, — a1) —

(u — o) fracamente em Hj(€2). Portanto, também temos que (u, —a;)t — (u — 1) e

(Up — 7)™ = (u—aq)".
Temos que —— < aj(x) < 0 para todo z € Q. Pelo item (v) do Lema 3.3, temos que
1

N
g1(aq) € L>®(Q), ja que ag < 0. Junte-se a isto o fato de ¢ € LI(2),q > o€ teremos

N /
c(x)gi(on) € LY(Q),q > 5 Como Hy(Q) < LY(Q), a aplicacao linear T : Hy(Q) — R
definida por

Ti(w) = [ clx)gr(on(a)uw@)ds

é continua. Portanto, utilizando o fato de (u, —a;)” — (u—;)~ fracamente em H; (),

obtemos que

/Qc(x)gl(ozl(m))( —ay(x)) dr — / x)g1(a1(z))(u — a(x)) de. (3.36)
: , N
De maneira andloga, como (1 4 pay) € L=(Q) e f € LY(Q),q > 5 temos que

/Qf(fﬂ)(l+Ma1(fﬂ))(un—a1(fﬁ))_d$—>/Qf(l")(l+ua1($))(u—a1($))_d$- (3.37)
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Como oy € L*(Q), podemos usar o Lema A.2, de forma que

1
/ 1+ () + (= () Vol = [ o f@)(1+ (o) + (u = () ) do
(3.38)
Por fim, o Lema A.4 (Observacao A.3, ver apéndice), associado ao fato de que

a; € L*(Q), nos garante a convergéncia

/Q ()G (e () + (tn — n (@) )da — / 2)Gr(an () + (u—a))de.  (3.39)

Portanto, de (3.36), (3.37), (3.38) e (3.39), obtemos / H(z,u,)dx — / H(z,u)dz,
Q Q
de forma que

J(u) < hmJlrnf J(un),

como queriamos demonstrar. O

Por fim, o préximo lema nos da uma estimativa para a funcdo H, o que sera util para

J(vy)

o2 no Lema 3.2.
Un

estimarmos

N
Lema 3.7. Existe m € LY(Q), ¢ > 5 tal que, para todo s < 0:
[ (z,5)] < m(z)(L+][s]),

em quase todos os pontos x € ().

Demonstragao. Inicialmente, observe que, se s < 0, entao

ar(z) + [s — ai(2)]" € [ay(x),0] C

1
—,O] . (3.40)
14
Consequentemente, de acordo com o Lema 3.3 e a definicdo de GG, temos que
1
le(2)Gir(ar(z) + (s — au(z))7)] < ;IC(%)ID, (3.41)

em quase todos os pontos x € 2.

Utilizando a relagao (3.40) mais uma vez, também obtemos

/()

g (L plen (@) + (s = an ) )]

2 ,1\ 2
smywn@+uw)—Mwm7 (3.42)
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em quase todos os pontos x € €.

1
A seguir, utilizamos o Lema 3.3, o fato de termos —— < a; < 0 em 2 e a estimativa

|(s — ai(z))"| < |s| + |aa(x)], € Q, para concluir que, se s < 0, entdo

k@Mﬂm@w@—aM@)!Sk@MDOﬂ+i>, (3.43)

em quase todos os pontos x € €.

Finalmente, usando as estimativas acima, também temos

H@Xb+mn@D@—ad@)Iﬁﬂf@NOﬂ+i>, (3.44)

em quase todos os pontos x € €.
Retomando (3.35), segue de (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) que

1 1 2 1
wuﬁﬂsMwMD+Mww(w+ﬂ)+Mﬂm+Mﬂ@(M+ﬂ)

=uamW+mﬂmMﬂ+”*MD;““@ﬂ

em quase todos os pontos x € 2.
2 N
Tomando m(x) = max{l,} (le(x)D + 2| f(z)]) € L), ¢ > 5 concluimos a
w

demonstracao do Lema 3.7. O

Corolario 3.1. Existe ¢ > 0 tal que, para todo v = vt — v~ € H}(Q),

J@) 2 5ol = [ )G )dr — 5 [ pot P f @)z~ +ol). (3.45)

Demonstragio. De acordo com o Lema 3.7, a Desigualdade de Holder (Teorema 1.2),

q> 5 e o Teorema da Imersao de Sobolev (Teorema 1.12), existe ¢; > 0 tal que, dada

v=v"—v" € H}(f), obtemos

H d
|/{v§0} (z,v)dx

<ca(llvT]+1). (3.46)

Como |
P 2 _ + _ o
J(v) = 2HUH /QH(SE,U )dx /QH(J?, v7)dx,
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a estimativa (3.46) nos fornece
1
J@) 2 Sl = [ He,ot)dz = el + ).

Consequentemente, em vista de (3.21) e do fato de termos v* (z) > a;(x) em quase todos

os pontos z € {2, temos que
1 1
J(v) > §||v\|2 — /QC(I)G1<U+)dI ~ o /Q(l +pv )2 f(2)de — (o] +1).  (3.47)

Tendo em vista que (1 + pv™)? = 1+ 2uvt + p?(vh)?, utilizamos que f € LY(Q),
N
q > —, o Teorema 1.2 (Desigualdade de Holder), e o Teorema da Imersdo de Sobolev

(Teorema 1.12), para encontrar ¢ > 0 tal que

5 10 0 = (@ < ol + 1),

Esta estimativa, combinada com (3.47), nos permite escrever

1 1 _
T(v) 2 5llvl* = /QC(SU)Gl(U*)de - §Au(v+)2f($)d$ — a7l +1) = el +1).
Observando que |[v™| < [jv]|, [[v|| < ||v]|, a estimativa acima implica que (3.45) ¢é

satisfeita com ¢ = ¢; + c3. O
Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.4.

Demonstracao do Teorema 3.4. Queremos mostrar que o funcional J possui um minimo
global. Com o objetivo de utilizar o Teorema 1.8, verificaremos que J é um funcional
COercivo.

Argumentando por contradigdo, suponhamos que existam (v, )nen C H&(Q) e M >0

tais que

||vn]| = 400, quando n — +o0,

(3.48)
J(v,) < M, paratodon € N.

Tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que v, # 0 para todo

n € N, de forma que podemos considerar a sequéncia normalizada (w,),en definida por
+ Un - Un

Unp,
= w =
[[onl ool T low

sd0 sequéncias limitadas em Hj(£2), temos que existe w € Hy () tal que, a menos de

Wy, , para todo n € N. Observando que w K e (wh)nen

subsequéncia;:
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@ w, — w, wE — w*, fracamente em H}(Q);
@ w, — w, fortemente em L"(Q), para 1 < r < 2%
@ wy(x) — w(x), em quase todos os pontos x € €, e

@ existe h, € LP(N2) tal que |w,(z)| < hy(z), para todo n € N, em quase todos os
pontos x € 2 e para qualquer 1 < p < 2%,

Afirmamos que w* # 0. De fato, tendo em vista que ¢ < 0 e Gy(s) > 0, devido a
hipdtese (Hy) e ao item (vi) do Lema 3.3, da relagao (3.48) e do Corolario 3.1, obtemos:

M2 J(00) 2 gl = 5 [ s 2o = (1 + ),

para todo n € N.

Dividindo a relagio acima por ||v,||* e tomando o limite quando n — +o0, aplicando

(3.48), @, e o Lema A.2, temos

Consequentemente, w' # 0, o que verifica a afirmacao.

Este fato nos permite considerar y = € Hy(2). Segue que ||y|| = 1 e vislum-

w
[[w]]
bramos duas possibilidades:

Possibilidade 1: y ¢ W..

Neste caso, definindo o conjunto
Q={reQ:c(x)ylx) #0} ={r e Q:c(zr)w(x) #£ 0},

temos que {2y possui medida positiva. Portanto, por @ ec<0,

—c(x)(w} (2))? = —c(x)(w(z))* > 0, em quase todos os pontos x € €, (3.49)
vl (z) = o], (z) = +o0, em quase todos os pontos z € Q. '

Consequentemente, pelo item (ii) do Lema 3.3,

[ _ (OG5

em quase todos os pontos x € ).
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Portanto, como —c(z) > 0 e Gy > 0, podemos aplicar o Lema 1.1 (Lema de Fatou) e

o limite acima para concluir que

+ 4 .
timinf [ —e() ) g > timint [ —e(@)Z0) g > [ tim g —o(z) )

dr = .
"% o Toal2 = W335 o, o] G0 1 400 o2 &0 = T

Este limite, (3.48), O Corolario 3.1, e o Lema A.2 (veja apéndice) nos fornecem

_ Jv,) 1 1
0>1 > = - = 2 f(x)d
z limsup g 2 5 =5 Jyrlw ) (@)de
L Gi(vy)
+1L13J1rr£ Q—C(LE) TNE dr = +o00.

Esta contradicao implica que esta possibilidade nao pode ocorrer
Possibilidade 2: y € W..
Neste caso, utilizamos o Corolario 3.1, o fato de termos ¢ <0 em 2, G; > 0em R e

a relacao (3.48) para obter

M2 il = 5 [ @) = (1 + o).

Dividindo a desigualdade acima por ||v,||* e tomando o limite n — o0, utilizamos

(3.48), o Lema A.2 (veja apéndice), y € W, e o fato de w' # 0, para concluir que

1 1
0= Sllwt 2= 5 [ plw)f(@)de
e (e

5 (HyIV—/Quyzf(x)dx)z S e

No entanto, isto contradiz a hipdtese de que m,. > 0. Portanto, J é um funcional coercivo
em Hj ().

Como J é coercivo e, pelo Lema 3.6, J é um funcional fracamente sequencialmente

semicontinuo inferiormente, o Teorema 1.8 nos garante que J possui minimo global

v E H& (), e este minimo é um ponto critico do funcional, que nos d4 uma solucao de

1
(Q’). Assim, pelo Lema (3.5), u = —In(1 4 pov) é uma solucao de (P). O
0

3.3 Estudo do Problema (P), quando p € L*(()

Agora, estudaremos o problema

—Au = c(z)u+ p|Vul* + f(z), u € Hy(2) N L>(Q), (P)
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sob as hipdteses

Q c RY, N > 2, é um dominio limitado com 99 de classe C*!,

N
¢, f € LYQ), para algum g > 5 (H1)
pe L>®(Q), ¢c<0.

Vamos definir

inf | (IVul* ~ |5 loof (2)|uf?) da, s We# 0,

m+ = ueWe
+00, se W, =0,
e
. 2 - 2
e [t (9l I F@f) d s We 0,
+00, se W, =10,
em que

W, = {w € Hj(Q) : ¢(x)w(x) = 0 em quase todos os pontos z € Q, |w|| = 1}, (3.50)

como definido em (3.2). O principal teorema desta segdo é uma adaptagdo do Teorema

1.1 de De Coster e Fernandez [12] para o caso p = 2.

Teorema 3.5. Suponha (#;) e m;,m_ > 0. Entdo, o problema (P) possui pelo menos

uma solucgao.

A demonstracao do Teorema 3.5 se baseia em argumentos de sub e supersolugao. Mais
especificamente, nosso objetivo séra utilizar o Teorema 1.14. Nesta dire¢ao, o proximo

resultado estabelece um principio de comparacao para o problema
—Au = p|Vul® + f(z,u), u€ Hy(2) N L>(Q) (3.51)
sob as condigoes

QcRY N>2 éum dominio limitado com 99 de classe C*,
f(z,s) < f(x,t), paratodot < s, em quase todos os pontos z € €, (3.52)
w > 0.

Teorema 3.6. Suponha (3.52). Se u;,us € H'(Q) NC(Q) sdo, respectivamente, uma

subsolugdo e uma supersolugao de (3.51), entao uy < us.
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Demonstragdo. Vamos considerar a funcao teste
+
¢ = [ — ¥ e Hy(Q) N L™(Q).

Observando que
Vo =2u [Vu162’““ - Vu262““2]

x{u1>uz}’

as hipéteses (3.52) nos garantem que f(z,u;) < f(x,uz) em quase todos os pontos

x € {u; > uy}. Portanto, levando em conta que u; é uma subsolu¢ao e que us é uma
supersolugao de (3.51), temos:

/{u - }([v% - V’U/Q](Qluvule2#ul _ 2,uVu262““2)

—p[|Vur|? — [Vug ] (e — e42))dy (3.53)

< (f(z,u1) — flo,ug)(e*™ — e*¥2)dx < 0.

- {u1 >u2}

Observe que
([Vuy — Vug)(2uVu e — 2uVuqe*2)

—ul[Vur|* = [Vus | (e — e¥2))dw

_ oum ) ) (3.54)
= e " |V |* 4+ p|Vusl® — 2uVuy Vs
+e22 [ Vg |* + p|Vus|* — 2uVu; V).
Como Ve = 2, Vu;e* § = 1,2, temos
\V4 2pu; |2
V|2 = Ve P
4,&264'“1“
Assim,
e | Vuy [ + p|Vug|? — 2uVuy Vuy]
1 2puy 2 2puy (355)
— I S HveQuul |2 + <€2Hu2> |V€2Mu2 |2 . 262Mu2 V€2uu1 veQ/.Lug]
e e e
e
22|V |? + p|Vug|? — 2uVu; V)
1 2pug 2 2pug (356)
= [[Ve2ut|? 4 ¢ |Ve?ruz|? 28 Ve g2z,
4pe2Hu e2nun e2pu1
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Portanto, de (3.53), (3.54), (3.55) e (3.56), temos:

1 9 9 e2Hu1 2 ) ) e2HuL ) )
/ A o2 ‘V@ “U1’ —+ S ‘Ve MUQ‘ _ 2mve PN 2002 | (]
{u1>u2} a€ e o
]. 2 2 62ﬂu2 2 ) ) ezuug . )
+ |Ve /“ﬂ’ + ‘Ve Mu2’ N R v A VE R i P S 0.
{u1>u2} 4#62/‘“2 o211 o2

(3.57)
Por outro lado, podemos aplicar a identidade de Picone (Teorema 3.3) com u = e***1,
v = e na primeira integral, e u = e**“2, v = ¢! na segunda integral, e obter a
desigualdade contraria em (3.57). Disto segue que a soma de integrais acima é zero,
e usamos novamente a identidade de Picone para garantir que existe £ € R tal que

2pug

e = ke?2 no conjunto {u; > uy}. Como uy e uy sdo fungoes continuas em € e

u; — ug < 0 em 09, deduzimos que u; = up em O{u; > us}. Portanto, a identidade
de Picone nos garante que k = 1, de forma que u; = uy em {u; > us}, o que é uma

contradicao. Consequentemente, u; < ug, como queriamos demonstrar. O

Corolério 3.2. Sob as hipéteses (Hy), se ui, uy € H'(2) NC(Q) sdo, respectivamente,

uma subsolugéo e uma supersolugao de (P), entdao u; < us.

Demonstragio. Vamos definir a funcdo f: Q x R — R dada por

f(z,s) = c(x)s + f(z).

Como as hipéteses (H,) sdo satisfeitas e f satisfaz (3.52), j& que ¢ < 0, entdo o resultado

segue diretamente do Teorema 3.6. O]
Estamos prontos para demonstrar o Teorema 3.5.

Demonstragio do Teorema 3.5. Primeiramente, vamos supor que || || > 0e |17 |00 >

0. Observe que qualquer solucao de

—Au = c(z)u+ |p oo Vul* + f(z), ue Hy(Q) N L2(Q) (3.58)
¢ uma supersolugao de (P), ja que ||u" ]| > u(z), e qualquer solugao de

—Au = c(@)u — [|p" ||| Vul* + f(x), w€ Hy(Q)N LX) (3.59)
é uma subsolugao de (P), ja que — ||t ||co < ().

Como m) > 0, o Teorema 3.4 nos garante que existe uma solucio 3 € Hy(Q2)NL>(R)

para (3.58). Da mesma forma, como m_ > 0, o Teorema 3.4 da se¢ao 3.2 nos garante
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que existe uma solugdo v € Hy () N L™(R) para
—Au = c(@)u+ || oo Vul® = f(z),  we Hy(2)NL=(Q),

de forma que av = —v é uma solugdo de (3.59). Além disso, pelo item (iii) do Lema 3.5,
o, 8 € C(Q2). Observando que @ = —v é também uma subsolugao de (3.58), aplicamos o
Corolario 3.2 ao problema (3.58) para garantir que a < . Assim, pelo Teorema 1.14,
tomando b(|s|) = max{[s|, ||t]|ec, 1} € k(z) = —c(x), temos que existe uma solu¢ao u de
(P) tal que a < u < f3, concluindo a demonstragao.

Caso ||u]|s = 0, 0 Teorema 1.16 nos garante que o problema
~Au = c(@)u+ f(z), ue Hj(Q)N L)

possui solugao, e sabemos que esta solugao corresponde a uma supersolugao de (P). Para

aplicarmos o Teorema 1.16, precisamos mostrar que
lc(x)s + f(2)| < Cls|P~ + b(z), (3.60)
para algum p € (1,2%), b € Lp/(Q), e

2F
lim sup M

e < a(r) < A, uniformemente em (2, (3.61)
s—r+oo S

para alguma o € L>(Q2) tal que a(z) < A; em um conjunto de medida positiva. De fato,

2F
tomando a = 0, temos que a < Aq, e, como ’<TQ’S) =c(x) + fﬁgs ec ; 0, temos que
S S

(3.61) é satisfeita.

N
Agora vamos mostrar que (3.60) é satisfeita. Note que, como ¢ > 5 temos 2 <

2 2N 2 -2
q < = 2", de forma que, tomando a < p < 2%, obtemos alp = 2) > b
g—1 N-=2 q—1 p—1 p—1

Seja agora (z,5) € 2 x R. Se |e(z)| < |s[P2, entdo a relagdo (3.60) é satisfeita, com
C =1eb(z) = f(z) € L”(Q). Caso contrério, |c(x)| > |s|, de forma que

e(@)s + f(@)] < le(@)|(|s"72)72 + | f(2)]
< [e(@)|e(@)[72 + | F(@)] = le(@)| 7= + | f(2)]

a(p—2)

Como ¢ € LY(£2), isso nos garante que |c|§%5 € L»=1 (). Assim, temos que (3.60) é
satisfeita, com C = 1 e b(z) = |c(z)|72 + |f(z)].
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De forma andloga, encontramos uma subsolugdo de (P) quando ||u™ ||ooc = 0. Assim,

a demonstracao esta concluida. O



Apéndice A
Demonstracoes auxiliares

Lema A.1. Sejam v € Hy(Q) e ¢ € Hy(Q), v > —1 + ¢, para algum ¢ > 0. Entdo
w=1In(l+v) € Hy(Q) ey = € Hy(9).

1+v

Demonstracao. Vamos mostrar que w € H&(Q). Para isso, podemos usar o Teorema 1.5.

Seja f uma funcao definida em R por:

Fs) = In(1+s), ses>0,

0, caso contrario.

Claramente, f é suave por partes. Também temos que f’ é dada por:

, ses >0,

0, caso contrario.

Como f € L®¥(R), v € H}(Q), e f(0) = 0, segue, pelo Teorema 1.5 [19], que
w= fouve Hy(Q).

Vamos mostrar agora que ¢ = 1i € Hy(Q). De fato, seja g uma funcio dada em
v
R por:
1
, ses>—1+4c¢,
+ s

1
9(s) =1,
—, caso contrario.
€

Temos que g é suave por partes, e ¢ é dada por:
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1
—— . ses>—1+z¢,

g/(s) = (1 + 8)2
0, caso contrario.

c H'(Q).

Assim, ¢ € L*(R), portanto, pelo Teorema 1.5 [19], T
v

1
Sendo ¢ € H'(2) N L™®(R), o Teorema 1.6 [11] nos diz que 3 = gbﬁ c H'(Q)N
v
L>®(Q). Como ¢ € Hy(S2), este fato nos garante, juntamente com a definicio de Hg(2),
¢ 1
=——¢€ Hy(Q).
e ]

Demonstracao do Lema 2.5.

(i) Para s <0, temos que g(s) = 0, portanto, 1_1>n01 @ = 0. Para s > 0, temos:
s - S
In(1
96) 1 sy 4 Sy
s s

Como 1_i>r101+ In(1+s) —1=—1, e, pela Regra de L’Hdpital,

In(1 1
i S —1,
s—0+ S s—0t 1+ s
segue que
im 98 _ g
s—0 g

(ii) Pela Regra de L’Hopital, temos que

In(1 + s) 1
lim ——= = 1i =0
Jim = = i

Assim, como lim In(1+ s) = oo, temos que

s—>+00
_ogls) In(1+s)|
slg%o?_sgq}oo ln(l—i_s)_l—{—T = oo

(iii) Temos que
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Pela Regra de L’Hopital, podemos provar que

i 2EED o Ly, D
s—>+oo s s—rtoo 25 s—rtoo  2g2
Portanto,
. G(s) , In(s+1) 3 In(s+1) 1 In(s+1)
Am o= St T T e | T
(iv) Se s <0, entao g(s) = 0, e o resultado ¢é trivial. Caso contrario,
g(s) = (1+s)In(l +s) —s. (A1)

Vamos usar os seguintes resultados:

Afirmacido 1: se s >0 e 0<r <1, entdos" +s ' >1.

Verificacdo: se s > 1, entdo s” + s+ > s" > 1. Caso contrario, se 0 < s < 1, entéo
ST+ > s> 1A que r < 1.

Afirmagdo 2: se s > 0el <p<2 entdoln(s+1) < sPL

p—1

Verificagdo: seja ¢ = p — 1. Basta provar que In(s + 1) < —s?. Como lirél+[—sq —
q s—=07 g

d 1 1
In(s+1)] =0e %[asq—ln(s—l-l)] =511 - P basta provar que s — e

0 que ¢ equivalente a provar que sqfl(s +1) — 1> 0, ou seja, s+ s> 1, 0 que

>0,
esta provado acima.

Seja agora h : [0,00) — R dada por h(s) = Cs? — (s+ 1)In(s+ 1) + s

Temos que h'(s) = Cps*™' —In(s + 1) e li1r(r)1+ h'(s) = 0. Como acabamos de
S—r
1

1
demonstrar, In(s + 1) < 715’”’1, portanto, h'(s) > CpsP™! — 7157’*1 =
p— pb—

1 1

<C’p — 1) sP~1. Logo, tomando C' > ———, obtemos h'(s) > 0, para todo
p—= pT=0D

s> 0. Assim, h(s) > 0, para todo s > 0, ou seja, C's? > ¢g(s), para todo s > 0.

(v) O resultado segue diretamente da definigdo de G e do item acima.

Demonstracao do Lema 3.5.
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(i) Pela Regra de L’Hépital, temos que

. 91(5)_ . / T _
A T = e ()= lim (o pus) 1= o

(ii) Segue diretamente da definicio de GG; e da Regra de L’Hopital aplicada ao limite
lim Gi(s) = lim 9(s)

1
s—r+foo g2 s—>+oo 2g

:+OO

(iii) g¢1(s) ¢ limitado em (—o0, 0], portanto, basta considerar o caso s > 0. Usando a
p—1
Afirmagao 2, item (iv) do Lema 2.5 para ps, temos que In(1 + pus) < K g1,
p j—

Portanto,
-2

1
Temos que s*~! < us? em (,—I—oo ce st < P em (O, ], de forma que o
M H

item esta provado, com C =

(iv) O resultado segue da definicio de G, do item acima, e do fato de que s*™' domina

s assintoticamente.
1
(v) Ses >0, temos g1(s) = —(1+pus) In(1+ps). Como p > 0, isso nos dd 1+pus > 1, de
1
1
forma que In(1+4us) > 0, ou seja, g1(s) > 0. Se s < ——, temos que g;(s) = 0, entao
L

1
o item é trivialmente satisfeito. Por fim, se 0 > s > ——, temos que 0 < 14 us < 1,

W
de forma que In(1 + us) < 0, ou seja, gi(s) < 0. Como g;(s) possui derivada

g,(s) =1 +1n(1 + us), temos que g;'(s) = 0 quando s = , € i8s0 nos da um

1
minimo global para g¢;, especificamente, D = ——.

ne

we

(vi) O resultado é consequéncia imediata da definigdo de G; e do item anterior.
O

O teorema a seguir nos garante a convergéncia de uma classe de integrais de sequéncias.
Isso nos permite reduzir a redundancia nas demonstragoes de convergéncia de integrais,

usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue 1.4.
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Lema A.2. Sejam (u,) C Hy(€) uma sequéncia limitada, V(z) € L%(Q) para algum
¢> e W(x) € L®(). Entdo existe u € Hy(f) tal que, a menos de subsequéncia,

/Qv(x)<W(x) + uy,)’dr — /QV(x)(W(x) +u)’dx, (A.2)
para 1 < s < 2.

Demonstragdo. Como (u,) é limitada, temos que existe u € H}(f2) tal que, a menos de

subsequéncia;:
@ u, — uem Hy(Q);
@ U, = uem L"(Q), para 1 < r < 2%
@ Uy (x) — u(x) em quase todos os pontos = € (2, e

@ existe h, € LP(Q2) tal que |u,(z)| < h,(x), para todo n € N, em quase todos os
pontos x € 2 e para qualquer 1 < p < 2%,

Pelas propriedades de (u,,), temos que
V(@)W (x) +ua)" (x) = V(2)(W(z) +u)"(z),

em quase todos os pontos z € ). Também temos, por @, que existe h, € LP(Q) tal
que |W(x) 4+ u,(z)| < hy(z) para todo n € N, em quase todos os pontos = € 2 e para
qualquer 1 < p < 2*.

Como 1 < r <2, temos que 1 < rq’ < 2% além disso, pelo Teorema 1.1 (Desigualdade
de Young),

W@MW@+w@ﬂsiwmw+me+wmwf

Portanto, como W € L*(Q), o item @ nos garante que existe h,y € L’"q'(Q) tal que

V@ (@) + @) | < (V@I + 1

/ ,r.q/.
q

1
7
Logo, por @ e pelo Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue),

/ 1 /
Como V € LUQ) e heL'"(Q), segue que 6]‘/(3:)]‘1 + —hd € LY().

obtemos a afirmagao (A.2).
[
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Observacao A.1. Também podemos demonstrar a convergéncia da integral
/ V(z )(uy)dz — / V(z)W (z)udz, (A.3)

quando W (z) € H(Q). De fato, o resultado é analogo ao caso em que s = 2, no lema

anterior.

Lema A.3. Sejam (uy,)neny C Hy (), W € L™, e u € H) () tais que u,, — u fracamente.
Entao:

/Qc(x)W(a:)g(uj;)dx—>/Qc(x)W(a:)g(u+)dm

Demonstragio. Como u, — u fracamente, temos que, a menos de subsequéncia:
@ U, — u em Hy(Q);
@ u, — u em L"(Q2), para 1 <r < 2%;
@ un(z) = u(x) em quase todos os pontos x € (), e

@ existe h, € LP(Q2) tal que |u,(z)| < hy(x), para todo n € N em quase todos os
pontos x € 2 e para qualquer 1 < p < 2%,

Assim, temos que c(x)W (z)g(u,) <= c(z)W (z)g(u™) pontualmente. Seja p € (1,2). Pelo
Lema 2.5, item (iv), existe C' > 0 tal que c(z)W (z)g(u}) < Ce(z)W (z)(u))? Como

p<2eq> 5 segue que pq < 2*. Logo, por @ e pelo Teorema 1.1 (Desigualdade de
Young) , temos que existe h,y € LP? () tal que:

ClWlo IIWIIOo

(@)W (2)g(uy)| < W ool Ce(a) (un)"] < je()|* + = hp.

Por fim, como ¢(x) € L(2), usamos o Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue) para obter a convergéncia desejada. O

Observacao A.2. O resultado acima também ¢é valido para a fungao g; no lugar de g
(veja o Lema 3.3).

Lema A.4. Sejam (up)neny C Hy(Q), W € L™, e u € Hy(Q) tais que u,, — u fracamente.
Entao:

/Q c(2)GW (z) + ut)dz — /Q c(2)G(W (z) + u™)dx

Demonstracao. Por um argumento analogo ao apresentado no Lema A.2; basta provarmos

que / c()G(u)) — / c(z)G(u"). Como u, — u fracamente, temos que, a menos de
Q Q

subsequéncia;:
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@ U, — u em Hy(Q);
@ u, — u em L"(Q), para 1 <r < 2%;
@ up(z) = u(x) em quase todos os pontos x € €, e

@ existe h, € LP(Q2) tal que |u,(x)| < hy(x), para todo n € N em quase todos os
pontos x € 2 e para qualquer 1 < p < 2%,

*

2
) < ¢(z)G(u") pontualmente. Seja p € (1, — - 1) tal
q

Assim, temos que ¢(z)G(u,

que p < 2. Pelo Lema 2.5, item (v), existe C' > 0 tal que c(x)G(u}) < Ce(z)(u})PT.

n
ES

N
Como p+1< —eq> 5 segue que (p+1)¢' < 2*. Logo, por @ e pelo Teorema 1.1
q

(Desigualdade de Young) , temos que existe h € LP+9(Q) tal que:

(@) G (u;)] < [Cel) (un)?| < §|C(I)|q P

/' "pq’
q

Por fim, como ¢(x) € L(2), usamos o Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue) para obter a convergéncia desejada. O]

Observagao A.3. O resultado acima também ¢ valido para a fun¢do GG; no lugar de G

(veja o Lema 3.3).
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