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Resumo

Baseado em um trabalho de Corro, Martínez e Tenenblat [10], nesta dissertação aplicare-
mos as transformações de Ribaucour para superfícies planas de rotação no espaço hiperbólico
tridimensional, H3, fornecendo novas famílias explícitas de superfícies planas em H3 que são
determinadas por vários parâmetros. Ao escolhermos certos parâmetros de forma especial, é
possível obter superfícies que exibem periodicidade em relação a uma variável e também
superfícies que possuem um número par arbitrário de fins do tipo horosfera mergulhados, ou
até mesmo um número infinito de tais fins. Utilizaremos o trabalho de Wang e Tenenblat
[27] de forma auxiliar, a fim de introduzir e desenvolver os principais resultados acerca da
transformação de Ribaucour no espaço hiperbólico H3.

Palavras-Chave: espaço hiperbólico; fins do tipo horosfera, superfícies planas; transforma-
ções de Ribaucour



Abstract

Based on a paper by Corro, Martínez and Tenenblat [10], this dissertation applies Ribau-
cour transformations to flat surfaces of rotation in three-dimensional hyperbolic space, H3,
yielding new explicit families of flat surfaces in H3 determined by various parameters. By
carefully selecting specific parameters, it is possible to obtain surfaces exhibiting periodicity
concerning one variable, as well as surfaces featuring an arbitrary even number of embedded
ends of horosphere type or even an infinite number of such ends. In order to introduce and
develop the key findings regarding the Ribaucour transformation in hyperbolic space H3, the
work by Wang and Tenenblat [27] is used as an auxiliary source.

Key-Words: hyperbolic space; ends of horosphere type; flat surfaces; Ribaucour transforma-
tions.
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Introdução

No contexto das superfícies planas do espaço hiperbólico de dimensão 3, H3, merecem
destaque certos resultados, notadamente aquele que atesta a existência de exatamente duas
superfícies planas completas, a saber, a horosfera e o cilindro hiperbólico. Com exceção
destas duas, as demais superfícies planas em H3 apresentam singularidades. Tais superfícies
podem ser caracterizadas através de uma função harmônica em termos das suas primeira e
segunda formas fundamentais [26].

J.A. Gálvez, A. Martínez e F. Milán [15] mostram que as superfícies planas, cuja segunda
forma fundamental está localmente associada à clássica equação de Monge-Ampère,

det(∇2 f ) = 1,

admitem uma fórmula de representação do tipo-Weierstrass. Os resultados obtidos em [1],
[2], [16] e [22], que tratam do problema de Cauchy para determinados tipos de equações
Monge-Ampère, motivam um maior interresse pelas superfícies planas com singularidades
em H3. Além disso, em [23], P. Roitman apresenta um estudo que versa sobre as propriedades
geométricas das superfícies planas baseado, principalmente, em um resultado clássico de
Bianchi.

Neste contexo, são também conhecidos os trabalhos de M. Kokubu, M. Umehara e K.
Yamada [19], os quais introduziram as chamadas frentes planas (ou flat fronts, em inglês).
Define-se uma frente plana (ou superfície frontal plana) como uma aplicação f : M2 →M3(k̄),
de uma variedade bidimensional M2 em um espaço forma tridimensional M3(k̄), com um
campo normal unitário ν bem definido, cumprindo a seguinte condição: para cada ponto
p ∈ M, existe uma vizinhança U de p tal que ou f |U é uma imersão plana ou p é um ponto
singular e a aplicação paralela na distância t ̸= 0 é uma imersão plana restrita a U para
t suficientemente pequeno. De fato, em [19], a geometria das superfícies planas em H3

com singularidades “admissíveis” (ou a geometria das frentes planas) tem sido amplamente
estudada.
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Concretamente, as famílias de superfícies planas de rotação em H3 apresentam exemplos
de superfícies planas com uma singularidade isolada. Em [16], J. A. Gálvez e P. Mira
fornecem uma descrição completa das superfícies planas que são regularmente mergulhadas
em torno de uma singularidade isolada. Exemplos de tais superfícies com duas singularidades
isoladas são dados por A. V. Corro, A. Martínez e F.Milán [9].

Nos trabalhos do matemático francês Albert Ribaucour, surgem as primeiras investigações
acerca das transformações que veremos ao longo desta dissertação.

No desenvolvimento inicial da teoria das transformações de Ribaucour, L. Bianchi de-
sempenha um papel fundamental ao publicar, entre os anos de 1918 e 1919, um artigo que
posteriormente alcançou status clássico, intitulado: Le transformazioni di Ribaucour dei
sistemi npli ortogonali e il teorema generale di permutabilitá [3]. Desde então, vários pesqui-
sadores têm dedicado significativo empenho à pesquisa das transformações de Ribaucour,
com o propósito de gerar novas superfícies caracterizadas por curvatura gaussiana constante,
tendo como ponto de partida uma superfície de mesmo tipo.

A. V. Corro, W. Ferreira e K. Tenenblat [6] consideraram, em 1999, a teoria para
hipersuperfícies no espaço euclidiano Rn+1. No início dos anos 2000, A. V. Corro, W.
Ferreira e K. Tenenblat [7] aplicam as transformações para as superfícies cmc; em particular,
para as superfícies mínimas, exibindo os primeiros exemplos explícitos de famílias de
superfícies mínimas completas a partir do cilindro e das superfícies de Delaunay. Estas
famílias contêm as chamadas superfícies n-bolhas cmc descritas por Sievert em [24], [14] e
[25]. Em [8], a teoria avança com a obtenção da transformação de Ribaucour para superfícies
linear-Weingarten em R3 e com a unificação de diversos resultados clássicos. Prova-se,
por exemplo, a existência de superfícies linear-Weingarten hiperbólicas completas imersas
em R3, em contraste com o Teorema de Hilbert que afirma a não existência de superfícies
completas de curvatura constante negativa imersas em R3.

De forma análoga à construção das transformações de Ribaucour para hipersuperfícies
no espaço euclidiano Rn+1, K. Tenenblat e Q. Wang [27] estenderam a teoria para hipersu-
perfícies no espaço hiperbólico Hn+1 e no espaço esférico Sn+1. Como aplicação, em [27],
as autoras forneceram um método para produzir famílias de superfícies linear-Weingarten
completas e de superfícies cmc em formas espaciais a partir de uma superfície previamente
fixada. Outrossim, M. Lemes, P. Roitman, K. Tenenblat e R. Tribuzy [20] provaram que as
únicas transformações de Ribaucour para superfícies linear-Weingarten que são conformes
são aquelas que relacionam superfícies de mesma curvatura média constante.

Em [7], demonstra-se um fenômeno interessante envolvendo as transformações de Ri-
baucour. A saber, quando aplicadas às superfícies mínimas em R3, produzem fins planares
mergulhados. M. Lemes, P. Roitman, K. Tenenblat e R. Tribuzy [20] mostram um compor-
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tamento similar no espaço hiperbólico H3. A saber, as transformações de Ribaucour para
superfícies cmc1 em H3 produzem fins do tipo horosfera mergulhados.

Neste trabalho, temos como objetivo precípuo realizar um estudo detalhado sobre as
transformações de Ribaucour aplicadas às superfícies planas em H3. Para isso, seguiremos os
passos descritos em [10]. Mostraremos que tais transformações para superfícies planas em H3

produzem curvas de singularidades e fins do tipo horosfera mergulhados e completos. Mais
especificamente, aplicaremos as transformações de Ribaucour às superfícies planas de rotação
em H3, obtendo assim novas famílias de de superfícies planas. Também observaremos, ao
longo do estudo, que cada família de tais superfícies admite uma classe distinta de superfícies
que são periódicas em uma das variáveis, desde que se faça uma escolha adequada para a
constante de Ribaucour. Estas superfícies geradas possuem um número par arbitrário 2n
de fins do tipo horosfera completos e 2 fins completos com índice geométrico m, sendo
n
m

∈Q−{0,1} irredutível.
Com o auxílio do programa computacional MAPLE, visualizaremos algumas superfícies

planas associadas ao cilindro (Figuras 3.1 - 3.4) via transformação de Ribaucour. Analo-
gamente, veremos algumas superfícies obtidas pelas transformações de Ribaucour a partir
das superfícies planas de rotação sem singularidades isoladas (Figuras 3.5 - 3.8) e com uma
singularidade isolada (Figuras 3.9 e 3.10), respectivamente.

A presente dissertação está dividida em três capítulos, aos quais delineamos, de forma
sucinta, os respectivos temas que serão abordados:

Capítulo 1: Preliminares. Fixaremos notações e apresentaremos fatos preliminares que
serão utilizados no decorrer do texto. Os requisitos para a compreensão deste capítulo são
noções básicas de geometria riemanniana e formas diferenciais. Introduziremos a métrica
de Lorentz e deduziremos as chamadas equações de estrutura para o espaço de Lorentz;
forneceremos também um modelo para o espaço hiperbólico. Por último, aplicaremos os
estudos prévios às superfícies do espaço hiperbólico tridimensional H3.

Capítulo 2: Transformação de Ribaucour em H3. Motivados pelos estudos desenvolvi-
dos em [27], enunciaremos e demonstraremos alguns resultados importantes da teoria da
transformação de Ribaucour para superfícies em H3, bem como os resultados particulariza-
dos à classe de superfícies linear-Weingarten e, por último, à classe de superfícies planas
em H3. Seguindo [10], forneceremos resultados envolvendo os fins e as curvas singulares
de superfície planas de H3 obtidas por uma transformação de Ribaucour. Mostraremos
que a transformação produz fins do tipo horosfera, que as curvas de singularidades são
genericamente arestas cuspidais, e que as mesmas não intersectam os fins.
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Capítulo 3: Famílias de superfícies planas em H3. Inspirados por [10], na primeira parte
descreveremos todas as superfícies planas do espaço hiperbólico H3 obtidas aplicando-se a
transformação de Ribaucour para o cilindro hiperbólico. Na segunda parte, as famílias de
superfícies planas associadas às superfícies planas de rotação sem singularidades isoladas
serão tratadas. Por fim, iremos obter famílias de superfícies planas associadas por uma
transformação de Ribaucour às superfícies planas de rotação com uma singularidade isolada.
Em cada parte, determinaremos fins do tipo horosfera e curvas de singularidades geradas
pela transformação.
Apêndice A: Plotando uma superfície no software MAPLE. Delinearemos os comandos
necessários no programa computacional MAPLE para gerar uma superfície associada ao
cilindro via transformação de Ribaucour em H3 (usando o clássico modelo da bola de
Poincaré). Todas as figuras contidas neste trabalho podem ser obtidas de forma semelhante,
apenas realizando-se os devidos ajustes nos comandos conforme dita cada um dos Teoremas
do Capítulo 3.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, seguiremos sucintamente as ideias contidas em [5] e [12] para, no contexto
das Formas Diferenciais, fixarmos notações e conceitos que serão usados no decorrer deste
trabalho. Nosso objetivo é estudar um modelo para o espaço hiperbólico, Hn+1, que, depois
do espaço euclidiano, constitui um dos modelos mais simples de variedades riemannianas
devido à sua curvatura ser constante e não-nula.

Na Seção 1.1, o leitor será convidado a analisar um roteiro que possibilita obter as
equações de estrutura do espaço de Lorentz Ln+2. O espaço hiperbólico Hn+1 ⊂ Ln+2 será
nosso objeto de estudo na Seção 1.2. Finalizaremos este capítulo com a Seção 1.3, aplicando
os estudos prévios às superfícies de H3.

1.1 Equações de estrutura do espaço de Lorentz Ln+2

Uma métrica pseudo-riemanniana em uma variedade diferenciável M é a escolha, para
cada ponto p ∈ M, de uma forma bilinear simétrica ⟨· , ·⟩ (não positiva definida) em TpM e
que varia diferenciavelmente com p.

Diz-se espaço de Lorentz ao conjunto dos pontos x = (x0,x1, ..., xn+1) ∈ Rn+2 munido
do produto interno pseudo-riemanniano dado por

⟨x,y⟩1 =−x0y0 +
n+1

∑
i=1

xiyi, (métrica de Lorentz) (1.1.1)

para quaisquer x = (x0,x1, ...,xn+1),y = (y0,y1, ...,yn+1) ∈ Rn+2. O espaço de Lorentz será
denotado por Ln+2 =

(
Rn+2,⟨· , ·⟩1

)
.
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Sejam A,B,C,D∈{0,1, ..., n+1}. Dizemos que {eA} é um referencial móvel ortonormal
definido num conjunto aberto U ⊂ Ln+2 quando, para todo ponto p ∈U , tem-se

⟨eA,eB⟩=


−1, se A = B = 0;

0, se A ̸= B;

1, se A = B = 1,2, ..., n+1.

(1.1.2)

sendo os n+2 campos vetoriais eA diferenciáveis em U .
Além disso, o conjunto das 1-formas diferenciais ωA definidas por

ωA(eB) =


−1, se A = B = 0;

0, se A ̸= B;

1, se A = B = 1,2, ..., n+1.

(1.1.3)

formam uma base dual a {eA} em p ∈ U . O conjunto {ωA} é chamado correferencial
associado a {eA} em U .

Cada campo eA : U ⊂ Ln+2 → Ln+2 induz uma aplicação linear (deA)p : Ln+2 → Ln+2,
para todo p ∈U . Com isso, definimos as chamadas formas de conexão ωAB em U :

deA = ∑
B

ωABeB. (1.1.4)

A definição de ωA é equivalente a escrever

dι = ∑
A

ωAeA. (1.1.5)

sendo ι : Ln+2 → Ln+2 a aplicação identidade. Derivando exteriormente a equação (1.1.4),
obtemos

0 = d(deA) = d

(
∑
B

ωABeB

)
= ∑

B
(dωABeB +deB ∧ωAB)

= ∑
B

(
dωABeB −ωAB ∧∑

C
ωBCeC

)
= ∑

B
dωABeB −∑

B
ωAB ∧∑

C
ωBCeC

= ∑
C

dωACeC −∑
C

(
∑
B

ωAB ∧ωBC

)
eC = ∑

C

(
dωAC −∑

B
ωAB ∧ωBC

)
eC.
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Observe, porém, que como os campos eC são linearmente independentes, temos que

dωAB = ∑
C

ωAC ∧ωCB. (1.1.6)

Analogamente, a derivada exterior da equação (1.1.5) fornece

0 = d(dι) = d

(
∑
A

ωAeA

)
= ∑

A
(dωAeA −ωA ∧deA)

= ∑
A

(
dωAeA −ωA ∧∑

B
ωABeB

)
= ∑

A
dωAeA −∑

A
ωA ∧∑

B
ωABeB

= ∑
B

dωBeB −∑
B

(
∑
A

ωA ∧ωAB

)
eB = ∑

B

(
dωB −∑

A
ωA ∧ωAB

)
eB.

Como os campos vetoriais eB são linearmente independentes, segue-se que

dωB = ∑
A

ωA ∧ωAB. (1.1.7)

As duas equações obtidas, (1.1.6) e (1.1.7), são as conhecidas equações de estrutura do
espaço de Lorentz Ln+2.

Finalizaremos esta seção analisando algumas relações envolvendo ωAB. Ora, se A ̸= B,
diferenciando a equação ⟨eA,eB⟩1 = δAB, obtemos

0 = ⟨deA,eB⟩1 + ⟨eA,deB⟩1

=

〈
∑
C

ωACeC,eB

〉
1

+

〈
eA,∑

D
ωBDeD

〉
1

= ωAB +ωBA.

Isto é,
ωAB =−ωBA.

Se A = B = 0, por definição, temos ⟨e0,e0⟩1 =−1. Diferenciando esta última equação,

0 = ⟨de0,e0⟩1 + ⟨e0,de0⟩1

=

〈
∑
C

ω0CeC,e0

〉
1

+

〈
e0,∑

D
ω0CeC

〉
1

=−ω00 −ω00 =−2ω00.
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Logo,
ω00 = 0. (1.1.8)

Analogamente, da equação ⟨eA,e0⟩1 = 0, com A ̸= 0, obtemos

0 = ⟨deA,e0⟩1 + ⟨eA,de0⟩1 =−ωA0 +ω0A.

Ou seja,
ωA0 = ω0A. (1.1.9)

1.2 Um modelo para o espaço hiperbólico Hn+1

Considere o conjunto dos pontos x ∈ Ln+2 tais que ⟨x,x⟩1 = −1. Escrevendo x =

x0e0 + x1e1 + ...+ xn+1en+1, obtemos

⟨x,x⟩1 =−x2
0 + x2

1 + ...+ x2
n+1 =−1. (1.2.1)

Um tal conjunto é um hiperbolóide de duas folhas em Ln+2. Pela relação (1.2.1), temos

x0 =±
√

1+ x2
1 + ...+ x2

n. A componente conexa correspondente a x0 > 0 deste hiperbolóide

será indicada por Hn+1. Como ⟨x,x⟩1 = −1, segue-se que ⟨x,dx⟩1 = 0, isto é, o espaço
tangente a Hn+1 em cada ponto de Hn+1 é normal a x. Logo, podemos escolher uma base
{a0, ...,an,an+1} de Ln+2 satisfazendo

a0 = x, ⟨a0,ai⟩1 = 0, ⟨ai,a j⟩1 = δi j, 1 ≤ i, j ≤ n+1,

ou seja, o espaço tangente TxHn+1 é gerado por a1, ...,an+1, o que significa dizer que a
métrica induzida de Ln+2 sobre Hn+1 é uma métrica riemanniana.

Considere {eA} referenciais locais em Ln+2 satisfazendo (1.1.1) e que são adaptados a
Hn+1, isto é, quando restritos a Hn+1, os campos diferenciáveis de vetores e1, ...,en+1 são
tangentes a Hn+1 enquanto que e0 = x descreve o espaço Hn+1. Agora, indiquemos por
ωA e ωAB as restrições a Hn+1 das formas com mesma notação em Ln+2; o que implica
em ω00 = 0. Além disso, considerando (1.1.5) no caso em que x é a restrição da aplicação
indentidade de Ln+2 a Hn+1, temos

dx =
n+1

∑
i=1

ωiei = de0 =
n+1

∑
i=1

ω0iei,
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donde ωi = ω0i = ωi0. Consequentemente,

de0 =
n+1

∑
i=1

ωiei, (1.2.2)

dei = ωie0 +
n+1

∑
j=1

ωi je j. (1.2.3)

Diferenciando a equação (1.2.3), obtemos

0 = d(ωie0)+d

(
∑

j
ωi je j

)
= dωie0 +de0 ∧ωi +∑

j
de j ∧ωi j +∑

j
dωi je j

= dωie0 +

(
∑

j
ω je j

)
∧ωi +∑

j

(
ω je0 +∑

k
ω jkek

)
∧ωi j +∑

j
dωi je j

= dωie0 +∑
k

ωk ∧ωiek +∑
j

ω j ∧ωi je0 +∑
k

(
∑

j
ω jk ∧ωi j

)
ek +∑

k
dωikek

=

(
dωi +∑

j
ω j ∧ωi j

)
e0 +∑

k

(
dωik +ωk ∧ωi +∑

j
ω jk ∧ωi j

)
ek.

Finalmente, deduzimos as chamadas equações de estrutura do espaço hiperbólico Hn+1:

dωi =
n+1

∑
j=1

ω j ∧ω ji, (1.2.4)

dωi j =
n+1

∑
k=1

ωik ∧ωk j +ωi ∧ω j. (1.2.5)

De posse destas duas equações, podemos determinar a curvatura de Hn+1 na métrica induzida.
Para isso, permutamos k com j e usamos a relação (1.1.9). Assim:

Ωi j = dωi j −∑
k

ωik ∧ωk j = ωi ∧ω j =−(−1)ωi0 ∧ω0 j.

Portanto, Hn+1 tem curvatura constante igual a −1.
A seguir, enunciaremos dois lemas importantes ao estudo das hipersuperfícies do espaço

hiperbólico, cujas demonstrações serão omitidas nesta leitura preliminar, a fim de manternos
o caráter sucinto deste capítulo.

Lema 1.1 (Lema de Cartan). Seja V n um espaço vetorial de dimensão n, e sejam ω1, ..., ωr :
V n → R, com r ≤ n, formas lineares em V linearmente independentes. Se existirem formas
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lineares θ1, ..., θr : V → R tais que

r

∑
i=1

ωi ∧θi = 0,

então
θi = ∑

j
ai jω j, ai j = a ji.

Lema 1.2. Seja U ⊂V n aberto e sejam ω1, ..., ωn 1-formas diferenciais em U, linearmente
independentes. Admita que exista um conjunto de 1-formas diferenciais em U, {ωi j},
i, j = 1, ..., n satisfazendo as seguintes condições

ωi j =−ω ji e dω j = ∑
k

ωk ∧ωk j.

Então, tal conjunto é único.

Seja Mn uma hipersuperfície orientável, isto é, uma subvariedade de codimensão 1 de
Hn+1. Seja ainda M orientada pelo seu campo vetorial normal unitário η : M → TpHn+1.
Como ⟨x,dx⟩ = 0, o espaço tangente em cada ponto de Hn+1 é normal a x. Seja eα um
referencial móvel ortonormal em Ln+2 adaptado a M, onde ei, i = 1, ..., n, são os campos
tangentes a M, e0 = x é o vetor posição e en+1 = η o campo normal unitário a M.

Agora, considere ∇ e ∇ as conexões riemannianas em Hn+1 e M, respectivamente. Seja
B a segunda forma fundamental de M, e S o operador Weingarten associado a B, definido da
seguinte maneira: para todo p ∈ M, o operador S : TpM → TpM é tal que

⟨S(u),v⟩= ⟨B(u,v),N(p)⟩,∀u,v ∈ TpM.

Dizemos que os autovalores de −S são as curvaturas principais de M e os autovetores
correspondentes são as direções principais. Com isto, temos o seguinte lema:

Lema 1.3. Se os campos vetoriais definidos anteriormente, ei, são direções principais que
correspondem às curvaturas principais λi, 1 ≤ i ≤ n, então vale o seguinte

ωi,n+1 =−λiωi, dN(ei) = λiei. (1.2.6)

Demonstração. Temos que

⟨S(x),y⟩= ⟨B(x,y),N(p)⟩=−⟨y,∇xN⟩

=−

〈
y,

n

∑
i=1

ωn+1,i(x)ei

〉
,
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para qualquer p ∈ M e para quaisquer x,y ∈ TpM. O que implica em S =−dN e, consequen-
temente, dN(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ n. Como

ωi,n+1(e j) =−ωn+1,i(e j) =−⟨∇e jen+1,ei⟩
= ⟨∇e jei,N⟩= ⟨B(ei,e j),N⟩
= ⟨S(ei),e j⟩=−λiδi j.

Portanto,

ωi,n+1 =
n

∑
j=1

ωi,n+1(e j)ω j =−λiωi.

O que finaliza a demonstração.

Concluiremos estas notas preliminares apresentando, na próxima seção, uma aplicação
das ideias desenvolvidas neste texto.

1.3 Aplicação às superfícies de H3

Considere {e0,e1,e2,e3} um referencial móvel ortonormal orientado positivamente, em
L4, satisfazendo (1.1.2). O correferencial {ω0,ω1,ω2,ω3} associado a {eA}, 0 ≤ A ≤ 3,
satisfaz (1.1.3); e ωAB, 0 ≤ B ≤ 3, são as formas de conexão definidas por (1.1.4).

As equações de estrutura de H3, dadas por (1.2.4) e (1.2.5), são equivalentes às seguintes
equações:

dωi =
3

∑
j=1

ω j ∧ω ji, (1.3.1)

dωi j =
3

∑
k=1

ωik ∧ωk j +ωi ∧ω j. (1.3.2)

Agora, denote por X : M2 →H3 uma imersão de uma superfície suave, orientada e conexa,
M2.

Dado p ∈ M2, seja U ⊂ M2 uma vizinhança de p na qual a restrição X |U seja injetiva.
Considere V uma vizinhança de X(p) em H3 de modo que X(U) ⊂ V e que, em V , esteja
definido um referencial adaptado, isto é, e0 = X é o vetor posição, e1 e e2 geram o espaço
tangente à M2, e e3 é o campo normal unitário à M pertencente ao espaço tangente de H3.
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As restrições das formas ωi e ωi j a M, satisfazem as equações (1.3.1) e (1.3.2), juntamente
com a condição ω3 = 0, isto é,

dω j =
2

∑
i=1

ωi ∧ωi j, (1.3.3)

dωi j =
2

∑
k=1

ωik ∧ωk j +ωi3 ∧ω3 j − (−1)ωi ∧ω j, (1.3.4)

dωi3 =
2

∑
k=1

ωik ∧ωk3. (1.3.5)

Ora, ω3 = 0 implica em dω3 = ∑
i

ωi ∧ωi3 = 0 e, pelo lema de Cartan, resulta que

(
ω13

ω23

)
=

(
h11 h12

h21 h22

)(
ω1

ω2

)
, (1.3.6)

onde as funções suaves hi j (= h ji) são os coeficientes da segunda forma fundamental, II, de
X . Por conseguinte, as curvaturas gaussiana e média de M2 são dadas, respectivamente, por

K = h11h22 −h2
12 −1, (1.3.7)

H =
h11 +h12

2
. (1.3.8)

Exemplo 1.1 (Cilindro hiperbólico). Considere o cilindro em H3 ⊂ L4 parametrizado por
X : U ⊂ R2 →H3 tal que

X(u1,u2) =

(
1
α

cosh(αu2),
1
β

cos(βu1),
1
β

sen(βu1),
1
α

senh(αu2)

)
, (1.3.9)

onde (u1,u2) ∈U e
1

β 2 −
1

α2 =−1 com α,β > 0.

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média do cilindro hiperbólico parametrizado
por (1.3.9). Com efeito, inicialmente vemos que

dX = (senh(αu2)du2,−sen(βu1)du1,cos(βu1)du1,cosh(αu2)du2) ,

donde resulta que

dX(∂u1) = (0,−sen(βu1),cos(βu1),0) ,
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dX(∂u2) = (senh(αu2),0,0,cosh(αu2)) ,

isto é, X é uma imersão. Além disso, façamos a seguinde escolha para um referencial
ortonormal adaptado ao cilindro:

e0 = X ,

e1 = (0,−sen(βu1),cos(βu1),0) ,

e2 = (senh(αu2),0,0,cosh(αu2)) ,

e3 =

(
1
β

cosh(αu2),
1
α

cos(βu1),
1
α

sen(βu1),
1
β

senh(αu2)

)
.

Usando as equações (1.2.2) e (1.2.3) podemos facilmente obter o correferencial ωi

associado ao referencial ei, 0 ≤ i ≤ 3, isto é

ω0 = ⟨de0,e0⟩1 = 0, ω1 = ⟨de0,e1⟩1 = du1, ω2 = ⟨de0,e2⟩1 = du2, ω3 = ⟨de0,e3⟩1 = 0.

Por outro lado, tendo em vista as expressões dadas por

de1 = (0,−β cos(βu1)du1,−β sen(βu1)du1,0) ,

de2 = (α cosh(αu2)du2,0,0,α senh(αu2)du2) ,

um cálculo simples resulta em

ω13 = ⟨de1,e3⟩1 =
β

α
du1, ω23 = ⟨de2,e3⟩1 =

α

β
du2.

Para concluirmos, utilizando (1.3.6) resulta que os coeficientes da segunda forma quadrá-
tica na direção de e3 são dados por

h11 =
β

α
, h12 = h21 = 0, h22 =

α

β
.

Logo, as equações (1.3.7) e (1.3.8) fornecem K = 0 (superfície flat) e H =
β 2 +α2

2αβ
.

Utilizando-se da projeção estereográfica de H3 no modelo da bola de Poincaré, B3, isto é,
considerando a aplicação dada por

π : H3 → B3

(x0,x1,x2,x3) 7→
(

x1

1+ x0
,

x2

1+ x0
,

x3

1+ x0

)
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a Figura 1.1 ilustra a superfície do Exemplo 1.1.

Figura 1.1 Cilindro hiperbólico.

Salientamos ainda que, os resultados da teoria da transformação de Ribaucour, presentes
no Capítulos 2, serão aplicados a este exemplo para obtermos uma nova família de superfícies
planas no espaço hiperbólico tridimensional (veja o Teorema 3.1). A seguir, apresentamos
mais um exemplo de superfície plana, o boneco de neve, uma superfície de rotação em H3

sem singularidades isoladas, mas com uma curva de singularidades (veja a Figura 1.2).

Exemplo 1.2 (Boneco de neve). Considere a superfície plana de rotação sem singularidades
isoladas de H3 ⊂ L4 parametrizada por X : U ⊂ R2 →H3 tal que

X(u1,u2) =

(
1

aα
cosh(εau2 −β )+

a
α

cosh
(

εu2

a
+β

)
,− 2

α
coshφ cos

αu1

2
,

− 2
α

coshφ sen
αu1

2
,− 1

aα
senh(εau2 −β )+

a
α

senh
(

εu2

a
+β

))
, (1.3.10)

onde

α =
ε(1−a2)

a
, φ =

ε(1+a2)

2a
u2, ε =±1 com ε(1−a2)> 0, (1.3.11)
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e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0, a ̸= 1 e

β =
1

1+a2 [(1−a2) log(ε(1−a2))+2a2 loga].

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média da superfície plana de rotação em H3

sem singularidades isoladas parametrizada por (1.3.10). Inicialmente, vemos que

dX =

(
ε

α
senh(εau2 +β )du2 +

ε

α
senh

(
εu2

a
+β

)
du2,

coshφ sen
(

αu1

2

)
du1 −

2b
α

senhφ cos
(

αu1

2

)
du2,

− coshφ cos
(

αu1

2

)
du1 −

2b
α

senhφ sen
(

αu1

2

)
du2,

− ε

α
cosh(εau2 −β )du2 −

ε

α
cosh

(
εu2

a
+β

)
du2

)
,

donde resulta que

dX(∂u1) =
(

0, coshφ sen
(

αu1

2

)
,−coshφ cos

(
αu1

2

)
,0
)
,

dX(∂u2) =

(
ε

α
senh(εau2 −β )+

ε

α
senh

(
εu2

a
+β

)
,−2b

α
senhφ cos

(
αu1

2

)
,

− 2b
α

senhφ sen
(

αu1

2

)
,− ε

α
cosh(εau2 −β )+

ε

α
cosh

(
εu2

a
+β

))
,

isto é, X é uma imersão. Além disso, façamos a seguinde escolha para um referencial
ortonormal adaptado à superfície X :

e0 = X ,

e1 = dX(∂u1),

e2 = dX(∂u2),

e3 =

(
1

aα
senh(εau2 −β )+

a
α

senh
(

εu2

a
+β

)
,− 2

α
senhφ cos

αu1

2
,

− 2
α

senhφ sen
αu1

2
,− 1

aα
cosh(εau2 −β )+

a
α

cosh
(

εu2

a
+β

))
.

Um cálculo direto permite ver que os campos diferenciáveis acima são dois a dois ortonormais
(com relação ao produto interno pseudo-riemanniano ⟨· , ·⟩1). Portanto, a escolha realizada é
admissível.



1.3 Aplicação às superfícies de H3 16

Usando as equações (1.2.2) e (1.2.3) e efetuando algumas contas razoavelmente longas,
obtemos o correferencial ωi associado ao referencial ei, 0 ≤ i ≤ 3, isto é,

ω0 = ⟨de0,e0⟩1 = 0,

ω1 = ⟨de0,e1⟩1 = cosh2
φ du1,

ω2 = ⟨de0,e2⟩1 = senh2
φ du2,

ω3 = ⟨de0,e3⟩1 = 0.

Por outro lado, tendo em vista as expressões dadas por

de1 =

(
0,

α

2
coshφ cosh

(
αu1

2

)
du1 +bsenhφ sen

(
αu1

2

)
du2,

α

2
coshφ sen

(
αu1

2

)
du1 −bsenhφ cos

(
αu1

2
du2,0

))
,

de2 =

(
a
α

cosh(εau2 −β )du2 +
1

αa
cosh

(
εu2

a
+β

)
du2,

bsenhφ cos
(

αu1

2

)
du1 −

2b2

α
coshφ cos

(
αu1

2

)
du2,

−bsenhφ cos
(

αu1

2

)
du1 −

2b2

α
coshφ sen

(
αu1

2

)
du2,

− a
α

senh(εau2 −β )du2 +
1

αa
senh

(
εu2

a
+β

)
du2

)
,

um cálculo direto resulta em

ω13 = ⟨de1,e3⟩1 =−1
2

senh(2φ) du1, ω23 = ⟨de2,e3⟩1 =−1
2

senh(2φ) du2.

Para concluirmos, utilizando (1.3.6), temos a equação matricial

(
−senhφ coshφ du1

−senhφ coshφ du2

)
=

(
h11 h12

h21 h22

)(
cosh2

φ du1

senh2
φ du2

)
, (1.3.12)

que fornece os coeficientes da segunda forma quadrática na direção de e3, dados por

h11 =−senhφ

coshφ
, h12 = h21 = 0, h22 =−coshφ

senhφ
.

Logo, as equações (1.3.7) e (1.3.8) fornecem K = 0 (superfície flat) e H =−cosh2φ

senh2φ
.
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Utilizando-se da projeção estereográfica de H3 no modelo da bola de Poincaré, B3, isto é,
considerando a aplicação dada por

π : H3 → B3

(x0,x1,x2,x3) 7→
(

x1

1+ x0
,

x2

1+ x0
,

x3

1+ x0

)
,

a Figura 1.2 ilustra a superfície do Exemplo 1.2.

Figura 1.2 Boneco de neve (Snowman, veja [21]).

A partir desta superfície, exibiremos uma nova família de superfícies planas de H3,
aplicando os resultados da teoria das transformações de Ribaucour presentes no Capítulo
2, conforme o Teorema 3.2. O próximo exemplo ilustra, no modelo da bola de Poincaré do
espaço hiperbólico, uma superfície plana de rotação com uma singularidade isolada, trata-se
da superfície ampulheta (veja a Figura 1.3).

Exemplo 1.3 (Ampulheta). Considere a superfície plana de rotação com singularidade
isolada de H3 ⊂ L4 parametrizada por X : U ⊂ R2 →H3 tal que

X(u1,u2) =

(
1

aα
cosh(au1 +β )+

a
α

cosh
(u1

a
+β

)
,− 2

α
senhφ cos

αu2

2
,

− 2
α

senhφ sen
αu2

2
,

1
aα

senh(au1 +β )+
a
α

senh
(u1

a
+β

))
, (1.3.13)
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onde

α =
1+a2

a
, φ =

1−a2

2a
u1, a2 ̸= 1, a ̸= 0, (1.3.14)

e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0 e

β =
1

1−a2 [(1+a2) log(1+a2)−2a2 loga].

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média da superfície plana de rotação em H3

com uma singularidade isolada parametrizada por (1.3.13). Inicialmente, vemos que

dX =

(
1
α

senh
(u1

a
+β

)
du1 +

1
α

senh(au1 +β )du1,

− (1−a2)

aα
coshφ cos

(
αu2

2

)
du1 + senhφ sen

(
αu2

2

)
du2,

− (1−a2)

aα
coshφ sen

(
αu2

2

)
du1 − senhφ cos

(
αu2

2

)
du2,

1
α

cosh
(u1

a
+β

)
du1 +

1
α

cosh(au1 +β )du1

)
,

donde resulta que

dX(∂u1) =

(
1
α

senh
(u1

a
+β

)
+

1
α

senh(au1 +β ),−(1−a2)

aα
coshφ cos

(
αu2

2

)
,

− (1−a2)

aα
coshφ sen

(
αu2

2

)
,

1
α

cosh
(u1

a
+β

)
+

1
α

cos(au1 +β )

)
,

dX(∂u2) =

(
0, senhφ sen

(
αu2

2

)
,−senhφ cos

(
αu2

2

)
,0
)
,

isto é, X é uma imersão. Além disso, façamos a seguinde escolha para um referencial
ortonormal adaptado à superfície X :

e0 = X ,

e1 = dX(∂u1),

e2 = dX(∂u2),

e3 =

(
a
α

senh
(u1

a
+β

)
− 1

aα
senh(au1 +β ),− 2

α
coshφ cos

αu2

2
,

− 2
α

coshφ sen
αu2

2
,

a
α

cosh
(u1

a
+β

)
− 1

aα
cosh(au1 +β )

)
.
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Um cálculo direto permite ver que os campos diferenciáveis acima são dois a dois ortonormais
(com relação ao produto interno pseudo-riemanniano ⟨· , ·⟩1). Portanto, a escolha acima está
bem posta.

Usando as equações (1.2.2) e (1.2.3) e efetuando algumas contas razoavelmente longas,
obtemos o correferencial ωi associado ao referencial ei, 0 ≤ i ≤ 3, isto é,

ω0 = ⟨de0,e0⟩1 = 0,

ω1 = ⟨de0,e1⟩1 = cosh2
φ du1,

ω2 = ⟨de0,e2⟩1 = senh2
φ du2,

ω3 = ⟨de0,e3⟩1 = 0.

Por outro lado, tendo em vista as expressões dadas por

de1 =

(
1

aα
cosh

(u1

a
+β

)
du1 +

a
α

cosh(au1 +β )du1,

− (1−a2)2

2a2α
senhφ cos

(
αu2

2

)
du1 +

(1−a2)

2a
coshφ sen

(
αu2

2

)
du2,

− (1−a2)2

2a2α
senhφ sen

(
αu2

2

)
du1 −

(1−a2)

2a
coshφ cos

(
αu2

2

)
du2,

1
aα

senh
(u1

a
+β

)
du1 +

a
α

senh(au1 +β )du1

)
,

de2 =

(
0,

1−a2

2a
coshφ sen

(
αu2

2

)
du1 +

α

2
senhφ cos

(
αu2

2

)
du2,

− (1−a2)

2a
coshφ cos

(
αu2

2

)
du1 +

α

2
senhφ sen

(
αu2

2

)
du2,0

)
,

um cálculo direto resulta em

ω13 = ⟨de1,e3⟩1 =−1
2

senh(2φ) du1, ω23 = ⟨de2,e3⟩1 =−1
2

senh(2φ) du2.

Para concluirmos, utilizando (1.3.6), temos a equação matricial

(
−senhφ coshφ du1

−senhφ coshφ du2

)
=

(
h11 h12

h21 h22

)(
cosh2

φ du1

senh2
φ du2

)
, (1.3.15)
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que fornece os coeficientes da segunda forma quadrática de X na direção de e3:

h11 =−senhφ

coshφ
, h12 = h21 = 0, h22 =−coshφ

senhφ
.

Logo, as equações (1.3.7) e (1.3.8) fornecem K = 0 (superfície flat) e H =−cosh2φ

senh2φ
.

Utilizando-se da projeção estereográfica de H3 no modelo da bola de Poincaré, B3, isto é,
considerando a aplicação dada por

π : H3 → B3

(x0,x1,x2,x3) 7→
(

x1

1+ x0
,

x2

1+ x0
,

x3

1+ x0

)
,

a Figura 1.3 ilustra a superfície do Exemplo 1.3.

Figura 1.3 Ampulheta (Hourglass, veja [21]).

De acordo com os resultados do Capítulo 2, aplicaremos a teoria das transformações
de Ribaucour a esta superfíce plana de rotação com uma singularidade isolada para gerar
uma nova família de superfícies planas de H3, conforme o Teorema 3.3. Veremos, oportuna-
mente, algumas proposições que fornecem propriedades geométricas relacionadas às novas
superfícies obtidas.



Capítulo 2

Transformação de Ribaucour em H3

Neste capítulo, seguiremos os passos contidos em [27] e apresentaremos a teoria da
transformação de Ribaucour para superfícies no espaço hiperbólico H3, um espaço forma
simplesmente conexo de curvatura seccional constante igual a -1. Além disso, denotaremos
por L4 o conjunto dos pontos x = (x0,x1,x2,x3) ∈ R4 munido do produto interno pseudo-
riemanniano

⟨x,y⟩1 =−x0y0 +
3

∑
i=1

xiyi.

Assim, a seguinte subvariedade configura um modelo para o espaço hiperbólico

H3 = {x ∈ L4;⟨x,x⟩1 =−1, x0 > 0}.

Seja M uma superfície orientável em H3. Considere {e1, e2} um referencial ortonormal
tangente a M e N um campo vetorial normal unitário definido sobre M. Além disso, ωi as
1-formas duais a ei e ωi j as formas de conexão de M dadas por

dωi = ∑
j ̸=i

ωi j ∧ω j, com ωi j =−ω ji, 1 ≤ i, j ≤ 2,

Seguem-se das equações de estrutura de H3 que a equação de Gauss é dada por

dω12 = ω13 ∧ω32 +ω1 ∧ω2 ,

onde ω23 = −ω32 = ⟨de2,N⟩1 e ω13 = −ω31 = ⟨de1,N⟩1, e as equações de Codazzi são
expressas por

dω13 = ω12 ∧ω23, dω23 = ω21 ∧ω13. (2.0.1)
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Outrossim, se os campos vetoriais ei são direções principais correspondentes às curvaturas
principais −λi, então, podemos escrever

ωi3 =−λiωi, dN(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ 2. (2.0.2)

Por último, consideraremos M uma superfície em H3 parametrizada por linhas de curvatura

ortogonais, X(u1,u2), sendo X o vetor posição em L4, e as direções principais e1 =
Xu1

a1
,

e2 =
Xu2

a2
com a1 = |Xu1| e a2 = |Xu2 | diferenciáveis. A primeira forma fundamental de M é

dada por I = ω
2
1 +ω

2
2 , onde ω1 = a1du1 e ω2 = a2du2. Para uso posterior, fixaremos também

a seguinte expressão para a forma de conexão ω12:

ω12 =
1

a1a2

(
−∂a1

∂u2
ω1 +

∂a2

∂u1
ω2

)
.

2.1 Principais resultados

Tendo em vista as definições clássica e moderna da transformação de Ribaucour para
superfícies em R3 (veja [4], [6], [26]) e, a fim de considerarmos uma situação similar para
superfícies em H3 (veja Definição 2.4), trataremos de algumas definições preliminares.

Definição 2.1 (Congruência de esferas geodésicas). Uma congruência de esferas geodésicas
em H3 é uma família de esferas geodésicas a 2-parâmetros tal que o conjunto dos centros das
esferas geodésicas é uma superfície de H3 e o raio das esferas geodésicas é dado por uma
função diferenciável sobre a superfície.

Definição 2.2 (Involuta). Uma involuta de uma congruência de esferas geodésicas é uma
subvariedade bidimensional M de H3, tal que cada ponto de M é tangente a uma esfera
geodésica da cogruência de esferas geodésicas.

Definição 2.3 (Superfícies associadas por uma congruência de esferas geodésicas). Sejam M
e M̃ superfícies em H3. Dizemos que M e M̃ estão associadas por uma congruência de esferas
geodésicas se existe um difeomorfismo ψ : M → M̃ tal que, nos pontos correspondetes p e
ψ(p), M e M̃ são tangentes à mesma esfera geodésica da congruência de esferas geodésicas.

Na definição acima, trata-se de um caso importante quando o difeomorfismo ψ é tal que
dψ aplica dois campos vetoriais principais de M em dois campos vetoriais principais de M̃.

A seguir, apresentamos a definição de uma transformação de Ribaucour para superfícies
em H3.
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Definição 2.4 (Transformação de Ribaucour). Seja M uma superfície orientável em H3.
Suponha que existem campos vetoriais principais ortonormais e1, e2 definidos em M. Dize-
mos que uma superfície orientável M̃ ⊂H3 está associada a M por uma transformação de
Ribaucour com respeito a e1, e2, se existem uma função diferenciável φ : M → R, um difeo-
morfismo ψ : M → M̃ e campos vetoriais normais unitários N e Ñ de M e M̃, respectivamente,
tais que

i) p+ tanh(φ(p))N(p) = ψ(p)+ tanh(φ(p))Ñ(ψ(p)), ∀p ∈ M;

ii) O subconjunto S := {p+ tanh(φ(p))N(p); p ∈ M} é uma superfície de H3;

iii) dψ(e1) e dψ(e2) são direções principais ortogonais de M̃ (i.e., o difeomorfismo ψ

preserva linhas de curvatura).

Podemos tomar a inversa da transformação de Ribaucour no seguinte sentido: existem
campos vetoriais principais ortonormais ẽ1, ẽ2 definidos em M̃ tais que M está associada a M̃
com respeito a ẽ1, ẽ2.

Consideramos a seguir uma definição local para a transformação de Ribaucour.

Definição 2.5 (Local). Seja M uma superfície orientável em H3. Suponha que existem 2
campos vetoriais principais ortonormais e1, e2 definidos em M. Dizemos que uma superfície
M̃ ⊂H3 está localmente associada a M por uma transformação de Ribaucour com respeito
a e1, e2, se para qualquer q̃ ∈ M̃ existem uma vizinhança Ṽ de q̃ em M̃ e um subconjunto
aberto V ⊂ M tal que Ṽ está associada a V por uma transformação de Ribaucour com respeito
a e1, e2.

O próximo teorema fornece uma caracterização da transformação de Ribaucour por meio
de equações diferenciais quando o espaço ambiente é o H3. Este resultado é uma extensão
natural da caracterização da transformação de Ribaucour no espaço euclidiano (veja [6]).

Teorema 2.1 ([27]). Seja M uma superfície orientável em H3. Sejam ei, 1 ≤ i ≤ 2, campos
vetoriais principais ortonormais definidos em M. Uma superfície M̃ ⊂H3 está localmente
associada a M por uma transformação de Ribaucour se, e somente se, para todo p ∈ M̃,
existem uma parametrização X̃ : U ⊂ R2 → M̃ ⊂H3 de uma vizinhança de p e uma função
diferenciável h : U → (−1,1)⊂ R, que não se anula, tais que

X̃ = X +h(N − Ñ), (2.1.1)
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onde X é uma parametrização de um subconjunto aberto de M, N é um campo vetorial
normal unitário de M e Ñ é um campo vetorial normal unitário de M̃ dado por

Ñ =
1

∆−h2 +1

[
2

∑
i=1

2Ziei +(∆−h2 −1)N −2hX

]
, (2.1.2)

com

Zi =
dh(ei)

1+hλi
, ∆ =

2

∑
i=1

(Zi)
2 (2.1.3)

e h satisfazendo o sistema de equações diferenciais

dZ j(ei)+Ziωi j(ei)−ZiZ jλi = 0, 1 ≤ i ̸= j ≤ 2 (2.1.4)

onde ωi j são as formas de conexão do referencial {ei}.

Demonstração. Suponha que M̃ está localmente associada a M por uma transformação de
Ribaucour com respeito a e1,e2. Por definição, para cada p ∈ M̃, existem parametrizações
locais X̃ e X de uma vizinhança de p e de um subconjunto de M, respectivamente, e existe
uma função diferenciável φ definida em um aberto U de R2 tais que

(coshφ)X +(senhφ)N = (coshφ)X̃ +(senhφ)Ñ,

onde N e Ñ são os campos normais unitários de M e M̃, respectivamente. Temos que

⟨dX̃(ei), Ñ⟩1 = 0, 1 ≤ i ≤ 2. (2.1.5)

Seja h = tghφ . Assim, X̃ = X +h(N − Ñ) e, portanto,

dX̃ = dX +dh(N − Ñ)+h(dN −dÑ). (2.1.6)

A fim de provarmos o teorema, consideraremos Ñ o campo vetorial normal unitário dado por

Ñ =
2

∑
k=1

bkek +b3N +µX , (2.1.7)

onde
2

∑
k=1

(bk)
2 +(b3)

2 −µ
2 = 1. (2.1.8)
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Tomando a diferencial de (2.1.7), obtemos então

dÑ =
2

∑
k=1

(dbkek +bkdek)+db3N +b3dN +dµX +µdX

=
2

∑
k=1

[
dbkek +bk

(
2

∑
l=1

ωklel +ωk3N +ωkX

)]

+db3N +b3dN +dµX +µ

2

∑
k=1

ωkek.

(2.1.9)

Usando o Lema 1.3, segue que

dÑ(ei) =
2

∑
k=1

(
dbk(ei)+

2

∑
l=1

blωlk(ei)

)
ek +

(
2

∑
k=1

bkωk3(ei)+db3(ei)

)
N

+(dµ(ei)+bi)X +b3dN(ei)+µei

=
2

∑
k=1

(
dbk(ei)+

2

∑
l=1

blωlk(ei)+µδik +b3λkδik

)
ek

+(db3(ei)−λibi)N +(dµ(ei)+bi)X .

(2.1.10)

De (2.1.6), obtemos

dX̃(ei) = dX(ei)+dh(ei)(N − Ñ)+h(dN(ei)−dÑ(ei))

= ei +dh(ei)(N − Ñ)+h(λiei −dÑ(ei))

= (1+hλi)ei +dh(ei)(N − Ñ)−hdÑ(ei).

(2.1.11)

Substituindo (2.1.7) e (2.1.11) em (2.1.5), encontramos

(1+hλi)bi +dh(ei)(b3 −1) = 0, 1 ≤ i ≤ 2. (2.1.12)

Agora, provaremos a seguinte afirmação: 1+hλi ̸= 0 para todo i. Consideraremos, pois, a
variedade central X0 = (X +hN)coshφ . Então,

dX0(ei) = (dX(ei)+dh(ei)N +hdN(ei))coshφ +(X +hN)senhφdφ(ei)

= (ei +dh(ei)N +hλiei)coshφ +(X +hN)senhφdφ(ei)

= [(1+hλi)ei +dh(ei)N]coshφ +(X +hN)senhφdφ(ei).
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Porém, h = tghφ , então dh = sech2
φ dφ , isto é, dφ = cosh2

φ dh. Portanto,

dX0(ei) = [(1+hλi)coshφ ]ei +[N +(X +hN)senhφ coshφ ]coshφ dh(ei).

Suponha, por contradição, que (1+hλi)(u0) = 0 para algum u0. Então, obtemos de (2.1.12)
que (b3−1)dh(ei)(u0) = 0 e, consequentemente, dh(ei)(u0) = 0. Caso contrário, b3(u0) = 1
implicaria em Ñ(u0) =N(u0), daí X̃(u0) = X(u0) = X0(u0), o que significaria que φ(u0) = 0,
uma contradição. Sendo assim, devemos ter dh(ei)(u0) = 0 e dX0(ei)(u0) = 0, mas, isto
também é uma contradição, pois X0 é uma subvariedade bidimensional. O que nos permite
concluir que 1+hλi ̸= 0 para todo i.

Pela equação (2.1.12), vemos o seguinte

bi =
dh(ei)

1+hλi
(1−b3) = Zi(1−b3). (2.1.13)

Além disso, a condição ⟨X̃ , Ñ⟩1 = 0 fica

0 = ⟨X +h(N − Ñ), Ñ⟩1 = ⟨X , Ñ⟩1 +h(⟨N, Ñ⟩1 −⟨Ñ, Ñ⟩1)

=

〈
X ,

2

∑
k=1

bkek +b3N +µX

〉
1

+h

(〈
N,

2

∑
k=1

bkek +b3N +µX

〉
1

−1

)
= µ⟨X ,X⟩1 +h(b3⟨N,N⟩1 −1) =−µ +h(b3 −1),

ou seja,
µ = h(b3 −1). (2.1.14)

Ao substituirmos ∆ :=
2

∑
k=1

(Zk)
2 e as equações (2.1.13), (2.1.14) em (2.1.8), obtemos

b3 =
∆−h2 −1
∆−h2 +1

. (2.1.15)

Uma conta simples, explicitada na prova do Teorema 2.2, permite-nos ver que de fato Ñ é
dado como em (2.1.2).

Agora, expressamos dÑ(ei) da seguinte forma

dÑ(ei) =
2

∑
k=1

Lk
i ek +L3

i N +qiX . (2.1.16)
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Por (2.1.10), obtemos

Lk
i = dbk(ei)+

2

∑
l=1

blωlk(ei)+µδik +b3λkδik, (2.1.17)

L3
i = db3(ei)−λibi, (2.1.18)

qi = dµ(ei)+bi. (2.1.19)

Sabemos que X̃ preserva linhas de curvatura, ou seja, os campos dX̃(ei) são direções princi-
pais ortogonais. Então, para quaisquer 1 ≤ i ̸= j ≤ 2, são válidas as relações

⟨dX̃(ei),dX̃(e j)⟩1 = ⟨dÑ(ei),dX̃(e j)⟩1 = ⟨dÑ(ei),dÑ(e j)⟩1 = 0.

Usando as equações (2.1.11) e (2.1.16), deduzimos

0 = ⟨dÑ(ei),dX̃(e j)⟩1 = ⟨dÑ(ei),(1+hλ j)e j +dh(e j)N −dh(e j)Ñ −hdÑ(e j)⟩1

= ⟨dÑ(ei),(1+hλ j)e j +dh(e j)N⟩1 =

〈
2

∑
k=1

Lk
i ek +L3

i +qiX ,(1+hλ j)e j +dh(e j)N

〉
1

= L j
i (1+hλ j)+L3

i dh(e j), i ̸= j.

Como 1+hλ j ̸= 0, segue-se que

L j
i +L3

i Z j = 0, i ̸= j. (2.1.20)

Usando (2.1.16), vemos também que

0 = ⟨dÑ(ei),dÑ(e j)⟩1 =

〈
2

∑
k=1

Lk
i ek +L3

i N +qiX ,
2

∑
k=1

Lk
jek +L3

jN +q jX

〉
1

=
2

∑
k=1

Lk
i Lk

j +L3
i L3

j −qiq j.

(2.1.21)

Diferenciando (2.1.13) obtemos a relação

db j = dZ j(1−b3)−Z jdb3, 1 ≤ j ≤ 2. (2.1.22)

Substituindo (2.1.13), (2.1.17), (2.1.18) e (2.1.20) em (2.1.22), temos, para i ̸= j, que

0 = dZ j(ei)(1−b3)−Z jdb3(ei)−db j(ei)
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= dZ j(ei)(1−b3)−Z jdb3(ei)−L j
i +

2

∑
l=1

blωl j(ei)+µδi j +b3λ jδi j

= dZ j(ei)(1−b3)−Z jdb3(ei)+L3
i Z j +

2

∑
l=1

Zl(1−b3)ωl j(ei)

= dZ j(ei)(1−b3)−Z jdb3(ei)+(db3(ei)−λibi)Z j +
2

∑
l=1

Zl(1−b3)ωl j(ei)

= dZ j(ei)(1−b3)−λiZi(1−b3)Z j +
2

∑
l=1

Zl(1−b3)ωl j(ei)

= (1−b3)

(
dZ j(ei)+

2

∑
l=1

Zlωl j(ei)−λiZiZ j

)
.

Com isso, temos as equações diferenciais em (2.1.4). O que prova uma das direções do
Teorema 2.1.

Reciprocamente, suponha que h é uma solução de (2.1.4) que não se anula. Motivados
pelo que vimos, definimos as funções Zi e ∆ por (2.1.3), bi, µ , b3 e Ñ por (2.1.13), (2.1.14),
(2.1.15) e (2.1.7), respectivamente. Observamos inicialmente que

2

∑
k=1

(bk)
2 +(b3)

2 −µ
2 = (1−b3)

2(Z2
1 +Z2

2)+(b3)
2 −µ

2 = (1−b3)
2
∆+(b3)

2 −µ
2 = 1,

donde Ñ é um campo vetorial unitário. Queremos mostrar que X̃ , como em (2.1.1), está
associada a X por uma transformação de Ribaucour com respeito a e1, e2. Assumimos, sem
perda de generalidade, que h(x) ∈ (0,+∞), para todo x ∈U , uma vez que a função h não se
anula. Além disso, tomamos a função diferenciável φ := arctghh. Daí, pela equação (2.1.1)
temos que, de fato,

X̃ = X + tghφ(N − Ñ),

isto é, X̃(coshφ)+ (senhφ)Ñ = X(coshφ)+ (senhφ)N, o que verifica a condição (i) da
Definição 2.4. Das relações em (2.1.1), (2.1.7) e (2.1.14), constatamos facilmente que
⟨Ñ, X̃⟩1 = 0. Também podemos concluir, pela definição de X̃ , que dX̃(ei) é dada por (2.1.11).
Consequentemente, usando as expressões já conhecidas de Ñ e bi, dadas em (2.1.7), (2.1.13),
respectivamente, e a hipótese em (2.1.3), temos que

⟨dX̃(ei), Ñ⟩1 = ⟨(1+hλi)ei +dh(ei)(N − Ñ)−hdÑ(ei), Ñ⟩1

=

〈
(1+hλi)ei,

2

∑
k=1

bkek +b3N +µX

〉
1

+dh(ei)(⟨N, Ñ⟩1)−h⟨dÑ(ei), Ñ⟩1

= (1+hλi)bi +dh(ei)(b3 −1) =−(1+hλi)Zi(b3 −1)+dh(ei)(b3 −1)
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= [−(1+hλi)Zi +dh(ei)](b3 −1) = 0,

o que nos mostra que Ñ é um campo normal unitário de X̃ em H3. Por (2.1.15),

db3(ei) = d
(

∆−h2 −1
∆−h2 +1

)
(ei)

=
(d∆(ei)−2hdh(ei))(∆−h2 +1)− (d∆(ei)−2hdh(ei))(∆−h2 −1)

(∆−h2 +1)2

=
d∆(ei)−2hdh(ei)+d∆(ei)−2hdh(ei)

(∆−h2 +1)2 =
2d∆(ei)−4hdh(ei)

(∆−h2 +1)2 .

(2.1.23)

Daí, por (2.1.13),

db j(ei) = dZ j(ei)(1−b3)−Z jdb3(ei)

=
2dZ j(ei)

∆−h2 +1
−

2Z j[d∆(ei)−2hdh(ei)]

(∆−h2 +1)2 , 1 ≤ i, j ≤ 2.
(2.1.24)

Diferenciando a expressão de µ em (2.1.14), usando (2.1.15) e (2.1.23), obtemos

dµ(ei) = dh(ei)(b3 −1)+hdb3(ei)

=− 2dh(ei)

∆−h2 +1
+

2h[d∆(ei)−2hdh(ei)]

(∆−h2 +1)2 .
(2.1.25)

Agora, usando (2.1.16)-(2.1.19) e as expressões calculadas anteriormente, encontramos

Li
i = dbi(ei)+µ +

2

∑
k=1

bkωki(ei)+b3λi

=
2dZi(ei)

∆−h2 +1
− 2Zi[d∆(ei)−2hdh(ei)]

(∆−h2 +1)2

− 2h
∆−h2 +1

+
∑

2
k=1 2Zkωki(ei)

∆−h2 +1
+

(∆−h2 −1)λi

∆−h2 +1
,

(2.1.26)

L3
i = db3(ei)−λibi

=
2d∆(ei)−4hZi(1+hλi)

(∆2 −h2 +1)2 − 2λiZi

∆−h2 +1

=
2d∆(ei)

(∆−h2 +1)2 −
2[2hZi +(∆+h2 +1]λiZi)

(∆−h2 +1)2 .

(2.1.27)
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Consequentemente, segue-se de (2.1.19), (2.1.13), (2.1.15), (2.1.25) e (2.1.27) (e observando
por (2.1.3) que dh(ei) = Zi(1+hλi)), que

qi = dµ(ei)+bi

=−2dh(ei)−2Zi

∆−h2 +1
+

2h[d∆(ei)−2hdh(ei)]

(∆−h2 +1)2

=
−(2dh(ei)−2Zi)

∆−h2 +1
− 4h2Zi(1+hλi)

(∆−h2 +1)2 +hL3
i +

2h[2hZi +(∆+h2 +1)λiZi]

(∆−h2 +1)2 ,

isto é,
qi = hL3

i . (2.1.28)

Segue de (2.1.4), (2.1.26) e (2.1.27) que

ZiLi
i =

2
∆−h2 +1

[
ZidZi(ei)+Zi

2

∑
k=1

Zkωki(ei)

]

− (Zi)
2(d∆(ei)−2hdh(ei))

(∆−h2 +1)2 +
Zi[−2h+(∆−h2 −1)λi]

∆−h2 +1

=
2

∆−h2 +1

ZidZi(ei)+
2

∑
k=1
k ̸=i

 2

∑
l=1
l ̸=i

Zlωlk(ei)+dZk(ei)−ZkZiλi




− 2(Zi)
2(d∆(ei)−2hdh(ei))

(∆−h2 +1)2 +
Zi[−2h+(∆−h2 −1)λi]

∆−h2 +1

=
2

∆−h2 +1

[
d∆(ei)

2
− (∆− (Zi)

2)Ziλi

]
− 2(Zi)

2(d∆(ei)−2hdh(ei))

(∆−h2 +1)2 +
Zi[−2h+(∆−h2 −1)λi]

∆−h2 +1

=
∆−h2 +1

2

[
L3

i −
2(−2hZi − (∆−h2 +1)λiZi)

(∆−h2 +1)2

]
− 2

∆−h2 +1
(∆− (Zi)

2)Ziλi − (Zi)
2
(

L3
i +

2λiZi

∆−h2 +1

)
+

Zi[−2h+(∆−h2 −1)λi]

∆−h2 +1
.

Decorre disto que

ZiLi
i =

[
∆−h2 +1

2
− (Zi)

2
]

L3
i . (2.1.29)

Por outro lado, também podemos a partir das relações em (2.1.4), (2.1.17), (2.1.24) e (2.1.27)
deduzir a equação (2.1.20). Daí, usando (2.1.20), (2.1.28) e (2.1.29), verificamos, para todo
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i ̸= j, que

⟨dÑ(ei),dÑ(e j)⟩1 = Li
iL

i
j +L j

i L j
j + ∑

k ̸=i, j
Lk

i Lk
j +L3

i L3
j −qiq j

=−ZiLi
iL

3
j −Z jL

j
jL

3
i + ∑

k ̸=i, j
(Zk)

2L3
i L3

j +L3
i L3

j −h2L3
i L3

j

=

[
(Zi)

2 +(Z j)
2 −2

∆−h2 +1
2

]
L3

i L3
j + ∑

k ̸=i, j
(Zk)

2L3
i L3

j +L3
i L3

j −h2L3
i L3

j

= 0.

Além disso, com a igualdade acima e as relações (2.1.11) e (2.1.20), vemos, para i ̸= j, que

⟨dÑ(ei),dX̃(e j)⟩1 = ⟨dÑ(ei),(1+hλ j)e j +dh(e j)N⟩1

= L j
i (1+hλ j)+L3

i dh(e j) = (1+hλ j)(L
j
i +L3

i Z j)

= 0.

Por fim, quando i ̸= j, temos que

⟨dX̃(ei),dX̃(e j)⟩1 = (1+hλi)⟨ei,dX̃(e j)⟩1 +dh(ei)⟨N,dX̃(e j)⟩1

=−(1+hλi)[dh(e j)bi +hLi
j]+dh(ei)[dh(e j)(1−b3)−hL3

j ]

=−(1+hλi)[dh(e j)Zi(1−b3)−hZiL3
j −Zi(1−b3)dh(e j)+ZihL3

j ]

= 0.

Definimos então a aplicação ψ : X(U)→ X̃(U) dada por

X(p) 7→ X̃(p).

Já vimos que os itens (i) e (iii) da Definição 2.4 são satisfeitos.
Agora, mostraremos que o item (ii) também vale. Seja X0 = (X +hN)coshφ . Assim,

dX0(ei) = [(1+hλi)coshφ ]ei +(N +(X +hN)senhφ coshφ)coshφdh(ei).

Consequentemente, temos

|dX0(ei)|2 = [(coshφ +hsenhφ cosh2
φ)2 + senh2

φ cosh4
φ ](dh(ei))

2 +(1+hλi)
2

̸= 0
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Portanto, o conjunto {cosh(φ(X(p)))X(p)+ senh(φ(X(p)))N(p); p ∈ U} é de fato uma
subvariedade bidimensional. O que finaliza a prova de que M̃ está localmente associada a M
por uma transformação de Ribaucour com respeito a e1,e2.

A equação diferencial (2.1.4) é não-linear e de segunda ordem. Apesar disso, a proposição
a seguir nos mostra como o problema de se obter a função h pode ser linearizado.

Proposição 2.1 ([27]). Se h é uma solução de (2.1.4), que não se anula em um domínio

simplesmente conexo, então h =
Ω

W
, onde W é uma função não nula e as funções Ω, W e Ωi,

i = 1,2, satisfazem o seguinte sistema

dΩi(e j) = Ω jωi j(e j), i ̸= j ,

dΩ =
2

∑
i=1

Ωiωi ,

dW =−
2

∑
i=1

Ωiλiωi .

(2.1.30)

Reciprocamente, se o sistema (2.1.30) está satisfeito para as funções Ω, Ωi e W, com W ̸= 0,

então h =
Ω

W
é uma solução de (2.1.4).

Demonstração. Seja h uma solução que não se anula de (2.1.4), afirmamos que a 1-forma

ψ =
1
h

2

∑
k=1

Zkωk

é fechada. De fato, tomando a derivada exterior de ψ e usando as equações em (2.1.3) e
(2.1.4), vemos que

dψ = d

(
1
h

2

∑
k=1

Zkωk

)
=

2

∑
k=1

(
dZkh−Zkdh

h2 ∧ωk +
1
k

2

∑
k=1

Zkdωk

)

=
2

∑
i=1

[
2

∑
j=1

1
h

dZi(e j)ω j −
dh(e j)

h2 ω j

]
∧ωi +

1
h

2

∑
i=1

2

∑
j=1

2

∑
k=1

Zkωki(e j)ω j ∧ωi

=
2

∑
i, j=1

[
1
h

dZi(e j)−
dh(e j)

h2

]
ω j ∧ωi +

2

∑
i, j=1

[
1
h

2

∑
k=1

Zkωki(e j)

]
ω j ∧ωi

=
2

∑
i, j=1

[
1
h

dZi(e j)−
dh(e j)

h2 +
2

∑
k=1

1
h

Zkωki(e j)

]
ω j ∧ωi

= 0.
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Sendo ψ uma 1-forma fechada sobre um domínio simplesmente conexo, segue-se que ψ é
exata. Logo, existe uma função diferenciável Ω tal que d(logΩ) = ψ . Consequentemente,

dΩ(ei)

Ω
= ψ(ei),

isto é,

dΩ(ei) =
Ω

h

[
2

∑
k=1

Zkωk(ei)

]
=

Ω

h
Zi.

Como h é uma solução que não se anula de (2.1.4), então podemos considerar Ω como visto
acima e definir

Ωi = dΩ(ei) e W =
Ω

h
. (2.1.31)

Daí, obtemos

dh(ei) =
Ωi

W

(
1+

Ωλi

W

)
, 1+hλi = 1+

Ωλi

W
, (2.1.32)

∆ =
1

W 2

2

∑
j=1

(Ω j)
2, Zi =

Ωi

W
. (2.1.33)

Com isso, as equações diferenciais em (2.1.4) são reescritas como no sistema (2.1.30):

dΩi(e j) = Ω jωi j(e j), i ̸= j, (2.1.34)

dΩ =
2

∑
i=1

Ωiωi, (2.1.35)

dW =−
2

∑
i=1

Ωiλiωi, (2.1.36)

h =
Ω

W
. (2.1.37)

Reciprocamente, se (2.1.30) é satisfeito, tomando Zi =
Ωi

W
, obtemos o sistema (2.1.4).

Definindo ainda h =
Ω

W
, concluímos que dh(ei) = Zi(1+hλi).

Tendo em vista o estudo que faremos no Capítulo 3, reescreveremos o Teorema 2.1 na
forma seguinte:
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Teorema 2.2 ([27]). Seja M ⊂ H3 uma superfície orientável parametrizada por X : U ⊂
R2 → M. Suponha que e1, e2 sejam direções principais ortonormais e N um campo vetorial
normal unitário em M tal que dN(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ 2. Uma superfície M̃ está localmente
associada a M por uma transformação de Ribaucour com respeito a e1, e2 se, e somente se,
para todo p ∈ M̃, existem um subconjunto aberto V ⊂U, funções diferenciáveis não-nulas
W, Ω, Ωi : V ⊂U → R que são soluções do sistema (2.1.30), satisfazendo

WS(W +λiΩ)(S−ΩTi) ̸= 0 para 1 ≤ i ≤ 2,

com

S =
2

∑
k=1

(Ωk)
2 −Ω

2 +W 2 (2.1.38)

e X̃ : V ⊂ R2 → M̃ uma parametrização de M̃ dada por

X̃ =

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
.

Além disso, a aplicação normal de X̃ é dada por

Ñ = N +
2W
S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN −ΩX

)
, (2.1.39)

e as curvaturas principais, −λi, 1 ≤ i ≤ 2, de X̃ , são dadas por

λ̃i =
WTi +λiS

S−ΩTi
, (2.1.40)

sendo

Ti = 2

(
dΩi(ei)+

2

∑
k=1

Ωkωki(ei)−Wλi −Ω

)
. (2.1.41)

Demonstração. Por meio das equações (2.1.7), (2.1.13), (2.1.14) e (2.1.15), obtemos que

Ñ =
2

∑
i=1

biei +b3N +µX

=
2

∑
i=1

Zi(1−b3)ei +b3N +(b3 −1)hX

= (1−b3)

(
2

∑
i=1

Ziei −hX

)
+b3N
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=
2

∆−h2 +1

(
2

∑
i=1

Ziei −hX

)
+

∆−h2 −1
∆−h2 +1

N

=
1

∆−h2 +1

[
2

2

∑
i=1

Ziei −2hX +(∆−h2 −1)N

]
.

Seja S =
2

∑
j=1

(Ω j)
2 −Ω

2 +W 2. De posse da relação descrita anteriormente, substituindo na

mesma as expressões ∆ =
1

W 2

2

∑
j=1

(Ω j)
2, Zi =

Ωi

W
e h =

Ω

W
, concluímos que

Ñ =
W 2

∑
2
j=1(Ω j)2 −Ω2 +W 2

[
2

∑
i=1

2
Ωi

W
ei −

2Ω

W
X +

∑
2
j=1(Ω j)

2 −Ω2 −W 2

W 2 N

]

=
W
S

[
2

2

∑
i=1

Ωiei −2ΩX +
S−2W 2

W
N

]

= N +
2W
S

(
2

∑
i=1

Ωiei −ΩX −WN

)
.

Portanto,

X̃ = X −h(Ñ −N)

= X − Ω

W

[
N +

2W
S

(
2

∑
i=1

Ωiei −ΩX −WN

)
−N

]

=

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
.

Sejam X e X̃ parametrizações de M e M̃. Temos que

dX̃ = dX +dh(N − Ñ)+h(dN −dÑ), (2.1.42)

onde h =
Ω

W
e Ñ é da forma (2.1.7). As curvaturas principais de M̃ são dadas por

λ̃i =
⟨dÑ(ei),dX̃(ei)⟩1

⟨dX̃(ei),dX̃(ei)⟩1
. (2.1.43)
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Como dÑ(ei) = λidX̃(ei), dN(ei) = λidX(ei), obtemos de (2.1.42) que

(1+hλ̃i)dX̃(ei) = (1+hλi)ei +dh(ei)(N − Ñ). (2.1.44)

Agora, observe que

(1+hλ̃i)
2⟨dX̃(ei),dX̃(ei)⟩1 = ⟨(1+hλi)ei +dh(ei)(N − Ñ),(1+hλi)ei +dh(ei)(N − Ñ)⟩1

(1+hλi)
2 +2(1+hλi)dh(ei)⟨ei,N − Ñ⟩1

+(dh(ei))
2⟨N − Ñ,N − Ñ⟩1

= (1+hλi)
2 −2(1+hλi)dh(ei)⟨ei, Ñ⟩1 +2(dh(ei))

2(1−⟨N, Ñ⟩1)

= (1+hλi)
2 −2(1+hλi)dh(ei)Zi(1−b3)+2(dh(ei))

2(1−b3)

= (1+hλi)
2 +2dh(ei)(1−b3)[−(1+hλi)Zi +dh(ei)]

= (1+hλi)
2,

ou seja,

⟨dX̃(ei),dX̃(ei)⟩1 =
(1+hλi)

2

(1+hλ̃i)2
. (2.1.45)

Por outro lado, sabemos que

⟨dÑ(ei),dX̃(ei)⟩1 =

〈
2

∑
k=1

Lk
i ek +L3

i N +qiX ,
1

1+hλ̃i
((1+hλi)ei +dh(ei)N)

〉
1

=
1

1+hλ̃i
((1+hλi)Li

i +dh(ei)L3
i )

=
1+hλi

1+hλ̃i
(Li

i +ZiL3
i ).

(2.1.46)

Supondo Ωi ̸= 0, temos dh(ei) ̸= 0, então, concluímos a partir de (2.1.29) que

Li
i +ZiL3

i =
∆−h2 +1

2Zi
L3

i ,

e, por consequência, obtemos

⟨dX̃(ei),dÑ(ei)⟩1 =
(1+hλi)(∆−h2 +1)

2(1+hλ̃i)Zi
L3

i .
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Combinando (2.1.43), (2.1.45) e a igualdade acima, obtemos

λ̃i =
⟨dÑ(ei),dX̃(ei)⟩1

⟨dX̃(ei),dX̃(ei)⟩1
=

(1+hλi)(∆−h2 +1)
2(1+hλ̃i)Zi

L3
i
(1+hλ̃i)

2

(1+hλi)2

=
(1+hλ̃i)(∆−h2 +1)

2Zi(1+hλi)
L3

i .

Como S−ΩTi ̸= 0, então

2dh(ei)−h(∆−h2 +1)L3
i ̸= 0.

Portanto,

λ̃i =
(∆−h2 +1)L3

i

2dh(ei)−h(∆−h2 +1)L3
i
, (2.1.47)

onde L3
i é dada por (2.1.27).

Usando (2.1.33), (2.1.37) e (2.1.38), observamos que

∆−h2 +1 =
1

W 2

2

∑
k=1

(Ωk)
2 − Ω2

W 2 +1

=
1

W 2

(
2

∑
k=1

(Ωk)
2 −Ω

2 +W 2

)
=

S
W 2 .

A observação acima junto às expressões de L3
i , Zi, dW e h em (2.1.27), (2.1.33), (2.1.36) e

(2.1.37), respectivamente, permitem verificar que

(∆−h2 +1)L3
i =

2d∆(ei)

∆−h2 +1
− 2[2hZi +(∆+h2 +1)λiZi]

∆−h2 +1

=
2

∆−h2 +1
[d∆(ei)−2hZi − (∆+2h2 −h2 +1)λiZi]

=
2

∆−h2 +1
[d∆(ei)−2hZi −2h2

λiZi − (∆−h2 +1)λiZi]

=
2

∆−h2 +1
[d∆(ei)−2hZi(1+hλi)− (∆−h2 +1)λiZi]

=
2

∆−h2 +1
[d∆(ei)−2hdh(ei)− (∆−h2 +1)λiZi]

=
2

∆−h2 +1
[d(∆−h2 +1)(ei)− (∆−h2 +1)λiZi]
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= 2d[log(∆−h2 +1)](ei)−2λi
Ωi

W
,

= 2d
[

log
(

S
W 2

)]
(ei)+2

dW (ei)

W

= 2
W 2

S

(
dS(ei)W 2 −2WdW (ei)S

W 4

)
+2

dW (ei)

W

= 2
dS(ei)

S
−4

dW (ei)

W
+2

dW (ei)

W

= 2
dS(ei)

S
−2

dW (ei)

W
.

Consequentemente,

2dh(ei)−h(∆−h2 +1)L3
i = 2

Ωi

W

(
1+

Ωλi

W

)
−2

Ω

W

(
dS(ei)

S
− dW (ei)

W

)
= 2

Ωi

W
+2

Ωi

W 2 Ωλi −2
ΩdS(ei)

WS
+2

Ω

W 2 dW (ei)

= 2
Ωi

W
−2

ΩdS(ei)

WS
.

(2.1.48)

Por hipótese, WS ̸= 0, portanto, podemos deduzir de (2.1.47), que

λ̃i =
2[WdS(ei)−SdW (ei)]

WS
· WS

2(SΩi −ΩdS(ei))

=
dS(ei)W +ΩiλiS
ΩiS−ΩdS(ei)

, se Ωi ̸= 0.
(2.1.49)

Afirmamos ainda que

dS(ei) = ΩiTi, (2.1.50)

onde

Ti = 2
(
dΩi(ei)+Ω jω ji(ei)−Wλi −Ω

)
.

De fato,

dS(ei) = d

[
1

W 2

2

∑
k=1

(Ωk)
2 −Ω

2 +W 2

]
= 2

(
2

∑
k=1

ΩkdΩk −ΩdΩ+WdW

)
(ei)

= 2
(
ΩidΩi(ei)+Ω jdΩ j(ei)−ΩdΩ(ei)+WdW (ei)

)
= 2

(
ΩidΩi(ei)+Ω jΩiω ji(ei)−ΩΩi −WλiΩi

)
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= 2Ωi
(
dΩi(ei)+Ω jω ji(ei)−Ω−Wλi

)
= ΩiTi.

Assim, de (2.1.49) e (2.1.50), vemos que as curvaturas principais de M̃ são dadas por

λ̃i =
dS(ei)W +ΩiλiS
ΩiS−ΩdS(ei)

=
ΩiTiW +ΩiλiS
ΩiS−ΩΩiTi

=
WTi +λiS

S−ΩTi
, i = 1,2, se Ωi ̸= 0.

Se Ωi ≡ 0, isto é, dh(ei)≡ 0, então Zi ≡ 0. Decorre daí e de (2.1.26), que

Li
i =

1
∆−h2 +1

[
2

∑
k=1

2Zkωki(ei)−2h+(∆−h2 −1)λi

]

=
W 2

S

[
2

2

∑
k=1

Ωk

W
ωki(ei)−2

Ω

W
+

S−2W 2

W 2 λi

]

=
2W
S

2

∑
k=1

Ωkωki(ei)−2
WΩ

S
+λi −2

W 2

S
λi

=
W
S

2
(
Ω jω ji(ei)−Ω−Wλi +dΩi(ei)

)
+λi

=
W
S

Ti +λi

=
WTi +λiS

S
,

ou seja,

Li
i =

WTi +λiS
S

. (2.1.51)

Logo, segue de (2.1.43), (2.1.45), (2.1.46) e Zi ≡ 0, que

λ̃i =
1+hλ̃i

1+hλi
Li

i.

Lembrando que, por hipótese, W ̸= 0. Finalmente, se Ωi ≡ 0, temos

λ̃i =
Li

i

1+hλi −hLi
i
=

WTi +λiS
S

· 1

1+ Ω

W

(
λi − WTi+λiS

S

)
=

WTi +λiS
S

· WS
WS+ΩSλi −Ω(WTi +λiS)
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=
(WTi +λiS)W
W (S−ΩTi)

=
WTi +λiS

S−ΩTi
.

Isto completa a demonstração do Teorema 2.2.

No trabalho [6] prova-se que, para hipersuperfícies Mn do espaço euclidiano Rn+1 que
admitem campos vetoriais principais ortonormais, ei, i = 1,2, ...,n, um aberto de Rn+1 ou
de uma esfera Sn está localmente associado a M por uma transformação de Ribaucour com
respeito a ei, i = 1,2, ...,n. No próximo teorema, forneceremos um resultado análogo para
superfícies em H3 com base em [27].

Teorema 2.3. Seja M uma superfície de H3, que admite dois campos vetoriais principais
ortonormais e1, e2 e N é um campo vetorial normal unitário de M, dN(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ 2.

Suponha que o quociente
Ω

S
não é constante ao longo das linhas de curvatura. Então, o

sistema (2.1.30) com a condição algébrica adicional S = 2b0Ω+2b1W, onde S está definida
por (2.1.38), é integrável para constantes reais b1 ̸= 0 e b0. Além disso, a superfície M̃ que
está localmente associada a M por uma transformação de Ribaucour com respeito a e1, e2,
é um subconjunto totalmente umbílico de H3.

Demonstração. Perceba inicialmente que, para mostrar a integrabilidade do sitema (2.1.30)
junto à condição algébrica adicional S = 2b0Ω+2b1W , é suficiente mostrar que o sistema
de equações (2.1.35), (2.1.36) e

dΩi =
2

∑
k=1

Ωkωik +(b0 +Ω)ωi +(b1 −W )ωi3 (2.1.52)

é integrável. De fato, neste caso, temos

d

(
2

∑
k=1

(Ωk)
2 −Ω

2 +W 2 − (2b0Ω+2b1W )

)
= 0,

e, portanto, escolhendo a condição inicial num ponto p0 tal que [S− (2b0Ω+b1W )](p0) = 0,
sabemos que S ≡ 2b0Ω+2b1W num domínio conexo.

Agora, consideramos pois o ideal I gerado pelas 1-formas

α = dΩ−
2

∑
k=1

Ωkωk,
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β = dW −
2

∑
k=1

Ωkωk3,

θi = dΩi −
2

∑
k=1

Ωkωik − (b0 +Ω)ωi − (b1 −W )ωi3.

Então,

dα =−
2

∑
i=1

(dΩi ∧ωi +Ωidωi) =−
2

∑
j=1

dΩ j ∧ω j −
2

∑
i=1

2

∑
j=1

Ωiωi j ∧ω j

=−
2

∑
j=1

(
dΩ j +

2

∑
i=1

Ωiωi j

)
∧ω j =−

2

∑
j=1

θ j ∧ω j,

dβ =−
2

∑
i=1

(dΩi ∧ωi3 +Ωidωi3) =−
2

∑
j=1

dΩ j ∧ω j3 −
2

∑
i=1

2

∑
j=1

Ωiωi j ∧ω j3

=−
2

∑
j=1

(
dΩ j −

2

∑
i=1

Ωiω ji

)
∧ω j3 =−

2

∑
j=1

θ j ∧ω j3.

e

dθ j =−
2

∑
i=1

(dΩi ∧ω ji +Ωidω ji)−dΩ∧ω j

− (b0 +Ω)dω j +dW ∧ω j3 − (b1 −W )dω j3

=−
2

∑
i=1

[
θi +

2

∑
k=1

Ωkωik +(b0 +Ω)ωi +(b1 −W )ωi3

]
∧ω ji

−
2

∑
i=1

Ωi

(
2

∑
k=1

ω jk ∧ωki +ω j3 ∧ω3i +ω j ∧ωi

)

−

(
α +

2

∑
i=1

Ωiωi

)
∧ω j − (b0 +Ω)

2

∑
k=1

ω jk ∧ωk

+

(
β +

2

∑
i=1

Ωiωi3

)
∧ω j3 − (b1 −W )

2

∑
k=1

ω jk ∧ωk3

=−
2

∑
i=1

[
θi ∧ω ji −

2

∑
k=1

(Ωkωik ∧ω ji +Ωkω ji ∧ωik)−Ωiω j3 ∧ω3i

]

−
2

∑
i=1

Ωiω j ∧ωi −α ∧ω j −
2

∑
i=1

Ωiωi ∧ω j +β ∧ω j3 +
2

∑
i=1

Ωiωi3 ∧ω j3

=−
2

∑
i=1

θi ∧ω ji −α ∧ω j +β ∧ω j3.
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Portanto, I é fechado sob diferenciação exterior e o sistema (2.1.35), (2.1.36) e (2.1.52) é
integrável pelo Teorema de Fröbenius.

A segunda parte consiste em mostrar que a superfície M̃ que está localmente associada
a M por essa transformação de Ribaucour com respeito a e1, e2, tem curvaturas principais
constantes e iguais e, portanto, ela é um subconjunto aberto totalmente umbílico de H3. De
S = 2(b0Ω+b1W ) e (2.1.50), obtemos

ΩiTi = dS(ei) = 2(b0Ωi +b1dW (ei)) = 2b0Ωi −2b1λiΩi.

Como
Ω

S
não é constante ao longo das linhas de curvatura, segue-se que

0 ̸= d
(

Ω

S

)
=

SΩi −ΩdS(ei)

S2

=
Ωi(S−ΩTi)

S2 ,

o que implica em Ωi ̸= 0. Logo,

Ti = 2b0 −2b1λi,

e, portanto, por (2.1.40), temos

λ̃i =
W (2b0 −2b1λi)+2λi(b0Ω+b1W )

2(b0Ω+b1W )−2Ω(b0 −b1λi)
=

b0

b1
.

Portanto, M̃ é totalmente umbílica.

A teoria observada até aqui será usada na próxima seção no caso particular em que a
superfície M é linear-Weingarten.

2.2 Transformações de Ribaucour para superfícies linear-
Weingarten

Nesta seção, iremos expor os principais resultados acerca da transformação de Ribau-
cour aplicadas às superfícies linear-Weingarten, não trataremos das demonstrações, apenas
discutiremos cada resultado. Ao leitor interessado nas provas, recomendamos [6], [7], [8] e,
principalmente, [27].
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Uma superfície é dita de Weingarten se existe uma função diferenciável relacionando as
suas curvaturas média e gaussiana. Dizemos que M é uma superfície linear-Weingarten em
H3 se as suas curvaturas média H e gaussiana K satisfazem a relação linear

α +βH + γ(K +1) = 0, (2.2.1)

onde α , β , γ são constantes reais, β
2 −4αγ ̸= 0, H =−λ1 +λ2

2
e K = λ1λ2 −1.

O teorema a seguir fornece uma condição suficiente para que a transformação de Ri-
baucour de uma superfície linear-Weingarten no espaço H3 seja uma outra superfície deste
mesmo tipo. Denotaremos por c a chamada constante de Ribaucour.

Teorema 2.4 ([27]). Seja M uma superfície em H3 que admite campos vetoriais principais
ortonormais e1, e2. Tome M̃ uma superfície regular associada a M por uma transformação
de Ribaucour. Suponha que as funções Ωi ̸= 0, Ω e W satisfaçam a relação algébrica

S = 2c(αΩ
2 +βΩW + γW 2), (2.2.2)

onde
S = Ω

2
1 +Ω

2
2 +W 2 −Ω

2, (2.2.3)

com c ̸= 0 e α , β e γ constantes tais que β
2 −4αγ ̸= 0. Então, M̃ é uma superfície linear-

Weingarten satisfazendo α +β H̃ + γ(K̃ +1) = 0 se, e somente se, α +βH + γ(K +1) = 0
vale para a superfície M, onde K, K̃ e H, H̃ são as curvaturas gaussianas e média de M e
M̃, respectivamente. Além disso, M̃ não tem pontos umbílicos se, e somente se, M não tem
pontos umbílicos.

Vimos também há pouco que uma superfície M̃ está localmente associada a M com
respeito a um conjunto de campos vetoriais principais ortonormais {ei}2

i=1 de M se existirem
funções Ωi, i = 1,2, Ω e W localmente definidas satisfazendo o sistema de equações (2.1.30).
Adicionando a condição (2.2.2) ao sistema (2.1.30), vemos que o mesmo é sempre integrável
quando começamos com uma superfície linear-Weingarten em H3. Veja:

Teorema 2.5 ([27]). Seja M uma superfície linear-Weingarten em H3 satisfazendo α +βH +

γ(K +1) = 0 e admitindo campos vetoriais principais ortonormais. Então, para qualquer
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constante de Ribaucour c ̸= 0, o sistema de equações

dΩ =
2

∑
i=1

Ωiωi,

dW =
2

∑
i=1

Ωiωi3,

dΩi =−Ω jωi j +[(2cα +1)Ω−βcW ]ωi − [cβΩ+(2cγ −1)W ]ωi3, i ̸= j,

(2.2.4)

é integrável e a solução é unicamente determinada em um domínio simplesmente conexo U
por qualquer condição incial satisfazendo (2.2.2).

Em notação clássica, caso M ⊂H3 seja uma superfície plana parametrizada por linhas
de curvatura ortogonais X(u1,u2), então o sistema de equações diferenciais (2.2.4) pode ser
reescrito na forma:

∂Ω

∂ui
= aiΩi,

∂W
∂ui

=−λiaiΩi,

∂Ωi

∂u j
=

1
ai

∂a j

∂ui
Ω j, i ̸= j,

∂Ωi

∂ui
=− 1

a j

∂ai

∂u j
Ω j +2c(α −βλi)aiΩ+[2cβ +(1−2cγ)λi]aiW, i ̸= j,

(2.2.5)

onde i, j = 1,2, ai = |Xui|, −λi são as curvaturas principais de M e c é uma constante real
não nula (a constante de Ribaucour).

Teorema 2.6 ([27]). Seja M uma superfície linear-Weingarten em H3 com α +βH + γ(K +

1) = 0, que admite campos vetoriais principais ortonormais e1, e2. Suponha que M está
localmente parametrizada por X : U ⊂ R2 → M ⊂ H3. Sendo assim, qualquer superfície
parametrizada linear-Weingarten em H3, localmente associada a X por uma transformação
de Ribaucour com respeito a e1 e e2, como no Teorema 2.4, é dada por

X̃ =

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
, (2.2.6)

onde Ω, Ωi, i = 1,2, e W são soluções do sistema (2.2.4) e (2.2.2). Além disto, X̃ está
definida em

Ũ = {(u1,u2) ∈U ; T 2 +2T QH +Q2(K +1) ̸= 0} (2.2.7)

onde T = αΩ
2 − γW 2 e Q = 2γΩW +βΩ

2.
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Para uso posterior, fixaremos o resultado da primeira forma fundamental e as curvaturas
principais de uma superfície linear-Weingarten M̃ obtida, por meio de uma transformação de
Ribaucour, de uma outra superfície linear-Weingarten M.

Proposição 2.2 ([20]). Seja M ⊂ R3 uma superfície linear-Weingarten satisfazendo α +

2βH + γK = 0. Se M̃ está associada a M por uma transformação de Ribaucour como no
Teorema 2.6, então a primeira forma fundamental de M̃ é dada por Ĩ = ω̃

2
1 + ω̃

2
2 , onde

ω̃i =±(γ −αh2)+(2βh2 +2γh)λi

αh2 +2βh+ γ
ωi, i = 1,2, (2.2.8)

com h =
Ω

W
, e as suas curvaturas principais, −λi, são dadas por

λ̃i =
2αΩW +βW 2 +λi(αΩ2 − γW 2)

2γΩW +βΩ2)λi − (αΩ2 − γW 2)
, i = 1,2. (2.2.9)

2.3 Transformações de Ribaucour para superfícies planas

A fim de estudarmos uma teoria para a transformação de Ribaucour de superfícies
planas do espaço hiperbólico tridimensional, consideraremos M uma superfície plana em
H3 parametrizada por linhas de curvatura e cuja parametrização, X(u1,u2), seja regular na
vizinhança de todo ponto não-umbílico. As horosferas são superfícies planas de H3 cujos
pontos umbílicos não são isolados. Por este motivo, elas serão desconsideradas da nossa
análise

O resultado seguinte afirma que em uma vizinhança de um ponto não-umbílico sempre
existe uma parametrização por linhas de curvatura onde a primeira e a segunda formas
fundamentais são dadas em termos de uma função harmônica φ , i.e., φuu +φvv = 0.

Proposição 2.3 ([10]). Uma superfície plana M em H3 admite, longe dos pontos umbílicos,
uma parametrização por linhas de curvatura, X(u1,u2), com primeira e segunda formas
fundamentais dadas por

I = cosh2
φ(u1,u2) du2

1 + senh2
φ(u1,u2) du2

2, II =±1
2

senh(2φ(u1,u2)) (du2
1 +du2

2),

onde φ(u1,u2) é uma função harmônica positiva.

Demonstração. A prova segue o mesmo roteiro apresentado no livro-texto [26], página 8,
Teorema 2.4 e página 15, Corolário 2.7.
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Os exemplos mais simples de superfícies planas em H3 são aquelas associadas às funções
harmônicas lineares φ = b, com b ̸= 0, φ = bu1 e φ = bu2 com b ̸= 0,1. Observamos que
quando φ = u2, a superfície plana de H3 correspondente não é de rotação e chama-se frente
de pêssego (veja [17], [21]).

O teorema a seguir sintetiza a teoria apresentada na seção anterior sobre a transformação
de Ribaucour aplicada às superfícies linear-Weingarten, aplicando-a, neste caso, às superfícies
planas do espaço hiperbólico H3. Com isso, restringiremo-nos ao caso em que α =−γ = 1,
β = 0.

Teorema 2.7 ([10], [27]). Seja M uma superfície plana em H3, que admite campos vetoriais
principais ortonormais e1 e e2. Então, para qualquer constante c /∈ {0,1}, o sistema de
equações 

dΩ =
2

∑
i=1

Ωiωi,

dW =
2

∑
i=1

Ωiωi3,

dΩi = Ω jωi j + cΩωi − cWωi3, i ̸= j,

(2.3.1)

é integrável. Além disso, qualquer solução do sistema acima, em um domínio simplesmente
conexo, cuja condição inicial satisfaz

Ω
2
1 +Ω

2
2 = c(Ω2 −W 2), (2.3.2)

também satisfaz (2.3.2) identicamente. Se M é localmente parametrizada por X : U ⊂ R2 →
M ⊂H3 ⊂L4, e as funções Ω, W são uma solução não trivial do sistema (2.3.1) satisfazendo
(2.3.2), então, cada superfície da família

X̃ =

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
, (2.3.3)

onde
S = (c−1)(Ω2 −W 2), (2.3.4)

é uma superfície plana. Além disso, X̃ está localmente associada a X por uma transformação
de Ribaucour e é regular sob o seguinte conjunto

Ũ = {(u1,u2) ∈U ;(W 2 −Ω
2)(Ω2 +W 2 +2λ1ΩW )(Ω2 +W 2 +2λ2ΩW ) ̸= 0}, (2.3.5)
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onde −λ1 e −λ2 são as curvaturas principais de M.

Demonstração. Em primeiro lugar, vamos provar que o sistema (2.3.1) é integrável e a
solução é unicamente determinada em um domínio simplesmente conexo por qualquer
condição inicial satisfazendo (2.3.4). Consideramos o ideal I gerado pelas 1-formas:

θ = dΩ−
2

∑
i=1

Ωiωi,

µ = dW −
2

∑
i=1

Ωiωi3,

θi = dΩi −Ω jωi j − cΩωi + cWωi3, i ̸= j.

Temos que

dθ =−
2

∑
i=1

θi ∧ωi e dµ =−
2

∑
i=1

θi ∧ωi3.

Para i ̸= j e com auxílio das equações (1.2.4), (1.2.5), (2.0.1), (2.0.2), vemos que

dθi = d(dΩi −Ω jωi j − cΩωi + cWωi3)

=− (dΩ j ∧ωi j +Ω jdωi j)− c(dΩ∧ωi +Ωdωi)+ c(dW ∧ωi3 +Wdωi3)

=− (θ j +Ωiω ji + cΩω j − cWω j3)∧ωi j −Ω j(ωi3 ∧ω3 j +ωi ∧ω j)

− c

(
θ +

2

∑
i=1

Ωiωi

)
∧ωi − cΩdωi + c

(
µ +

2

∑
i=1

Ωiωi3

)
∧ωi3 + cWdωi3

=−θ j ∧ωi j − cΩω j ∧ωi j + cWω j3 ∧ωi j −Ω jωi3 ∧ω3 j −Ω jωi ∧ω j

− cθ ∧ωi − cΩ jω j ∧ωi − cΩω j ∧ω ji + cµ ∧ωi3 + cΩ jω j3 ∧ωi3 + cWωi j ∧ω j3

=−θ j ∧ωi j − cωi3 ∧µ + cωi ∧θ −Ω jωi3 ∧ω3 j

+ cΩ jωi3 ∧ω3 j −Ω jωi ∧ω j + cΩ jωi ∧ω j

=−θ j ∧ωi j − cωi3 ∧µ + cωi ∧θ +(c−1)Ω j(ωi3 ∧ω3 j +ωi ∧ω j)

=−θ j ∧ωi j − cωi3 ∧µ + cωi ∧θ +(c−1)Ω j(−λiωi ∧λ jω j +ωi ∧ω j)

=−θ j ∧ωi j − cωi3 ∧µ + cωi ∧θ ,

onde na última igualdade usamos o fato que λ1λ2 = 1, pois M é uma superfície plana de H3.
Segue-se que ideal I é fechado sob a diferenciação exterior, o que implica na integrabilidade
do sistema (2.3.1). Além disso, se o sistema (2.3.1) é satisfeito, então d[S− (c−1)P] = 0.
Consequentemente, S− (c−1)P é uma função constante, onde S está definida por (2.3.4) e
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P por
P := Ω

2 −W 2. (2.3.6)

Pela definição de S em (2.3.4) e pela relação adicional (2.3.2), vemos que

S = (c−1)(Ω2 −W 2) = c(Ω2 −W 2)− (Ω2 −W 2) = Ω
2
1 +Ω

2
2 +W 2 −Ω

2.

Utilizando as expressões do sistema (2.3.1), obtemos, de fato,

d[S− (c−1)]P = dS− (c−1)dP

= 2Ω1 dΩ1 +2Ω2 dΩ2 +2WdW −2Ω dΩ− (c−1)(2Ω dΩ−2WdW )

= 2Ω1 dΩ1 +2Ω2 dΩ2 +2WdW −2Ω dΩ− c2Ω dΩ+ c2WdW

+2Ω dΩ−2WdW

= 2Ω1 dΩ1 +2Ω2 dΩ2 −2cΩ dΩ+2cWdW

= 2Ω1(Ω2ω12 + cΩω1 − cWω13)+2Ω2(Ω1ω21 + cΩω2

− cWω23)−2cΩ(Ω1ω1 +Ω2ω2)+2cW (Ω1ω13 +Ω2ω23)

= 0.

Considerando a condição inicial no ponto p0 tal que [S− (c−1)P](p0) = 0, segue-se que a
igualdade de funções S = (c−1)P vale identicamente, desde que o domínio das funções Ω1,
Ω2, Ω e W seja simplesmente conexo. O que implica, finalmente, que a relação algébrica
adicional (2.3.2) é satisfeita para todos os pontos de um domínio simplesmente conexo.

Agora, vamos à segunda parte da demonstração. Seja M ⊂ H3 uma superfície plana
parametrizada por X :U ⊂R2 →M. Vamos assumir que e1,e2 são campos vetoriais principais
ortonormais sobre M e N é um campo vetorial normal unitário de M, dN(ei) = λiei, 1 ≤
i ≤ 2. Pelos Teoremas 2.1 e 2.2, uma superfície M̃ está localmente associada a M por
uma transformação de Ribaucour com respeito a e1, e2 se, e somente se, para todo p ∈ M̃,
existe uma parametrização X̃ : U ⊂ R2 → M̃ ⊂ H3 de uma vizinhança de p e uma função
diferenciável h : U ⊂ R2 → (−1,1)⊂ R, que não se anula, tal que

X̃ = X +h(N − Ñ), (2.3.7)

onde X é uma parametrização de um subconjunto aberto de M, N é um campo vetorial
unitário de M e o campo vetorial unitário Ñ de M é dado por

Ñ =
1

∆−h2 +1

[
2

∑
i=1

2Ziei +(∆−h2 −1)N −2hX

]
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= N +
2W
S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN −ΩX

)
,

onde S =
2

∑
i=1

(Ωi)
2 −Ω

2 +W 2. Daí, verifica-se a equação (2.3.3), isto é,

X̃ = X −h(Ñ −N) =

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
.

Por último, utilizando o Teorema 2.2, cuja demonstração baseia-se essencialmente nos
argumentos contidos em [6] e [27], é suficiente mostrar que X̃ , definida em Ũ ⊂ R2 dado em
(2.3.5), é uma parametrização regular de M̃ em H3. Por hipótese c /∈ {0,1}. Como

S = (c−1)P = (c−1)(Ω2 −W 2), (2.3.8)

temos, usando (2.3.1), que

dS = 2(c−1)(ΩdΩ−WdW )

= 2(c−1)
2

∑
i=1

(ΩΩiωi −WΩiωi3)

= 2(c−1)
2

∑
i=1

(Ωωi −Wωi3)Ωi.

d
(

Ω

S

)
=

dΩ S−ΩdS
S2 =

dΩ

S
− ΩdS

S2

=
∑

2
i=1 Ωiωi

(c−1)P
− 2(c−1)∑

2
i=1(Ω

2ωi −ΩWωi3)Ωi

(c−1)2P2

=
1

(c−1)P2

2

∑
i=1

[(Ω2 −W 2)Ωiωi −2(Ω2
ωi −ΩWωi3)Ωi]

=
1

(c−1)P2

2

∑
i=1

[2ΩWωi3 − (Ω2 +W 2)ωi]Ωi

=
1

(c−1)P2

2

∑
i=1

Ωiηi,

onde ηi, i = 1,2, são 1-formas definidas por

ηi = 2ΩWωi3 − (Ω2 +W 2)ωi.
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Além disso,

d
(

Ω2

S

)
=

2ΩdΩ S−Ω2dS
S2 =

2ΩdΩ

S
− Ω2dS

S2

=
2Ω∑

2
i=1 Ωiωi

(c−1)P
− 2∑

2
i=1 Ω2(Ωωi −Wωi3)Ωi

(c−1)P2

=
2Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

[PΩiωi − (Ω2
ωi −ΩWωi3)Ωi]

=
2Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

(ΩWωi3 −W 2
ωi)Ωi.

Tomando a diferencial de X e usando as equações do sistema (2.3.1):

dX̃ = d

[(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)]

= d
(

2Ω2

S

)
X +dX ·

(
1+

2Ω2

S

)
−d
(

2Ω

S

)( 2

∑
i=1

Ωiei −WN

)

− 2Ω

S

(
2

∑
i=1

dΩiei +
2

∑
i=1

Ωidei −dW ·N −WdN

)

=
4Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

(ΩWωi3 −W 2
ωi)ΩiX +

(
1+

2Ω2

(c−1)P

) 2

∑
i=1

ωiei

− 1
(c−1)P2

2

∑
j=1

Ω jη j

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
− 2Ω

(c−1)P

[ 2

∑
i=1

2

∑
j=1

Ω jωi jei

+
2

∑
i=1

cΩωiei −
2

∑
i=1

cWωi3ei +
2

∑
i=1

Ωi

(
2

∑
j=1

ωi je j +ωi3N +ωiX

)

−
2

∑
i=1

Ωiωi3N −W
2

∑
i=1

ω3iei

]
=

[
4Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

(ΩWωi3 −W 2
ωi)Ωi −

2Ω

(c−1)P

2

∑
i=1

Ωiωi

]
X

+
1

(c−1)P2

2

∑
i=1

[
((c−1)P2 +2Ω

2P)ωi −

(
2

∑
j=1

Ω jη j

)
Ωi

−2Ω
2Pcωi +2ΩP(c−1)Wωi3

]
ei +

1
(c−1)P2

(
2

∑
j=1

Ω jη jW

)
N

=

[
2Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

Ωi(2ΩWωi3 −2W 2
ωi −Pωi)

]
X
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+
1

(c−1)P2

2

∑
i=1

[
((c−1)P2 +2Ω

2P)ωi −

(
2

∑
j=1

Ω jη j

)
Ωi

−2Ω
2Pcωi +2ΩP(c−1)Wωi3

]
ei +

1
(c−1)P2

(
2

∑
j=1

Ω jη jW

)
N

=
2Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

ΩiηiX +
1

(c−1)P2

2

∑
i=1

[
(1− c)(Ω2 +W 2)Pωi

− (1− c)2ΩPWωi3 −
2

∑
k=1

ΩkηkΩi

]
ei +

1
(c−1)P2

(
2

∑
i=1

ΩiηiW

)
N

=
2Ω

(c−1)P2

2

∑
i=1

ηiΩiX − 1
(c−1)P2

2

∑
i=1

[ηiP(1− c)− (Ω1η1 +Ω2η2)Ωi]ei

+
1

(c−1)P2

(
2

∑
i=1

ΩiηiW

)
N

=
1

(c−1)P2{[2ΩΩ1X − (1− c)Pe1 −Ω
2
1e1 −Ω1Ω2e2 +Ω1WN]η1

+[2ΩΩ2X − (1− c)Pe2 −Ω
2
2e2 −Ω2Ω1e1 +Ω2WN]η2}

=
1
P

2

∑
i=1

ηiẽi,

onde

ẽ1 =
1

(c−1)P
(2ΩΩ1X +((c−1)P−Ω

2
1)e1 −Ω1Ω2e2 +Ω1WN), (2.3.9)

ẽ2 =
1

(c−1)P
(2ΩΩ2X +((c−1)P−Ω

2
2)e2 −Ω2Ω1e1 +Ω2WN). (2.3.10)

Um cálculo simples mostra que ẽ1 e ẽ2 são ortonormais. Com isso, X̃ é uma imersão quando
η1 ∧η2 ̸= 0. Ou seja, X̃ é uma imersão sobre o conjunto Ũ ⊂ R2 dado por (2.3.5). De fato,

η1 ∧η2 = [2ΩWω13 − (Ω2 +W 2)ω1]∧ [2ΩWω23 − (Ω2 +W 2)ω2]

= 4Ω
2W 2

ω13 ∧ω23 −2ΩW (Ω2 +W 2)(ω13 ∧ω2 +ω1 ∧ω23)+(Ω2 +W 2)2
ω1 ∧ω2

= 4Ω
2W 2

λ1ω1 ∧λ2ω2 −2ΩW (Ω2 +W 2)(−λ1ω1 ∧ω2 −λ2ω1 ∧ω2)

+(Ω2 +W 2)2
ω1 ∧ω2

= 4Ω
2W 2

λ1λ2ω1 ∧ω2 −2(−λ1 −λ2)ΩW (Ω2 +W 2)ω1 ∧ω2 +(Ω2 +W 2)2
ω1 ∧ω2

= [4Ω
2W 2 −4HΩW (Ω2 +W 2)+(Ω2 +W 2)2]ω1 ∧ω2.
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Portanto, vemos que η1 ∧η2 ̸= 0 se, e somente se,

(Ω2 +W 2 +2λ1ΩW )(Ω2 +W 2 +2λ2ΩW ) ̸= 0.

Uma condição suficiente para que uma transformação de Ribaucour transforme uma
superfície plana em outra superfície do mesmo tipo é dada em (2.3.2). Ou seja, se as funções
Ωi, Ω e W satisfazem a condição algébrica (2.3.2),

Ω
2
1 +Ω

2
2 = c(Ω2 −W 2),

então a transformação de Ribaucour transmuta a superfície plana M em uma superfície plana
M̃. Com efeito, sabemos por (2.3.6) e (2.3.1) que

dS = 2(c−1)

(
Ω

2

∑
i=1

Ωiωi +W
2

∑
i=1

Ωiλiωi

)

= 2(c−1)
2

∑
i=1

(Ω+Wλi)Ωiωi.

Daí,

WdS(ei)+SΩiλi = (c−1)[2W (Ω+Wλi)Ωi +PΩiλi]

= (c−1)Ωi[2W (Ω+Wλi)+Pλi],
(2.3.11)

e

SΩi −ΩdS(ei) = (c−1)[PΩi −2Ω(Ω+Wλi)Ωi]

= (c−1)Ωi[P−2Ω(Ω+Wλi)].
(2.3.12)

Supondo que
S
Ω

não é constante ao longo das linhas de curvatura, então

0 ̸= d
(

S
Ω

)
(ei) =

ΩdS(ei)−SdΩ(ei)

Ω2 =
ΩdS(ei)−SΩi

Ω2 .

Por (2.3.11) e (2.3.12), temos que Ωi ̸= 0. Logo, usando as relações (2.1.49), (2.3.6), (2.3.11)
e (2.3.12), deduzimos as curvaturas principais de M̃:

λ̃i =
dS(ei)W +ΩiλiS
ΩiS−ΩdS(ei)

=
(c−1)Ωi[2W (Ω+Wλi)+Pλi]

(c−1)Ωi[P−2Ω(Ω+Wλi)]



2.3 Transformações de Ribaucour para superfícies planas 53

=
2W (Ω+Wλi)+Pλi

P−2Ω(Ω+Wλi)
=

2WΩ+2W 2λi +Ω2λi −W 2λi

Ω2 −W 2 −2Ω2 −2ΩWλi

=
2ΩW +(W 2 +Ω2)λi

−Ω2 −W 2 −2ΩWλi
=−2ΩW +(W 2 +Ω2)λi

Ω2 +W 2 +2ΩWλi
.

A curvatura gaussiana de M̃ é dada por

K̃ = λ̃1λ̃2 −1.

Consequentemente,

K̃ =

(
2ΩW +(W 2 +Ω2)λ1

Ω2 +W 2 +2ΩWλ1

)(
2ΩW +(W 2 +Ω2)λ2

Ω2 +W 2 +2ΩWλ2

)
−1

=
4Ω2W 2 +2ΩW (W 2 +Ω2)(λ1 +λ2)+(W 2 +Ω2)2λ1λ2

(Ω2 +W 2)2 +2ΩW (Ω2 +W 2)(λ1 +λ2)+4Ω2W 2λ1λ2
−1

= 0.

Como M é uma superfície plana de H3, então λ1λ2 = 1. Donde segue, usando a última
igualdade, que K̃ = 0. Portanto, M̃ é uma superfície plana de H3.

Observação 2.1. Veja que, pelo Teorema 2.2, para cada superfície M̃ descrita por X̃ , a
primeira forma fundamental é dada por Ĩ = ω̃

2
1 + ω̃

2
2 , sendo

ω̃i =
W 2 +Ω2 +2WΩλi

W 2 −Ω2 ωi, i = 1,2. (2.3.13)

e as curvaturas principais, −λi, são

λ̃i =−2ΩW +λi(W 2 +Ω2)

2ΩWλi +W 2 +Ω2 , i = 1,2. (2.3.14)

Além disso, o sistema (2.2.5) torna-se

∂Ω

∂ui
= aiΩi,

∂W
∂ui

=−λiaiΩi,

∂Ωi

∂u j
=

1
ai

∂a j

∂ui
Ω j, i ̸= j,

∂Ωi

∂ui
=− 1

a j

∂ai

∂u j
Ω j + c(Ω+Wλi)ai, i ̸= j.

(2.3.15)
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com a condição inicial satisfazendo (2.3.2), i, j = 1,2, ai = |Xui|, −λi as curvaturas principais
de M e c uma constante real não nula (a constante de Ribaucour).

Observação 2.2. Seja M̃ uma superfície plana em H3 localmente associada a M (e não-
congruente) por uma transformação de Ribaucour, parametrizada por X(u1,u2), cujo domínio
é um conjunto aberto simplesmente conexo U ∈R2, como no Teorema 2.7. Como Ω e W são
soluções do sistema (2.3.15), então Ω e W não se anulam simultaneamente. Caso contrário,
existiria um ponto u0 = (u0

1,u
0
2) ∈ U tal que Ω(u0) = W (u0) = 0, donde, pela condição

algébrica (2.3.2), teríamos Ω1(u0) = Ω2(u0) = 0. Como o sistema (2.3.15) é integrável, dada
esta condição inicial no ponto u0 ∈U , as únicas soluções possíveis para o sistema seriam as
funções identicamente nulas Ω =W ≡ 0, o que não define uma superfície M̃.

2.4 Fins e curvas singulares em superfícies planas

Nesta seção, começaremos definindo e tecendo alguns comentários sobre as aplicações
de Gauss hiperbólicas. Seja X : M → H3 uma imersão de uma superfície plana. O vetor
normal unitário N de X é uma aplicação de M no espaço de De Sitter

S3
1 = {x ∈ L4; ⟨x,x⟩1 = 1}

de tal maneira que se u1, u2 são parâmetros de M, então {X ,Xu1,Xu2,N} é uma base orientada
de L4. A aplicação X +N : M → L4 toma valores no cone de luz positivo

N3 = {x ∈ L4; ⟨x,x⟩1 = 0, x0 > 0}.

Ao projetar N3 no quociente N3/R+, obtem-se uma aplicação G = [X +N] : M → ∂∞H3,
que é chamada aplicação de Gauss hiperbólica de X . A interpretação geométrica de G é a
seguinte: para cada ponto (u1,u2) de M, a geodésica normal orientada partindo de X(u1,u2)

encontra a fronteira ideal ∂∞H3 de H3 em G(u1,u2) (veja [20]).
Ou, em outras palavras, considerando uma superfície orientável M imersa em H3, um

ponto p ∈ M e uma geodésica orientada γ de H3 passando por p e ortogonal à superfície M,
vemos que a curva γ possui dois pontos limites na fronteira ideal ∂∞H3. Para cada ponto
p ∈ M podemos associar o ponto limite inicial e o ponto limite final da geodésica γ ortogonal
a M. Ao fixarmos uma orientação para γ , temos duas aplicações definidas sobre M (veja
Roitman [23]).

Ora, a escolha de uma orientação para M determina uma orientação para a geodésica γ

ortogonal a M. Sendo assim, fixada uma orientação, denotamos por G+ : M → ∂∞H3 (respec.,
G− : M → ∂∞H3) a aplicação que associa a cada ponto p ∈ M o ponto limite final (respec.,
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o ponto limite inicial) de γ . Tais aplicações configuram as chamadas aplicações de Gauss
hiperbólicas.

À luz das ideias desenvolvidas por Bryant [5], usando o referencial móvel e0 = X ,
e1 = Xu1 , e2 = Xu2 , e3 = N adaptado à superfície M, escrevemos as aplicações de Gauss
hiperbólicas como G+ = [e0 + e3] e G− = [e0 − e3], onde os colchetes indicam a classe de
equivalência pertencente ao quociente entre o cone de luz positivo N3 de L4 e a semi-reta
R+. Usualmente, identificamos a fronteira ideal de H3, ∂∞H3, com o quociente N3/R+.

Dadas as superfícies X e X̃ associadas por uma transformação de Ribaucour, S como no
Teorema 2.7 e p0 um ponto tal que S(p0) = 0, queremos determinar o comportamento de X̃
em uma vizinhança de p0. No artigo [7], mostra-se que, para superfícies mínimas em R3,
vale:

lim
p→p0

Ñ(p) = N(p0).

Além disso, cada ponto p0 gera um fim planar mergulhado na superfície X̃ . No caso do
espaço hiperbólico H3, M. Lemes, P. Roitman, K. Tenenblat e R. Tribuzy [20] mostraram
um comportamento semelhante para superfícies cmc1 ao trocar o vetor normal unitário pela
aplicação de Gauss hiperbólica. Os autores também provaram que p0 produz fins do tipo
horosfera mergulhados. Em outras palavras, as transformações de Ribaucour para superfícies
mínimas cmc1 produzem fins que são assintóticos a horosferas.

No próximo resultado, veremos também que as transformações de Ribaucour para
superfícies planas em H3 produzem fins do tipo horosfera, mergulhados e completos.

Teorema 2.8 ([10]). Seja X̃ : D\{p0} ⊂ R2 → H3 ⊂ L4 uma superfície plana localmente
associada por uma transformação de Ribaucour à uma superfície plana, sem pontos umbí-
licos, X : D ⊂ R2 → H3 ⊂ L4, tal que as funções Ωi, Ω e W estão definidas em D. Sejam
G̃± e G± as aplicações de Gauss hiperbólicas de X̃ e X, respectivamente. Se S(p0) = 0 (i.e.,
(W 2 −Ω

2)(p0) = 0) e S(p) ̸= 0 para todo p ∈ D\{p0}, então

lim
p→p0

G̃+(p) = G+(p0)

(
resp. lim

p→p0
G̃−(p) = G−(p0)

)
,

quando W (p0) = Ω(p0) (resp. W (p0) =−Ω(p0)). Além disso, a superfície plana X̃ possui
um fim do tipo horosfera, mergulhado e completo em p0.

Demonstração. Tomamos a superfície plana X(u1,u2), localmente parametrizada por linhas
de curvatura, como na Proposição 2.3. A primeira forma fundamental de X é dada por
I = ω

2
1 +ω

2
2 , onde ωi = ai dui, i = 1,2, sendo a1 = coshφ , a2 = senhφ , φ uma função

harmônica positiva e as curvaturas principais são −λ1 = tghφ e −λ2 = cotghφ .
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Suponha S(p0) = 0. Então, partir de (2.3.4) vemos que W (p0) =±Ω(p0). Assuma que
W (p0) = Ω(p0). Segue-se da Observação 2.2 que W (p0)+Ω(p0) ̸= 0 e, de (2.3.2), temos
que Ω1(p0) = Ω2(p0) = 0. Além disso, de (2.3.3), (2.3.4) e (2.1.39), obtemos

X̃ + Ñ =

[
W −Ω

(1− c)(W +Ω)
− c

1− c

]
X +

[
− W −Ω

(1− c)(W +Ω)
− c

1− c

]
N

+
2

(1− c)(W +Ω)

2

∑
i=1

Ωiei ,

e, por conseguinte,

lim
(u1,u2)→p0

(X̃ + Ñ)(u1,u2) =− c
1− c

(X +N)(p0).

Portanto,
lim

(u1,u2)→p0
G̃+(u1,u2) = G+(p0).

Analogamente, considerando W (p0) =−Ω(p0), como W (p0)−Ω(p0) ̸= 0, provamos que

lim
(u1,u2)→p0

G̃−(u1,u2) = G−(p0).

Agora, mostraremos que o ponto p0 é um fim do tipo horosfera mergulhado. Suponha
que W (p0) =±Ω(p0), então, segue-se de (2.3.2) e (2.3.15) que, para todo 1 ≤ i ̸= j ≤ 2,

Ω1(p0) = Ω2(p0) = 0,
∂W
∂ui

(p0) = 0,

∂Ωi

∂ui
(p0) = c[Ω(1±λi)ai](p0),

∂Ωi

∂u j
(p0) = 0,

∂ 2Ω

∂u2
i
(p0) = c[Ω(1±λi)a2

i ](p0),
∂ 2Ω

∂u j∂ui
(p0) = 0,

∂ 2W
∂u2

i
(p0) =−c[Ω(1±λi)λia2

i ](p0),
∂ 2W

∂u j∂ui
(p0) = 0.

(2.4.1)

A fim de mostrar que p0 é um fim do tipo horosfera mergulhado, consideramos X̃ dada por
(2.3.3) no modelo do semi-espaço superior, a saber,

Z = (Z1,Z2,Z3) =

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3 ,
1

X̃0 − X̃3

)
,
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onde X̃ j denota a j-ésima função coordenada de X̃ . Definimos

V = SX̃ = (S+2Ω
2)X −2Ω

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)
. (2.4.2)

Então Z j =
V j

V 0 −V 3 , j = 1,2, e Z3 =
S

V 0 −V 3 , onde V j denota a j-ésima coordenada de V .
Definimos χ± = X ±N. Temos, como consequência de (2.4.1), as seguintes equações

V (p0) = 2Ω
2(p0)χ±(p0),

∂V
∂u j

(p0) = 2(1− c)Ω2(p0)
∂ χ±
∂u j

(p0),

onde
∂ χ±
∂ui

= ai(1±λi)ei. Portanto, Z j(p0) =
χ

j
±

χ0
±−χ3

±
(p0), Z3(p0) = 0, e ainda

∂Z j

∂ui
(p0) = (1− c)

∂

∂ui

(
χ

j
±

χ0
±−χ3

±

)
(p0),

∂Z3

∂ui
(p0) = 0, j = 1,2.

As aplicações de Gauss hiperbólicas no modelo do semi-espaço superior são dadas por

G± =
χ1
±+χ2

±i
χ0
±−χ3

±
. (2.4.3)

Tais aplicações são meromorfas. Consequentemente,

∂Z1

∂u1
(p0) =

∂Z2

∂u2
(p0)

∂Z2

∂u1
(p0) =−∂Z1

∂u2
(p0).

Além disso, segue-se de (2.3.4) e (2.4.1) que

∂ 2Z3

∂u2
i
(p0) =

−c(1− c)a2
i (1±λi)

2

χ0
±−χ3

±
(p0) e

∂ 2Z3

∂u2∂u1
(p0) = 0.

Assim, obtemos as seguintes relações

∂Z1

∂u1
(p0) =

∂Z2

∂u2
(p0) = (1− c)A e

∂Z2

∂u1
(p0) =−∂Z1

∂u2
(p0) = (1− c)B,
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onde A =
∂

∂u1

(
χ1
±

χ0
±−χ3

±

)
(p0) e B =

∂

∂u2

(
χ1
±

χ0
±−χ3

±

)
(p0). Além disso,

∂Z3

∂ui
=

∂ 2Z3

∂u2∂u1
(p0) = 0 e

∂ 2Z3

∂u2
i
(p0) =−c(1− c)l±,

onde l± =
(coshφ ∓ senhφ)2

(χ0
±−χ3

±)
(p0).

Agora, considerando a expansão em série de Taylor de Z(u1,u2) em torno do ponto
p0 = (u0

1,u
0
2), e efetuando a mudança de variáveis

x =
A(u1 −u0

1)+B(u2 −u0
2)

A2 +B2 , y =
−B(u1 −u0

1)+A(u2 −u0
2)

A2 +B2 ,

concluímos que

Z(x,y) = Z(p0)+(1− c)(A2 +B2)(x,y,0)+(x2 + y2)

(
0,0,

−c(1− c)l±
2

)
+R(x,y),

onde lim
(x,y)→p0

R(x,y)
x2 + y2 finito. Logo, o ponto p0 é um fim do tipo horosfera mergulhado.

A completude do fim também pode ser provada diretamente. Para isso, precisamos da
expansão em série de Taylor da função W 2−Ω

2 numa vizinhança de p0. De (2.4.1) e usando
o fato de que

∂Ω

∂u1
= a1Ω1,

∂Ω

∂u2
= a2Ω2,

obtemos

(W 2 −Ω
2)(p0) = 0,

∂

∂ui
(W 2 −Ω

2)(p0) = 0, i = 1,2,

∂ 2

∂u j∂ui
(W 2 −Ω

2)(p0) = 0, i ̸= j,

∂ 2

∂u2
i
(W 2 −Ω

2)(p0) =−2c[Ω2(1±λi)
2a2

i ](p0),
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onde a última equação segue de W (p0) =±Ω(p0). Portanto,

(W 2 −Ω
2)(u) =−cΩ

2(p0)
2

∑
i=1

[(1±λi)
2a2

i ](p0)(ui −u0
i )

2 +R(u),

onde lim
u→p0

R(u)
|u− p0|2

= 0.

Observe que, para qualquer vetor v = (v1,v2), o comprimento é dado por

l(v) =
2

∑
i=1

(W 2 +Ω2 +2ΩWλi)
2a2

i v2
i

(W 2 −Ω2)2 .

Também temos
lim

u→p0
(W 2 +Ω

2 +2ΩWλi)
2a2

i = 4Ω
4(p0)hi(p0), (2.4.4)

onde h2
i (p0) = [(1± λi)

2a2
i ](p0). Pela expansão em série de Taylor, obtemos a seguinte

desigualdade
|W 2 −Ω2|
|u− p0|2

(u)≤ |c|Ω2(p0)h2 +
R(u)

|u− p0|2
, (2.4.5)

onde h2 = max{h2
1(p0),h2

2(p0)}.
Agora, considerando uma curva α(t) = X̃(u1(t),u2(t)), t ∈ (0,a), tal que u(0) = p0.

Segue-se, de (2.4.4) e (2.4.5), que o comprimento de α é dado por

∫ a

0
|α ′(t)|dt =

∫ a

0

√
∑

2
i=1(W 2 +Ω2 +2ΩWλi)2a2

i (u
′
i)

2

|w2 −Ω2|
dt

≥
∫ a

t0

|u− p0|2

|W 2 −Ω2|

√
∑

2
i=1(W 2 +Ω2 +2ΩWλi)2a2

i (u
′
i)

2

|u− p0|2
dt

≥ β

∫ a

t0

|u′(t)|
|u(t)− p0|2

dt,

onde t0 ∈ (0,a) é suficientemente pequeno e β é uma constante positiva cuja existência
segue-se de (2.4.4) e (2.4.5). Passando a última desigualdade ao limite quando t0 tende
para zero, t0 → 0, concluímos que a curva α tem comprimento infinito, isto é, p0 é um fim
completo.

O próximo teorema descreve as singularidades das superfícies planas do espaço hiperbó-
lico obtidas por transformações de Ribaucour. Mostra-se que as curvas de singularidades, que
são genericamente arestas cuspidais, não intersectam os fins gerados pelas transformações de
Ribaucour.
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Teorema 2.9 ([10]). Seja M ⊂H3 uma superfície plana sem pontos umbílicos, com parame-
trização X : U ⊂R2 →H3 ⊂ L4, cujas direções principais são −λi, i = 1,2. Considere uma
superfície plana X̃ localmente associada (não-congruente) a X por uma transformação de
Ribaucour, como no Teorema 2.7. Então, os pares (u1,u2) que satisfazem

F(u1,u2) =W 2 +Ω
2 +2λiΩW = 0, (2.4.6)

geram pontos de singularidades sempre que |λi| > 1, para cada i = 1,2. As curvas de
singularidades F(u1,u2) = 0 não intersectam os fins dados por (W 2−Ω

2)(u1,u2) = 0. Além
disso, um ponto de singularidade p é não-degenerado se, e somente se, o gradiente de
F não se anula no ponto p. Por último, a superfície X̃ em um ponto de singularidade
não-degenerado é localmente difeomorfa a uma aresta cuspidal.

Demonstração. Pelo Teorema 2.7, a superfície X̃ , obtida via transformação de Ribaucour
para a superfície X , é regular sobre o conjunto Ũ . Além disso, através das equações (2.3.3) e
(2.3.4), vemos que os fins de X̃ são, de fato, os pontos (u1,u2) nos quais W 2 −Ω

2 = 0.
Como M é uma superfície plana em H3, segue que λ1λ2 = 1. Perceba, inicialmente, que

para 0 < |λi|< 1, com i = 1,2, são válidas as seguintes desigualdades

W 2 +Ω
2 +2λiΩW ≥ (1−|λi|)(W 2 +Ω

2)> 0

sendo a primeira delas trivial, e a última proveniente do fato exposto na Observação 2.2. O
caso |λi|= 1 está descartado, pois, por hipótese, a superfície M não possui pontos umbílicos.
Consequentemente, os pontos singulares são determinados por

W 2 +Ω
2 +2λiΩW = 0, i = 1,2,

para |λi|> 1.
Suponha, por contradição, a existência de um ponto que esteja em uma curva singular

e que seja, ao mesmo tempo, um fim. Isto é, a existência de um ponto p0 tal que (W 2 −
Ω

2)(p0) = 0, ou seja, Ω(p0) =±W (p0) e ainda (W 2+Ω
2+2λiΩW )(p0) = 0. Então, segue-

se que Ω(p0) =W (p0) = 0, o que contradiz a Observação 2.2. Portanto, as curvas singulares
não intersectam os fins determinados por W 2 −Ω

2 = 0.
Por definição, um ponto singular p é não-degenerado se a matriz jacobiana de dX̃ tem

posto igual a 1 em p (veja [17]). A derivada de V := X̃u1 × X̃u2 ×X com respeito a u1 e u2

fornece

∂V
∂u1

= (Γ̃1
11 + Γ̃

2
12)ã1ã2 Ñ − λ̃1ã2

1ã2 ẽ1,
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∂V
∂u2

= (Γ̃1
12 + Γ̃

2
22)ã1ã2 Ñ + λ̃2ã1ã2

2 ẽ2,

onde Γ̃
k
i j são os símbolos de Christoffel da superfície X̃ , ẽi =

X̃ui

|X̃ui|
e ãi = |Xui| para i = 1,2.

Calculando os símbolos de Christoffel e usando as equações (2.3.13) e (2.3.14), obtemos

∂V
∂u1

=
1
2

(
∂ ã1

∂u1
ã2 +

∂ ã2

∂u1
ã1

)
Ñ +

a1ã1ã2
2

λ2a2
ẽ1,

∂V
∂u2

=
1
2

(
∂ ã1

∂u2
ã2 +

∂ ã2

∂u2
ã1

)
Ñ −

a2ã2
1ã2

λ1a1
ẽ2.

Observe que ãi = 0 e ã j ̸= 0 para i ̸= j, uma vez que, nos pontos singulares, temos F =

W 2 +Ω
2 +2λiΩW = 0, para |λi|> 1, i = 1,2. Com isso,

∂V
∂u1

=
1
2

(
∂ ãi

∂u1
ã j

)
Ñ =

1
2(W 2 −Ω2)

∂F
∂u1

ã j Ñ,

∂V
∂u2

=
1
2

(
∂ ãi

∂u2
ã j

)
Ñ =

1
2(W 2 −Ω2)

∂F
∂u2

ã j Ñ.

Donde concluímos que, um ponto singular p é não-degenerado se, e somente se, o gradiente
de F não se anula em p.

Em um ponto singular não-degenerado, a direção nula é (1,0) se i = 1, ou (0,1) se i = 2,

e o vetor tangente à curva é
(
− ∂F

∂u2
,

∂F
∂u1

)
. Logo, genericamente, estes dois vetores não são

proporcionais e, consequentemente, a superfície X̃ é localmente difeomorfa a uma aresta
cuspidal (veja [17]).

No próximo capítulo, vamos obter novas famílias de superfícies planas em H3 por meio
da aplicação da transformação de Ribaucour às superfícies planas rotacionais. Em outras
palavras, encontraremos todas as soluções do sistema (2.3.15) que satisfazem a condição
(2.3.2), a partir de uma superfície plana rotacional em H3, que é parametrizada por linhas de
curvatura. É importante ressaltar que essa transformação não gera novas superfícies planas
quando aplicada a uma horosfera.



Capítulo 3

Famílias de superfícies planas em H3

Neste capítulo, aplicaremos as transformações de Ribaucour para superfícies planas de
rotação no espaço hiperbólico tridimensional, H3, fornecendo novas famílias explícitas de
superfícies planas em H3 que são determinadas por vários parâmetros. Ao escolhermos
certos parâmetros de forma especial, é possível obter superfícies que exibem periodicidade
em relação a uma variável e também superfícies que possuem um número par arbitrário de
fins do tipo horosfera mergulhados, ou até mesmo um número infinito de tais fins.

Na Seção 3.1, a transformação de Ribaucour é aplicada ao cilindro hiperbólico e, posteri-
ormente, na Seção 3.2, analisaremos as superfícies planas de rotação do espaço hiperbólico
que não apresentam singularidades isoladas. Um estudo análogo é desenvolvido na Seção 3.3
para as superfícies planas de rotação com singularidades isoladas. Em cada caso, determina-
remos as características dos fins do tipo horosfera bem como as curvas de singularidades das
superfícies.

Para enriquecer nossa análise, iremos ilustrar algumas dessas superfícies por meio de
representações gráficas.

3.1 Transformação de Ribaucour para o cilindro

Aplicando a teoria desenvolvida no capítulo anterior ao cilindo no espaço hiperbólico
(Exemplo 1.1), obtemos o próximo teorema que fornece famílias a 1-parâmetro de superfícies
planas em H3.

Teorema 3.1. Considere o cilindro em H3 ⊂ L4 parametrizado por

X(u1,u2) =

(
1
α

cosh(αu2),
1
β

cos(βu1),
1
β

sen(βu1),
1
α

senh(αu2)

)
, (3.1.1)
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com primeira forma fundamental I = du2
1 +du2

2 e campo normal unitário dado por

N(u1,u2) =

(
1
β

cosh(αu2),
1
α

cos(βu1),
1
α

sen(βu1),
1
β

senh(αu2)

)
, (3.1.2)

onde
1

β 2 − 1
α2 = −1 com α,β > 0. Então, as superfícies planas em H3 ⊂ L4, não-

congruentes ao cilindro e associadas a X por uma transformação de Ribaucour são dadas
por

X̃ = X +
2( f +g)

(1− c)(β 2 f 2 −α2g2)

[
( f +g)X − f ′Xu1 −g′Xu2 −

(
β

α
f +

α

β
g
)

N
]
, (3.1.3)

onde c ∈ R\{0,1} e as funções f e g são

f (u1) =

sen(β
√

cu1), se c > 0, c ̸= 1,
α

β
cosh(β

√
|c|u1), se c < 0,

(3.1.4)

e

g(u2) =


β

α
cosh(α

√
cu2), se c > 0, c ̸= 1,

sen(α
√

|c|u2), se c < 0.
(3.1.5)

Além disto, X̃ é regular sobre o conjunto

Ũ = {(u1,u2) ∈ R2; (β 2 f 2 −α
2g2)[( f +g)2 −α

2g2] ̸= 0}. (3.1.6)

Demonstração. A fim de obtermos uma nova família a 1-parâmetro de superfícies planas
em H3, localmente associadas a M por uma transformação de Ribaucour, iremos resolver o
sistema de equações diferenciais parciais de primeira ordem, proveniente do sistema (2.3.15),

onde a1 = a2 = 1, e as curvaturas principais são λ1 =
β

α
e λ2 =

α

β
.

∂Ω

∂u1
= Ω1,

∂Ω

∂u2
= Ω2, (3.1.7)

∂W
∂u1

=−β

α
Ω1,

∂W
∂u2

=−α

β
Ω2, (3.1.8)

∂Ω1

∂u2
= 0,

∂Ω2

∂u1
= 0, (3.1.9)
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∂Ω1

∂u1
= c
(

Ω+W
β

α

)
,

∂Ω2

∂u2
= c
(

Ω+W
α

β

)
. (3.1.10)

As soluções do sistema, Ω1, Ω2, Ω e W , devem também satisfazer a condição algébrica
adicional dada em (2.3.2). Isto é,

Ω
2
1 +Ω

2
2 = c(Ω2 −W 2).

para qualquer constante c ∈ R\{0,1}.

De (3.1.7) e (3.1.9), obtemos
∂ 2Ω

∂u1∂u2
= 0. Como as derivadas parciais de segunda ordem

estão definidas em um domínio aberto simplesmente conexo U ⊂ R2, segue que

Ω = f (u1)+g(u2). (3.1.11)

onde f e g são funções de u1 e u2, respectivamente. As equações em (3.1.7) e a expressão
(3.1.11) implicam

Ω1 = f ′(u1) e Ω2 = g′(u2). (3.1.12)

Com isso,
∂Ω1

∂u1
= f ′′(u1) e

∂Ω2

∂u2
= g′′(u2). (3.1.13)

Usando as equações de (3.1.8) e as relações de (3.1.12), vemos o seguinte

W =
∫ (

∂W
∂u1

du1 +
∂W
∂u2

du2

)
=
∫ (

−β

α
f ′(u1)du1 −

α

β
g′(u2)du2

)
=−β

α
f (u1)−

α

β
g(u2)+L.

(3.1.14)

onde L ∈ R é uma constante.
Agora, através de (3.1.10), obtemos que

∂Ω1

∂u1
= c
(

Ω+W
β

α

)
,

isto é,

f ′′ = c
[

f +g+
(
−β

α
f − α

β
g+L

)
β

α

]
= c
[(

1− β 2

α2

)
+

β

α
L
]
.
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Mas, por hipótese, 1− β 2

α2 =−β
2. Portanto,

f ′′(u1)+ cβ
2 f (u1)− c

β

α
L = 0. (3.1.15)

Ainda por (3.1.10), temos

∂Ω2

∂u2
= c
(

Ω+W
α

β

)
,

isto é,

g′′ = c
[

f +g+
(
−β

α
f − α

β
g+L

)
α

β

]
= c
[(

1− α2

β 2

)
+

α

β
L
]
.

Por hipótese, 1− α2

β 2 = α
2. Portanto,

g′′(u2)− cα
2g(u2)+ c

α

β
L = 0. (3.1.16)

Perceba que as equações diferenciais ordinárias (3.1.15) e (3.1.16) são lineares e de 2ª ordem
e, além disso, cβ

2
α

2 ̸= 0. Para obter as soluções explícitas de cada uma das EDO’s, temos
que considerar os dois seguintes casos: quando c > 0 e quando c < 0.

Quando c > 0, um cálculo simples nos permite verificar que as soluções das equações
diferenciais supracitadas, (3.1.15) e (3.1.16), são dadas por

f (u1) = a1 cos(β
√

cu1)+b1 sen(β
√

cu1)+
L

αβ
, (3.1.17)

g(u2) = a2 cosh(α
√

cu2)+b2 senh(α
√

cu2)−
L

αβ
. (3.1.18)

Agora, observando que as funções Ω e W independem de L, então, podemos supor, sem
perda de generalidade, que L = 0. Além disso, a condição algébrica adicional (3.2.31) nos dá

[ f ′(u1)]
2 +[g′(u2)]

2 = c

[
( f (u1)+g(u2))

2 −
(
−β

α
f (u1)−

α

β
g(u2)+L

)2
]
, (3.1.19)

e as derivadas de f e g são

f ′(u1) =−a1β
√

csen(β
√

cu1)+b1β
√

ccos(β
√

cu1),

g′(u2) = a2α
√

csenh(α
√

cu2)+b2α
√

ccosh(α
√

cu2).
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Em particular, de (3.1.19), obtemos que

c(b2
1β

2 +b2
2α

2) = c

[
(a1 +a2)

2 −
(
−β

α
a1 −

α

β
a2

)2
]

b2
1β

2 +b2
2α

2 = a2
1 +2a1a2 +a2

2 −
(

β 2

α2 a2
1 +2a1a2 +

α2

β 2 a2
2

)
β

2b2
1 +α

2b2
2 =

(
1− β 2

α2

)
a2

1 +

(
1− α2

β 2

)
a2

2

β
2b2

1 +α
2b2

2 =−β
2a2

1 +α
2a2

2.

Portanto,
β

2(b2
1 +a2

1) = α
2(a2

2 −b2
2). (3.1.20)

Afirmação. Se a2
1 +b2

1 = 0, então a superfície X̃ é congruente a X.

Demonstração da Afirmação. Se a2
1 + b2

1 = 0, então a1 = b1 = 0. Pela condição (3.1.20),
temos que b2 =±a2. Substituindo em (3.1.17) e (3.1.18), obtemos

f ≡ 0

g(u2) = a2 cosh(α
√

cu2)±a2 senh(α
√

cu2)

= a2

(
eα

√
cu2 + e−α

√
cu2

2
± eα

√
cu2 − e−α

√
cu2

2

)
= a2e±α

√
cu2.

Usandos as expressões conhecidas da Observação 2.1 para o cálculo das formas duais ω̃i e
das curvaturas principais −λ̃i, com i = 1,2, verifica-se facilmente que ω̃1 = ω1, ω̃2 =−ω2,
λ̃1 = λ1 e λ̃2 =−λ2. Portanto, Ĩ = I e ĨI = II, o que mostra o resultado desejado.

Supondo a2
1 + b2

1 ̸= 0, é claro que a2
1 + b2

1 > 0, além disso, β
2 > 0 pois β > 0, daí

β
2(b2

1 +a2
1)> 0. Como α

2 > 0, segue-se então, pela condição (3.1.20), que a2
2 −b2

2 > 0.
A partir de (3.1.17), obtemos

f (u1) =
√

a2
1 +b2

1

 a1√
a2

1 +b2
1

cos(β
√

cu1)+
b1√

a2
1 +b2

1

sen(β
√

cu1)


=
√

a2
1 +b2

1 [senAcos(β
√

cu1)+ cosAsen(β
√

cu1)]

=
√

a2
1 +b2

1 sen(β
√

cu1 +A).

(3.1.21)
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E de (3.1.18) e (3.1.20), obtemos também

g(u2) =
√

a2
2 −b2

2

 a2√
a2

2 −b2
2

cosh(α
√

cu2)+
b2√

a2
2 −b2

2

senh(α
√

cu2)


=
√

a2
2 −b2

2 [coshBcosh(α
√

cu2)+ senhBsenh(α
√

cu2)]

=
√

a2
2 −b2

2 cosh(α
√

cu2 +B)

=
√

a2
1 +b2

1
β

α
cosh(α

√
cu2 +B).

(3.1.22)

Com A e B constantes reais tais que

senA =
a1√

a2
1 +b2

1

, cosA =
b1√

a2
1 +b2

1

,

coshB =
a2√

a2
2 −b2

2

, senhB =
b2√

a2
2 −b2

2

.

Agora, observe que as aplicações W , Ω, Ω1 e Ω2 possuem
√

a2
1 +b2

1 como fator comum

e, por consequência, a expressão de S, dada por (2.3.4), tem como fator o número a2
1 +b2

1.

Substituindo W , Ω, Ω1, Ω2 e S em (2.3.3), vemos que a2
1 +b2

1 e
√

a2
1 +b2

1 desaparecem da
expressão de X̃ por meio das operações presentes na própria expressão. Sendo assim, de
(3.1.21) e (3.1.22), consideramos simplesmente

f (u1) = sen(β
√

cu1 +A), (3.1.23)

g(u2) =
β

α
cosh(α

√
cu2 +B). (3.1.24)

A primeira e a segunda formas fundamentais da superfície X̃ são invariantes por uma

mudança de coordenadas de (u1,u2) para
(

u1 −
A

β
√

c
,u2 −

B
α
√

c

)
. Portanto, podemos

supor A = B = 0 e as expressões em (3.1.23) (3.1.23) tornam-se iguais a da primeira linha
de (3.1.4) e a da primeira linha de (3.1.5), respectivamente. Para o caso c < 0, argumentos
análogos mostram que f e g são dadas pela segunda linha de (3.1.4) e pela segunda linha de
(3.1.5), respectivamente.

A seguinte proposição analisa os fins do tipo horosfera e as curvas de singularidades da
superfície plana X̃ fornecida no teorema anterior,
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Proposição 3.1. As superfícies planas X̃ obtidas no Teorema 3.1 têm fins do tipo horosfera
mergulhados e completos nos pontos correpondentes a(

π

β
√

c

(
j+

1
2

)
,0
)
, se c > 0, e

(
0,

π

α
√
|c|

(
j+

1
2

))
, se c < 0, (3.1.25)

onde j é um número inteiro qualquer. Além disso, as superfícies planas X̃ possuem curvas
de singularidades correspondentes a

f +(1−α)g = 0, se c > 0, e f +(1+α)g = 0, se c < 0. (3.1.26)

Demonstração. Pelo Teorema 2.9, os fins do tipo horosfera mergulhados completos são os
pontos (u1,u2) ∈U ⊂R2 tais que (W 2−Ω

2)(u1,u2) = 0. Substituindo nesta última equação
as expressões já conhecidas de Ω e W , dadas por (3.1.11) e (3.1.14), obtemos em (u1,u2)

0 =W 2 −Ω
2

=

(
−β

α
f − α

β
g
)2

− ( f +g)2

=
β 2

α2 f 2 +2 f g+
α2

β 2 g2 − f 2 −2 f g−g2

=

(
β 2

α2 −1
)

f 2 +

(
α2

β 2 −1
)

g2

= β
2 f 2 −α

2g2.

Por hipótese, α,β > 0. Então, para c > 0, obtemos

0 = β
2 f 2 −α

2g2

= β
2 sen2(β

√
cu1)−α

2 β 2

α2 cosh2(α
√

cu2)

= β
2[sen2(β

√
cu1)− cosh2(α

√
cu2)],

isto é,
sen2(β

√
cu1)− cosh2(α

√
cu2) = 0. (3.1.27)

É simples constatar que tal equação trigonométrica tem como solução os pontos (u0
1,u

0
2) da

forma

u0
1 =

π

β
√

c

(
j+

1
2

)
e u0

2 = 0, j ∈ Z.
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Novamente, por hipótese, α,β > 0. Então, para c < 0, vemos que

β
2 f 2 −α

2g2 = β
2 α2

β 2 cosh2(β
√

|c|u1)−α
2 sen2(α

√
|c|u2)

= α
2[cosh2(β

√
|c|u1)− sen2(α

√
|c|u2)] = 0,

isto é,
cosh2(β

√
|c|u1)− sen2(α

√
|c|u2) = 0. (3.1.28)

Os pontos (u0
1,u

0
2) que satisfazem esta equação são da forma

u0
1 = 0, e u0

2 =
π

α
√

|c|

(
j+

1
2

)
, j ∈ Z.

Observemos que
1

β 2 − 1
α2 = −1, α,β > 0 e λ1 =

β

α
implicam em 1− β 2

α2 = −β
2, i.e.,

1+β
2 =

β 2

α2 , ou seja,
β 2

α2 = 1+β
2 > 1, logo

β

α
=
√

1+β 2 > 1, i.e., |λ1|> 1. Então, sob

as hipóteses do Teorema 2.9, concluímos que as curvas singulares de X̃ são dadas por

0 =W 2 +Ω
2 +2λ1ΩW

=

(
−β

α
f − α

β
g
)2

+( f +g)2 +2
β

α
( f +g)

(
−β

α
f − α

β
g
)

=
β 2

α2 f 2 +2 f g+
α2

β 2 g2 + f 2 +2 f g+g2 −2
β 2

α2 f 2 −2 f g−2
β 2

α2 g f −2g2

=

(
1− β 2

α2

)
f 2 +

(
α2

β 2 −1
)

g2 +2
(

1− β 2

α2

)
f g

=−β
2 f 2 −α

2g2 −2β
2 f g

=−β
2( f 2 +2 f g)−β

2g2 +β
2g2 −α

2g2

=−β
2( f +g)2 +β

2g2 −α
2g2

=−β
2( f +g)2 +g2(β 2 −α)2

=−β
2( f +g)2 +g2(β 2 −α

2)
β 2α2

β 2α2

=−β
2( f +g)2 +

(
1

α2 −
1

β 2

)
β

2
α

2g2

=−β
2( f +g)2 +β

2
α

2g2

=−β
2[( f +g)2 −α

2g2],
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ou seja,
( f +g)2 −α

2g2 = 0, (3.1.29)

que equivale a

[( f +g)−αg][( f +g)−αg] = 0, (3.1.30)

se, e somente se, ( f +g)−αg = 0 ou ( f +g)+αg = 0. Isto é:

1. f +(1−α)g = 0, onde

f +(1−α)g =


sen(β

√
cu1)+(1−α)

β

α
cosh(α

√
cu2), se c > 0, c ̸= 1,

α

β
cosh(β

√
|c|u1)+(1−α)sen(α

√
|c|u2), se c < 0,

2. f +(1+α)g = 0, onde

f +(1+α)g =


sen(β

√
cu1)+(1+α)

β

α
cosh(α

√
cu2), se c > 0, c ̸= 1,

α

β
cosh(β

√
|c|u1)+(1+α)sen(α

√
|c|u2), se c < 0.

Como podemos observar, o Teorema 3.1 fornece uma família a 1-parâmetro de superfícies
planas no espaço hiperbólico, obtidas por uma transformação de Ribaucour. O próximo
resultado garante que esta família contém uma classe de superfícies que são periódicas em
uma de suas variáveis e completas no infinito.

Proposição 3.2. Considere a família de superfícies planas em H3 dada pelo Teorema 3.1. Se
c > 0 e

c =
n2

m2 com
n
m

∈Q\{1} irredutível, (3.1.31)

então:

i) a superfície é periódica na variável u1, com período
2mπ

β
;

ii) existem 2n fins do tipo horosfera mergulhados e completos;

iii) as curvas de singularidades descritas por (3.1.26) estão contidas em um conjunto
compacto;

iv) existem dois fins completos de índice geométrico m dados por limites quando u2 →±∞.



3.1 Transformação de Ribaucour para o cilindro 71

Demonstração. Seja X̃ a parametrização da família de superfícies dada por (3.1.3), com

c =
n2

m2 , onde as funções f e g são dadas por (3.1.4) e (3.1.5), respectivamente. Pelo Teorema
2.8 e pela Proposição 3.1, verifica-se as propriedades i) e ii). Com relação à propriedade iii),
segue-se das expressões das funções f e g e do fato de X̃ ser periódica na variável u1.

Agora, provaremos que as superfícies X̃ possui dois fins completos quando u2 tende a
±∞. Ora, considerando a superfície no modelo do semi-espaço de H3,

Z = (Z1,Z2,Z3) =

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3 ,
1

X̃0 − X̃3

)
, (3.1.32)

é possível mostrar que

lim
u2→∞

1
X̃0 − X̃3 = ∞, lim

u2→−∞

1
X̃0 − X̃3 = 0. (3.1.33)

De fato, a partir da equação (2.3.3), temos que

X̃0 − X̃3 =

(
1+

2Ω2

S

)
(X0 −X3)− 2ΩΩ2

S
(X0

u2
−X3

u2
)+

2ΩW
S

(N0 −N3),

onde X , Ω2, Ω, W , S são dadas por (3.1.1), (3.1.12), (3.1.11), (3.1.14) e (2.3.4), respectiva-
mente, com L = 0. Consequentemente,

X̃0 − X̃3 = e−αu2

(
1
α
+

2Ω2

αS
+

2ΩΩ2

S
+

2ΩW
βS

)
.

Uma conta simples nos permite concluir que

lim
u2→±∞

Ω2

S
=

1
(c−1)α2 , lim

u2→±∞

ΩΩ2

S
=±

√
c

(c−1)α
, lim

u2→±∞

ΩW
S

=− 1
(c−1)αβ

.

Portanto,

lim
u2→±∞

(X̃0 − X̃3) = h± lim
u2→±∞

e−αu2,

onde h± é um número real não-nulo. Com isso, são válidos os limites em (3.1.33) e,
consequentemente, os fins correspondentes a u2 →±∞ são completos.

Para provar que estes fins têm índice geométrico m, observamos, antes, de (2.3.3) e de
(3.1.1), que

X̃1 = Pcos(βu1)+Qsen(βu1), X̃2 =−Qcos(βu1)+Psen(βu1),
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onde

P =
1
β
− 2Ωβ f

S
e Q =

2Ω2

S
.

Além disso, lim
u2→±∞

P =
1
β

e q := lim
u2→±∞

Q =
2

(c−1)(2+α2)
. Portanto,

lim
u2→±∞

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3

)
=

lim
u2→±∞

eαu2

h±

(
1
β

cos(βu1)+qcos(βu1),−qcos(βu1)+
1
β

sen(βu1)

)
.

Como 0 ≤ u2 ≤
2mπ

β
, concluímos que os fins correspondentes a u2 →±∞ tem índice m.

Observando o modelo da bola de Poincaré, o fim correspondente a u2 → ∞ vai para (0,0,1)
e o fim correspondente a u2 →−∞ vai para (0,0,0).

Figura 3.1 Perspectiva, Superior e Interna para α =
4
5

, n = 2, m = 1.

Figura 3.2 Perspectiva, Superior e Interna para α =
4
5

, n = 3, m = 1.
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Figura 3.3 Perspectiva, Superior e Interna para α =
4
5

, n = 3, m = 2

Figura 3.4 Perspectiva, Superior e Interna para α =
4
5

, n = 4, m = 1

As figuras acima são uma representação gráfica das transformadas obtidas a partir do
cilindro no modelo da bola de Poincaré para o espaço hiperbólico H3. Mais especificamente,
a Figura 3.1 fornece uma superfície plana de H3 com as suas vistas superior e interna,
associada ao cilindro por uma transformação de Ribaucour, periódica em uma variável e
parametrizada por (3.1.3) com α = 4/5, n = 2 e m = 1. Tal superfície possui seis fins
mergulhados, dos quais quatro são do tipo horosfera.

A Figura 3.2 exibe uma superfície plana de H3 com as suas vistas superior e interna,
obtidas por uma transformação de Ribaucour para α = 4/5. Observe ainda que, pela
Proposição 3.2, escolhendo-se a constante de Ribaucour na forma c = n2/m2, com n = 3 e
m = 1, a superfíce em questão apresenta periodicidade na variável u1.

A Figura 3.3 também apresenta uma superfície plana de H3 com as suas vistas superior e
interna, obtidas por uma transformação de Ribaucour para α = 4/5, n = 3 e m = 2, sendo
também periódica em uma de suas variáveis. Observe a mudança da Figura 3.2 para a Figura
3.3 com a alteração do índice geométrico m. Ambas as superfícies apresentam oito fins
mergulhados, sendo seis deles do tipo horosfera.
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A Figura 3.4 apresenta uma superfície plana de H3 obtida por uma transformação de
Ribaucour para o cilindro em H3, bem como as suas vistas superior e interna. Ela é periódica
em uma variável e parametrizada por (3.1.3), com α = 4/5, n = 4 e m = 1. Tem-se dez fins
mergulhados, dos quais oito são do tipo horosfera.

Observamos ainda que, em geral, para valores de c diferentes da forma expressa em
(3.1.31), a superfície obtida não é periódica em uma de suas variáveis e possui infinitos fins
mergulhados do tipo horosfera (veja Proposição 3.1).

3.2 Transformação de Ribaucour para superfícies planas
de rotação sem singularidades isoladas

Nesta seção, consideramos inicialmente superfícies planas de rotação em H3 sem singu-
laridades isoladas, conforme o Exemplo 1.2. Além disso, observamos que tais superfícies
são parametrizadas por linhas de curvatura. Estudaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Considere M uma superfície plana de rotação sem singularidades isoladas
em H3 ⊂ L4, parametrizada por linhas de curvatura,

X(u1,u2) =

(
1

aα
cosh(εau2 −β )+

a
α

cosh
(

εu2

a
+β

)
,− 2

α
coshφ cos

αu1

2
,

− 2
α

coshφ sen
αu1

2
,− 1

aα
senh(εau2 −β )+

a
α

senh
(

εu2

a
+β

))
, (3.2.1)

com primeira forma fundamental dada, segundo a Proposição 2.3, por I = cosh2
φ du2

1 +

senh2
φ du2

2. Considere ainda o vetor normal unitário de M dado por

N(u1,u2) =

(
1

aα
senh(εau2 −β )+

a
α

senh
(

εu2

a
+β

)
,− 2

α
senhφ cos

αu1

2
,

− 2
α

senhφ sen
αu1

2
,− 1

aα
cosh(εau2 −β )+

a
α

cosh
(

εu2

a
+β

))
, (3.2.2)

onde

α =
ε(1−a2)

a
, φ =

ε(1+a2)

2a
u2, ε =±1 com ε(1−a2)> 0, (3.2.3)

e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0 e a ̸= 1, sendo

β =
1

1+a2 [(1−a2) log(ε(1−a2))+2a2 loga].
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Então, a família de superfícies planas em H3 ⊂ L4 (não-congruentes a M) associada a X
por uma transformação de Ribaucour, como no Teorema 2.7, é dada por

X̃ = X +
2c(T coshφ −g′ senhφ)

(c−1)[T 2 − (g′)2]

[
ΩX +WN − f ′

coshφ
Xu1 −

b f +g
senhφ

Xu2

]
, (3.2.4)

onde c ∈ R\{0,1}, b =
ε(1+a2)

2a
, ε =±1 com ε(1−a2)> 0, φ = bu2,

Ω =
1
c
(T coshφ −g′ senhφ), W =

1
c
(−T senhφ +g′ coshφ), T = c f +bg+L (3.2.5)

e as funções f (u1) e g(u2) são dadas por:

i) se b2 − c = 0, então L ̸= 0 e

f (u1) = L
u2

1
2
+ c1u1 + c0, g(u2) = bL

u2
2

2
+ c2u2 + c3, (3.2.6)

com
b2c2

1 + c2
2 −L[L+2b(bc0 + c3)] = 0; (3.2.7)

ii) se b2 − c > 0, então L = 0 e

f (u1) = sen(
√

b2 − c u1), (3.2.8)

g(u2) =


√

c cosh(
√

b2 − c u2 +B), se c > 0,
√
−c senh(

√
b2 − c u2 +B), se c < 0,

(3.2.9)

onde B é uma constante real;

iii) se b2 − c < 0, então L = 0 e

f (u1) = cosh(
√

|b2 − c| u1), g(u2) =
√

csen(
√
|b2 − c| u2 +B), (3.2.10)

onde B é uma constante real.

Além disto, a superfície X̃ é regular sobre o seguinte conjunto

Ũ = {(u1,u2)∈R2; u2 > 0, [T 2−(g′)2]{[T 2+(g′)2]senhφ −2T g′ coshφ} ̸= 0}. (3.2.11)
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Demonstração. Seja M uma superfície plana de rotação parametrizada por linhas de curva-
tura tal como em (3.2.1), cujas primeira e segunda formas fundamentais são dadas por (veja
Proposição 2.3):

I = cosh2
φ(u1,u2) du2

1 + senh2
φ(u1,u2) du2

2,

II =±senh(2φ(u1,u2)) (du2
1 +du2

2),

onde φ(u1,u2) é a função harmônica associada à superfície dada em (3.2.3).
A fim de obtermos novas superfícies planas de H3 localmente associadas a M por uma

transformação de Ribaucour, iremos resolver o sistema de equações diferenciais parciais
de primeira ordem, proveniente do sistema (2.3.15), onde a1 = coshφ , a2 = senhφ , e as

curvaturas principais são λ1 =
senhφ

coshφ
e λ2 =

coshφ

senhφ
, ou seja:

∂Ω

∂u1
= coshφ Ω1,

∂Ω

∂u2
= senhφ Ω2, (3.2.12)

∂W
∂u1

=−senhφ Ω1,
∂W
∂u2

=−coshφ Ω2, (3.2.13)

∂Ω1

∂u2
=

∂

∂u1
(senhφ)

1
coshφ

Ω2, (3.2.14)

∂Ω2

∂u1
=

∂

∂u2
(coshφ)

1
senhφ

Ω1, (3.2.15)

∂Ω1

∂u1
=− 1

senhφ

∂

∂u2
(coshφ) Ω2 + c

(
Ω+W

senhφ

coshφ

)
coshφ , (3.2.16)

∂Ω2

∂u2
=− 1

coshφ

∂

∂u1
(senhφ) Ω1 + c

(
Ω+W

coshφ

senhφ

)
senhφ . (3.2.17)

As soluções do sistema, Ω1, Ω2, Ω e W , satisfazem também a condição algébrica adicional
dada por (2.3.2), isto é,

Ω
2
1 +Ω

2
2 = c(Ω2 −W 2),

para qualquer constante c /∈ {0,1}.
Observe inicialmente que, como φ(u1,u2) = bu2, temos φu1(u1,u2) = 0 e φu2(u1,u2) = b.

A equação (3.2.14) fornece

∂Ω1

∂u2
=

∂

∂u1
(senhφ)

1
coshφ

Ω2 = coshφ
∂φ

∂u1

1
coshφ

Ω2 = 0.
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Enquanto a equação (3.2.15) fica

∂Ω2

∂u1
=

∂

∂u2
(coshφ)

1
senhφ

Ω1 = senhφ
∂φ

∂u2

1
senhφ

Ω1 = bΩ1.

Ou seja,
∂Ω1

∂u2
= 0 e

∂Ω2

∂u1
= bΩ1. (3.2.18)

Integrando estas duas últimas equações, obtemos que, existem funções reais diferenciáveis
f (u1) e g(u2) tais que

Ω1(u1,u2) = f ′(u1) e Ω2(u1,u2) = b f (u1)+g(u2). (3.2.19)

Substituindo as expressões de Ω1 e Ω2 nas equações (3.2.16) e (3.2.17), obtemos as seguintes
EDO’s:

f ′′(u1) =−[b f (u1)+g(u2)]b+ c(Ωcoshφ +W senhφ), (3.2.20)

g′′(u2) = c(Ωsenhφ +W coshφ). (3.2.21)

Como c ∈ R\{0,1}, temos [ f ′′+b(b f +g)]
1
c
= Ωcoshφ +W senhφ . Multiplicando ambos

os lados por coshφ , obtemos

1
c
[ f ′′+b(b f +g)]coshφ = Ωcosh2

φ +W senhφ coshφ . (3.2.22)

Mas, de (3.2.21), temos que W coshφ =
1
c

g′−Ωsenhφ . Substituindo em (3.2.22), vemos o
seguinte

1
c
[ f ′′+b(b f +g)]coshφ = Ωcosh2

φ +

(
1
c

g′−Ωsenhφ

)
senhφ

= Ωcosh2
φ +

1
c

g′ senhφ −Ωsenh2
φ

= Ω(cosh2
φ − senh2

φ)+
1
c

g′ senhφ

= Ω+
1
c

g′ senhφ .

Portanto,

Ω =
1
c
{[ f ′′+b(b f +g)]coshφ −g′ senhφ}. (3.2.23)
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Agora, multiplicando a equação (3.2.20) por senhφ , vemos que

[ f ′′+b(b f +g)]senhφ = c(Ωcoshφ senhφ +W senh2
φ). (3.2.24)

Como, por (3.2.21),
cΩsenhφ = g′− cW coshφ .

Substituindo na equação (3.2.24), obtemos

[ f ′′+b(b f +g)]senhφ = (g′− cW coshφ)coshφ + cW senh2
φ

= g′ coshφ + cW (senh2
φ − cosh2

φ)

= g′ coshφ − cW.

Daí,

W =
1
c
{−[ f ′′+b(b f +g)]senhφ +g′ coshφ}. (3.2.25)

Usando (3.2.23), podemos derivar a expressão de Ω, vista em (3.2.23), com relação a u1

∂Ω

∂u1
=

∂

∂u1

(
1
c
{[ f ′′+b(b f +g)]coshφ −g′ senhφ}

)
=

1
c
{[ f ′′′+b(b f ′)]coshφ +φu1 senhφ [ f ′′+b(b f +g)]−g′φu1 senhφ}

=
1
c
( f ′′′+b2 f ′)coshφ .

Por outro lado, a equação diferencial em (3.2.12) também nos mostra que
∂Ω

∂u1
= coshφΩ1 =

coshφ f ′. Com isso, vale a igualdade
1
c
( f ′′′ + b2 f ′)coshφ = coshφ f ′. Ou seja, f ′′′ =

−(b2 − c) f ′. Integrando esta última igualdade com relação a u1, encontramos a EDO linear
de segunda ordem

f ′′(u1)+(b2 − c) f (u1) = L, (3.2.26)

onde L ∈ R é uma constante de integração.
Similarmente, podemos usar (3.2.12) e derivar Ω, dada por (3.2.23), com relação a u2,

para obter

∂Ω

∂u2
=

∂

∂u2

(
1
c
{[ f ′′+b(b f +g)]coshφ −g′ senhφ}

)
=

1
c

(
bg′ coshφ +φu2 senhφ [ f ′′+b(b f +g)]−g′′ senhφ −φu2 coshφg′

)
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=
[
b2(b f +g)senhφ +bsenhφ f ′′−g′′ senhφ

]
=

1
c

[
b2(b f +g)+b f ′′−g′′

]
senhφ .

Por outro lado,
∂Ω

∂u2
= senhφΩ2 = senhφ(b f +g). Daí,

1
c
[b2(b f +g)+b f ′′−g′′]senhφ =

senhφ(b f +g). Donde,
1
c
(b f ′′−g′′) =

(
1− b2

c

)
(b f +g). Logo, g′′ = b f ′′− (c−b2)(b f +

g). Equivalentemente, b[ f ′′+(b2−c) f ] = g′′+(c−b2)g = g′′− (b2−c)g. Usando (3.2.26),
concluímos que

g′′(u2)− (b2 − c)g(u2) = bL. (3.2.27)

Além disso, as equações de (3.2.13) são trivialmente satisfeitas. De fato, pois, para a primeira
equação, temos

∂W
∂u1

=
∂

∂u1

(
1
c
−[ f ′′+b(b f +g)]senhφ +g′ coshφ

)
=

1
c
(−[ f ′′′+b2 f ′]senhφ −φu1 coshφ [ f ′′+b(b f +g)]+φu1 senhφg′)

=−1
c
[ f ′′′+b2 f ′]senhφ

=−1
c

c f ′ senhφ , (usamos (3.2.26))

=− f ′ senhφ

=−Ω1 senhφ ,

Quanto à segunda equação de (3.2.13), temos

∂W
∂u2

=
∂

∂u2

(
1
c
−[ f ′′+b(b f +g)]senhφ +g′ coshφ

)
=

1
c
(−bg′ senhφ −φu2 coshφ [ f ′′+b(b f +g)]+g′′ coshφ +φu2g′ senhφ)

=
1
c
(−b f ′′ coshφ −b2(b f +g)coshφ +g′′ coshφ)

=
1
c
(−b f ′′ coshφ −b3 f coshφ −b2gcoshφ +g′′ coshφ)

=−1
c

coshφ [b( f ′′+b2 f )+b2g−g′′]

=−1
c

coshφ [b(L+ c f )+b2g−bL− (b2 − c)g]

=−1
c

coshφ [c(b f +g)]
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=−Ω2 coshφ .

Com relação à condição adicional (2.3.2), Ω
2
1+Ω

2
2 = c(Ω2−W 2), podemos reescrevê-la

da seguinte maneira

( f ′)2 +(b f +g)2 = c
[

1
c2{[ f

′′+b(b f +g)]coshφ −g′ senhφ}2

− 1
c2{−[ f ′′+b(b f +g)]senhφ +g′ coshφ}2

]
.

(3.2.28)

Vamos, agora, calcular as parcelas do lado direito da equação (3.2.28). O primeiro quadrado
fica

{[ f ′′+b(b f +g)]coshφ −g′ senhφ}2 =

= [ f ′′+b(b f +g)]2 cosh2
φ −2[ f ′′+b(b f +g)]coshφ g′ senhφ +(g′)2 senh2

φ .
(3.2.29)

O segundo quadrado fica

{−[ f ′′+b(b f +g)]senhφ +g′ coshφ}2 =

= [ f ′′+b(b f +g)]2 senh2
φ −2[ f ′′+b(b f +g)]senhφ g′ coshφ +(g′)2 cosh2

φ .
(3.2.30)

Tomando a diferença entre (3.2.29) e (3.2.30), chegamos a

( f ′)2 +(b f +g)2 = c
1
c2{[ f

′′+b(b f +g)]2(cosh2
φ − senh2

φ)+(g′)2(senh2
φ − cosh2

φ)}

=
1
c
{[ f ′′+b(b f +g)]2 − (g′)2}.

Relembremo-nos ainda que f ′′+ b(b f + g) = L+ c f + bg. Por conseguinte, a condição
adicional fica

c( f ′)2 +(g′)2 + c(b f +g)2 − (c f +bg+L)2 = 0. (3.2.31)

Definindo T = c f +bg+L, verificamos que as funções Ω e W são dadas por (3.2.5). Com
isso, temos também a seguinte relação

Ω
2 −W 2 =

1
c2 [T 2 − (g′)2]. (3.2.32)
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Segue do Teorema 2.7 que a superfície X̃ é dada pela expressão em (3.2.4). De fato, basta
substituir Ω1, Ω2, Ω, W e S na equação (2.3.3). Veja:

X̃ =

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)

= X +
2Ω

S

[
ΩX −

2

∑
i=1

Ωiei +WN

]

= X +
2c(T coshφ −g′ coshφ)

(c−1)[T 2 − (g′)2]

[
ΩX +WN − f ′

coshφ
Xu1 −

b f +g
senhφ

Xu2

]
,

pois
{

e1 =
Xu1

coshφ
, e2 =

Xu2

senhφ

}
é o referencial móvel ortonormal tangente a M e {ω1 =

coshφ du1, ω2 = senhφ du2} é o correferencial correspondente de M. A primeira forma
fundamental de M̃ é dada por Ĩ = ω̃

2
1 + ω̃

2
2 . Pela Observação 2.1, o referencial dual é expresso

por

ω̃1 =
W 2 +Ω2 +2λ1ΩW

W 2 −Ω2 ω1 e ω̃2 =
W 2 +Ω2 +2λ2ΩW

W 2 −Ω2 ω2. (3.2.33)

Reescreveremos estas 1-formas em termos da funções f e g usando as relações (3.2.23) e
(3.2.25). Temos, inicialmente, que

W 2 +Ω
2 =

1
c2 [(−T senhφ +g′ coshφ)2 +(T coshφ −g′ senhφ)2]

=
1
c2 [T

2 senh2
φ −2T g′ senhφ coshφ +(g′)2 cosh2

φ

+T 2 cosh2
φ −2T g′ coshφ senhφ +(g′)2 senh2

φ ]

=
1
c2{(senh2

φ + cosh2
φ)[T 2 +(g′)2]−4T g′ senhφ coshφ}.

2λ1ΩW =
2
c2 λ1(T coshφ −g′ senhφ)(−T senhφ +g′ coshφ)

=
2
c2 λ1(−T 2 coshφ senhφ +T g′ cosh2

φ +g′T senh2
φ − (g′)2 senhφ coshφ)

=
2
c2 λ1[−senhφ coshφ(T 2 +(g′)2)+T g′(cosh2

φ + senh2
φ)].
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Logo,

W 2 +Ω
2 +2λ1ΩW =

1
c2

{
[T 2 +(g′)2](senh2

φ + cosh2
φ)−4T g′ senhφ coshφ

−2senh2
φ [T 2 +(g′)2]+2T g′ senhφ coshφ +2T g′

senh3
φ

coshφ

}
=

1
c2

{
[T 2 +(g′)2](senh2

φ + cosh2
φ −2senh2

φ)

−2T g′
(

senhφ cosh2
φ

coshφ
− senh3

φ

coshφ

)}
=

1
c2

{
[T 2 +(g′)2]−2T g′

senhφ

coshφ

}
=

1
c2 [T

2 +(g′)2 −2λ1T g′].

(3.2.34)

Como sabemos que W 2 −Ω
2 =

1
c2 [(g

′)2 −T 2]. Portanto,

ω̃1 =−T 2 +(g′)2 −2λ1T g′

T 2 − (g′)2 ω1. (3.2.35)

Analogamente,

W 2 +Ω
2 +2λ2ΩW =

1
c2

{
[T 2 +(g′)2](senh2

φ + cosh2
φ)−4T g′ senhφ coshφ

−2cosh2
φ [T 2 +(g′)2]+2T g′ coshφ senhφ +2T g′

cosh3
φ

senhφ

}
=

1
c2

{
[T 2 +(g′)2](senh2

φ + cosh2
φ −2cosh2

φ)

−2T g′
(

senh2
φ coshφ

senhφ
− cosh3

φ

senhφ

)}
=

1
c2

{
− [T 2 +(g′)2]+2T g′

coshφ

senhφ

}
=− 1

c2 [T
2 +(g′)2 −2λ2T g′].

Portanto,

ω̃2 =
T 2 +(g′)2 −2λ2T g′

T 2 − (g′)2 ω2. (3.2.36)
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Agora, vamos calcular as curvaturas principais, −λ̃1 e −λ̃2, de M̃. No capítulo anterior,
Observação 2.1, vimos que

λ̃i =−2ΩW +λi(W 2 +Ω2)

2ΩWλi +W 2 +Ω2 , i = 1,2.

Como λ1λ2 = 1, segue também que

λ̃2 =−2ΩW +λ2(W 2 +Ω2)

2ΩWλ2 +W 2 +Ω2

=−2ΩWλ1 +W 2 +Ω2

λ1
· λ1

2ΩW +(W 2 +Ω2)λ1

=− 2ΩWλ1 +W 2 +Ω2

2ΩW +(W 2 +Ω2)λ1

=
1
λ̃1

.

(3.2.37)

Já conhecemos de (3.2.34) a relação

2λ1ΩW +W 2 +Ω
2 =

1
c2 [T

2 +(g′)2 −2λ1T g′].

Além do mais,

2ΩW +λ1(W 2 +Ω
2) =

1
c2{−2senhφ coshφ [T 2 +(g′)2]+2T g′(cosh2

φ + senh2
φ)

+λ1[T 2 +(g′)2](senh2
φ + cosh2

φ)−4λ1T g′ senhφ coshφ}

=
1
c2{−2senhφ coshφ [T 2 +(g′)2]+2T g′(cosh2

φ + senh2
φ)

+ [T 2 +(g′)2]

(
senh3

φ

coshφ
+ senhφ coshφ

)
−4T g′ senh2

φT g′}

=
1
c2

{
[T 2 +(g′)2]

(
senh3

φ

coshφ
+ senhφ coshφ −2senhφ coshφ

)
+2T g′(cosh2

φ + senh2
φ −2senh2

φ)

}
=

1
c2

{
− [T 2 +(g′)2]

senhφ

coshφ
+2T g′

}
=

1
c2{−[T 2 +(g′)2]λ1 +2T g′}.
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De posse da relação fornecida em (3.2.37), concluímos que

λ̃1 =
[T 2 +(g′)2]λ1 −2T g′

T 2 +(g′)2 −2λ1T g′
e λ̃2 =

T 2 +(g′)2 −2λ1T g′

[T 2 +(g′)2]λ1 −2T g′
. (3.2.38)

Pelo Teorema 2.7, a superfície X̃ , localmente associada a X por uma transformação de Ri-
baucour, é regular sobre o conjunto Ũ = {(u1,u2)∈U ;(W 2−Ω

2)(Ω2+W 2+2λ1ΩW )(Ω2+

W 2 +2λ2ΩW ) ̸= 0}. Substituindo as expressões Ω1, Ω2, Ω e W , vistas em (3.2.19), (3.2.23)
e (3.2.25), respectivamente, escrevemos o conjunto sobre o qual X̃ é regular da seguinte
forma:

Ũ = {(u1,u2) ∈ R2; u2 > 0, [T 2 − (g′)2][(T 2 +(g′)2)senhφ −2T g′ coshφ ] ̸= 0},

que é a expressão dada por (3.2.11).
Voltando às equações diferenciais ordinárias (3.2.26) e (3.2.27), exibiremos agora as suas

soluções analisando os três seguintes casos: quando b2 −c = 0; quando b2 −c > 0; e quando
b2 − c < 0.

Caso I. Quando b2 − c = 0.

Neste caso, temos f ′′(u1) = L e g′′(u2) = bL. Integrando a primeira equação com respeito
a u1, obtemos

f ′(u1) = L u1 + c1.

Integrando novamente, obtemos a função f (u1) de (3.2.6). Isto é,

f (u1) = L
u2

1
2
+ c1u1 + c0,

sendo c0,c1 constantes de integração.
Analogamente, integrando a segunda equação diferencial dada inicialmente, obtemos

g(u2) de (3.2.6). Isto é,

g(u2) = bL
u2

2
2
+ c2u2 + c3,

com c2,c3 ∈ R constantes. Com isso, podemos reescrever a condição algébrica adicional
(3.2.31) da seguinte forma

0 = c( f ′)2 +(g′)2 + c(b f +g)2 − (c f +bg+L)2

= c(Lu1 + c1)
2 +(bLu2 + c2)

2 + c
(

bL
u2

1
2
+bc1u1 +bc0 +bL

u2
2

2
+ c2u2 + c3

)2
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−
(

cL
u2

1
2
+ cc1u1 + cc0 +b2L

u2
2

2
+bc2u2 +bc3 +L

)2

.

Em particular,

0 = cc2
1 + c2

2 + c(bc0 + c3)
2 − (cc0 +bc3 +L)2

= cc2
1 + c2

2 + c(b2c2
0 +2bc0c3 + c2

3)− (c2c2
0 +2cc0(bc3 +L)+(bc3 +L)2)

= cc2
1 + c2

2 + cb2c2
0 +2bcc0c3 + cc2

3 − c2c2
0 −2cc0bc3 −2cc0L−b2c2

3 −2bc3L−L2

= cc2
1 + c2

2 + cc2
0(b

2 − c)−2cc0L+ c2
3(c−b2)−2bc3L−L2

= cc2
1 + c2

2 −L[L+2b(bc0 + c3)] = b2c2
1 + c2

2 −L[L+2b(bc0 + c3)],

o que verifica (3.2.7).

Afirmação 1. Se b2 − c = 0 e L = 0, então a superfície X̃ associada a X, via transformação
de Ribaucour, é congruente a X.

Demonstração da Afirmação 1. De fato, se L = 0, então a equação (3.2.7) que relaciona as
constantes de integração reduz-se a b2c2

1+c2
2 = 0. Como b ̸= 0, segue que c1 = c2 = 0. Com

isso, as funções f e g são constantes iguais a c0 e c3, respectivamente. Por (3.2.35), (3.2.36)
e (3.2.38), vemos que ω̃1 =−ω1, ω̃2 = ω2, λ̃1 = λ1 e λ̃2 = λ2. Portanto, Ĩ = I e ĨI = II, onde
Ĩ e ĨI, I e II indicam as primeiras e segundas formas fundamentais de X̃ e X , respectivamente.
Isto prova a Afirmação 1.

Caso II. Quando b2 − c > 0.

Neste caso, as soluções das equações diferenciais (3.2.26) e (3.2.27) são dadas por

f (u1) = a1 cos(
√

b2 − cu1)+b1 sen(
√

b2 − cu1)+
L

b2 − c
, (3.2.39)

g(u2) = a2 cosh(
√

b2 − cu2)+b2 senh(
√

b2 − cu2)−
bL

b2 − c
, (3.2.40)

com a1, a2, b1, b2 ∈ R constantes.

Afirmação 2. Se b2 − c > 0, então, sem perda de generalidade, consideramos L = 0.

Demonstração da Afirmação 2. Por (3.2.5), temos T (u1,u2) = c f (u1,u2)+bg(u1,u2)+L,
que não depende de L. Consequentemente, as funções Ω e W também não dependem de
L. Observando as expressões de (3.2.19), concluímos o mesmo para as aplicações Ω1 e Ω2.
Portanto, X̃ não depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de generalidade,
L = 0. Isto prova a Afirmação 2.
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Agora, veremos como fica a condição algébrica adicional dada em (3.2.31):

f ′(u1) =
√

b2 − c [−a1 sen(
√

b2 − cu1)+b1 cos(
√

b2 − cu1)],

g′(u2) =
√

b2 − c [a2 senh(
√

b2 − cu2)+b2 cosh(
√

b2 − cu2)],

c( f ′)2 = (b2 − c)[ca2
1 sen2(

√
b2 − cu1)−2ca1b1 sen(

√
b2 − cu1)cos(

√
b2 − cu1)

+ cb2
1 cos2(

√
b2 − cu1)],

(g′)2 = (b2 − c)[a2
2 senh2(

√
b2 − cu2)+2a2b2 senh(

√
b2 − cu2)cosh(

√
b2 − cu2)

+b2
2 cosh2(

√
b2 − cu2)].

c(b f +g)2 = c(b2 f 2 +2b f g+g2) = cb2(a2
1 cos2(

√
b2 − cu1)

+2a1b1 cos(
√

b2 − cu1)sen(
√

b2 − cu1)+b2
1 sen2(

√
b2 − cu1))

+2bc[a1a2 cos(
√

b2 − cu1)cosh(
√

b2 − cu2)

+a1b2 cos(
√

b2 − cu1)senh(
√

b2 − cu2)

+b1a2 sen(
√

b2 − cu1)cosh(
√

b2 − cu2)

+b1b2 sen(
√

b2 − cu1)senh(
√

b2 − cu2)]

+ c[a2
2 cosh2(

√
b2 − cu2)+2a2b2 cosh(

√
b2 − cu2)senh(

√
b2 − cu2)

+b2
2 senh2(

√
b2 − cu2)],

(c f +bg)2 = c2 f 2 +2cb f g+b2g2 = c2(a2
1 cos2(

√
b2 − cu1)

+2a1b1 cos(
√

b2 − cu1)sen(
√

b2 − cu1)+b2
1 sen2(

√
b2 − cu1))

+2cb[a1a2 cos(
√

b2 − cu1)cosh(
√

b2 − cu2)

+a1b2 cos(
√

b2 − cu1)senh(
√

b2 − cu2)

+b1a2 sen(
√

b2 − cu1)cosh(
√

b2 − cu2)

+b1b2 sen(
√

b2 − cu1)senh(
√

b2 − cu2)]

+b2[a2
2 cosh2(

√
b2 − cu2)+2a2b2 cosh(

√
b2 − c u2)senh(

√
b2 − cu2)

+b2
2 senh2(

√
b2 − cu2)].

Assim, somando os termos supracitados e observando que L = 0, deparamo-nos com as
seguintes expressões

0 = c( f ′)2 +(g′)2 + c(b f +g)2 − (c f +bg)2

= sen2(
√

b2 − cu1) [ca2
1(b

2 − c)+ cb2b2
1 − c2b2

1]︸ ︷︷ ︸
c(b2−c)(a2

1+b2
1)
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+ cos2(
√

b2 − cu1) [cb2
1(b

2 − c)+ cb2a2
1 − c2a2

1]︸ ︷︷ ︸
c(b2−c)(b2

1+a2
1)

+ sen(
√

b2 − cu1)cos(
√

b2 − cu1) [−2ca1b1(b2 − c)+2cb2a1b1 −2c2a1b1]︸ ︷︷ ︸
(b2−c)[−2ca1b1+2ca1b1]=0

+ senh2(
√

b2 − cu2) [a2
2(b

2 − c)+ cb2
2 −b2b2

2]︸ ︷︷ ︸
(b2−c)(a2

2−b2
2)

+ cosh2(
√

b2 − cu2) [b2
2(b

2 − c)+ ca2
2 −b2a2

2]︸ ︷︷ ︸
(b2−c)(b2

2−a2
2)

+ senh(
√

b2 − cu2)cosh(
√

b2 − cu2) [2a2b2(b2 − c)+2ca2b2 −2b2a2b2]︸ ︷︷ ︸
(b2−c)[2a2b2−2a2b2]=0

= c(b2 − c)(a2
1 +b2

1)[sen2(
√

b2 − cu1)+ cos2(
√

b2 − cu1)]

+(b2 − c)(b2
2 −a2

2)[cosh2(
√

b2 − cu2)− senh2(
√

b2 − cu2)]

= (b2 − c)[(a2
1 +b2

1)c+(b2
2 −a2

2)].

Por fim, como b2 − c > 0 e c ̸= 0, a condição algébrica (3.2.31) torna-se

a2
1 +b2

1 −
1
c
(a2

2 −b2
2) = 0. (3.2.41)

Afirmação 3. Se a2
1 +b2

1 = 0, então as superfícies X̃ e X são congruentes.

Demonstração da Afirmação 3. Se a2
1 +b2

1 = 0, então a1 = b1 = 0 e a2 =±b2. Consequente-
mente,

f ≡ 0 e g = a2[cosh(
√

b2 − cu2)± senh(
√

b2 − cu2)] = a2 e±
√

b2−cu2.

Usando (3.2.35), (3.2.36) e (3.2.38), vemos que

T 2 = (c f +bg)2 = b2g2 = b2a2
2 e±2

√
b2−cu2,

g′ =±
√

b2 − ca2 e±
√

b2−cu2, (g′)2 = (b2 − c)a2
2 e±2

√
b2−cu2,

2T g′ = 2bgg′ =±2ba2
2

√
b2 − c e±2

√
b2−cu2,

T 2 − (g′)2 = a2
2 e±2

√
b2−cu2(b2 −b2 + c) = ca2

2 e±2
√

b2−cu2.

Além disso,

T 2 +(g′)2 −2λ1T g′ = b2a2
2 e±2

√
b2−cu2 +(b2 − c)a2

2 e±2
√

b2−cu2
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∓2
senhφ

coshφ
ba2

2

√
b2 − c e±2

√
b2−cu2

= a2
2 e±2

√
b2−cu2

(
2b2 − c∓2

senhφ

coshφ
b
√

b2 − c
)
.

Logo,

ω̃1 =−1
c

(
2b2 − c∓2

senhφ

coshφ
b
√

b2 − c
)

ω1

=−1
c

(
2b2 − c∓2

senhφ

coshφ
b
√

b2 − c
)

coshφ du1

=−1
c

[
(2b2 − c)coshφ ∓2b

√
b2 − csenhφ

]
du1.

Lembrando que, por definição, φ = bu2. Podemos ainda tomar δ ∈ R tal que

coshδ =
2b2 − c
|c|

e senhδ =
2b
√

b2 − c
|c|

.

O que nos dá

ω̃1 =−|c|
c

(
2b2 − c
|c|

coshφ ∓ 2b
√

b2 − c
|c|

senhφ

)
du1

=−|c|
c
(coshδ coshφ ∓ senhδ senhφ) du1

=−|c|
c

cosh(φ ∓δ ) du1

=−|c|
c

cosh(bu2 ∓δ ) du1.

Analogamente, obtemos

ω̃2 = (−1)2 T 2 +(g′)2 −2λ2T g′

T 2 − (g′)2 ω2

=

a2
2 e±2

√
b2−cu2

(
2b2 − c∓2

coshφ

senhφ
b
√

b2 − c
)

ca2
2 e±2

√
b2−cu2

senhφ du2

=
|c|
c

(
2b2 − c
|c|

senhφ ∓ 2b
√

b2 − c
|c|

coshφ

)
du2

=
|c|
c
(coshδ senhφ ∓ senhδ coshφ) du2
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=
|c|
c

senh(φ ∓δ ) du2

=
|c|
c

senh(bu2 ∓δ ) du2.

Com relação às curvaturas principais, calculando inicialmente o numerador da expressão de
λ̃1, dada por (3.2.38), obtemos o seguinte

[T 2 +(g′)2]λ1 −2T g′ =
senhφ

coshφ
(2b2 − c)a2

2 e±2
√

b2−cu2 ∓2b
√

b2 − ca2
2 e±2

√
b2−cu2

=
1

coshφ
[(2b2 − c)senhφ ∓2b

√
b2 − ccoshφ ]a2

2 e±2
√

b2−cu2

=
1

coshφ
|c| [coshδ senhφ ∓ senhδ coshφ ]︸ ︷︷ ︸

senh(φ∓δ )

a2
2 e±2

√
b2−cu2.

O denominador fica

T 2 +(g′)2 −2λ1T g′ = a2
2 e±2

√
b2−cu2

1
coshφ

[(2b2 − c)coshφ ∓2b
√

b2 − csenhφ ]

= a2
2 e±2

√
b2−cu2

1
coshφ

|c| [coshδ coshφ ∓ senhδ senhφ ]︸ ︷︷ ︸
cosh(φ∓δ )

.

Portanto,

λ̃1 =
[T 2 +(g′)2]λ1 −2T g′

T 2 +(g′)2 −2λ1T g′
=

senh(φ ∓δ )

cosh(φ ∓δ )
= tgh(φ ∓δ ).

Como λ̃2 =
1
λ̃1

, segue que λ̃2 = cotgh(φ ∓δ ). Efetuando uma mudança de coordenadas de

(u1,u2) para
(

u1,u2 −
δ

b

)
, concluímos que as primeiras e segundas formas fundamentais

de X e X̃ são iguais. Portanto, as superfícies X e X̃ são congruentes, como queríamos provar.
Agora, consideraremos o caso em que a2

1 + b2
1 ̸= 0. Como, por (3.2.41), a2

1 + b2
1 =

1
c
(a2

2−b2
2), segue que a2

2−b2
2 ̸= 0. Observe também que a2

2−b2
2 possui o mesmo de sinal da

constante c, pois a2
1 +b2

1 > 0. Voltando às expressões das funções f e g dadas por (3.2.39) e
(3.2.40), respectivamente, constatamos que é possível reescrevê-las da seguinte maneira:

f (u1) =
√

a2
1 +b2

1

[
a1√

a2
1 +b2

1

cos(
√

b2 − cu1)+
b1√

a2
1 +b2

1

sen(
√

b2 − cu1)

]

=
√

a2
1 +b2

1

[
senAcos(

√
b2 − cu1)+ cosAsen(

√
b2 − cu1)

]
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=
√

a2
1 +b2

1 sen(
√

b2 − cu1 +A),

onde A ∈ R é tal que senA =
a1√

a2
1 +b2

1

e cosA =
b1√

a2
1 +b2

1

.

Quanto à expressão de g, para c > 0, temos a2
2 −b2

2 > 0. Consequentemente, podemos
expressar

g(u2) =
√

a2
2 −b2

2

[
a2√

a2
2 −b2

2

cos(
√

b2 − cu2)+
b2√

a2
2 −b2

2

sen(
√

b2 − cu2)

]

=
√

a2
2 −b2

2

[
coshBcosh(

√
b2 − cu2)+ senhBsenh(

√
b2 − cu2)

]
=
√

a2
2 −b2

2 cosh(
√

b2 − cu2 +B)

=
√

c
√

a2
1 +b2

1 cosh(
√

b2 − cu2 +B).

Para c < 0, temos b2
2 −a2

2 > 0. Consequentemente,

g(u2) =
√

b2
2 −a2

2

[
a2√

b2
2 −a2

2

cos(
√

b2 − cu2)+
b2√

b2
2 −a2

2

sen(
√

b2 − cu2)

]

=
√

b2
2 −a2

2

[
senh B̄ cosh(

√
b2 − cu2)+ cosh B̄ senh(

√
b2 − cu2)

]
=
√

b2
2 −a2

2 senh(
√

b2 − cu2 + B̄)

=
√
−c
√

a2
1 +b2

1 senh(
√

b2 − cu2 + B̄).

É fácil ver que de fato existem constantes reais B e B̄ tais que

coshB =
a2√

a2
2 −b2

2

e senhB =
b2√

a2
2 −b2

2

,

cosh B̄ =
b2√

b2
2 −a2

2

e senh B̄ =
a2√

b2
2 −a2

2

.

(3.2.42)

Em resumo,

g(u2) =


√

c
√

a2
1 +b2

1 cosh(
√

b2 − cu2 +B), se c > 0,
√
−c
√

a2
1 +b2

1 senh(
√

b2 − cu2 + B̄), se c < 0,
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com B, B̄ ∈ R dados por (3.2.42).
Agora, observe, através de (3.2.5) e (3.2.19), que as aplicações W , Ω, Ω1 e Ω2 possuem√

a2
1 +b2

1 como fator comum e, por consequência, a expressão de S, dada por (2.3.4), tem

como fator o número a2
1 +b2

1. Substituindo W , Ω, Ω1, Ω2 e S em (2.3.3), vemos que a2
1 +b2

1

e
√

a2
1 +b2

1 desaparecem da expressão de X̃ por meio das operações presentes na própria
expressão. Sendo assim, consideramos simplesmente

f (u1) = sen(
√

b2 − cu1 +A),

g(u2) =


√

c cosh(
√

b2 − cu2 +B), se c > 0,
√
−c senh(

√
b2 − cu2 +B), se c < 0.

Com B ∈ R. Efetuando uma mudança de coordenadas de (u1,u2) para
(

u1 −
A√

b2 − c
,u2

)
,

as primeira e segunda formas fundamentais de X̃ permanecem inalteradas. Então, por simpli-
cidade, tomamos A = 0. Assim, f e g são dadas como em (3.2.8) e (3.2.9), respectivamente.

Caso III. Quando b2 − c < 0.

Neste caso, as soluções das equações diferenciais em (3.2.26) e (3.2.27) são dadas por

f (u1) = a1 cosh(
√

|b2 − c|u1)+b1 senh(
√
|b2 − c|u1)+

L
b2 − c

, (3.2.43)

g(u2) = a2 cos(
√

|b2 − c|u2)+b2 sen(
√
|b2 − c|u2)−

bL
b2 − c

. (3.2.44)

Afirmação 4. Se b2 − c < 0, então consideramos, sem perda de generalidade, L = 0.

Demonstração da Afirmação 4. Por (3.2.5), temos T (u1,u2) = c f (u1,u2)+bg(u1,u2)+L,
que não depende de L. Consequentemente, as funções Ω e W também não dependem de
L. Observando as expressões de (3.2.19), concluímos o mesmo para as aplicações Ω1 e Ω2.
Portanto, X̃ não depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de generalidade,
L = 0. Isto prova a Afirmação 4.

Agora, veremos como fica a condição algébrica adicional (3.2.31) em termos dos coefici-
entes a1, a2, b1 e b2. Inicialmente, temos

f ′(u1) = a1

√
|b2 − c|senh(

√
|b2 − c|u1)+b1

√
|b2 − c|cosh(

√
|b2 − c|u1),

g′(u2) =−a2

√
|b2 − c|sen(

√
|b2 − c|u2)+b2

√
|b2 − c|cosh(

√
|b2 − c|u2).
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Daí,

c( f ′)2 = |b2 − c|[ca2
1 senh2(

√
|b2 − c|u1)−2ca1b1 senh(

√
|b2 − c|u1)cosh(

√
|b2 − c|u1)

+ cb2
1 cosh2(

√
|b2 − c|u1)],

(g′)2 = |b2 − c|[a2
2 sen2(

√
|b2 − c|u2)−2a2b2 sen(

√
|b2 − c|u2)cos(

√
|b2 − c|u2)

+b2
2 cos2(

√
|b2 − c|u2)],

c(b f +g)2 = c(b2 f 2 +2b f g+g2) = cb2(a2
1 cosh2(

√
|b2 − c|u1)

+2a1b1 cosh(
√
|b2 − c|u1)senh(

√
|b2 − c|u1)+b2

1 senh2(
√

|b2 − c|u1))

+2cb[a1a2 cosh(
√
|b2 − c|u1)cos(

√
|b2 − c|u2)

+a1b2 cosh(
√
|b2 − c|u1)sen(

√
|b2 − c|u2)

+b1a2 senh(
√

|b2 − c|u1)cos(
√
|b2 − c|u2)

+b1b2 senh(
√

|b2 − c|u1)sen(
√
|b2 − c|u2)]

+ c[a2
2 cos2(

√
|b2 − c|u2)+2a2b2 cos(

√
|b2 − c|u2)sen(

√
|b2 − c|u2)

+b2
2 sen2(

√
|b2 − c|u2)],

(c f +bg)2 = c2 f 2 +2cb f g+b2g2 = c2(a2
1 cosh2(

√
|b2 − c|u1)

+2a1b1 cosh(
√
|b2 − c|u1)senh(

√
|b2 − c|u1)+b2

1 senh2(
√

|b2 − c|u1))

+2cb[a1a2 cosh(
√
|b2 − c|u1)cos(

√
|b2 − c|u2)

+a1b2 cosh(
√
|b2 − c|u1)sen(

√
|b2 − c|u2)

+b1a2 senh(
√

|b2 − c|u1)cos(
√
|b2 − c|u2)

+b1b2 senh(
√

|b2 − c|u1)sen(
√
|b2 − c|u2)]

+b2[a2
2 cos2(

√
|b2 − c|u2)+2a2b2 cos(

√
|b2 − c|u2)sen(

√
|b2 − c|u2)

+b2
2 sen2(

√
|b2 − c|u2)].

Como b2 − c < 0, |b2 − c|= c−b2. Assim, somando os termos supracitados e observando
que L = 0, deparamo-nos com as seguintes expressões

0 = c( f ′)2 +(g′)2 + c(b f +g)2 − (c f +bg)2
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= senh2(
√

|b2 − c|u1) (ca2
1|b2 − c|+ cb2b2

1 − c2b2
1)︸ ︷︷ ︸

ca2
1(c−b2)−cb2

1(c−b2)=c(c−b2)(a2
1−b2

1)

+ cosh2(
√

|b2 − c|u1) (cb2
1|b2 − c|+ cb2a2

1 − c2a2
1)︸ ︷︷ ︸

cb2
1(c−b2)−ca2

1(c−b2)=c(c−b2)(b2
1−a2

1)

+ senh(
√

|b2 − c|u1)cosh(
√

|b2 − c|u1)(2ca1b1|b2 − c|+2cb2a1b1 −2c2a1b1)︸ ︷︷ ︸
(c−b2)[2ca1b1−2ca1b1]=0

+ sen2(
√

|b2 − c|u2) (a2
2|b2 − c|+ cb2

2 −b2b2
2)︸ ︷︷ ︸

(c−b2)a2
2+(c−b2)b2

2=(c−b2)(a2
2+b2

2)

+ cos2(
√

|b2 − c|u2) (b2
2|b2 − c|+ ca2

2 −b2a2
2)︸ ︷︷ ︸

(c−b2)b2
2+(c−b2)a2

2=(c−b2)(a2
2+b2

2)

+ sen(
√

|b2 − c|u2)cos(
√

|b2 − c|u2) [−2a2b2|b2 − c|+2ca2b2 −2b2a2b2]︸ ︷︷ ︸
(c−b2)[2a2b2−2a2b2]=0

= (c−b2)[c(b2
1 −a2

1)+(a2
2 +b2

2)].

Por fim, como b2 − c > 0 e c ̸= 0, a condição algébrica (3.2.31) reduz-se a

a2
1 −b2

1 −
1
c
(a2

2 +b2
2) = 0. (3.2.45)

Afirmação 5. Se a2
2 +b2

2 = 0, então as superfícies X̃ e X são congruentes.

Demonstração da Afirmação 5. Como a2
2 + b2

2 = 0, segue que a2 = b2 = 0, daí g ≡
0. Pela condição (3.2.45), a2

1 − b2
1 = 0, logo b1 = ±a1 e, consequentemente, f (u1) =

a1 cosh(
√

|b2 − c|u1)±a1 senh(
√

|b2 − c|u1)= a1 e±
√

|b2−c|u1 . Usando as equações (3.2.35),
(3.2.36) e (3.2.38), obtemos

ω̃i = (−1)i
ωi, i = 1,2, λ̃1 = λ1 e λ̃2 = λ2.

Logo, Ĩ = I e ĨI = II, o que finaliza a prova da Afirmação 5.

Consideremos o caso em que a2
2 + b2

2 ̸= 0. Como c > b2 > 0 e a2
1 − b2

1 =
1
c
(a2

2 + b2
2),

segue-se que a2
1−b2

1 > 0. Com relação às expressões das funções f e g, neste caso, podemos
escrevê-las da seguinte forma:

f (u1) =
√

a2
1 −b2

1

[
a1√

a2
1 −b2

1

cosh(
√
|b2 − c|u1)+

b1√
a2

1 −b2
1

senh(
√

|b2 − c|u1)

]
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=
√

a2
1 −b2

1

[
coshAcosh(

√
|b2 − c|u1)+ senhAsenh(

√
|b2 − c|u1)

]
=
√

a2
1 −b2

1 cosh(
√
|b2 − c|u1 +A),

onde A ∈ R é tal que coshA =
a1√

a2
1 −b2

1

e senhA =
b1√

a2
1 −b2

1

.

Quanto à expressão de g, temos

g(u2) =
√

a2
2 +b2

2

[
a2√

a2
2 +b2

2

cos(
√
|b2 − c|u2)+

b2√
a2

2 +b2
2

sen(
√
|b2 − c|u2)

]

=
√

a2
2 +b2

2

[
senBcos(

√
|b2 − c|u2)+ cosBsen(

√
|b2 − c|u2)

]
=
√

a2
2 +b2

2 sen(
√

|b2 − c|u2 +B)

=
√

c
√

a2
1 −b2

1 sen(
√

|b2 − c|u2 +B),

onde B ∈ R é tal que senB =
a2√

a2
2 +b2

2

e cosB =
b2√

a2
2 +b2

2

.

Novamente, através de (3.2.5) e (3.2.19), vemos que as aplicações W , Ω, Ω1 e Ω2 têm

o mesmo fator,
√

a2
1 −b2

1, e a expressão de S, dada por (2.3.4), tem como fator a2
1 − b2

1.

Substituindo W , Ω, Ω1, Ω2 e S em (2.3.3), vemos que a2
1 −b2

1 e
√

a2
1 −b2

1 desaparecem da
expressão de X̃ . Por estes motivos, consideramos f e g como

f (u1) = cosh(
√

|b2 − c|u1 +A),

g(u2) =
√

c sen(
√
|b2 − c|u2 +B),

onde A, B são constantes reais. Note que as primeira e segunda formas fundamentais

são invariantes por uma mudança de coordenadas de (u1,u2) para

(
u1 −

A√
|b2 − c|

,u2

)
.

Portanto, as funções f e g são dadas por (3.2.10), Ω e W por (3.2.5), com L = 0.

A seguir, descreveremos os fins e as curvas singulares das superfícies planas obtidas no
teorema anterior.

Proposição 3.3. Cada superfície plana X̃, descrita pelo Teorema 3.2, possui fins do tipo
horosfera mergulhados e completos determinados pelos pontos (u0

1,u
0
2) da seguinte forma:
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i) Se b2 − c = 0, então

u0
1 =−c1

L
, u0

2 =
−c2 ±L

bL
. (3.2.46)

ii) Se b2 − c > 0, então

u0
1 =

1√
b2 − c

(
−π

2
+2kπ

)
, u0

2 =
±γ −B√

b2 − c
, k ∈ Z, se c > 0, (3.2.47)

onde γ é tal que coshγ =
b√
c

e senhγ =

√
b2 − c√

c
.

u0
1 =

1√
b2 − c

(
±π

2
+2kπ

)
, u0

2 =
±β +B√

b2 − c
, k ∈ Z, se c < 0, (3.2.48)

onde β é tal que coshβ =

√
b2 − c√
|c|

e senhβ =
b√
|c|

.

iii) Se b2 − c < 0, então

u0
1 = 0, u0

2 =
−B±θ − π

2
+ kπ√

|b2 − c|
, k ∈ Z, (3.2.49)

onde θ é tal que cosθ = b
√

c e senθ =

√
|b2 − c|√

c
.

Além disso, as curvas de singularidades são descritas por

senhφ [T 2 +(g′)2]−2T g′ coshφ = 0, (3.2.50)

onde φ = bu2, T é dado por (3.2.5), as funções f e g são dadas por (3.2.6) se b2 − c = 0,
por (3.2.8) e (3.2.9) se b2 − c > 0 e por (3.2.10) se b2 − c < 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.8, os pontos nos quais Ω
2 −W 2 = 0 determinam os fins do

tipo horosfera mergulhados e completos. Já constatamos em (3.3.32) que

Ω
2 −W 2 =

1
c2 [T

2 − (g′)2].

Substituindo T = c f +bg+L nesta expressão, obtemos Ω
2−W 2 =

1
c2 [(c f +bg+L)2−(g′)2].

Sendo Ω
2 −W 2 = 0, seque que (c f +bg+L−g′)(c f +bg+L+g′) = 0. Ou seja,

c f +bg+L±g′ = 0. (3.2.51)
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i) Quando b2−c = 0, as funções f e g são determinadas por (3.2.6) e (3.2.7), com L ̸= 0.
Consequentemente,

c f +bg+L±g′= c
(

L
u2

1
2
+ c1u1 + c0

)
+b
(

bL
u2

2
2
+ c2u2 + c3

)
+L±(bLu2+c2)= 0.

Com algumas manipulações algébricas, nota-se sem dificuladades que a equação acima
é equivalente a(

u1 +
c1

L

)2

+

(
u2 +

c2 ±L
bL

)2

− 1
b2L2{b2c2

1 + c2
2 −L[L+b(2bc0 + c3)]}= 0.

Usando (3.2.7), concluímos que(
u1 +

c1

L

)2

+

(
u2 +

c2 ±L
bL

)2

= 0, (3.2.52)

cujas soluções são dadas por (3.2.46).

ii) Quando b2 − c > 0, as funções f e g são dadas por (3.2.8) e (3.2.9), sendo B um
número real e L = 0. Para c > 0, temos

c f +bg±g′ = csen(
√

b2 − cu1)+b
√

ccosh(
√

b2 − cu2 +B)

±
√

c
√

b2 − csenh(
√

b2 − cu2 +B).

Portanto, a relação (3.2.51) se torna

sen(
√

b2 − cu1)+
b√
c

cosh(
√

b2 − cu2 +B)±
√

b2 − c√
c

senh(
√

b2 − cu2 +B) = 0.

Podemos tomar γ ∈R tal que coshγ =
b√
c

e senhγ =

√
b2 − c√

c
. Com isso, a expressão

acima fica
sen(

√
b2 − cu1)+ cosh(

√
b2 − cu2 +B± γ) = 0, (3.2.53)

cujas soluções são dadas por (3.2.47). Isto é,

u0
1 =

1√
b2 − c

(
−π

2
+2kπ

)
, u0

2 =
∓γ −B√

b2 − c
, k ∈ Z.
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Para c < 0, temos

c f +bg±g′ = csen(
√

b2 − cu1)+b
√
−csenh(

√
b2 − cu2 +B)

±
√
−c
√

b2 − ccosh(
√

b2 − cu2 +B)

= sen(
√

b2 − cu1)−
b√
−c

senh(
√

b2 − cu2 +B)

∓
√

b2 − c√
−c

cosh(
√

b2 − cu2 +B).

Logo, de (3.2.51), vale que

sen(
√

b2 − cu1)−
b√
−c

senh(
√

b2 − cu2 +B)∓
√

b2 − c√
−c

cosh(
√

b2 − cu2 +B) = 0.

Naturalmente, existe β ∈R tal que coshβ =

√
b2 − c√
|c|

e senhβ =
b√
|c|

. O que nos dá,

de maneira equivalente,

0 = sen(
√

b2 − cu1)− senhβ senh(
√

b2 − cu2 +B)∓ coshβ cosh(
√

b2 − cu2 +B)

= sen(
√

b2 − cu1)− [senhβ senh(
√

b2 − cu2 +B)± coshβ cosh(
√

b2 − cu2 +B)].

Portanto,
sen(

√
b2 − cu1)∓ cosh(

√
b2 − cu2 +B±β ) = 0. (3.2.54)

Que tem como solução o conjunto dos pontos (u0
1,u

0
2) tais que

u0
1 =

1√
b2 − c

(
± π

2
+2kπ

)
, u0

2 =
∓β −B√

b2 − c
, k ∈ Z.

iii) Quando b2 − c < 0, as funções f e g são dadas por (3.2.10) e L = 0. Através de
(3.2.51), vemos que

0 = c f +bg±g′

= ccosh(
√

|b2 − c|u1)+b
√

csen(
√

|b2 − c|u2 +B)

±
√

c
√

|b2 − c|cos(
√

|b2 − c|u2 +B).
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Equivalentemente,

cosh(
√

|b2 − c|u1)+
b√
c

sen(
√
|b2 − c|u2 +B)±

√
|b2 − c|√

c
cos(

√
|b2 − c|u2 +B) = 0.

Porém, existe θ ∈ R tal que cosθ =
b√
c

e senθ =

√
|b2 − c|√

c
. Com isso, a equação

acima fica
cosh(

√
|b2 − c|u1)+ sen(

√
|b2 − c|u2 +B±θ) = 0. (3.2.55)

Os pontos (u0
1,u

0
2) que satisfazem tal equação são dados por

u0
1 = 0, u0

2 =
∓θ −B− π

2
+2kπ√

|b2 − c|
, k ∈ Z.

Além disso, como |λ2| ≥ 1, pelo Teorema 2.9, as curvas singulares de X̃ ficam determi-
nadas por W 2 +Ω

2 +2λ2ΩW = 0. De maneira análoga ao que fizemos para obter (3.2.36),
usando a equação (3.2.5), obtemos a equação diferencial que descreve as curvas singulares
de X̃ , isto é:

senhφ [T 2 +(g′)2]−2T g′ coshφ = 0.

O seguinte resultado descreve uma classe especial de superfícies contidas no Teorema
3.2, descritas por X̃ , que são periódicas em uma variável quando b2−c > 0 e têm um número
par de fins mergulhados do tipo horosfera.

Proposição 3.4. Considere X̃ a família de superfícies planas em H3, como no Teorema 3.2.
Para b2 − c > 0 e c ̸= 0 satisfazendo

c =
1

4a2

[
(a2 +1)2 − (a2 −1)2 n2

m2

]
, com

n
m

∈Q\{1} irredutível, (3.2.56)

temos que:

i) a superfície é periódica na variável u1, com período
∣∣∣∣ 4a
a2 −1

∣∣∣∣mπ;

ii) existem 2n fins do tipo horosfera mergulhados e completos;

iii) as curvas de singularidades descritas por (3.2.50) estão contidas em um conjunto
compacto;
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iv) existem dois fins completos de índice geométrico m dados pelo limite quando u2 →±∞.

Demonstração. Seja X̃ a família de superfícies dada por (3.2.4), com a constante de Ribau-
cour c dada por (3.2.56), e as funções f e g dadas por (3.2.8) e (3.2.9), respectivamente. Pelo
Teorema 2.8 e pela Proposição 3.3, podemos verificar a validade das propriedades i) e ii).
Com relação à propriedade iii), sobre as suas singularidades, descritas por (3.2.50), estarem
contidas em um conjunto compacto, a sua validade é verificada através das expressões de f e
g e do fato de X̃ ser periódica na variável u1, desde que c seja dado por (3.2.56).

Agora, provaremos que as superfícies X̃ tem dois fins completos quando u2 tende a ±∞.
Considerando as superfícies no modelo do semi-espaço de H3,

Z = (Z1,Z2,Z3) =

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3 ,
1

X̃0 − X̃3

)
, (3.2.57)

mostraremos inicialmente que

lim
u2→±∞

1
X̃0 − X̃3 = 0. (3.2.58)

De fato, a partir da equação (2.3.3), temos

X̃0 − X̃3 =

(
1+

2Ω2

S

)
(X0 −X3)− 2ΩΩ2

Scoshφ
(X0

u2
−X3

u2
)+

2ΩW
S

(N0 −N3),

onde X , Ω1, são dados por (3.2.1), (3.2.19), Ω, W e T são dadas por (3.2.5), φ e S são dados
por (3.2.3) e (2.3.4), respectivamente, com L = 0. Consequentemente, temos que

X̃0 − X̃3 =
e−β

α
(eεau2P+ e−

εu2
a Q),

onde

P =
1
a
+

1
(c−1)a

+
a(T −g′)

(c−1)(T +g′)
− 2εΩΩ2

S senhφ
,

Q = a+
a

c−1
+

T +g′

a(c−1)(T −g′)
+

2εΩΩ2

S senhφ
.

Uma conta simples nos permite calcular os seguintes limites

lim
u2→±∞

2εΩΩ2

S senhφ
=±2(b− ε

√
b2 − c)

c−1
, lim

u2→±∞

T −g′

T +g′
=

b∓
√

b2 − c

b±
√

b2 − c
.
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Portanto,

lim
u2→±∞

P = h±1 , lim
u2→±∞

Q = h±2 ,

onde h±1 , h±2 são números reais não-nulos. Com isso, vemos que (3.2.58) é válida. Conse-
quentemente, os fins correspondentes a u2 →±∞ são completos.

Agora, a fim de provar que estes fins têm índice geométrico m, observemos, antes, de
(2.3.3) e de (3.2.1), que

X̃1 = 2coshφ

(
P̃cos

(
αu1

2

)
− Q̃sen

(
αu1

2

))
,

X̃2 = 2coshφ

(
P̃sen

(
αu1

2

)
+ Q̃cos

(
αu1

2

))
,

onde

P̃ =
1
α

(
−1− 2ΩT

cScoshφ
+

2bΩΩ2

Scoshφ

)
e Q̃ =

ΩΩ1

Scoshφ
.

Além disso, lim
u2→±∞

P̃ = h̃± e lim
u2→±∞

Q̃ = 0, onde h̃± é um número real não-nulo. Portanto,

lim
u2→±∞

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3

)
= lim

u2→±∞
V (u2)

(
cos
(

αu1

2

)
,sen

(
αu1

2

))
,

onde

V (u2) =
2coshφ αeβ h̃±

eεau2h±1 + e−
εu2

a h±2
.

Como 0 ≤ u2 ≤
2mπ

β
, concluímos que os fins correspondentes a u2 →±∞ têm índice m.

Então, observando que lim
u2→∞

V (u2) =∞ e lim
u2→−∞

V (u2) = 0, o modelo da bola de Poincaré nos

permite concluir que o fim correspondente a u2 → ∞ vai para (0,0,1) e o fim correspondente
a u2 →−∞ vai para (0,0,0).
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Figura 3.5 Vistas Perspectiva, Superior e Interna para c0 = c1 = c3 = 0, c2 = L = 1.

Figura 3.6 Vistas Perspectiva, Superior e Interna para a = 2, n = 2, m = 1.

Figura 3.7 Vistas Perspectiva, Superior e Interna para a = 2, n = 3, m = 1.
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Figura 3.8 a = 6, n = 1, m = 2 (à esquerda); a = 5, n = 3, m = 2 (central) e sua vista superior
(à direita).

Na Figura 3.5 exibimos as vistas superior e interna de uma superfície plana associada
à superfície dada em (3.2.1) por uma transformação de Ribaucour. Tal transformada é
parametrizada por (3.2.4) e as funções f e g são dadas como em (3.2.6) com c0 = c1 = c3 = 0,
c2 = L = 1 e −9 ≤ u1 ≤ 9, −4 ≤ u2 ≤ 4. Esta superfície não apresenta periodicidade. Possui
três fins, dentro os quais dois são mergunlhados do tipo horosfera.

As Figuras 3.6 e 3.7 (à esquerda) exibem superfícies planas em H3 associadas por uma
transformação de Ribaucour à superfície dada em (3.2.1) com a = 2. Elas são obtidas com a
parametrização (3.2.4), escolhendo-se c como em (3.2.56) onde n = 2, n = 3 e m = 1. Elas
têm 2n+ 2 fins mergulhados, dos quais 2n são do tipo horosfera. As Figuras 3.6 e 3.7 (à
direita) mostram parte destas superfícies.

A superfície plana em Figura 3.8 (à esquerda), parametrizada por (3.2.4), onde a = 6 e o
c foi escolhido como em (3.2.56), com n = 1 e m = 2, é periódica em uma variável, tem dois
fins mergulhados do tipo horosfera e dois fins de índice geométrico igual a 2. A Figura 3.8
(central) mostra a superfície obtida escolhendo-se a = 5,n = 3 e m = 2, bem com a sua vista
superior (à direita), ela apresenta seis fins mergulhados do tipo horosfera e dois fins de índice
geométrico igual a 2.

Note que, se a constante de Ribaucour c não satisfaz (3.2.56), então a superfície dada por
(3.2.4) não é, em geral, periódica em nenhuma de suas variáveis e apresenta uma quantidade
infinita de fins mergulhados completos do tipo horosfera.
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3.3 Transformação de Ribaucour para superfícies planas
de rotação com singularidades isoladas

Nesta seção, consideramos superfícies planas de rotação em H3 com singularidades
isoladas. Além disso, observamos que tais superfícies são parametrizadas por linhas de
curvatura. Estudaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.3. Considere M uma superfície plana de rotação em H3 ⊂L4, com singularidades
isoladas, parametrizada por linhas de curvatura, como se segue:

X(u1,u2) =

(
1

aα
cosh(au1 +β )+

a
α

cosh
(u1

a
+β

)
,− 2

α
senhφ cos

αu2

2
,

− 2
α

senhφ sen
αu2

2
,

1
aα

senh(au1 +β )+
a
α

senh
(u1

a
+β

))
. (3.3.1)

A sua primeira forma fundamental é dada, segundo a Proposição 2.3, por I = cosh2
φ du2

1 +

senh2
φ du2

2. Considere também o vetor normal unitário de M:

N(u1,u2) =

(
a
α

senh
(u1

a
+β

)
− 1

aα
senh(au1 +β ),− 2

α
coshφ cos

αu2

2
,

− 2
α

coshφ sen
αu2

2
,

a
α

cosh
(u1

a
+β

)
− 1

aα
cosh(au1 +β )

)
. (3.3.2)

onde

α =
1+a2

a
, φ =

1−a2

2a
u1, a2 ̸= 1, a ̸= 0, (3.3.3)

e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0 e

β =
1

1−a2 [(1+a2) log(1+a2)−2a2 loga].

Então, a família de superfícies planas em H3 ⊂ L4 (não-congruentes a M) associada a X
por uma transformação de Ribaucour, como no Teorema 2.7, é dada por

X̃ = X +
2c(−T senhφ − f ′ coshφ)

(c−1)[−T 2 +( f ′)2]

[
ΩX +WN − f +bg

coshφ
Xu1 −

g′

senhφ
Xu2

]
, (3.3.4)

onde c ∈ R\{0,1}, b =
1−a2

2a
, φ = bu1,

Ω =
1
c
(−T senhφ + f ′ coshφ), W =

1
c
(T coshφ − f ′ senhφ), T = b f −cg+L (3.3.5)
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e as funções f (u1) e g(u2) são dadas por:

i) se b2 + c = 0, então L ̸= 0 e

f (u1) = bL
u2

1
2
+ c1u1 + c0, g(u2) = L

u2
2

2
+ c2u2 + c3, (3.3.6)

com
b2c2

2 + c2
1 −L[L−2b(c0 −bc3)] = 0; (3.3.7)

ii) se b2 + c > 0, então L = 0 e

f (u1) =


√

c senh(
√

b2 + c u1 +A), se c > 0,√
|c| cosh(

√
b2 + c u1 +A), se c < 0,

(3.3.8)

g(u2) = sen(
√

b2 + c u2), (3.3.9)

onde A é uma constante real;

iii) se b2 + c < 0, então L = 0 e

f (u1) =
√

|c|sen(
√
|b2 + c| u1 +A), g(u2) = cosh(

√
|b2 + c| u2), (3.3.10)

onde A é uma constante real.

Além disto, a superfície X̃ é regular sobre o conjunto

Ũ = {(u1,u2)∈R2; u2 > 0, [T 2−( f ′)2]{[T 2+( f ′)2]senhφ −2T f ′ coshφ} ≠ 0}. (3.3.11)

Demonstração. Dada uma superfície plana de rotação com singularidades isoladas M dada
por (3.3.1), cujas primeira e segunda formas fundamentais são dadas por (veja Proposição
2.3):

I = cosh2
φ(u1,u2) du2

1 + senh2
φ(u1,u2) du2

2,

II =±senh(2φ(u1,u2)) (du2
1 +du2

2).

onde φ é a função harmônica associada à superfície dada, descrita em (3.2.3).
A fim de obtermos novas superfícies planas de H3 localmente associadas a M por uma

transformação de Ribaucour, iremos resolver o sistema de equações diferenciais parciais
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abaixo, proveniente do sistema (2.3.15), onde a1 = coshφ , a2 = senhφ , e as curvaturas
principais, −λ1 e −λ2, são dadas por

λ1 =
senhφ

coshφ
e λ2 =

coshφ

senhφ
.

Temos o seguinte sistema de equações:

∂Ω

∂u1
= coshφ Ω1,

∂Ω

∂u2
= senhφ Ω2, (3.3.12)

∂W
∂u1

=−senhφ Ω1,
∂W
∂u2

=−coshφ Ω2, (3.3.13)

∂Ω1

∂u2
=

∂

∂u1
(senhφ)

1
coshφ

Ω2, (3.3.14)

∂Ω2

∂u1
=

∂

∂u2
(coshφ)

1
senhφ

Ω1, (3.3.15)

∂Ω1

∂u1
=− 1

senhφ

∂

∂u2
(coshφ) Ω2 + c

(
Ω+W

senhφ

coshφ

)
coshφ , (3.3.16)

∂Ω2

∂u2
=− 1

coshφ

∂

∂u1
(senhφ) Ω1 + c

(
Ω+W

coshφ

senhφ

)
senhφ . (3.3.17)

As soluções do sistema, Ω1, Ω2, Ω e W , satisfazem também a condição algébrica adicional
dada por (2.3.2), isto é,

Ω
2
1 +Ω

2
2 = c(Ω2 −W 2).

para qualquer constante c /∈ {0,1}.
Observe inicialmente que, como φ(u1,u2) = bu1, então φu2(u1,u2) = 0 e φu1(u1,u2) = b.

De (3.3.15), temos que

∂Ω2

∂u1
=

∂

∂u2
(coshφ)

1
senhφ

Ω1 = senhφ
∂φ

∂u2

1
senhφ

Ω1 = 0.

Logo, existe uma função real diferenciável g = g(u2) tal que

Ω2 = g′(u2). (3.3.18)

Além disso, de (3.3.14), vemos que

∂Ω1

∂u2
=

∂

∂u1
(senhφ)

1
coshφ

Ω2 = coshφ
∂φ

∂u1

1
coshφ

Ω2 = bΩ2.
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Portanto,
∂Ω1

∂u2
= bΩ2. (3.3.19)

Integrando esta última equação com relação à variável u2, concluímos que existe f = f (u1)

diferenciável tal que
Ω1 = f (u1)+bg(u2). (3.3.20)

Segue das duas últimas equações do sistema acima, (3.3.16) e (3.3.17), e das expressões de
Ω1 e Ω2, que

g′′(u2) =−( f +bg)b+ c(Ωsenhφ +W coshφ), (3.3.21)

f ′(u1) = c(Ωcoshφ +W senhφ). (3.3.22)

Multiplicando ambos os lados de (3.3.21) por coshφ , obtemos

coshφ g′′ =−( f +bg)bcoshφ + c(Ωsenhφ coshφ +W cosh2
φ). (3.3.23)

Isolando cΩcoshφ na equação (3.3.22),

cΩcoshφ = f ′− cW senhφ . (3.3.24)

Substituindo (3.3.24) em (3.3.23), ficamos com

coshφ g′′ =−( f +bg)bcoshφ +( f ′− cW senhφ)senhφ + cW cosh2
φ

=−( f +bg)bcoshφ + f ′ senhφ + cW (cosh2
φ − senh2

φ).

Como c ∈ R\{0,1}, então

W =
1
c
{[g′′+( f +bg)b]coshφ − f ′ senhφ}. (3.3.25)

Agora, multiplicando a equação (3.3.25) por csenhφ , obtemos

cW senhφ = [g′′+( f +bg)b]coshφ senhφ − f ′ senh2
φ .

Substituindo tal expressão em (3.3.22), ficamos com

(1+ senh2
φ) f ′− [g′′+( f +bg)b]coshφ senhφ = cΩcoshφ .
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Portanto,

Ω =
1
c
{−[g′′+( f +bg)b]senhφ + f ′ coshφ}. (3.3.26)

Sendo assim, a derivada parcial de Ω com respeito a u1 é dada por

∂Ω

∂u1
=

∂

∂u1

(
1
c
{−[g′′+( f +bg)b]senhφ + f ′ coshφ}

)
=

1
c
{−[b f ′ senhφ +φu1 coshφ (g′′+b( f +bg))]+ f ′′ coshφ + f ′ senhφ φu1}

=
1
c
{−bcoshφ g′′−b2 f coshφ −b3gcoshφ + f ′′ coshφ}

=
1
c
(−bg′′−b2 f −b3g+ f ′′)coshφ

Por outro lado, a equação diferencial em (3.3.12) também nos mostra que

∂Ω

∂u1
= coshφ Ω1 = ( f +bg)coshφ .

Comparando as duas expressões acima para a derivada de Ω com relação a u1, obtemos a
seguinte expressão

[c f +b2 f − f ′′](u1) = [−cbg−bg′′−b3g](u2)

1
b
[ f ′′− (b2 + c) f ](u1) = [g′′+(b2 + c)g](u2).

O que implica na existência de uma constante L ∈ R tal que

f ′′(u1)− (b2 + c) f (u1) = bL e g′′(u2)+(b2 + c)g(u2) = L. (3.3.27)

Além disso, mostraremos agora que as equações em (3.3.13) são trivialmente satisfeitas.
De fato, para a primeira equação, temos

∂W
∂u1

=
∂

∂u1

(
1
c
[g′′+b( f +bg)]coshφ − f ′ senhφ

)
=

1
c
(b f ′ coshφ + senhφ φu1[g

′′+( f +bg)b]− f ′′ senhφ − f ′ coshφ φu1)

=
1
c
(bg′′ senhφ +b2 f senhφ +b3 senhφg− f ′′ senhφ)

=
1
c
[b(g′′+b2g)+b2 f − f ′′]senhφ

=
1
c
[b(L− cg)− c f −bL]senhφ
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=
1
c
[−c(bg+ f )]senhφ =−Ω1 senhφ .

Na antepenúltima igualdade acima, utilizamos (3.3.27). Lembrando também que φu1 = b.
Quanto à segunda equação, usando a equação (3.3.27) e o fato de que φu2 = 0, obtemos

∂W
∂u2

=
∂

∂u2

(
1
c
[g′′+b( f +bg)]coshφ − f ′ senhφ

)
=

1
c
([g′′′+b2g′]coshφ + senhφ φu2[g

′′+b( f +bg)]− f ′ coshφ φu2)

=
1
c
([g′′+b2g]′ coshφ) =

1
c
[L− cg]′ coshφ =−Ω2 coshφ .

Com relação à condição adicional (2.3.2), Ω
2
1 +Ω

2
2 = c(Ω2 −W 2), podemos reescrevê-la da

seguinte maneira

( f +bg)2 +(g′)2 = c
[

1
c2{−[g′′+b( f +bg)]senhφ + f ′ coshφ}2

− 1
c2{[g

′′+b( f +bg)]coshφ − f ′ senhφ}2
]
.

(3.3.28)

Vamos, agora, calcular as parcelas do lado direito desta equação. O primeiro quadrado fica

{−[g′′+b( f +bg)]senhφ + f ′ coshφ}2 =

= [g′′+b( f +bg)]2 senh2
φ −2[g′′+b( f +bg)] f ′ senhφ coshφ +( f ′)2 cosh2

φ .
(3.3.29)

O segundo quadrado fica

{[g′′+b( f +bg)]coshφ − f ′ senhφ}2 =

= [g′′+b( f +bg)]2 cosh2
φ −2[g′′+b( f +bg)] f ′ senhφ coshφ +( f ′)2 senh2

φ .
(3.3.30)

Tomando a diferença entre (3.3.29) e (3.3.30), chegamos a

( f +bg)2 +(g′)2 = c
1
c2{[g

′′+b( f +bg)]2(senh2
φ − cosh2

φ)+( f ′)2(cosh2
φ − senh2

φ)}

=
1
c
{( f ′)2 − [g′′+b( f +bg)]2}.

Relembremo-nos ainda que g′′+ b( f + bg) = L− cg+ b f . Por conseguinte, a condição
algébrica adicional, (2.3.2), fica

( f ′)2 − c(g′)2 − c( f +bg)2 − (b f − cg+L)2 = 0. (3.3.31)
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Pondo T = b f − cg+L, vemos que, de fato, as funções Ω e W são dadas por (3.3.5).
Temos também a seguinte relação

Ω
2 −W 2 =

1
c2 [( f ′)2 −T 2]. (3.3.32)

Segue do Teorema 2.7 que a superfície X̃ é dada pela expressão em (3.3.4). De fato,
substituindo Ω1, Ω2, Ω, W e S em (2.3.3), obtemos

X̃ =

(
1+

2Ω2

S

)
X − 2Ω

S

(
2

∑
i=1

Ωiei −WN

)

= X +
2Ω

S

[
ΩX −

2

∑
i=1

Ωiei +WN

]

= X +
2c(−T senhφ + f ′ coshφ)

(c−1)[( f ′)2 −T 2]

[
ΩX +WN − f +bg

coshφ
Xu1 −

g′

senhφ
Xu2

]
,

onde
{

e1 =
Xu1

coshφ
, e2 =

Xu2

senhφ

}
é o referencial móvel ortonormal tangente a M e {ω1 =

coshφ du1, ω2 = senhφ du2} o correferencial de M. A primeira forma fundamental de M̃ é
dada por Ĩ = ω̃

2
1 + ω̃

2
2 . A Observação 2.1 nos permite expressar o referencial dual da seguinte

maneira:

ω̃1 =
W 2 +Ω2 +2λ1ΩW

W 2 −Ω2 ω1 e ω̃2 =
W 2 +Ω2 +2λ2ΩW

W 2 −Ω2 ω2. (3.3.33)

Reescreveremos estas 1-formas em termos da funções f e g usando as relações (3.3.25) e
(3.3.26). Temos,

W 2 +Ω
2 =

1
c2 [(T coshφ − f ′ senhφ)2 +(−T senhφ + f ′ coshφ)2]

=
1
c2 [T

2 cosh2
φ −2T f ′ coshφ senhφ +( f ′)2 senh2

φ

+T 2 senh2
φ −2T f ′ senhφ coshφ +( f ′)2 cosh2

φ ]

=
1
c2{(senh2

φ + cosh2
φ)[T 2 +( f ′)2]−4T f ′ senhφ coshφ}

e

2λ1ΩW =
2
c2 λ1(T coshφ − f ′ senhφ)(−T senhφ + f ′ coshφ)

=
2
c2 λ1(−T 2 coshφ senhφ +T f ′ cosh2

φ + f ′T senh2
φ − ( f ′)2 senhφ coshφ)
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=
2
c2 λ1[−(T 2 +( f ′)2)senhφ coshφ +T f ′(cosh2

φ + senh2
φ)].

Logo,

W 2 +Ω
2 +2λ1ΩW =

1
c2

{
[T 2 +( f ′)2](senh2

φ + cosh2
φ)−4T f ′ senhφ coshφ

−2senh2
φ [T 2 +( f ′)2]+2T f ′ senhφ coshφ +2T f ′

senh3
φ

coshφ

}
=

1
c2

{
[T 2 +( f ′)2](senh2

φ + cosh2
φ −2senh2

φ)

−2T f ′
(

senhφ cosh2
φ

coshφ
− senh3

φ

coshφ

)}
=

1
c2

{
[T 2 +( f ′)2]−2T f ′

senhφ

coshφ

}
=

1
c2 [T

2 +( f ′)2 −2λ1T f ′].

(3.3.34)

E já sabemos que W 2 −Ω
2 =

1
c2 [( f ′)2 −T 2]. Portanto,

ω̃1 =−T 2 +( f ′)2 −2λ1T f ′

( f ′)2 −T 2 ω1. (3.3.35)

Analogamente,

W 2 +Ω
2 +2λ2ΩW =

1
c2

{
[T 2 +( f ′)2](senh2

φ + cosh2
φ)−4T f ′ senhφ coshφ

−2cosh2
φ [T 2 +( f ′)2]+2T f ′ coshφ senhφ +2T f ′

cosh3
φ

senhφ

}
=

1
c2

{
[T 2 +( f ′)2](senh2

φ + cosh2
φ −2cosh2

φ)

−2T f ′
(

senh2
φ coshφ

senhφ
− cosh3

φ

senhφ

)}
=

1
c2

{
− [T 2 +( f ′)2]+2T f ′

coshφ

senhφ

}
=− 1

c2 [T
2 +( f ′)2 −2λ2T f ′].
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Portanto,

ω̃2 =
T 2 +( f ′)2 −2λ2T f ′

( f ′)2 −T 2 ω2. (3.3.36)

Agora, vamos calcular as curvaturas principais, −λ̃1 e −λ̃2, de M̃. No capítulo anterior,
Observação 2.1, vimos que

λ̃i =−2ΩW +λi(W 2 +Ω2)

2ΩWλi +W 2 +Ω2 , i = 1,2.

Conhecemos de (3.3.34) a relação

2λ1ΩW +W 2 +Ω
2 =

1
c2 [T

2 +(g′)2 −2λ1T g′].

Além do mais, o denominador da expressão de curvatura principal é dado por

2ΩW +λ1(W 2 +Ω
2) =

1
c2{−2senhφ coshφ [T 2 +( f ′)2]+2T f ′(cosh2

φ + senh2
φ)

+λ1[T 2 +( f ′)2](senh2
φ + cosh2

φ)−4λ1T f ′ senhφ coshφ}

=
1
c2

{
−2senhφ coshφ [T 2 +( f ′)2]+2T f ′(cosh2

φ + senh2
φ)

+ [T 2 +( f ′)2]

(
senh3

φ

coshφ
+ senhφ coshφ

)
−4T f ′ senh2

φ

}
=

1
c2

{
[T 2 +( f ′)2]

(
senh3

φ

coshφ
− senhφ coshφ

)
+2T f ′(cosh2

φ − senh2
φ)

}
=

1
c2

{
− [T 2 +( f ′)2]

senhφ

coshφ
+2T f ′

}
=

1
c2{−[T 2 +( f ′)2]λ1 +2T f ′}.

De posse da relação fornecida em (3.2.37), concluímos que

λ̃1 =
[T 2 +( f ′)2]λ1 −2T f ′

T 2 +( f ′)2 −2λ1T f ′
e λ̃2 =

T 2 +( f ′)2 −2λ1T f ′

[T 2 +( f ′)2]λ1 −2T f ′
. (3.3.37)

Pelo Teorema 2.7, a superfície X̃ , localmente associada a X pela transformação de Ribau-
cour, é regular sobre o conjunto Ũ = {(u1,u2) ∈ U ;(W 2 −Ω

2)(Ω2 +W 2 + 2λ1ΩW )(Ω2 +

W 2 +2λ2ΩW ) ̸= 0}. Substituindo as expressões Ω1, Ω2, Ω e W , dadas em (3.3.18), (3.3.20)
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e (3.3.5), encontramos o conjunto no qual X̃ é regular. Veja:

Ũ = {(u1,u2) ∈ R2; u2 > 0, [T 2 − ( f ′)2][(T 2 +( f ′)2)senhφ −2T f ′ coshφ ] ̸= 0}.

Voltando às equações diferenciais ordinárias (3.2.26) e (3.2.27), daremos agora as suas
soluções de acordo com os seguintes casos: quando b2 + c = 0; quando b2 + c > 0; e quando
b2 + c < 0.

Caso I. Quando b2 + c = 0.

Neste caso, segue-se de (3.3.27) que f (u1) e g(u2) são dadas por (3.3.6). De fato, as
equações diferenciais em (3.3.27) se reduzem a f ′′(u1) = bL e g′′(u2) = L, onde L ∈ R é
uma constante. Integrando a primeira equação com respeito a u1, obtemos

f ′(u1) = bLu1 + c1

Integrando novamente, encontramos a função f (u1) de (3.3.6). Isto é,

f (u1) = bL
u2

1
2
+ c1u1 + c0,

sendo c0,c1 constantes de integração.
Analogamente, integrando a segunda equação diferencial, dada inicialmente, com relação

a u2, obtemos g(u2) como em (3.2.6). Isto é,

g(u2) = L
u2

2
2
+ c2u2 + c3,

com c2,c3 ∈ R constantes.
Com isso, podemos reescrever a condição algébrica adicional (3.3.31) da seguinte forma

0 = ( f ′)2 − c(g′)2 − c( f +bg)2 − (b f − cg+L)2

= (bLu1 + c1)
2 − c(Lu2 + c2)

2

− c
(

bL
u2

1
2
+ c1u1 + c0 +bL

u2
2

2
+bc2u2 +bc3

)2

−
(

b2L
u2

1
2
+bc1u1 +bc0 − cL

u2
2

2
− cc2u2 − cc3 +L

)2

.

Em particular, vale a relação (3.3.7):

c2
1 +b2c2

2 −L[L+2b(bc3 − c0)] = 0.
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Afirmação 1. Se b2 + c = 0 e L = 0, então as superfícies X̃ e X são congruentes.

Demonstração da Afirmação 1. De fato, se L = 0, então a equação (3.3.7) que relaciona
as constantes de integração reduz-se a b2c2

2 + c2
1 = 0. Como b ̸= 0, segue que c1 = c2 = 0.

Então, as funções f e g são constantes iguais a c0 e c3, respectivamente. Por (3.3.35), (3.3.36)
e (3.3.37), vemos que ω̃1 = ω1, ω̃2 =−ω2, λ̃1 = λ1 e λ̃2 = λ2. Portanto, Ĩ = I e ĨI = II, onde
Ĩ e ĨI, I e II indicam as primeiras e segundas formas fundamentais de X̃ e X , respectivamente.
Isto finaliza a prova da Afirmação 1.

Caso II. Quando b2 + c > 0.

Neste caso, as soluções das equações diferenciais em (3.3.27) são dadas por

f (u1) = a1 cosh(
√

b2 + cu1)+b1 senh(
√

b2 + cu1)−
bL

b2 + c
, (3.3.38)

g(u2) = a2 cos(
√

b2 + cu2)+b2 sen(
√

b2 + cu2)+
L

b2 + c
, (3.3.39)

com a1, a2, b1, b2 ∈ R constantes.

Afirmação 2. Se b2 + c > 0, então, sem perda de generalidade, consideramos L = 0.

Demonstração da Afirmação 2. Por (3.3.5), temos que T (u1,u2)= b f (u1,u2)−cg(u1,u2)+L
não depende de L. Consequentemente, as funções Ω e W também não dependem de L.
Observando as expressões em (3.3.18) e (3.3.20), concluímos o mesmo para as aplicações
Ω1 e Ω2. Portanto, X̃ não depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de
generalidade, L = 0. Isto prova a Afirmação 2.

Agora, veremos como fica a condição algébrica adicional dada em (3.3.31). Com efeito,
note que

f ′(u1) =
√

b2 + c [a1 senh(
√

b2 + cu1)+b1 cosh(
√

b2 + cu1)],

g′(u2) =
√

b2 + c [−a2 sen(
√

b2 + cu2)+b2 cos(
√

b2 + cu2)],

( f ′)2 = (b2 + c)[a2
1 senh2(

√
b2 + cu1)+2a1b1 cosh(

√
b2 + cu1)senh(

√
b2 + cu1)

+b2
1 cosh2(

√
b2 + cu1)],

c(g′)2 = c(b2 + c)[a2
2 sen2(

√
b2 + cu2)−2a2b2 sen(

√
b2 + cu2)cos(

√
b2 + cu2)

+b2
2 cos2(

√
b2 + cu2)],

c( f +bg)2 = c( f 2 +2b f g+b2g2) = c[a2
1 cosh2(

√
b2 + cu1)

+2a1b1 cosh(
√

b2 + cu1)senh(
√

b2 + cu1)+b2
1 senh2(

√
b2 + cu1)]

+2bc[a1a2 cosh(
√

b2 + cu1)cos(
√

b2 + cu2)
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+a1b2 cosh(
√

b2 + cu1)sen(
√

b2 + cu2)

+b1a2 senh(
√

b2 + cu1)cos(
√

b2 + cu2)

+b1b2 senh(
√

b2 + cu1)sen(
√

b2 + cu2)]

+ cb2[a2
2 cos2(

√
b2 + cu2)+2a2b2 cos(

√
b2 + cu2)sen(

√
b2 + cu2)

+b2
2 sen2(

√
b2 + cu2)]

(b f − cg)2 = b2 f 2 −2bc f g+ c2g2 = b2[a2
1 cosh2(

√
b2 + cu1)

+2a1b1 cosh(
√

b2 + cu1)senh(
√

b2 + cu1)+b2
1 senh2(

√
b2 + cu1)]

−2bc[a1a2 cosh(
√

b2 + cu1)cos(
√

b2 + cu2)

+a1b2 cosh(
√

b2 + cu1)sen(
√

b2 + cu2)

+b1a2 senh(
√

b2 + cu1)cos(
√

b2 + cu2)

+b1b2 senh(
√

b2 + cu1)sen(
√

b2 + cu2)]

+ cb2[a2
2 cos2(

√
b2 + cu2)+2a2b2 cos(

√
b2 + c u2)sen(

√
b2 + cu2)

+b2
2 sen2(

√
b2 + cu2)].

Assim, somando os termos supracitados e observando que L = 0, deparamo-nos com as
seguintes expressões

0 = ( f ′)2 − c(g′)2 − c( f +bg)2 − (b f − cg)2

= sen2(
√

b2 + cu2) [−ca2
2(b

2 + c)− cb2b2
2 − c2b2

2]︸ ︷︷ ︸
−c(b2+c)(a2

2+b2
2)

+ cos2(
√

b2 + cu2) [−cb2
2(b

2 + c)− cb2a2
2 − c2a2

2]︸ ︷︷ ︸
−c(b2+c)(b2

2+a2
2)

+ sen(
√

b2 + cu2)cos(
√

b2 + cu2) [2ca2b2(b2 + c)−2cb2a2b2 −2c2a2b2]︸ ︷︷ ︸
(b2+c)[2ca2b2−2ca2b2]

+ senh2(
√

b2 + cu1) [a2
1(b

2 + c)− cb2
1 −b2b2

1]︸ ︷︷ ︸
(b2+c)(a2

1−b2
1)

+ cosh2(
√

b2 + cu1) [b2
1(b

2 + c)− ca2
1 −b2a2

1]︸ ︷︷ ︸
(b2+c)(b2

1−a2
1)

+ senh(
√

b2 + cu1)cosh(
√

b2 + cu1) [2a1b1(b2 + c)−2ca1b1 −2b2a1b1]︸ ︷︷ ︸
(b2+c)[2a1b1−2a1b1]

=−c(b2 + c)(a2
2 +b2

2)[sen2(
√

b2 + cu2)+ cos2(
√

b2 + cu2)]
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+(b2 + c)(a2
1 −b2

1)[senh2(
√

b2 + cu1)− cosh2(
√

b2 + cu1)]

= (b2 + c)[−(a2
1 −b2

1)− c(a2
2 +b2

2)].

Por fim, como b2 + c > 0, a condição algébrica (3.3.31) se reduz a

a2
1 −b2

1 + c(a2
2 +b2

2) = 0. (3.3.40)

Afirmação 3. Se a2
2 +b2

2 = 0, então as superfícies X̃ e X são congruentes.

Demonstração da Afirmação 3. Se a2
2 +b2

2 = 0, então a2 = b2 = 0 e a1 =±b1. Consequente-
mente,

g ≡ 0 e f = a1[cosh(
√

b2 + cu1)± senh(
√

b2 + cu1)] = a1 e±
√

b2+cu1.

Observemos agora as seguintes expressões:

T 2 = (b f − cg)2 = b2 f 2 = b2a2
1 e±2

√
b2+cu1,

f ′ =±
√

b2 + ca1 e±
√

b2+cu1, ( f ′)2 = (b2 + c)a2
1 e±2

√
b2+cu1

2T f ′ = 2b f f ′ =±2ba2
1

√
b2 + c e±2

√
b2+cu1

( f ′)2 −T 2 = a2
1 e±2

√
b2+cu1(b2 + c−b2) = ca2

1 e±2
√

b2+cu1 .

Com isso,

T 2 +( f ′)2 −2λ1T f ′ = b2a2
1 e±2

√
b2+cu1 +(b2 + c)a2

1 e±2
√

b2+cu1

∓2
senhφ

coshφ
ba2

1

√
b2 + c e±2

√
b2+cu1

= a2
1 e±2

√
b2+cu1

(
2b2 + c∓2

senhφ

coshφ
b
√

b2 + c
)
.

Logo, usando (3.3.35), (3.3.36) e (3.3.37), obtemos que

ω̃1 =−1
c

(
2b2 + c∓2

senhφ

coshφ
b
√

b2 + c
)

ω1

=−1
c

(
2b2 + c∓2

senhφ

coshφ
b
√

b2 + c
)

coshφ du1

=−1
c

[
(2b2 + c)coshφ ∓2b

√
b2 + csenhφ

]
du1.
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Lembrando que, por definição, φ = bu1, podemos ainda tomar um δ ∈ R tal que

coshδ =
2b2 + c
|c|

e senhδ =
2b
√

b2 + c
|c|

,

e, consequentemente,

ω̃1 =−|c|
c

(
2b2 + c
|c|

coshφ ∓ 2b
√

b2 + c
|c|

senhφ

)
du1

=−|c|
c
(coshδ coshφ ∓ senhδ senhφ) du1

=−|c|
c

cosh(φ ∓δ ) du1 =−|c|
c

cosh(bu1 ∓δ ) du1.

Analogamente, obtemos

ω̃2 = (−1)2 T 2 +( f ′)2 −2λ2T f ′

( f ′)2 −T 2 ω2

=

a2
1 e±2

√
b2+cu1

(
2b2 + c∓2

coshφ

senhφ
b
√

b2 + c
)

ca2
1 e±2

√
b2+cu1

senhφ du2

=
|c|
c

(
2b2 + c
|c|

senhφ ∓ 2b
√

b2 + c
|c|

coshφ

)
du2

=
|c|
c
(coshδ senhφ ∓ senhδ coshφ) du2

=
|c|
c

senh(φ ∓δ ) du2 =
|c|
c

senh(bu1 ∓δ ) du2.

Com relação às curvaturas principais, calculando inicialmente o numerador da expressão de
λ̃1, dada por (3.3.37), obtemos o seguinte

[T 2 +( f ′)2]λ1 −2T f ′ =

=
senhφ

coshφ
(2b2 + c)a2

1 e±2
√

b2+cu1 ∓2b
√

b2 + ca2
1 e±2

√
b2+cu1

=
1

coshφ
[(2b2 + c)senhφ ∓2b

√
b2 + ccoshφ ]a2

1 e±2
√

b2+cu1

=
1

coshφ
|c| [coshδ senhφ ∓ senhδ coshφ ]︸ ︷︷ ︸

senh(φ∓δ )

a2
1 e±2

√
b2+cu1.
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Por outro lado, o denominador de (3.3.37) equivale a

T 2 +( f ′)2 −2λ1T f ′ = a2
1 e±2

√
b2+cu1

1
coshφ

[(2b2 + c)coshφ ∓2b
√

b2 + csenhφ ]

= a2
1 e±2

√
b2+cu1

1
coshφ

|c| [coshδ coshφ ∓ senhδ senhφ ]︸ ︷︷ ︸
cosh(φ∓δ )

.

Portanto,

λ̃1 =
[T 2 +( f ′)2]λ1 −2T f ′

T 2 +( f ′)2 −2λ1T f ′
=

senh(φ ∓δ )

cosh(φ ∓δ )
= tgh(φ ∓δ ).

Como λ̃2 =
1
λ̃1

, segue que λ̃2 = cotgh(φ ∓δ ). Efetuando uma mudança de coordenadas de

(u1,u2) para
(

u1 −
δ

b
, u2

)
, concluímos que a primeira e a segunda formas fundamentais de

X e X̃ são iguais. Portanto, as superfícies X e X̃ são congruentes, como queríamos provar
Agora, consideremos o caso em que a2

2 +b2
2 ̸= 0. Como, por (3.3.40), a2

1 −b2
1 + c(a2

2 +

b2
2) = 0, segue que a2

1 − b2
1 ̸= 0. Observe ainda que a2

1 − b2
1 possui sinal oposto ao da

constante c, pois a2
2 + b2

2 > 0. Voltando às expressões das funções f e g em (3.3.38) e
(3.3.39), respectivamente, constatamos que é possível reescrever f e g da seguinte maneira:
se c > 0, então, pela condição (3.3.40), temos b2

1 −a2
1 > 0 e, consequentemente,

f (u1) =
√

b2
1 −a2

1

[
a1√

b2
1 −a2

1

cosh(
√

b2 + cu1)+
b1√

b2
1 −a2

1

senh(
√

b2 + cu1)

]

=
√

b2
1 −a2

1

[
cosh Ācosh(

√
b2 + cu1)+ senh Āsenh(

√
b2 + cu1)

]
=
√

c
√

a2
2 +b2

2 senh(
√

b2 + cu1 + Ā);

se c < 0, ainda pela condição (3.3.40), temos a2
1 −b2

1 > 0, donde

f (u1) =
√

a2
1 −b2

1

[
a1√

a2
1 −b2

1

cosh(
√

b2 + cu1)+
b1√

a2
1 −b2

1

senh(
√

b2 + cu1)

]

=
√

|c|
√

a2
2 +b2

2

[
coshAcosh(

√
b2 + cu1)+ senhAsenh(

√
b2 + cu1)

]
=
√

|c|
√

a2
2 +b2

2 cosh(
√

b2 + cu1 +A),
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onde A e Ā são tais que

coshA =
a1√

a2
1 −b2

1

e senhA =
b1√

a2
1 −b2

1

,

cosh Ā =
a1√

b2
1 −a2

1

e senh Ā =
b1√

b2
1 −a2

1

.

(3.3.41)

Finalmente, de (3.3.39), a função g corresponde a

g(u2) =
√

a2
2 +b2

2

[
a2√

a2
2 +b2

2

cos(
√

b2 + cu2)+
b2√

a2
2 +b2

2

sen(
√

b2 + cu2)

]
.

=
√

a2
2 +b2

2

[
senBcos(

√
b2 + cu2)+ cosB sen(

√
b2 + cu2)

]
=
√

a2
2 +b2

2 sen(
√

b2 + cu2 +B),

onde senB =
a2√

a2
2 +b2

2

e cosB =
b2√

a2
2 +b2

2

para alguma constante B ∈ R.

Agora, observe, através de (3.3.5), (3.3.18) e (3.3.20), que as soluções W , Ω, Ω1 e

Ω2 possuem
√

a2
2 +b2

2 como fator comum e, por consequência, a expressão de S, dada

por (2.3.4), tem como fator o número a2
2 + b2

2. Substituindo W , Ω, Ω1, Ω2 e S em (2.3.3),

notamos que, tanto a2
2+b2

2 quanto
√

a2
2 +b2

2 não aparecem na expressão de X̃ após os devidos
cancelamentos. Sendo assim, consideramos simplesmente

f (u1) =


√

c senh(
√

b2 + cu1 +A), se c > 0,√
|c| cosh(

√
b2 + cu1 +A), se c < 0,

g(u2) = sen(
√

b2 + cu2 +B),

com A,B ∈ R. Segue-se a partir de (3.3.35) e (3.3.36) que uma mudança de coordenadas de

(u1,u2) para
(

u1,u2 −
B√

b2 + c

)
, não altera a primeira e a segunda formas fundamentais de

X̃ . Então, por simplicidade, tomamos B = 0. E então, f e g são dadas como em (3.3.8) e
(3.3.9), respectivamente. Além disso, Ω e W são dadas por (3.3.5) com L = 0.

Caso III. Quando b2 + c < 0.
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Neste caso, as soluções das equações diferenciais em (3.3.27) são dadas por

f (u1) = a1 cos(
√
|b2 + c|u1)+b1 sen(

√
|b2 + c|u1)−

bL
|b2 + c|

, (3.3.42)

g(u2) = a2 cosh(
√

|b2 + c|u2)+b2 senh(
√
|b2 + c|u2)+

L
|b2 + c|

. (3.3.43)

Afirmação 4. Se b2 + c < 0, então consideramos, sem perda de generalidade, L = 0.

Demonstração da Afirmação 4. Por (3.3.5), temos T (u1,u2) = b f (u1,u2)− cg(u1,u2)+L,
que não depende de L. Consequentemente, as funções Ω e W também não dependem de L.
Observando as expressões em (3.3.18) e (3.3.20), concluímos o mesmo para as aplicações
Ω1 e Ω2. Portanto, X̃ não depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de
generalidade, L = 0. Isto prova a Afirmação 4.

Agora, veremos como fica a condição algébrica adicional (3.3.31) em termos dos coefici-
entes a1, a2, b1 e b2. Inicialmente, as derivadas de f e g são

f ′(u1) =
√

|b2 + c|[−a1 sen(
√

|b2 + c|u1)+b1 cos(
√

|b2 + c|u1)],

g′(u2) =
√

|b2 + c|[a2 senh(
√

|b2 + c|u2)+b2 cosh(
√

|b2 + c|u2)].

Daí,

( f ′)2 = |b2 + c|[a2
1 sen2(

√
|b2 + c|u1)−2a1b1 sen(

√
|b2 + c|u1)cos(

√
|b2 + c|u1)

+b2
1 cos2(

√
|b2 + c|u1)],

c(g′)2 = c|b2 + c|[a2
2 senh2(

√
|b2 + c|u2)+2a2b2 senh(

√
|b2 + c|u2)cosh(

√
|b2 + c|u2)

+b2
2 cosh2(

√
|b2 + c|u2)],

c( f +bg)2 = c( f 2 +2b f g+b2g2) = c[a2
1 cos2(

√
|b2 + c|u1)

+2a1b1 cos(
√
|b2 + c|u1)sen(

√
|b2 + c|u1)+b2

1 sen2(
√

|b2 + c|u1)]

+2bc[a1a2 cos(
√
|b2 + c|u1)cosh(

√
|b2 + c|u2)

+a1b2 cos(
√
|b2 + c|u1)senh(

√
|b2 + c|u2)

+b1a2 sen(
√
|b2 + c|u1)cosh(

√
|b2 + c|u2)

+b1b2 sen(
√
|b2 + c|u1)senh(

√
|b2 + c|u2)]

+ cb2[a2
2 cosh2(

√
|b2 + c|u2)+2a2b2 cosh(

√
|b2 + c|u2)senh(

√
|b2 + c|u2)
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+b2
2 senh2(

√
|b2 + c|u2)]

(b f − cg)2 = b2 f 2 −2bc f g+ c2g2 = b2[a2
1 cos2(

√
|b2 + c|u1)

+2a1b1 cos(
√

|b2 + c|u1)sen(
√
|b2 + c|u1)+b2

1 senh2(
√

|b2 + c|u1)]

−2bc[a1a2 cos(
√
|b2 + c|u1)cosh(

√
|b2 + c|u2)

+a1b2 cos(
√
|b2 + c|u1)senh(

√
|b2 + c|u2)

+b1a2 sen(
√
|b2 + c|u1)cosh(

√
|b2 + c|u2)

+b1b2 sen(
√
|b2 + c|u1)senh(

√
|b2 + c|u2)]

+ c2[a2
2 cosh2(

√
|b2 + c|u2)+2a2b2 cosh(

√
|b2 + c|u2)senh(

√
|b2 + c|u2)

+b2
2 senh2(

√
|b2 + c|u2)].

Como b2 + c < 0, temos que |b2 + c| = −b2 − c. Assim, somando os termos calculados
previamente e observando que L = 0, deparamo-nos com

0 = ( f ′)2 − c(g′)2 − c( f +bg)2 − (b f − cg)2

= sen2(
√
|b2 + c|u1)(a2

1|b2 + c|− cb2
1 −b2b2

1)︸ ︷︷ ︸
−(b2+c)(a2

1+b2
1)

+ cos2(
√

|b2 + c|u1)(b2
1|b2 + c|− ca2

1 −b2a2
1)︸ ︷︷ ︸

−(b2+c)(b2
1+a2

1)

+ sen(
√

|b2 + c|u1)cos(
√
|b2 + c|u1)(−2a1b1|b2 + c|−2ca1b1 −2b2a1b1)︸ ︷︷ ︸

(b2+c)[2a1b1−2a1b1]

+ senh2(
√

|b2 + c|u2)(−ca2
2|b2 + c|− cb2b2

2 − c2b2
2)︸ ︷︷ ︸

c(b2+c)(a2
2−b2

2)

+ cosh2(
√

|b2 + c|u2)(−cb2
2|b2 + c|− cb2a2

2 − c2a2
2)︸ ︷︷ ︸

c(b2+c)(b2
2−a2

2)

+ senh(
√

|b2 + c|u2)cosh(
√
|b2 + c|u2) [−2ca2b2|b2 + c|−2cb2a2b2 −2c2a2b2]︸ ︷︷ ︸

(b2+c)[2ca2b2−2ca2b2]

= (b2 + c){−(a2
1 +b2

1)[sen2(
√

|b2 + c|u1)+ cos2(
√
|b2 + c|u1)]

+ c(a2
2 −b2

2)[senh2(
√
|b2 + c|u2)− cosh2(

√
|b2 + c|u2)]}
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= (b2 + c)[−(a2
1 +b2

1)− c(a2
2 −b2

2)].

Equivalentemente, sendo b2 + c < 0, a condição algébrica (3.3.31) reduz-se a

a2
1 +b2

1 + c(a2
2 −b2

2) = 0. (3.3.44)

Afirmação 5. Se a2
1 +b2

1 = 0, então as superfícies X̃ e X são congruentes.

Demonstração da Afirmação 5. Se a2
1 + b2

1 = 0, então a1 = b1 = 0. Consequentemente,

f ≡ 0. Pela condição (3.3.44), temos b2 = ±a2, daí g(u2) = a2[cosh(
√

|b2 + c|u2)±

senh(
√
|b2 + c|u2)] = a2 e±

√
|b2+c|u2 . Usando as equações (3.3.35), (3.3.36) e (3.3.37),

obtemos
ω̃i = (−1)i+1

ωi, i = 1,2, λ̃1 = λ1 e λ̃2 = λ2.

Portanto, Ĩ = I e ĨI = II, o que finaliza a prova da Afirmação 5.
Caso contrário, se considerarmos a2

1 +b2
1 ̸= 0. Como b2 + c < 0, ou seja, c <−b2, então

c < 0. Por (3.3.44), temos a2
2 −b2

2 > 0. Com isso, podemos escever f e g como se segue:

f (u1) =
√

|c|
√

a2
2 −b2

2 sen(
√

|b2 + c|u1 +A),

g(u2) =
√

a2
2 −b2

2 cosh(
√
|b2 + c|u2 +B),

onde

senA =
a1√

a2
1 +b2

1

e cosA =
b1√

a2
1 +b2

1

,

coshB =
a2√

a2
2 −b2

2

e senhB =
b2√

a2
2 −b2

2

.

(3.3.45)

Novamente, através de (3.3.5), (3.3.18) e (3.3.20), vemos que as aplicações W , Ω, Ω1 e Ω2

têm o mesmo fator,
√

a2
2 −b2

2, e a expressão de S, dada por (2.3.4), tem como fator a2
2 −b2

2.

Substituindo W , Ω, Ω1, Ω2 e S em (2.3.3), verificamos que os números a2
2 −b2

2 e
√

a2
2 −b2

2

não aparecem na expressão de X̃ após as devidas simplificações. Sendo assim, consideramos
f e g como

f (u1) =
√

|c|sen(
√
|b2 + c|u1 +A),

g(u2) = cosh(
√
|b2 + c|u2 +B),
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onde A, B são constantes reais definidas por (3.3.45). A primeira e a segunda formas funda-

mentais são invariantes por uma mudança de coordenadas de (u1,u2) para

(
u1,u2 −

B√
|b2 + c|

)
.

Portanto, podemos considerar B = 0 e, assim, as funções f e g são como em (3.3.10). Para es-
tas funções, consideramos Ω e W como em (3.3.5), com L = 0. O que conclui a demonstração
do teorema.

A seguinte proposição descreve os fins e as curvas singulares das superfícies obtidas no
teorema anterior. A sua demonstração é análoga à da Proposição 3.3.

Proposição 3.5. Cada superfície plana X̃, descrita pelo Teorema 3.3, possui fins do tipo
horosfera mergulhados e completos determinados pelos pontos (u0

1,u
0
2) da seguinte forma:

i) Se b2 + c = 0, então

u0
1 =−1

b

(c1

L
±1
)
, u0

2 =−c2

L
. (3.3.46)

ii) Se b2 + c > 0, então

u0
1 =

1√
b2 + c

(−A+ γ), u0
2 =

1√
b2 + c

(
π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z, se c > 0, (3.3.47)

onde γ é tal que coshγ =

√
b2 + c√

c
e senhγ =

b√
c

, ou,

u0
1 =

1√
b2 + c

(−A∓β ), u0
2 =

1√
b2 + c

(
π

2
+2kπ

)
, k ∈ Z, se c < 0, (3.3.48)

onde β é tal que coshβ =
b
|c|

e senhβ =

√
b2 + c√
|c|

.

iii) Se b2 + c < 0, então

u0
1 =

−A∓ γ − π

2 +2kπ√
|b2 + c|

, u0
2 = 0, k ∈ Z, (3.3.49)

onde γ é tal que cosγ = b
√
|c| e senγ =

√
|b2 + c|√
|c|

.

Além disso, as curvas de singularidades são descritas por

senhφ [T 2 +( f ′)2]−2T f ′ coshφ = 0, (3.3.50)
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onde φ = bu1, T é dado por (3.3.5), as funções f e g são dadas por (3.3.6) se b2 + c = 0,
por (3.3.8) e (3.3.9) se b2 + c > 0 e por (3.3.10) se b2 + c < 0.

O seguinte resultado descreve uma classe especial de superfícies contidas no Teorema
3.3, descritas por X̃ , que são periódicas em uma variável quando b2 + c > 0.

Proposição 3.6. Considere X̃ a família de superfícies planas em H3, como no Teorema 3.3.
Para b2 + c > 0 e c ̸= 0 satisfazendo

c =
1

4a2

[
(a2 +1)2 n2

m2 − (a2 −1)2
]
, com

n
m

∈Q\{1} irredutível, (3.3.51)

temos que:

i) a superfície é periódica na variável u2, com período
4a

a2 +1
mπ;

ii) existem 2n fins do tipo horosfera mergulhados e completos;

iii) as curvas de singularidades descritas por (3.3.50) estão contidas em um conjunto
compacto;

iv) existem dois fins completos de índice geométrico m dados pelo limite quando u1 →±∞.

Demonstração. Seja X̃ a família de superfícies dada por (3.3.4), com a constante de Ribau-
cour c dada por (3.3.51), e as funções f e g dadas por (3.3.8) e (3.3.9), respectivamente. Pelo
Teorema 2.8 e pela Proposição 3.5, podemos verificar a validade das propriedades i) e ii).
Com relação à propriedade iii), que diz que as singularidades descritas por (3.3.50) estão
contidas em um conjunto compacto, a sua validade é verificada através das expressões de f e
g e do fato de que X̃ é periódica na variável u1, desde que a constante de Ribaucour c seja
como na hipótese da proposição.

Agora, provaremos que as superfícies X̃ tem dois fins completos quando u1 tende a ±∞.
Considerando as superfícies no modelo do semi-espaço de H3,

Z = (Z1,Z2,Z3) =

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3 ,
1

X̃0 − X̃3

)
. (3.3.52)

Veremos então que

lim
u1→∞

1
X̃0 − X̃3 = ∞, lim

u1→−∞

1
X̃0 − X̃3 = 0. (3.3.53)
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De fato, a partir da equação (2.3.3), temos

X̃0 − X̃3 =

(
1+

2Ω2

S

)
(X0 −X3)− 2ΩΩ1

Scoshφ
(X0

u1
−X3

u1
)+

2ΩW
S

(N0 −N3),

onde X e Ω1 são dados por (3.3.1), (3.3.20), Ω, W e T são dadas por (3.3.5), φ e S são dados
por (3.3.3) e (2.3.4), respectivamente, com L = 0. Consequentemente, temos que

X̃0 − X̃3 =
e−β

α
(e−

u1
a P+ e−au1Q),

onde

P = a+
a

c−1
+

T + f ′

a(c−1)( f ′−T )
+

2ΩΩ1

Scoshφ
,

Q =
1
a
+

1
(c−1)a

− a(T − f ′)
(c−1)(T + f ′)

+
2ΩΩ1

Scoshφ
.

Uma conta simples nos permite checar os seguintes limites

lim
u1→±∞

2ΩΩ1

Scoshφ
=±2(−b+

√
b2 + c)

c−1
, lim

u1→±∞

T + f ′

f ′−T
=

b±
√

b2 + c

−b±
√

b2 + c
.

Portanto,

lim
u1→±∞

P = h±1 , lim
u1→±∞

Q = h±2 ,

onde h±1 , h±2 são números reais não-nulos. Com isso, vemos que as equações em (3.3.53) se
verificam. Consequentemente, os fins correspondentes a u1 →±∞ são completos.

Agora, a fim de provar que estes fins têm índice geométrico m, observemos, antes, de
(2.3.3) e (3.3.1), que

X̃1 = 2senhφ

(
P̃cos

(
αu2

2

)
− Q̃sen

(
αu2

2

))
,

X̃2 = 2senhφ

(
P̃sen

(
αu2

2

)
+ Q̃cos

(
αu2

2

))
,

onde

P̃ =
1
2

(
−1− 2ΩT

cS senhφ
+

2bΩΩ1

S senhφ

)
e Q̃ =

ΩΩ2

S senhφ
.
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Além disso, lim
u1→±∞

P̃ = h̃± e lim
u1→±∞

Q̃ = 0, onde h̃± é um número real não-nulo. Portanto,

lim
u1→±∞

(
X̃1

X̃0 − X̃3 ,
X̃2

X̃0 − X̃3

)
= lim

u1→±∞
V (u1)

(
cos
(

αu2

2

)
,sen

(
αu2

2

))
,

onde

V (u1) =
2senhφ αeβ h̃±

e−
u1
a h±1 + e−au1h±2

,

Como 0 ≤ u1 ≤
2mπ

β
, concluímos que os fins correspondentes a u1 →±∞ tem índice m.

Então, observando que lim
u1→∞

V (u1) =∞ e lim
u1→−∞

V (u1) = 0, o modelo da bola de Poincaré nos

permite concluir que o fim correspondente a u1 → ∞ vai para (0,0,1) e o fim correspondente
a u1 →−∞ vai para (0,0,0).

Figura 3.9 a = 4, n = 2, m = 1

Figura 3.10 a = 5, n = 1, m = 2
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A superfície em Figura 3.9 (à esquerda) e sua respectiva vista superior (à direita) re-
presentam graficamente a transformada de Ribaucour para uma superfície plana com uma
singularidade isolada parametrizada por (3.3.1), com a = 4. A parametrização da transfor-
mada é dada em (3.3.4), escolhendo-se c como em (3.3.51) onde n = 2 e m = 1. Observe
que tal superfície é periódica em uma variável e possui 2n+2 fins mergulhados, dentre os
quais 2n são do tipo horosfera.

Enquanto a superfície em Figura 3.10 (à esquerda) e sua respectiva vista superior (à
direita) representam graficamente a transformada de Ribaucour para uma superfície plana
com uma singularidade isolada parametrizada por (3.3.1), com a = 5. A parametrização da
transformada é dada em (3.3.4), escolhendo-se c como em (3.3.51) onde n = 1 e m = 2. Tal
superfície é periódica em uma variável e possui 2 fins mergulhados do tipo horosfera e 2 fins
de índice geométrico igual a 2.
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Apêndice A

Comando para uma figura realizada em
software MAPLE®

Apresentamos os comandos realizados no programa computacional MAPLE a fim de
obter uma superfície associada ao cilindro via transformação de Ribaucour em H3. Tomamos
como exemplo a Figura 3.3 (vista interna) e observamos que todas as figuras da dissertação
podem ser reproduzidas de forma análoga, apenas ajustando-se os comandos de acordo com
os teoremas e proposições do Capítulo 3.
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