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Resumo

Nos meandros da matemática, encontra-se um fascinante desa�o que tem intri-
gado mentes brilhantes há séculos: as desigualdades e equações exponenciais Dio-
fantinas. Estas representam uma esfera de estudo rica e complexa, onde as propri-
edades intrínsecas das potências lançam enigmas profundos para serem decifrados.
O que torna estas equações tão cativantes é sua capacidade de se entrelaçarem com
os princípios fundamentais da teoria dos números, abrindo portas para novos ho-
rizontes de compreensão matemática. Motivados pela curiosidade incessante que
caracteriza este campo, lançamo-nos na jornada para explorar as soluções por trás
dessas desigualdades e equações exponenciais. Nosso foco repousa sobre as desi-
gualdades exponenciais Diofantinas do tipo |px−qy| < pγx, bem como na intrigante
equação exponencial Diofantina T s

n + T s
n+1 = Fm, construída sobre as sequências

de Fibonacci. Para tal investigação, empregamos o poderoso algoritmo LLL, uma
ferramenta concebida por Lenstra, Lenstra e Lovász, que desvela padrões ocultos e
revela estruturas subjacentes em espaços vetoriais, contamos também com a assis-
tência do so�sticado software de álgebra computacional Magma, uma ferramenta
que potencializa nossa capacidade de análise.

Palavras Chaves: desigualdades Diofantinas, Algoritmo LLL, Equação com
sequencias de Fibonacci.
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Abtract

In the intricacies of mathematics lies a fascinating challenge that has intrigued
brilliant minds for centuries: Diophantine exponential inequalities and equations.
These represent a rich and complex sphere of study, where the intrinsic properties
of powers pose deep enigmas to be deciphered. What makes these equations so
captivating is their ability to intertwine with the fundamental principles of number
theory, opening doors to new horizons of mathematical understanding. Motivated
by the relentless curiosity that characterizes this �eld, we embark on a journey
to explore the solutions behind these exponential inequalities and equations. Our
focus rests on Diophantine exponential inequalities of the form |px − qy| < pγx, as
well as the intriguing Diophantine exponential equation T s

n+T s
n+1 = Fm, construc-

ted upon the Fibonacci sequences. For such investigation, we employ the powerful
LLL algorithm, a tool conceived by Lenstra, Lenstra, and Lovász, which unveils
hidden patterns and reveals underlying structures in vector spaces. We also rely
on the assistance of the sophisticated computational algebra software, Magma, a
tool that enhances our analytical capabilities.

Keywords: Diophantine Inequalities, LLL Algorithm, Equation with Fibo-
nacci Sequences.
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Introdução

Na área da matemática, uma equação Diofantina é uma expressão na qual vá-
rias variáveis são restritas a assumir apenas valores inteiros. O termo �Diofantina�
é uma homenagem ao matemático helenístico Diofanto de Alexandria, que viveu
no século III e se dedicou ao estudo dessas equações, sendo um dos pioneiros no
uso de símbolos na álgebra.

Diofanto desempenhou um papel signi�cativo no desenvolvimento da álgebra e
in�uenciou muitos matemáticos posteriores a explorarem a teoria dos números. Ele
foi reconhecido por sua contribuição ao introduzir a notação abreviada na álgebra
grega, simpli�cando a representação de quantidades e operações.

Embora a maioria dos historiadores situe Diofanto no século III d.C., há evi-
dências que sugerem que ele pode ter vivido na mesma época que Herão. Poucos
detalhes sobre sua vida são conhecidos, exceto que ele trabalhou em Alexandria.
Algumas informações sobre sua vida podem ser encontradas em um epigrama na
Antologia Grega.

Entre as obras de Diofanto, como �Aritmética�, �Sobre Números Poligonais�
e �Porisma�, destaca-se �Aritmética�, que é a obra mais extensamente preservada
do autor, consistindo em seis dos treze livros que ele escreveu. Nesta obra, ele
apresenta uma abordagem analítica da teoria dos números e resolve 130 problemas
diversos, incluindo equações de primeiro e segundo graus, além de uma equação
cúbica peculiar. Os problemas algébricos indeterminados que possuem apenas
soluções racionais são conhecidos como �problemas diofantinos�, e o termo hoje em
dia refere-se a problemas nos quais as soluções estão restritas a números inteiros.

O estudo matemático dos problemas propostos por Diofanto é conhecido como
análise Diofantina. De acordo com Smart [11] questões comuns abordadas em uma
análise Diofantina típica incluem:

I. Existe alguma solução?

II. Há outras soluções além das facilmente identi�cadas?

III. O número de soluções é �nito ou in�nito?

IV. Todas as soluções são teoricamente determináveis?
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6 CONTEÚDO

V. É possível calcular todas as soluções?

Um exemplo de problema Diofantino é: um pai tem 1 ano a menos que o dobro
da idade do �lho, e os dígitos AB que formam a idade do pai são invertidos na
idade do �lho, ou seja, BA, o que nos leva à equação 19B − 8A = 1.

Esses tipos de problemas tradicionais muitas vezes permanecem sem solução
por séculos até que alguns matemáticos comecem a entender sua profundidade, em
vez de tratá-los apenas como quebra-cabeças.

Apesar de equações individuais apresentarem um certo nível de desa�o e terem
sido consideradas ao longo da história como meros problemas, a formulação de
teorias gerais para as equações Diofantinas foram realizadas apenas no século XX.

Um campo bastante estudado e investigado atualmente pela Análise Diofan-
tina é o das equações e desigualdades Diofantinas exponenciais. Uma inequação
Diofantina exponencial é uma inequação na forma

f(x1, x2, . . . , xn) > 0 ou f(x1, x2, . . . , xn) < 0,

onde f é uma função exponencial das variáveis x1, x2, . . . , xn e os coe�cientes de f
são inteiros. Em nosso estudo investigaremos as soluções da inequação

|ax1 − bx2| < aδx1 ,

onde 0 < δ < 1 é um número real �xo e a, b são inteiro positivos.
As desigualdades Diofantinas exponenciais tem aplicações em diversas áreas,

incluindo criptogra�a, teoria dos grafos, teoria dos números computacionais e te-
oria dos jogos.

O estudo dessas desigualdades remonta a trabalhos de importantes matemáti-
cos como Fermat, Euler e Legendre. No entanto, foi somente no século XX que
a teoria das desigualdades Diofantinas exponenciais começou a se desenvolver de
forma mais sistemática, com contribuições signi�cativas de pesquisadores como
Baker, Matiyasevich e Schlickewei.

Detalhando um pouco mais sobre as aplicações dessas desigualdades, uma das
áreas mais importantes é na criptogra�a de chave pública, onde são utilizadas na
construção de algoritmos de criptogra�a de base matemática, como o RSA e o
Di�e-Hellman, sua importância se dá pois a segurança desses algoritmos depende
da di�culdade em resolver certos tipos de desigualdades Diofantinas exponenciais.

As desigualdades também são frequentemente usadas na análise de complexi-
dade de algoritmos e na teoria dos números computacionais. No que tange a teoria
dos grafos elas são usadas para analisar propriedades de grafos exponenciais e em
árvores de busca em largura.

Já uma equação Diofantina exponencial é uma equação onde uma ou mais
variáveis ocorrem como expoentes. Em termos gerais, uma equação Diofantina
exponencial tem a forma:
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ax1
1 + ax2

2 + . . .+ axn
n = b,

onde a1, a2, ..., an, e b são constantes inteiras, e x1, x2, ..., xn são variáveis
inteiras desconhecidas.

Uma das aplicações mais notáveis para equações Diofantinas exponenciais é na
teoria dos números, onde são utilizadas para investigar propriedades dos núme-
ros inteiros e dos números primos, além de, também, desempenharem um papel
importante na criptogra�a.

Uma fato bem interessante é que essas equações têm sido estudadas em con-
textos geométricos e analíticos, fornecendo insights sobre a distribuição de pontos
em curvas elípticas e superfícies abelianas. Elas também têm aplicações em física
teórica, particularmente na teoria das cordas e na teoria dos números em sistemas
físicos quânticos.

Um exemplo muito interessante dessas equações é o problema da soma de
potências de Fibonacci estudado por Chaves e Marques [2] onde mostraram que

(F (k)
n )s + (F

(k)
n+1)

s = F (k)
m ,

não tem solução em inteiros positivos com a condição n ≥ 2 e 3 ≤ k ≤ min{n, log s}.
Outros resultados interessantes a cerca destas equações serão apresentados no ca-
pitulo 4. Em nosso estudo abordaremos as soluções do seguinte caso particular de
equação:

T s
n + T s

n+1 = Fm

para inteiros positivos s ≥ 2 e n ≥ 2, onde Fn é o n-ésimo número de Fibonacci e
Tn = F

(3)
n é o n-ésimo número de Tribonacci. Alguns outros exemplos de equações

Diofantinas exponenciais são:

I. Equação de Fermat: xn + yn = zn para n > 2.

II. Equação de Ramanujan-Nagell: 2n − 7 = x2 para n > 2.

III. Equação de Thue-Mahler: f(x, y) = c onde f é uma forma polinomial com
coe�cientes inteiros e c é uma constante inteira.

IV. Equação de Pell: x2 −Dy2 = 1, onde D é livre de quadrados.

Em resumo, as equações e desigualdades Diofantinas exponenciais desempe-
nham um papel signi�cativo em várias áreas da matemática e da ciência, desa-
�ando os matemáticos a desenvolverem novas técnicas e métodos para resolver
problemas complexos.

De modo geral, mas nem tão geral, problemas Diofantinos possuem menos
equações que variáveis desconhecidas e se resumem a achar inteiros que deverão
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funcionar corretamente para todas as equações. Numa linguagem um pouco mais
técnica, elas de�nem uma curva algébrica, uma superfície algébrica ou um objeto
mais genérico e então é pedido para se achar os reticulados.

Nesse contexto surge o algoritmo LLL, sigla para Lenstra-Lenstra-Lovász. Esse
algoritmo busca a redução de bases para reticulados. Ele foi proposto por Arjen
K. Lenstra, Hendrik W. Lenstra Jr. e László Lovász em 1982.

A história do algoritmo LLL remonta aos esforços para resolver problemas
fundamentais na teoria dos números e na criptogra�a. Inicialmente desenvolvido
como uma técnica para resolver o problema de vetor mais curto (CVP) em reticu-
lados, o algoritmo LLL logo se tornou uma ferramenta essencial em várias áreas
da matemática aplicada e da ciência da computação.

As aplicações do algoritmo LLL são vastas e abrangem várias disciplinas. Na
criptogra�a, é utilizado para resolver problemas relacionados com sistemas de
chave pública, como criptoanálise de criptossistemas baseados em reticulados. Na
teoria dos números, é empregado em problemas relacionados à decomposição de
inteiros e fatoração de números.

Além disso, o algoritmo LLL encontra aplicação em áreas como processamento
de sinais, design de códigos, aprendizado de máquina e otimização combinatória.
Sua e�cácia em reduzir bases de reticulados de forma polinomial o torna uma
ferramenta valiosa em problemas de otimização linear e não linear.

Em nosso objetivo o LLL tem papel fundamental na redução dos limites supe-
riores para soluções de equações e desigualdades Diofantinas, no entanto devido
a grandeza e complexidade de aplicação desses limites superiores no algoritmo,
faz-se necessário o auxilio de uma ferramenta que será nossa aliada, o Magma.

O Magma é um software de álgebra computacional desenvolvido pela Univer-
sidade de Sydney na década de 1980. Desde então, tornou-se uma ferramenta
essencial para resolver uma variedade de problemas em matemática e ciências
a�ns. Sua história remonta a John Cannon e outros pesquisadores que buscavam
uma plataforma e�ciente para realizar cálculos complexos em álgebra, teoria dos
números, geometria algébrica e outras áreas da matemática.

O Magma é amplamente utilizado em diversas aplicações importantes, como
a resolução de sistemas de equações algébricas, fatoração de inteiros, criptogra�a,
análise de curvas e superfícies algébricas, entre outras. Sua �exibilidade e e�ciên-
cia o tornam uma escolha popular entre pesquisadores, educadores e pro�ssionais
que lidam com problemas matemáticos complexos. Sua capacidade de lidar com
cálculos complexos e realizar análises detalhadas o torna uma ferramenta valiosa
em muitos campos da matemática e ciências relacionadas.

Sua comunidade de usuários e desenvolvedores é ativa e colaborativa, con-
tribuindo para a melhoria contínua do software. Atualizações regulares e novos
recursos são adicionados para atender às necessidades em constante evolução dos
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usuários.
Neste trabalho usaremos o LLL em conjunto com o Magma e outros resultados

para reduzir e encontrar com efetividade as soluções das desigualdades e equações
Diofantinas exponenciais, esta ultima em particular dada por soma de potencias
de sequencias de Fibonacci.

Iniciaremos a próximo capítulo falando com detalhes sobre o fabuloso algo-
ritmo LLL, no capítulo seguinte, daremos uma breve introdução sobre o software
Magma apontando os comandos de fundamental importância para compreender
o desenrolar dos exemplos e demonstrações, no capítulo subsequente apresentare-
mos breves resultados sobre a teoria de limites para formas lineares em logaritmo
e usaremos estes em conjunto com o conhecimentos dos capítulos anteriores para
solucionar desigualdades Diofantinas exponenciais. Por �m, no ultimo capítulo
apresentaremos um conjunto de resultado preliminares e com estes solucionaremos
uma equação com soma de potenciais de sequencias de Fibonacci.
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Capítulo 1

Algoritmo LLL

O objetivo principal do algoritmo LLL é a redução de bases de reticulados
de�nidos no Rn. Esse algoritmo representa um avanço signi�cativo no estudo dos
reticulados, permitindo a tradução de problemas matemáticos para o contexto dos
reticulados.

O algoritmo LLL, cujos autores são Arjen K. Lenstra, Hendrik W. Lenstra
e László Lovász, foi proposto no artigo intitulado "Factoring Polynomials with
Rational Coe�cients", publicado em 1982.

Uma possível origem para o algoritmo LLL, conforme Nguyen [9], remonta a
maio de 1980, quando Peter van Emde Boas estava visitando Roma. Durante sua
estadia, ele discutiu um problema especí�co com Alberto Marchetti-Spaccamela.

O problema em questão era determinar se era possível, em tempo polinomial,
veri�car se existe um ponto com coe�cientes inteiros dentro do triângulo formado
por três pontos com coordenadas racionais em um plano. A princípio, a resposta
parecia simples: para triângulos grandes, a resposta seria a�rmativa, e para tri-
ângulos pequenos, seria razoável esperar apenas um pequeno número de pontos
inteiros próximos para veri�cação. No entanto, esse raciocínio não se aplicava a
triângulos extremamente longos e �nos.

Embora fosse possível transformar um triângulo tão delgado em um com uma
forma mais "arredondada", essa transformação afetava o reticulado associado. Van
Emde Boas e Marchetti-Spaccamela encontraram di�culdades ao lidar com esses
reticulados inclinados. Ao retornar a Amsterdã, Van Emde Boas consultou Hen-
drik Lenstra sobre o problema. Lenstra prontamente sugeriu que a redução de
reticulado desenvolvida por Gauss quase duzentos anos antes poderia resolver esse
problema.

11



12 CAPÍTULO 1. ALGORITMO LLL

1.1 Espaço Euclidiano Rn

Inicialmente vamos de�nir o espaço onde iremos trabalhar e suas ferramentas
fundamentais.

Consideramos n-uplas dos elementos de um campo R como sendo os vetores
colunas ou vetores linhas

x =


x1

x2
...
xn

 ∈ Rn, x =
[
x1 x2 . . . xn

]
∈ Rn.

Usaremos ambas as notações ao longo deste escrito, e quando for necessário deixarei
claro qual delas deve ser considerada para que não haja erro de interpretação.
Antes de tudo, vamos primeiro de�nir algumas operações e lemas básicos sem
apresentar as demonstrações, mais o leitor pode encontra-las em Bremner [1].

De�nição 1. Dados dois vetores x, y de n-uplas do campo Rn de�nimos a soma,
multiplicação por escalar e produto interno respectivamente por

x+ y =


x1

x2
...
xn

+


y1
y2
...
yn

 =


x1 + y1
x2 + y2

...
xn + y3



ax = a


x1

x2
...
xn

 =


ax1

ax2
...

axn

 a ∈ R

x · y =


x1

x2
...
xn

 ·


y1
y2
...
yn

 =
n∑

i=1

xiyi.

Além disso a norma de um vetor x ∈ Rn �ca de�nida como

|x| =
√
x · x =

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

Com isso apresentados os seguinte lemas,
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Lema 1. Dois vetores x,y ∈ Rn são ditos ortogonais se é somente se x · y = 0.

Lema 2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer vetores x,y ∈ Rn

vale a seguinte desigualdade,

|x · y| ≤ |x| · |y|.

De�nição 2. Dados vetores x,y ∈ Rn com y ̸= 0, de�nimos u e v como sendo
respectivamente os componentes paralelo a x e ortogonal a y dados por

u =

(
x · y
y · y

)
· y, v = x−

(
x · y
y · y

)
· y.

De�nição 3. Os vetores x1,x2, ...,xn ∈ Rn são ditos lineramente independen-
tes se a combinação linear desses vetores

a1x1 + a2x2 + . . .+ akxk = 0 (a1, a2, . . . , ak ∈ R)

possui somente a solução trivial ak = 0, ∀k ∈ N. Caso contrario os vetores são
ditos lineramente dependentes.

Além disso, denotaremos os vetores canônicos do Rn por e1, e2, ..., en, que por
de�nição possuem a i-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a zero.

1.2 Reticulados

Nessa subseção será apresentado a de�nição formal dos reticulado e algumas
de suas propriedades.

De�nição 4. Seja x1,x2, ...,xn uma base do Rn para n ≥ 1. O Reticulado com
base x1,x2, ...,xn e dimensão n é o conjunto L de todas as combinações lineares
dos vetores bases com coe�cientes inteiros, ou seja

L = Zx1 + Zx2 + ...+ Zxn =

{
n∑

i=1

aixi|a1, a2, ..., an ∈ Z

}
.

As bases x1,x2, ...,xn são ditas geradoras do reticulado. Além disso, para
i = 1, 2, ..., n, escrevemos xi = (xi1, ..., xin) e formamos a matrix X = (xij) de
ordem n× n cujo vetores bases de L são as linhas da matriz X. Assim,

| det(X)| = det(L), (1.1)

onde det(L) é dito determinante do reticulado.
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É fácil nota que, quando o reticulado possui dimensão maior ou igual a dois
existem vetores y1,y2, ...,yn diferentes de x1,x2, ...,xn que também são base de
L. Para ver isso considere uma base X e uma matriz C = (cij), n×n com entradas
inteiras e determinante igual a ±1 (Matriz Unimodular), de�nindo então

Y = CX

e usando a equação 1 temos,

| det(Y )| = || det(CX)| = | det(X)| = | det(L)|.

Portanto Y é um outra base para L. Assim temos o seguinte corolário

Corolário 3. O determinante do reticulado não depende da base.

Vejamos um exemplo contendo tudo que foi exposto até aqui.

Exemplo 1. Seja L um reticulado com base de�nida pelos vetores x1 = (4, 5, 1),
x2 = (4, 8, 2) e x3 = (6, 2, 6) pertencentes ao R3. A matriz base de L é dada então
por

X =

 4 5 1
4 8 2
6 2 6

 det(L) = | det(X)| = 76

Escolhendo uma matriz unimodular qualquer C, por exemplo

C =

 2 1 4
−2 1 −1
−1 2 2

 det(C) = 1

conseguimos calcular uma nova base Y para L,

Y = CX ⇒ Y =

 2 1 4
−2 1 −1
−1 2 2

 ·

 4 5 1
4 8 2
6 2 6


Y =

 36 26 28
−10 −4 −6
16 15 15

 det(L) = | det(Y )| = 76

Com esse exemplo podemos ver o quão fácil é começar com uma base composta
por vetores curtos e, em seguida, produzir outras bases compostas por vetores
muito mais longos. Em nosso contexto, é muito mais interessante e importante
fazer exatamente o oposto: Dada uma base para um reticulado, que em geral
é composta por vetores longos, queremos encontrar outra base "reduzida"para
o mesmo reticulado, ou seja, uma base composta por vetores curtos. Este é o
problema fundamental da redução de base de reticulados. Para entender como
podemos encontrar essa base reduzida, precisamos primeiramente compreender a
ortogonalização de Gram-Schmidt.
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1.3 Ortogonalização de Gram-Schmidt

O Processo de ortogonalização de Gram-Schmidt é um método para ortogo-
nalização de um conjunto de vetores linearmente independentes em um espaço
de�nido com produto interno euclidiano, normalmente o espaço euclidiano Rn.

O nome do processo é uma homenagem a Jorge Pedersen Gram e Erhard Sch-
midt, que apesar de não o terem descoberto foi utilizado por Gram em sua tese de
doutorado e por Schmidt em seus estudos sobre espaços vetoriais.

O método �xa um dos vetores e sequencialmente projeta os outros de maneira
ortogonal ao anterior, ortogonalizando entre si todos os vetores. Vejamos com
mais detalhes: Considere uma base qualquer do Rn dada por x1, ...,xn, o objetivo
é construir uma base ortogonal x∗

1, ..., x
∗
n para Rn, de inicio tomemos o primeiro

vetor x∗
1 = x1, agora necessitamos de um vetor x∗

2 que seja ortogonal a x∗
1, isto é,

x∗
2 · x∗

1 = 0, podemos olhar par x∗
2 como sendo x2 menos a projeção ortogonal de

x2 sobre x1, isto é,
x∗
2 = x2 − µx∗

1

x∗
1

x∗
2

x2

Figura 1.1: Representação

µ é escolhido de tal maneira que

x∗
2 · x∗

1 = 0

(x2 − µx∗
1) · x∗

1 = 0

resolvendo esta equação, temos

x2 · x∗
1 − µx∗

1 · x∗
1 = 0

µx∗
1 · x∗

1 = x2 · x∗
1

µ =
x2 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

logo o segundo vetor ortogonal é dado por

x∗
2 = x2 −

x2 · x∗
1

x∗
1 · x∗

1

x∗
1.
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O terceiro vetor tem deve ser ortogonal a x∗
1 e x∗

2 simultaneamente, assim deve
satisfazer

x∗
3 · x∗

2 = 0

(x3 − γx∗
2 − ηx∗

1) · x∗
1 = 0

x∗
3 · x∗

1 = 0

(x3 − γx∗
2 − ηx∗

1) · x∗
2 = 0

desse modo
x∗
3 = x3 − γx∗

2 − ηx∗
1

resolvendo as equações temos

γ =
x3 · x∗

2

x∗
2 · x∗

2

η =
x3 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

portanto o terceiro vetor é calculado por

x∗
3 = x3 − x3 · x∗

2

x∗
2 · x∗

2

x∗
2 −

x3 · x∗
1

x∗
1 · x∗

1

x∗
1.

Repetindo esse processo de maneira sucessiva conseguimos encontra todos o vetores
ortogonais x∗

1, x
∗
2, ..., x

∗
n. Estabelecemos então a seguinte de�nição,

De�nição 5. Seja x1, ...,xn uma base do Rn. A ortogonalização de Gram-
Schmidt (OGS) de x1, ...,xn é a base x∗

1, ..., x
∗
n dada por:

x∗
1 = x1,

x∗
i = xi −

i−1∑
j=1

µijx
∗
j , µij =

xi · x∗
j

x∗
j · x∗

j

(1 ≤ j < i ≤ n),

onde os µij serão chamados de coe�cientes da OGS .

Observe que não estamos exigindo a normalização do vetores. Escrevendo
x∗
i = (xi1, ..., xin) de�nimos a matriz X∗ = (x∗

ij), onde suas linhas são os vetores
da OGS, de maneira similar temos X = (xij). Vejamos então alguns exemplos

Exemplo 2. Sejam os vetores x1 = (6, 9,−5), x2 = (4,−2, 4), x3 = (2, 8, 4)
geradores do espaço R3, vamos aplicar o processo de ortogonalização de Gram-
Schmidt para obter uma base ortogonal do R3. Primeiramente de�nimos

x∗
1 = x1 = (6, 9,−5)
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agora temos que,
x∗
2 = x2 − µ21x

∗
1

calculando o coe�ciente µ21 temos

µ21 =
x2 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

=
(4,−2, 4) · (6, 9,−5)

(6, 9,−5) · (6, 9,−5)
= − 7

71

segue então que

x∗
2 = (4,−2, 4) +

7

71
(6, 9,−5)

x∗
2 =

(
326

71
,−79

71
,
249

71

)
.

Agora vamos encontrar x∗
3, temos

x∗
3 = x3 − µ31x

∗
1 − µ32x

∗
2

calculando os coe�cientes

µ31 =
x3 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

=
(2, 8, 4) · (6, 9,−5)

(6, 9,−5) · (6, 9,−5)
=

32

71

µ32 =
x3 · x∗

2

x∗
2 · x∗

2

=

(2, 8, 4) ·
(
326

71
,−79

71
,
249

71

)
(
326

71
,−79

71
,
249

71

)
·
(
326

71
,−79

71
,
249

71

) =
508

1229

dai,

x∗
3 = (2, 8, 4)− 32

71
(6, 9,−5)− 508

1229

(
326

71
,−79

71
,
249

71

)
x∗
3 =

(
−3198

1229
,
5412

1229
,
5904

1229

)
portanto a nova base ortogonal é

x∗
1 = (6, 9,−5) x∗

2 =

(
326

71
,−79

71
,
249

71

)
x∗
3 =

(
−3198

1229
,
5412

1229
,
5904

1229

)
.

Exemplo 3. Agora vamos aplicar o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt
para obter uma base ortogonal do espaço R4 com os vetores x1 = (−1, 5, 7, 2), x2 =
(4, 0,−3, 8), x3 = (2,−8, 0, 1) e x4 = (9,−8, 0, 1). Primeiramente, de�nimos:

x∗
1 = x1 = (−1, 5, 7, 2)
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Agora, para x∗
2, temos:

x∗
2 = x2 − µ21x

∗
1

Calculando o coe�ciente µ21:

µ21 =
x2 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

=
(4, 0,−3, 8) · (−1, 5, 7, 2)

(−1, 5, 7, 2) · (−1, 5, 7, 2)
= − 9

79

Agora, substituímos x∗
1 e µ21 para encontrar x∗

2:

x∗
2 = (4, 0,−3, 8) +

9

79
(−1, 5, 7, 2) =

(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
Para x∗

3, temos:

x∗
3 = x3 − µ31x

∗
1 − µ32x

∗
2

Calculando os coe�cientes µ31 e µ32:

µ31 =
x3 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

=
(2,−8, 0, 1) · (−1, 5, 7, 2)

(−1, 5, 7, 2) · (−1, 5, 7, 2)
= −40

79

µ32 =
x3 · x∗

2

x∗
2 · x∗

2

=

(2,−8, 0, 1) ·
(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
·
(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

) =
452

3475

Agora, substituímos x∗
1, x

∗
2, µ31 e µ32 para encontrar x∗

3:

x∗
3 = (2,−8, 0, 1)−

(
−40

79

)
(−1, 5, 7, 2)− 452

3475

(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)

x∗
3 =

(
3434

3475
,−3852

695
,
13312

3475
,
131

139

)
Finalmente, para x∗

4, temos:

x∗
4 = x4 − µ41x

∗
1 − µ42x

∗
2 − µ43x

∗
3

Calculando os coe�cientes µ41, µ42 e µ43:

µ41 =
x4 · x∗

1

x∗
1 · x∗

1

=
(9,−8, 0, 1) · (−1, 5, 7, 2)

(−1, 5, 7, 2) · (−1, 5, 7, 2)
= −47

79
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µ42 =
x4 · x∗

2

x∗
2 · x∗

2

=

(9,−8, 0, 1) ·
(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
·
(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

) =
3053

6950

µ43 =
x4 · x∗

3

x∗
3 · x∗

3

=

(9,−8, 0, 1) ·
(
3434

3475
,−3852

695
,
13312

3475
,
131

139

)
(
3434

3475
,−3852

695
,
13312

3475
,
131

139

)
·
(
3434

3475
,−3852

695
,
13312

3475
,
131

139

)
µ43 =

188261

164223
Agora, substituímos x∗

1, x
∗
2, x

∗
3, µ41, µ42 e µ43 para encontrar x∗

4:

x∗
4 = (9,−8, 0, 1) +

47

79
(−1, 5, 7, 2)− 3053

6950

(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
=

188261

164223

(
3434

3475
,−3852

695
,
13312

3475
,
131

139

)
x∗
4 =

(
662812007

109261850
,−1064929681

218523700
,
3323071291

109261850
,− 5114081

109261850

)
Portanto, a nova base ortogonal é:

x∗
1 = (−1, 5, 7, 2)

x∗
2 =

(
307

79
,
45

79
,−174

79
,
650

79

)
x∗
3 =

(
3434

3475
,−3852

695
,
13312

3475
,
131

139

)
x∗
4 =

(
2154810

2053177
,− 302180

2053177
,
2698045

2053177
,− 65655

2053177

)
.

De�nição 6. Sejam os coe�cientes da ortogonalização de Gram-Schmidt (µij),
de�nimos M como a matriz triangular inferior:

M =


1 0 . . . 0
µ21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
µn1 µn2 . . . 1

 .
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É fácil ver que se todos os coe�cientes da OGS são nulos então vale

X = MX∗.

A OGS traz diversas propriedades, dentre elas temos o seguinte teorema

Teorema 4 (Teorema de Gram-Shmidt). Seja x1,x2, ...,xn uma base do Rn e seja
x∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
n sua ortogonalização de Gram-Shmidt. Seja X (respectivamente X∗)

uma matriz n×n em que suas i linhas são os vetores xi (respectivamente x∗
i ) para

1 ≤ i ≤ n. Então,

(i) x∗
i · x∗

j = 0 para 1 ≤ i < j ≤ n.

(ii) O espaço gerado por (x∗
1, x

∗
2, ..., x

∗
k) é igual ao espaço gerado por (x1,x2, ...,xk)

para 1 ≤ k ≤ n.

(iii) O vetor x∗
k é a projeção de xk no complemento ortogonal de espaço gerado

por (x1,x2, ...,xk−1) para 1 ≤ k ≤ n.

(iv) |x∗
k| ≤ |xk| para 1 ≤ k ≤ n.

(v) det(X∗) = det(X).

Demonstração. (i) Vamos aplicar indução em j. Para j = 1, não há nada a provar.
Suponha que a a�rmação seja verdadeira para algum j ≥ 1. Para 1 ≤ i < j + 1
temos por de�nição

x∗
i · x∗

j+1 = x∗
i ·

(
xj+1 −

j∑
k=1

µj+1,kx
∗
k

)
usando a bilinearidade do produto escalar

= x∗
i · xj+1 −

j∑
k=1

µj+1,kx
∗
i · x∗

k

pela hipótese de indução

= x∗
i · xj+1 − µj+1,i(x

∗
i · x∗

i )

= x∗
i · xj+1 −

xj+1 · x∗
i

x∗
i · x∗

i

(x∗
i · x∗

i ) = 0.

Portanto, x∗
i · x∗

j = 0 para 1 ≤ i < j ≤ n.
(ii) Se µii = 1 temos que xi pertence ao espaço gerado por (x∗

1, . . . , x
∗
k) para

1 ≤ i ≤ k, e, portanto,

span(x1, . . . ,xk) ⊆ span(x∗
1, . . . , x

∗
k).
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Para a inclusão reversa, usamos indução em k. Para k = 1 temos x∗
1 = x1 e,

portanto, a a�rmação é óbvia. Suponha que a a�rmação seja verdadeira para
algum k ≥ 1. Usando a De�nição 5, obtemos

x∗
k+1 = xk+1 −

k∑
j=1

µk+1,jx
∗
j = xk+1 + y, y ∈ span(x∗

1, . . . , x
∗
k).

A hipótese de indução dá span(x∗
1, . . . , x

∗
k) ⊆ span(x1, . . . ,xk), e assim a última

equação implica x∗
k+1 ∈ span(x1, . . . ,xk+1). Portanto,

span(x∗
1, . . . , x

∗
k+1) ⊆ span(x1, . . . ,xk+1).

(iii) Para simpli�car a notação, escrevemos U = span(x1, . . . , xk−1); então U⊥

é o subespaço de Rn consistindo de todos os vetores y tais que y · x = 0 para todo
vetor x ∈ U . Existe uma decomposição única xk = x′

k + y onde x′
k ∈ U⊥ e y ∈ U ;

aqui, x′
k é a projeção de xk sobre o complemento ortogonal de U . Assim, sendo

µii = 1 temos

xk = x∗
k +

k−1∑
j=1

µkjx
∗
j .

Pela parte (b), temos U = span(x∗
1, . . . , x

∗
k−1), e portanto x∗

k = x′
k.

(iv) Usando a parte (a), vemos que

xk = x∗
k +

k−1∑
j=1

µkjx
∗
j

implica

|xk|2 = |x∗
k|2 +

k−1∑
j=1

µ2
kj|x∗

j |2.

Como cada termo na soma é não-negativo, isso prova a a�rmação.
(v) Da de�nição 6, X = MX∗, ondeM = (µij) é uma matriz triangular inferior

com µii = 1 para 1 ≤ i ≤ n. Logo, det(M) = 1, e portanto

det(X) = det(M) det(X∗) = det(X∗).

Com o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt em mãos estamos prontos
para o tópico especial.
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1.4 Redução de base LLL

Neste capitulo mostraremos como reduzir a base de um reticulado de maneira
a conseguir uma base mais curta e próxima da ortogonalidade.

Da de�nição 4 lembramos que um reticulado L de dimensão n é um conjunto
formado por todas as combinações lineares de vetores x1,x2, ...,xn ∈ Rn, e estes
por sua vez são chamados de base do reticulado. Além disso, a forma matricial
para o reticulado é dada pela matriz X cujas linhas são os vetores x1,x2, ...,xn,

X =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n
...

...
. . .

...
xn1 xn2 . . . xnn

 .

O objetivo é, dado um reticulado L, como podemos reduzir sua base de tal maneira
que ela seja mais curta e próxima da ortogonalidade?, bem primeiramente vejamos
algumas de�nições e teoremas.

De�nição 7. Uma operação unimodular de linhas em uma matriz é uma das
seguintes operações elementares

� Multiplicar qualquer linha por −1.

� Permuta quaisquer duas linhas.

� Soma um múltiplo inteiro de uma linha a qualquer outra linha.

De�nição 8 (Redução LLL). O parâmetro de redução, denotado por α, é um
número real tal que 1/4 < α < 1. O valor padrão para este parâmetro é α = 3/4.

Sejam x1, x2, . . . , xn uma base ordenada do reticulado L em Rn, e x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n

a sua ortogonalização de Gram-Schmidt. A base x1, x2, . . . , xn é considerada α-
reduzida (ou LLL-reduzida com parâmetro α) se satis�zer as seguintes con-
dições:

1. |µij| ≤ 1
2
para 1 ≤ j < i ≤ n,

2. |x∗
i + µi,i−1x

∗
i−1|2 ≥ α|x∗

i−1|2 para 2 ≤ i ≤ n.

A condição (1) a�rma que cada vetor de base xi é "quase ortogonal"ao espaço
gerado pelos vetores anteriores, já que, pelo Teorema 0.4, temos span(x1, . . . , xi−1) =
span(x∗

1, . . . , x
∗
i−1).

A condição (2) indica que a troca entre xi−1 e xi, seguida pelo recálculo do
GSO, pode gerar um novo vetor mais curto x̄∗

i = x∗
i + µi,i−1x

∗
i−1, mas não consi-

deravelmente mais curto.
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A condição (2) é conhecida como condição de troca. Observe que

|x∗
i + µi,i−1x

∗
i−1|2 ≥ α|x∗

i−1|2 ⇒
(
|x∗

i |+ µi,i−1|x∗
i−1|
)2 ≥ α|x∗

i−1|2

⇒ |x∗
i |2 + 2µi,i−1|x∗

i−1||x∗
i |+ (µi,i−1)

2|x∗
i−1|2 ≥ α|x∗

i−1|2

Dado que x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n são ortogonais, podemos reescreve-la como:

|x∗
i |2 + (µi,i−1)

2|x∗
i−1|2 ≥ α|x∗

i−1|2

|x∗
i |2 ≥ (α− µ2

i,i−1)|x∗
i−1|2 para 2 ≤ i ≤ n.

De�nição 9. De�nimos o parâmetro auxiliar β da seguinte forma:

β =
4

4α− 1

de modo que β > 4
3
e 1

β
= α− 1

4
. Para o valor padrão α = 3

4
, obtemos β = 2.

Proposição 5. Se x1, x2, . . . , xn formam uma base α-reduzida da reticulado L em
Rn, e x∗

1, x
∗
2, . . . , x

∗
n é a sua ortogonalização de Gram-Schmidt, então:

(a) |xj|2 ≤ βi−j|x∗
i |2 para 1 ≤ j ≤ i ≤ n,

(b) det(L) ≤ |x1||x2| . . . |xn| ≤ β
n(n−1)

4 det(L),

(c) |x1| ≤ β
n−1
4 (det(L))1/n,

onde β e o parâmetro auxiliar de�nido anteriormente.

Demonstração. As condições 1 e 2 para uma α -redução implicam que, para 1 <
i ≤ n tenhamos

|x∗
i |2 ≥ (α− µ2

i,i−1)|x∗
i−1|2 ≥ (α− 1

4
)|x∗

i−1|2 =
1

β
|x∗

i−1|2.

Logo |x∗
i−1|2 < β|x∗

i |2, e por indução conseguimos

|x∗
i−1|2 < βi−j|x∗

i |2 (1 ≤ j ≤ i ≤ n). (1.2)

Tomando a de�nição dos vetores da OGS

xi = x∗
i +

i−1∑
j=1

µijx
∗
j ,
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e sendo estes ortogonais temos

|xi|2 = |x∗
i |2 +

i−1∑
j=1

µ2
ij|x∗

i |2.

considerando a de�nição 8 junto a desigualdade (2) temos,

|xi|2 ≤ |x∗
i |2 +

i−1∑
j=1

1

4
βi−j|x∗

i |2 =

(
1 +

1

4

i−1∑
j=1

1

4
βi−j

)
|x∗

i |2

usando a formula para soma de sequencia geométrica no obtemos,

|xi|2 ≤
(
1 +

1

4
· β

i − β

β − 1

)
|x∗

i |2

aplicando indução chegamos a

1 +
1

4
· β

i − β

β − 1
≤ βi−1.

O caso i = 1 é trivial. Para os outros casos é su�ciente mostrar que

1 +
1

4
· β

i − β

β − 1
≤ β

(
1 +

βi − β

4(β − 1)

)
.

Uma vez que β > 4/3, multiplicando por 4(β−1) temos uma inequação equivalente,
simpli�cando então

(β − 1)(3β − 4) ≥ 0,

o que é obvio uma vez que β > 4/3. Temos agora que

|xi|2 ≤ βi−1|x∗
i |2.

usando (2)
|xj|2 ≤ βj−1|x∗

j |2 ≤ βi−1|x∗
i |2 1 ≤ j ≤ i ≤ n

o que demonstra a a�rmação (a). Do teorema de Gram-Schmidt nos sabemos que

det(L) = |x∗
1||x∗

2| · · · |x∗
n| ≤ |x1||x2| · · · |xn|,

o que prova o lado esquerdo da desigualdade em (b), de |xi|2 ≤ βi−1|x∗
i |2 temos

|x1|2|x2|2 · · · |xn|2 ≤ β0+1+2+...+(n−1)|x∗
1|2|x∗

2|2 · · · |x∗
n|2,



1.4. REDUÇÃO DE BASE LLL 25

e portanto

|x1||x2| · · · |xn| ≤ βn(n−1)/4|x∗
1||x∗

2| · · · |x∗
n| = βn(n−1)/4 det(L),

o que mostra a desigualdade da direita em (b). Colocando j = 1 em (a) temos

|x1|2 ≤ βi−1|x∗
i |2 (1 ≤ i ≤ n),

e aplicando o produto sobre i = 1, 2, ..., n temos

|x1|2n ≤ β0+1+2+...+(n−1)|x∗
1|2|x∗

2|2 · · · |x∗
n|2 = βn(n−1)/2 det(L)2,

aplicando agora para a 2n− ezima raiz provamos (c).

Proposição 6. Sejam x1, x2, . . . , xn uma base de Rn e x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n sua ortogo-

nalização de Gram-Schmidt. Seja L o reticulado gerado por x1, x2, . . . , xn. Para
qualquer vetor não nulo y ∈ L, temos

|y| ≥ min{|x∗
1|, |x∗

2|, . . . , |x∗
n|}.

Isso é, qualquer vetor não nulo do reticulado é pelo menos tão longo quanto o vetor
mais curto na ortogonalização de Gram-Schmidt.

Demonstração. Seja y qualquer elemento não nulo de L:

y =
n∑

i=1

rixi,

onde ri ∈ Z para 1 ≤ i ≤ n. Como y ̸= 0, temos ri ̸= 0 para algum i; seja k o maior
índice tal que rk ̸= 0. Usando a De�nição 5, podemos expressar x1, x2, . . . , xn em
termos de x∗

1, x
∗
2, . . . , x

∗
n:

y =
k∑

i=1

ri

n∑
j=1

µijx
∗
j =

k∑
i=1

n∑
j=1

riµijx
∗
j .

Invertendo a ordem da soma, e usando µkk = 1, obtemos

y =
k∑

j=1

(
k∑

i=j

riµij

)
x∗
j = rkx

∗
k +

k−1∑
j=1

νjx
∗
j ,

para alguns ν1, . . . , νk−1 ∈ R. Como x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n são ortogonais, obtemos

|y|2 = r2k|x∗
k|2 +

k−1∑
j=1

ν2
j |x∗

j |2.
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Como rk é um inteiro não nulo, temos r2k ≥ 1, e então

|y|2 ≥ |x∗
k|2 +

k−1∑
j=1

ν2
j |x∗

j |2.

Todos os termos na soma são não negativos, e portanto

|y|2 ≥ |x∗
k|2 ≥ min{|x∗

1|2, . . . , |x∗
n|2}.

Tomando a raiz quadrada completamos a prova.

Teorema 7 (Teorema LLL). Se x1, x2, ..., xn é uma α-redução de base de um
reticulado L ⊆ Rn e y ∈ L qualquer vetor não nulo, então

|x1| ≤ β(n−1)/2|y|.

Em particular, o primeiro vetor da α-redução de base não é maior que β(n−1)/2

vezes o menor vetor não nulo de L.

Demonstração. Sejam x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n a ortogonalização de Gram-Schmidt de x1, x2, . . . , xn ∈

L. Pela de�nição de uma base α-reduzida, para 2 ≤ i ≤ n temos

|x∗
i |2 ≥ (α− µ2

i,i−1)|x∗
i−1|2 ≥ (α− 1/4)|x∗

i−1|2 =
1

β
|x∗

i−1|2.

Uma vez que x∗
1 = x1, isso resulta em

|x1|2 = |x∗
1|2 ≤ β|x∗

2|2 ≤ β2|x∗
3|2 ≤ · · · ≤ βn−1|x∗

n|2,

e, portanto, para 1 ≤ i ≤ n temos

|x∗
i |2 ≥ β−(i−1)|x1|2.

A Proposição 6 agora mostra que para qualquer vetor não nulo y ∈ L temos

|y| ≥ min{|x∗
1|, . . . , |x∗

n|} ≥ β−(n−1)/2|x1|,

e isso completa a prova.

Vejamos agora como funciona na prática

Exemplo 4. Considere um reticulado L de dimensão 3 gerado pelos vetores x1 =
(4, 5, 1), x2 = (4, 8, 2) e x3 = (6, 2, 6). A matriz base desse reticulado, os coe�ci-
entes e o quadrado do modulo dos vetores da OGS será denotado respectivamente
pelas matrizes X, (µij) e (|x∗

i |2). Assim para o reticulado L temos:

X =

 4 5 1
4 8 2
6 2 6

 , (µij) =

 1 0 0
29/21 1 0
20/21 −34/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 42
82/21
1444/41

 .
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Consideremos o parâmetro de redução α = 3/4. Nosso objetivo é reduzir a base do
reticulado de maneira a satisfazer as condições (1) e (2) da De�nição 8. Vamos
reduzir os coe�cientes da OGS dá direita para a esquerda linha por linha, veja que
|µ21| = 29/21 > 1/2, tomamos ⌈µ21⌋ = 1 então fazemos x2 = x2 − 1 · x1, dai

X1 =

 4 5 1
0 3 1
6 2 6

 , (µij) =

 1 0 0
8/21 1 0
20/21 −34/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 42
82/21
1444/41


observe que agora temos |µ21| = 8/21 < 1/2, testamos agora a condição de troca
para o parâmetro padrão α = 3/4,

82

21
≥
(
3

4
− 64

441

)
· 42 ⇒ 82

21
≥ 1067

42
.(Falso)

devemos então permutar então as linhas 2 e 1, dai

X2 =

 0 3 1
4 5 1
6 2 6

 , (µij) =

 1 0 0
8/5 1 0
20/21 −34/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 10
82/21
1444/41


veja que |µ21| = 8/5 > 1/2. Observe que |µ21| = 8/5 > 1/2, tomamos ⌈µ21⌋ = 2
então fazemos x2 = x2 − 2 · x1, dai

X3 =

 0 3 1
4 −1 −1
6 2 6

 , (µij) =

 1 0 0
−2/5 1 0
6/5 52/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 10
82/5
1444/41


testamos agora a condição de troca

82

5
≥
(
3

4
− 4

25

)
· 10 ⇒ 82

5
≥ 59

10
.(Verdadeiro)

Seguimos o processo agora para µ32, observe que |µ32| = 52/41 > 1/2 tomamos
⌈µ32⌋ = 1 então fazemos x3 = x3 − 1 · x2, dai

X4 =

 0 3 1
4 −1 −1
2 3 7

 , (µij) =

 1 0 0
−2/5 1 0
8/5 11/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 10
82/5
1444/41


temos então |µ32| = 11/41 < 1/2. testamos agora a condição de troca para o
parâmetro padrão α = 3/4,

1444

41
≥
(
3

4
− 121

1681

)
· 82
5

⇒ 1444

41
≥ 4559

410
.(Verdadeiro)



28 CAPÍTULO 1. ALGORITMO LLL

seguimos o processo para µ31, observe |µ31| = 8/5 > 1/2, então fazemos x3 =
x3 − 2 · x1, dai

X5 =

 0 3 1
4 −1 −1
2 −3 5

 , (µij) =

 1 0 0
−2/5 1 0
−2/5 11/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 10
82/5
1444/41


temos então |µ32| = 2/5 < 1/2. testamos agora a condição de troca para o parâ-
metro padrão α = 3/4,

1444

41
≥
(
3

4
− 121

1681

)
· 82
5

⇒ 1444

41
≥ 4559

410
.(Verdadeiro)

X5 =

 0 3 1
4 −1 −1
2 −3 5

 , (µij) =

 1 0 0
−2/5 1 0
−2/5 11/41 1

 , (|x∗
i |2) =

 10
82/5
1444/41


logo, vemos que as condições

1. |µij| ≤
1

2
, para 1 ≤ j < i ≤ n.

2. |x∗
i |2 ≥ (α− µ2

i,i−1)|x∗
i−1|2, para 2 ≤ i ≤ n.

são satisfeitas, portanto a base 3/4-reduzida do reticulado é representada pela ma-
triz X5. Considerando agora a nova base 3/4 − reduzida x1 = (0, 3, 1), x2 =
(4,−1,−1), x3 = (2,−3, 5) e o parâmetro auxiliar β = 2, temos

|(0, 3, 1)| ≤ 2(3−1)/2|y| = 2|y|
√
10 ≤ 2|y|

para qualquer vetor não nulo y ∈ L. O que de fato acontece pois considerando a
nova base, qualquer vetor y é da forma y = a(0, 3, 1) + b(4,−1,−1) + c(2,−3, 5),
substituindo temos

√
10 ≤ 2|a(0, 3, 1) + b(4,−1,−1) + c(2,−3, 5)|

≤ 2 (|a(0, 3, 1)|+ |b(4,−1,−1)|+ |c(2,−3, 5)|) .
assim e fácil ver que

√
10 ≤ 2

(
|a|

√
10 + |b|

√
18 + |c|

√
38
)

para qualquer a, b, c ∈ Z

exceto a = b = c = 0 e portanto vale o teorema LLL. Além disso vamos testar a
condição (c) da proposição 20. Do Exemplo 0.1.1 temos det(L) = 76 e sendo β
como acima temos

√
10 ≤ 21/2(76)1/3 ⇒

√
10 ≤

√
2 · 3

√
76 ⇒ 3, 16 ≤ 5, 99.
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Observe que para o nosso exemplo usamos um total de 5 passo para encontra
a base 3/4-reduzida, no entanto é perceptível naturalmente que dependendo da
dimensão do reticulado e dos parâmetros escolhidos a quantidade de passos pode
aumentar bastante, e nos deparamos com a pergunta: Existe um limite de passos?.
Em vista disto temos o seguinte teorema,

Teorema 8. O número total de passos no loop do algoritmo LLL é no máximo

−2 logB

logα
· n(n− 1) + (n− 1),

onde B ≤
√
n · λ2, n é a ordem da matriz e λ é tal que |xij| ≤ λ para 1 ≤ i, j ≤ n.

Demonstração. Devido a grande quantidade de lemas e teoremas necessários para
a prova desse teorema, optamos por omitir sua demonstração, mas caso o leitor
tenha interesse pode consultar Bremner [1, teorema 4.19].

Aplicando-o ao nosso exemplo anterior com parâmetro de redução α = 3/4 o
número máximo de passos é

−12 log
√
3 · 92

log
3

4

+ 2 = 116.

Neste ponto, o leitor pode questionar por que escolhemos o valor α = 3/4 como
parâmetro de redução em vez de outro valor, considerando que esse parâmetro
pode variar dentro do intervalo 0 < α < 1. É importante observar que no limite
superior do parâmetro, o teorema 8 indica que seria necessário um número in�nito
de passos para realizar a redução, o que não é viável, apesar deste garantir a melhor
redução. Por outro lado, no limite inferior do parâmetro, apenas alguns poucos
passos seriam necessários, mas a redução resultante seria "fraca". Portanto, o
valor de 3/4 é aquele com o qual alcançamos o resultado mais signi�cativo e viável
para a redução, e é por isso que o utilizaremos em todas as reduções futuras.

Vejamos mais um exemplo de redução, no entanto dessa vez, devido a dimensão
do reticulado usaremos o software Magma para calcular essa redução. No capitulo
2 especi�caremos com detalhes os comandos utilizados para essa aplicação do LLL
via software Magma.
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Exemplo 5. Consideremos o reticuladoLde dimensão 8 gerado pela matriz

X =



8 −3 −3 −9 1 9 −3 −9
−7 5 1 1 9 −3 −4 −2
−5 2 1 −3 −4 5 5 4
−4 9 −6 −5 −7 2 −1 5
−5 0 2 2 0 5 6 −5
−8 −2 3 5 −1 7 7 4
3 −9 3 −7 3 2 −3 2

−4 −2 −8 6 0 4 −9 7


det(X) = −1067148

aplicando a redução LLL conseguimos, com parâmetro α = 3/4, a seguinte base
3/4-reduzida:

C =



2 −1 −2 4 1 −1 −3 −1
−3 1 −1 1 −3 4 2 3
−3 4 0 −3 1 −3 0 0
−3 −1 0 2 −1 −4 −1 −2
0 −3 1 0 1 1 −4 −3
1 4 3 2 3 −2 0 1

−1 −4 0 0 5 1 1 −2
−4 −3 −1 −3 0 −3 −1 5


det(C) = 1067148.

O número de passos feito pelo algoritmo é no máximo

−112 log
√
8 · 92

log
3

4

+ 7 = 1267.

A�m de obter um limite inferior para o comprimento dos vetores diferentes de
zero de um reticulado Γ considere a seguinte de�nição:

De�nição 10. Seja Γ um reticulado de dimensão n e | · | a norma euclidiana no
Rn. De�nimos

l(Γ) = min
0̸=x∈Γ

|x|.

Em palavras, l(Γ) é a menor norma de um vetor não nulo dentre todos os vetores
de um reticulado.

Assim, temos o seguinte lema:

Lema 9. Sejam x1, x2, ..., xn uma base reduzida de um reticulado Γ. Então

l(Γ) ≥ 2−(n−1)/2|x1|.
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Demonstração. Suponha que x1, x2, ..., xn seja uma base 3/4-reduzida de um re-
ticulado Γ e x∗

1, x
∗
2, ..., x

∗
n sua OGS. Pela proposição 5 (a) de uma base reduzida,

sabemos que |x∗
i |2 ≥ β−(i−1)|x1|2 para 1 ≤ i ≤ n, como a base é 3/4-reduzida,

temos β = 2. Assim,
|x∗

n|2 ≥ β−(n−1)|x1|2

|x∗
n| ≥ 2−(n−1)/2|x1|

Agora, sendo l(Γ) a menor norma de um vetor não nulo em Γ pelas propriedades
de OGS temos l(Γ) ≥ |x∗

n| o que completa a prova do lema.

Como mencionado antes, para nosso objetivo, devido a grandiosidade dos nú-
meros e operações envolvidas, faz-se necessário a presença de um software que
forneça velocidade nos cálculos, e é isto que veremos agora.
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Capítulo 2

Aplicação do LLL via software

Magma

Para a aplicação do algoritmo de redução de base LLL devido a complexidade
dos cálculos envolvidos usaremos o software Magma. O Magma é um software de
álgebra computacional utilizado em pesquisas matemáticas de ensino superior. De
acordo com Steel [12], ele fornece uma ampla variedade de funcionalidades para
realizar cálculos simbólicos e manipulações algébricas em diversas áreas matemáti-
cas, incluindo álgebra, teoria dos números, geometria algébrica, teoria dos grupos
e muito mais.

O software possui uma linguagem de programação própria, que permite aos
usuários criar scripts e programas para automatizar cálculos complexos. Essa
linguagem é reconhecida por sua sintaxe clara e é acessível até mesmo para aqueles
sem experiência extensiva em programação.

O Magma é conhecido por sua facilidade de uso e integração com outros softwa-
res de álgebra computacional, como GAP e SageMath, que para o nosso caso, não
será necessário. Além disso, sua comunidade ativa de usuários e desenvolvedores
garante suporte contínuo, atualizações e o desenvolvimento de recursos adicionais.

o Magma é licenciado para uso em ambientes acadêmicos e de pesquisa, tornando-
se uma ferramenta valiosa para estudantes, pesquisadores e matemáticos que bus-
cam explorar e aplicar conceitos matemáticos em várias disciplinas.

Os comandos que serão utilizados para aplicação do LLL dada uma matriz B
estão na Figura 2.1. Nela, o comando

B := RMatrixSpace(IntegerRing(), n, n)![...]

de�ne uma matriz de ordem n× n com entradas de�nidas em R. O comando

L1 := Lattice(B);

L1;

33
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de�ne a matriz B como como base de um reticulado. Já o comando

C := LLL(B : Proof := false);

C;

aplica a redução de base LLL com parâmetro de redução padrão (α = 3/4) ao
reticulado L1 gerando assim a base reduzida C. Por �m, o comando

C[1];

NQ := Norm(C[1]);

NQ;

R := SquareRoot(NQ);

R;

de�ne um vetor linha da matriz C (no exemplo é o primeiro vetor) e calcula a
norma euclidiana apresentando o resultado na ultima linha do código.

Figura 2.1: Exemplo De Aplicação.
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Agora, com todas as ferramentas necessárias podemos dá inicio a nosso obje-
tivo. Começaremos primeiramente com as desigualdades Diofantinas exponenciais,
e no capítulo seguinte �nalizaremos com uma equação envolvendo soma de potên-
cias de sequencias de Fibonacci.
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Capítulo 3

Inequações Diofantinas

Exponenciais

As desigualdades Diofantinas exponenciais representam um domínio crucial
na teoria dos números, instigando a curiosidade e o fascínio de matemáticos na
busca por soluções inteiras (ou, de forma mais ampla, racionais) para expressões
exponenciais que envolvem variáveis inteiras. Especi�camente, essas desigualdades
são expressas pela forma |ax1 − bx2| < aδx1 , onde a e b são inteiros positivos
prede�nidos, e x1 e x2 são variáveis inteiras. A resolução dessas desigualdades
frequentemente apresenta desa�os consideráveis dado à natureza exponencial das
expressões envolvidas.

Essas desigualdades possuem amplas aplicações em diversas áreas da mate-
mática, abrangendo desde a teoria dos números até a criptogra�a e a otimização
combinatória. Na teoria dos números, por exemplo, a resolução de desigualda-
des Diofantinas exponenciais desempenha um papel essencial na compreensão da
distribuição de números inteiros em sequências exponenciais. Por outro lado, na
criptogra�a, essas desigualdades são fundamentais para garantir a segurança de
sistemas criptográ�cos baseados em reticulados.

Motivados pelo interesse gerado por essas desigualdades, este capítulo é de-
dicado exclusivamente à investigação e abordagem das soluções para este tipo
especí�co de inequação por meio do poderoso algoritmo LLL, com o apoio valioso
do software Magma. Assim, adentramos em uma jornada acadêmica que busca
não apenas compreender, mas também contribuir para o avanço do conhecimento
matemático nesta área desa�adora e estimulante.

Antes de qualquer coisa vejamos inicialmente alguns breves resultados sobre
limites para formas lineares em logaritmo que nos serão essenciais.

37
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3.1 Limites para Formas Lineares em Logaritmo

A teoria das formas lineares em logaritmos é um campo fascinante da matemá-
tica que tem suas raízes na teoria dos números e na análise Diofantina. Esta área
concentra-se no estudo das soluções inteiras de equações lineares em logaritmos,
ou seja, equações da forma a log x+ b log y = c, onde a, b, e c são constantes e x e
y são variáveis inteiras.

O interesse por essas equações surge de sua importância em várias áreas da
matemática aplicada, como a teoria da criptogra�a, a teoria dos números compu-
tacionais e a teoria da informação.

Ao longo do tempo, matemáticos como Lagrange, Legendre, Gauss, Baker e
Birch desenvolveram técnicas poderosas para lidar com estas equações e resolve-
ram vários problemas importantes nesta área. No entanto, ainda existem muitas
questões em aberto e desa�os a serem enfrentados, o que torna a teoria das formas
lineares em logaritmos um campo de pesquisa ativo e em constante evolução.

Nesta subseção apresentaremos alguns lemas essenciais para nosso estudo. Op-
tamos por não citar estes lemas em sua totalidade, uma vez que os aplicamos
exclusivamente a logaritmos de inteiros racionais e coe�cientes racionais. Esses
resultados estabelecem limites para formas lineares em logaritmos no cenário real.

Selecionamos resultados que fornecem constantes completamente explícitas, re-
sultando em limites superiores convenientes para as soluções dos problemas dio-
fantinos que buscamos resolver. É importante ressaltar que, em princípio, nossos
métodos para reduzir esses limites são independentes do tamanho dos próprios
limites.

Para começar seja p1, p2, ..., pn inteiros racionais tal que 2 ≤ p1 < p2 < ... < pn.
Seja também b1, ..., bn ∈ Z e B = max1≤i≤n |bi|. No caso real temos o seguinte
resultado.

Lema 10 (Waldschmidt). Seja o valor não nulo

Λ = b1 · log(p1) + · · ·+ bn · log(pn).

Ponha

Vi = max(1, log pi) i = 1, ..., n;

Ω = V1 · · · Vn;

C1 = 29n+26 · nn+4 · Ω · log(eVn−1);

C2 = C1 · log(eVn).

Então

|Λ| > e−(C1·logB+C2).
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Demonstração. Demonstração desse lema foi feita por Waldschmidt [12].

Lema 11. Seja a ≥ 0, h ≥ 1, b > (e2/h)h, e seja x ∈ R satisfazendo x ≤ a +
b(log x)h. Então

x < (2a1/h + 2b1/h log(hhb))h.

Demonstração. Por (z1 + z2)
1/h ≤ z

1/h
1 + z

1/h
2 , inferimos que

x1/h ≤ a1/h + c log
(
x1/h

)
onde c = hb1/h > e2. De�nindo x1/h = (1 + y)c log c; então y > 0. Agora,

(1 + y)c log c = x1/h ≤ a1/h + c log(1 + y) + c log c+ c log log c

< a1/h + cy + c log c+ c log log c,

logo,
yc(log c− 1) < a1/h + c log log c.

Segue-se, pelo fato de c > e2, que

x1/h = c log c+ yc log c < c log c+
log c

log c− 1
(a1/h + c log log c) < 2(a1/h + c log c).

3.2 Solucionando desigualdades Diofantinas

Sejam então p,< ... < pt números primos, onde t > 2. Seja S o conjunto de
todos os números inteiros positivos compostos apenas por esses primos, assim

S = {px1
1 ...pxt

t : xi ∈ Z, xi ≥ 0} para i = 1, ..., t.

Seja 0 < δ < 1 um número real �xo. Nesta dissertação, estudaremos a seguinte
inequação Diofantina:

|ax1 − bx2| < aδx1

que, para simpli�cação, será generalizada como:

0 < x− y < yδ (3.1)

onde x, y ∈ S. Para uma solução x, y da equação (3.1), os �nitos z ∈ N para os
quais zx, zy também são soluções da equação (3.1) podem ser facilmente encon-
trados. Portanto, podemos assumir que (x, y) = 1. De�nimos

X = max
1≤i≤t

ordpi(xy).
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Em outras palavras, a função X de�ne a maior potência inteira entre os fatores
primos da inequação. Tijdeman demonstrou que existe um número computável c,
dependente apenas de pt, tal que para todos x, y ∈ S com x > y ≥ 3,

x− y >
y

(log y)c
.

Ao considerarmos as soluções da desigualdade (3.1), surge a dúvida inicial
sobre a existência de soluções muito grandes. No entanto, o teorema a seguir
nos esclarece que há um limite superior para as soluções de (3.1) que pode ser
encontrado calculando as constantes C4 e C5.

Teorema 12 (Limites Superiores). Com a notação acima ponhamos,

C4 = 29t+26 · tt+4 ·max

(
1,

1

log p1

)
· log p2 · · · log pt ·

log(e · log pt−1)

1− δ

C5 =
2 log 2

log p1
+ 2C4 log(eC4 log pt).

Então as soluções de (3.1) satisfazem X < C5.

Demonstração. Se y ≤ x/2, então

2y ≤ x ⇒ y ≤ x− y ⇒ y < yδ,

como 0 < δ < 1 temos
y1−δ < 1,

o que contradiz y ≥ 1, logo y > x/2. Coloquemos Λ = log

(
x

y

)
, então dividindo

toda a inequação (3.1) por y

0 < Λ <
x

y
− 1 < y−(1−δ)

e sendo y > x/2

0 < Λ <
x

y
− 1 < y−(1−δ) <

(x
2

)−(1−δ)

⇒ 0 < Λ <
(x
2

)−(1−δ)

como x = max(x, y) ≥ pX1 no obtemos

0 < Λ < 21−δp
−(1−δ)X
1 . (3.2)
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Tomemos agora o Lema 10 de formas lineares em logaritmo, com n = t, q = 2.
Sendo B = X e pi ≥ 3 temos Vi = log pi para i ≥ 2 e o lema nos permite escreve
a seguinte desigualdade

Λ > e−(logX+log(e log pt))C4(1−δ) log p1 .

Combinando com a inequação (3.2) temos

0 < e−(logX+log(e log pt))C4(1−δ) log p1 < Λ < 21−δp
−(1−δ)X
1

e−(logX+log(e log pt))C4(1−δ) log p1 < 21−δp
−(1−δ)X
1

log
(
e−(logX+log(e log pt))C4(1−δ) log p1

)
< log

(
21−δp

−(1−δ)X
1

)
−(logX + log(e log pt))C4(1− δ) log p1 < (1− δ) log 2− (1− δ)X log p1

(1− δ)X log p1 < (1− δ) log 2 + (logX + log(e log pt))C4(1− δ) log p1

X <
(1− δ) log 2 + (logX + log(e log pt))C4(1− δ) log p1

(1− δ) log p1

o que implica

X < C4 log(e log pt) +
log 2

log p1
+ C4 logX.

Usando agora o resultado do Lema 11 com b = C4, h = 1, a = C4 log (e log pt) +
log 2

log p1
e como C4 > e2 temos

X < 2C4 log (e log pt) +
2 log 2

log p1
+ 2C4 log(C4)

X < 2C4 (log (e log pt) + log(C4)) +
2 log 2

log p1
portanto,

X <
2 log 2

log p1
+ 2C4 log(eC4 log pt).

Exemplo 6. Consideremos a seguinte inequação

|2x1 − 3x2| < 2δx1 (3.3)

queremos encontrar um limite superior para suas soluções. Com a notação gene-
ralizada temos y = 2x1 e x = 3x2, assim t = 2, p1 = 2, p2 = 3, escolhemos agora
δ = 9/10 temos

C4 = 250 ·max

(
1,

1

log 2

)
· log 3 · log(e · log 2)

1− 9/10
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C4 = 250 · 1, 44 · 1, 09 · 6, 3 = 1, 11 · 1016

C5 =
2 log 2

log 2
+ 2 · 1, 11 · 1016 log(e1, 11 · 1016 log 3)

C5 = 8, 44 · 1017

assim as soluções da inequação (5) satisfazem X < 8, 44 · 1017.
Exemplo 7. Considere agora uma inequação tal que t = 6 e pi = 2, 3, 5, 7, 11, 13
para i = {1, ..., 6}, escolhemos δ = 1/2 então

C4 = 280 ·max

(
1,

1

log 2

)
· log 3 · log 5 · log 7 · log 11 · log 13 · log(e · log 11)

1− 1/2

C4 = 280 · 1, 44 · 21, 16 · 3, 74 = 1, 37 · 1026

C5 =
2 log 2

log 13
+ 2 · 1, 37 · 1026 log(e1, 37 · 1026 log 13)

C5 = 1, 7 · 1028

logo, as soluções da inequação são menores que 1, 7 · 1028.
Agora que obtivemos um limite superior para as soluções da Equação (3.1),

abordaremos como reduzir esse limite. Para o caso em que t = 2, Gauss demons-
trou que é possível resolver de maneira simples usando apenas frações contínuas.
Portanto, concentraremos nossa atenção nos casos em que t ≥ 3.

Para esses cenários, empregaremos o algoritmo de redução de base LLL para
diminuir o limite superior e encontrar todas as soluções da inequação (3.1). Supo-
nha que x, y seja uma solução de (3.1). De�niremos xi = ordi(x/y) para i = 1, ..., t,
e X = max1≤i≤t |xi|. Seja C um limite superior para X, por exemplo, C = C5.
Escolheremos constantes positivas γ ∈ Z, C0 ∈ R, e de�niremos

θi = [γC0 log pi] i = 1, ..., t

Considere agora o reticulado Γ ⊆ Zt, gerado pelos vetores coluna da matriz

A =


γ . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . γ 0
θ1 . . . θt−1 θt


De�na λ = x1θ1 + · · ·+ xtθt. Então,

y =


γ . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . γ 0
θ1 . . . θt−1 θt

 ·


x1
...
...
xt

 =


x1γ
...

xt−1γ
λ

 ∈ Γ
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com essa notação, temos o seguinte lema útil.

Lema 13. Suponha que, para uma solução de (3.1)

|λ| >
t∑

i=1

|xi| (3.4)

então, para i = 1, ..., t temos

|xi| <
log(21−δγC0)− log

(
|λ| −

∑t
i=1 |xi|

)
(1− δ) log pi

(3.5)

Demonstração. Seja

Λ = log

(
x

y

)
=

t∑
i=1

xi log pi

então

|λ− γC0Λ| =

∣∣∣∣∣
t∑

i=1

xi([γC0 log pi]− γC0 log pi)

∣∣∣∣∣ ≤
t∑

i=1

|xi|,

sendo |λ| >
∑t

i=1 |xi| temos

|λ− γC0Λ| ≤
t∑

i=1

|xi|

como |λ| − |γC0Λ| ≤ |λ− γC0Λ| temos

|λ| − |γC0Λ| ≤
t∑

i=1

|xi|

logo,

|Λ| ≥ |λ| −
∑t

i=1 |xi|
γC0

> 0.

Da demonstração do teorema 12 de limites superiores sabemos que

Λ <
(x
2

)−(1−δ)

então
|λ| −

∑t
i=1 |xi|

γC0

<
(x
2

)−(1−δ)

logo,

x < 2|Λ|−1/(1−δ) ≤
(

21−δγC0

|λ| −
∑t

i=1 |xi|

)1/(1−δ)
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dai desde que p
|xi|
i ≤ max(x, y) = x concluímos

|xi| <
log(21−δγC0)− log

(
|λ| −

∑t
i=1 |xi|

)
(1− δ) log pi

(3.6)

Corolário 14. Seja X0 um número positivo tal que

l(Γ) ≥ (4t2 + (t− 1)γ2)1/2X0. (3.7)

então a inequação (3.1) não tem soluções para i = 1, ..., t,

log

(
21−δγC0

tX0

)
(1− δ) log pi

≤ |xi| ≤ X0. (3.8)

Demonstração. Como x ̸= y temos y ̸= 0. Suponha agora que para todo i tenha-
mos |xi| ≤ X0, então

l(Γ)2 ≤ |y|2 = γ2

t−1∑
i=1

x2
i + λ2 ≤ (t− 1)γ2X2

0 + λ2

⇒ l(Γ)2 ≤ (t− 1)γ2X2
0 + λ2.

segue agora da demonstração do teorema 12 que

λ2 ≥ l(Γ)2 − (t− 1)γ2X2
0 ≥ 4t2X2

0 ,

o que nos infere

|λ| −
t∑

i=1

|xi| ≥ 2tX0 − tX0 = tX0.

aplicando agora o lema 13 o resultado segue.

Para encontra um campo viável de busca de soluções da equação (3.1) usa-
mos o corolário 14 para ajusta o limite superior C5 e consequentemente reduzir X
da seguinte maneira: Selecionamos C0, ligeiramente maior que (tC5)

t. Se C0 for
substancialmente grande, o erro de arredondamento será insigni�cante em com-
paração com Ci, tornando seguro assumir γ = 1. O parâmetro γ é empregado
para manter o "erro de arredondamento"|γC0 log pi − θi| relativamente reduzido.
Calculamos os valores dos inteiros θi com precisão e montamos a matriz base do
reticulado Γ gerado pelo vetores colunas. Aplicamos a redução LLL nesta matriz
para conseguimos obter um limite inferior para l(Γ) usando o lema 9. Podemos
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antecipar que esse limite será da ordem de (det(Γ))
1
t e aproximadamente γtC0.

Consequentemente, podemos prever que

l(Γ) ≥ (4t2 + (t− 1)γ2)1/2X0

será válido com X0 = C5, caso contrário, devemos tentar um C0 mais elevado. Se
a desigualdade acima for con�rmada, então pelo corolário 14,

|xi| ≤
log

(
21−δγC0

tX0

)
(1− δ) log pi

oferece limites para |xi| e, por conseguinte, para X, na ordem de log(C0/C5), que
é da ordem de logC5. Assim a redução do limite superior é, de fato, substancial.
Observe que lema 13 é mais preciso do que o seu corolário e, portanto, mais
apropriado para reduzir á um limite pequeno de C5.

Agora, procedemos com detalhes.

Exemplo 8. Considere a seguinte inequação

0 < x− y < y1/2 (3.9)

para t = 3, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 e δ = 1/2, de outra maneira, iremos encontrar
todas as soluções de todas as desigualdades do tipo (3.9) formadas por x, y ∈ S =
{2x1 ·3x2 ·5x3 : xi ∈ Z, xi ≥ 0 para i = (1, 2, 3)}. Inicialmente usando o Teorema
12 temos,

C4 = 253 · 37 ·max

(
1,

1

log 2

)
· log 3 · log 5 · log(e · log 3)

1− 1/2

C4 = 1, 09 · 1020

C5 =
2 log 2

log 2
+ 2 · 1, 09 · 1020 log(e · 1, 09 · 1020 log 5)

C5 = 1, 04 · 1022,
ou seja, as soluções de (3.9) satisfazem X < 1, 04 · 1022. Nosso objetivo agora e
reduzir esse limite para encontrar todas as soluções. Começamos fazendo C0 =
10400 e como este valor é grande podemos tomar γ = 1, calculamos então os
coe�cientes θi,

θ1 = 10400 · log 2
θ2 = 10400 · log 3
θ3 = 10400 · log 5
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assim a matriz base do reticulado Γ é

B′ =

 1 0 0
0 1 0

10400 · log 2 10400 · log 3 10400 · log 5

 .

Para aplicar o LLL via software Magma escrevemos a matriz da seguinte maneira

B =

 1 0 10400 · log 2
0 1 10400 · log 3
0 0 10400 · log 5

 .

Aplicamos agora o LLL em B usando o software Magma temos os seguintes resul-
tados

Figura 3.1: De�nição da matriz e do reticulado.
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Figura 3.2: Aplicação do LLL, retransposição da matriz e calculo da norma do 1º
vetor.

Temos assim, que a norma do primeiro vetor satisfaz

|c1| ≥ 2, 66 · 1046.
Usando o lema 9 obtemos a seguinte estimativa para a menor norma de um vetor
não nulo do reticulado Γ

l(Γ) ≥ 2−1 · 2, 66 · 1046,
veri�camos agora se a desigualdade (3.7) é válida para X0 = C5 = 1, 04 · 1022

l(Γ) ≥
√
38 · 1, 04 · 1022,

o que de fato acontece pois

l(Γ) ≥ 2−1 · 2, 66 · 1046 ≥
√
38 · 1, 04 · 1022.

Assim usando o corolário 14 obtemos o seguinte limite para as soluções de (3.9)
(Lembrando que γ = 1, δ = 1/2, X0 = C5)

|xi| ≤
log

(
21/210400

3 · 1, 04 · 1022

)
(1/2) log 2
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|xi| ≤ 2509.

Veja que conseguimos reduzir bastante o campo para as soluções de (3.9) isso é
possível pois o corolário 14 garante que se o comprimento do menor vetor do
reticulado Γ satisfaz (3.7) então as soluções da nossa desigualdade satisfazem (3.8).
Vamos repetir este processo. Fazemos agora C5 = 2509 e tomemos C0 = 1050 ainda
com γ = 1. Então temos

B =

 1 0 1050 · log 2
0 1 1050 · log 3
0 0 1050 · log 5

 .

aplicando o LLL no Magma

Figura 3.3: De�nição do reticulado, aplicação do LLL e Norma do primeiro vetor.

conseguimos obter que
|c1| ≥ 1, 86 · 1015
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assim pelo lema 9 temos a seguinte estimativa para o comprimento do menor vetor
do reticulado

l(Γ) ≥ 2−1 · 1, 86 · 1015.
Pela desigualdade (3.7) devemos ter l(Γ) ≥

√
38 ·2509, o que se dá de fato. Assim,

conseguimos reduzir o limite das soluções de (3.9) para

|xi| ≤
log

(
21/21050

3 · 2509

)
(1/2) log 2

⇒ |xi| ≤ 307

em particular temos

|x1| ≤ 307, |x2| ≤ 193, |x3| ≤ 132.

Vamos escolher agora C0 = 1030 e tomemos γ = 105, lembremos que agora C5 =
307, dai

B =

 1 0 105 · 1030 · log 2
0 1 105 · 1030 · log 3
0 0 105 · 1030 · log 5

 .

então

Figura 3.4: De�nição do reticulado, aplicação do LLL e Norma do primeiro vetor.
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assim temos
|c1| ≥ 4, 23 · 1011

pela estimativa
l(Γ) ≥ 2, 11 · 1011.

Pela desigualdade (3.7) devemos ter l(Γ) ≥ 4, 34·107, e vemos que esta é satisfeita.
Assim, com o corolário 14 conseguimos reduzir o limite das soluções de (3.9) para

|xi| ≤
log

(
21/2 · 105 · 1030

3 · 307

)
(1/2) log 2

⇒ |xi| ≤ 213

em particular,
|x1| ≤ 213, |x2| ≤ 134, |x3| ≤ 92.

Façamos mais uma tentativa, dessa vez reduzimos C0 para C0 = 1020 e tomemos
γ = 105, lembremos que agora C5 = 213, dai

B =

 1 0 105 · 1020 · log 2
0 1 105 · 1020 · log 3
0 0 105 · 1020 · log 5

 .

então (Observe que na �gura 3.5 mudei a estrutura de contrução da matriz, usei
a função Round para arredondar os resultados para o inteiro mais próximo.)

Figura 3.5: De�nição do reticulado, aplicação do LLL e Norma do primeiro vetor.
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segue então que
|c1| ≥ 3, 63 · 108

e assim a estimativa satisfaz

1, 81 · 108 ≥ 3, 01 · 107,

portanto os novos limites para as soluções de (3.9) são dados por

|xi| ≤
log

(
21/2 · 105 · 1020

3 · 213

)
(1/2) log 2

|x1| ≤ 148, |x2| ≤ 93, |x3| ≤ 63.

A partir de agora poderíamos diminuir mais o valor de C0, no entanto, precisaría-
mos de um γ maior para garantir o erro de arredondamento continue sob controle,
mas assim a condição de redução (3.7) não seria satisfeita. Por outro lado se
deixássemos γ com o mesmo valor, para garantir que (3.7) seja satisfeita, a dimi-
nuição em C0 seria insigni�cante e fútil diante do trabalho, tornando o processo
inviável.

Nossa melhor alternativa para re�nar o campo de soluções da nossa desigual-
dade é usar o lema 13 que é mais forte que seu corolário 14. Primeiramente
observe que o campo de soluções e tal que |xi| < 148, então é razoável estimar que
para alguma solução de (3.9) tenhamos

5 · 1020 >
3∑

i=1

|xi|

dai |λ| > 5 · 1020, e por (3.6)

|xi| <
log(21/21051020)− log (5 · 1020 − 304)

(1/2) log pi

⇒ |x1| < 29, |x2| < 18, |x3| < 12.

Com esse resultado, estabelecemos um limite superior para as variáveis que são so-
luções da Equação (3.9), o que reduz signi�cativamente nosso trabalho. Agora, va-
mos detalhar cada possibilidade de inequação e suas soluções por meio do Magma.
Informamos que as possibilidades que resultarem em um conjunto de soluções vazio
não serão apresentadas. Além disso, devido à praticidade do Magma, aumentare-
mos o escopo de busca por soluções.

Aqui, a critério de simplicidade, denotaremos as variáveis x1, x2, x3 por x, y, z
respectivamente. As possibilidades de desigualdades são:
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1. 0 < 2x3y − 5z < 5z/2.

2. 0 < 2x3y − 2x5z < 2x/25z/2.

3. 0 < 2x3y − 3y5z < 3y/25z/2.

4. 0 < 2x5z − 3y < 3y/2.

5. 0 < 2x5z − 3y5z < 3y/25z/2.

6. 0 < 3y5z − 2x < 2x/2.

7. 0 < 3y5z − 2x5z < 2x/25z/2.

8. 0 < 3y5z − 2x3y < 2x/23y/2.

9. 0 < 2x − 3y5z < 3y/25z/2.

10. 0 < 3y − 2x5z < 2x/25z/2.

11. 0 < 5z − 2x3y < 2x/23y/2.

Suas respectivas soluções são,

Figura 3.6: Soluções de 1
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Figura 3.7: Soluções de 2

Figura 3.8: Soluções de 3
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Figura 3.9: Soluções de 4

Figura 3.10: Soluções de 5
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Figura 3.11: Soluções de 6

Figura 3.12: Soluções de 7
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Figura 3.13: Soluções de 8

Figura 3.14: Soluções de 9
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Figura 3.15: Soluções de 10

Figura 3.16: Soluções de 11
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Portanto, concluímos que a seguinte inequação

0 < x− y < y1/2 (3.10)

para t = 3, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 e δ = 1/2, onde x, y ∈ S = {2x1 · 3x2 · 5x3 : xi ∈
Z, xi ≥ 0, i = (1, 2, 3)} com (x, y) = 1 possui um total de 42 soluções. As quais
satisfazem

ord2(xy) ≤ 15, ord3(xy) ≤ 8, ord5(xy) ≤ 6.

Outro caso interessante foi o apresentado por Weger com o seguinte teorema:

Teorema 15 (Weger). A inequação Diofantina

0 < x− y < y1/2

com x, y ∈ S = {2x1 · · · 13x6 : xi ∈ Z, xi ≥ 0, i = (1, 2, 3)} com (x, y) = 1 tem
exatamente 605 soluções. Dentre elas, 517 satisfazem

ord2(xy) ≤ 19, ord3(xy) ≤ 12, ord5(xy) ≤ 8,

ord7(xy) ≤ 7, ord11(xy) ≤ 5, ord13(xy) ≤ 5.



Capítulo 4

Equações com Soma de Potências de

Números Consecutivos de Fibonacci

As equações cujas soluções pertencem ao conjunto dos números inteiros são
conhecidas como equações Diofantinas. Ao longo da história, muitos estudiosos da
Teoria dos Números têm se dedicado a essa área de pesquisa. Entre as equações
mais notáveis estão as equações de Pell, as equações pitagóricas e, possivelmente
a mais famosa delas, a equação do Último Teorema de Fermat.

Este capítulo se concentra em uma situação particular de equações Diofanti-
nas: Uma equação Diofantina exponencial relacionada a renomada sequência de
Fibonacci e suas generalizações. Para realizar esta análise, faremos uso de métodos
baseados em formas lineares em logaritmos para restringir as variáveis na equação,
o Algoritmo LLL para diminuir o limite destas variáveis, juntamente com uma
série de lemas e teoremas apresentados, e o software Magma para automatizar os
cálculos extensos.

Vamos entender nosso problema. A sequência de Fibonacci constituí uma série
de números comumente encontrada em diversas áreas da matemática e ciências
aplicadas. Ela é de�nida por uma relação de recorrência simples, que pode ser
expressa da seguinte forma:

F (n) =


0 se n = 0

1 se n = 1

F (n− 1) + F (n− 2) se n > 1

Essa de�nição resulta em uma sequência de números denominada sequência de
Fibonacci, denotada como {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . }, em que cada termo sub-
sequente é a soma dos dois termos anteriores. De maneira mais simples, vamos
de�nir a sequência de Fibonacci (Fn)n≥0, por

Fn = Fn−1 + Fn−2, onde n ≥ 2,

59
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com F0 = 0 e F1 = 1. Assim, considere agora um número inteiro k ≥ 2. De�-
nimos a sequência de Fibonacci de ordem k-generalizada pela seguinte relação de
recorrência:

F (k)
n = F

(k)
n−1 + . . .+ F

(k)
n−k, ∀n ≥ 2,

onde os k termos iniciais são determinados por F (k)
−(k−2) = F

(k)
−(k−3) = . . . = F

(k)
0 = 0

e F
(k)
1 = 1.
Observa-se que quando k = 2, obtemos a sequência de Fibonacci, cujos primei-

ros termos são:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .

Se k = 3, os termos são chamados de números de Tribonacci, denotados por
F

(3.1)
n = Tn. Veja alguns dos primeiros termos:

0, 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, . . .

Uma das relações intrigantes elaborada com essas sequencias é a seguinte: ao
somarmos os quadrados de números consecutivos da sequência de Fibonacci, ob-
temos novamente um número de Fibonacci, expresso pela identidade

F 2
n + F 2

n+1 = F2n+1.

Inicialmente, os matemáticos Chaves e Marques exploraram equações do tipo
para sequências de Fibonacci k-generalizadas, concluindo que a equação quadrática

(F (k)
n )2 + (F

(k)
n+1)

2 = F (k)
m

não possui solução em inteiros (n,m, k) com n ≥ 2 e k ≥ 3. Em seguida, eles
alcançaram um resultado parcial para a equação mais geral

(F (k)
n )s + (F

(k)
n+1)

s = F (k)
m

sob a condição 3 ≤ k ≤ min{n, log s} para garantir a inexistência de soluções.
Luca e Ruiz determinaram que esta última equação não tem solução em inteiros
(n,m, k, s) com k ≥ 3, n ≥ 2 e s ≥ 2. Em um estudo adicional, Freitas e
colaboradores provaram a inexistência de solução para a equação

(F (k)
n )2 + (F

(k)
n+1)

2 = F (l)
m

em inteiros (n,m, k, l) com 2 ≤ k < l e n ≥ 2.
O objetivo deste capítulo é apresentar o resultado da equação investigada por

Kreutz [6] via Algoritmo LLL e Software Magma,

T s
n + T s

n+1 = Fm
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para inteiros positivos s ≥ 2 e n ≥ 2.
Antes de enunciar o teorema vamos apresenta alguns resultados preliminares,

como teoremas e lemas, que serão fundamentais para as demonstrações subse-
quentes. Optamos por limitar o conteúdo desta subseção, omitindo algumas das
demonstrações dos resultados aqui apresentados, a �m de manter o foco em nosso
objetivo principal. Estes resultados veem da tese de doutorado de Kreutz [6], onde
o leitor pode encontrar as demonstrações.

4.1 Preliminares

Teorema 16 (Kreutz). Seja (n,m, k, l, s) solução da equação Diofantina

(F (k)
n )s + (F

(k)
n+1)

s = F (l)
m

como n,m ≥ 2, k > l ≥ 2, s ≥ 3 inteiros. Então,

s < 8, 11 · 10210k100(log k)43,

n < 1, 49 · 1039k2(log k)8,

s < 1, 97 · 10230k110(log k)47.

Teorema 17 (Matveev). Seja K um corpo de números de grau D sobre Q, sejam
γ1, . . . , γt números reais positivos de K, e sejam b1, . . . , bt números inteiros. Su-
ponha B ≥ max{|b1|, . . . , |bt|}, e considere Λ := γb1

1 · . . . · γbt
t − 1. Sejam A1, . . . , At

números reais tais que

Ai ≥ max{Dh(γi), | log γi|, (0.16)}, i = 1, . . . , t.

Então, assumindo que Λ ̸= 0, temos

|Λ| > exp
(
−1.4 · 30t+3 · t4.5 ·D2(1 + logD)(1 + logB) · A1 · · ·At

)
.

Lema 18. Para todo k ≥ 2 temos

αn−2 ≤ F (k)
n ≤ αn−1,

para todo n ≥ 1.

Demonstração. Para n = 1 temos 1
α
≤ F

(k)
1 = 1 ≤ α0 = 1. Vamos provar por

indução em n ≥ 2 para um k ≥ 2 dado. Observe que para 2 ≤ n ≤ k + 1 temos
por Kreutz [6, lema 1.3],

F (k)
n = 2n−2
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. Como α < 2, a desigualdade αn−2 ≤ F
(k)
n segue diretamente. Para a outra

desigualdade, observe que como α > 2(1 − 2−k), é su�ciente provar que 2n−1(1 −
2−k)n−1 ≥ 2n−2, ou seja, (1−2−k)n−1 > 1

2
. No entanto, vale que (1−x)n > 1−nx,

para todo n > 1 e x > 0, daí

(1− 2−k)n−1 > 1− (n− 1) · 2−k ≥ 1− k

2k
≥ 1− 1

2
=

1

2
,

onde usamos os fatos que n ≤ k + 1 e 2k−1 ≥ k. Suponha então que o resultado
seja verdadeiro para todo inteiro menor que n ≥ k + 2, logo

αn−3 ≤ F
(k)
n−1 ≤ αn−2

αn−4 ≤ F
(k)
n−2 ≤ αn−3

...
αn−k−2 ≤ F

(k)
n−k ≤ αn−k−1

Somando as desigualdades da hipótese de indução acima temos

αn−3 + αn−4 + · · ·+ αn−k−2 ≤ F (k)
n ≤ αn−2 + αn−3 + · · ·+ αn−k−1

αn−k−2(αk−1 + αk−2 + · · ·+ α + 1) ≤ F (k)
n ≤ αn−k−1(αk−1 + αk−2 + · · ·+ α + 1)

αn−k−2αk ≤ F (k)
n ≤ αn−k−1αk

αn−2 ≤ F (k)
n ≤ αn−1,

pois αk = αk−1 + αk−2 + · · ·+ α + 1, o que completa a demonstração.

Lema 19. Se A ≥ 3 e y
log y

< A, então y < 2A logA.

Demonstração. Como a função f(y) = y
log y

é crescente para y > e, suponha, por
absurdo, que y ≥ 2A logA. Daí,

y

log y
≥ 2A logA

log(2A logA)
>

2A logA

2 logA
= A,

onde usamos o fato de que para A ≥ 3, 2 logA < A e, portanto, log(2A logA) <
logA2 = 2 logA. Mas isso contradiz a hipótese y/ log y < A.

Proposição 20. Sejam X1, X2, . . . , Xn inteiros positivos. Sejam

Q =
n−1∑
i=1

X2
i
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e

T =
1 +

∑n
i=1Xi

2
.

e assuma que d(Λ, y)2 ≥ T 2 + Q. Se xi ∈ Z são tais que |xi| ≤ Xi para todo
1 ≤ i ≤ n, então ∣∣∣∣∣α0 +

n∑
i=1

xiαi

∣∣∣∣∣ ≥
√
d(Λ, y)2 −Q− T

C
,

ou x1 = . . . = xn−1 = 0 e xn = −
⌈

Cα0

Cαn

⌋
, onde d(Λ, y) é a distância de y à rede:

d(Λ, y) = min
x∈Λ

|x− y|.

Lema 21. (a) Para qualquer vetor não nulo x ∈ Λ, temos d(Λ) ≥ |b1|
c1
, onde

c1 = max1≤i≤n
|b1|
|b∗i |

.

(b) Considere y /∈ Λ e escreva y =
∑n

i=1 yibi, onde {b1, . . . , bn} é a base reduzida
de Λ, e seja i0 o maior índice tal que ||yi|| ̸= 0. Então, para todo x ∈ Λ

temos |x−y| ≥ ||yi0||
|b1|
c1
, onde ||·|| é a distância para o inteiro mais próximo.

Lema 22 (Dujella e Petho). Seja M um inteiro positivo e p
q
um convergente da

fração continua do irracional γ tal que q > 6M e seja µ um número real. Seja
ϵ = kµ|q −Mkγ|, onde | · | ´e a distância até o inteiro mais próximo. Se ϵ > 0,
então não existe solução para 0 < mγ − n+ µ < A ·B−k em inteiros positivos m,
n e k com m ≤ M e k ≥ log(Aq/ϵ)

logB
.

Lema 23 (Kreutz). Seja α a raiz dominante do polinômio característico associado

a F
(k)
n e β a raiz associada a F

(l)
m . Considere β < α e a seguinte forma linear

Λ = fl(β)β
m−1fk(α)

−sα−ns − 1, então

|Λ| =<
4

1, 32n
+

1

1, 32s
<

5

1, 32t

onde t = min{n, s}.

Lema 24. Se A ≥ 3 e y
log2 y

< A, então y < 16A log2A.

Demonstração. Como a função f(y) = y
log2 y

é crescente para y > e2, suponha, por

absurdo, que y ≥ 16A log2A. Daí,

y

log2 y
≥ 16A log2A

log2(16A log2A)
>

16A log2A

log2(A4)
= A,

onde usamos o fato de que paraA ≥ 3, 16 log2A < A3 e portanto log2(16A log2A) <
log2(A4) = 4 log2A. Mas isso contradiz a hipótese y

log2 y
< A.
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4.2 Equação com potências de Fibonacci

Considere o n-ésimo número de Fibonacci Fn e o n-ésimo número de Tribonacci
F

(3)
n = Tn. Nesse contexto, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 25. Se (s, n,m) é solução para a equação

T s
n + T s

n+1 = Fm

com s ≥ 2 e n ≥ 2, então (s, n,m) = (2, 2, 5).

A estratégia da demonstração deste teorema é a seguinte: Faremos uso de
formas lineares em logaritmo em conjunto com o teorema 17 para estabelecer
limites superiores e, em seguida, aplicaremos o algoritmo LLL em conjunto com o
lema 21 para reduzir esses limites e encontra um campo viável de busca de soluções.

Demonstração. Usando diretamente o teorema 16 temos

s < 2, 39 · 10260,

n < 9, 93 · 1049,

m < 4, 99 · 10284.

Considere α a raiz dominante do polinômio característico associado a Tn e β a raiz
associada a Fm. Naturalmente sabemos que α > β. Usando o lema 18 temos

βm−1 ≥ Fm = (Tn)
s + (Tn+1)

s (4.1)

≥ α(n−2)s + α(n−1)s = α(n−2)s(1 + αs) (4.2)

> α(n−2)s+s = α(n−1)s > β(n−1)s (4.3)

assim conseguimos m− 1 > (n− 1)s. Por outro lado, como
√
2 < β < α < 2,

(
√
2)m−2 < βm−2 ≤ Fm = (Tn)

s + (Fn+1)
s (4.4)

≤ αα(n−1)s + αns = ααns(α−s + 1) (4.5)

< αns · α = αns+1 < 2ns+1 (4.6)

Obtendo assim m−2
2

< ns+1. Como resultado, chegamos à seguinte inequação
envolvendo m, n e s:

(n− 1)s+ 1 < m < 2(ns+ 2). (4.7)

Agora, pela fórmula de Binet para sequência de Fibonacci K-generalizada escreve-
mos

Tn = f3(α)α
n−1 + E3(n)
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Fm = f2(β)β
m−1 + E2(m),

ainda, obtemos do lema 23,

|Λ1| = |f2(β)βm−1f3(α)
−sα−ns − 1| < 4

1, 32n
+

1

1, 32s

|Λ1| = |f2(β)βm−1f3(α)
−sα−ns − 1| < 5

1, 32t
(4.8)

com t = min{n, s}. Temos Λ1 ̸= 0, e para γ1 = f2(β), γ2 = β, γ3 = f3(α), γ4 = α,
b1 = 1, b2 = m− 1, b3 = −s, e b4 = −ns, de acordo com o Teorema 17, temos que

|Λ1| > exp(−1.02× 1019 log(ns)).

Portanto,
t < 3.68× 1019 log(ns).

Vamos dividir em dois casos: quando n é o mínimo e quando s é o mínimo.
Se n ≤ s, então temos:

n < 3.68× 1019 log(ns). (4.9)

Considere agora a expressão linear em logaritmos dada por:

|Λ2| = |f2(β)βm−1T−s
n+1 − 1| < 2

1.65s
. (4.10)

Pelo mesmo raciocínio utilizado anteriormente, concluímos que Λ1 ̸= 0, e por-
tanto podemos aplicar o Teorema 17, com:

γ1 = f2(β),

γ2 = β,

γ3 = Tn+1,

b1 = 1,

b2 = m− 1,

b3 = −s.

Portanto,
|Λ2| > exp(−1.04× 1016n log(ns)).

Segue que,
s < 2.08× 1016n log(ns).

Usando o fato de que n ≤ s, segue que

s < 4.16× 1016n log s.
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Assim, pelo lema 19
s < 3.33× 1018n log n. (4.11)

Utilizando esta inequação em (4.9), segue que

n < 3.68× 1019 log
(
3.33× 1018n2 log n

)
,

e pelo lema 19 , temos
n < 5.4× 1021.

Retornando à inequação (4.11), temos s < 9×1041 em < 2(ns+2) < 9.73×1063.
Agora nosso objetivo é diminuir esses limites utilizando o algoritmo LLL. Pri-

meiramente, vamos examinar a expressão linear:

Γ = log f2(β) + (m− 1) log β − s log f3(α)− ns logα.

Se Γ > 0, então temos 0 < Γ < eΓ − 1 < 5
(1,32)n

. Se Γ < 0, então temos que

|eΓ−1| < 1
2
para n ≥ 9 (observe que o caso n < 9 pode ser tratado separadamente).

Assim, para Γ < 0, temos 1− eΓ ≤ |eΓ − 1| < 1
2
e, portanto, e|Γ| = 1

eΓ
< 2. Logo,

0 < |Γ| < e|Γ||eΓ − 1| < 10

(1, 32)t
.

Para evitar redundâncias desnecessárias, é aconselhável ponderar Γ > 0.
Com a notação na proposição 20, considere:

|x1| = |m− 1| ≤ 9, 73 · 1063 = X1

|x2| = |s| ≤ 9 · 1041 = X2

|x3| = |ns| ≤ 4., 86 · 1063 = X3

Agora escolhemos uma constante C ≥ X3, tal que X = max{|X1|, |X2|, |X3|}.
Tomemos C := 10200 . Sendo ⌈x⌋ o inteiro mais próximo de x e α, β, respecti-
vamente, as raizes dominantes dos polinômios característicos associados a Tn, Fm

considere agora a matriz

B =

 1 0 0
0 1 0

⌈10200 log β⌋ ⌈10200 log f3(α)⌋ ⌈10200 logα⌋


Com a ajuda do software Magma, computamos a base reduzida pelo LLL:
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Figura 4.1

Com o vetores {v1, v2, v3} encontrados da base LLL-reduzida, buscamos os
vetores {b∗1, b∗2, b∗3} da base Gram-Schmidt associados:

Figura 4.2
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E assim calculamos

|v1|
|b∗1|

= 1,
|v1|
|b∗2|

≤ 0.37,
|v1|
|b∗3|

≤ 0.08

Seguindo o lema 21, podemos escolher c1 := 1.
Agora considere y = (0, 0,−⌈10200 log f2(β)⌋). Para utilizarmos o lema 21,

precisamos escrever y na base {v1, v2, v3}, por exemplo,

y = y1v1 + y2v2 + y3v3

e encontrar o maior índice i, com i ∈ {1, 2, 3}, tal que yi /∈ Z, e então calculamos
a distância até o inteiro mais próximo, denotado por |yi|, obtendo |y3| > 0.062.
Assim, pelo lema 21, temos

d(Λ, y) ≥ 0.062 · |v1|
1

> 7.316× 1064.

Por �m, veri�camos a condição d(Λ, y)2 > T 2 +Q, para T e Q como de�nidos
na proposição 20 e obtemos

|Γ| ≥
√

d(Λ, y)2 −Q− T

C
> 6.5× 10−136.

Comparando com (4.8), e usando que n ≤ s, obtemos n ≤ 1126. Daí, s <
2.64× 1022 e m < 5.95× 1025.

Repetindo o processo por mais duas vezes (na primeira vez com C := 1085 e
na segunda com C := 1080) obtemos

n ≤ 456, s < 9.3× 1021 e m < 8.5× 1024.

Usar esse argumento mais vezes não nos dará melhores limitantes, por isso,
agora atacaremos a forma linear dada em (4.10).

Neste caso, temos Λ2 = eΓ2−1 > 0, e portanto

0 < Γ2 < eΓ2 − 1 <
2

1.65s
,

com
Γ2 = (m− 1) log β − s log Tn+1 + log f2(β).

Dividindo por log Tn+1, segue que

0 <
(m− 1) log β

log Tn+1

− s+
log f2(β)

log Tn+1

<
2

log 2
· 1.65−s.
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Usaremos o método de redução dado pelo lema 22, onde

γn =
log β

log Tn+1

é irracional,

µn =
log f2(β)

log Tn+1

, A =
2

log 2
e B = 1.65.

Também, com os limitantes obtidos anteriormente, temos M := 8.5× 1024.
Agora considere qn,r o denominador do r-ésimo convergente da fração contínua

associada a γn, obtemos:

min
2≤n≤456

qn,80 > 6M e q = max
2≤n≤456

qn,80 < 9.2× 1054.

Ainda, com ϵn := ∥µnqn,80∥ −M∥γnqn,80∥, temos

ϵ = min
2≤n≤456

ϵn > 0.0067.

Pelo lema 22, segue que

s <
log(Aq/ϵ)

logB
< 265.

Portanto, como estamos com n ≤ s, segue que n < 265 e m < 2(ns + 2) <
140454.

Seja agora s < n
Neste caso, s < 3.68× 1019 log(ns), e usando que s < n temos

s < 7.36× 1019 log n. (4.12)

Considere agora a forma linear

|Λ3| = |f2(β)βm−1f3(α)
−sα−(n−1)s(1 + αs)−1 − 1| < 3

1.32n
. (4.13)

Podemos escolher então A5 := 11s. Dai, obtemos pelo Teorema 17:

|Λ3| > exp(−1.52× 1021s log(ns)),

assim,
n < 5.48× 1021s log(ns) (4.14)

e portanto, utilizando s < n em conjunto com (4.12), segue que

n < 8.07× 1041 log2 n.
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Logo, pelo lema 24 , n < 1.21 × 1047 e, de (4.12), s < 7.98 × 1021. Assim,
obtemos de (4.7) m < 1.94 × 1069. Como feito anteriormente, usaremos agora o
algoritmo LLL com a forma linear:

0 < log f2(β) + (m− 1) log β − s log f3(α)− ns logα <
5

1.32s
.

Considere
|X1| = 1.94× 1069

|X2| = 7.98× 1021

|X3| = 9.66× 1068

Escolha C := 10220. Então, após os cálculos do Magma:

|Γ| ≥
√
6.95× 10143 − 3.77× 10138 − 1.46× 1069

10220
> 8.3× 10−149.

Obtendo assim, s < 1233. Como n < 5.48× 1021s log(ns), temos n < 4.63× 1026

e m < 1.15× 1030. Repetindo o processo, obtemos s ≤ 567 e daí n < 2.08× 1026

e m < 2.36× 1029.
Considere agora a forma linear dada por

Γ = log f2(β)− log(1 + αs) + (m− 1) log β − s log f3(α)− (n− 1)s logα.

Podemos considerar Γ > 0, pois o caso Γ < 0 é análogo. Assim, pela desigualdade
(4.13), temos

0 < Γ < eΓ − 1 = Λ3 <
3

1.32n
. (4.15)

Assim, considere:

|x1| = |m− 1| ≤ 2.36× 1029 = X1

|x2| = |s| ≤ 567 = X2

|x3| = |(n− 1)s| ≤ 1.18× 1029 = X3.

Devemos escolher uma constante C ≥ X3, onde X = max{|X1|, |X2|, |X3|}. Seja,
C := 10100.

Considere agora a matriz

B =

 1 0 0
0 1 0

⌈(10100 log β)⌋ ⌈(10100 log f3(α))⌋ ⌈(10100 logα)⌋
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onde ⌈x⌉ é o inteiro mais próximo de x. Agora aplicamos o algoritmo LLL a matriz
acima e atravez do software Magma computamos a base LLL-reduzida:

Figura 4.3

Para os vetores encontrados {v1, v2, v3} da base LLL-reduzida, encontramos os
vetores da base de Gram-Schmidt associados {b∗1, b∗2, b∗3}

Figura 4.4
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e então obtemos
|v1|
|b∗2|

< 0, 61,
|v1|
|b∗3|

< 0, 01.

Pelo lema 21, podemos escolher c1 := 1. Considere agora y(s) = (0, 0, ⌈10100(log f2(β)−
log(1 + αs))⌋). Para aplicarmos o lema 21, precisamos expressar y(s) na base
{v1, v2, v3}, por exemplo,

y(s) = y1(s)v1 + y2(s)v2 + y3(s)v3,

para todo 2 ≤ s ≤ 567, e encontrar o maior índice i, i ∈ {1, 2, 3} tal que yi(s) /∈ Z,
e então, calcular a distância até o inteiro mais próximo, denotado por ∥yi(s)∥. Ao
fazer isso, obtemos

min
2≤s≤567

∥yi(s)∥ > 0.0011926103.

Assim, pelo lema 21, temos

d(Λ, y) ≥ ∥yi(s)∥ ·
|v1|
c1

> 0.0011926103 · 1.31× 1033 > 1.56× 1030.

Por �m, veri�camos a condição d(Λ, y)2 > T 2 +Q, para T e Q conforme de�nidos
na proposição 20, e obtemos

|Γ| ≥
√

d(Λ, y)2 −Q− T

C
> 1.36× 10−70.

Ao comparar com (4.15), temos n ≤ 583, resultando em m < 658794.
Repetindo o processo para a mesma forma linear Γ, com

|x1| = |m− 1| ≤ 658794 = X1

|x2| = |s| ≤ 567 = X2

|x3| = |(n− 1)s| ≤ 329395 = X3

e considerando C := 1030, obtemos

|Γ| > 4.1× 10−23.

Comparando com (4.15), temos n < 189, e portanto m < 213574. Podemos repetir
o processo mais uma vez e obter n < 174. Repetir o processo outras vezes não
nos dará limitantes melhores. Concluindo neste caso, como s < n, temos também
s < 174, resultando em m < 60556. .

Portanto, em qualquer caso, resta usar o Magma para procurar as soluções com

2 ≤ s ≤ 265, 2 ≤ n ≤ 265 e (n− 1)s+ 1 < m < 2(ns+ 2).

Após alguns dias de cálculo computacional, o Magma retorna como única so-
lução (s, n,m) = (2, 2, 5).
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