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Resumo

Neste trabalho, investigamos a existéncia e regularidade de solu¢do para uma equacao eliptica
semilinear com ndo linearidade singular, seguindo os estudos de Lucio Boccardo e Luigi

Orsina em [3]. Tal problema € dado por:

—div(M(x)Vu) = &;C), em Q
u

u>0, em Q

u=>0, em dQ

onde Q é um subconjunto de R" limitado de classe C,N>2, f:Q—sRéuma funcao
pertencente a algum Espaco de Lebesgue, ¥ > 0 e M € uma matriz eliptica limitada.

Palavras-chave: Equacdo eliptica semilinear. Regularidade. Singularidade.






Abstract

In this work, we investigate the existence and regularity of solutions for a semilinear elliptic
equation with singular nonlinearity, following the studies of Lucio Boccardo and Luigi Orsina
in [3]. This problem is given by:

—div(M(x)Vu) = &;C), in Q

u
u>0, in Q
u=>0, on dQ

where Q is a bounded subset of RY of class C 1, N >2, f:Q — Ris a function belonging
to some Lebesgue Space, ¥ > 0 and M is a bounded elliptic matrix.

Keywords: Semilinear elliptic equation. Regularity. Singularity.
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Notacoes

Espac¢o dos nimeros reais positivos.

Espaco euclidiano N-dimensional.

Bola aberta de centro x e raio r.

Subconjunto aberto limitado de RY.

Fecho do conjunto Q C RY.

Qco

O conjunto das funcdes testes.

O conjunto das distribui¢des.

Fronteira do conjunto Q@ C R,

Convergéncia.

Convergéncia fraca.

Convergéncia fraca estrela.

Imersao continua.

Para quase todo ponto x € Q.

Espaco das fungdes de classe C'em Q.

Espago das funcdes de classe C* de suporte compacto contido em Q.
Espaco de Sobolev.

Fecho de C°(Q) com repeito a norma de W57 (Q).
Espaco das fun¢des localmente integraveis em 2.

N
Produto cartesiano dos LP(Q)’s, ou seja, (L”(Q))N = HLP(Q).
i=1



xii

Notagoes

du/dx;
(99T /9x*)(9)

||
IR

[ lwir)
H ) |’W01=1’(Q)
div u
supp u

maxu
Q

Derivada parcial de u com respeito a i-ésima coordenada.
a-ésima derivada de T € D'(Q).

(Qu/dxy, -+ ,du/dxy) parau € W' (Q).

Para u: Q — R;u € WP (Q) é definido como r)flezg({u(x),O}.

Para u: Q — R;u € WHP(Q) é definido como meg({—u(x),O}.
xe

Expoente critico de Sobolev dado por p* = NP;
-p

Norma usual do espaco euclidiano R

Norma usual do espago LP(Q), 1 < p < o

Norma usual do espago W!7(Q).

Norma usual do espago WOI’I9 (Q).

Divergente da fung¢ao u.

Suporte da fun¢do u.
max{u(x) : x € Q}.



Introducao

Nesta dissertacdo, seguindo os estudos de Lucio Boccardo e Luigi Orsina em [3], vamos
investigar a existéncia e regularidade de solu¢do do seguinte problema eliptico semilinear

com nao linearidade singular:

—div(M(x)Vu) = % em Q

u>0 em Q o))
u=>0 em JdQ

em que Q C RY ¢ um aberto limitado de classe C!', N > 2, Y>0,fel™(Q),m>1,eMé
uma matriz eliptica limitada, isto é, existem o, B > 0 tais que:

alEP<M(x)E-E, M(x)|<B VEeRY, qtp.xeQ.

Até onde pudemos verificar, problemas com singularidade similares a (1), foram es-
tudados inicialmente por Stuart em [16] em 1976. Tal problema era definido da seguinte

{ Lu(x) =
u(x) = ¢

sendo L um operador linear de segunda ordem definido em Q um aberto limitado de RY.

forma:

(x,u(x)) paraxe Q
)

f
( parax € dQ

X
Supondo ¢(y) =0 e que
f(x,p) —> +e quandop — O0ex—y, y€IQ
Um ano mais tarde, Crandall, Rabinowitz e Tartar trabalharam em [6], o seguinte pro-

blema de Dirichlet:

Lu=g(x,u) paraxec Q
u(x)=0 parax € dQ
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em que L é um operador linear de segunda ordem e Q C RY é um subconjunto aberto. Neste

caso, supondo que

{ lim g(x,r) = 4o uniformemente parax € Q
r—+oo

g(x,r) é ndo crescente em r € (0, +oo) para x € Q

0s autores provaram a existéncia de solugdo classica u € CZ(Q) NC(Q), em que u > 0 em Q.

Para uma nio linearidade especifica, Lazer e McKenna estudaram em [12] o caso em que

Au(x) + p(x)u(x)""=0 paraxeQ
u=0 para dQ

e garantiram a existéncia de uma unica solu¢do u em C2+°‘(Q) NC(Q),0 < a < 1. Além
disso, mostraram que u € W1?(Q)se y<3eque u ¢ C'(Q) se y> 1.

Posteriormente, um ano antes do artigo de Boccardo e Orsina ser produzido, Arcoya et.
al. publicaram [1], onde estudaram a existéncia e ndo-existéncia de solu¢des ndo negativas

para o seguinte problema:

—div(M (x,u)Vu) + g(x,u)|[Vu|* = f em Q
u=0 em dQ

sendo M uma matriz eliptica limitada cujas entradas sdo fungdes Carathéodory. Além disso,
g € Carathéodory e positiva se a ultima entrada também o for. Consideraram, nesse trabalho,
a g ser singular no s = 0, como por exemplo, g(x,s) = 1/s.

Assim como em [3], o Problema (1) foi divido em trés partes com respeito a ¥, quando é
igual a 1, maior que 1 e menor que 1. Para obter os resultados, consideramos inicialmente
um problema aproximado e garantimos a existéncia de uma tnica solugdo u, positiva, desse
problema, em WO1 ’Z(Q) NL”(Q). Ainda em [3], os autores, ao iniciarem o caso ¥y = 1,
provaram uma estimativa para u, em WOI’Z(Q), passo necessario para passagem do limite no
problema aproximado. No caso ¥ > 1, ndo foi possivel obter solu¢do em WOl ’Z(Q), mas sim
em WILCZ(Q) Assim, foi necessdrio definir o sentido de u = 0 sobre Q.

Quanto a integrabilidade, nos casos Y= 1 e ¥ > 1, foi mostrado que quando f € L™ (Q),
com m > N /2, u pertence a L™(Q) e quando 1 <m < N/2, u estd em L*(Q), no primeiro
caso com s = 2mN /(N —2m) e no segundo caso com s = Nm(y+1)/(N —2m). Para o
caso ¥ < 1, Boccardo e Orsina provaram uma estimativa para u, em WO1 ’Z(Q) quando o
dado é colocado em L™(Q), com m = [2*/(1 — y)]’, na intencdo de fazer a passagem do

limite para mostrar a existéncia de solu¢do de (1). Logo apds, estudaram a regularidade da
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solucdo quando m > [2* /(1 —y)]’. Foi feita uma observagio, durante o texto, que quando
m > [2*/(1—7)]’, a prova da existéncia de solugdo de (1) seria através de minimizacdo de
um funcional. Isso nos motivou a mostrar que quando m estd nesse intervalo, a solucdo u de

(1) € o minimo para o funcional explicito:
1 1
J(v) = —/ M(x)Vyv-Vy— —/ T ve WOI’Z(Q). )
2 Jo 1—-vJa

Quandoy< le f € L™(Q) com 1 <m < [2*/(1—17)]’, os autores garantiram a existéncia
de solu¢@o um espago mais fraco que WO] 2 (Q). Para tanto, provaram uma estimativa de u,
em Wol’q(Q), em que g = Nm(y+1)/[N —m(1 — y)] e fizeram a passagem do limite.

Dividimos em quatro capitulos a investigacao de existéncia e regularidade do problema
em (1). O primeiro deles € um capitulo de preliminares constando resultados essenciais
para a discussdo dos demais capitulos, sendo eles: Espacos LP(Q), Espagos de Sobolev,
Aproximacao e Minimizagdo de um Funcional. Em particular, na Se¢do 1.3, estudamos o
seguinte problema aproximado:

— div(M(x)Vu,) = I em Q

(un+ 1)7 3)

n

u, =0 em 0Q

sendo f é uma fun¢do mensurdvel ndo negativa, n € N, f, = min{f,n} ¢ M uma matriz
eliptica limitada. Acrescentamos, nessa se¢do, teoremas cruciais para a discussdo de (1),
como por exemplo, os Principios do Maximo. Em particular, o Principio do Médximo Forte,
posto em [11], foi indispensadvel para preenchermos as lacunas identificadas na prova do
lema de existéncia de uma constante Kz > 0, independente de n, tal que se u, € solucdo de
(3), entdo

un(x) > Kﬁ >0,

para todo x € Q e para todo n € N.

Os Capitulos 2 e 3, compomos pelos resultados de existéncia e regularidade da solucao
do Problema (1) quando y =1 e y > 1, respectivamente. No Capitulo 3, especificamente,
garantimos a existéncia de solu¢do u em WILCZ (Q), e portanto, foi necessério definirmos
o sentido de u = 0 em JdQ. Para tanto, nos inspiramos na Defini¢éo 1.3 e na Proposicéo
1.5 do trabalho produzido em [5] para mostrar que se v € uma fun¢ao ndo-negativa tal que
v%il € WO1 P(Q), entdo v|yo = 0. Ressaltamos que tal defini¢do ndo estava explicita em [3],

e por isso, a visualizacdo dessa propriedade para o Problema (1), quando y > 1, foi feita com
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bastante cautela. Devido ao teorema auxiliar utilizado para mostrar resultados nesse capitulo,
foi necessario exigir que £ seja de classe C I

Ja o Capitulo 4, é composto também por resultados de existéncia e regularidade de
solucdo quando ¥ < 1, com o diferencial de que fora acrescentado a prova da existéncia
de soluc¢do de (1) utilizando o funcional explicitado em (2) na Subsecdo 4.1.1. Para isso,
comecamos mostrando, utilizando o Teorema de De Giorgi, que o funcional aproximado em

(4) definido em WO1 ’Z(Q), possui um minimo.

1 1 '
Jn(v)zi/QM(x)V\wVv—m/an (V”L—I-Z) . 4)

Com o auxilio do Teorema de Weiertrass, provamos que esse minimo satisfaz a Equacao
de Euler e, portanto, o problema aproximado (3). Com isso, iniciamos o processo de
passagem do limite para mostrarmos que o minimo de J, definido em (2), satisfaz a Equacdo
de Euler. Destacamos que, nessa Subsecdo, considerando # o minimo para J, foi preciso
mostrar que J é Gateaux diferencidvel em u > 0, num compacto QCQtal que u > Kg > 0.

Diferente do que foi feito em [3], vamos considerar Q C RN um subconjunto aberto

limitado de classe C! para construirmos a defini¢do de u|yq = 0 no Capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo desse capitulo € trazer tépicos iniciais que serdo necessarios para discutir o
Problema (1). Comegaremos com a Secéo 1.1 sobre Espagos L”(Q).

A Secdo 1.2 € dividida em duas subsec¢des. Na Subse¢do 1.2.1 definiremos Distribui¢des
e provaremos propriedades bésicas sobre seus elementos. Ja na Subsecdo 1.2.2 definiremos
Espacos de Sobolev W17 (Q), o Subespaco Wol’p (Q) e destacaremos resultados importantes
como a Desigualdade de Poincaré, a Regra da Cadeia Localmente Lipschitz e a Regra do
Produto. Finalizaremos essa se¢do com algumas imersdes de Sobolev.

Na Secdo 1.3 serdo discutidos resultados de Aproximacao, parte necessaria para estudar
o Problema (1). Nesta, trataremos dentre outros, resultados de existéncia e unicidade sobre
um problema aproximado ao original.

Finalizaremos com o tdpico "Minimo de um Funcional e Equacao de Euler" pontuando
defini¢do de um funcional semicontinuo inferior fraco, Gateaux diferenciabilidade e equagado
de Euler. Além disso, alguns resultados como Teorema de Weierstrass e De Giorgi serao
incluidos na se¢@o. Utilizaremos esses conceitos no Capitulo 4 onde provamos a existéncia
de solugdo para (1) quando colocamos a f em algum Espaco L”(Q) especifico.

Como posto na introdugio, estaremos considerando durante todo o texto Q@ C RY aberto

limitado de classe C.
1.1 Espacos L
Definicdo 1.1. Quando 1 < p < +oo, definimos o Espago LP (Q) como

LP(Q) = {u : Q — R | u é mensurdvel e / lu|P < —|—oo}
Q
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e, quando p = —+oo, definimos L™ (Q) como
L”(Q) = {u: Q — R | ué mensurdvel e existe C > 0 tal que |u(x)| < C q.t.p. em Q}.

A normade uem L7 (Q), 1 < p < +o0 é dada por

1
p
el = ( [ ")

e quando p = +oo, a norma é dada por
]| f=(q) = inf{ C : [u(x)] < C q.t.p. em Q}.

A desigualdade de Holder a seguir faz uma comparacio entre a norma em L' (Q) do
produto de duas fung¢des e o produto da norma dessas fungdes em L”(Q) e L7(Q), respectiva-

mente, sendo p e g expoentes conjugados, ou seja, 1 /p+1/q=1.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Holder). Sejam u € LP(Q), com 1 < p <o, ev € LI(Q), em

que q é o expoente conjugado de p, ou seja

entdo uv € L'(Q) e

[ vl < i@yl

Demonstragdo. Primeiro, supondo p = 1, temos que g = +oo. Daf:

1w < Wl [l = Vi s o

A demonstracdo € andloga caso p = e g =1.
Agora, suponha que 1 < p < +oco. Entdo, lembrando da desigualdade de Young:

P bl
ab<T 4+ ap>0
P 9
temos o seguinte:
p q
lu(x)v(x)| < ()l + ) q.t.p. x € Q.
p q
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Entao,

o TJa\p q)’

ou seja

lull} viI7
/ | < e M)
Q P q

q
Da tiltima desigualdade, ganhamos que uv € L' (Q). Tomando (HuHL_,,I(Q) v zq(Q)) U no

q
lugar de u, entdo como ||u||Zpl(Q) “V“qu(g) > 0, obtemos:

q p
-1 P p
(wmmmemQIMMmg“Mm@x
p q

q
~1 >
a1y [ v] <

Ajustando os termos:

q p—1
| P p
@wmmwm@ﬂ leell 2 ) 70
/Q|uv\ S p ~1 1
@wmmwmmoq

q(p—1) q(p—1)
(s I (s

- -
p q

[l zr (o) VIl N [l zr (o) VllLa@) (P —1)
p p
= H”HLP(Q)HVHL‘I(Q)-

]

Adiante, o teorema que resulta em convergéncia fraca e forte de fun¢des em LP(Q) e serd

utilizado em muitas demonstragdes de resultados do texto para garantir a unicidade do limite.
Teorema 1.3. Seja u, uma sequéncia de fungdes e u € LP(Q), 1 < p < +oo, tal que

i) u, € limitada em LP (Q);

il) u, — uq.t.p. em Q.

Entdo u, — u em LY(Q), para todo q € [1,p), e u, — u em LP(Q).
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Demonstragdo. Ver [2, Theorem 3.1].
O

Para mostrar alguns resultados de regularidade, o Lema 1.4 e o Teorema 1.26 serdo
ferramentas necessérias. Em suma, o lema garante uma estimativa para f em L™ (Q) sendo f
uma fungio em L' (Q). J4 o teorema traz duas estimativas, uma em L™(Q) (caso p > N) e
outra em L” (Q) (caso 2 < p < N).

Lema 1.4. Dado j € R, considere a fun¢io Gj: R — R definida por

0,  sel]<
Gi(x) =14 x—j, sex>j
x+j, sex<—j

uma funcao f : Q — R pertencente a L'(Q) e

¢() = [ 16/
Q
Se g(j) satisfaz, para todo j,

g(j) < C-med({|f] > j})"

comn >1eC >0, entdo f € L”(Q) e existe uma constante m = m(1n,Q) tal que

| fllz=@) < C-m.

Demonstragdo. Ver [2, Lemma 6.2].
]

O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue € um dos mais importantes teoremas
de convergéncia e serd utilizado em muitos resultados desse trabalho para passagem do limite

sob sinal de integral.

Teorema 1.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f,} uma sequéncia
em L1(Q) tal que:

a) f, — fq.tp. emQ.

b) Existe uma fun¢do ndo-negativa g € L'(Q) tal que | f,| < g g.t.p. em Q e para todo n € N.

- 1 . o
Entdo f € L (Q)engrfw/fn—/f.
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Demonstragdo. Ver [10, 2.24 The Dominated Convergence Theorem].
O

O préximo resultado € consequéncia do Teorema 1.5 e serd utilizado para calcular a
derivada de um funcional integral no Capitulo 4.

Corolario 1.6. Suponha f:Qx[a,b] — R tal que f é integrdvel para todo t € [a,b.
Considere F(t / f(x,t)dx.

i) Se existe g € LY(Q) tal que |f(x,1)| < g(x), para todo (x,1) € Q x [a,b] e lim f(x,t) =

t—1g

f(x,10), para todo x € Q, entdo tlglfl F(t) = F(t).
0

ii) Suponha que df /0t exista para todo t € [a,b] e q.t.p. x € Q, e que exista h € L'(Q)
tal que |(d f/dt)(x,t)| < h(x) para todo (x,t) € Q X [a,b], entdo F é diferencidvel e

Fl(x) = /Q (Of/9t) (x,1)dx.

Demonstracdo. Para provar o item i), considere f,(x) = f(x,,) uma sequéncia de fungdes
em que {#,} é uma sequéncia que converge para f.

Como |f(x,7)| < g(x) para todo (x,t) € Q X [a,b], entdo, em particular, |f(x,t,)| =
|fu(x)] < g(x). Além disso, do fato de

lim f(x,t) = f(x,1p) Vx€Q,

t—ty

ganhamos que

lim f,(x) = lim f(x,t,) = f(x,t). (1.1)

th—to th—1o

Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.5, garantimos:

T Jo ) = Jou )

Concluindo, da dltima equacdo e de (1.1):

lim F (1) _hm/ / x,t0) = F(tp).
t—ty n th—t f Qf( ’ O) (O)

Para o item ii), considere, novamente, {z,} uma sequéncia convergindo para #( e observe
que:

a—f(x,l‘()) — lim f(xvtn) _f('xat()) )

ot tn—10 t, — 1o
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Segue que d f/dt é mensuravel, ja que é o limite de fun¢des mensuraveis, e utilizando o

Teorema do Valor Médio, garantimos que existe ¢ € [a, b] tal que

d

< sup a—]:(x,t) <h(x) Y (x1)e€Qx]a,b]

t€la,b)

'f X tn f(x7t0)

0
‘at]’:(x c)

entdo, invocando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.5), temos:

F(t,) — F (1
Flig) = lim 200 =F(0)
In—1o l _t()

X, t x 1
_ /f n O)dx
til_>t0 tn — tO

_ lim f(xvtn) f(x7t0)dx
Q=10 th, — 1
af

= 0 o1 ()C l())d

O resultado segue.

1.2 Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Nessa secdo, vamos comecar estudando as Distribuicdes como motivagdo para estudar os

Espacos de Sobolev.

1.2.1 Distribuicoes

Comecamos definindo a seguinte no¢do de convergéncia.

Definicdo 1.7. Dada uma sequéncia {¢,} C C; (Q), dizemos que ela converge para ¢ €
C(Q) no sentido das distribui¢des se satisfaz as condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K de Q tal que supp ¢,, C K;

ii) {D%¢,} converge uniformemente para D*¢ em K, para todo multi-indice .

Definicio 1.8. Chamamos de D(Q) o conjunto C; (Q) com a nogdo de convergéncia acima.
Denominamos D' (Q) os elementos do dual de D(Q).

A seguir, definiremos derivada no sentido distribucional.
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Defini¢do 1.9. Considere T € D'(Q) e o um multi-indice. Definimos a-ésima derivada de

%T (¢):= (-1 (3“” ) :

Proposi¢io 1.10. A a-ésima derivada de uma distribuicio T € D'(Q) é também uma

T como

distribuicdo.

Demonstragdo. De fato, considere K um compacto de Q2. Sendo T continua, entdo existe

um j € N e uma constante C > 0, dependente de K, tal que

T(9)] <Cli¢llx.j (1.2)
em que
: %9 :
I9llk.j=sup |55 ¢ comal <.
Note que tal norma estd bem definida. Entao, pela desigualdade (1.2), vale que
99T 2% 2% 2%
= (- (=) | =T <C .
gen @) = (G| = r (5| =< 3

Como sempre que ||+ |a| < j, temos

a(l
oo JIPPEIN L[]
x| TPy T ([T TP [ouBre| [
Assim,
0%T a%¢
o] s 3],
aﬁ+a¢
= Csup{‘axﬁ+a }
%9
< Csup{ T }
= Clolx,;-

o

T
Logo, — € D'(Q).
X
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O Lema de Urysohn a seguir garante que, para todo compacto de RY contido num aberto,
vai existir uma fungio continua, com derivadas de todas as ordens continuas, tal que essa

funcdo € identicamente 1 nesse compacto e possui suporte contido nesse aberto.

Lema 1.11 (Urysohn). Seja QRN um compacto e A um conjunto aberto tal que QCA.
Entdo existe ¢ € C;°(Q) tal que 0 < ¢ <1, ¢ =1 em Qe supp(¢) C A.

Demonstracao. Ver [10, 8.18 The C* Urysohn Lemma)].
N

O resultado seguinte € um importante teorema utilizado especialmente em provas com

argumentos de aproximagao.

Teorema 1.12 (Friedrichs). Dado u € WP (Q) com 1 < p < +eo, entdo existe uma sequéncia
u, € CZ(RN) tal que

uplo —u emLP(Q)
e para qualquer S/i CC Q, temos:
Viy|g — Vulg — em (LP(Q))N.

No caso em que Q =RN, e u ¢ Wl’p(]RN) com 1 < p < +oo, existe uma sequéncia
up € C2(R) tal que

u, —u  em LP(RY)

Vi, — Vu  em (LP(RM))V.

Demonstragdo. Ver [4, Theorem 9.2].

1.2.2 Espacos de Sobolev

Definicio 1.13. Sejam u € L}, .(Q) ¢ a um multi-indice. A a-ésima derivada fraca ou

derivada distribucional de u é a distribui¢do d*T,/dx*.
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Mesmo que u € Llloc (Q), ndo podemos garantir que a derivada distribucional de u ainda
esteja em L] (Q). Considere a fungdo f : R — R definida por

_J Lisexe (0,+)
S = { 0, se x € (—e0,0],

dado um compacto K C R, temos
[ 17G0)ldx < med(K) < +o»
K
ou seja, f € L}, .(R). Entretanto, f’ ¢ L},.(R), pois f = & (Medida de Dirac) (ver [7,
Exemplo 1.8]). Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.14. Considere 1 < p < +oo. Definimos o Espago de Sobolev wlp (Q) como
sendo
WP (Q) :={u e LP(Q): Vu e (LP(Q))"}.

Observacao 1.15. Neste caso, Vu é tomado no sentido distribucional (ou fraco).

Definimos a norma de u em W !-? (Q), no caso em que 1 < p < +e0, como

N "o
i = () + X (|55 )

€, NOo caso em que p = +oo, definimos a norma de u em W1’°°(Q) como

L°°<9>} '

O préximo resultado de [4] nos revela uma caracterizacdo do Espago W!+7 (Q).

du
8x,-

u

8x,~

[ullw1=(2) = ]@%]{Hullm(g),

Teorema 1.16. Seja u € LP(Q), com 1 < p < +o0. Entdo sdo equivalentes:

i) uc whr(Q).

i) Existe uma constante C tal que para todo @ CC Q, e h € R com \h| <d (SAZ, 2Q), temos
| Thtt — ul| 1o (@) < Clh|

onde Tpu(x) = u(x+h).

Demonstragdo. Ver [4, Proposition 9.18]. [l
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A seguir ser4 definido o conjunto WO1 P(Q) € WIP(Q). Poderiamos, também, definir a

partir do operador Traco, veja [4, Theory of traces, i1)].

Defini¢ao 1.17. Definimos o Espaco WOl P(Q) como sendo o fecho de C(Q) na norma
| lwrr(q) ou seja, u € Wol’p(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia u, de C, (Q) tal

que u, converge para u em W' (Q).

Sendo Q um subconjunto de RY limitado, podemos considerar a norma de u € WO1 P(Q)

1
p
lelygoay = [ 1907)"

O Teorema 1.18 é uma caracterizagao do Espaco WO1 ?(Q) posto em [4].

como sendo

Teorema 1.18. Seja u € LP(Q), com 1 < p < +eo. Entdo sdo equivalentes:
i) uew,”(Q).

ii) A funcado

a(x) u(x), sexeQ
u(x) =
0, sex cRV\ Q

pertence a WP (RN) e nesse caso

ou ou

ox;  0x;

Demonstragdo. Ver [4, Proposition 9.3].

O resultado a seguir propde uma condi¢do suficiente para que u € WO1 P(Q).
Lema 1.19. Se u € WP (Q) e u admite suporte compacto contido em Q, entdo u € WO1 P(Q).

Demonstragdo. Considere Q CC  tal que supp(u) C Qe ¢ € Coy (Q) tal que ¢ =1 em Q
(garantimos a existéncia dessa funcdo ¢ gracas ao lema de Urysohn (ver Lema 1.11). Entao,
temos que @u = u e pelo Teorema de Friedrichs (Teorema 1.12), existe uma sequéncia u,, de
C7(Q) tal que

uplo —u em LP(Q)
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Vity|g — Vulg  em (LP(Q))Y

segue entdo que Pu, — pu em W1P(Q). Dai, pela defini¢do, temos que ¢u € WO1 P(Q)e
portanto, u € WO1 P(Q).
[

O préximo teorema € um importante resultado nomeado como Desigualdade de Poincaré.
Essa desigualdade nos permite majorar a norma L”(Q) de uma fungdo em WO1 P(Q) pela

norma LP(Q) do seu gradiente.

Teorema 1.20 (Desigualdade de Poincaré). Suponha 1 < p < +oo, entdo a desigualdade

abaixo é verdadeira:
1,
lullr@) < ClVullrq)y Y ueWy?(Q).

Demonstragdo. Ver [13, Theorem 12.17].

Note que ||Vul|»(q) € a norma de u em Wol’p(Q).
A seguir, vamos mostrar os resultados da Regra da Cadeia localmente Lipschitz e a
Regra do Produto para fun¢des em Espacos de Sobolev. Para mostrar o primeiro resultado,

precisaremos da Regra da Cadeia Lipschitz, Teorema 1.21 e um lema auxiliar.

Teorema 1.21 (Regra da Cadeia Lipschitz). Considere 1 < p < +oo,uc WHP(Q)e f: R —
R Lipschitz. Se fou € LP(Q), entdo fou c WHP(Q) e

dfou du .
“on =f <u(x))8_x, gtp.xeQ,i=1,...,N.

Além disso, se £(0) =0 e uc WP (Q), entdo fouc WP (Q).

Demonstragdo. Ver [17, Theorem 2.1.1].
l

Para finalmente mostrarmos a Regra da Cadeia localmente Lipschitz, vamos mostrar o

préximo lema auxiliar.
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Lema 1.22. A fungdo Truncamento de Stampacchia T; : R — R, j € R, definida por:

X, oselx| <
Ti(x) = max{—j,min{x, j}} ={ j,  sex> )
—j, sex<—j

€ Lipschitz.
Demonstracdo. Com efeito, considere x,y € R.
* Caso |x| < j:
X=Y s€ |y | S J

Ti(x) =Tj(y) = x—j,  sey>j
x+7, sey< —j.

Se Tj(x) —T;(y) = x—y, entdo |T;(x) — T;(y)| = [x —y|.

Supondo Tj(x) — Tj(y) = x — j, entdo

|75 () = Ti()]

lx— Jj
< =yl ly—Jl

IA

e —y[+[y—x|

2|x—y).
Agora, se Tj(x) — Tj(y) = x+ j, entdo
T3 () =T = e+ j < lx =l
* Casox > j:
J=» se [y < j
T](x)_TJ(y): 07 Sey>j
2], sey < —j.
Se Tj(x) — T;(y) = j — . segue que

Tj(x) = T;(v)| = [j =yl < ]x—yl.
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Por outro lado, se Tj(x) — 7;(y) = 0, temos que |T;(x) — T;(y)| < |x—y|.

Na tdltima op¢do desse caso, se Tj(x) — T;(y) = 2, garantimos:

Tj(x) = T;(y)| = [2]]
< Jx—yl.

e Casox < —:

Se Tj(x) — Tj(y) = —j —y, obtemos:
T3 () = Ti0) = i +y] < | =x+y[ = =yl
Supondo Tj(x) — Tj(y) = —2j, temos:

T;(x) =T, = 12J]
< =yl
Por fim, se T;(x) — 7;(y) = 0, temos |T(x) — T;(y)| < [x —|.

Provadas todas as possibilidades, a afirmacao segue.
O]

Teorema 1.23 (Regra da Cadeia localmente Lipschitz). Sejam f : R — R localmente
Lipschitz, 1 < p < +eoeu € WHP(Q)NL*(Q). Entdo, fouc W'P(Q) e

V(fou)=f'(u)Vu gq.tp. x€Q.
Além disso, se f(0) =0eu € Wol’p(Q), teremos fou € Wol’p(Q) e
V(fou)=f'(u)Vu gq.tp. x€Q.

Demonstragdo. Para a primeira parte, suponha j > [|ul|;=(q) > 0 e considere o Truncamento
de Stampacchia 7 definido no Lema 1.22. Tomemos entdo a funcdo : foT;: R — Re

vamos mostrar que & € localmente Lipschitz.
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De fato, seja K C R um compacto. Entdo, sendo f localmente Lipschitz, existe Cx que

satisfaz:

[f () = fWI < Cklx—y| Vxyek.
Ora, entio seja K C Im(T;) C R um compacto e T;(%),T;(y) € K. Dai,
If(T;(x) = F(T;(0)] < CglT;(X) = T;(9)]
como 7 € Lipschitz, garantimos que:
(T;(®) - A1) < CR—3] VEFeT; ' (K).

A afirmacdo estd provada.
Como med(Q) < +eo e u € L7(Q), entdo

~

[h(u)| = |f(Tj(w))| <M

ou seja, h(u) € L*(Q) < LP(Q). Assim, segue do Teorema 1.21 que h € WP(Q) e

dh

) W) 5 atp.x€

Note que

(1.3)

jé que [u(x)] < ||ull=(q) < j qtp. x € Q, segue que Tj(u(x)) = u(x) e T;(u(x)) = 1. Dai, de

J
(1.3):

ademais, hou = h(u) = f(T;(u)) = f(u) = fou q.t.p. Q. Logo, fou c WHP(Q) e

0 u

- — / -
g (u) = f'(u) o q.t.p. em Q.

Assim, segue que Vfou = f'(u)Vu q.t.p. em Q.

Para segunda parte, sendo f(0) =0, u € WO1 P (Q) e considerando, ainda, a fungdo & como

definida anteriormente, ganhamos que fou € WO1 P(Q).
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Seguiremos com o Teorema da Regra do Produto.

Teorema 1.24 (Regra do Produto). Sejam u,v € W'P(Q)NL*(Q), 1 < p < +oo. Entdo
uv € WHP(Q)NL®(Q) para todoi=1,...,N e
d(uv) du N dv
— =v—tu—.
8xl- 8x,- (9xl~
Demonstragdo. Como u,v € WP (Q), pelo Teorema de Friedrichs, Teorema 1.12, existem
Uy, v € C2(RY) tais que

unlo —u em LP(Q) e q.t.p. em Q, (1.4)
valog — v em LP(Q)eq.tp. em Q '
e para qualquer que seja Qcc Q, temos:
OV N
Vinlg — Vidg e (/@) s
Vvalg — Vvlg  em (LP(Q))".

Considere p,, p, € C=*(RY) tais que

Up = Pp*xu—>u emLP(Q),

Vp=Ppxv—>v emLP(Q).
Dai, pela desigualdade de Holder, temos

letnll vy < 110nll 1 vy el = ey < tll ()

Analogamente,

Vall vy < IVllz=(g)-

Usando a definicao de Derivada Fraca, ganhamos:

10 du,, v, ; -
Aunvng = —/Q <a—x1\/n+ a—Xlun> ¢ +/89 UpvpM A (P S CC (Q)
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donde a dltima parcela da integral € igual a zero, pois u,, v, t€ém suporte contido em €. Dai,

1o duy, vy, -
/Ql/tnvna—m——/g<a—xlvn+a—%bln>¢ \V/¢ECL (Q)

De (1.4), garantimos que

UpVp—=— %9 — uva—(p g.t.p. em Q.
ox; ox;

Além disso, sendo u,, v, limitadas em L™ (), garantimos que

a9
8x

UpVy cL! (Q)

52| < ey Pl

entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.5):

0
lim unvn (P / uv—

n—-+oo dx;

Por outro lado, de (1.5), garantimos que dado Qcc Q, temos:

du,, N @
8x,- 8x,-

em LP(Q) — L'(Q)

e ainda, v, converge pontualmente para v¢. Sendo v, limitada em L™ (]RN ), garantimos a

existéncia de C > 0 tal que:

va| <C  qtp.em &
o que implica que

vad| < Clo| € L(Q).

Entao,

<8un du

_— 1 O
I 3361‘) v — 0 emL (Q)

sendo que

- (©),

du du
S a0 =) < | Il 14D < 2] 3%
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d
a—u(Vn¢ —v@) — 0 pontualmente.
X

Por fim, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.5, que

duy
lim aivm /8—\/(1) VoeCr(Q).

n—r+oo

Analogamente, mostra-se que:

. IVn
HETW axl un (p /

e entdo estd provado o teorema.
]

Neste trabalho, em quase todas as demonstracgdes, utilizaremos imersdes de Sobolev a
fim de garantir estimativas. Essencialmente, usaremos a imersao WO1 ’2(9) — L>(Q). O

Teorema seguinte apresenta algumas dessas imersoes.

Teorema 1.25. Considere 1 < p < oo. As imersdes sdo vdlidas:
« WhP(Q) < LY(Q) para todo q € (1, p*], em que p* = Np/(N — p), quando p < N;
« WHP(Q) — LY(Q) para todo q > 1, quando p = N.

Em particular Wol’p(Q) — L1(Q) para todo q € [1,p*], em que p* = Np/(N — p), quando

p < N. Neste caso, ndo é exigido que L seja de classe C L

Demonstragdo. Para as duas primeiras imersoes, veja o Corollary 9.14 de [4].
Para o caso particular, dividiremos em dois casos. Seja g = p*, entdo pela desigualdade
de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, ver [4, Theorem 9.9], temos que existe C > 0 tal que

leell o (gvy < ClIVull o ry ¥ € Co(RY). (1.6)
Vamos mostrar que existe C>0 que satisfaz:

. N
[ull (@) < ClIVullr@) VueW, P(Q)
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Seja u € Wol’p(Q), entdo existe u, € C5(Q) tal que u, — u em W'”(Q). Fagamos a
seguinte extensao:

_ up(x), sexeQ
iy (x) = N
0, sex € R"\ Q

Entdo, por (1.6) garantimos a existéncia de C >0 tal que:
letnll () = 18]l L vy < ClI V]| oy = ClIVitall (- (1.7)
Ora, pelo Teorema de Friedrichs, Teorema 1.12, garantimos:
Vi, — Vu  em (LP(Q))Y
entdo usando (1.6), temos:
e = wtll .y < CUIV (st = ) () — 0

isto &, {u,} é uma sequéncia de Cauchy em L” (). Dai, existe & € L” (Q) tal que u, —> it
em L7 (Q). Como u, — u em LP(Q) < LP (Q). Entdo, & = u. Passando ao limite em
(1.7), temos:

Il (@) < ClIVutll oy Ve Wy (Q) (1.8)

e o resultado segue.
Agora, suponha ¢ € [1,p") e considere u € Wol P (). Note que, usando desigualdade de
Holder, Teorema 1.2, com p*/qe (p* —q)/p™:

q
3

«\ P P—q
il = [l < (f )" mea

*

. med(Q)%.

.
Concluimos de (1.8) que:
[ull o) < AIVullpr(q)

em que A depende de p,q,N e med(Q).
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Para finalizar a subsecdo, o proximo teorema € um resultado de equagdes diferenciais

parciais que sera utilizado para garantir estimativas de u € L™(Q).
Teorema 1.26. Suponha que L seja um operador definido como segue:
N

Lu=— Z (aijuxi—l—dju)xj—l-
ij=1 i=1

M=

(biuy, + cu)

em que a;; sdo fungoes limitadas, mensurdveis e de valor real. Assumimos que L é uniforme-

mente eliptico, isto é, existe uma constante T que satisfaz:
TE) <aij(0)&i-& VxeQ,&eRY.
Além disso, considere que a forma a(u,v) é coerciva em WO1 2(Q), ou seja,
a(u,u) > Bllul? 12, YueW, Q).
- W (Q) 0

Suponha, ainda, que

|aij(x)| <M
i) b,-(x),d,-(})vc)eLN(Q), (i=2,...,N)
c(x) € L2(Q)

i) fel’(Q) comp>2
ili) no sentido das distribuicoes:

C—Z(d,’)xi > Cy > —oo.

Considere u € Wo1 )2 (Q) solugdo fraca de Lu = f. Entdo existem duas constantes Ky, ndo

dependentes de €, e K tais que:

a) Se N/2 < p <N, temos

1
N

1
max |u| < Ko Y | fillr () (med Q)N
b) Se 1 < p < N/2, temos

lullr (@) < Kol fill o)

em que p** = Np/(N —2p).
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Demonstragdo. Considere G; tal que div G; = f,i=1,...,N. Como Q ¢ aberto, limitado
e suave, a partir de resultados cldssicos de E.D.P., sabemos que G; € WP (Q),i=1,...,N.
Para concluir, usamos [15, Théoréme 4.2].

O

1.3 Aproximacao

Para estudarmos o Problema (1), vamos obter alguns resultados para o seguinte problema
aproximado

I ho
(un+ )7 (1.9)

u, =0 em 0Q

— div(M (x)Vu,) =

em que f é uma fungdo mensurdvel ndo negativa, n € N, f, = min{ f,n} e M é uma matriz

eliptica limitada, ou seja, vale que

alEF<M@x)E-E VEERY (1.10)

M(x)| < B (L11)

Para iniciar, o lema abaixo garante a existéncia de solucdao em WOl ’2(9), do problema
acima, caso o dado seja uma funcio de L*(Q).

Lema 1.27. Dado g € L*(Q) ndo negativa, entdo existe uma iinica u € WO1 2(Q) al que

—diviM(x)Vu) =g emQ
u=20 em dQ

Demonstracdo. Defina
a: W, (Q) x W% (Q) — R

(u,v) — /QM(x)Vu-Vv
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De (1.11) e utilizando a desigualdade de Holder, Teorema 1.2, temos:

la(u,v)| < /Q]M(x)Vu-Vv|

B [ 19ullvy]
BlIVull2@)lVVll2 )

IN

IA

= Pl M2

Além disso, de (1.10) garantimos:

OCHuH%VOLZ(Q):(X/Q\Vu\z§/QM(x)Vu-Vu:a(u,u).

Ou seja, a € continua e coerciva.

Agora, consideremos T : WOl 2(Q) —» R, um funcional definido por T'(v) = / gv. Note
Q

que usando desigualdade de Holder e Imersdo de sobolev WO1 2(Q) > L*(Q), temos

70 < [ e
Q
< lgllz@)lVli@)

< Slglliz@) My 2q:

isto é, T é continuo. Logo, pelo Teorema de Lax Milgram, existe um dnico uy € WO1 2(Q) tal
que
T(v) =alur,v) YveWw,*(Q).

O resultado segue.
O]

O Teorema 1.28 € um Principio do Méximo posto em [2], que nos auxiliard a mostrar
que a solucdo de (1.9) € ndo negativa.

Teorema 1.28 (Principio do Médximo). Assuma que u € WO1 ’Z(Q) e M seja uma matriz eliptica

limitada.

a) Se / M(x)Vu-Vv <0, para todo v € Wol’z(Q) positivo, entdo u < 0.
Q

b) Se / M(x)Vu-Vv >0, para todo v € W01’2(Q) positivo, entdo u > 0.
Q
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Demonstracdo. Para a), como / M(x)Vu-Vyv <0, paratodo v € WO1 ’Z(Q) positivo, escolha
Q

v =u". Entdo temos:
/ M(x)V(u" —u™)-Vu" = / M(x)Vu-Vut <0

Q Q

o que implica que
/ M(x)Vut-Vut < / M(x)Vut-Vu~ =0
Q Q
utilizando a elipticidade da M em (1.10), obtemos
oga/ Vit > <0
Q
logo,
+1(2 _
HM HWOI’Z(Q) =0

e entao, u < 0.
Para a parte b), basta considerar v =u" e repetir o mesmo argumento para obter u > 0.
O

Proposicao 1.29. O Problema (1.9) admite solugdo u, € WO1 2(Q) NL™(Q) ndo negativa.

Demonstragdo. Sejah € LZ(Q) e n € N fixo. Note que

In 1 < |{n| :nY’fn| < ny+1
(Il +3)7 | G
o que implica que
Ll €L”(Q) = L*(Q).
(Il +3)7

Entdo, podemos utilizar o Lema 1.27 para definir v := P(h) a tnica solucéo de

In
(Ih|+3)7
v=0 em dQ

— div(M(x)Vv) = em Q
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em que P : L?(Q) — L*(Q). Como provado, v € Wo1 2(Q), entdio escolhendo v como fungio

teste em (1.10), temos:

2 L
oc/Q|Vv| §/QM(x)Vv-vV_/Q(|h|+%)7

Sendo f, = min{f,n} < n, conseguimos:

fav ny
s < b
a (Jhl+;)7 Q (|h[+3)7

o / ny
N Q<n|h|+1>y

n

n’*ly

B /g(n\h|+1)7'
Segue do fato de n|h| +1 > 1 que

/ LA [

o (nlh|+1)r — Q
< n”l/ v|.

Q

Logo,

a/ |vv|2§ny+1/ v,
Q Q

Usando as desigualdades de Poincaré, Teorema 1.20, e Holder, Teorema 1.2, dos lados

esquerdo e direito, respectivamente, temos:

1
2
aK/ Wga/ wagnHl/ V] < med(Q)? -n?*! (/ |v\2)
Q Q Q Q

ou seja,

1
2
[P <conr (/ |v|2) .
Q Q

Nesse caso, C depende de o, med(Q) e da constante de Poincaré. Dai,

1
IVl < C-n""
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Ou seja, a bola de L*(Q) de raio C-n"*! é invariante para P. Defina B := B(0;C-n?*1)
em L?(Q). Sabendo que P(L*(Q)) C B, P|g C B,

P(B) C W, (Q) — LX(Q)

e sendo a ultima imersdo compacta, temos, pelo Teorema de Ponto Fixo de Schauder, ver [4,

Theorem (Schauder)], que existe u, € WO1 ’Z(Q) que satisfaz u, = P(uy), ou seja,

Jn
(|tal +5)7
u, =0 em JdQ

— div(M (x)Vu,) = em Q

Agora, tomemos como funcdo teste ¢, € WO1 72(9) uma fun¢do ndo negativa. Sendo
fu/(|un| +1/0)Y > 0, segue que

_ JnOn
/QM(X)VM".V%_/QW >0

Entdo, pelo Principio do Médximo (Teorema 1.28), garantimos que u,, > 0. Por fim, pelo
Teorema 1.26, temos:

max lun| < C- || full =)

para alguma C > 0. Como fnestdem L™(Q), segue que a u, também esta.
O

O teorema seguinte, que denominamos como Principio do Maximo Forte Generalizado, é
um resultado crucial para mostrar as ideias do Teorema 1.32, item ii). Este foi inspirado na
Proposicao 22.2 em [14].

Teorema 1.30 (Principio do Maximo Forte Generalizado). Consideremos u € WO1 2(Q) nao

negativa tal que
—Au>0

no sentido das distribuicoes. Suponhamos que u =0 em um conjunto de medida de Lebesgue

positiva. Entdo

u=0 gq.tp. emQ.
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Demonstragdo. Usamos a Proposicado 22.2, [14, Proposition 22.2], combinada com a ob-
servagdo no ultimo paragrafo da pagina 355 da mesma referéncia, onde consideramos o
potencial V = 0.
Observamos que se E C Q for tal que med(E) > 0, em particular, cap; »(E) > 0, ver [9,
Theorem 2 (vi)].
O]

O préximo resultado € o Principio do Maximo Forte encontrado em [11] e serd utilizado

para mostrar o item iii) do Teorema 1.32.

Teorema 1.31 (Principio do Maximo Forte). Considere L um operador definido por
Lu = (a;j(x)u;j+ bi(x)u); + ci(x)Diu+d(x)u

em que a;j,b;,c;,d € L (Q). Suponha que sejam satisfeitas as seguintes condigoes:

i) T|§|2 < a,-j(x)ﬁi : éj Vxe Q,é S ]RN,'

ii) Existem constantes L1, > > O tais que:

{ Y Jaij(x)]? < p?

T 2Y (1) + lei(o)) + T d@)| < pf Vrew,

iii) / (dv—>biDiv)dx <0 VYv>0,veC(Q),
Q

e suponha ainda que u € WO]’2 (Q) e Lu <0 em Q. Entdo, se para alguma bola B CC Q nds

tivermos
infu =1infu >0
B Q

a fungdo u deve ser constante em € e a igualdade valem no item iii) quando u = 0.

Demonstracdo. Ver [11, Theorem 8.19].
l

O préximo teorema € um resultado que garante que u, € crescente com relacdo a n,
€ positiva e esta distante do zero. Para mostra-lo, foi necessario construir um argumento
paralelo ao feito na referéncia principal, ver [3, Lemma 2.2], com o acréscimo de alguns

detalhes. Para isso, utilizamos o Principio do Maximo Forte, Teorema 1.31.

Teorema 1.32. Se u, é solucdo do Problema (1.9), entdo valem as propriedades a seguir.
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i) u, é crescente com relacdo a n;
ii) u, >0emQ;

iii) Para todo Q CC Q existe um K5 > 0, independente de n, tal que
un(x) > Kg >0 (1.12)

para todo x € Qe para todo n € N.

Demonstracdo. i) Ja que f, = min{f,n}, ou seja, 0 < f, < fn4+1 € ¥ > 0, entdo no sentido

distribucional, temos que

V(M) V) = I < Tme (1.13)

(n+3)" "~ (wnt541)”

n

Dai,

—diviM(x)V(up —upt1)) = —div(M(x)(Vu, —Vuuyr))
= —div(M(x)Vu, —M(x)Vu,1)
= —div(M(x)Vuy) +div(M(x)Vu,11)
o e
(n )" (1 +757)"

De (1.13), segue que

—diviIM(x)V(up —upt1)) = T fjl)?’_ ? {r_z:ll )y
nTh ntl T gt
Jn+1 Jnt1

(it 1) (e 4 51)”
1 1
= Jat1 —
" _(””—'_Fll)y (”"+1+F11)y]
(1 + 517) " = (un+ #)y]
L (”n+ﬁ)y(“n+l+nlﬁ)y

IN

= fn—H

Escolhendo (u, — u,,+1)+ como funcao teste, observe que se u, < u,1, entdo

PR LA (FRE U L R (L1
Un+1 nr1 Un 1 Upn — Up+1 =Y, .
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€ S€ U, > Uy, OCOrTe

1\’ 1\’
[(un_H‘f‘m) — <I/tn‘|—n+—1> }(un—un+1)+<0. (1.15)

Assim, de (1.14) e (1.15), garantimos que

1\’ 1\’ N
Mn+1+m - M"+n+1 (“n—un+1) <0

Como frr 1 >0e [uy+1/(n+ 1] [upe1 +1/n+1]" >0, de (1.10), vale:

0 < @ V=)
Q

tny1+ ) = (up+ )7
< /fn+1 (11 rlz+12 (t4n r1;+17)/ ](un_un+l)+
o (tn+757)" (i1 +557)
0

IN

Ou seja,

_ +112 —
[t =t 41) HWOl,z(Q)—O

o que implica que
(Up — 1) =0.
Logo, u, < up41.

Para provar o item ii), lembremos que u; € L™(Q) e que, pela estimativa produzida no
Teorema 1.26, existe uma constante C tal que

lutllz=@) < C- [l fill =) = - | min{f. 1}[| =) < C.

Dai,
S > N > Afl '
(i + 1)~ (urllg=@) +1) ~— (C+1)Y

Sendo f) ndo identicamente nula, garantimos que — div(M(x)Vu;) > 0, no sentido

— div(M(x)Vu;) =

distribucional, ou ainda, div(M(x)Vu;) < 0. Por contradi¢do, suponhamos que exista E C Q
tal que med(E) > 0 e u;(x) = 0 para todo x € E. Como a medida de Lebesgue é regular
interior, entdo existe K C E, compacto onde med(K) > 0 e u; (x) = 0 para todo x € K. Assim,

pelo Principio do Maximo Forte Generalizado, Teorema 1.30, segue que

uy =0 q.t.p. em Q,
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o que € um absurdo, pois neste caso fi deve ser constante igual a zero. Logo, u; > 0 q.t.p.
em Q.

No item iii), ainda usando o fato de div(M(x)Vu;) < 0, considere QCcc Qe seja
{Bi}1<i<m uma colecao finita de abertos tais que

Defina Kp, = ilgf uy, entdo u;(x) > Kp, para todo x € B;. Agora, suponha, por absurdo,

que Kp, = 0, assim

0 =infu; = infu;
i Q
mais uma vez, pelo Teorema 1.31, seque que u; € constante igual a zero, o que é novamente
um absurdo, ou seja, K, > 0. Assim, definindo Kﬁ = min Kp,;, obtemos:

1<i<m

un(x) > up(x) > Kz >0

para todo x € Qe para todo n € N, ou seja, (1.12) € vélida.
O]

Observacao 1.33. Como u,, é crescente em n, podemos definir u como o limite pontual de
u,. Consequentemente, do item iii), sabendo que u > u, > 0, segue que para todo  CC Q,

existe Kg > 0 satisfazendo u(x) > Kg > 0, para todo x € Q.
Lema 1.34. A solugcdo dada pela Proposigcdo 1.29 é tnica.
Demonstragdo. De fato, suponha que u, e v, sejam solu¢des do Problema (1.9). Note que,

no sentido distribucional, temos:

—div(M(x)V(uy —vy)) = —div(M(x)V(up))+div(M(x)V(v,))
Jn Ja

un—i—% vn—l—%

Como 0 < f,; < fu+1, segue que:

—div(M (x)V(up —vy)) < fn+1< R I )

un+ﬁ Vnt+ T
(v izg1) = (0 + 57)
(s + 557) (vt 757)

n+1
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Escolhendo (u, — v,,)+ como funcdo teste em (1.9) e utilizando o mesmo raciocinio

produzido na prova do teorema anterior, observamos que

1 1
Vp+ —=7) — \Un+ =
Tt ( nﬂ) ( '11+1> (up—vp) " <0,
(tn+ 551) (7057
assim, seque que
0< a/ IV (1t — v) 2 < 0
Q
ou seja,
+ _
Gt =) 2y = O
Logo,
Uy < v,. (1.16)
Analogamente,

(0 + 5757) = (n+7)
(v +557) (a4 357)

—div(M(X)V (v — 1)) < fo

Escolhendo (v, — u,)" como funcdo teste em (1.9) e sabendo que

(n + 5757) = (vn+ 57)
(vn+557) (00 + 357)

Jnr1 (Vn_”n)+ <0

obtemos:
oc/ IV (vn— )2 = 0
Q

e com isso, v, < u,. Portanto, pela conclusdo anterior e por (1.16) segue que u, = v,,.
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1.4 Minimo de um Funcional e Equacao de Euler

O objetivo dessa se¢do € trazer defini¢des e resultados que serdo essenciais para discutir a
existéncia de solugdo do Problema (1) quando ¥ < 1 e colocamos o dado em L™ (Q), sendo
m > [2% /(1 — )] no Capitulo 4.

A seguir, serdo apresentadas trés defini¢des: semicontinuidade inferior fraca, Gateaux
diferenciabilidade e equacao de Euler. Para tanto, consideremos X um Espago de Banach e

J : X — R um funcional integral.
Definicao 1.35. J ¢ dito fracamente semicontinuo inferiormente se para toda sequéncia x,,

em X, tal que x, — x em X, tem-se

lim J(x,) > J(x).

n—r—+oo

Definicao 1.36. J é dito Gateaux diferencidvel em u € X quando, para todo v € X, existe o

limite:

hmJ(u—HV) —J(u).

t—0 t

Denotaremos {J'(u),v) a derivada de Gateaux de J no ponto u, na direcéo de v.

Definicdo 1.37. Considere J Gdteaux diferencidvel e u um minimo para o funcional J.

Definimos (J'(),v) =0, v € X, a equagdo de Euler associada a J.

O Teorema de Weiertrasss garante a existéncia de um minimo para um funcional que

satisfaz trés condicoes.

Teorema 1.38 (Weierstrass). Seja Y um Espaco de Banach reflexivo e considere J : Y — R
um funcional coercivo, limitado inferiormente e fracamente semicontinuo inferiormente.

Entdo J possui um minimo.

Demonstragdo. Ver [2, Theorem 9.1].
[

O Teorema de De Giorgi a seguir é uma alternativa para mostrar que um funcional J é
fracamente semicontinuo inferiormente. Para enuncid-lo, considere j : Q X R x RV R

uma func¢do e tome
J(u) :/ J(x,u, Vu) (1.17)
Q

um funcional definido em WO1 P(Q), com 1 < p < +oo.
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Teorema 1.39 (De Giorgi). Suponha que j seja uma funcdo Carathéodory e convexa com
respeito a ultima varidvel. Sejap>1el<qg<p'sep<Nel<qg< 4o sep>N.
Assuma que existam h € (L1(Q))N, ap € R e o € L' (Q) 1al que

J(x,5,8) 2 h(x)- ¢ + 0(x),
considerando u,,u € WO] P(Q) tais que u, — u em WO] P(Q), entdo

J(u) < liminfJ (uy,).

n—r+oo

Demonstragdo. Ver [8, Theorem 3.4].
l

Considerando J o funcional definido em (1.17), o Teorema 1.40 servira de suporte para

provarmos que se # é um minimo do funcional J, entdo u satisfaz a equacao de Euler.

Teorema 1.40. Seja X um Espago de Banach, J : X — R um funcional Gatéaux diferencidvel

e seja
J(u) =min{J(u) :u e X},

entdo (J'(),9) = 0, para todo ¢ € X.

Demonstragdo. Dado ¢ € X, considere y : [0,1] — R definida por y(¢) = J(u+1¢). Note
que y ¢ diferencidvel em [0, 1], pois para qualquer que seja fg € [0, 1], temos:

')Ul(tO) — Lm W(t0+h) - W(t())

h—0 h
" im J(u+ (t0+h)gz) —J(u+199)
h—0
_ }llir%J((ﬁ+to¢)+h}zp)—J(ﬁ+r0¢), (1.18)

como J é Gateaux diferenciavel em u+fo9 € X, segue que o limite em (1.18) existe.

Agora, sendo u 0 minimo de J, temos que

y(0) =min{y(z): 1 €[0,1]}
ou seja,

v’ (0) =0. (1.19)
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Ora, para todo ¢ € X, vale:

v'(0) = %J(ﬁH(P)Ir:o = (J'(@+19),v) =0 = (J'(1), 9)

usando (1.19), obtemos:

(J'(@),9) =0.

e o resultado segue.



Capitulo 2
Ocasoy=1

Neste Capitulo, discutiremos a existéncia e regularidade de solucdo para o problema

—div(M(x)Vu) = fx) em Q,

u
u>0 em Q,

u=>0 em JdQ

2.1

isto é, traremos resultados a respeito do Problema (1) quando y = 1. Aqui seguimos com as
mesmas hipéteses: f é uma fun¢@o ndo-negativa pertencente a algum Espaco de Lebesgue e

M ¢é uma matriz eliptica limitada, ou ainda, vale que

alP<Mx)E-& VEERY (2.2)

M(x)| < B (2.3)

O caso Y =1 é de certa forma mais simples. Grosseiramente, i1sso se deve ao fato de que

ao tomar u como funcao teste, a singularidade € removida, veja o Lema 2.1.

2.1 Existéncia de soluciio em W, *(Q)

No intuito de provar o que vem adiante, utilizaremos os resultados do problema aproximado
na Secdo 1.3 sobre Aproximagdo. Iniciamos com o lema a seguir que nos fornece maior regu-
laridade do que seria esperado pela Teoria Classica de Stampacchia, ver em [2, Proposition
11.5].
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Lema 2.1. Se u,, é solucdo de (1.9), com f € L! (Q), entdo a sequéncia u, é limitada em
1,2
Wy = (Q).

Demonstracdo. Com efeito, vamos tomar u, como fungao teste e utilizar (1.10)

Oc/ Vu,|> < /M(x)Vun-Vun
Q Q

_ fnun
Qu,ﬁ—%
Ora, n i <1, entdo
Snltn / / /
< < - = )
Q1S =) S Q|f’ 1Al
Logo,

a3, < 11132

O resultado segue.
[

Provada uma estimativa para u, em WO1 ’Z(Q), podemos agora, mostrar a existéncia de
solug¢do em W()l’2 (Q) para (2.1).

Teorema 2.2. No Problema (2.1), considere f € LI(Q) uma funcdo ndonegativa (ndo

identicamente nula). Entdo existe uma solugdo u € WO1 ’Z(Q) no sentido de

/ MxvVe-vo= [ 12 voecr .
Q Qu
Demonstragdo. Pelo Lema 2.1, u,, é limitada em WO1 2 (Q), ou seja, a menos de subsequéncias,
U, — uem Wol’z(Q) < L*(Q), entdo u,, — i em L*(Q).

Por outro lado, u, converge para u pontualmente e, portanto, q.t.p. em €. Assim, pelo
Teorema 1.3, ganhamos que 1, — u em L9(Q) para todo ¢ € [1,2). Ora, L?(Q) < LI(Q),

< ~ . : 1,2 .
entdo u = u. Com isso, garantimos que u, — u em W, (Q) e dai,

lim M(x)Vun-V(p:/M(x)Vu-V(p Vo eCT(Q).
n—+ee J Q



2.1 Existéncia de solugdo em WO1 2(Q) 39

Sejam ¢ € C°(Q) e Q CC Q tal que supp ¢ C Qe up(x)+1/n > K5 > 0, entdo usando
ofatode 0 < f, < f, temos

Jn® H(DHL""(Q) o~ 1
<ot <k F=C-fell(Q).

Portanto, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.5) que

lim [0 _ [ 10

n—s—oo Qun+% o u

Logo,

/M(x)Vu-Vq):/ 19 v ecma).
Q Q u

2.1.1 Integrabilidade de solucao

Provados os resultados de existéncia de solugdo para (2.1) podemos agora discutir a integra-

bilidade dessa solucao.

Teorema 2.3. No Problema (2.1), considerando f € L"(Q), m > 1, a solugdo u dada pelo

Teorema 2.2 é tal que
i) Sem > N/2, entdo u € L”(Q);

ii) Se 1 <m < N/2, entdou € L*(Q), s=2Nm/(N —2m).

Demonstragao. i) Seja j > 1. Defina G;(s) = (s— j)" e considere G, (u,) = (un — j)* como

funcdo teste. Daf, usando (2.2) e o fato de G(u,) = 0 no conjunto {u, < j}, temos que

o [ V6P < | MW0VG;(un)- VG ()
fnGj(un)

Q uy+ %
fnGj(un)

B /{un<j} Mn+% /{'un>j} un+%
/ JnGj(un)
{

fnGj(un)

. 1
un>jt  Up+ 5
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Note que no conjunto {u, > j}, garantimos que u, + 1/n > j > 1. Assim,

n n G n)
/{un>j} Ltn—l—— /f I/l /f l/i

ou seja,

) 2 . . _ ,
@ [ NG < [ 7Gim) < [ Giw)= [ 7 Gyfun). (24)

Usando a Imersdo de Sobolev WOI’Z(Q) < L>"(Q) do lado esquerdo de (2.4), conseguimos

a A\
¢ (/Q|Gj(un)|2) g/Qij(un): {um}f G(uy) (2.5)

Usando a desigualdade de Holder, Teorema 1.2, do lado direito de (2.4), temos que

L N+2
[ rGm= ([ iGwE) ([ i)
= T ey )

Usando desigualdade de Holder, Teorema 1.2, para [m(N +2)]/2N e [m(N +2)]/[m(N +
2) —2N] obtemos

N+2

(e CE) ™ ()T
{un>j} {un>j}

- ( [, mm) " med(fuy > () ()

W)

il - med({uy > 73 () (),

N+2

(f,in#)"
{un>j}

IN

Entao, de (2.5)

% (/Q |Gj(un)|2*> 2 < (/{un>j} !Gj(un)|2*> c ”fHLm med({un > J})< ﬁz))(%fvz)

ou seja,

W)

& (L1600 )” <limiar- meafun > )= )
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Novamente, usando a desigualdade de Holder, Teorema 1.2,

/Q|Gj<un)| = /{Mn>j}|Gj(u,,)|
: </{un>j}|G"(””)’2*> - med({u, > 7)) % 27)

Multiplicando (2.6) por med({u, > ]})1\%\/2

%)

s? i (1-2
EHfHLm(Q)' med({u, > ]})( ) (5

IN

( /Q |Gj<un>12*) " med({u, > j})'
- med({u, > j}) 2

S? .
= E||f||Lm(Q) - med({u, > j})'

1
m .

2

De (2.6) e (2.7) garantimos

S|=

52 T
L1611 < Sl flimiey - med({un > 1)1 775

’

Utilizando o Lema 1.4 com C = (Sz/a)HfHLm(Q), n=14+2/N—1/meg(j) :/ |G j(un)
Q

entdo [|uy|;=(q) < C. Note que podemos fazer tal escolha para 1, j4 que 1 + 2/N—1/m>1
sempre que 2/N > 1/m, ou seja, desde que m > N /2.
Ora, se u, é limitada em L™(Q), entdo |u,(x)| < R q.t.p. em Q, e a menos de subsequén-

. * . 2
cias, u, — vem L*(Q), isto &,

lim [ u,p = / vo V¢ eL(Q) (2.8)
n—+o JO Q
Por outro lado, temos do fato de u,, convergir pontualmente para u que
U, — u¢ q.t.p. em Q,
€ mais

un(x)9 ()] < R-[(x)| € L'(Q)

entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.5, garantimos que

lim [ w0 — / wp VoL (Q) (2.9)
Q Q

n——+oo
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Portanto, de (2.8) e (2.9), segue que u = v. Logo, u € L”(Q).

ii) Aqui, dividiremos em duas partes. Suponha primeiro que m = 1, entdo s =2N /(N —2) =
2*. Como u, é limitada em Wol’z(Q) < L* (Q), seque que a menos de subsequéncias i, —» v
em L (Q). Dai, sendo u limite pontual de u,, segue do Teorema 1.3 que u, —> u em LI(Q)
para todo g € [1,2*), em particular, 1, —s u em L>(€). Ora L? (Q) < L*(Q),logou =v e
portanto u € L* (Q).

Agora, suponha que 1 < m < N/2, considere > 1 e escolha u,zl‘s_z como funcao teste
em (2.2). Tal fungdo pode ser tomada, pois u, estd em L™(Q), ou seja, podemos aplicar a
Regra da Cadeia localmente Lipschtiz. Entao, temos

OC/ Vi V(21 = a(25—1)/Vun'Vun 292
Q Q
_ a(25—1)/ Vit 2252
Q

20—1
fn”ns
Q u, —I—%

IN

Como f, < fel/(u,+1/n) <1/uy, segue por desigualdade de Holder, Teorema 1.2,

que
fnu2571 f u2571
n < n
Q un‘f‘% N /Q Up
< [ru
Q
1
S— AN
< Wl ( f o)
Q
Ou seja,
1
_ 26-2)m \ "
a(26—1) /Q Vit 21252 < || fl i < /Q W% ) . (2.10)
Note que,
_ 2(6— _
/|Vun|2u,2,5 2:/ |Vun|2un( 1):/ Viul ') (2.11)
Q Q Q

entdo, pela Regra da Cadeia localmente Lipschitz

V(ul) = §ul~'Vu,.

n
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assim,
|V(u2)|2 = 52|u6_]Vun|2.

Entdo, de (2.11) e por Imersdo de Sobolev, W1 2(Q) — L (Q), conseguimos:

2
V) _ S >
Vu2252_/Vu512 /’ > (/ )
/| 11| |n | 52 =52\ Jo

multiplicando por a(26 — 1) na desigualdade anterior

2
a(25—1)/Q|VunuS_1]22 % (/ng*5)2 .

Segue de (2.10) e da ultima implicag¢do que
i

2
257 5 / (26-2)n
< m n . .

Agora, vamos tomar § de forma que
26 = (26 —2)m’
ou ainda,

N-2
2N(25 2)—— _1

20mN —2mN —46m +4m
2mN — 2N
B 2mN — 4m 4m — 2mN
B (2mN—2N> 2mN — 2N’

Com isso, segue que

s5_5 2mN — 4m B 4dm — 2mN
2mN—2N) — 2mN—2N
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assim,
—2N +4m B 4dm — 2mN
2mN—2N ) — 2mN—2N
logo,
5 — 4m —2mN [ 2mN — 2N
~ 2mN —2N \ —2N +4m
B 4dm —2mN
2N +4m
_ m(N-2)
 N-2m '

Observe que podemos fazer essa escolha, pois se m > 1, entdo

mN >N
ou seja,
m(N—2)+2m >N,
€ assim,
m(N —2)
1
N—2m

Com essa escolha de 8, obtemos

2t — 2N (m(N—2)): 2mN .
N—2m

N—2\ N—2m
Entdo, de (2.12)

1
7

s 2% 8’ s\ "

Como m < 3 segue que
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ou ainda,
1 2(N-2)
m’ 2N
logo,
1 < 2
m 2%

Entdo, de (2.13), garantimos que

2m’ —2*
P 2%l < 62

Dali, u, ¢ limitada em L*(Q). Ja que u, converge para u q.t.p. em Q, segue do Teorema
1.3 que u, — uem L*(Q). Logo, u € L°(Q). N







Capitulo 3

O caso y> 1

Neste capitulo trataremos do problema

—div(M(x)Vu) = % em Q,
u>0 em Q,
u=0 em dQ

3.1

quando y > 1. Novamente, f € uma fun¢do ndo-negativa pertencente a algum espaco de
Lebesgue e M é uma matriz satisfazendo

aléP <Mx)E-& VEERY (32)

[M(x)| < B. (3.3)

O caso v > 1, quando comparado com o ultimo caso, ¥ < 1, ainda € mais simples. Isso

porque, grosseiramente, u” é funcio teste vélida.

3.1 Existéncia de soluciio em W, *(Q)

No capitulo anterior, conseguimos garantir a existéncia de solucdo em WI’Z(Q). Agora,
nao conseguiremos solucdo de (3.1) nesse espaco, mas sim em WILCZ(Q) Para fazer sentido,
definiremos durante a Se¢do 3.1.1 o significado de u € Wlicp (Q), p > 2, ser zero na fronteira
de Q.
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y+1

o e 12 1,2
Comegamos com um lema que remete a estimativas de u, e u,” em W, " (Q) e W, " (Q),

respectivamente. Este serd essencial para a prova do Teorema 3.2.

v+l

Lema 3.1. Seja u, solucdo de (1.9) com y > 1 e suponha que f € L'(Q). Entdo u,> ¢é
limitada em WOLZ(Q), up é limitada em WLZ(Q) eem L’ (Q), coms=N(y+1)/(N—-2).

loc

7+l
. .. . 1,2
Demonstracdo. Vamos mostrar, primeiramente, que u,”> ¢ limitada em W, *(Q). Esco-
9

loc
La<f

(
lhendo ) como fungio teste em (1.9), nés obtemos, sabendo que u! /(u, +1/n)" <

e lembrando de (1.10), temos que

Oc/Vun-V(uZ) = (X}// Vi, Vitu! !
Q Q

= ocy/ ]Vun|2u,7;_l
Q

< / fnuZ .

@ (un+3)

S/ann

< [ =1l

Ora, pela Regra da Cadeia localmente Lipschitz, vale que

2(r-1)
/Q|Vun|2u}',_1 = /|Vun|2un 2

o
—1
= /Q|Vunun2|
4 (y+1)? pan
- T
4 (y+1) rit g |?
— Vi u,?
(7+1)2/Q 2
4 i\ |?
— " [ vluz
<y+1>2/9 ()
Assim,
2

4
Vi, |2u?™! = / \%
/Q| un | “u) (,},+1)2 o
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e entao

|
< a_,}/HfHLl(Q)a

7+l
")
hl 2
G
Q
v+l

<
0 que garante que u,> € limitada em WO1 ’Z(Q).

4 /
(r+1)%Jo
1.e.,

+1)?
D ey

Agora, vamos mostrar que u, ¢ limitada em L*(Q), com s =N(y+1)/(N —2).
Comos=N(y+1)/(N—2)=2N(y+1)/2(N—2)=2"(y+1)/2, entdo segue de WOI’Z(Q) —
L* (Q) que

jan} r+1
Up* < C||up*
() Wy ?(Q)
ou seja,
1
2(r+1) |\ 2F pas
/ u, > < C||u,? )
@ W (@)
Dessa forma,
1
Llal)” <clw|
Q Wy ()

de modo que elevando os dois lados da desigualdade a 2* /s, segue que

2% 2%
2%s 2% YL s
/ |uj, <C+ |lup? .
1,2
Q W~ (Q)
Logo,
2*
0% Y+ s
[unllLs@) <C+ |jun®
W, (Q)

0 que garante que u, é limitada em L°(Q).
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50
L1, L. . 1.2 . .
Por tltimo, vamos mostrar que u, € limitada em W, (Q). De certa forma, essa estimativa

¢ mais delicada. N
Consideremos ¢ € C. (Q) e Q cc Qcc Qtal que supp ¢ C Q. Escolhendo u, ¢ como

funcdo teste em (1.9), temos que
fnun¢2
1 )Y'

/szM<x)V”n'V(””¢2) N /Q(un+ﬁ

Isso implica que
_ / fn”n¢2
2 (un+5)"

/ M(x)Vit, - Vi, 42 / M(x)Vu, - Vou,d

Q Q

Lembrando-se que a/ |Vu,,|2¢)2 < / M(x)Vu, - Vu,¢>, usando (3.2) e o fato de que
Q Q

up(x) > Kg > 0, obtemos
fn”n¢2
o) I)Y

2,2 _
oz/Q|Vun| 0 +2/QM(x)Vun Vound e
fn”n(pz

o (un)”
/ fa9?
fz(u r=1
1
— /ﬁfmp2
Q

n)'
1

= IF/an(PZ
Q

IN

(3.4)

pois Y > 1 e supp ¢ C Q.
Lembrando da desigualdade de Young, em que 1/p+1/¢g = 1, temos

b4

4q
p

ab < gal +
q(ep)

e usando-a com p =g =2 e € = @ /2, conseguimos
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2B [ V- oudl = [ Vu,9(2B)Vou,
[ 1Vu62B)]Vou,

4B2 2,2
2/ 2(%.2)2/

a 232
= 5/|Vun|2¢2+—/ Vo |2us.
Q o Jo

IN

Assim,
—2/M(x)Vun~V¢unq) < 2[3/ Vi, o ||V ouy|
Q Q
o 2.2, 2B )
2/9qu,1] 0+ o /Q\Vq)y u. (3.5)

IN

Somando (3.4) e (3.5), obtemos

2.2 a ) 282 2.2 1 2
o[ 1VuPe? < 5 [ [VuPer+ = [ Vol — [ g0
o 2 Jo o Jo Ké Q

Isso implica que

o
E/QWMn‘Z‘PZ

IN

2p* 292, | 2
7/Q’V¢’ un""KZ,l /an(P
2[32

V6l [ 2 +?||¢||Lm s

2 2
— L 0limie) [+ 10 ey = € 0)
Q

IN

Em particular, pelo Lema de Urysohn, Lema 1.11, considerando ¢ = 1 em Qe ¢ =0em
=~cC

Q , garantimos que
[ Vun|? < C.
Q

Logo, u, é limitada em Wl o

1(Q).
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O préximo teorema garante a existéncia de solucdo do Problema (3.1) em Wllocz(Q) gracas

as estimativas provadas no lema anterior.

Teorema 3.2. Seja y > 1 e seja f € L! (Q) ndo negativa e ndo identicamente nula. Entdo
existe uma solugdo u € Wllo’c2 (Q) do Problema (3.1) no sentido de

_ [ e -
/QM(x)Vu-V(p—/Quy Yo e C(Q).

Demonstragcdo. Por um lado, pelo lema anterior, u,, € limitada em Wl})’cz (Q), ou seja, dado

Qcc Q, u,, é limitada em W2 ((AZ) Além disso, u, converge pontualmente para u e portanto,

g.t.p. em Q, entdo usando o mesmo argumento feito no inicio da prova do Teorema 2.2,

temos que
up —u  em W2(Q).
Na realidade,
U, —~u em Wllocz(Q)
Assim,
Jdim [ M()Va, V9 = /Q M@X)Vu-Vo ¥ éeCo(Q). (3.6)

Por outro lado, como 0 < f, < f e u,(x) > K5 >0, segue que

Jn9
(un + l)y

n

- [l

0< <
Q

f qtpemQ

em que QccQul que supp ¢ C Q. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, Teorema 1.5, garantimos que

i [ B0 [T

n—to Jo (un_'_%)?’ o ul VoeCr(Q). (3.7

Entdo, de (3.6) e (3.7), conseguimos

/QM(x)vu.w:/Qi—f Y9 € CI(Q).
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3.1.1 Comportamento da soluciao em JQ

Nessa subse¢do, daremos sentido para u = 0 em JdQ. De fato, na préxima defini¢do se-
guiremos [5] para estender a nog¢do de trago na dQ e posteriormente provar que u = 0 no
bordo.

Definicao 3.3. Sejav € WZLL{’(Q) NL).(RY) tal que v=0em RN\ Q e p > 1. Dizemos que
v<0em dQ se para todo € >0

(v—e)" e W, " (Q).

Dizemos que v =0 em dQ se v for ndo negativa e v <0 em dQ.

Formalmente, para justificar a defini¢io acima, suponha que v € W' (Q) NC(Q) tal que
v < 0em dQ. Note que v — £ € WP (Q) NC(Q) para todo &€ > 0. Além disso, v — & < —€
em 9Q de modo que (v— &) =0 em IQ e entdo, (v— &) € W, ¥ (Q), para todo & > 0. Por
fim, sev € W“’(Q) NC(Q),v>0em Qe v <0em JQ, pela discussdo acima,

(v—e)t=0emdQ Ve>0.

O lema a seguir nos fornece uma desigualdade entre nimeros reais. Usaremos essa

desigualdade para mostrar que a solucdo de (3.1) satisfaz a Definicdo 3.3.

Lema 3.4. Sejam g > 1 e € > 0. Considere os seguintes conjuntos

(x,y) € R*:x> €,y >0},

Se =1
{(x,y) eR?*: x>0,y > €}.

Sz

Entdo, vale a desigualdade
x4 —y7| > el x—y| emSEUSY.

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, suporemos que x > y e consideraremos a fungdo
f:RT — R definida por f(s) = s?. Sendo f continua e derivdvel em todo o dominio,

garantimos, pelo Teorema do Valor Médio, a existéncia de A € (y,x) tal que

) = f)=FA)(x—y)
ou seja, como g > 1, segue que

X =yl =gAi (x—y) > A7 (x —y).
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Dai, se (x,y) € S5 NS = {(x,y) € R? : x,y > £}, entiio
x1—y1 > A9 (x—y) > e Hx—y).
Agora, suponhamos que 0 <y < € < x. Note que f € estritamente convexa para g > 1,

basta perceber que dados a < b € R, vale que f'(a) = ga?™ ! < gb? ! = f/(b), isto é, [ é

estritamente crescente. Com isso, temos que

fO) =) L SO =FO) o gt
xX—y x—0
Logo,
x4 —yt x_q _ e
xX—y X ’
€ portanto,

xl =yt > el x—y).
Supondo 0 < x < € <y e utilizando 0 mesmo argumento, prova-se que
~1
yq_xngq (y_'x)7

e o resultado segue.
]

Combinando o Lema 3.4 e a Definicdo 3.3 com as estimativas da subsecado anterior,

podemos finalmente dar sentido a condicao de fronteira.

Y+p—1
Teorema 3.5. Seja v > 1, p > 1 e v ndo negativa tal que v e WO] P(Q). Entdo v =0em

dQ no sentido da Defini¢do 3.3.

Demonstragdo. Seja h € RY e considere os conjuntos

Qp:={xeQ:d(x,0Q) > |h|}

Q) = Q,Nsupp(v—g)*
Q> = QN (supp(v—€)7).
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Note que

(v—&) (x+h)—(v—e)" ()" = (v—&) " (x+h)—(v—e)"(x)|"

|
h

Q, Q
£ [ lv=e) e n) = (v—e) P

= [ =) ) - - P 38)

Considerando ¢ = (y+p—1)/p > 1, e sabendo que em Q. temos (v —&)" > 0, isto &,
v > €, garantimos que

y+p-1 y+p—1 rtp=1_4

o k) =y e (@)= e () —v()| em Q.

Assim, em (3.8) garantimos

(v—&) (x+h)—(v—e)T ()" = (v—&)" (x+h)—(v—&)"(x)|”

N
h

Q
= [ Wlern =y

y+p—1 y+p—1
< e [ W e T
Qh

Qh

rtp=1 .
entdo, sabendoquev » € WO1 P(Q) e utilizando a Teorema 1.16, temos que

+p-1 +p—1
(=& ) = (=) @I < e [ T ) v (o
Q, Q)
< Clhl.
Novamente, usando a Teorema 1.16, temos (v — &)™ € W'P(Q) e como (v— €)™ =0em

RN\ Q, concluimos, pelo Teorema 1.18, que (v—¢)" € WO1 P(Q).
Logo,v=0em JdQ.
]

Observacao 3.6. Para usarmos a Proposicdo [4, Proposition 9.18] sobre Trago na fronteira,
foi necessdrio acrescentarmos a hipétese de Q C RY ser um subconjunto de classe C', mas

poderiamos ter colocado Q um subconjunto Lipschitz, no lugar de classe C 1 como é o caso
do Teorema em [13, Theorem 10.29].

Corolario 3.7. Se u estd nas condi¢coes do Teorema 3.2, entdo urt/2 ¢ WO1 ’Z(Q), ou seja,
u=0emdQ.
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Demonstragdo. Do Lema 3.1, garantimos que u,(!“)/ ? ¢ limitada em WOI’Z(Q), ou seja, a

A 1)/2 o
menos de subsequéncias w2y em WO1 2(Q) < L*(Q). Além disso, como u, converge

pontualmente para u e g(x) = X072 ¢ yma func¢do continua, segue que u,(fur])/ 2 converge
para urth/2 pontualmente, e portanto, g.t.p. em Q. Assim, pelo Teorema 1.3, temos que
w2y (r0/2 e 19(Q) paratodo g € [1,2). Mas, L2(Q) < LI(Q), logo v = u71)/2
e portanto, u("+1)/% ¢ Wol’z(Q).

]

3.1.2 Integrabilidade de solucao

Nessa sec@o, vamos provar exclusivamente a integrabilidade de u. Apesar de tratarmos de
um tema ligeiramente diferente da subsecdo anterior, decidimos incluir a discussao sobre
integrabilidade apés a Secdo 3.1.1, pois usaremos o Coroldrio 3.7 Vejamos no préximo

resultado que tal integrabilidade depende de f.

Teorema 3.8. No Problema (3.1), considerando f € L™ (Q), m > 1, a solu¢do u dada pelo

Teorema 3.2 é tal que
. N - v
i) Sem > > entdo u € L™ (Q);

N ' N 1
ii) Sel <m< > entdou € L*(Q), s = %

Demonstragdo. i) A prova é idéntica a prova do Teorema 2.3 item i). Com efeito, conside-
remos j > 1, a fungdio G;(s) := (s — j)" e G;(un) = (un — j)* como fungio teste. Entdo,

usando a elipticidade da M e o fato de G(u,) = 0 no conjunto {u, < j}, garantimos que

' 2 fnGj(”n)

n

Note que

/{ (fGJT(I))YS | G < [ £65u)

un>j} (Up

pois, no conjunto {u, > j}, garantimos que (u, + 1/n)? > j > 1. Assim,

. 2 .
a /Q VG ()2 < /{ TG, (3.9)
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Pela Imersdo de Sobolev WO1 ’2(9) s L* (Q), garantimos que:

o A\
& (/Q|Gj(un)|2) g/Qij(un)z/{un>j}f Gj(uy) (3.10)

Pela desigualdade de Holder, Teorema 1.2, temos:

Gi(u,) < / Gi(u, 2*> (/ N+NZ)
‘/{”n>]}f ]( ) ( {un>]}‘ J( )l {un>j} ’f‘

Novamente, usamos a desigualdade de Holder, com [m(N +2)]/2N e [m(N +2)]/[m(N +
2) —2N] para obtermos

N+2

2N __2N N2
(. 1175) 7 < flnay- meatiu, > )59,
Un=>J

Assim, de (3.10)

ou seja,

€
%

" 1 llmey med({uy > i) () (5)

(1o < Uflheiey meatiu > D @)

Mais uma vez, usando a desigualdade de Holder, Teorema 1.2,

el = [ 16y

([ G)) " meattun =% a2y
{un>j}

IN

N+2
2N

Multiplicando (3.11) por med({u, > j})

€L
E3

«\ 2 N42 Sz
(f165R ) meattin > D5 < 1 lhogay mea(fin, > 1)

2/
|-
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Finalizando, de (3.11) e (3.12), segue que

SZ . 2_1
/Q ’Gj(unﬂ < EHfHL’”(Q) med({un > ]})1+N m

Pelo Lema 1.4, obtemos que ||uy||1=(q) < C, e portanto, u € L(Q).

ii) Sem = 1, temos que s = N(y+1)/(N—=2) = (2/2)N(y+1)/(N=2) =2"(y+1)/2.
Do Coroldrio 3.7 sabemos que W' e Wo] 2(Q), entio usando a Imersdo de Sobolev WOl 2(Q) —
L* (Q), obtemos

rHl rtl
[ e = €l
L¥(Q) W (Q)
implicando em
1
2(y+D) |\ 2 jas!
( / u 2 ) <Clluz2 .
Q W™ ()

elevando os dois lados da desigualdade por 2/(y+ 1), conseguimos

2
T 2
1) 2 || oyl ||
L) <o ],
Q Wy’ (Q)
ou seja,
2
2 YHU || v+1
L) <77,
Q Wy ()

e portanto, u € L°(Q).
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Se 1 < m < N/2, entdio consideremos & > (y+1)/2 e u2°~" como funcfio teste em (1.9).

Usando (3.2), o fato de f;,, < f e a desigualdade de Holder, Teorema 1.2
/ Vu,-V 25 1) = (20— 1)/ |Vun|2u,%6_2
Q
f l/l26_1
nlity
=L(W+%V

fn 26—1

< / fu,%‘S*l*Y
Q
! L
- () ()
Q Q
1
= Wl (/Q u,sw—l-”m) | 3.13)

De forma andloga ao que foi feita no Teorema 2.3, item ii), garantimos que

2
S s\ 7
/Wun!z 26— 2>62 (/ 2 5) .

Dai, desta tltima desigualdade e de (3.13), segue que

2 1
26\ o O / (28—1-y)m'\ "
Oc(/ﬂu ) < S<26_1)||f||Lm(Q)( [} . (3.14)

Escolhendo & de forma que 28 = (26 — 1 — y)n!, entdo

IN

2No m
— = 20—-1—y)——
N—2 = o
o que implica que
5 2N 2m _ —m—my
N-2 m-1)  m-—1

ou ainda,

(i an) = ot
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logo,

—m(1+7y)(N—-2)
dm —2N .

Note que podemos fazer essa escolha de &, pois m > 1 implica em
—m(N—2)<2m—N

como m < N/2, entdo 2m —N < 2N /2 — N = 0. Assim,

—m(N —2)

—=>1
2m—N

logo,

—m(1+7)(N-2) . Y+1
4m —2N 2

Novamente, utilizando o mesmo célculo feito no Teorema 2.3, item ii), temos que
2*/2 > 1/m’ sempre que m < N /2, e ainda,
2N —m(1+7)(N—-2) Nm(l+7y)

2*5: . =
N-2 4m —2N N —2m

Entdo, de (3.14), concluimos que

S 2% 52 ) #
o (/Qun) < m“f”m(sz) (/Qun>

entao

/%
2m’ =2 52

()™ =551l

Portanto, u, é limitada em L°(Q). Pelo mesmo argumento do Teorema 2.3, concluimos
que u € L*(Q).
O



Capitulo 4

Ocaso0<y<1

Neste capitulo trataremos do problema

—div(M(x)Vu) = ijf) em Q,
u
u>0 em Q,

u=>0 em JdQ

4.1)

em que 0 < ¥ < 1, M é uma matriz eliptica limitada e f € uma fun¢@o ndo negativa.

4.1 Existéncia de solucio em W, *(Q)

Neste ponto, conseguiremos estimativas de u, em WO1 )2 (Q) desde que coloquemos a f em
um espaco mais regular que L' (Q). O préximo teorema traz uma limitagdo para u, supondo
feL™Q),emquem=[2*/(1—7)]'. Este teorema seré crucial para provar a existéncia de
solucdo u em WO1 ’Z(Q) do Problema (4.1).

Teorema 4.1. Seja u, solucdo de (1.9) com y < 1 e suponha que f € L"(Q), com m =
ON/IN+2+y(N—2)] = [2*/(1 = y)]". Entdo u, é limitada em W, (<),

Demonstragcdo. Escolhendo u, como funcgdo teste em (1.9), usando (1.10), o fato de que
Ja < f, adesigualdade de Holder, Teorema 1.2, segue que
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aAJV%F _ A?ﬂ@v%v%
< hiuy |
< (o)™ (o)
= Wl [ )"

Note que
o = (1—y)
(1=pm' = (1-p—=
2N
_ -7 (i)
o 2N-N—2—y(N-2)
N+2+y(N-2)
_ (1-peN)
N—-2—y(N-2)
(1-7)2N
(N=2)(1=7)
= 2%
e entao

1
a [ 1V < Wrlhecor ([ 1) @2
Q Q

Usando a Imerséo de Sobolev WO1 2(Q) — L*¥ (Q) do lado esquerdo de (4.2), temos

1

2
o -\ 2 =\
(L) <o f muf < Wl ([ @) @3)
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e sabendo que

i:l_l _ 1_N—|—2—|—]/(N—2)
m’ m 2N
_ N-2)(1-7)
2N
_ (=7
2*
2 o1 2
< ? ouseja,%<?

entdo, de (4.3) garantimos que

ou ainda

2m! —2*

04 7
?HMHHLTT(Q) < HfHL'"(Q)

elevando os dois membros da desigualdade acima a (2*)?/(2m’ — 2*) obtemos

*\2 *\2
w2\ BT s2\wE R
||“n||Lz*(Q) < o ||f”Lm(Q)

ajustando os termos, conseguimos

2 §2\ 2 2<2/*);
bl < (%) 113G @

Como

2\ ™ fnl,
[ )" =l

conseguimos, de (4.2) e (4.4), que
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*\2
Vu. 2 < s? 25/772* 2:(442’*—)2*
o [l < e (3) 7 013
2*2
S2\ 27 —2* 2m/—2*+(3*)2
< (5)7 Ulma) ™"

Portanto, u, é limitada em WO1 2(Q).
0

Agora que obtemos uma estimativa para u, em WOl ’Z(Q), podemos provar um resultado

de existéncia para (1).

Teorema 4.2. Considerando o Problema (4.1) com f € L"(Q) ndo negativa e ndo iden-
ticamente nula, em que m = 2N/[N+2+7y(N —2)] = [2*/(1 —7)], existe uma solugdo
uec WO] ’Z(Q) no sentido de

_ [ ] -
/QM(x)Vu-Vq)_/QMY Vo eCT(Q).

Demonstragdo. Provamos anteriormente que u,, € limitada em Wo] 2 (Q), isto €, a menos de
subsequéncias, u, — v em WO1 72(9) < L*(Q), entdo u, —> v em L>(Q). Por outro lado, uy,
converge pontualmente para u e portanto, g.t.p. em Q. Assim, pelo Teorema 1.3, garantimos
que u, converge para u em L9(Q) para todo ¢ € [1,2). Mas, L*(Q) — LY(Q), entdo u = v.

Dai, garantimos que u,, — u em WO1 ’2(9), logo

lim [ M(x)Vi,-Vo = / Mx)Vu-Vo V¢ eCo(Q).
n—+oo JO Q
Além disso, considerando ¢ € C;°(Q2) e QccQtal que supp ¢ C Q e usando o fato de
0 < f, < f, garantimos que

fn® < [9l=0
(un+ 17 Ké

n

0< \f=C.feLmQ)

Ora, como ¥y < 1, temos que

2N y 2N
m=
N+2+y(N=2)  N+2+(N-2)
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ou seja, L™(Q) < L'(Q), e assim, conseguimos que

Jn®

(n+ )7

n

0<

<C-fel'(Q).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.5), segue que

lim [0 _ [[¢

Vo eCl(Q).

Portanto,

/9 o
/QM(x)Vu.Vq):/QW Vo eCT(Q).

4.1.1 Existéncia de solu¢cio como minimo de um funcional

Nesta subsecdio, vamos mostrar que se m > [2°/(1 — )], f € L™(Q) e M é uma matriz
simétrica, entdo existe solucio u € WO1 )2 (Q) de (4.1). Para isso, seguimos as ideias feitas em
[3, Remark 5.4], onde foi notado que tal solucdo € o minimo de um funcional integral. Neste
caso, o método utilizado difere daquele usado na Secdo 4.1, afinal, o argumento produzido
no Teorema 4.1 foi finalizado gracas a identidade (1 — y)m' = 2*.

Supondo que m > 2N /[N +2+y(N —2)] = [2*/(1 — y)], os préximos resultados asse-
guram que a solugdo de (4.1) é o minimo do funcional J : WOI’Z(Q) — R definido por

J) = % /Q M(x)wvv—l%y /Q FOH)T @.5)

quando y < 1. Para garantir isso, mostraremos que existe um minimo para um funcional
aproximado e este minimo satisfaz a equagao (1.9). Depois, faremos célculos similares aos

anteriores para passagem do limite.

Lema 4.3. Considere o funcional J,, : WO1 2(Q) —> R dado por

1 1 1\ 7
Jn(v)ZE/QM(X)VVVV—m/an (V++;)

em que M € uma matriz que satisfaz as condi¢des do Problema (4.1) e é simétrica, Y < 1,
ferL™Q), comm>2N/[N+2+y(N—-2)] =[2*/(1-7)], e f, = min{f,n}. Entdo J,
possui minimo u,, € este minimo € solugdo de (1.9). Além disso, u, > 0 q.t.p Q.
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Demonstragdo. Para verificar que J, possui minimo, vamos mostrar que J, € coercivo,
limitado inferiormente e fracamente semicontinuo inferiormente. Assim, o resultado seguira
pelo Teorema de Weierstass, Teorema 1.38.

Note que da hipétese de elipticidade da M, temos

@ gL AT
w25 [0 [n () “6)

usando desigualdade de Holder, Teorema 1.2, na udltima integral da desigualdade (4.6),

conseguimos que

117 1\ (=0
[ (7+3) < Uhlim (/Q (v+3) ) @

Como m > 2N /[N +2+ y(N — 2)], entdo

1 -2 -2
S N-24+y(N-2)

= 2N
ou seja,
e —2N
(N=2)(1—7)
Assim,
o / 2N<1_’}/> A%
(1—y)m < —(N—Z)(l—y) =2 (4.8)

Agora vamos separar em dois casos, em que (1—7y)m’ > 1 e (1 —gamma)m’ < 1. Comega-
mos com o caso em que (1 —7y)m’ > 1. Entdo, por (4.8), segue que Wol’z(Q) — L(I_Y)m/(Q),
entdo de (4.7) garantimos que

1Y _
/gfn <v+ + ;) < Sl fulloni@y 1o+ 1/l -

Logo, voltando em (4.6), obtemos

(04 2 Sl 4 1_'}/
Jn(V) > EHVHWOLQ(Q) - menHLm(Q) HV + 1/l’lHW0]ﬁ2(Q). (49)
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Como 1 — y < 2, garantimos que

lim Jn(v) = oo,
HMHWOLZ(Q)*FFOO

Por outro lado, vamos supor que (1 —y)m’ < 1, ou seja, (1 —¥) < 1. Consideremos os

conjuntos

Qr={v+1/n>1}
Q, ={vT+1/n<1}.

De (4.6), temos

11—’)/ 11—7 1]_7/
Lo(en) = fonlren) < fon(en)

onde usando Imersdo L™(Q) — L' (Q), temos

-y
/fn<v++1) < [ 5
Q; n Q

= |fulloro)
< Cllfallme)

e ainda, usando desigualdade de Holder e Imersdo de Sobolev WO1 2(Q) — LY(Q), segue que

Iy 7

1 1 m

/ fa <v++—> < / fn (v++—)
QF n QF n

ne

1 m!
< m +4
< Wl [ [, (v +2)]
+ 1/m
< Solllmiay IV +1/mll%

Assim, de (4.6), temos

o 2 C+5 I 1/m'
1) 2 E MR gy~ SR by (14 1+ 1
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donde 1/m’ < 2. Entdo,

lim Jn(v) = oo,

u —>oo
I ||W01$2<Q)

e portanto, J,, é coercivo.

A desigualdade (4.9) também garante que J,, € limitado inferiormente. Agora, para
mostrar que o funcional é fracamente semicontinuo inferiormente, utilizaremos o Teorema
de De Giorgi, Teorema 1.39. Para tanto, considere a funcdo

jiOXxRxRY — R

1 1 '
(5) 5M<x>5-&—m[fn(s++;) ]

Observe inicialmente que j(x,-,-) é continua, para quase todo ponto x € Qe j(-,s,&) é
mensurdvel, ja que M e f, sdo mensurdveis. Assim, j € uma fun¢do Carathéodory.
Note ainda que dados (x,s,&;), (x,5,&) € Q x Rx RN et € [0, 1], temos que

J(e5,161+ (1 =1)62)) = 2j((x,5,61)) = (1 = 1) j((x,5,82)) = %ZM(X)& 61

Y l—y
R R G I (E R
-y . - I-y
+ —1iyfn (s++%) —(lzt)M(x)ézferllT;fn <S++%) -

Isso implica que

j((xas7t€1 + (1 _t)€2)) _tj((xvs>€l)) - (1 _t)j((xas>€2))

= S OMEE &+ (-0~ (MG & +1(1 - MG &

= LMW &+ MG & -2 -

_ %< 2 M) (& - &) (& - &).

Como 1> —1 < 0e M(x) (&1 —&)- (§1 — &) > 0, segue que [1/2](1> —1)M (x) (61 — &)* <
0 e portanto, j((x,s,7& + (1—1)&)) <tj((x,s,&1))+ (1 —1)j((x,s,&)). Logo, j é convexa
com relagdo a dltima varidvel.
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Ademais, sendo f;,, < n e utilizando a elipticidade da M, ganhamos
(04 2 n + 1 1=y
> - _

1=y
> — " (s++l> .
I—vy n

Entéio, fazendo h(x) = (0, ..,0) € (L*(Q))V, ap=0e a)( )=[-n/(1=7)](s"+ l/n)l_y €
L'(Q) e considerando u,u,, € WO1 2(Q) tal que u, — uem W, 12(Q), garantimos pelo Teorema

de De Giorgi, Teorema 1.39, que

n—r—+oo n—r+o0

Jn(u) = /Qj(x,u,Vu) < liminf ](X, un, Vi) = liminf J,, (uy,)

isto é, J,, é fracamente semicontinuo inferiormente. Portanto, pelo Teorema de Weierstrass,
Teorema 1.38, J,, possui um minimo e o denominaremos como u,,.

Para provar a segunda parte do lema, vamos mostrar, com o auxilio do Teorema 1.40, que
(J) (un),9) = 0 para todo ¢ € WO1 72(9), ou seja, u, é solugdo da Equacdo de Euler. Para tanto,
vamos iniciar mostrando que J, € Gateaux diferencidvel. De fato, dados ¢,y € WO1 ’Z(Q),
temos

(0).y) = tim PO ZO) i I L

taO t t—0 t

em que

I = 2/M WVo-V(ty)+ 2/M tw)V¢+2/M V(ty)-V(ty)

— E/QM(X)VQ)-VI/I—I—E/QM(x)Vu/-V¢+5/QM(x)V1//-VI//

1—-y

1 Lo\

1 N\"
L =— 1—y /fn (¢+“I/+7_l)

Entdo pela simetria da M, garantimos que

11m—:2/M V¢Vw+2/M Wy Vo = /M (x)Vo -V

t—0 1
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1 _
e ainda, fazendo g(¢) = —mfn ((¢+ry)"+ l/n)1 ¥, obtemos

faW
Y sed+ty >0
g) = (9 +ry+1)” oy
0, se g +1y <0
Com isso,
Jn
1g'(1)] < |yl m <n"|y|f] €L1(Q),

definindo F(t) := / g(t) e usando o Coroldrio 1.6, garantimos que
Q

F(t)—F(0
limM =F'(0)= [ lim
t—0 t Qr—0 t

8)=5(0) _ [ __fw
“hty

I
mas, lim [F (1) — F(0)]/t = lim = Entdo,
t—0 t—0 1

/ o (@ Fry)—Ju(¢) L b v JaW
Un(o)ow) = i EEHEE i 22— [ave vy - [

Assim, segue do Teorema 1.40 que
(Un(n).9) =0 V¢ ucWy?(Q)
18to €,
/QM(x)Vun-Vq) :/waT‘l’l)y Vo e W Q).

Em outras palavras, u, € solucio de

— div(M(x)Vu,) = (uanl)Y em Q

n

u, =0 em 0Q

como querl’amos mostrar.
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Utilizando o mesmo raciocinio produzido no Teorema 1.32, ou ainda, usando o Principio

do Méximo, Teorema 1.28, garantimos que u, > 0. OJ

Observacao 4.4. Nas condicoes do Lema 4.3, u, satisfaz o Teorema 1.32 e o Lema 1.34, e

portanto,
i) u, é crescente com relacdo a n;
ii) u, >0em Q;

iii) para todo Q CC Q existe um Kg > 0, independente de n e vale
un(x) > Kg >0

para todo x € e para todo n € N.
iv) u, é tinica.

Ja mostrada a existéncia e unicidade de solugdo para o problema aproximado, podemos
. . 1,2 N c AL s ~
provar uma estimativa para u, em Wy’ (Q) e posteriormente, mostrar a existéncia de solucao

para o Problema (4.1) supondo que f estd nas condi¢gdes anteriores.

Lema 4.5. No Problema (1.9), com y <1 e f € L"(Q), m >2N/[N+2+y(N-2)] =
[2*/(1 =)', a solugdo u, é limitada em WOI’Z(Q).

Demonstragdo. Da observagdo e do lema anterior temos que u,, > 0 e u, € o minimo do
funcional J,, entdo J,(u,) < J,(0), ou seja,

%/QM( VunVun—IT/fn< 1) <——/fn

entdo, somando —1/(1 —7) / fn (n+1/n)" "7 nos dois membros da desigualdade acima e

usando a hipétese de elipticidade de M, conseguimos

Qa 1
~ v 2<_/ 1—y
2/9‘ o Ty o/

sendo f,, < f e utilizando a desigualdade de Holder, Teorema 1.2, do lado direito, temos que

1

/ Vu ||fHLm (/ ugly)m’)m"
2 —-Y Q
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Ora, (1 —y)m’ < 2%, entdo L* (Q) — LI (Q), daf

1
7

< [t < Ui ([ )’
2 Jo 1—v Q

-y
£l zm(0) ) 7

Utilizando imersdo de Sobolev, WOI’Z(Q) < L2 (), do lado esquerdo, concluimos que

2
o 2\ Z oc/ 2
* < 2w
171 e
L"(Q) /2* o
< . MR
= ¢ 1—y (Qu") ’

pois 2/2* > (1 —y)/2*. Entdo
2

o (/ u%*) v <c. HfHL’"(Q)‘
25 \Jo 11—y

Elevando a (1 —y)?/2-2* nos dois lados da desigualdade anterior, temos que

_n2

1y -2
(/ uz*) = (Z'S'C”fHL’"(Q)) 22
o - o(l—y) '

Entdo da dltima desigualdade e de (4.10), ganhamos

HunHWOLZ(Q) < C(f7 Y S,C, OC).

Logo, u, é limitada em WO1 2(Q).
]

Agora, podemos finalmente mostrar a existéncia de solugdo u € WO1 2(Q) caso f € L"(Q)
em>[2/(1-7)].

Teorema 4.6. O Problema (4.1) possui solu¢do u € Wol’z(Q) quando f € L"(Q) e m >
2N /[N +2+ y(N —2)], no sentido de

/9 o
/szu)vu-v(p:/gW Yo e ().



4.1 Existéncia de solugdo em WOI’Z(Q) 73

Demonstragdo. De fato, ainda usando o funcional J,, definido no Lema 4.3, temos que, sendo

u, 0 minimo do funcional, entdo J, (u,) < J,(v), para todo v € WOI’Z(Q), isto é,

%/QM(X)VMH'VM”_I%/]%( rll)l—y
< %/QM( Vv- VV—I%/fn( ,11>1 7/.

Tomando o limite inferior na desigualdade anterior, segue que

1"f_1/M(V v 1/ 11’7
R Jo MOVt Vi = fo

< 'f_l/M( Vv.-V ! /f 1 o 4.11)
iminf | = ——— | fa . :

< lminfis /0 veVy——

Note que f;, converge para f pontualmente e lim (u+1/n)'"Y=u'"", entdo f, (u+1/n)""

n—r+oo
converge pontualmente para f u' Y. Além disso,

N\ N\
fn(u+—) gf-(u+—> cL'(Q),
n n

dai, sendo J, fracamente semicontinuo inferiormente, o que foi provado no Lema 4.3, e

usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.5, garantimos no
lado esquerdo desigualdade (4.11) que

%/QM( Vu- Vu——/fu1 ¥

-y
< liminf [l M(x)Vu,fVun—L/ fu (un—i—l) ] ) (4.12)
2Jo YJo n

Pelo mesmo argumento, concluimos que

l'm'fl/M(VV l/f 1H
minr | - i
n—+e |2 Jo Y Y 1— "

1 Vv [
2/QM()C)VV Vv 1_}//Qf(v ) (4.13)
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De (4.12) e (4.13), temos que

%/QM( VuVu——/ful r<— /M VvVv——/f

considerando J o funcional definido em (4.5), garantimos que J(u) < J(v), para todo v €

12
W

(Q). Logo, u é um minimo para J.

Pelo Principio do Médximo, Teorema 1.28, podemos afirmar que u > 0. Dai, pelo Teorema
132, u(x) > un(x) > Kg > 0, para todo x € Q CC Q.

Agora, vamos mostrar que J é Giteaux diferencidvel em u para toda y € C;°(Q2), sendo

Q cc Q. Dado Kg > 0 tal que u > Kg, considere y € C2(Q) com a propriedade de

|4
Il = <K edefina Y := ———Kj.
L 2HWHLD<>(Q) @
Note que
S W= Ks
V< V|10 = =—— K5 = —=, (4.14)
W@ = 3y g 2~ 2
e entdo, dado 7 € (0,1), temos que
utty > Ks—y
Ka
> Kg— X (4.15)
> 0
Assim sendo, podemos calcular a seguinte derivada
+1y) —J(u) L b
!/ l _ (I/t — l =
<J (u) II/) tgr(l) 1 t—=0 1 i t
em que
1 ~ . 1
L= —/M(x)V(u+tl//)~V(u+tl//)——/M(x)Vu-Vu
2 Jo 2/a
e

T?,/Qf(ﬁf‘l’) 7/Jr://gf(“) v

Como feito no Lema 4.3, temos que

hm— /M Wu-Vy

t—ty t
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1 ~
e ainda, considerando g(1) = Ty f(u+19)' =7, ganhamos que
Wy=-—IY_

Entdo, por (4.14) e (4.15), conseguimos

fv
(u+19)7

dl - iy
< HWHL (Q)fg (&) f ELm(Q) ‘—)LI(Q).

O

Definindo F(¢) := / g(t) e usando o Coroldrio 1.6, garantimos
Q

8'(1)] =

F(t) - F(0) gt)—g0) [ fw

lim—:F'(O): lim = .
1—0 t Q1—0 t o u’
Do Teorema 1.40, temos que
(J'(u),¥) =0
ou ainda,
[ M@Vu- v = v
Q Q uv

ora, ¥ = c¢- ¥, sendo ¢ uma constante que depende de Kge Il (@) Entao segue

v

M(x)Vu-Vy = —
c/Q (x)Vu-Vy R

portanto,
/M(x)vu.w:/ v Vyecr(Q).
Q o u’

Note que J ndo € diferencidvel em WO1 2 (), mas como u satisfaz u(x) > u,(x) > Kg >0,
para todo x € QccQa equacgdo de Euler estd bem definida.
Logo, u satisfaz:

— div(M(x)Vi) = uiy em O

u>0 em Q
u=~0 em JdQ
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e o teorema esta provado.

4.1.2 Integrabilidade de solucao

Como, mais uma vez, a integrabilidade da soluc@o depende da integrabilidade de f, pondo
f € L"™(Q), podemos colocar a u em algum espaco, dependendo do m, que varia em
duas situagdes: quando m > N/2 e quando 2N /[N +2+y(N —2)] <m < N/2. Quando
1 <m < 2N/[N+2+7y(N—2)], ndo conseguimos assegurar a existéncia de solucdo u
em WO1 2(Q), mas sim, em um Espaco de Sobolev mais amplo: Wol “4(Q), sendo g =
[Nm(y+1)]/[N —m(1 —7)], como feito na Secéo 4.2.

Teorema 4.7. Considere, no Problema (4.1), f € L"(Q), comm > 2N /[N +2+ y(N —2)].
Entdo a solucdo u dada pelos Teoremas 4.2 e 4.6 ¢ tal que:

i) Sem > N/2, entdou € L”(Q);
N
ii) Se2N/[N+24+y(N—-2)]<m< X entdou € L*(Q), s = Nm(y+1)/(N —2m).

Demonstragdo. i) Novamente, a prova € idéntica a prova do Teorema 2.3 item i).
ii) Se m = 2N /[N 42+ y(N —2)], entdo

N (i) 0+ )

N-—-2 <N+2+27]/\2N72)>
2N(y+1)
N+24+y(N-2)—4
_2N(r+1)
(N=2)(y+1)

= 2%

Como u € WO1 ’Z(Q), pelo teorema anterior, e WO1 2 (Q) — L* (Q), entdio

sy = el < Cllalypz g

Logo, u € L*(Q).
Se 2N /[N +2+¥(N —2)] < m < N/2, entdo consideremos 8 > 1 ¢ escolha u2%~! como

funcdo teste em (1.9). Entdo, repetindo os mesmos cdlculos do Teorema 3.8, item ii), obtemos
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a mesma equacao em (3.14)

2 1
»5\7 6 / (26— 1—pm' \ "
o [7)" = 55y lmia [ . @10

Escolhendo § tal que 28 = (26 — 1 — y)m’, como no Teorema 3.8, item ii), conseguimos

que

—m(1 —|—}’)(N—2)‘

o=
4m —2N

Note que podemos fazer a escolha desse 8, pois

. ON
N—2—y(N+2)

m sempre que —m[N —2—y(N+2)] < —2N

ou ainda,

N 2N
N—2—y(N+2)

m quando —m(1+7y)(N+2) <2m—N

como 2m — N < 0, entdo

> 2N sempre que —m(1+P(N+2)
N—2—y(N+2) pred 2m—N

> 1

m

logo,

. 2N
N—2—y(N+2)

m é equivalentea & > 1.

Assim, juntando os fatos de 2/2* > 1/m’ quando m < N/2 e s = 2*8 (provados no item
ii) do Teorema 3.8, e a inequacao (4.16), obtemos

7 52 il
s < T e~ .~ m s
(Aun> = (XS(26—1)||f||L (Q) (/Qun)

isso implica em

O\ - 52
</Q“n> < m“f“mm)-

Logo, u, é limitada em L*(Q) e portanto, u € L*(Q).
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]

4.2 Existéncia de solucio quando a regularidade do dado é

enfraquecida

Se m < 2N/[N+2+y(N—2)] = [2*/(1 — 7)] n6s ndo garantimos mais a existéncia de
solucdo em WO1 ’2(9), mas sim, num Espaco de Sobolev maior. Vamos mostrar, primeiro,

uma estimativa para u,.

Lema 4.8. Seja u, solucdo dada pela Proposi¢cdo 1.29, com y < 1, f € L™ (Q) em que 1 <
m<2N/[N+2+y(N —2)]. Entdo uy, é limitada em Wol’q(Q), emque q=Nm(y+1)/[N —m(1—17)].

Demonstragdo. Primeiro, mostraremos que u,, é limitadaem L*(Q), sendo s = Nm(y+1)/(N — 2m),
e posteriormente, em Wol’q(Q), com g =Nm(y+1)/[N—m(1—7)].

Vamos escolher, para n fixado, € < 1/n e (u, + 8)25_1 — 2571 como fungdo teste em
(1.9) em que (y+1)/2 < 6 < 1. Entdo, usando a elipticidade da M, o fato de f,, < f e

(un+1/n)" > (u, +€)7, temos

« / ViaV[(up+€)8 1 251 = q(25-1) / VitV it (1 + €) 252
Q Q

— a(25—1)/ Vit (10 + €)20 2
fn Mn—|—8 25 1 825—1]
- 1 Y
n)

un+8

= /f Mn+8 26717/)/
Q

IN

Assim,

a(25—1)/g|vun|2(un+e)252§/Qf(un+e)2517. 4.17)
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Entdo, pela Regra da Cadeia localmente Lipschitz e pela Imersdo de Sobolev WO] 2 (Q) —
L% (Q), temos que

_ 1
/W”n‘z(”n““c«‘)m 2 = 2/ |V[(un+8)5_88]|2
Q 0% Ja

v

Portanto, segue de (4.17) que

5 o\ L S8 25-1- 1

Fazendo € — 0, ganhamos

25\ 25-1-7,
Ot(/gun ) 25_1 /f (4.18)

Sem=1,entdo s =N(y+1)/(N—2)=2"(y+1)/2. Escolhendo é = (y+1)/2, tere-
mos 2°86 =2"(y+1)/2e28—1—y=[2(1+7)]/2—1—7=0. Isso implica, de (4.18),

que
2
fa) < /
O‘(J”) = 25—1 /

5

Portanto, u, é limitada em L*(Q).

Se 1 <m <2N/IN+2+y(N —2)], partindo da desigualdade (4.18) e usando a desigual-
dade de Holder, Teorema 1.2, do lado direito, temos

552 1= m!
25-1 /f R ¥ e LA S (/Quffé‘ ) ) . (4.19)

Escolhendo & de forma que 2*8 = (26 — 1 —y)n’, conseguimos § = —m(1 +y)(N —2)/(4m —2N)
e 2*8 = s com 0 mesmo célculo feito no Teorema 3.8 item ii). Note que podemos fazer a
escolha de tal &, pois m > 1 sempre que

N(—m+1) <0
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ou seja, quando
—mN +2m <2m—N.

Como 2m — N < 0, a desigualdade acima implica em

—m(N —2)

> 1
2m—N

assim, m > 1 sempre que

—m(l+P(N-2) _ y+1
4m —2N 2

Por outro lado, m < 2N /[N +2+ y(N —2)] implica que
—m[(14+7)(N—2)+4] > -2N

ou ainda,
—m(1+7)(N—2) >4m—2N.

Em particular, m < 2N[N + 2+ y(N — 2)] implica que —m(1 +y)(N —2)/(4m —2N) <

Além disso,
1 N+2+7y(N-2)
1l—-—<1-
m< 2N
18to €,
1 < N—-2—-y(N-2)
m’ 2N
_ =21y
2N
I e 4
= =
2
< —.
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Finalmente, de (4.18) e (4.19), garantimos que

2 1
* 552 wl
s < — m § .
Logo,
2m/ —2*

(/Q“n) < m“f“m(s»

Portanto, u, ¢ limitada em L*(Q).
Agora, vamos mostrar a limitacao de u, em WO1 (Q). Note que, como garantimos que uy,
¢ limitada em L*(Q), o lado direito de (4.17),

/f(un+8)25ly
Q

¢ limitado com respeito a n e €. Entdo, sendo § < 1, temos que

Vi |? / 2 252
R \4 n n
1 .
< (. (4.20)
Observe que
_ Nm(y+1)
- N-m(1-7)

N (i) ()

N (et (19
2N(y+1)
[N+2+y(N-2)=2(1-7)]
2N(y+1)
N(y+1)

= 2,

ou seja, g < 2. Entdo, usando desigualdade de Holder, Teorema 1.2, com 2/g e (2—q)/2,

temos que
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V|1 1-8
/Q|Vun|q — /Q—(un+g)(1—5)q'(un+8)( )q

(i) (foeo )’

q

q q

|V, |? 2 / (2-26)\ 172

— S e N LE) Ty .
(Jg o) \oltnte

Dai, segue de (4.20) que

IN

q

g 2280\ 172
/]Vun]qS(C1)2 (/ (Up+€) 74 ) . 4.21)
Q Q

Agora, basta escolher 6 de forma que (2 —26)g/(2 —g) =s, sendo que s=Nm(y+1)/(N —2m),

ou seja

(2—26)g  Nm(y+1)

2—q N—-2m

Temos assim

Nm(y+1)(2—

ou seja,

_ —Nm(y+1)(2—q) +2q(N—2m)‘

0 (N —2m)2q

Com isso, concluimos que

_ —Nm(y+1)(2-q)

O = Nz !




4.2 Existéncia de soluc@o quando a regularidade do dado € enfraquecida 83

Note que podemos fazer a escolha desse 8, pois sendo m < 2N /[N + 2+ y(N — 2)], temos

que

Ny n@—g) _ N (i) 0 DE-0
(N —2m)2q V-2 (52255 )| o)

—(r+1(2—-q)(2N)
[IN+2+7(N—2)—4]2q
(v+1) —(2-9)(2N)
2 (N=-2)(1+7)2¢
—(2-9q) 2N

49 N-2
—(2—¢)2

= —— <0
4q ’

o que implica que 6 < 1. Ademais, § > (y+1)/2, pois caso ndo fosse, como 1/2 <
(y+1)/2 < 1, terfamos

| =

ou seja,

Nm(y+1)2—q) _ 1

(N —2m)2q 2’

com g =Nm(y+1)/[N —m(1—7)]. Assim, seguiria que

Nm(y+1) (2— %) > (N—zzm) 2 (N]V_m,,(ﬂ_l)l)) :

Em particular,
2N —2m(1 —y) —Nm(y+1) >N —2m.
Logo,

N(1—m)+vym(2—N) > 0.



84 Ocaso0<y<1

Como N > 2 e m > 1 garantimos um absurdo na desigualdade anterior. Isto é, a escolha
do 9 foi apropriada. Com isso, podemos voltar a estimativa (4.21):

/glvunrf <(c))! (/Q(un+8)s) -t

Fazendo € — 0, obtemos que

q s(1-4
HMnH;/OLq(Q) < (C1)2HunHLE(Q)2)

e o resultado segue.
O]

Teorema 4.9. O Problema (4.1) possui solu¢do u € WO1 9(Q), g=Nm(y+1)/[N—m(1—7y)],
quando f € L"(Q) e 1 <m <2N/[N+2+y(N —2)], no sentido de

_ [ fe .
/QM(x)Vu-V(p—/QuY Vo eCT(Q).

Demonstragdo. Primeiro, observe que

Nm(y+1)N
« _ gN  Nom(i-y) Nm(y+1)N _Nm('y—l—l)_s
1 TN—g N el NP Nm(l—y)~Nm(y+1) T N-2m

ou seja, Wol’q(Q) — L*(Q).

Do Lema 4.8, temos que u,, é limitada em WO1 1(Q), ou seja, a menos de subsequéncias,
U, — U em WO1 Q) — L*(Q), isto &, u, — u em L*(Q). Além disso, u, converge para u
pontualmente e, portanto, q.t.p. em Q. Com isso, pelo Teorema 1.3, garantimos que u,
converge para u em L”(Q), para todo p € [1,s). Ora, L*(Q) < L”(Q), assim, u = . Dai,
Uy — uem W, 4(Q).

Consideremos ¢ € C;°(Q) e consideremos o funcional / : WO1 (Q) — R definido por

I(u) = /Q M(x)VuVo.
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Note que usando desigualdade de Holder, o fato de M ser limitada, e desigualdade de

Poincaré, temos

Hwl < [ 1M0]Vul|9y
< Ml Vel 199
<

C”uHWOIlI(Q)

/
ou seja, I é continuo e claramente € linear. Logo, I € (WO1 7q(Q)) . Entdo, como u,, — u em
Wol’q(Q), segue que

lim [ M(x)Vu, Vo = / Mx)Vu-Vo Vo eCo(Q).
Q Q

n—r+oo

Além disso, sendo (u(x) +1/n) > K5 > 0, garantimos que: (u,(x) +1/n)? > Ké > 0,
entdo para ¢ € C. () e usando o fato de 0 < f, < f, garantimos que

Jn®
(un+3)"

n

_19l-a

0< <= \f=C. fer™Q) —L(Q)
o

em que Qéo conjunto {¢ # 0}.
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Teorema 1.5, obtemos

| S .
ngl’_‘llloo QW— Quy V(PGCC(Q)

Portanto,

/9 o
/QM(x)Vu'Vq):/QW Vo eCT(Q).

]

Observacao 4.10. No Lema 4.8, gostariamos de escolher u%‘s_l como fun¢do teste em
(1.9), mas tal fun¢do ndo é admissivel quando (y+1)/2 < 6 < 1. De fato, suponha que

pudéssemos aplicar a Regra da Cadeia localmente Lipschitz em u,%sfl, entdo V(u%‘s*l)

(26 — l)u%‘s_zVun, com —1 <26 —2 < 0. Ou seja, o gradiente de w29~ seria singular em

n

u, = 0.
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Observacio 4.11. Ainda na demonstracdo do Lema 4.8, garantimos que s = q* e portanto,
Wol’q(Q) — L*(Q), ou seja, o fato de u € Wol’q(Q) ndo garante melhora na integrabilidade

de u usando Imersdo de Sobolev.
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