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Resumo

Nesta dissertagdo, veremos como a matriz de informacdo de Fisher d4 origem a uma métrica
riemanniana em modelos estatisticos paramétricos regulares e como dai se obtém o conceito
de variedade estatistica riemanniana. Veremos que essa métrica fornece uma medida de
dissimilaridade entre distribui¢cdes de probabilidade, conhecida como distancia de Fisher-
Rao. Mostraremos que a familia paramétrica das densidades gaussianas multivariadas é
uma variedade estatistica riemanniana. Apresentaremos uma relagdo entre a distancia de
Fisher-Rao e a divergéncia Kullback-Leibler. Por fim, ilustraremos através de exemplos
como ferramentas da Geometria Riemanniana podem ser usadas em questdes relacionadas a
Inferéncia Estatistica.

Palavras-chave: Matriz de Informacao de Fisher, Métrica Riemanniana, Variedade Esta-
tistica Riemanniana, Distincia de Fisher-Rao, Divergéncia Kullback-Leibler, Inferéncia
Estatistica.






Abstract

In this dissertation, we will see how the Fisher information matrix gives rise to a Riemannian
metric in regular parametric statistical models and how the concept of Riemannian statistical
manifold is derived from this. We will see that this metric provides a measure of dissimilarity
between probability distributions, known as the Fisher-Rao distance. We will show that the
parametric family of multivariate Gaussian densities is a Riemannian statistical manifold.
We will present a relationship between the Fisher-Rao distance and the Kullback-Leibler di-
vergence. Finally, we will illustrate through examples how tools from Riemannian Geometry
can be used in questions related to Statistical Inference.

Keywords: Fisher Information Matrix, Riemannian Metric, Riemannian Statistical Manifold,

Fisher-Rao Distance, Kullback-Leibler Divergence, Statistical Inference.
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Notacoes

F Corpo R dos reais ou C dos complexos (p. 6).

F" Espaco vetorial dos vetores de dimensdo n com entradas em [ (p. 6).
M, (F) Espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n com entradas em I (p. 6).
AT Transposta da matriz A (p. 6).

xey Produto interno candnico entre x € y em F” (p. 6).

A" Transposta conjugada da matriz A (p. 6).

A Coluna j da matriz A (p. 6).

A} Linha i da matriz A (p. 6).

\Y% Matriz de covariancia (p. 10).

A Inversa da matriz de Covariancia (p. 10).

S Modelo estatistico (p. 11).

0 Espaco paramétrico (p. 11).

Sn(R) O subespago das matrizes simétricas de M, (R) (p. 48).

GL,(R) | O grupo das matrizes ndo-singulares sobre M, (R) (P. 31).

P,(R) O subconjunto das matrizes simétricas positivas definidas em GL,(R) (p. 31).
Exp(6) Densidade da exponencial com parametro 6 > 0 (p. 12).

N(u, 62) Densidade da normal univariada (p. 12).

N(u,V) | Densidade da normal multivariada (p. 10).

G(0) Matriz de informacdo de Fisher (p. 42).

I llc Norma gerada pela matriz de informacao de Fisher (p. 50).
dp(-,") Distancia de Fisher- Rao (p. 49).

d(-,-) Distancia euclidiana (p. 57).

H? Plano de Poincaré (p. 26).
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Introducao

Nesta dissertacdo, forneco detalhamento para lacunas identificadas ao longo dos meus estudos
de trabalhos relacionados a area de Geometria da Informacdo. Adicionalmente, chamo a
atencdo das comunidades matemdtica e estatistica brasileiras para o estudo dessa drea. Esse
tema vem se consolidando como ramo de pesquisa em Matemadtica e pode ser visto como um
ramo de confluéncia entre Probabilidade, Estatistica, Geometria Diferencial e Riemanniana e
Teoria da Informacao.

Geometria da Informacao estuda relagdes entre estruturas da Geometria Diferencial e
familias paramétricas de distribuicdes de probabilidade. O pioneirismo nesse assunto é
atribuido a C. R. Rao em 1945 [30] que mostrou como gerar uma métrica riemanniana no
espaco paramétrico de uma dada familia de distribui¢Oes de probabilidade. Para isso, ele usou
a matriz de informacao de R. A. Fisher 1922 [13] e tal métrica é conhecida atualmente como
métrica de Fisher. Considerando como distancia entre duas distribui¢des de probabilidade
a distancia geodésica entre os respectivos parametros induzida pela métrica de Fisher, Rao
calculou a distancia entre distribui¢des para varios modelos estatisticos. Tal distancia é
comumente chamada de distancia de Fisher-Rao.

A distancia de Fisher—Rao é muito especial para modelos estatisticos de distribui¢des de
probabilidade. Entre outras propriedades, ela € invariante por reparametriza¢des do espaco
amostral e é covariante por reparametrizagdes do espaco dos parametros (ver, por exemplo,
O. Calin and C. Udriste [10] Teoremas 1.6.4 e 1.6.5)

C. Atkinson and A. F. Michell em 1981 [5] e J. Burbea em 1984 [9] calcularam a
expressdo da distancia de Fisher-Rao para algumas familias de distribui¢des de probabilidade.
Por exemplo, uma forma explicita para a distancia de Fisher-Rao no espacgo das densidades
gaussianas univariadas € obtida através de uma associagdo com o modelo cldssico do plano
hiperbdlico (ver, por exemplo, C. Atkinson and A. F. Michell 1981 [5], J. Burbea 1984 [9], S.
L. Costa, S. A. Santos and J.E. Strapasson 2015 [11] e C. R. Rao 1945 [30]).

A distancia de Fisher-Rao é considerada uma medida adequada para a dissimilaridade
entre distribuicdes de probabilidade, questdao abordada em muitos problemas e aplicagcdes.

Muitos autores vém estudando esse topico sob a perspectiva das aplicagdes em assuntos tais
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como inferéncia estatistica, processos estocdsticos, teoria da informacgao, processamento de
imagens, aprendizado de maquina, classificagao morfoldgica, andlise de dados, entre outras,
ver por exemplo S.-i. Amari 2016 [2].

Em J. Pinele, J. E. Strapasson and S. I. Costa 2020 [27], a distancia de Fisher-Rao ¢é
estudada no contexto do espago das densidades das normais multivariadas. Por exemplo,
estuda-se uma aplicacdo em ‘“‘clustering” para segmentacdo de imagens, bem como em
simplificagdo de misturas gaussianas usando o algoritmo de agrupamento hierdrquico. Para
mais detalhes, ver [27] e suas referéncias.

Em L. T. Skovgaard 1984 [34] € discutido como usar a distancia de Fisher-Rao em
modelos estatisticos regulares para fins de inferéncia estatistica. Para tal, € usado o conceito
de estimador de distancia minima bem como estatistica de teste correspondente. Exemplos
sdo usados para ilustrar a abordagem.

Alguns autores t€ém desenvolvido um tratamento unificado a teoria da Geometria da
Informagdo, organizando e introduzindo novos conceitos, ferramentas e técnicas relativas
a modelos estatisticos. Destacam-se os seguintes trabalhos: S.-i. Amari em 1985 [1], S.-i.
Amari and H. Nagaoka em 2000 [3], O. Calin and C. Udriste em 2014 [10] e S.-i. Amari em
2016 [2].

Em W. Santiago 2017 [31], € discutido o conceito de variedade estatistica (ver Defini¢cdo
1.5). Entre outros pontos, destaca-se o Teorema 2.1 em [31], onde se garante que modelos
estatisticos paramétricos regulares sao variedades diferencidveis de Hausdorff e com base
enumeravel, Em tal contexto, por variedade diferenciavel, entende-se de classe C*.

Para a familia paramétrica das gaussianas multivariadas, ndo se conhece uma férmula
analitica para a distincia de Fisher-Rao entre duas distribui¢des no caso geral. Alguns
trabalhos consideram casos de subvariedades dessa familia e calculam a distancia entre
duas distribui¢des na mesma. Por exemplo, em C. Atkinson and A. F. Michell 1981 [5], J.
Burbea 1984 [9] e M. Moakher and M. Zerai 2011 [25] é apresentada uma expressao para a
distancia de Fisher-Rao restrita a subvariedade S, das densidades gaussianas multivariadas
com vetor de média constante. Para a subvariedade Sy das gaussianas com matriz de
covariancia constante, uma tal férmula € apresentada em C. Atkinson and A. F Michell 1981
[5]. Esse problema é abordado em J. Pinele, J. E. Strapasson e S. I. Costa 2020 [27], no
caso da subvariedade Sp das gaussianas com matriz de covariancia diagonal, bem como da
subvariedade Sp, das gaussianas com matriz de covaridncia V diagonal e vetor de médias p
um autovetor de V.

Alguns objetivos desse trabalho sdo: Provar que a familia paramétrica das densidades
gaussianas multivariadas € identificdvel; mostrar que o modelo gaussiano multivariado é uma

variedade estatistica; apresentar o cdlculo da matriz de informacao de Fisher e da métrica
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de Fisher para esse modelo; estudar modelos estatisticos regulares como espacos métricos
munidos da distancia de Fisher-Rao; por fim, chamar a aten¢ao para a teoria sobre inferéncia
geométrica.

O presente trabalho estd dividido em quatro capitulos. O Capitulo 1 est4 destinado a
apresentar alguns resultados preliminares que serdo uteis ao longo de todo o trabalho. Espe-
cificamente, iremos fazer uma breve revisdo de alguns conceitos basicos de Algebra Linear,
Probabilidade, Estatistica Matematica € Geometria Riemanniana. Primeiro, revisaremos
algumas caracterizacdes de matrizes positivas definidas e alguns resultados, em seguida
definimos matriz de covariancia, densidade gaussiana multivariada, familia paramétrica de
distribuicdes de probabilidade e modelos estatisticos regulares com alguns exemplos e finali-
zamos incluindo as defini¢des de variedade diferencidvel, subvariedade, métrica riemanniana,
geodésicas e alguns resultados.

O Capitulo 2 € dedicado a enxergar de que maneira modelos estatisticos regulares se
apresentam como variedade estatistica riemanniana. Mostramos que o modelo estatistico
composto por densidades normais multivariadas € uma variedade estatistica. Em seguida,
definiremos a métrica de Fisher em modelos estatisticos regulares fazendo desdes uma
variedade riemanniana, calcularemos a matriz de informacgdo de Fisher na variedade normal
multivariada e apresentaremos a métrica de Fisher nesse espaco e em seguida definiremos a
distancia de Fisher-Rao entre duas distribui¢des de probabilidade, verificaremos que com essa
distancia, modelos estatisticos regulares se comportam como espagos métricos e calcularemos
a distancia entre algumas distribui¢des de probabilidade ja conhecidas e em subvariedades
da normal multivariada.

No Capitulo 3, veremos o conceito de divergéncia de Kullback-Leibler e como ela se
relaciona com a métrica de Fisher e a distincia de Fisher-Rao.

Por fim, baseado em L. T. Skovgaard 1984 [34] e L. T. Skovgaard 1981 [33], o Capitulo
4 foi destinado a usar a distancia de Fisher-Rao no modelo estatistico regular para fins
de inferéncia estatistica através de estimadores de distincia minima e estatistica de teste

correspondente. A teoria € ilustrada por alguns exemplos.






Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é fazer uma breve revisio sobre alguns conceitos basicos de Algebra
Linear, Probabilidade, Estatistica Matematica e Geometria Riemanniana. Por essa razio, as
demonstragdes de alguns resultados foram omitidas e apenas indicamos alguma referéncia
onde tais provas podem ser encontradas. Este capitulo € baseado nas referéncias N. Johnston
2021 [16] e N. Loehr 2014 [23] para Algebra Linear; A. F. Karr 1993 [18], B. James 2002
[15], R. W. Keener 2010 [20], J. Shao 2003 [32] e P. J. Bickel and K. A. Doksum 2001
[6] para Probabilidade e Estatistica Matematica; M. P. do Carmo 2015 [12], J. Jost 2008
[17] e R. Biezuner 2017 [7] para Geometria Riemanniana. O capitulo foi dividido em trés
secodes. Na Secdo 1.1, revisaremos algumas caracterizacdes de matrizes positivas definidas e
alguns resultados que usaremos no decorrer do trabalho. Na Secdo 1.2, revisaremos alguns
conceitos basicos de Probabilidade e Estatistica Matematica, incluindo as defini¢des de matriz
de covariancia, densidade gaussiana multivariada, familia paramétrica de distribuicdes de
probabilidade e modelos estatisticos regulares. Na Secdo 1.3, sdo revisados alguns elementos
bésicos de Geometria Riemanniana, incluindo as definicdes de variedade diferencidvel,
subvariedade, métrica riemanniana e geodésicas. Assumem-se ja conhecidos outros conceitos
de teoria da probabilidade como funcdo mensurdvel, varidvel aleatdria, esperanga, variancia,
covariancia,vetores aleatdrias, entre outros. J4 para Geometria Riemanniana, assume-se que

o leitor possui conhecimento minimo de Geometria Diferencial.

1.1 Elementos de Algebra Linear

Nesta se¢do, revisaremos alguns elementos de Algebra Linear essenciais para o entendimento
de certos topicos que abordaremos nesta dissertacdo. Adicionalmente, aproveitamos para
fixar parte da terminologia e notacao a serem usadas ao longo do trabalho. Para tais, adotamos
como fontes as referéncias N. Johnston 2021 [16] e N. Loehr 2014 [23].
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No que se segue, [F representa o corpo dos nimeros reais R ou dos complexos C.
Denotamos por " o espago dos vetores de dimensédo n com entradas em F, e por M, (F) o
espaco das matrizes quadradas de ordem n com entradas em [F. De acordo com a conveniéncia,
cada vetor x € " podera ser representado por x = (xy,---,X,) oux =[xy -- -xn]T, isto é, na
forma de uma énupla ou de uma matriz coluna n x 1. Para qualquer matriz A, A’ indica a
sua transposta.

Se x=(x1,...,%;) €y = (y1,--.,yn) pertencem a ", o produto interno candnico entre x

e y € definido como

N

(x,y) =} Xivi,
=1

em que X; indica o conjugado do complexo x;. Tal produto interno entre x e y serd denotado
por (x,y) =xey. Se A é uma matriz qualquer com entradas em F, denotaremos por A* a
transposta conjugada de A. Assim, identificando-se M| (F) com F, o produto interno candnico
pode entdo ser definido usando-se a operacao de multiplicacdo de matrizes

xey=x"y=[%- %] V1w

Se A € M,(FF), denotaremos por [A] a sua coluna j e por [A]f a sua linha i. Lembremos
que A é inversivel se, e somente se, {[A]{,---,[A],} é uma base de F"'. A seguinte situagio
serd util para o Teorema 1.1: Uma matriz U € M, (F) é chamada de unitdria se suas colunas
formam uma base ortonormal de " em relag@o ao produto interno candnico (N. Johnston

2021 [16, p. 96]).

1.1.1 Matriz Positiva Definida

Uma matriz A € M,(F) é dita Hermitiana ou autoadjunta se for igual a sua transposta
conjugada, isto é, se A = A*. No caso F = R, a matriz A é Hermitiana se, e somente se, é
simétrica, ou seja A = AT,

Por defini¢ao, uma matriz A € M, (F) € dita positiva semidefinida se ela ¢ Hermitiana e
vale x*Ax > 0 para todo x € F". Se x*Ax > 0 para todo x € F" ndo nulo, diremos que A é
positiva definida. O teorema a seguir, caracteriza matrizes positivas definidas de maneiras

equivalentes, algumas das quais sao mais esclarecedoras e mais faceis de trabalhar.

Teorema 1.1 (Theorem 2.2.2, [16], p. 191). Suponha que A € M,(F) é Hermitiana. As

seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
a) A é positiva definida;

b) Todos os autovalores de A sdo estritamente positivos;
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c) Existe uma matriz inversivel B € M, (F) tal que A = B*B;

d) Existem uma matriz diagonal D € M,,(F) com entradas diagonais estritamente positi-
vas e uma matriz unitdria U € My, (F) tal que A=UDU".

O Corolério 1.1 a seguir, serd usado para provar a identificabilidade da parametrizacao
da familia das densidades normais multivariadas na Proposi¢ao 2.1. Especificamente, preci-
saremos desse coroldrio para garantir que a inversa da matriz de covariancia da densidade

normal multivariada € positiva definida.

Corolario 1.1. Seja A € M,,(F) uma matriz positiva definida. Entdo A é inversivel e sua

inversa é positiva definida.

Demonstracdo. Pelo item ¢) do Teorema 1.1, existe uma matriz inversivel B € M,(IF) tal

ue A = B*B. Logo, A € inversivel, pois é produto de matrizes inversiveis. Além disso, vale
q g p p
A—l — B—l (B*)—l _ B—I(B—l)* — ((B—l)*)*(B—l)* — C*C,

sendo C = (B_l)* € M, (FF) é inversivel. Portanto, pelo Teorema 1.1, A~1 ¢ positiva definida.
Note que para qualquer matriz A € M, (F) inversivel, A* ¢ inversivel e vale (A*) ™! = (A~1)*
(ver N. Loehr 2014 [23, p. 170]). ]

O préximo resultado caracteriza produtos internos em F" através de matrizes positivas
definidas.

Teorema 1.2 (Theorem 2.2.5, [16], p. 193). Uma funcdo (-,-) : F* x F" — F é um produto

interno se, e somente se, existe uma matriz positiva definida A € My, (F) tal que
(x,y) =x*Ay, Vx,y e F". (1.1)

Observagdo 1.1. Fixadas duas bases para F", a matriz A dada pelo Teorema 1.2 € tnica com
respeito a essas bases. Assumiremos neste trabalho a base candnica de F” fixa e o produto
interno dado por (1.1) serd chamado de produto interno gerado pela matriz positiva definida
A e denotado por (x,Ay). Veja que para A = I em (1.1), obtém-se o produto interno candnico,
em que / € a matriz identidade.

Os resultados a seguir servirdo de apoio para este trabalho. O Lema 1.1 serd usado
para verificar a validade da troca da ordem de integracdo e derivacdo em relagcdo a cada
parametro da densidade normal multivariada que se encontra na Proposicao 2.4, para provar
a independéncia linear dado no Lema 2.5 e também usaremos na prova do Teorema 2.4 que
se encontra no Apéndice A.
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Lema 1.1. Dadosn > 1 e A € M, (IF), entdo temos
(Av)ew =ve(A*w), Vw,veF"
Demonstragcdo. Segue diretamente, visto que

(Av)ew = (Av)'w = (V' A" ) w=v"(A"w) =ve(A™w), VYw,veF"
]

O resultado a seguir sera utilizado na Subsecdo 2.3.3 para encontrarmos uma férmula
fechada para a distancia de Fisher-Rao entre duas densidades na subvariedade Sy composta

por densidades normais multivariadas com matriz de covariancia fixada.

Lema 1.2 (Cholesky Factorization, [23], p. 234). Para toda matriz positiva semidefinida
A € M, (IF), existe uma matriz triangular inferior P de ordem n com entradas diagonais ndo

negativas tais que A = PP*. Se A ¢é positiva definida, entdo P é tinica.

1.2 Elementos de Probabilidade e Estatistica Matematica

Nesta secao, abordaremos alguns elementos, conceitos e resultados da Estatistica Matematica
necessario para o entendimento e desenvolvimento deste trabalho. Definiremos matriz de
covariancia, densidade de probabilidade normal multivariada, familia paramétrica e modelo
estatistico paramétrico regular e forneceremos alguns exemplos. Também estabeleceremos
algumas notacdes para o desenvolvimento deste trabalho.

Para mais detalhes e aprofundamento sobre os elementos abordados nesta se¢ao, indi-
camos as referéncias A. F. Karr 1993 [18], B. James 2002 [15], R. W. Keener 2010 [20], J.
Shao 2003 [32] e P. J. Bickel and K. A. Doksum 2001 [6].

1.2.1 Matriz de Covariancia

Denotaremos por X = (Xj,---,X,) = [X;---X,]” um vetor aleatério cujas entradas sdo

varidveis com segundo momento finito. Representaremos por
T
o vetor de médias de X. Para cada indices i e j, designamos por

0ij = Cov (X;, X)) = E[(X; — ) (Xj — 1))] = E (XiX;) — itt;
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a covariancia entre X; e X;, em que ; = E (X;) indica a esperanga de Xj. Recordemos que
parai=j
Oji = Cov (Xl',Xl') = Var (Xl) = Giz

indica a variincia de X; e 0; = \/Var(X;) é o desvio padrio de X;. Para varidveis aleatdrias
com variancia finita e positiva, o coeficiente de correlagio entre X; e X; € denotado e definido

por

Cov (X;,X; Ojj
Pij = Corr (Xi,Xj> = ( l j) =Y .
VVar(X;)\/Var(X;)  0iOj
As varidveis X; e X; sdo ditas ndo correlacionadas se Corr (Xi,X j) = (0. Em particular, sob as
condig¢des acima, se X; e X; sdo independentes, entdo elas sdo ndo correlacionadas. Observe

que em qualquer caso, vale a relacao
Ojj = pijGiGj-

A seguir, veremos a definicao de matriz de Covariancia que € usada como parametro da

densidade da normal multivariada.

Definicao 1.1 (Matriz de Covariancia, [20]). Dado um vetor aleatério X = (X1, ...,X,), a
matriz quadrada de ordem n cujas entradas sdo as covaridncias Cov (X,-,X j) serd denotada
por Cov (X) e € chamada de matriz de covariancia do vetor X. Ou seja

Cov (X) = [Cov (X;, X)) ], = |aij], = [pijoi0)] -
Se X = (Xi,...,X,) é um vetor aleatdrio cujas entradas sdo varidveis ndo correlacionadas,

ou em particular independentes, entao
Cov (X) = diag (Var(X;), ..., Var (X},)),

em que diag(dy1,...,d,,) indica a matriz diagonal com entradas d,1, ...,d,, na diagonal. E
importante ressaltar que a matriz de covariincia de um vetor aleatério é simétrica e positiva
semidefinida (ver A. F. Karr 1993 [18, p. 126]).

1.2.2 Vetores Gaussianos

Nesta subsecdo, veremos a defini¢do da densidade de probabilidade normal multivariada, que
no proximo capitulo usaremos para mostrar que a familia paramétrica composta por essas
densidades satisfaz a propriedade de ser regular. Além disso, essa familia de densidades é
usada em todo este trabalho.
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Uma distribuicdo de probabilidade ou densidade de probabilidade sobre um conjunto X
¢ uma funcdo p : X — R tal que

(i) p(x) >0, paratodo x € X;
(ii) / p(x)dx =1, quando X é Lebesgue mensurdvel de R".
X

Representaremos por X ~ N (i, V) o vetor aleatério X tem densidade normal multivariada

com vetor de médias t e matriz de covariancia V, como definimos a seguir.

Defini¢ao 1.2 (Densidade Normal Multivariada, [8]). Um vetor aleatério X € R" tem den-
sidade normal multivariada com média | = (Ui, ..., ;) € R" e matriz de covaridncia V

simétrica, positiva definida, quando sua densidade de probabilidade é dada por

p(x:0) = (21) ?[det(V)] " exp {—%@c—u,/\(x— u)>} , xeR", (1.2

em que A denota a inversa da matriz de covaridncia, a qual é positiva definida pelo Coroldrio
1.1.

Usaremos o Lema 1.3 a seguir, também para verificar a validade da troca da ordem de
integracdo e derivacdo em relacio a cada parametro da densidade normal multivariada em

que se encontra na Proposicdo 2.4.

Lema 1.3 ([10], p. 49). Seja X ~ N (u,V) a densidade gaussiana multivariada com média

u € R" e matriz de covaridncia V = [0;j] € P,(R) sendo que A = [A;j], é a sua inversa.

Entdo, vale
8(detV) . )L,‘j
80',-]~ ~ det (A) )
Ou seja,
V) _ ger(vy e ( 42V
aG,‘j Gij )

Para mais detalhes, consulte M. Gianquinta and G. Modica 2009 [14, p. 23].

O vetor aleatério X ~ N (i, V) tem densidade normal bivariada quando n = 2 na Defini-
cdo 1.2. Veja a Figura 1.1, que representa o grafico da densidade normal bivariada, sendo
U1 = Uy = 0 e matriz de covariancia igual a matriz identidade de ordem 2.
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Figura 1.1 Densidade da normal bivariadacom y =0e V = b,.
Produzida com programa Maple PPGMAT.

1.2.3 Modelos Estatisticos

Estamos interessados em saber de que forma familia paramétrica de distribui¢des de proba-
bilidade com a propriedade de ser regular é uma variedade diferencidvel, a qual veremos
futuramente na Secdo 2.1. Para tanto, nesta subsecio definiremos o conceito de familia
paramétrica de distribuicdes de probabilidade, modelo estatistico e modelo estatistico regular.
Neste trabalho, a funcdo log denota logaritmo na base natural.

A seguir, definiremos familia paramétrica de distribui¢des de probabilidade.

Definicao 1.3 (Familia Paramétrica, [32]). Um conjunto de medidas de probabilidade Py
em (X, B) indexadas por um pardmetro 6 € O diz-se que é uma familia paramétrica se, e
somente se, ® C R" para algum inteiro positivo fixo n e cada Py é de um tipo conhecido, ou

Jforma conhecida, quando se conhece o 6.

O conjunto ® € chamado de espago de parametros e n é a sua dimensao. Relembre que
uma familia paramétrica {Py; 0 € ®} € dita ser identificdvel se, e somente se, para quaisquer
01,02 € © com 6 # 0, implica Py, # Pp,, isto &, ¢ : @ — {Py;0 € O} é uma aplicagio
injetiva.

Damos o nome de modelo estatistico paramétrico as familias paramétricas identificaveis.

Veja a Definicao 1.4.

Definicao 1.4 (Modelo Estatistico Paramétrico, [32]). Seja S uma familia de densidades de
probabilidade sobre X. Suponha que cada elemento de S seja parametrizado por n valores

reais 6 = (61, 0,,...,60,) num subconjunto ® C R", isto é,
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S={po=p(x;6);6 =(6,....6,) c® CR"},

e além disso a aplicacdo @ : ® — § é injetiva, entdo dizemos que S é um modelo estatistico
paramétrico sobre X de dimensdo n.

Uma familia de medida de probabilidade ou distribuicdo de probabilidade que ndo satisfaz
a Definicdo 1.3 é chamada familia ndo paramétrica. Um modelo ndo paramétrico refere-se a
suposi¢cao de que a populagdo P estd em uma familia ndo paramétrica.

Veja alguns exemplos de Modelos estatisticos paramétricos.

Exemplo 1.1 (Modelo Exponencial). Seja X ~ Exp(0) e considere a familia S = {pg; 0 € ©}
formada por essas densidades, isto é, as densidades de probabilidade sdo dadas por

po = p(x,0) = B

Y

com 0 € (0,0) =@ CRex e (0,00) =X. Pode-se ver que / p(x;0)dx =1 para todo
0
0 € O e que p(x;0) > 0 para todo x € X. Agora mostremos que esta familia é identificdvel.

Para quaisquer 01 e 6, em ® e x € X, segue

p(x;01) =p(x;60) == Inp(x;0;) =Inp(x;6;) = In6—01x=1n6, — 6rx

0 0
— In A :(91—92))6:> In el —(91—92))6:0.
92 92

Observe que pela ultima implicacdo, temos uma funcdo afim de x que é identicamente nula.

Logo, por definicdo

0
91—92:Oeln(9—1) —0— 6,=6,.
2

Portanto, pela Defini¢do 1.4 S = { pg }é uma modelo estatistico paramétrico sobre (0,e0) de
dimensdo 1.

Exemplo 1.2 (Modelo Normal Univariado). Seja X ~ N (L, 6?), considere a familia S =
{pe; 6 € ®} formada por densidades normais univariadas, isto é, as densidades de proba-

bilidade sdo definidas por

1 x—pu)?
Pe :p(X;.u76) = \/EG exp{_%}7
~+oo

sendo 6 = (1,6) €® =R x (0,00) CR? ¢ X =R. Pode-se ver que/ p(x;pu,0)dx =

—o0

1 para todo (U,0) € R x (0,) e que p(x;u,0) > 0 para todo x € X. Esta familia é
identificdvel, o que provamos para o caso geral em que S é a familia formada por densidades
normais multivariadas na Proposicdo 2.1.
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Neste trabalho vamos nos referir ao modelo estatistico paramétrico simplesmente por
modelo estatistico e denotaremos S como S = {pg;0 € O} e por pg = p um ponto de S
quando ndo houver confusdo. Fornecemos a seguir, condi¢des de regularidade para um

modelo estatistico S.

Definicao 1.5 (Modelo Estatistico Regular, [10]). Seja S um modelo estatistico sobre X de

dimensdo n. Diremos que S é um modelo estatistico regular se satisfaz os itens abaixo:
i) ® C R" é aberto;

ii) Fixado x € X, as fungdes 6 € ® — p(x,0) sdo suaves, ou seja, admitem derivadas

parciais em relacdo a 0 em todas as ordens e sdo continuas;

iii) Podemos trocar livremente a ordem de integracdo e derivagdo, isto é,

ap(x,0) d
——dx=— 0)dx=0
[, gy =5 [ px0)dx =0,
paratopop e Sei=1,2,...,n;
iv) O conjunto Z :={x € X | p(x;0) > 0} independe de 6, para todo p € S;

v) Para cada p € S as fungoes dp(x,0)/d6;, comi=1,2,....,n, sdo linearmente inde-
pendentes (LI) como fungdes de x, isto é, para escalares o; € R com i =1,...,n,
vale .
0;0p(x,0)/060;, =0 VxeX < o;=0 Vi=1,...,n.

=1

1

Segue, da Defini¢do 1.5 que a aplicacdo 6 € ©® — p(x, 0) define um sistema de coorde-

nadas em S, tornando $ uma variedade globalmente parametrizada. O referencial

)

%= 26

p

denota os campos coordenados desta parametrizacdo. Veremos no Teorema 2.1 do préximo
capitulo.

Agora, veremos um resultado que se refere a uma equivaléncia ao item v) da Defini¢éo
1.5.

Proposicao 1.1 ([10]). A condi¢do de regularidade v) do modelo estatistico S vale se, e

somente se, para qualquer 6 € ® o conjunto

{aielln(p(x;e)),..., ai)n ln(p(x;G))}




14 Preliminares

é um sistema de n funcoes linearmente independentes como funcoes de x.

Demonstracdo. Sabemos que

1 4

S P (:0) = L p(0)

a6

Como pela condigdo iv) da Defini¢do 1.5, p(x;0) > 0 para todo x € X, temos

0 conjunto {aaei ln(p(x;e))} ¢ LI

1=

n
<~ ai81np(x,9)/89i:O VxeX = 0o;=0 Vi=1,...,n.
=1
n
= Y 0oip(x,0)7'9p(x,0)/06;=0 VxeX = ;=0 Vi=1,..n.
i=1

0;0p(x,0)/00;=0 Yxe X = o;=0 Vi=1,...,n.

!
-

N
I
—

[

)
0 conjunto {a—eip(x; 9)} éL.L

]

A seguir, vamos fornecer dois exemplos para a Definicdo 1.5. Na proposi¢do a seguir,

mostraremos que o modelo exponencial é regular.

Proposicao 1.2. Seja S o modelo estatistico formado por densidades exponenciais sobre

(0,00) com pardmetro 6 > 0 de dimensdo 1, como no Exemplo 1.1, entdo S é regular.

Demonstragdo. Verificaremos os itens da Defini¢do 1.5:

i) Claramente ® = (0,00) C R ¢ aberto;

0

ii) Fixado x € R, as fungdes 6 — p(x;0) = Be °" sdo suaves por se tratar de composi¢ao

de fungdes suaves;

iii) Veja que

—apgg 6) = e 9 _ gxe b,
Assim,
~dp(x;0) ~ e PN e | [P
— Zdx = /e xdx—/ Oxe xdx:/ e dx—E(X)= ——e 7| ——=
/0 a0 0 0 0 ) 2 o 0
1 1
= ———=0.
6 6
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iv) Vale Z; = {x;p(x;0) > 0} = (0,+4o0), logo, independe de 0, para todo p € S.

v) Queremos mostrar que o conjunto {dp(x;0)/d6; como fun¢io de x} é L.I.. Usando a
Proposicdo 1.1, basta provar que o conjunto {Jd1np(x;0)/d0; como funcdo de x} é L.I..
Mas como temos apenas uma func@o neste conjunto, basta observar que a funcido nao é
identicamente nula. Temos

dlnp(x;0) 1

= — -1, (1.3)

Inp(x;0) =Ind —
np(x;0)=1Inb — Ox — 30 0

que claramente se anula apenas no ponto x = 1/6.
Portanto, por 1), ii), iii), iv) e v) S = {p(x;0);0 € (0,00)} é um modelo estatistico
regular. 0

Agora, mostraremos que o modelo normal univariado € regular.

Proposicao 1.3. Seja S o modelo estatistico formado por densidades normais univariadas

sobre R, de dimensdo 2, (como no Exemplo 1.2), entdo S ¢ regular.

Demonstragdo. Verificaremos os itens da Definicdo 1.5:

i) Como 6 > 0,0 =R x (0,00) C R? ¢ o semiplano superior de R?, o qual ¢ aberto;

1 o 2
ii) Fixado x € X, as fungdes 6 € ® — p(x;U,0) = m exp {— <x261;) } sdo suaves por
se tratar de composi¢des de funcdes suaves;
iii) Veja que
Iplp,0) _ (x—p) f (x—p)?
ou V2ro3 202 7
) )2 )2 )2
opepo) 1 S et o)t )
Jdo V2no? 202 V2not 20?2
Assim,
dp(x;p,o) 1 1 1 B
S e = B ) = (B —p) = ) =0
dp(x;pu,o) 1 _ 1 B o
/Rde_ —E/Rp(x,u,c)dx—i— ;Var(X) = _E+E =0;

)2
iv) O conjunto Z; = {x;p(x;u,0) = (1/\/ 27t6> exp {— (XZGI;L) } > 0} =R, logo inde-

pende de (i, o), paratodo p € S;
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d d
v) Mostraremos que as fun¢des — Inp(x; 1, 0) e = Inp(x; i, o) sdo LI. Note que,

u do
o (r—p)?®
Inp(x;u,0) = —In(vV27) —Ino — ~———". Dai
20
J N G ) J o s 5 1
8/4 lnp(x,,u,G)— o2 ¢ aclnp(xnuvc)_(x_»u) o _G.

Para quaisquer escalares a e f3 reais,
2
(x—n)

(x—p) 1
o3 c

o2

oo e - o-s

a
+[ o3 o

sendo y = (x — 1) é uma varidavel em R, assim temos um polindmio como fungdo de y de
grau 2 identicamente nulo. Dali, seus coeficientes sdo nulos, isto é, a/ o’ = 0,B/ o>=0e
—B/o =0, o que implicaa = f3 =0.

Portanto, por 1), ii), iii), iv) e v) S = {p(x,u,0);(u,0) € R x (0,00)} composto por
densidades normais univariadas € um modelo estatistico regular. [

Vale observar que apesar da defini¢do de modelo estatistico regular ter bastantes restri¢des,
os modelos estatisticos tradicionais na maioria das vezes sdo modelos regulares. No entanto,
segue abaixo um exemplo de modelo estatistico que ndo € regular, a saber, o modelo de

densidades uniformes.

Exemplo 1.3. Sendo X =R, 0 = (a,b),0 = {(a,b) € R?|b> a} e pg = p(x;a,b) dado

por
1

, sea<x<b

po = (1.4)

b—a

0, caso contrdrio.
Considere que p (x;ay,b1) = p(x;az,by) para todo x € X. Suponha por contradigcdo que
(a1,b1) # (az,by), sem perda de generalidade podemos supor que a) < ay. Seja xy entre
ay e ap tal que xy € (ay,by). Aplicando xy na iltima igualdade tem-se que

1
=0 = =0.

by —a; by —ay

p(xosa1,b1) =

Absurdo! Logo (ay,by) = (aa,b;), a fungdo @ : ® — S é injetiva e S = {pg }, sendo que
po € definido na equacdo (1.4) é um modelo estatistico sobre R, de dimensdo 2. Mas S ndo é

modelo regular pois as derivadas parcias de p(x;a,b) com relagdo a a e b ndo sdo LI, como



1.3 Elementos de Geometria Riemanniana 17

veremos a seguir. Por cdlculos simples, temos

dp(x;a,b) 1 dp(x;a,b) 1
fd e = —

da (b—a)? b (b—a)?’

Logo, o conjunto formado pelas derivadas parciais de p(x;a,b) em relacdo a a e b é

linearmente dependente pois podemos escrever

dp(x;a,b) dp(x;a,b)

da db
e a condigdo v) da Defini¢do 1.5 ndo é satisfeita.

Neste trabalho, estamos interessados em fazer cdlculos como comprimento de curva e
distancia entre densidades de probabilidade em um modelo estatistico regular. Para tanto, na

secdo seguinte revisamos alguns conceitos basicos de Geometria Riemanniana.

1.3 Elementos de Geometria Riemanniana

Nesta se¢do, revisaremos brevemente algumas defini¢des tais como, variedade diferencidvel,
espaco tangente, subvariedade, métricas riemannianas e geodésicas que serdo empregadas ao
longo deste trabalho no contexto da Probabilidade e Estatistica, isto €, para enxergamos de
que forma um modelo estatistico regular ¢ uma variedade para podermos estrar nas condi¢des
de fazer calculos de comprimento de curva e distancia entre densidades. Nao demostraremos
todos os resultados aqui apresentados, para tanto, sugerimos ao leitor algumas referéncias,
como M. P. do Carmo 2015 [12], J. Jost 2008 [17] e R. Biezuner 2017 [7].

1.3.1 Variedades Diferenciaveis

A nogdo de variedade diferencidvel estende os métodos do célculo diferencial a espagos mais
gerais que o espago R". Aqui, usaremos o termo diferencidvel para as aplicagio de classe
C”. A seguir, veremos a defini¢ao de variedade diferencidvel e na Se¢ao 2.1, mostraremos

que modelos estatisticos regulares satisfazem esta definicao.

Definicao 1.6 (Variedade Diferencidvel, [12]). Uma variedade diferencidvel de dimensdo
n ou simplesmente, uma variedade, é um conjunto M # O quando existe uma familia de
aplicagoes bijetivas {Uy, Q) }ca de conjuntos abertos U, C R" em M, ¢, : Uy — M,

satisfazendo as seguintes condigoes:

i) | er(Up) =M;
AeA
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ii) Para cada par de indices A,o0 € A com @, (Uy) ﬂ(pa(Ua) =Wy # 0, temos que
o, Y Wya) € 051 (W) ) sdo conjuntos abertos em R" e as fungdes transicdo (Figura

1.2)

0x' o0 0 (Wag) = 05 (Wag),
0} 0Pa 05 Wig) — 07 (Wag),

sdo aplicagoes diferencidveis, onde, no nosso contexto, entende-se aplicacoes de classe
100
c”;

Wia

% R
@\ L @\ 0:' (W)

07 W)

Figura 1.2 Variedade diferencidvel.
Produzida online com Mathcha.

iii) A familia {(Uy, Q;)}) c.4 € mdxima relativamente as condigoes i) e ii).

Cada aplicagdo @, ,A € A, é chamada uma carta ou uma parametrizagdo ou um sistema
de coordenadas locais para uma vizinhanga de M, denotada (¢, ,U, ), e ¢, (U, ) é chamada
uma vizinhanga coordenada. Uma familia {(U, ,®; )}, 4 satisfazendo i) e ii) ¢ dita uma
estrutura diferencidvel em M.

A condigio iii) apresenta-se por razdes puramente técnicas. Em verdade, dada uma
estrutura diferencidvel em M, podemos facilmente completd-la em uma méxima, agregando-
a todas as parametrizagdes de modo que a condi¢@o ii), para esta nova familia, continue
satisfeita. Portanto, com um certo abuso de linguagem, podemos dizer que uma variedade
diferencidvel de dimensdo n é um conjunto munido de uma estrutura diferencidvel. Em geral,

a extensao a estrutura maxima sera admitida sem maiores comentarios.

Observacdo 1.2. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira
natural uma topologia em M. Para tanto, basta definir que A C M € um aberto de M se
o (AN g, (Uy)) é um aberto de R” para todo A € A. E imediato verificar que M e o vazio
sdo abertos, que a unido de abertos é um aberto e que a intersec¢ao finita de abertos é um
aberto. Observe que esta topologia é definida de tal modo que os conjuntos @; (U, ) sdo
abertos e as aplicacdes @, sdo continuas.
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O espago euclidiano R", com a estrutura diferencidvel dada pela identidade e as super-
ficies regulares sdo exemplos triviais de variedade diferencidvel. Neste trabalho, apresen-
taremos principalmente variedades cujos pontos sao densidades de probabilidade. Uma
simplificacdo que se mostrard bastante ttil é que, para esses espacos consideraremos apenas
parametrizacdes globais.

Convém explorar um pouco mais as consequéncias da Defini¢do 1.6, a qual nao sera
nosso foco e nao abordaremos em todos os detalhes. Primeiro, estenderemos a no¢ao de

diferenciabilidade as aplicagcdes entre variedades.

Definicao 1.7 (Aplicagdo diferencidvel, [12]). Sejam M| e M, variedades diferencidveis
de dimensoes n e m, respectivamente. Uma aplicagdo ¢ : My — M, é diferencidvel em
p € M\ quando dada uma parametrizacdo ¢ : V C R™ — M, em torno de f(p), existe uma
parametrizagcdo W : U C R" — M| em torno de p tal que ¢(y(U)) C ¢(V) e a aplica¢do

¢ lopoy:UCR" - R"

é diferencidvel em y~! (p). A aplicagdo ¢ é diferencidvel em um aberto de M\ se é diferen-

ciavel em todos os pontos deste aberto. Veja Figura 1.3.

¢ o(p)
. — =\
il
v/}\ ¢} o(y(U))
R" RrR™

Figura 1.3 Aplicacdo Diferencidvel.
Produzida online com Mathcha.

Observamos que se ¢ ' o @ o y é diferencidvel para as cartas (yw,U), (¢,V), entdo para
quaisquer cartas(,U) de uma vizinhanga de p e (q? ,V) de uma vizinhanca de @(p) tais que
@(y(U)) C ¢(V) temos que ¢ ' o @ o ¥ & diferencidvel, pois

0 lopoy= ($*1o¢>o¢”o<powo(w”ot?),
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e a “lo¢,y oy sdo difeomorfismos. A aplicacio ¢ ' o @ o y é uma representacio de
¢ em coordenadas. Ressaltamos novamente que, neste trabalho, entenderemos aplicacao

diferencidvel por uma aplicacio suave.

Definicao 1.8 ([7]). Dizemos que uma aplicagdo diferencidvel @ : M — N é um difeomor-

fismo se @ é diferencidvel e (p_1 também é diferencidvel.

Se existir um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e N, dizemos que
elas sao difeomorfas. Se duas variedades diferencidveis sao difeomorfas, em particular
possuem a mesma dimensao.

Uma das aplicagcOes diferencidveis mais importantes entre variedades sdo as curvas

diferenciaveis

Definicao 1.9 ([7]). Uma curva diferencidvel em uma variedade diferencidvel M é uma

aplicagdo diferencidavel o : I — M em que I C R é um intervalo.

A seguir, definiremos espaco tangente a uma variedade em um ponto. Mas antes é
aconselhado rever a definicao de vetor tangente, a qual ndo abordaremos aqui. Para tanto,

consulte as referéncias de Geometria Riemanniana mencionadas anteriormente.

Definicao 1.10 (Espaco tangente, [12]). O conjunto de todos os vetores tangentes a M em

um ponto p é chamado de espago tangente a M em p e é denotado por T,M.

Observamos, que o vetor tangente a uma curva & em p depende apenas das derivadas de
o em um sistema de coordenadas. O conjunto 7,M, com as operacdes usuais de fungdes,
forma um espago vetorial de dimensdo n e a escolha de uma parametrizagdo ¢ : U — M

determina uma base associada

2
8x1

d

, = em T,M.
p 8)62 P

7 ox, )

.
p

Com a noc¢do de espago tangente podemos estender as variedades diferencidveis a no¢ao

de diferencial de uma aplicagdo diferencidvel.

Proposicao 1.4 ([12]). Sejam M| e M, variedades diferencidveis de dimensdo n e m res-
pectivamente e seja ¢ : M| — M, uma aplicagdo diferencidvel. Para cada p € My e cada
v € T,M\, escolha uma curva diferencidvel o : (—€,€) — My com o.(0) = p, o/’ (0) = v. Faga
B = @oa. Aaplicagdo doy : T,My — Ty, Ma dada por d@,(v) = B'(0) é uma aplicagdo

linear que ndo depende da escolha de Q.

Demonstragcdo. A demonstragdo pode ser vista em M. P. do Carmo 2015 [12, p. 9]. [
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A aplicacdo linear d ¢, dada pela Proposi¢do 1.4 € chamada diferencial de ¢ em p. A
seguir introduzimos o conceito de subvariedade, a qual o interesse € verificar se alguns
modelos estatisticos regulares sdo subvariedades estatisticas. Primeiro definiremos imersao e

mergulho.

Definicao 1.11 (Imersdo e Mergulho, [12]). Sejam M e N variedades diferencidveis de dimen-
soes m e n, respectivamente. Uma aplicagdo diferencidvel ¢ : M — N é uma imersao quando
dep : TyM — Ty(,)N € injetiva para todo p € M. Se, além disso, ¢ é um homeomorfismo de
M sobre o subespaco @(M) C N dizemos que ¢ é um mergulho.

Definicao 1.12 (Subvariedade, [12]). Seja N uma variedade de dimensdo n. Se M C N e a

inclusdo i : M — N é um mergulho, dizemos que M é uma subvariedade de N.

A préxima subsecdo tem como foco a defini¢do de métrica riemanniana em uma variedade
diferencidvel. Neste trabalho, veremos que a matriz de informacao de Fisher gera uma métrica

riemanniana em um modelo estatistico regular.

1.3.2 Meétricas Riemannianas

Nesta subsecdo, veremos a definicdo de métrica riemanniana, que pelo Teorema 2.3 do
proximo capitulo mostraremos que a matriz de informacdo de Fisher gera uma métrica

riemanniana no modelo estatistico regular.

Definicao 1.13 (Métrica Riemanniana, [7]). Uma métrica riemanniana em uma variedade
M de dimensdo n é uma aplicag¢do que associa a cada ponto p € M um produto interno. Isto

é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida
g =()p

no espago tangente T,M que varia diferencialmente com p no sentido de que se a aplicagdo
©:UCR"—>V CM é uma carta para uma vizinhan¢a coordenada V de M e B, =
d 0
r— 9 ooy v
ox1 » 0x, »
entdo as fungdes entdo as fungoes gjj:V — R

€ a base coordenada de T,M associada a esta carta para cada p €V,

0

d
gij(l?) = I

y =— sdo diferencidveis.
p ox j

Plp

Podemos representar a métrica riemanniana g, pela matriz G, = [g;;(p)]n. Assim, dados

u=(ur,...,un),v=(v1,...,vn) € T,M, o produto interno associado a essa matriz ¢ dado por
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gp=(u,v),= uTGpv = Zgijuivj.
ij

Além disso, o elemento de comprimento ds na métrica G, satisfaz

n
2 _
ds” = Z gij(p)dxidx;.
i,j=1
Uma variedade riemanniana é um par (M, g), onde M é uma variedade diferencidvel e
g a métrica riemanniana, convém relembrar que uma mesma variedade diferencidvel pode
admitir diferentes métricas riemannianas.

Veja a seguir um exemplo de métrica riemanniana.

Exemplo 1.4 ([12]). A métrica euclidiana em R" é uma métrica riemanniana, dado p =
(x1,...,%,) € R", sendo
8ij(p) = <€i,€j>
G(p) =In,
em que e; e e sdo vetores da base canonica do R" e I, é a matriz identidade de ordem n.

Assim, dados u = (uy,...,up),v=(vi,...,vy) € R",
(u,v) = uvy +upva + - - + tyvy.

Definicio 1.14 ([12]). Um campo vetorial V ao longo de uma curva o, : 1 — M é uma
aplicagdo que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € Ty yM. O campo vetorial Vé
diferencidvel em ty € I quando, para alguma parametrizacdo ¢ : U C R" — M em o/ (1), as
componentes v; . I - R, i=1,2,--- ‘nde
-, L 0
V(t) = (1) =,
0 =Y (05

i=1

A
aXI ’ ’ axn OC(Z)

Vé diferencidvel em I quando é diferencidvel para todo t € I.

na base sdo fungoes diferencidveis de t em ty. O campo de vetores

o)

Veremos como uma métrica riemanniana pode ser usada para calcular comprimentos de
curvas.
Se uma curva o estd restrita a um intervalo fechado [a,b] € I, seu comprimento é dado

1
b /do da\?
€(a)—/a <E,E>a(t)df. (1.5

por
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Veremos agora uma proposi¢do de existéncia para métricas riemannianas. Mas antes,
veremos a definicdo de um espaco topolégico de Hausdorff e espaco topolégico com base

enumeravel. Para mais detalhes ver J. Munkres 2000 [26].

Definicao 1.15 ([26]). Um espaco topoldgico X é chamado Espaco de Hausdorff se para

quaisquer pontos distintos x ey, existirem vizinhancas U de x e V de y com U NV = 0.

Definicdo 1.16 ([26]). Dizemos que o espago topoldgico (X, T) possui uma base enumerdvel
se existe uma base enumerdvel de T. Neste caso, dizemos que (X,7) satisfaz o segundo

axioma de enumerabilidade.

Note que o espago R" (com topologia usual) possui uma base enumeravel, basta conside-

rar bolas centradas em Q".

Proposicao 1.5 ([12]). Uma variedade diferencidvel M de Hausdorff e com base enumerdvel

possui uma métrica riemanniand.

Demonstragdo. A prova desta proposi¢cdo pode ser vista em M. P. do Carmo 2015 [12, p.
47]. u

1.3.3 Geodésicas

Nesta subsecg¢do, veremos o conceito de geodésicas e algumas de suas propriedades. Ao
longo deste trabalho, ndo estamos muito interessados na definicdo analitica de uma curva
geodésica, e sim que € a curva com menor comprimento que liga dois pontos na variedade
riemanniana. Vamos generalizar o conceito de geodésica para variedades riemannianas. Para
isso € necessdria a no¢ao do que é uma derivada covariante para variedades riemannianas.
Essa nocdo € mais complexa do que aquela apresentada no contexto das superficies regulares
e requer um estudo mais aprofundado em Geometria Riemanniana. A seguir, apresentaremos
sua defini¢do. Para mais detalhes sugerimos M. P. do Carmo 2015 [12], J. Jost 2008 [17] e R.
Biezuner 2017 [7].

Sejam o : I — M uma curva diferencidvel e @ : U C R" — M um sistema de coordenadas
para Mcoma(l)Ne(U) # 0. Dado r € I, a expressdo local de a(r) é dada por o(t) =
(x1(t),- - ,x4(¢)). Seja V um campo de vetores ao longo da curva a.. Podemos expressar o

campo V localmente como
V=Y vXj
J
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D =
a—xj(oc(t)). A derivada covariante, U7 de V ao longo
)

de o no sistema de coordenadas (U, ¢) é dada por

j=1,--- ,nemquev;=v;(t)eX; =

d
RES Py
k ij

em que os coeficientes F’? sao fungdes diferencidveis definidas em U conhecidos como
simbolos de Christoffel de M na parametriza¢do ¢. Sendo g;; = <X,,X > as entradas de uma

matriz e escrevermos a sua inversa como [g"/], os simbolos de Christoffel sdo definidos por
1 d d d
r’?,:_E gy o — g\ okl
ij = 7n - {axjgll+axigjl axlgu}g

Definicao 1.17 (Geodésica, [12]). Uma curva parametrizada 'y : I — M é uma geodésica em

D (dy
dr \dt ]|,

Quando 7y é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que 'y é uma geodésica.

to € I quando

Vamos agora determinar as equagdes locais satisfeitas por uma geodésica Y em um

sistemas de coordenadas (U, ¢) em torno de ¥(fy). Em U,

() = (a1 (1), xa(1))

Y serd uma geodésica se, e somente se,

dy d?x; - dxidx;\ 0
dt(dt> Z(dt2 +lz,; dt dt | ox;
Logo o sistema de equagdes diferenciais de 2% ordem

2 d
% Z kdXI xj 07 kzl?'”a”? (16)

dr? U dt dt

L]

fornece as equagdes procuradas.

A seguir, veremos a Defini¢do 1.18, a qual usaremos na prova do Teorema 3.3.

Definicao 1.18 ([7]). Uma geodésica y: I — M é normalizada (ou unitdria) se

1Y 0] =
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t) H # 0 ) pode ser normalizada através

de uma parametrizacdo por comprimento de arco. Se y: I — M € uma parametrizacao
qualquer para uma geodésica, ela pode ser reparametrizada para se tornar uma geodésica

normalizada escolhendo-se um ponto ¢y € I e definindo o pardmetro comprimento de arco

T
= [ vl

pela regra da cadeia

Y@=y Ol ©I= Iy Ol o= 17 e

M

A seguir, veremos um teorema de existéncia e unicidade de geodésicas.

e

Teorema 1.3 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Geodésicas, [7]). Seja M uma variedade
riemanniana. Entdo para todos p € M e v € T)M, e para cada ) € R, existe um intervalo

aberto I C R contendo ty e uma tinica geodésica y : I — M tal que y(to) = p e ¥ (tp) = v.
Demonstragdo. Ver demostragdo em R. Biezuner 2017 [7, 4.4 Teorema]. L]

Definicdo 1.19. Se y: 1 — M é uma geodésica e |a,b] C I, a restri¢do | lap] € chamada o
segmento de geodésica ligando y(a) a y(b).

Denote o comprimento de uma curva oc em M ligando os pontos p e g por £(a) dado em
(1.5). Dizemos que o segmento de geodésica ¥ : [a,b] — M é minimizante se £(y) < {(o)
para toda curva « ligando y(a) a y(b).

Proposicao 1.6 (Geodésicas minimizam distancias localmente, [7]). Sejam M uma variedade
riemanniana, p € M e B(p) uma bola normal centrada em p. Seja v: [0,1] — B(p) um
segmento de geodésica com y(0) = p e denote g = y(1). Se a : [0, 1] — M é qualquer curva

suave por partes ligando p a q, entdo
) < o).
Se {(a) = L(y), entdo necessariamente a([0,1]) = y([0, 1]).

Demonstragcdo. Ver demonstracdao em R. Biezuner 2017 [7, 4.28 Proposi¢ao]. [

Agora, veja a definicao de distancia em uma variedade riemanniana.
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Definicao 1.20 ([7]). Seja M uma variedade riemanniana conexa. Dados p,q € M, a

distdncia entre p e q é definida por
dist(p,q) = inf{{(y) : v é uma curva suave por partes ligando p e q}.

A seguir, veremos que as geodésicas minimizam distancias, localmente. Usaremos para

definir geodésica de estimativas no Capitulo 4.

Proposicio 1.7 ([7]). Se existe uma geodésica minimizante y ligando p e q, entdo dist(p,q) =

£(y)-
Demonstragcdo. Ver R. Biezuner 2017 [7, 4.37 Proposicao]. [

Definicao 1.21 (Variedade Totalmente Geodésica, [12]). Uma subvariedade M de uma vari-
edade riemanniana N ¢ dita totalmente geodésica quando toda geodésica de M é geodésica
de N.

A seguir, veremos a defini¢do de espago hiperbdlico em que usaremos como apoio o
plano de Poincaré para determinar uma férmula fechada para distancia de Fisher-Rao entre

duas densidades de probabilidade normais univariadas na Subse¢do 2.3.2 do Capitulo 2.

Definicao 1.22 (Espaco hiperbdlico, [4]). O espaco hiperbélico de dimensdo n é o semiespago
de R" dado por

H' ={(x1,...,.xn) € R";x, > 0}
dx% ot dx2

2
Xn

com métrica riemanniana ds* =

Consideremos o plano hiperbélico H2 = {(x,y) € R%;y > 0} também conhecido como

plano de Poincaré. A métrica riemanniana nesse plano é gerada por

G(x,y) = diag(1/y*,1/y*),

dx? +dy?

e a expressao da métrica é dada por a’s% = 5s— A escolha da notagdo ds% serd
Yy

conveniente para este trabalho.
Dados dois pontos x = (x1,x2) e y = (y1,y2) em > uma expressdo para distancia hiper-

bdlica é

(1.7)

) —tog (IR,

[l =3I = e+ ¥l
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5 — /212 _
emquey = (y1,—y2) e ||z]| = 1/z7 + 25, para z = (21,22).
As geodésicas de H? sio as semirretas verticais 7 : (0,00) — H? e as semicircunferéncias

% : (0,7) — H? de centro (c,0) e raio p dadas por (ver Figura 1.4)

n(t) = (xo,1) e 12(r) = (p cos(t) +c,psen(t)),
ver exemplos de geodésicas em R. Biezuner 2017 [7, p. 81].

Y N

i

0 X

Figura 1.4 Geodésicas de H.

Produzida online com Mathcha.

Relembre que cosh ™! (x) = log (x +Vx2— 1) . Logo, podemos representar a distancia

hiperbdlica como

(yl_xl>2+(x2_y2)2). (18)

dy2(x,y) = cosh™! (1+
2 (5.) 2x2y2
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Capitulo 2

Estrutura Geométrica de Modelos
Estatisticos

Neste capitulo, veremos de que maneira modelos estatisticos regulares se apresentam como
variedade diferencidvel. Definiremos a métrica de Fisher em modelos estatisticos regulares e a
distancia de Fisher-Rao. Nosso objeto de trabalho sdo familias paramétricas de densidades de
probabilidade com a propriedade de ser regular. Na Secdo 2.1, apresentaremos um teorema
que garante que estas familias sdo variedades diferencidveis, de Hausdorff e com base
enumeravel, a qual denotaremos por variedade estatistica, também mostraremos que a familia
composta por densidade normal multivariada € regular. Na Secdo 2.2, definiremos uma
métrica na variedade estatistica, a métrica de Fisher, a qual gera uma métrica riemanniana
nesta variedade, fazendo desta variedade uma variedade estatistica riemanniana. Na Se¢do
2.3 definiremos a distancia de Fisher-Rao e com alguns exemplos em que calcularemos a
distancia entre algumas densidades de probabilidade ja conhecida e em subvariedades da

normal multivariada.

2.1 Variedade Estatistica

Nesta secdo, veremos através do Teorema 2.1, como um modelo estatistico regular € uma
variedade estatistica. O referido teorema foi apresentado em W. Santiago 2017 [31, p. 33].

Apresentaremos e forneceremos uma prova mais detalhada do mesmo.

Teorema 2.1. Seja S um modelo estatistico regular sobre X de dimensdo n, entdo S é uma

variedade diferencidvel de dimensdo n, de Hausdorff e com base enumerdvel.
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Demonstragcdo. Da hipétese, segue a existéncia de uma funcao bijetiva ¢ : ® — S dada por
©(0) = pg, sendo ® C R" aberto. Pelo item ii) da Defini¢do 1.5

® >0 — @(0) = py é suave,

entdo ¢ é uma parametrizagao global de classe C™ de S. Seja o conjunto
M ={fo:0 —= Uy CR"; Uy é aberto e f é difeomorfismo de classe C”}.

Veja que este conjunto € ndo vazio, pois basta tomar fo, =/ : ® — O a identidade.
Defina yq := @ o f, ' Uy — S e note que yq € bijetiva por se tratar de composi¢ao de
funcdes bijetivas. Veja a Figura 2.1

Rn

(0}
N
e P

Up

Figura 2.1 Representacdo geométrica da demostracao do Teorema 2.1.
Produzida online com Mathcha.

Mostremos que a familia A = {(Uq,yq)} € uma estrutura diferencidvel em S. Com efeito,
i) Devemos mostrar que U va(Ug) =S.Dado p € U va(Ug) temos que, p € yo(Uy) para

ael _ ‘ acl
algum o € Z, em que Z é um conjunto de indices, segue que p € S.

Dado p € S, existe 8 € O tal que p = ¢(0). Vejaque 8 = f ! (Uy) para algum « € Z. Logo,

P=0(f'(Ua)) = pe |J o(f 'Ua) = p€ | yalUa).

acl acl

ii) Para cada par a, 8 com yq(Uy) ﬂyﬁ(Uﬁ) = Wyp # 0, temos que y&l(WaB) e yBl(Waﬁ)
sdo conjuntos abertos em R". Além disso,

Vg ova=fpo@ oo fy = fpofy,


https://www.mathcha.io/
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Vo' ovp=Tfao @ oo fil = faofy !,

sdo aplicagdes diferencidveis. Por i) e ii), a familia A = {(Uq,yo)} é uma estrutura diferen-
cidvel em S. Portanto pela Definicdo 1.6, S € uma variedade diferencidvel de dimensdo n. A
topologia de S é dada pela estrutura diferencial, ver Observagao 1.2.

A afirmacdo ser de Hausdorff € preservada sob homeomorfismo, pois ® é um espago
topolégico de Hausdorff e ¢ é um homeomorfismo diferencidvel, assim segue que S € um
espaco topolégico de Hausdorff. Como ® € aberto e ¢ leva aberto em aberto, S possui base
enumerdvel, pois em ® C R”" a topologia natural é a do subespago e uma base enumeravel
pode ser as bolas abertas centradas em pontos com coordenadas racionais interceptadas com

0, assim a base de S € a imagem dessas intercessoes pela @. 0

Na subsecdo a seguir, mostraremos que o modelo formado por densidades normais
multivariadas é variedade estatistica, ou seja, satisfaz as propriedades de regularidade do

modelo.

2.1.1 Normais Multivariadas

O objetivo desta subsecdo € mostrar que a familia paramétrica composta por densidades
normais multivariadas € uma variedade estatistica, para isso, mostraremos que € identificivel e
que satisfaz a propriedade de ser regular. Sabemos que para mostrar a regularidade do modelo
tem-se que verificar se satisfaz todos os itens da Defini¢do 1.5. Para tanto, apresentaremos
proposi¢des com base em cada item da defini¢do referida para que a demonstragc@o nao fique
longa.

O espaco paramétrico das densidades normais multivariadas € dada por
O={(u,V);ueR"e Ve P(R)} =R"x B,(R).

Relembre que P,(R) é o subconjunto das matrizes simétricas positivas definidas em GL,(R).
Além disso, sabemos que todo espago vetorial n-dimensional sobre R é isomorfo a R". Dai,
como P,(R) é um subespaco de vetorial de M, (R) = R"™ ¢ dim(P,(R)) =n(n+1)/2, segue
que P, (R) = R""+D/2 " Agsim, temos

@ =R" x P,(R) 2 R" x RMTD/2 - R1 x R,
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Pela Defini¢do 1.3, o conjunto {p(x; 1, V); (i, V) € R" x P,(R)} formado pelas densidades
de probabilidade dada em (1.2) é uma familia paramétrica sobre X = R" de dimenséo n +
nin+1)/2.

A seguir, veremos que a familia composta por densidades normais multivariada € identifi-
cavel.

Proposicao 2.1. Seja
S={p(x;0);xeR"e0=(u,V) eR"x P,(R)}

a familia paramétrica das densidades normais multivariadas de dimensdo n. Entdo S é
identificdvel.

Demonstracdo. Dados 01 = (11, V1) e 02 = (Up, V7) tais que
p(x;01) =p(x;0,) VxeR",

devemos provar que 6] = 6. Temos para todo x € R"

(2m)~"/2 1 _ (2m) /2 1
Vo P (—5<x—u1,A1(x—ul)>> = Jaavy) P <—§<X—Hza/\2(x—l~lz)>> :
Assim
exp {—% [(r = pr, Ar(x— ) — <X—H27A2(X—H2)>]} = —j:tg;; Vx e R
Segue que
(=, A (x = ) — (= o, Ao (x — 1)) =k, 2.1)

sendo k contante em relacdo ao argumento x € R"”. Vamos provar que k = 0. Pelo Corolério

1.1, temos que A e A; sdo positivas definidas, logo para todo x € R",
(= A=) =0 e (x—ph,Ax(x—p)) > 0.
Suponha que k < 0. Entdo, fazendo x = i, em (2.1), chegaremos a contradi¢ao

k= (U — i, A1 (o — 1)) — (M2 — o, Ao (o — t2)) = (U2 — p1, A (M2 — 1)) >0,
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pois A; € positiva definida. Por outro lado, se k > 0, fazendo x = u; em (2.1), obteremos

k= — pr, A (i — 1)) — (U1 — po, Ao (g — po)) = — (i — M2, Ao (1 — 2)) <0,

pois A é positiva definida, e teremos novamente uma contradi¢cdo. Portanto k = 0.

Agora, fazendo x = Uy em (2.1), temos
(M2 — p1, Ar (2 — 1)) =0
o que implica Uy = Uy, pois A é positiva definida. Assim, de (2.1)
(x—u, A(x—pp)) = {x—u,Ao(x—y)) xeR" (2.2)
Resta mostrar que V| = V,. Para todo u € R", fazendo x = u + 1 em (2.2), teremos
(u, A\yu) = (u, Apuy, “ueR". (2.3)
Sendo, para todo u,v € R"
(u,v)1 = (u,A1v) e (u,v)o = (u,Apv)

o produto interno em R” gerado pelas matrizes A e A, respectivamente, temos as correspon-

dentes normas em R”
ullF = (u,u)y e [|ul5 = (u,u)>, VueR"

e por (2.3) vale
[ullf = llull3, VueR".

Pela identidade de polarizagdo, temos para todo u,v € R”"

[l w13 = llu=vl3] = (u,v)2.

I

[lu+vlF = lu—vli] =

FN.

(u,v>1 =

Ou seja,
(u, Apv) = (u,Apv)  Vu,v € R". (2.4)

Logo, pela Observagdo 1.1, A; = A, e portanto, V| = V3. [
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Observacdo 2.1. Uma prova simples e direta da Proposicao 2.1 seria apenas observar que

wy = /Rnp(x; 01)xdx = /Rnp(x; 0,)xdx = Uy,

Vi= [ o))" ple 6 ds = [ (v )= o) pla: 62 dx = Va,

onde s=n(n+1)/2.

Corolario 2.1. Sob as condicdes da Proposicdo 2.1, S é um modelo estatistico de dimensdo
k=n+n(n+1)/2.

A seguir, estamos interessados em mostrar que o modelo S dado no Corolario 2.1 é
regular. Para isto, apresentaremos o Lema 2.2 que servird de auxilio para demostracao da
Proposicao 2.2. Mas antes, vamos destacar o Lema 2.1.

Lema 2.1 ( [22], p. 174). A funcdo det : P,(R) — R que associa a cada matriz n x n, o seu

determinante, é suave.
. L .. . 2
Lema 2.2. O conjunto das matrizes inversiveis n X n é aberto em R" .

Demonstragdo. Considere a fungdo

det: GL,(R) - R—{0}
A — det(A)

Veja que essa funcdo estd bem definida. Vamos mostrar que € sobrejetiva para podermos
escrever GL,(R) = det™! (R — {0}). Dado x € R}, tome a matriz

A = diag (V/x,V/x, ..., V/x) € GL,(R)

Assim, det(A) = ({‘/})n = x. Agora, se x < 0, temos que considerar dois casos:

1. Se n for impar, tome
A = diag (—\"/m, V. —c/|x|) € GLu(R)

Assim, det(A) = (—\”/ |x|>n = —|x| =x;

2. Caso n for par, tome

A = diag (- V= "V ey — Y, 1) € GLy(R)
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-1
Assim, det(4) = (- "Rl/]x|>n — x| =x.

Portanto, para qualquer x € R — {0} existe pelo menos uma matriz inversivel A em
GL,(R) tal que det(A) = x. Logo, temos a sobrejetividade da fung¢do det, isto é, Im(det) =
R — {0} = (—o0,0) U (0, +o0).

Sabemos que a fun¢do determinante é continua pelo Lema 2.1 e que GL,(RR) 2 R"
Logo, det ™! ((—e0,0) U (0,400)) = GL,(R) ¢ aberto. O

n+1)/2.

A Proposicao 2.2 a seguir é dedicada ao item i) da Defini¢do 1.5, a qual veremos que o

espago de pardmetros do modelo S € aberto de R".

Proposicdo 2.2. Seja S = {p(x;u,V);x € R" e (1, V) € R" x P,(R)} 0 modelo estatistico
composto por densidades normais multivariadas sobre R" de dimensdo k =n+n(n+1)/2,

. 7 . 2
entdo o espago paramétrico R" x P,(R) é um subconjunto aberto em R" ™",

Demonstracdo. Pelo Lema 2.2, segue que P,(R) = R"1/2 & um aberto em R". Logo
R" x P,(R) é um subconjunto aberto em R" x R" = R, pois o produto cartesiano finito
de abertos € aberto, ver E. L. Lima 2014 [22]. O

Adiante, veremos dois lemas sem nos preocupara com a demostragdo que usaremos para

demonstrar a Proposi¢do 2.3.

Lema 2.3 ([22], p. 138). A funcdo f = (-,-) : R" x R" — R tal que f((x,y)) = (x,y) para

quaisquer x,y € R" é suave.
Lema 2.4 ([22], p. 258). A funcdo v : GL,(R) — GL,(R) tal que w(A) =A™}, é suave.

A proposicéo a seguir, é dedicada ao item ii) da Definicdo 1.5, a qual veremos que as

densidades sdo suaves para x € R" fixo.

Proposicao 2.3. Seja S = {p(x;u,V);x €R" e (u,V) € R" x B,(R)} 0 modelo estatistico
sobre R" composto por densidades normais multivariadas. Fixado x € R", as funcoes
0 € ® — p(x,0) sdo suaves, ou seja, admitem derivadas parciais em relacdo a 6 em todas

as ordens e sdo continuas.

Demonstragdo. Fixado x € R", para qualquer p € S, sabemos que

. _emr (1, B
P, V) = detw)e"p( e A u)>)~

Para mostrar a suavidade da densidade de probabilidade p(x; i, V), olharemos como uma
composi¢ao de fungdes suaves. Veja que:
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1. A funcéo exp : R — R que associa a cada nimero real x, o nimero e¢* é suave, pois a

funcdo exp € analitica;

2. A fungdo ¢ : (0,00) — R, tal que ¢(x) = (27) ~1/2/,/x, é uma suave por se tratar de
composi¢des de funcdes suaves;

3. Afuncéo & :R" x B,(R) —» R tal que E((u,V)) = —(x—u,A(x—u))/2 é suave por
se tratar de composi¢ao de fungdes suaves, ver Lema 2.3 e Lema 2.4.

Como o produto e composi¢ao de funcdes suaves sdo suaves [22] e pelo Lema 2.1, segue
que:
Plx, V) = ¢(det(V)) -exp(c (4, V))

¢ uma funcdo suave. [

Agora, vamos nos dedicar ao item iii) da Defini¢do 1.5, a qual vale a troca da ordem
de integracdo e derivacdo em relac@o a cada parametro da densidade normal multivariada.
Destaca-se a Observacao 2.2 como apoio para demonstragdo da Proposi¢do 2.4 e do Lema
2.5.

Observagdo 2.2. Note que

AV=] = oA :—AgvA.
aG,'j &G,‘j

Para i = j, podemos escrever

oV
T -y T T
= ¢je; eparai =+ j =e¢je; t+eje;
(96,',' (A p 7& aGlj i€; AR

em que ¢; e ¢; denotam vetores da base candnica do R". Assim, segue que

oA A
= —A=—A=—Aciel A, i=1,...
807,- 86,-,~ ci€i ! reenlt
© A oV
T T - .
an’j :_Aacl_j/\:—/\(eiej +eje; )A, Lj=1,..,ni<].

Proposiciio 2.4. Seja S = {p(x;u,V);x e R" e (U, V) € R" x P,(R)} um modelo estatistico
composto por densidades normais multivariadas sobre R" de dimensdo k =n+n(n+1)/2,
entdo paratodop € Sei=1,2,....k temos

ap(x,0)
/n —aei dx=0.



2.1 Variedade Estatistica 37

Demonstragdo. Sabemos que 8 = (i, V), sendo que 1 = (U1,...,hy) € R" e V = [0}j]nxn;

em que o;; = Cov(X;,X;) para i, j = 1,...,n. Temos que calcular as seguintes derivadas

Ip(x; i, V)
0

Ip(x;u,V)

Vk=1,...
9 ) g aGl]

1<i<j<n.

Assim, paratodok=1,....n

8p<x;,u,V) — (275—)*”/21 ex —1 X — X —
) JF(V)M[ p( e A u)>)}
1 (2m)~"/2 1

— _ET(V)GXP (—§<X—N7A(X—N)>)

ou seja, pelo Lema 1.1,

o = e (e (o T))

= —%p(x;u,V) ((—ex, Alx—p)) + (x — 1, —Aey))

= %p(x;u,V) ({er, Alx— ) + (x— 1, Aer)) = p(x; 14, V) (e, A(x — 1))

= P, V) AG— 1) = ps i, V) Y Ay — 1), (25)

J=1
Dai,

/ Ip(x; U, V) I

= [ pleu Ve A w)dr= [ A wplxip, V)dx
o L R~ n

= e AE(X—p)=0,

sendo X ~ N (u, V).
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Agora, para 1 <i < j <n, temos

Ip(x;u,V) _n a( det(v)) 1 1
PELD — —mr S ity (30 wAG-w)

(2m) "2 9 1
+ ’—det(V)E{eXp <—§<X—I~L7A(X—H)>)}
~1/2
= —(27t)_”/2.%de;§tf()v) a((;e;s]))exp(—%(x—u,A(x—,u)))

1 (2m)~"/? 1
3 e (5l A— ) ) 5o = A=)
ou seja, pelo Lema 1.3
p(;u, V) n2 1 ~1/2 A4 b, _
Joi; = —(@m)™"" Sdet(V) " AE exp | —5 (= A(x— 1)

—%p(xuV)<x u,;A( u)>

= g (Ao ) sV~ St ) (v g )

1 A 1
= _Etr (Aa ) p(X;H,V) - _p<X;,u7V) <x—/,t,B’](x—/.L)>, (26)
Oij

2
dA A%
sendo pela Observagio 2.2 BY = =—A A. Dai, temos
80,] 8G,~j
dp(x;u,V) 1 A%
————Zdx = — | -tr|A=— 1, V)d
/" 8G,~j x /nzr (9(7,']' p()CH ) o

1
—/n 2p(x u,V) Z Bkl (ke — ) (e — ) dx
R k=1

= —%tr( a&VJ)/ plxsu,V)dx

1 n
_Ek;B/ (e 1, V) (5 — 1) () — ;) dx

1 8V) &
= —5|A BYE[(Xk — ) (X1 — )],
2 ( 8c7,~j le"l ki
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isto é,
/n%‘gj’v)dx = —%tr (A(j;:j) _%kilgggckl

— —%tr <A§;;> —%kngG,,{
= —%tr (A;;;) — %tr (BijV)
(a2 ) (a2 )
= —%tr <A§;]U> —|—%tr <V§T\;) =0

Portanto,
/nap(g—xe’ie)dx:O

ParatodopeSei=1,2,...,k. [

A seguir, veremos a ultima condi¢do de regularidade para o modelo S, a independéncia

linear.

Lema 2.5. Seja X € R" um vetor aleatério com X ~ N (u, V), entdo d1n(p(x;0))/d6; para

i =1,...,k sdo linearmente independente como fungées de x, sendo que k =n+n(n+1)/2.

Demonstragdo. Por hipotese, a densidade de probabilidade do vetor aleatério X € dada por

(2m) /2 ( 1 )
x0)=——=—exp| —=(x—u,Alx— , x€R",
p(x;8) I S A= p))
emque L= (Hi,..., 1n),V = [Cjjlnxn € A = [Aij|nxn, ver Definigao 1.2.

Faremos uma combinagio linear das fun¢ées dIn(p(x;0))/d6; parai = 1,....k dando
zero e olharemos essa combinacao como um polindmio sobre o corpo do reais de grau 2
identicamente nulo. Para tanto, por (2.5) e (2.6), temos que:

D Vk=1.2,..n
0
Wlnp x;0) Zz'kj — ;) = ([Alf.u),

sendo u = (x — 1) = (x| — [, e Xy — M) € R" € [A]f = [At1 - - Agn] indicando a linha
k da matriz A;
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i) Vi, j=1,.,n i<j

0 _ B _1 r OA B
Jetnp(s0) = (Aa%) ) e
1 8/\( )
= 3 Aij— 70 x—u
-3 (—;Ll,+(x—u) Aaoij/\(x—u)).

Pela Observagdo 2.2, a qual descrevemos uma forma alternativa de escrever a d V/do;j a
fim de facilitar os célculos. Mostremos que o; € R i=1,....ne B € R, r <s, tais que

(X1<A§,u> +062(A“§,u) +"'+(Xn<A£,u>

+pH [—111 —I-uTAeleTAu] +B'? [—Mz—I—uTA(eleg—l-ezelT)Au} 4+
—1—[31”[ An+u" Alere) +enel ) Aul

2 [ Ay +u Aeze Au] 4 +ﬁ2” [—).2,1 +uTA(eze£ +eneg)/\u} 4
—I—ﬁ”" [ Aun —I—uTAeneTAu] =0 2.7

se, e somente se, o; = " =0paratodoi=1,...ners=1,...n,r<s.
Note que, pelo Lema 1.1 parai =1,...,n, temos

ul Aeiel Au= (u” Ae;) (el Au) = ([A]Y,u)>. (2.8)
eparai# j
ul A (e,-e]T + ejel-T) Au = uTAeiejTAu + uTAejel-TAu
= Z(MTAei)(eJT-Au)
= 2([A];,u){[Alj,u) (2.9)

Pelas equacoes (2.8) e (2.9), substituindo em (2.7), temos

+p" _—xu + <A1,u>2} g [—llz+2</\§7u></\§>u>] o
B | —An+2(AL ) (A )|
+B% :—/122+ (Aé”)z} +o B [—lzn+2</\£7”></\fm“>] +o

B | A+ (AL w2 =0 i,
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equivalentemente

BYUAL )+ B(AY ) 4+ B (A, )+ 2B (AL u) (A u) + -+

+2B (AL u) (AL u) + 2B (AL, u) (A, u) + - -+ 2B (A5, u) (A ) + - -

+2B ALy ) (A ) + 0 (AL, u) + 0o (A5, u) + -+ G (Ag, 1) — B Ay
B A= =B A — B A = = B Aoy — = B A — B Ay — -
—B" Ay =0 V.

Ou seja,
n
Y, BUALw AL+ Y a(Afuy— Y BUA;=0 W
1<i<j<n i=1 I<i<j<n

Como u = (x— ) € R", temos um polindmio multivariado de grau dois sobre o corpo
dos reais identicamente nulo.
Vamos observar que dado y € R", existe x tal que (Ai, (x—p)) =yx,paratodok=1,...,n.

Basta tomar x = 1 + Vy e usar o fato de que
. T
(Ak> V =k —ésima linha de AV = ¢! .

Logo, temos
.. n ..
p(y) = Z Bljinj+ZaiYi— Z BYA;j=0 VyeR"
1<i<j<n i=1 1<i<j<n

Assim, segue diretamente que
o :...:ai:...:an:ﬁn:...:ﬁrs:...:Bnnzo_

Portanto, d In(p(x;0))/d6; sdo linearmente independente para i = 1,...,k. O

Adiante, apresentaremos o teorema principal. Neste, colocamos em ordem os resultados
estudados anteriormente.

Teorema 2.2. Seja S = {p(x;u,V);x € R" e (u,V) € R" x B,(R)} um modelo estatistico
composto por densidades normais multivariadas sobre R" de dimensdo k =n+n(n+1)/2.

Entdo S é uma variedade diferencidvel, de Hausdorff e com base enumerdvel.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1 basta mostrar que o modelo S € regular, isto €, que satisfaz
os itens da Defini¢do 1.5. Os itens i), ii) e iii) sdo verificados pelas Proposi¢des 2.2, 2.3, 2.4
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respectivamente e o item v) € satisfeito pelo Lema 2.5. Agora, note que o conjunto

—n/2
—(ZZit(V) exp (_%@C—Iv%/\(x_“») >0 Vxe Rn} =R

Z, = {x;p(x;u,V) =
logo, é independente de (u, V), para todo p € S. Assim, garantimos o item iv). Portanto, S é

regular, isto é, S € uma variedade diferencidvel, de Hausdorff e com base enumeravel. [

A partir daqui, todos os modelos estatisticos regulares serdao chamados de variedades
estatisticas.

2.2 Meétrica de Fisher

Em 1945, C. R. Rao, ver referéncia [30], propds um método para calcular a distancia entre
distribui¢des de probabilidade introduzindo uma métrica riemanniana em termos da chamada
matriz de informacdo de Fisher em uma variedade estatistica. Nesta secdo, veremos a
definicdo da matriz de informacgao de Fisher de um modelo estatistico regular dado por R.
A. Fisher em 1922 [13], com alguns exemplos de modelos aqui apresentados. Essa matriz
gera uma métrica riemanniana na variedade estatistica e fornecemos alguns resultados de
maneiras diferentes de escrever as entradas dessa matriz para fins de facilitar os cdlculos
quando for conveniente. Os resultados apresentados aqui se baseiam na referéncia O. Calin
and C. Udriste 2014 [10] e P. J. Bickel and K. A. Doksum 2001 [6].

Definicao 2.1 (Matriz de Informacdo de Fisher, [10]). Dada uma variedade estatistica
S={pe =px;0);0 = (64,...,6,) € ® C R"}. Considere um ponto 6 € ©, a matriz de
informagcéo de Fisher de S em 0 é a matriz G(0) = [g;;(0)] de ordem n, com

d 0
8ij(0) = Eg (a—&logp(x,e)a—ejlogp(x,e))
- /i‘ (x:60) 2 1oz p(x:0)p(x:0)d (2.10)
= Jyog BPY 20; OEP\L TP\ T) ax, :

caso essa integral exista.

Note que Eg € a esperanca com respeito a densidade pg. Paran = 1, G(6) é denominada
de informacgdo de Fisher. Para mais detalhes ver referéncias [10, section 1.6, p. 21] e [6,
section 3.4, p. 176].

Embora algumas vezes a integral dada na equacdo (2.10) seja divergente, neste trabalho,
vamos considerar apenas modelos estatisticos nos quais g;;(0) ¢ finita para todo 6 e todo i,
e que g;j : ® — R € suave.
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A seguir, apresentaremos um exemplo em que calculamos a informacao de Fisher de uma

variedade estatistica formada por densidades exponenciais.

Exemplo 2.1. Seja S = {pg;0 > 0} a variedade estatistica de densidades exponenciais, ou
seja, se pg € S, entdo pgy € uma populagio de X ~ Exp(0) e é dada por

p(x;0) =0e7 % x>0,

Usando a equacao (1.3) apresentada na Proposicdo 1.2, temos que a informacdo de

Fisher de S em 0 é dada por

G(O) = Eg((%—x)2> :/Om <é—x>2p(x;9)dx

1 2 (> ‘ © 5 1 2 2
= 2 9l xp(x,@)dx—i—/o x“p(x;0)dx = 92 §E(X) +E(X7)
1 2 2 1
0 e o
Agora, apresentaremos um exemplo em que calculamos a matriz de informacao de Fisher

de uma variedade estatistica formada por densidades normais univariadas.

Exemplo 2.2. Seja S = {p(x;u,0); (4,0°%) € R? x (0,00)} a variedade estatistica de densi-
dades normais univariadas, ou seja, se pg € S, entdo pg é uma populagdo de X ~ N(U, 62)

e é dada por

1 x—u)?
p(x;u,c):moexp{—( ZG‘LZL) }

Neste caso o pardmetro 0 é dado por duas varidveis reais 6 = (l1,0) € @ =R X (0, 4o0).

. _ I D
Note que, Inp(x;u,0) = —In(v27) —Inc 552 Dai,
J . (x—u) J . (x—p)?* 1
gu P 0) =T e Galnplnp,0) = s

Logo, os coeficientes da matriz de informagdo de Fisher sdo dados por

- -np L= 1 L
an(®) = [ Tt plupoldi=— [ (v w)plesi,o)dx=—gVar(x) = —:

< (x— — x—u)? —
en(0) = [ OB (T BT bl ogax = B -]+ B [0 - )]

= O—|—0:O:g21(0);
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gn(0) = /_Z <—l+(x_“)2)zp(x;u.c)dx

c o]
2 2 1 aq 12 36 2

Portanto, a matriz de informacdo de Fisher de S em 0 = (U, 0) é dada por
G(0) = diag(1/62,2/0?). (2.11)

A seguir, veremos uma proposi¢cao que mostra que podemos escrever as entradas da
matriz de informacgao de Fisher em (2.10) em termos da raiz quadrada das densidades de

probabilidade e usaremos este resultado como apoio para demostragdo do Teorema 2.3. Ver
O. Calin and C. Udriste 2014 [10, p.22].

Proposicao 2.5 ([10]). A matriz de informagdo de Fisher pode ser representada em termos
da raiz quadrada das densidades de probabilidade como

/MT NZION

gz]

d0;
Demonstragdo.
B B dlnpg(x) JdInpg(x)
5i0) = [ Taa g pel)ds
1 dpg(x) 1 dpe(x)
f . d
/Xpe(x) d6;  pe(x) J0; Po(x)dx
_ 1 dpe(x) 1dpe(x)
= 4/)(2-p9(x) FT T
ou seja,

0(0) — 4/)( L dpelx) 1 dpely) -

2Vl 90 2/l 99
_ /3\/1?9 3\/199

J

]

O Teorema 2.3 estabelece que a matriz de informacdo de Fisher gera uma métrica
riemanniana em uma variedade estatistica S, fazendo de S, uma variedade riemanniana. A
ideia é mostrar que a referida matriz é simétrica e positiva definida. Ver O. Calin and C.
Udriste 2014 [10, Proposition 1.6.2].
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Teorema 2.3 ([10]). Seja S uma variedade estatistica. Entdo a matriz de informacdo de

Fisher define uma métrica riemanniana sobre S.

Demonstragdo. Por hip6tese, S é uma familia paramétrica de densidades de probabilidade
com a propriedade de ser regular. Fixemos um sistema de coordenadas em S, ou seja,
S ={pe}, com O definida em num espaco de pardmetros ® C R" aberto. Primeiro, vamos
provar que [g;;(6)]nx, € uma matriz positiva definida. Note que a matriz de informagéo de
Fiher € positiva semidefinida, pois para todo 0 e v € T,,S, v # 0 e pela Proposig¢do 2.5, temos

gp(vv) = (v,v)p—v 8ij(0)]v = Zgu"l"/
i,j=1

_ d\/po(x) dv/pelx)\
- B (2 )

i,j=1
_ 4i / dy/pe(x)  d\/pe(x)

=\ Ux o0, T e,
B 4/ z": d\/pe(x)  dv/pe(x)
-\ 2 BT AT
_ 4/ S 8vp9 iva\/Pe
- \H K 96 !
_ 4/ Zn: avpe ) dx > 0.

X \i=1

Mostremos que g é nao-degenerado. Pela hipétese, pg(x) > 0 para todo x, pg(x) € suave e

dpe(x)/06; Vi=1,...,n sdo linearmente independentes como fungdes de x. Dai

Como [g;;(0)]nxn € ndo-degenerado, garantimos que

2
4//‘\,’ (;vla—”apgj(x)> dx >0 quandov # 0.
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e portanto, [g;;(0)]xn € positiva definida.

A simetria da matriz de informacao de Fisher segue do fato de

d d d d
8ij(0) = <ae log p(x; 9>ae log p(x; 9)) (ae log p(x; 8) 7 log plx; 9))
= gj,'<9), Vl,] = 1,...,
Agora, dado p = pg, considere vetores tangentes u,v € T),S e escreva u € v em termos da

p) P dlnpg(x) 1 dpe(x)
base coordenada, u = ; Mia—ei ev= j; Vja_ej- Usando que d6; B pe(x) 96; °

temos o seguinte:

IR RPN - dlnpg(x) dInpg(x)
gp(u,v) = Z g,j(G)u,vj—/X(Z_’lu,vj 26, 20, pg(x)>dx

B ”u. 1 dpe(x) "v. 1 dpe(x) O dx
a /X(,; ‘pe(x) 96; )(Z’l "pe(x) 96; )pe( )4

Da ultima igualdade, segue que a matriz de informacgao de Fisher determina o seguinte

2-tensor sobre S

[ ulpe(x)) v(pe(x))
gp(u,v) = /X o) polr) Pe(x)dx,

que depende apenas do ponto p e dos vetores tangentes u,v € T),S. Como [g;;(0)], € uma

matriz positiva definida e simétrica que varia suavemente com o parametro 6, segue que
gp(u,v) Z 8ij(0)u;v; define uma métrica riemanniana em S. [
i,j=1

Essa métrica € chamada de métrica de Fisher-Rao, métrica de informacdo de Fisher ou
simplesmente, métrica de Fisher. Pelo Teorema 2.3, segue que uma variedade estatistica S
sobre X, de dimensdo n, munida da métrica de Fisher, € uma variedade riemanniana, a qual
denotaremos por variedade estatistica riemanniana.

Portanto, a matriz de informac@o de Fisher fornece os coeficientes de uma métrica
riemanniana na variedade S. Isso nos permite medir distancias, angulos e definir conexdes
em modelos estatisticos regulares.

A préxima férmula € util em aplicagdes praticas. Veremos uma outra forma de escrever as
entradas da matriz de informacao de Fisher dada em (2.10) em termos da esperanca negativa

das entradas da matriz Hessiana da funcdo log-verossimilhanca. Usaremos futuramente na
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Proposicdo 3.3 para relacionar a divergéncia de Kullback-Leibler com a matriz de informagao
de Fisher.

Proposicao 2.6 ([10], Proposition 1.6.3). A matriz de informacdo de Fisher pode ser escrita

como a esperanga negativa do Hessiano da funcdo de log-verossimilhanca

9%1In(py)
gy = —Eo | Tt

Demonstracdo. Sabe-se que / p(x;0)dx =1, entdo
X

d
8—@/)(p(x,9)dx: 0,

que pelo item iii) da Defini¢do 1.5 pode ser escrita como
Ep |- In /aln(e)(e)d 0
- — _ X, X, X = U.

013 0; Do v 06 p p

Diferenciando em relacdo a TR obtemos
J

/X 8—9j8—6i1np(x, 0)p(x;0)dx—+ . 8_9i1np(x’6)8_9jp(x’ 0)dx=0

se, € somente se,

)

) J J
Eg {a—eja—eilnpe] +/Xa—eilnp(x,@)a—ejlnp(x,9)P(X’9)dx:0

assim,
Jd d
U]

A seguir, estudaremos a métrica de Fisher na variedade estatistica normal multivariada.

2.2.1 Normal Multivariada

Nesta subsecao, S serd a variedade estatistica formada por densidades normais multivariadas.
Estudaremos o teorema a seguir, em que forneceremos a matriz de informacao de Fisher
de S apresentada na referencia por B. Porat and B. Friedlander em 1986 [28], sendo que
aqui apresentamos uma prova mais detalhada e também veremos a métrica de Fisher em §
fazendo de S uma variedade estatistica riemanniana. Deixamos a prova do Teorema 2.4 no

apéndice para que a leitura do texto fique mais fluida pois a demonstragdo € muito técnica.
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Teorema 2.4 (Porat and Benjamin, [28]). Seja a variedade estatistica S = {p(x; L, V);x €
R" e (u,V) € R" x B,(R)}, entdo a matriz de informagdo de Fisher de S é

CfouN\" op 1 oV 9V

Demonstracdo. Apresentamos uma prova mais detalhada no Apéndice A do que foi apresen-
tada em B. Porat and B. Friedlander em 1986 [28, p. 128].
O]

Dado 6 € 0, o espago tangente a @ em 6 é o conjunto Tp® = {(x,A);x € R" e A €
Sx(R)}, em que S,(R) é o espago das matrizes simétricas de ordem n com entradas reais.
Sejam V = (x,A) e W = (y,B) vetores pertencentes a Typ®, o produto interno no ponto
0 = (u,V) associado a matriz de informagéao de Fisher G(6), dada em (2.12) conforme J. P.
S. Porto 2017 [29] é

1
(VW) =xTAy+ SU(AAAB). (2.13)

A seguir, forneceremos o elemento de comprimento infinitesimal da métrica de Fisher
em S usando (2.13).

Proposicdo 2.7. Seja a variedade estatistica S = {pg;0 = (1, V) € ® =R" x B,(R)}, entdo
a métrica de Fisher em S é

ds* = (du)T Adu + %tr[(AdV)z].

Demonstragdo. Sejam pg, e pg, € S parametrizadas por 81 = (i, V1) e 02 = (U,,V2).

Considere uma curva suave por partesy em ® conectando esses dois parametros, ou seja,

Y:la,b] — © tal que ¥(r) = (u(2), V(). t € [a,b], sendo que ¥(a) = (1, V1) e ¥(b) =
(1,,V2). Assim, por (2.13), o elemento infinitesimal da métrica de Fisher é expresso da

seguinte maneira

1
ds* = (7 (1),7 (1)) = ((du.dV),(d,d V)G = (dp)" Adp + Str{(Ad V).
Portanto, a equacdo da métrica da informagao de Fisher de S é

ds® = (du)T Adu + %tr[(AdV)z].

sendo du = (duy,...,du,) € R" e dV = [d0jj|nxn € P,(R) é a matriz cujas entradas sdo as
derivadas das entradas correspondentes da matriz V.
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]

Desse modo, temos que S € uma variedade estatistica riemanniana com a métrica dada
pela Proposigdo 2.7.
Seja y uma curva suave por partes em ©, definida no intervalo [a,b] C R, dada por

y(t) = (u(t),V(t)). A curva y é geodésica em O se suas fungdes coordenadas satisfazem as

2
a’p _(dV A du =0

dr? dt dt

5 (2.14)
BV (i) (dw)"_avy gavy

dr? dt dt dt dr ]

Essas equacdes sdao obtidas calculando os simbolos de Cristoffel de S na parametrizacao

seguintes equagoes,

O e substituindo na equacdo (1.6). Para mais detalhes consulte L. T. Skovgaard 1981 [33,
Theorem 6.1] e L. T. Skovgaard 1984 [34, section 3].

2.3 Distancia de Fisher-Rao

A distancia de Fisher-Rao ¢ uma medida de dissimilaridade entre duas densidades de pro-
babilidade. Assim como outras medidas de divergéncia, isto €, formas de medir diferencas
entre densidades de probabilidade, esta relacionada a entropia e estd no centro da drea de
pesquisa chamada Geometria da Informagao.

Para o que se segue, denotaremos por
S={ps=px;0);xeXecOCR"}

uma variedade estatistica riemanniana munida da métrica de Fisher de dimensao n. Dadas as

densidades pg, € pg, em S, identificadas pelos pardmetros 6 e 6>, defina

b
dF(peppez)EdF(elan):inf{/ |h/(t)||Gdt7 YGFZ} (215)

sendo que

> = {y; y:[a,b] — © é curva suave por partes, y(a) = 6, y(b) = 6>}

1Y 0lle = V{¥(),7 ()6 = \/V(IVG(@)V(O,
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sendo ¥/ ()T vetor transposto e G(6) é a matriz de informacio de Fisher dada em (2.10).
Note que y(t) = (y1(¢),..., Yu(t)) = 0(¢) e relembre que pela métrica de Fisher dada pela

equagdo

n
d52: Z g,-j(e)deidej.
i,j=1

Temos que o comprimento de arco de uma curva Y entre 6 e 0, é dada por

= [ Wl [ (@07 000" a= [ oreero) e

a

A curva que minimiza esse comprimento € chamado de curva geodésica. Admitiremos
que o espago paramétrico é um aberto conexo do R". A seguir veremos que a fungio dr estd
bem definida.

Lema 2.6. A funcdo dr : S x S — R dada por (2.15) estd bem definida.

Demonstracdo. Sabemos que a aplicagdo ¢ : ®@ — § é uma parametrizagdo global C”, a
qual € um homeomorfismo diferencidvel. O dominio ® é um aberto conexo, logo por ¢ ser
um homomorfismo, S € uma variedade estatistica conexa e por consequéncia € conexa por
caminhos. Assim, dadas quaisquer duas densidades em S, essas podem ser conectados por
uma curva suave por partes e pela identificabilidade de S, existe a respectiva curva suave por
partes conectando os parametros em ©, logo dr estd bem definida. [

Agora veremos através do Lema 2.7 que dr define uma métrica em S que serd importante
para a teoria do Capitulo 4.

Lema 2.7. A funcdo dr : S X S — R dada por (2.15) define uma métrica na variedade

estatistica riemanniana S, isto é, satisfaz
l) dF(p917p92) Z O e dF(p917p92) = O se, e somente se, p91 = pez;
”) dF(p917p92):dF(pezapel);

”l) dF(p917p93) < dF(p917p92)+dF(p927p93)'

O resultado acima € cldssico na Geometria Riemanniana. Sua demonstracao detalhada
requer outros conceitos e resultados dessa drea, cujos pormenores fogem aos objetivos desta
dissertacdo. Para mais informacdes, ver: M. P. do Carmo 2015 [12, 2.5 Proposi¢do p. 161]
oulJ. Jost 2008 [17, Lemma 1.4.1. p. 16].

O Lema anterior assegura que o par (S,dr) é um espaco métrico, em que S é uma
variedade estatistica riemanniana munida da métrica de Fisher.
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A seguir, definiremos a distancia de Fisher-Rao dada por (2.15) que inicialmente foi
introduzida por C. R. Rao em [30] como uma medida adequada para o calculo da distancia

entre duas populagdes.

Definicéo 2.2 (Distincia de Fisher-Rao, [27]). Dadas duas densidades de probabilidade pg,
e pg, na variedade estatistica riemanniana S munida da métrica de Fisher, a distancia de
Fisher-Rao entre elas é dada por (2.15). Através da identificabilidade entre cada densidade

e o respectivo parametro, por simplicidade, escreveremos

dr(pe,,pe,) = dr(01,6,).

Na pratica € muito dificil o calculo da distancia de Fisher-Rao para grande parte das
densidades de probabilidade, uma vez que envolve a solucao de equacdes diferenciais de
segunda ordem. Em alguns casos, podemos simplificar o cdlculo dessa distancia relacionando
a métrica do espago com a métrica de espagos ja conhecidos (por exemplo, o espaco Euclidi-
ano, hiperbdlico ou esférico). C. Atkinson and A. F. Mitchell em 1981 [5] e J. Burbea em
1984 [9] calcularam a distancia de Fisher-Rao entre algumas densidades de probabilidade ja
conhecidas: densidade de Poisson, Multinomial, Gamma, normal, entre outras. Na Subse¢do
2.3.1 calcularemos a distancia entre duas densidades exponenciais € na Subsecgdo 2.3.2,
descreveremos a distancia de Fisher-Rao no espaco das densidades normais univariadas e
veremos que a métrica de Fisher nesse espaco esta relacionada com a métrica do espaco
hiperbdlico. No caso do espago formado por densidades normais multivariadas, ainda nao se

tem uma férmula fechada para a distancia de Fisher-Rao no caso geral.

2.3.1 Densidade da Exponencial

Nesta subsec¢do, veremos um exemplo onde calcularemos a distincia de Fisher-Rao entre
duas densidades de probabilidade exponenciais, as quais sabemos que a variedade estatistica
riemanniana composta por essas densidades tem dimensao 1.

Para tanto, seja S = {pg; 0 > 0} a variedade estatistica riemanniana formada por densi-
dades exponenciais, ou seja, se pg € S, entdo pg é uma populacio de X ~ Exp(0) e é dada
por

p(x;0) =079 x>0.

Dadas duas densidades pg, € pg, em S identificadas por 0; e 6, respectivamente, pelo
Exemplo 2.1 a informacdo de Fisher de S em 0 é
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Assim,

b %2 0'(t) du 021
dr — :/ :/ 14
lumg i s

9t

Portanto,

0,

b
i (poy,pe) = r(61,02) =it { [ Oloar, ye T} =1n|

2.3.2 Normal Univariada

Nesta subsec¢do, apresentaremos uma férmula fechada para distancia de Fisher-Rao entre
densidades normais univariadas com o apoio do plano hiperbdlico de Poincaré, relacionando
métrica do modelo formado por densidades normais univariadas com a métrica do espago
hiperbdlico. Baseamos nas referéncias S. I. Costa, S. A. Santos and J. E. Strapasson 2015
[11] e C. Atkinson and A. F. Mitchell 1981 [5]. Aqui, apresentaremos o que foi feito nesses
referidos artigos. No Capitulo 4, Secdo 4.2, usaremos este estudo da distancia entre normais
univariadas.

Seja S a variedade estatistica riemanniana formada por densidades normais univariadas

2

com média U e variancia -, a qual sabemos que as densidade de probabilidade sdo dadas

por

1 (x—p)*
X U,0) = EXpR —————5— o.
Neste caso, o pardmetro 6 é dado por duas varidveis reais 0 = (U, 0) € @ = R x (0, o).

plx; u, o)

cwo /\
: -~ .

-

Figura 2.2 Representacdo da densidade da normal univariada.
Produzida online com Mathcha.
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Ja vimos no Exemplo 2.2 que a matriz de informagio de Fisher de S em 6 = (u,0) é
dada por

G(8) =diag(1/0°,2/3?),
a expressdo da métrica de Fisher é dada por

(dp)’+2(do)?

2
ds* =Y £ij(0)d6,d0; =g11(0)d0;d6) + g2(0)d6,d6, = =

i,j=1

Essa métrica é muito similar a métrica dada no plano hiperbdlico, ver Defini¢dao 1.22 .
Sabemos que a matriz da métrica no modelo do plano hiperbélico de Poincaré, 1> = {(x,y) €
]Rz;y > 0}, obtida por

Gp(x,y) = diag(1/y*,1/»?),
a expressao da métrica €
(dx)* + (dy)?
oo
No espaco S, uma féormula fechada para a distancia de Fisher-Rao é conhecida via uma

2 _
dSl—

associagdo com o modelo do plano hiperbélico. A métrica de Fisher

(du)*+2(do)?

2 __
ds® = s

Y

€ redutivel a métrica do plano hiperbdlico. O método de reducdo a uma métrica de uma
geometria hiperbdlica procede da seguinte forma

=By seat— B gq o BTN
V2 2 y
Portanto, a métrica de Fisher da densidade normal univariada € essencialmente duas vezes

a métrica do plano da metade superior de Poincaré com a seguinte mudanga de varidveis

x:%,yzc.
Assim,
2 2 2 X 2
o = HP+2) =§((‘l§‘) +<dc>2):§<<d< P Wz)
2
V2) (dx)?
- 5 ( )2 () | = 5 (@0 + (dy)*) = 245t
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Logo, ds’ /2= ds%. Portanto, segue que a métrica em ® estd relacionada com a métrica

de #? através da transformacao

f:0—H?
v ()

A distancia de Fisher-Rao entre os pontos 68| = (i1, 01) e 02 = (U2, 02) pertencentes a

O, pode ser expressa em termos da distancia hiperbdlica de Poincaré, d;,2. Como

. b 12 b . 12, -
dr(61,0,) — inf / (ds?) P dr,yeTt\ = inf / (2d5?)*ar, 7€ T

a

v [ Pageit) =i (). ()

em que

= - =2 = 2l _ I22)
I'” = { 77 é uma curva suave por partes tal que =|—=,01]| e¥b)=| —F%,0 .
a {YY por p que ¥(a) (ﬁ 1) ¥(b) (ﬁ 2)}

Pela Equacdo (1.7), temos uma expressdo analitica para dr pode ser adquirida por

dr(pe,,Pe,) = dr((t1,01), (U2, 02))
(57) - (o) [+ ()~
()= (=) |- () (

ou pela equacdo (1.8) também pode ser representada por

\/_log

SRS
S
N——

dr(pe,,pe,) = dr((t1,01),(l2,02))
2 2, 2
= v/2cosh™! <(N2—l~l1) +2(0] +62)). (2.16)

4010,

As geodésicas de O sdo as imagens inversas, por meio da transformacao f, das geodésicas
de 1. Essas geodésicas sdo as semirretas verticais positivas 7, : (0,00) — @ e as semielipses

1
7 : (0,7) — O centradas em ¢ = 0 com excentricidade — dadas por

V2
71(1) = (V20,1) e 1o(t) = (V2(p cos(t) +c), psin(r)). (2.17)
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c N
)23
4 B
0 u

Figura 2.3 Geodésicas em ® com a métrica de Fisher.
Produzida online com Mathcha.

Subvariedade S de S

Considerando a subvariedade S de S, a qual provaremos para o caso geral multivariado no
Lema 2.8, formada pelas densidades normais com média constante, S= {px;u,0); 1 = Lo
constante, ¢ € (0,0)}, temos que a distancia de Fisher-Rao entre duas densidades dessa
subvariedade parametrizadas por (Lo, 01) é (U, 02) é

()]

dr, (10, 61), (Ko, 02)) = V2In - (2.18)
du)?+2(do)? 2(do)?
pois a métrica ds* = (dr) 1__2 do) se reduz para ds* = (Gg) . Dai,

dr, ((to,01), (o, 02)) = inf{/b (a5) 2,y € FZ}

a

- b 2462\ b
= 1nf{/a ( 52 ) dr,yely

b o (b)
- fzinf{/ (d—6> di,ye FZ}:\/Einf/ L
a 9 ola) U

= V2(Injul|%) = v2(In|o>| ~ In|or]) = v2In

(03]
o1

As curvas geodésicas em ®, sdo as semirretas verticais positivas e, portanto, S € uma
subvariedade totalmente geodésica. Em outras palavras, a distancia em Fisher-Rao restrita a

subvariedade S é igual a distancia na variedade S, dr = dFu'
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Subvariedade S de S

Considerando agora a subvariedade S de S formada pelas densidades normais com desvio
padrio constante, S = {p(x;U,0);0 = oy constante, it € R}, temos que a distincia de
Fiher-Rao entre duas densidades dessa subvariedade parametrizadas por (U, 0p) e (U2, 0p) é

Hy—H2
dr, ((11,00), (H2,00)) = It = bl o0 |
2.9 2 2
j4 que a métrica ds® = (du) +2 (do) reduz para ds* = (duz) . Dai,
c

%)

b
dFG((,ul,G()),(uz,Go)) = inf{/ (dSZ)l/zdt,}/EFZ}
b 2\ 1/2
_ inf{/ ((d“z)) dr,yerﬁ}
a GO
b
= inf{/ (d—“)dz,yer‘;},
a (0))

ou seja,
dr, (11,00), (12, 00)) = Gioinf{ /ab(du)dt,yefé’}
- Gio<u<b>—u<a>>=6io<uz—m>-

Considere sem perda de generalidade que

|2 — 1|

drs (1, 00), (M2, 00)) = 0o

Diferente de S, a subvariedade S ndo ¢ totalmente geodésica. O espago @4 é formado por
retas horizontais paralelas ao eixo p, as quais nao sdao geodésicas em ® com a métrica de
Fisher.

Dados dois pontos 61 = (u;,0) e 6, = (Up,0) em Og, por (2.16) temos que

dr((W1,0),(12,0)) = \/Ecosh_l((uz_ul)2+462).

402
\Nl 12|

S o d 0'((“176)7(111“276))'
A seguir, veremos um exemplo onde calculamos a distancia de Fisher-Rao entre duas
densidades normais univariadas parametrizadas por 6; = (1.5,0.75) e 6, = (3.5,0.75) e
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compararemos com a distancia euclidiana. Esses parametros especificos foram retirados do
artigo S. I. Costa, S. A. Santos and J. E. Strapasson em 2015 [11].

Exemplo 2.3. A Figura 2.4, ilustra a geodésica em ® =R x (0,00) com a métrica de Fisher
conectando 0 e 6, e as respectivas densidades em S, em que 0 é um pardmetro qualquer
entre 01 e 6, na geodésica as conectando. Essa geodésica é uma semielipse dada por (2.17)
sendo ¢ =1.76776 e p = 1.03077.

-05 0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 o -1 =05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Figura 2.4 Semielipse em ® conectando 8 e 6, e as respectivas densidades em S.
Produzida com GeoGebra.

A distdncia de Fisher-Rao entre p(x;1.5,0.75) e p(x;3.5,0.75) usando (2.16) é dado por

5-1.5)242(0.752 +0.752
dr(pe,.pe,) = ﬁcosh—1<<35 5) + 2<§>75 +075>>

44225
= ﬁcosh“( ;25 ):fzcosh—l(z.77777778)

= 2.37687.

Note que a distancia euclidiana é calcular o comprimento de um segmento de reta que

liga 0 e 6,, assim
d(6,,0,) =2.

Dai, temos
d(@l, 92) < dF(Gl,Gz).

A seguir, estudaremos a distincia de Fisher-Rao e as geodésicas de algumas subvariedades
da variedade composta por densidades normais multivariadas, a qual usaremos na Secao 4.2
do Capitulo 4.
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2.3.3 Em Subvariedades da Normal Multivariada

Nesta subsec¢do, veremos algumas subvariedades da normal multivariada e a distancia de
Fisher-Rao estudadas em J. Pinele, J. E. Strapasson and S. I. Costa 2020 [27, p. 5] eem J.
P. S. Porto 2017 [29]. Consideramos subvariedades S, C S com a distancia induzida pela
métrica de Fisher em S. E importante observar que, em geral, dadas duas densidades Pe,
€ pe, em S, a distincia entre pg, € pg,, quando restrita a uma subvariedade S, € maior
que a distancia entre pg, e pg, em S, ou seja, ds, (pe,,Po,) = ds(pe,;Pe,). Isso se deve
ao fato de que para obter ds,, consideramos o comprimento minimo das curvas restritas,
que sdo aquelas contidas na subvariedade S,. Conforme a Defini¢do 1.21, dizemos que
S, ¢é totalmente geodésico se, e somente se, ds, (po,,Po,) = ds(pe,,Pe,), para qualquer
Po,>P6, € Sk, 0 que significa que a geodésica em S, conectando 61 e 6>, estd contida em S.
Na variedade n-dimensional composta por densidades normais multivariadas com vetor de

médias comum 1, denotada por
Sy ={pe:0=(u,V)€0O,u=pu,cR" constante},

¢ uma subvariedade de S. Veja o Lema 2.8.

Observagdo 2.3. Sy, € um modelo estatistico regular e a demonstra¢io € analoga ao caso
geral S.

Lema 2.8. A variedade estatistica S, é uma subvariedade de S.

Demonstrag¢do. De maneira andloga a prova de que S € variedade, prova-se que Sy, € varie-

dade de dimensdo n(n+ 1)/2. Claramente S, C S, entdo considere a fungdo inclusio

128y —=S

Po — Do

sendo que 6 = (i, V(7)). Mostraremos que i € um mergulho.
Para cada pg € Sy ev € Tpeu Sy, considere uma curva suave por partes & em S, dada da
seguinte forma

o:[—€,€e =8y,

t—o(t) = pe.

Com o/(0) = pg,, 00 = (Ko, V(0)) e &’ (0) = v. Veja a Figura 2.5.
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e SN

[—e, e]C R

Figura 2.5 Representacdo da aplicacdo inclusao.

Produzida online com Mathcha.

Dai, pela Proposicdo 1.4, temos que

dipy(v) = % (i(a(0)

t

o
=0 dt

€ injetiva para todo pg € S;;. Além disso, como Sy, € identificavel, segue que i € injetora
e € sobrejetora sobre sua imagem. Pelo fato de §;; ser um modelo regular, segue que
po — i(pg) = pe € continua e sua inversa também é continua. Logo, i ¢ um homeomorfismo

de S, sobre o subespago i(S,) = S, C S. Portanto, i ¢ um mergulho. O

As demais variedades que aparecerdo nas proximas subsegdes sdo subvariedades de S e a

demonstragdo € andloga ao caso §y.

A subvariedade S, em que u é constante

Seja a subvariedade de S dada por S, = {pg;0 = (U, V),u = 1y € R"constante} de di-
mensdo n(n+ 1)/2 composta por densidades que possuem o mesmo vetor de médias L.
Apresentaremos aqui o teorema dado por S. T. Jensen em 1976, no qual ele determina a

distdncia na subvariedade S,.

Teorema 2.5 ([5]). Considere a familia de densidades normais multivariadas S, com o vetor
da média comum [, mas com diferentes matrizes de covaridancia V. Dados dois elementos
dessa familia, parametrizados por 01 = (g, V1) e 02 = (g, V2), a distdncia entre dois

elementos dessa familia é obtida por

[log(4:)]?,

| =
1=

dﬂ(91792) =
i=1

emque 0 <Ay <A <... <A, sdo os autovalores de A1 V5.
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Demonstragdo. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em C. Atkinson and A.
F. Mitchell 1981 [5, Appendix 1]. [

Observe que as equagdes que determinam as geodésicas de ®, determinadas em (2.14),
quando restritas a @, = {(t(, V); iy € R"constante} se reduzem a

AN AY dV
CX () vi(ED) =o
dr? dt dt
A curva y,(t) = (u(t),V(t)) que satisfaz a equacdo acima ligando dois pontos 6; =
(1o, V1) e 6, = (ug, V2) em Oy, com ¥, (0) = 6 e ¥, (1) = 02, é dada por

Yu(t) = (1o, VI 2 exp(tlog(V; 2V, v /2 vil3),

para todo ¢ € [0, 1], ver J. Pinele, J. E. Strapasson and S. I. Costa 2020 [27].
A subvariedade S, € uma subvariedade totalmente geodésica, ver L. T. Skovgaard 1984
[34, p. 214]. Logo d,(01,62) = dr(01,02) paratodo 61,0, € Sj,.

A subvariedade Sy em que V é constante

Seja Sy = {pg;0 = (1,V) € ©,V =V, € B,(R) constante }, uma subvariedade de dimenséo
n composta por densidades normais multivariadas com matriz de covariancia V comum.
Nesse espaco podemos relacionar a métrica de Fisher com a métrica de um espaco Euclidiano.
A métrica de Fisher em Sy €

ds® = (du)T Adp.

Como V = V( € uma matriz simétrica definida positiva, pela Fatoracdo de Cholesky dada

no Lema 1.2, temos que existe, e € Gnica, uma matriz triangular inferior P de ordem n tal que
Vo=PPT — PTAP=I,. (2.19)

em que I, é a matriz identidade de ordem n. Seja agora um vetor v = (v, vs,...,V,) € R" tal

que
U=Pv — du =Pdv.

Sendo assim,

ds? = (du)'Adu = (Pdv)TAPdv = (dv)TPTAPdv = (dv)Tdv
= (dVi,...,dvy)" (dv1,...,dvy) = Y (dV;)?,
i=1
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ou seja, a métrica de Fisher em Sy coincide com a métrica do espagco Euclidiano sob a
transformacdo u — P~ ',
Assim, para vi e v, € R",

d(Vl,Vz) = \/(Vl — V2)T<V1 — Vz).
Portanto, segue que a distancia Fisher—Rao entre duas densidades normais multivariadas
parametrizadas por 601 = (i, Vo)e 62 = (1, Vo), utilizando (2.19) é

dv(01,02) = d(vi,va) = /(P — ) (P11, — 1))
= \/(m — M) TP P (1 — )
= \/(.u]_.uZ)TAO(.ul_.uZ)'

A distancia dada pela equacdo acima € igual a distancia de Mahalanobis, ver referéncia
P. C. Mahalanobis 1936 [24]. P. C. Mahalanobis foi um dos pioneiros no estudo sobre
distancias entre distribuicdes de probabilidade. Essa distincia foi uma das primeiras medidas
de dissimilaridade entre conjuntos de dados com alguma correlagdo entre varidveis.

Esta subvariedade nao é totalmente geodésica, ver J. Pinele, J. E. Strapasson and S. L.
Costa 2020 [27, p. 5]. Assim,

dv(91,92) > dF(Gl,Gz).

Uma curva geodésica yy(¢) tal que 9 (0) = 01 e Y (1) = 0, em Oy pode ser fornecida
por, ver J. Pinele, J. E. Strapasson and S. 1. Costa 2020 [27]:

wit) = ((1—1)py+tuy, Vo).

A subvariedade Sp em que V é diagonal

Seja Sp = {pe;0 = (1,V) € O,V = diag(67,063,...,62),0; > 0,i = 1,...n} uma subvarie-
dade de S formada pelas densidades cuja matriz de covariancia € uma matriz diagonal. A
métrica de Fisher de Sp é

s = (d,u)TAd,u+%tr[(AdV)2] iiz(du,) 4 ;tr[Az(dV)]

N
I
—_

L 1 Lo(dp)? 1 40t (doy)?
= Y —(dw)? —(20ido;)? = Doy 2800
,?oz R R
. d u dGl)z_Z”:(du,-)z 2(doy)?
= = - :

2
i=1 Gt i=1 Gi
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A subvariedade Sp € parametrizada por uma interse¢io de espacos metade do R*"* com
0 = (U1, 01, U, 02, ..., Uy, Oy ), a matriz de informacdo de Fisher dada pelo Teorema 2.4 em

SD (&
diag (1/07,2/0t,1/03,2/03,....1/0;,2/07) .

Observe que Op = {(u,V);V = diag(c?,03,...,62),0; > 0,i = 1,...n} é um espaco de
dimensado 2n. Como a métricaem S = {p(x; 4, 0); (i, 0) € R x R’ }, o modelo estatistico
formado por densidades normais univariadas, estd relacionada com a métrica do modelo do
plano superior de Poincaré H?2, a métrica em ®p est4 relacionada com a métrica produto no
espaco produto (H2)" = H2 x --- x H2, n vezes.
Essa relacdo € dada pela transformacao
¢:0p— Hzn
Hi H2 Hn
(.u“17617u27627 "'7“]’!761’1) = (E7 Gl; ﬁ)GZ7 ceey Ea G}’l)

Dados 01 = (U11,011, 412,012, .., kin; O1n) € 62 = (21, O21, 422,022, ..., 2, 02y ), @ dis-
tancia entre duas densidades de probabilidade com esses parametros é dada por

dp(01,02) = dp((H11,011, 112,012, .., hins O1n), (H21, 021, 422,022, ... 2, O2p) )

= \/Ed’]-[zn ((%76117"'7%76111) 9 (‘u_\/2§176217"'7‘u_\/2§762n))> 9

R S (RN )

n 21 2(02 + o2
- \/2Zcosh—2((“2’ M)+ (G“Jr%)) (2.20)
i=1

401,07,

ou seja,

Neste espago, uma curva ¥p(t) = (71(¢),%(¢),..., ¥.(¢)) é uma geodésica se, e somente
se, () é uma curva geodésica curva no caso univariado, para todo i = 1,...,n. As curvas
geodésicas no espago paramétrico (meio plano superior R x R™) das densidades normais
univariadas sdo semirretas verticais e semielipses centradas em o = 0, com excentricidade
1/ V2. E importante notar que Sp C S ndo € totalmente geodésico. A subvariedade de Sp
composta apenas por densidades normais com matrizes de covaridncia que sdo multiplos da
identidade € totalmente geodésica, ver [11].



Capitulo 3
Divergéencia de Kullback-Leibler

Outra medida de dissimilaridade (com relacdo a distancia de Fisher-Rao) entre duas densida-
des de probabilidade que estudaremos € a divergéncia de Kullback-Leibler, que € usada na
Teoria da Informacdo e comumente referida como a entropia relativa de probabilidade entre
duas densidades. Neste capitulo, veremos o conceito de divergéncia de Kullback-Leibler e
como ela se relaciona com a métrica de Fisher e a distincia de Fisher-Rao. Este capitulo é
baseado em O. Calin and C. Udriste 2014 [10, Chapter 4].

Dadas duas densidades p e g na mesma variedade estatistica, a divergéncia de kullback-

Leibler, Dk, € dada por

Dk (plla) = /Xp(x) In <%) .

no caso continuo, €

n
D
Dkr(pllg) = Y. piln (q—’)
i=1 !

no caso discreto, e é referido p; simplesmente por p(x;) em que x; € X um conjunto discreto,
para todo i = 1,...,n. Vamos nos concentrar neste trabalho ao caso continuo.

Na teoria da informacao, a densidade p € considerada a verdadeira densidade determinada
a partir de observacdes, enquanto g € a densidade tedrica do modelo. A entropia relativa
de Kullback-Leibler pode ser usada para encontrar uma qualidade de ajuste dessas duas
densidades dada pelo valor esperado de uma informacao extra necessdaria para codificar
usando ¢ em vez de usar p. As vezes, a entropia relativa de Kullback-Leibler € considerada
como uma medida de ineficiéncia de assumir dados distribuidos de acordo com g, quando
na verdade € distribuido como p. Os resultados e demostracdes apresentados neste capitulo
podem ser encontrados em O. Calin and C. Udriste 2014 [10].
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Observagdo 3.1. Em alguns trabalhos Dk (p|lg) é chamada de distdncia. No entanto,
formalmente ela ndao define uma métrica sobre as densidades, pois nao € simétrica, nem

satisfaz a desigualdade triangular, mas € ndo-negativa e ndo-degenerada.

A seguir, veremos um lema e um teorema que servird de base para mostrar que a

divergéncia de Kullback-Leibler é positiva e ndo-degenerada no item i) da Proposi¢do 3.1.

Lema 3.1 (Lemma4.1.1, [10]). Se p e g sdo duas densidades continuas estritamente positivas

em X, entdo

/ p(x)Inp(x)dx > / p(x)Ing(x)dx.
X X
A desigualdade anterior torna-se igualdade quando as densidades sdo iguais.

Demonstragdo. Usando que x > 0 e a seguinte desigualdade Inx < x — 1, temos a seguinte

igualdade
/Xp(x)lnq(x)dx—/Xp(x)lnp(x)dx = /Xp(x)ln (%)dxﬁ/xp(x) (%—1) dx
= Xq(x)dx—/)(p(x)dsz.

A igualdade é alcangada para g(x) = p(x), para todo x € X, isto é, caso de densidades

iguais. 0

Utilizaremos o Teorema 3.1 a seguir, para verificar que a divergéncia de Kullback-Leibler

€ ndo-degenerada na Proposicao 3.1.

Teorema 3.1 (Desigualdade de Jensen, [21]). Se ¢ é uma funcdo convexa definida sobre um

intervalo I, e X é uma varidvel aleatéria com P(X € I) = 1 e esperanga finita, entdo

P[E(X)] < E[p(X)].
Se @ é estritamente convexo, a desigualdade é estrita, a menos que X seja uma constante
com probabilidade 1.

Demonstragdo. Ver E. L. Lehmann and G. Casella 1998 [21, Theorem 7.5, p. 46 ]. [l

Agora, fornecemos algumas condicdes em relacao as densidades de probabilidade para

que a divergéncia de Kullback-Leibler seja distancia.
Proposicao 3.1 ([10]). Seja S uma variedade estatistica. Entdo,

i) A divergéncia de Kullback-Leibler ¢ positiva e ndo-degenerada: Dkr(p|q) > 0, para
todo p,q € S, com Dk (pllq) = 0 se, e somente se, p = q.
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ii) A divergéncia de Kullback-Leibler é simétrica, ou seja, Dgr.(pllq) = Dkr(ql|p) se, e

somente se,

/X[p(x) +¢(x)]In <’Li)> dx=0.

iii) A divergéncia de Kullback-Leibler satisfaz a desigualdade triangular Dk (p|q) +
Dxkr(qllr) > Dkr(p||r) se, e somente se,

[ )~ giin (£ ) ax <o

Demonstragdo. 1) Primeiramente mostraremos que a divergéncia de Kulback-Leibler é

positiva. Para tanto, aplicando o Lema 3.1, obtemos
_ PN
Dxi(plla) = [ p()In{ == )dx= [ p(x)(Inp(x)—Ing(x)) dx
X q(x) X
= / p(x)Inp(x)dx— / p(x)Ing(x)dx > 0. 3.1
X X
Agora, mostraremos que é ndo-degenerada. Com efeito, se p = ¢, entdo p(x) = g(x),
para todo x € X. Dai, In(p(x)/q(x)) = 0. Logo, Dkr(pl||qg) = 0. Por outro lado, isto é, se

Dkr(p|lg) = 0, mostraremos que p = g. Iniciamos escrevendo a divergéncia de Kulback-

Laibler em termos de esperanca com respeito a densidade p da seguinte forma

Dkr(pllg) = E, [In(p(X)/q(X))]

e sabemos que por (3.1)
E, [In(p(X)/q(X))] = 0.

Relembrando que a fun¢do — In € estritamente convexa e da desigualdade de Jensen segue
E[In(X)] < In[E(X)]. Pelo Teorema 3.1 a igualdade ocorre se a varidvel aleatdria ¥ =
(p(X)/q(X)) é constante e existe c € R com P(Y = ¢) = 1. Logo,

E,[In(p(X)/q(X))] =0 = In(p(X)/q(X)) =0 = p(X)/q(X) =1 = p(X) =q(X).

Portando, p =gq.
ii) Se Dk.(pl|g) = Dk(ql|p), entdo

/Xp(x)ln (%)dx:/xq(x)ln (%)dx.
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J po (%)dx—/xq(x)ln(%)dxzo
 om () o2
-
[ o) +gimn (2} ax=o
fi (225 v+ o 25) =

Duatpll) =~ [ atom (P9 ) ae=+ [ g (%) e~ Deatalp),

iii) Se Dkz(pl|q) + Dki(ql|r) > Dgr(p||r), entdo

/ ( )d+/q )In q(—)d >/Xp(x)ln<%>dx

assim,
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Agora, se
[ ) =gt (43 ) ax<o
temos,
[ (2 dxs [ pon (420 aa- [ g (20) aes [ peon (220 an

/Xp(x)ln (%) dxg/Xq(x)ln( i)der/ ((—z>

Dir(pllr) < Dkr(qllr) + Dkr(pllq)-

logo,

O

A Proposicao 3.1 mostra que a divergéncia de Kullback-Leibler ndo satisfaz todos os
axiomas de uma métrica na variedade estatistica S, salvo sob algumas restri¢cdes. Vale a
pena notar que a ndo-simetria pode ser removida definindo uma versao simétrica da entropia
relativa, D(p,q) = (Dkr(p|lq) + Dkr(q||p)) /2 chamado quase métrica.

A seguir, calcularemos a divergéncia de Kullback-Leibler entre duas densidades expo-

nenciais e veremos que ndo vale a propriedade de simetria e desigualdade triangular.

Exemplo 3.1 ([10]). Seja uma varidvel aleatéria X ~ Exp(60). Calcularemos a entropia
relativa de Kullback-Leibler para pares de densidades na mesma classe de densidades
exponenciais.

Considere

6x

p1(x) = Ole_elx e pa(x) = 6re”

duas densidades exponenciais. Note que,

P e\ (6 e O\ (6
ln<p2(x)) N ln(eze_ezx =1 6 o e b2x =In 6, + (= 61x + 62x)
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Assim,

Dr(prllp) = [ piomn (245 ) av= [ o (1n () + (02 00)x) v
_ / ( )dx+/ (62— 01)x pi1 (x) dx
_ (9_1) 92—91)/()mx91e_91xdx:1n (g—;) +(6,— 6)E(X)
= (9—2) 92—91)911 1n(Z;)+z—?—1_z—?—1 (ZT)—L

0
Dee(prllp2) = f (e—j) ,

com f(x) =x—1In(x) — 1 > 0 para todo x € (0,).
Logo Dkr(p1||p2) > 0, e Dkr(p1l|p2) = O se, e somente se, 0, = 6s, ou seja, p1 = pa.

Dai,

Agora note que

Dk1(p1][p2) =f(g—?> %f(g—;) = Dir(p2|p1),

ndo é simétrico e veja que ndo satisfaz a condi¢do de simetria da Proposi¢do 3.1, isto é,

[+ pacoiin (2 ) a2 () 4 2 820, vor 26

Também ndo vale a desigualdade triangular

92 93 93 92 93 93
f(ei)”(e—z) N(e—l) =~ ote’e

Pode-se ver que essa relacdo ndo vale para qualquer 01,6,,05 > 0. Vejamos também que

ndo satisfaz a condicdo de desigualdade triangular da Proposicdo 3.1, isto pois

Y 6 6
/X[pl(x>_p2(X)]ln(p3(X))dx_el 627

e essa relacdo ndo é menor ou igual a zero para qualquer 0y,6,,063 > 0.

A secdo a seguir € sobre a relacdo da divergéncia de Kullback-Leibler com a distancia de
Fisher-Rao.
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3.1 Relacao com a distancia de Fisher-Rao

Comecaremos com uma motiva¢do da relagdo com a métrica de Fisher. A divergéncia de

Kullback-Leibler de suas densidades exponenciais pg, € pg, €

o o
Dx1(pe, || pe,) = e—f —lne—f 1, 6,6,>0,

(ver Exemplo 3.1). As duas primeiras derivadas em relagdo a 6, sdao

0 0, 0, 6, 1 1
—DKL(pGIHPGz) = TAv =

96, (62 662 6, 6
O lvalpe) — —
892(992 KL P91 Pez — (62)2.

Notamos que as partes diagonais dessas derivadas parciais, obtidas para 6, = 0y, sao

d 92 1
—D =0, —=——=-D = =g11(0
26, kL(Pe, |l Pe,) 6t 96,06, k(P || Pe,) ot (61)2 g11(61)

sendo g1 € a informacao de Fisher conforme visto no Exemplo 2.1.
Essas duas relacdes vistas acima ndo sdo uma coincidéncia, como os dois resultados a

seguir mostrarao.

Proposicao 3.2 ([10]). Sejam pg e py pertencentes a mesma variedade estatistica parame-
trizadas por 0 e o respectivamente e Dk (pg||pa) a divergéncia de Kullback-Leibler. Entdo

vale

d
54 Cx(Pollpa)

1

a=606

Demonstragdo. A diferenciacio na defini¢do da entropia relativa de Kullback-Leibler, resulta

cm
? Dialpollpe) = o [ p(0)np(c0)dx— [ p(:0)Inpxa)a
J0; KL\P6||Pa) = ER XP X, U)Inplx; A d0; Xp X, 0)1n pLx; X
d
= _/Xp(x,e)—aailnp(x,oc)dx.
Portanto,

0 0 d
Dkr(pollpa) = —/)(P(X;Q)a—alnp(x;e)dxz—a—e/)(p(x;e)dxzo.

805,-

a=606
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Proposicao 3.3 ([10]). A matriz Hessiana diagonal da divergéncia de Kullback-Leibler é a

métrica de Fisher

9*Dkr(pel pay
8061'806]'

8ij(0) =

=0
Demonstracdo. A diferenciacio na defini¢do da divergéncia de Kullback-Leibler implica
0*Dx1(pol|pa) 92 92
= 1 dx — 1 d
805,-80@ 80@8%/){199 H(Pg) o 8ai8aj/;\gp0 n(pa> .

azln(l’oc>
o _/Xpe 8aic9aj dx.

Tomando o valor diagonal em o = 6 e usando a Proposi¢do 2.6, temos

_ 9*In(pg) , 9*In(pe)] _
__/Xp‘) 26,06, dx__E"{ 26,00, } =8ii(6).

9*Dxr(pellpay
8oc,~8ocj

]

A Proposi¢ao 3.2 afirma que pg é um ponto critico para o mapeamento py — Dkr(pe||pa)-
Usando a Proposi¢cdo 3.3 obtemos o seguinte resultado, que € especifico para funcdes de
distancia.

Proposicao 3.4 ([10]). A densidade pg é um ponto de minimo para o funcional

Pa — DKL(PO ”Pa)-

Demonstrag¢do. Como g;; € definida positiva, pela Proposicao 3.3, o ponto pg € um minimo
local. Da nao-negatividade da divergéncia de Kullback-Leibler, segue-se que pg € de fato
um minimo global. [

O préximo resultado trata da aproximagao quadratica da divergéncia de Kullback-Leibler
em termos da métrica de Fisher.

Teorema 3.2 ([10]). Dada uma variedade estatistica S = {pg;0 € @} e seja Aa; = a; — 0;.
Entdao

D1 (pollpa) = Zg,, )AciAa; +R ([|Aa?) (3.2)

em que g;;(0) sdo as entradas da matriz de informagado de Fisher vista em (2.10).
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Demonstracdo. Seja f : ® — R um fung¢@o definida por f(a) = Dkr (pe||pa), € considere
a aproximacdo quadrdtica da f como sendo:

9% f
o (8) AoyAa; +R (||Ac|?), (3.3)
]

d 1
flo)=F(0)+ Y 52 (8) Ao+ Y 52
P O iy %

em que

f(e)~y(8) _ R(|AalP)
[Aa|? [Aa]?

— 0 quando ||Ac|| — 0,

p) 1 92
l 1 l>.] !

Usando as Proposicoes 3.1, 3.2, e 3.3, temos

(Q)A(XiAOCj.

f(8)=Dkr(pellpe) =0;

af d
—(0) = D =0;
aai( ) e kL(Pol|Pa) -
92 f (0) = I’ Dxr(pellpey| ()
8a,~8aj N 80@80@ - oY .
o=0
Substituindo em (3.3) obtemos (3.2) e assim obtemos o resultado desejado. O

Sejam p,q € S duas densidades na variedade estatistica S. A distancia de Fisher-Rao
representa a distancia de informacao entre as densidades p e g € definida como o comprimento
da curva mais curta em S entre p € g, ou seja, o comprimento da curva geodésica que une
essas populagdes. Em seguida, investigaremos a relac@o entre a entropia relativa de Kullback-
Leibler Dk (p||q) e a distancia de Fisher-Rao dr(p,q). Comecaremos com um exemplo. A
partir da Subsecdo 2.3.1 e do Exemplo 3.1, a distincia de Fisher-Rao e a entropia relativa de

Kullback-Leibler entre duas densidades exponenciais sdo

6> 0, 0,
dr (pe,:Pe,) =1In (9—1) e Dk <P91 ||Pp92> = 0, —In (9—1) -1
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em que 0 < 81 < 0;. Assim, temos

0 (2 _
Dk (pe, || Pe,) — Im 6 ln( 1) 1_ imx—lnx—l
02201 3dr (pe,,pe,)” 6201 %(ln(%))z ol L(inx)?
1
‘-1
—lim S =1,
N0 su?

pela regra de L’Hospital. Assim, a assintética de Dgy (pe, || pe,) a medida que 6, — 0 é
1/2dr (pe,, pez)z. Este resultado serd valido num resultado mais geral. O préximo resultado
¢ uma variante do Teorema 3.2, a qual relaciona a Kullback-Leibler com a distancia de
Fisher-Rao.

Teorema 3.3 ([10]). Sejam dr(p,q) a distdncia de Fisher-Rao entre as densidades p e q e
Dxkr(pllg) a divergéncia de Kullback-Leibler. Entdo

1
Dxr(pllg) = Ed%(p,q) +R(d?(p,q)),
em que

D —1/24d2 R (dz(p,
k(plle) = 1/247(p.a) _ RUEP9) o di(pog) — 0.

d2(p.q) dz(p,q)

Demonstracdo. Considere uma geodésica & : [0,7] — S na variedade estatistica riemanniana
S conectando as densidades pg = p € po = g parametrizadas por 0 e o, respectivamente. Esta
curva satisfaz & (5) = (17)(s) = L(¥(s)) = 1(8(5)) = po(s), com &(0) = pe(o) = po =
e &(t) = Pa() = Pa = q- A curva ¥(s) = 6(s) pertence ao espago de pardmetros cuja as
extremidades sdo 6(0) = 6 e 6(t) = o. Veja Figura 3.1.

=

o

. ]
0 S t

m

Figura 3.1 Curva Geodésica em S.
Produzida online com Mathcha.
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Pela Defini¢do 1.18, & pode ser normalizada através de uma parametriza¢do por compri-
mento de arco e como o comprimento do arco ao longo da geodésica € a distancia riemanniana,
temos t = dr(p,q).

Considere a fungdo ¢(s) = f(0(s)), com f(a) = Dkr(pe||pa). Uma expansdo de

segunda ordem de ¢ em torno ¢ = 0 resulta

0(0) = 00) +16/(0)+ £ 0" (0 +R (). B4

em que

_ R (1?
o(1) t2¢<o) _ 52 ) 0 quandor 0.

tz
sendo ¢(0) = @(0) +1¢'(0) + E(p”(O). Usando as Proposigdes 3.1, 3.2 e 3.3, temos

®(0) = f(8) = Dxr (pollPe) = 0;
/0 =Y 5L )00 =0

1" o aZf / / af "
% (O) - ¥ 806580@ (9> al(o)aj(o)—f—;a_al(e) o (O)
=Y 27 (0) &/ (0)a(0).
l?.]
Substituindo em (3.4) tem-se
r / / LT, o 1 n_1o 2
(P(t):Ezgij(e)ai(o)aj(o)“f‘o(t )=5||0t 0)[lg+o(r )=§+0(I )ng +o(1%),
l?]

haja vista que as geodésicas parametrizada pelo comprimento do arco sdo curvas de veloci-
dade unitaria. Expressar o lado esquerdo como ¢(¢) = f(0(t)) = Dg1(p||q) leva ao resultado
desejado. [






Capitulo 4
Inferéncia Geométrica

Neste capitulo, mostraremos como utilizar a estrutura geométrica de modelos estatisticos
desenvolvida no Capitulo 2, para fins de inferéncia estatistica. Basicamente, a ideia é tomar
um modelo estatistico regular e usar a distancia de Fisher-Rao (que estudamos no Lema 2.7)
para definir estimadores de distancia minima e estatisticas de teste. Dividiremos o capitulo
em duas secdes. Na Secdo 4.1 vamos definir o conceito de estimativa geodésica, geodésica
de estimativas bem como estatistica de teste geodésico e estudaremos alguns resultados que
enriquecem a teoria. Concluiremos essa se¢ao destacando alguns pontos cujas demonstracdes
ndo foram conclusivas e encontradas e que podem ser tomados como perspectiva de trabalhos
futuros. Por fim, a Secdo 4.2 € dedicada a exemplos de algumas das possiveis aplicacdes da
Geometria. Este capitulo € baseado em L.T Skovgaard 1984 [34] e L.T Skovgaard 1981 [33].

4.1 Estimacao de Distancia Minima

Dado um modelo estatistico regular § de dimensao n, suponha que estamos interessados em
uma hipétese estatistica sobre S dada por um subconjunto ndo vazio N C S. Admita que N é
uma subvariedade de dimensao 0 < k < n munida da topologia herdada de S. A distancia de
Fisher-Rao de uma populacio p € § a hipétese N € definida por

dp(p,N) =inf{dp(p,r); r € N},

sendo dp(p,r) dado em (2.15). Observe que dr(p,N) estd bem definida, pois N é ndo vazio
e dr € limitada inferiormente. A seguir, definiremos o conceito de estimativa geodésica para

uma dada populacgdo na hipétese N e o conjunto dessas estimativas.
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Definicao 4.1 (Estimativa Geodésica, [33]). Dada uma populagcdo p no modelo estatistico

regular S, um ponto r € N é chamado de uma estimativa geodésica para p na hipotese N se

dr(p,r) =dr(p,N),

caso um tal r exista. O conjunto das estimativas geodésicas para p na hipotese N é definido
por
Ny(p) ={reN|dr(p,r)=dr(p,N)} CN.

Note que ITy(p) pode ser vazio, conter apenas um ponto ou varios pontos. Admitimos
que p em geral ndo estd em N.
A distancia geodésica entre dois pontos € igual ao comprimento do segmento geodésico

entre eles, veja Proposi¢do 1.7.

Definicao 4.2 (Geodésica de Estimativas, [33]). Se y; for um segmento geodésico conectando
uma populacdo p € S com r € Iy(p), tal que

dr(p,r) = £(1,),

chamaremos ){) de geodésica de estimativas.

~ . L. 0 ~ .
Se a populagdo g estiver no arco geodésico }f;, conectando as populacdes p e a estima-
tiva geodésica rg, entdo por algumas condi¢des teremos que r( pertence ao conjunto das

estimativas geodésicas para g na hipétese N, como veremos no teorema a seguir.

Teorema 4.1. Considere uma populacdo p no modelo estatistico regular S, uma estimativa

geodésicarg € Ily(p) e um arco geodésico ,’ conectando p a r, isto é, y: [a,b] — S é tal
que Y(a) = p, Y(b) =ro e
dF(p,VO) = g(ﬂo)

Se g € v, entdo ro € Iy(q).
Demonstracdo. Suponha que ry ¢ Iy(q) = {r € N | dr(q,r) = dr(q,N)}. Como por hip6-

tese, ro € Iy (p), temos por definicdo que rp € N. Assim

dr(q,r0) <dr(q,N) 4.1)
ou
dr(q,r0) > dr(q,N). (4.2)

De rg € N e dr(q,N) = inf{dr(q,r); r € N}, segue que dr(q,N) < dr(q,ro), assim
eliminamos a desigualdade (4.1) e ficamos apenas com a desigualdade (4.2). Entao existe
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r1 € N tal que
dF(q,rl) < dF(C],r())- (43)
Usando (4.3), a desigualdade triangular e a hipétese de que g € um ponto no arco

geodésico }{,0, temos

dr(p,r1) <dr(p,q)+dr(q,r1) <dr(p,q) +dr(q,r0) = dr(p,ro),

Ou seja, existe um ponto r| € N tal que

dF(p,H) < dF(p7r0)7

o que é uma contradic¢do, pois por hipétese ry € Ily(p), o que significa que dr(p,ry) <
dr(q,r), paratodo r € N. Assim, também ndo vale a desigualdade (4.2). Portanto,

dF(C[,rO) :dF(Q7N)7 ou seja, ry € HN(q)

]

Com base em X1, X3, ..., X;, uma amostra i.i.d. de tamanho n do modelo estatistico regular
S, seja p,, uma estimativa inicial em S com base nas observacdes X| = x1, X = x2, ..., X;, = Xy,
como por exemplo, a estimativa de maxima verossimilhanca. Vimos que pela Definicao 4.1,
o ponto r € Ily(p,) é chamado de estimativa geodésica de p, na subvariedade N. A seguir,

definiremos o conceito de estatistica de teste geodésico da hipétese N.

Definicao 4.3 (Estatistica de teste Geodésico, [34]). Baseado em X, ..., X, observagoes
independentes, definimos a estatistica de teste geodésico da hipotese N por

A 2
Iy :ndF(pnvN) )
sendo p, uma estimativa inicial.
A seguir, veremos um lema como apoio para a demonstragao do proximo teorema.

Lema 4.1. Sejam p, o estimador de mdxima verossimilhanga para a densidade do vetor

aleatorio X ~ N (U, V), com base na amostra X1, ...,X,, de X, isto ¢,
pAn :p(X;uiL\A])a

sendo
X;—X)(X;—Xx)T

=
I
lal
<
I
S| =
(ngE

1

1
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e po a verdadeira densidade do vetor X com densidade normal multivariada com média | e

matriz de covaridncia V. Entdo p, é fortemente consistente.

Demonstragcdo. Devemos mostrar que

Pn—>pP0 q.C..

Veja que pela lei forte dos grandes nimeros

X,— U, q.c.
e que
A r (n—1\ 1 - -
V==Y Xi-X)(X;—X)" = Y (X —X)(X; —X)
n‘= n n—154
Como
(%)
— 1
n
€

n
— Y (Xi—X)(Xi—X)"—V,  qec.

ver referéncia L. T. Skovgaard 1981 [32, p. 373]. Entdo, por propriedade operacional

V,—V q.c. (4.4)
Portanto, por 4.4
A, — A qc
e dai,
o« 2m) /2 1, - - _
p(x; 0, V) = (27) —exp (—§<x—Xn,An(x—Xn)>) —po  q.cC.
det(V,)

[

No Teorema 4.2, veremos que pelo estimador de maxima verossimilhanca p,, e algumas
condi¢des iniciais, existird uma estimativa geodésica 7, n > ng para p, na hipétese N e

algumas propriedades quando tomamos qualquer sequéncia dessa estimativa geodésica.
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Teorema 4.2 ([33]). Seja p, um estimador de mdxima verossimilhanga para a densidade do

vetor aleatorio X ~ N ([, V) com base na amostra X1, ..., X, de X de tamanho n, isto é,

A

pn :p(x;ﬂ,V),

emque il=X=(X|+---+X,)/n e V= Z(Xi—)_()(Xi—)_()T/n.
i=1
Consideramos a hipdtese N C S, subvariedade, sendo S = {p(x;u,V);(u,V) € ©@ =

R" x B,(R)} é o modelo estatistico regular formado por densidades normais multivariadas.

Entdo, existird uma estimativa geodésica #, € Ily(py) quase certamente, n > ny.

Demonstragdo. Considere a hipétese N C S uma subvariedade e U(pg) uma vizinhanga
aberta arbitraria do ponto pg € N em N. Como a topologia em N € herdada de S, existe um
conjunto O C §, tal que

U(p()) =01NN.

Denote
5 - dF (p07 Oi)

e observe que 8 > 0. Defina a bola aberta
02 ::B(p0,5/2).

Desde que p,, € fortemente consistente pelo Lemma 4.1, isto &,

Pn— D0 g-C.

entdo q.c. existe ng > 1 tal que para todo n > ng, temos p, € O;. Dai,

dp(Pn;po) < 8/2.

Assim, para n > ng
dr(po,01) < dr(po, Pun) +dr (Pn, 01) = dr(pPn,01) > 6/2,

de modo que a estimativa geodésica sob N deve ser procurada apenas em U (py), pois caso
contrdrio, se a estimativa geodésica r, € (U(pg)), entdo r, € NN OY.

Neste caso, olhar para os pontos sob N em Of ja ndo faz mais sentido pois dr(p,,0) >
0/2 e que dr(pn,po) < 8/2, ou seja, a verdadeira densidade pg estd sendo um candidato
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para a estimativa geodésica. No conjunto fechado ¢l (U(py)), o infimo
inf{dp(pp;a);a € N}

serd alcancado, isto é, existe 7, € N tal que dp (pn,N) = dp(pn,,) 0 que implica 7, € TIy(py).
Das condigdes acima, mostram que de fato que 7, € U(py), pois se

Fn € fr(Up,) = #n € 05 = dp(po,n) > 6,
0 que nos leva a uma contradic¢ao, pois pela desigualdade triangular

dF(PO;’%) < dF(p07ﬁn) +dF(pAn>i;n) < 5/2+ 5/27
temos que dr(po,7) < 6. O
Sob as hipéteses do Teorema 4.2, segue o resultado.

Corolario 4.1 ([33]). A sequéncia de estimadores (F),>n, dado no Teorema 4.2 é fortemente

consistente para py, isto é,

fn—po q.c.

em que py € N denota a verdadeira densidade.

Demonstragdo. Segue diretamente da demonstracao do Teorema 4.2, pois vimos que dado
uma vizinhanga arbitraria U(pg) em N, entdo existe ny > 1 tal que 7, € U(py) para todo
n > ng q.c.. O]

Observagdo 4.1. Concluimos esta se¢do mencionando os itens abaixo, afirmados em Skovga-
ard [34] e [33]:

i) A sequéncia de estimadores (#,),>n, dada pelo Teorema 4.2 ¢ assintoticamente nor-
malmente distribuida e eficiente de primeira ordem:;

1) A estatistica de teste geodésico
Iy = n'dF(pAnaN>2 = n'dF(ﬁn;fn)z

tem distribui¢do limite qui-quadrado com m — k graus de liberdade.

iii) O Teorema 4.2 também vale se usarmos como estimativa inicial de pg, uma estimativa

ndo-viesada ou alguma outra estimativa eficiente assintoticamente normal.
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iv) O Teorema 4.2 pode ser estendido para familias de distribui¢des que admitem um

estimador eficiente assintoticamente normal, como por exemplo, a familia exponencial.

Tais afirmagdes ndo sdo provadas em Skovgaard [34] e [33], que apenas citam R. E. Kass
1980 [19] para verificar a validade das afirmagdes i) e ii). Em nossas pesquisas, ndo encontra-
mos tais demonstragdes e nossas tentativas de fornecer tais provas ndo foram conclusivas.

Indicamos como perspectiva de trabalho futuro o estudo da validade de cada afirmagdo acima.

4.2 Exemplos

Nesta secdo, ilustraremos a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores considerando alguns
exemplos de uso da estrutura geométrica para fins de estimativa e teste. Uma vez que
as geodésicas na geometria considerada aqui em geral diferem das retas no sistema de
coordenadas naturais, a inferéncia derivada desta geometria também diferird da inferéncia de

verossimilhanca. O objetivo € esbocar algumas das possiveis aplicacoes da geometria.

4.2.1 Modelo Normal Univariado com u Desconhecido

Seja X, ..., X, uma amostra de tamanho n de uma popula¢do X ~ N (u, 62) sendo a média
U desconhecida. Considere a hipdtese

Hy:u=up.
A subvariedade N € entdo dada como
N = {p(x, Uy, 6%): (1o, 62) € O sendo g fixado e 6% € (0,0)}

formada por todas as densidades normais univariadas com média py. Sabemos que o espaco

paramétrico de N € uma semireta vertical paralela ao eixo ¢ em L, veja Figura 4.1.

O, @0

0 Ho

Figura 4.1 Espacgo de parametros da Subvariedade N.

Produzida online com Mathcha.
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As geodésicas de estimativas para a hipdtese N sdo arcos de semielipses dada em (2.17).

Sabemos que a estatistica de teste geodésico é dado por
A 2
TN:ndF(pnuN) 9

sendo p, o estimador de mdxima verossimilhanga parametrizada por (X, s), em que
— n — 2
X=Xi++X)/n e s>=Y (Xi—X)"/n.
i=1

Pelo Teorema 4.2, existe 7, € I[Iy(p,), em que o pardmetro de 7, é (Uo,s). Logo, por
(2.16)

452

o ()]

n

o ,
Ty = ndr((X.s).(Ho.s))* = 2n [coSh‘l <(X_“0) +4S2>]

_ ) 2
= 2n|cosh™! M—H
4ns?

em que 1 = v/n(X — o) /5 é a estatistica t-student, sendo §* =

1

(X;—X)* /(n—1) a vari-
1
ancia amostral ndo-enviesada.

4.2.2 Modelo Normal Univariado com o Desconhecida

Seja Xi,...,X, uma amostra de tamanho n de uma populagdo X ~ N (,I.L,Gz) em que a
varidncia 6 é desconhecida. Considere a hip6tese

Hy:0% = 002,
ou seja, a subvariedade
N = {p(x,u,03); (i, 00) € ®; sendo u € R e o fixado}

formada por todas as densidades normais univariadas com variancia 002 . Sabemos que o
espaco paramétrico de N € uma reta paralela ao eixo y passando por 0y, ver Figura 4.2.

A geodésica de estimativas para hipdtese N, sdo segmentos de retas verticais com

U = const.,
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c
0,

(o4}
0 o

Figura 4.2 Espaco de parametros da Subvariedade N.

Produzida online com Mathcha.

de modo que sob Hy, a estimativa fi de i, permanecerd a mesma que a estimativa inicial, por

exemplo, a estimativa de méxima verossimilhanga

fi=p=X.

Dado p, = p(x, ﬁ,sz) o estimador de maxima verossimilhanga parametrizada por (X,s),
pelo Teorema 4.2, existe 7, € Iy(p,), em que o parAmetro de 7, é (X, 0p) para n suficiente-
mente grande, n > ng. Entdo, usando (2.18), a estatistica de teste geodésico para Hy € dada
por

Ty = nedp(py,N)? =n-dp(po,in)*=n [V2In (@ﬂz = {%h‘ (6_32)}2

= fn(3)]

Se usarmos (X , s2) como nossa estimativa inicial, isto é, a estimativa de maxima verossimi-

lhancga.

4.2.3 Modelo Normal Bivariado com V Diagonal

Passamos agora a considerar uma amostra Zy, ..., Z, de tamanho n de uma populagdo Z com
densidade de probabilidade normal bivariada, N/ (i, V), em que V é diagonal. Considere a

variedade estatistica formada por essas densidades
S ={p(x,u,V);u € R* e V = diag (o7,03) }.
Nesta variedade, consideramos a subvariedade

N = {p(x,ut,0%I);u € R*,6* € (0,%0) e I é a matriz identidade de ordem 2}
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correspondente a hipdtese
Hy: 6} = o3.

A partir da expressdo (2.20) da distancia geodésica em S, é facilmente visto que, se
usarmos como estimativa inicial a estimativa imparcial, a estimativa geodésica do vetor de
valor médio sob Hy serd dada por
on==Zz.

Dado p, = p(x,Z,V) o estimador de maxima verossimilhanga parametrizada por (Z, V),
em que V = diag(s?,s3). Pelo Teorema 4.2, existe 7, € ITy(p,), em que o parimetro de 7, é
(Z, 6212) para n suficientemente grande, n > ng. Entdo a estatistica de teste geodésico para

Hj ¢ dada por

2 =2, 2 2
Tv = n-dp(pn,N)> =n-dp(pn,tn)> =2nY <COS1 (—(G Hl)))
i=1

(o)) - e(2)

~
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Apéndice A
Prova do Teorema 2.4

Demonstragdo. Sabemos que

N R R PRV
plece) = TEL o (<3G )

sendo que it = (Uy,..., iy) € R", matriz de covaridncia V = [0;;] € P,(R) e A =[A;j] é asua

inversa. Assim,

i —n/2
Inp(x;0) = In Cr) " (—l<x—#a/\(x—ﬂ)>)

Jdet(v) P\ 2
(2m)~"/2
(V)

~ In f(zn)"ﬂ] ~in [/ael(V)] - %<x o AGe— )

n 1 1
— Thor— 21 = A — ).
21n27'c 5 ndet(V) 2<x u,A(x—p))

= In

+1In [exp (—%(x—mA(x—u)))]

Derivando In p(x; 0) em relacdo a 6;, pelo Lema 1.3 temos

a%_lnp(x;e) = aiei(—ganﬂ—%lndet(V)—%(x—u,/\(x—m))
— % (—gln2n’> +a%i (—%lndet(V)> +&%~ (—%<x—u,/\(x—u)>)
- _%a%i(lndet(v))—%a%i@c—u,/\(x—u))
- (o) A (Gptmen)
—% <x “’a%/\(x_“)>’
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isto é, pelo Lema 1.1

0 1 CAY 1/ 0
sanrtio) = —gu(age) =3 (SpCman-w)
1 oA 0
—§<x—u,(39.>(x—u)+A%(x—u)>
1 A% 1 /du
= _Etr(Aael)+§<_9,’A(x_“)
1 oA 1 0
(e (5g ) w5 (g - )
1 A 1/0
- ‘E“(Aaei)+5<a_e,’“"_“)>
1 A% 1 u
_§<x_:u7(_AaOZA ('x_nu)> §<x_;u’7Aael>
1

1 A" au
= —Etr(/\aei) + <a—el,A(X—‘lJ,)

Logo, derivando In p(x; 0) em relagdo a 0;, obteremos

o 1. [.av\ /ou I

o Inp(x;0) com ilnp(x;G):

Agora calculamos o produto de 96, 06,




91

1 A% A% 1 Vv

1 [ 9V PAY 1/du PAY
() (gt m) <3 (e (435

: - H
gl
ol (Be-0)
+% <x—u,A3—;:A(x—u)> <x u,Ag—ng(x ,u)> . Daf

—_‘ 5 )% 5 4
o) (3000
4
™ (55

+%]Ee :<x—u,Ag—;A(x—u) <§g‘ Alx— “)>1

1| oV oV
+4—1E9 _<x U, A&G A(x—u)> <x u, Aé)6 Ax u)>} : (A.1)

A aV
89,A eB= AaeA

Calcularemos parcela por parcela separadamente. Tomaremos A = A
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1 aV\ [ aV\] 1 IV\ [ VY
1 A A
| Vv u 1 A" u B

—Le(x2)e, [(j—g)TMx—u)] —u(a%y) (j—g)TAEe (= )]

e (h2 e[ (2 e <o

Pela Observagdo A.1 e por propriedades do traco de uma matriz, temos

v) Eg K%,A(x—u)> <3—gj,/\(x—l~l)>]

B L au, L a Uy
=Eq Z )Lrsa_ei(xs — ls) t7Z2_,1 Ma—ej(xz - .uz)]

| r,s=1

[ U, au
=Eeq Z lrsa_ei(xs - “S)%Za_ej(xz - .uz)]

L7,8,t,2=1
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8ur 8uz " g OHr 8%
rs EO[( — M) (x; — Hz)] = E , Ars =Mz =
89 ‘ ) rs,t,z=1 89 Z

3u¢8ur__ op (u\" QE_ E& '
e ArsOs; zlae 00; <AVA89 00; A&G 00,

B ou T u au r ou
t((ae) Aae) (8_9,-) "6,

Como o momento impar de um vetor aleatério com densidade normal multivariado € 0,

L
5

temos

vi) lEe Kgg Alx u)><x—u,A§—;;A(x—u)>]

— _Fy <§g Alx— u)><x—u,3(x—ﬂ)>]

e\

Ity
= —Eg Z A«rs al; Z Btz ,LLZ)]

5= 1 t,z=1

— \O]
S
QO
=
<

= —Ee Z )Lrs_
1

[\

(x5 — Ms)Brz (37 — ) (x; — .uz)]

Z Ars 8‘urBtzIE:@ [(xs — 1) (e — e ) (X — 14)] =0.

rstz 1

Pelo item iii), temos

vii) — K 3: Alx u)>“(’\§_;>} :_élttr( gg)t (Ag_D

Pelo item vi), temos
o 1 A u B
viii) EEQ Kx—,u,AaeiA(x—u)> <a—9j,A(x—u)>] =0.

iv) %Ee Kx i, A;ZA(JC—H)> <x—M,A§—;A(x—H)>}

= g [ — A — ) (x— 1, B(x— )]

4
=%Eﬂ(—ufﬂx ) (x— ) Blx— )]
= %Eg Z Aps(x z": “z)]
5= 1 z=1
= 4Eo Zlm“ — 1) B (o — ) (. — i)
1 n

=7 Z ApBiEg [(x, — ) (o5 — ) (30 — ) (X — 1z)]
r,8,t,z2=1
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I
e

e N [ e N L e N e N B N T Y B

]

)

N

N I g b
Il

—_

>

“

I
—

D=

e e
1=

>

)

Il
—

=

|

= —tr (A8V

4 a6

AV)ur(a

v adV JV
A2 e (ADAZY

1 dV dV

AysBi; (01501, + 01105, + 01,0 )

n n
ArthzGrsGtz + Z ArthzGrt Gsz + Z Arthzo-rzo-st
raszz:l r,S,I,ZZI

n n

n
AysOpg Z B;;01; + Z AysB:;0105; + Z AysB:;0,;04

rs,t,z=1 rs,t,z=1

n n n
ApsOrs Z B::01; + Z AysOs: By Orr + Z ArsGsthszr)
r,s,t,z=1 rs,t,z=1

[tr(AV)tr(BV)+2tr(AVBV)]
A%
[tr (A89i

A
(Aa—a

eAY oV oV

20, 06;

Portanto, substituindo os itens i) ao iv) em (A.1), obtemos

8ij(0)

Observacdo A.1. Sabemos que

o

T
a—“) A&—‘u—ltr(Aa—Y)tr Aa—Y)

aVv aVv 1 adVv dV

26,

lnp(x;e)-ilnp(x;e)) =
A% A% 1 Vv A%

T
du 1 [ av . av

009;

) A ) R ) I )
20;"7796,”"" 06;

ea—ei— aei,...,aei,..., ael
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ol Oy . .
O produto 8_9J 26, ¢ elemento da seguinte matriz n X n

ow (o' (om o om\' (om o om,

20; \ 96; — \ 99, 20; d6; 206;
Ot ot OOy Ot It
20; J6; 20 J6; d0; J6;
_ | 2mom o OmOM Ok Ot
| 265 06 d0; d6; d0; 96
d Uy, I d Uy, I, d Uy, I Uy,
20; J6; d0; 96; d0; J6;
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