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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar resultados sobre o quadrado tensorial
nao abeliano G ® GG de um grupo G, para a classe de p-grupos finitos powerful.
Também apresentamos algumas propriedades e resultados sobre p-grupos finitos e
p-grupos powerful que serao utilizados no contexto, bem como as principais propri-
edades do grupo v(G), uma certa extensao do quadrado tensorial G ® G por G X G.
Além disso, abordamos alguns limitantes para a ordem, o expoente e o posto de
G ® G e do quadrado exterior nao abeliano, G A GG, para p-grupos finitos G.

Palavras-chave: p-grupo finito, p-grupo powerful, produto tensorial nao abeliano,
quadrado tensorial nao abeliano.



Abstract

This work aims to present results on the non-abelian tensor square G ® G of a
group G, for the class of powerful finite p-groups. Some properties and results about
finite p-groups and powerful p-groups that will be used in the context will also be
presented, as well as the main properties of the group v(G), a certain extension
of G ® G by G x G. In addition, we will address some bounds for the order, the
exponent and the rank of G ® G and of the non-abelian exterior square G A G, for
finite p-groups G.

Keywords: finite p-group, powerful p-group, non-abelian tensor product, non-
abelian tensor square.
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Introducao

O produto tensorial nao abeliano de grupos foi introduzido por R. Brown e J. Loday
em [4], seguindo as ideias de R. K. Dennis em [6]. Tal produto surge em aplicagdes na
teoria de homotopia e generaliza o produto tensorial usual dos grupos abelianizados
Gap ®7 Hgap,, uma vez que esse novo produto leva em conta acoes de GG sobre H e de
H sobre G.

Sejam G e H grupos agindo entre si (pela direita), G x H — G, (g,h) — g¢",
HxG — H,(h,g) — hY e em si préprios por conjugacgao. Dizemos que G e H agem
compativelmente entre si se, para todos ¢g,g; € G e h,h; € H, valem as seguintes
igualdades:

g = (g )

h1 -1
W= ((RM))".
Quando isso acontece as agoes acima sao chamadas de compativeis.

Se G e H sao grupos que agem compativelmente entre si, entao o produto tensorial
nao abeliano G ® H de G e H é o grupo gerado pelos simbolos g ® h, sujeitos as
seguintes relacoes:

(i) 991 ® h = (g" @ h¥")(g1 ® h);
(i) g®hh = (9@ h1)(g™ @ h"™),
para todos g,¢91 € G, h,hy € H.

Em particular, quando G = H, como as agoes por conjugacao em (G sao sempre
compativeis, faz sentido considerar o produto G ® GG, chamado o quadrado tensorial
nao abeliano de G.

O grupo v(G) foi introduzido por N. Rocco em [25] e independentemente por G.
Ellis e F. Leonard em [10]; tal grupo pode fornecer novas ferramentas para estudar
o grupo G ® G por meio do calculo de comutadores. Sejam G e G¥ grupos isomorfos
via o isomorfismo ¢ : G — G¥, dado por g — ¢¥ para todo g € GG. Definimos o
grupo v(G) como sendo:

v(G) =(GUG? | [g,h7]" = [g", (h")?], para todos g, h,k € G, e € {1, ¢}).



Nesse contexto, o subgrupo |G, G¥| é normal em v(G) e é canonicamente isomorfo a
G ® G através do isomorfismo induzido por g ® h — [g, h¥], para todos g, h € G [25,
pg. 70]. Com isso, podemos provar alguns resultados do quadrado tensorial G ® G
por meio de comutadores em v(G).

Seja A(G) = ([g,9%] | g € G]). De acordo com as relagoes definidoras de v(G) obtém-
se que A(G) < [G, G¥] é um subgrupo central em v(G). O quociente [G, G¥]/A(G) é
entao isomorfo com o assim chamado quadrado exterior nao abeliano de GG, denotado
por G A G; escrevemos g A h para indicar a imagem de [g, h¥] em G A G. As relagoes
definidoras de G ® G sao abstragoes das relagoes de comutadores (cf. [2]), de modo
que obtemos os homomorfismos kK : G R G — G' e K : G NG — G', dados por
k(g®h) =lg,h] e k(g A\ h) = [g, h], respectivamente. De acordo com [5], temos que
ker(rk) = m3(SK(G,1)), o terceiro grupo de homotopia da suspensao de um espago
de Eilenberg-Mac Lane K (G, 1). Além disso, ker(x') (= ker(rk)/A(G)) = Hy(G,Z),
o segundo grupo de homologia de GG com coeficientes inteiros, o qual é identificado
como o multiplicador de Schur, M(G), do grupo G.

O objetivo principal desta dissertacao é abordar propriedades do quadrado tensorial
de um grupo G quando G é um p-grupo finito powerful. Os resultados principais
deste trabalho estao baseados principalmente no artigo de P. Moravec [22]. A teoria
dos p-grupos finitos powerful foi introduzida na literatura por A. Lubotzky e A.
Mann, no artigo [21]. Dizemos que um p-grupo finito G é powerful se p é impar e
[G,G] =G < GP,ousep=2e |GG =G <G Um subgrupo N < G diz-se
powerfully embedded em G (N pe G) se p for impar e [N,G] < NP oup = 2 e
[N, G] < N*. Claramente, se N pe G entao N em si é powerful.

Dos resultados de A. Lubotzky e A. Mann em [21], temos que em um p-grupo finito
powerful G vale a igualdade G? = G{?}, ou seja, todo elemento de G? é uma poténcia
p-ésima em G, e se H < G entao d(H) < d(G). Aqui, G? indica o subgrupo gerado
pelas poténcias p-ésimas dos elementos de G, enquanto d(G) indica o nimero minimo
de geradores de G.

O presente trabalho esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 apresentamos
alguns conceitos e resultados preliminares da teoria dos grupos de modo a tornar
a leitura o mais autossuficiente possivel. No Capitulo 2 abordamos de maneira
detalhada as propriedades béasicas do produto tensorial nao abeliano de grupos.
No Capitulo 3 revisamos propriedades bésicas de p-grupos finitos e de p-grupos
finitos powerful. Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos alguns resultados acerca
do quadrado tensorial nao abeliano de p-grupos, em particular, de p-grupos finitos
powerful.

O teorema abaixo, obtido mediante a imersao de G ® G em v(G), nos mostra que se
G é um p-grupo finito powerful, entao o seu quadrado tensorial nao abeliano G ® G
também serd um p-grupo finito powerful.

Teorema 0.0.1. /22, pg. 22] Seja G um p-grupo finito powerful. Entdo os grupos
v(G),v(GQ)] e [G,G¥] sao powerfully embedded em v(QG).



Quando G é um p-grupo powerful também podemos obter alguns resultados da série
central inferior de v(G), como o resultado abaixo:

Proposigao 0.0.1. /14, pg. 16] Seja G um p-grupo powerful. Entaio v;(v(G)) pe v(G),
para i > 2.

A. Lubotzky e A. Mann em [21] provaram que se G' é um p-grupo powerful, entao
exp(G A G) divide exp(G). O préximo teorema generaliza tal resultado:

Teorema 0.0.2. /22, pg. 24] Seja G um p-grupo powerful. Entio o expoente de
[v(G),v(Q)] divide o expoente de G.

Para finalizar, estudamos alguns limitantes para as ordens do quadrado tensorial
G ® G e do quadrado exterior G A G. Além disso, apresentamos alguns resultados
para o expoente e o posto (rank) dos principais grupos estudados neste trabalho,
em funcao do expoente e do posto do grupo argumento, G.

Vamos definir || como sendo o maior nimero inteiro menor ou igual a z e [y] o
menor nimero inteiro maior ou igual a y. Sejam G um p-grupo finito de expoente
p¢, r = sr(G) o posto especial, isto é, sr(G) = max{d(H) | H < G}. Note que
d(G) < sr(G) < logs|G|. Seja:

B [loga ], sep>2,
= [loga 7] +1, sep=2.
Proposigao 0.0.2. /22, pg. 26] Seja G como definido acima. Entdo, temos:
(i) d(1(G)) < r*(1+m);
(i) sr(GAG) < ("1 +rPm;
(iii) sr(G®G) <r+7r*1+m).

Agora, considere:

I [logs ], sep> 2,
[logy T]* +1, sep=2

Proposigao 0.0.3. /22, pg. 26] Utilizando as mesmas notagoes acima para o grupo
G e considerando k definido acima, temos:

(i) exp(Jo(G)) < p*+rh;
(ii) exp(G A G) < p?trF;
(iii) exp(G @ G) < pPetrk,

Teorema 0.0.3. /22, pg. 27] Seja G um p-grupo finito de expoente p¢ e r = sr(G),
temos:

(i) |G NG| < pretm);
(ii) ’G ® G’ < pr2(26+m).



Capitulo 1

Preliminares

Esse capitulo tem o intuito de apresentar conceitos e propriedades que formam uma
boa base tedrica para construcao e compreensao dos resultados que serao apresen-
tados.

1.1 Comutadores e Subgrupo Comutador

Sejam G um grupo e xy, s, ..., T, elementos de G. O conjugado de x; por x5 é o
elemento x7? := x;la:lxg e o comutador de x; e x5, nesta ordem, é o elemento

(21, 29] i= 27 oy 2o (= 2y ta}?).

Em geral, um comutador de peso n > 3 é definido indutivamente pela regra:

[xla s 7xn] = Hx17 s 7$n—1]7$n];
por convengao denotamos [z =z e [z, y] = [z,y,...,y], para z,y € G.
——

n vezes

Observagao 1.1.1. Note que se [z,y] =1, VY z,y € G, entao G é um grupo abeliano.

A préxima proposicao tras identidades que serao frequentemente utilizadas nesta
dissertacao; para mais detalhes pode-se consultar [17, Section 1.5] e [24, pg. 123].

Proposicao 1.1.1. Sejam x,y, z elementos de um grupo G. Entdo:

(12) [zy, 2] = [z, 2ly, 2] = [z, 2][z, 2, y][y, 2];
(iid) [,y
(i) [v,y7] = ([z, 9] )7

)

[

[

[z, y2] = [, 2]z, )7 = [, 2][x, [, , 2]
[ 1

[
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(vi) [, y7Y 2y, 27 2]z, 271 y]® = 1 (Identidade de Hall-Witt);

(vii) Seja @ um endomorfismo de G. Entao:

[z,y]? = [2%,y%], V z,y € G.

Sejam X; e X, subconjuntos nao vazios de um grupo G, definimos o subgrupo co-
mutador de X; e Xy por:

(X1, Xo] = ([x1,22) | 21 € X3, 22 € X3).

Em geral, para n > 3, temos:
[Xla s 7Xn] - [[Xh s aXn—l]an]v

onde X;,..., X, C G. Observe que (X1, Xs] = [Xs, Xi] pelo item (i) da Proposic¢ao
1.1.1. E conveniente escrevermos [X,, Y| para representar [X,Y,... Y].
——

n vezes

Observagao 1.1.2. Denotaremos [G,G] por G', tal subgrupo é chamado subgrupo
derivado de G.

Observagao 1.1.3. Pelo item (vii) da Proposi¢io 1.1.1 podemos concluir que G’ é
um subgrupo caracteristico de G.

De maneira analoga a definicao de conjugacao de um elemento, definimos:

XiXQ = <xf2 =ay ' wwy | 1 € Xy, x5 € X2>.

Definicao 1.1.1. O fecho normal X = X% de um subconjunto nio vazio X de um
grupo G € a intersecao de todos os subgrupos normais de G que contém X.

Observagao 1.1.4. O fecho normal de X é o menor subgrupo normal contendo X e
também X = (g7 Xg | g € G).

Se X é um subconjunto e H é um subgrupo de um grupo G, entao X C X <
(X, H). Portanto X = X{X#) ¢ exatamente o fecho normal de X em (X, H).

Proposicao 1.1.2. /24, pg. 124] Sejam X um subconjunto de G e K, H < G.
(i) X = (X, [X, H]);

(it) [X,K]® = [X, K];

(iii) se K = (Y), entao [X, K] = [X,Y]X;

(iv) se K =(Y) e H=(X), entao [H, K] = [X,Y]1K.

Proposigao 1.1.3. [17, pg. 26] Para subgrupos X e Y de G o subgrupo [X,Y] é
normal em (X,Y).
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Lema 1.1.1 (Lema dos Trés Subgrupos). [24, pg. 126] Sejam H, K, L subgrupos de
um grupo G. Se dois dos subgrupos comutadores [H, K, L], |[K,L,H| e [L,H, K|
estao contido em um subgrupo normal de G, entao o terceiro também estard contigo
nesse subgrupo normal.

Demonstracao. O grupo [H, K, L] é gerado por conjugados de comutadores da forma
[h,k71l],onde h € H, k € K el € L, tal afirmagao ¢ semelhante para os grupos
[K,L,H] e [L,H, K]. Segue da identidade de Hall-Witt que para todo h, k,l € G,
vale:

[y k™ 0 [k, Y )L R ) = 1.
Assim, se dois comutadores de [h, k™1 1], [k, 17, h] e [I, A7}, k] estao em um subgrupo

normal de (G, o terceiro também estara. Portanto, como a demonstracao foi feita
nos geradores de cada grupo, o resultado serd valido para todo o grupo. O

Observacgao 1.1.5. Um caso particular do lema acima pode ser enunciado como:
Sejam H, K, L subgrupos de um grupo G. Se [H,K,L| = [K,L,H] = 1, entao
[L,H,K]=1.

1.2 Séries

Seja G um grupo finito nao trivial. A seguinte série de subgrupos de G
S§:1=G <G, <--- <G <G, =G,

serda denotada por (G;)io,. n, onde n é dito ser o tamanho da série. Uma série
(Gi)izo,..n ¢ uma série normal, se G; 9 G, e é uma série subnormal, se G;_; < G;,
para todo ¢ € {1,...,n}.

Definigao 1.2.1. Sejam G um grupo e S : 1 =Gy <G < --- < G,1 <G, =G
uma série para G. Entao:

o A série S é dita ser propria se seus termos sao proprios, ou seja, Gy < Giyq,
para 0 <t <n-—1;

e uma sequnda série T : 1=Ky < K1 <--- < K,,_1 < K,, =G € chamada de

refinamento da série S se cada termo G; de S aparece como termo na série T
(ou seja, S C T );

e uma série subnormal S8’ de G € dita uma série de composicao se tal série é
propria e nao admite um refinamento préprio; os fatores de 8" sao chamados
fatores de composicio (se S':1 =Gy G, Q--- QG, =G, os fatores de S’
$ao os grupos quocientes G;/G;_1);

e (Subgrupo Normal Minimal) um subgrupo normal N < G € dito ser normal
minimal, se N nao € trivial e 1 < K < N, entao K 4 G. Notacao: N- < G;

e S € dita principal se a mesma for normal e Gi11/G;- I G/G,.
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Teorema 1.2.1. /27, pg. 189]

(i) Todo grupo finito G possui uma série de composi¢ao.

(i1) Todo fator de composicao é simples.
Definigao 1.2.2 (Série Derivada). Sejam G um grupo e G' = [G,G] seu subgrupo
derivado. A sequinte série:

G = G(O) > G(l) =G > G(Q) > . > G(Tb) > .. onde G(n+1) _ (G(n))/’

é chamada de série derivada de G, sendo que tal série nao necessariamente termina
no grupo trivial 1.

Observagao 1.2.1. Como G"*D = (GMY | entdo todos os fatores G™ /G dq
série derivada sao grupos abelianos. Em particular, G/G' tem grande relevancia na
teoria de grupos, tal grupo € denotado por Gy, e € conhecido como a Abelianizagdo
de G, o maior grupo quociente abeliano de G.

Defini¢ao 1.2.3 (Grupo Soluvel). Um grupo G € dito ser solivel se o mesmo possui
uma série abeliana, ou seja, possui uma série 1l = Go I G, 4 --- I G, = G, onde
cada fator Giy1/G; € um grupo abeliano. Se G € um grupo solivel, o comprimento
da menor série abeliana em G € chamado comprimento derivado de G e denotado
por dl(G).

Proposigao 1.2.1. [2/, pg. 121] A classe dos grupos soliveis € fechada com respeito
a formagao de subgrupos, imagens e extensoes de seus membros.

Proposigao 1.2.2. [24, pg. 122] O produto de dois subgrupos normais soliveis de um
grupo € soluvel.

Definigao 1.2.4 (Grupo Nilpotente). Um grupo G € dito ser nilpotente se o mesmo
possui uma série central normal, isto é, uma série normal 1 = Gy < Gy < -+ <
G, = G, tal que, Gi11/G; estd contido no centro de G/G;, para todo i. Se G €
nilpotente, o comprimento da menor série central de G € a classe de nilpoténcia de
G e serd denotada por cl(G).

Proposigao 1.2.3. [24, pg. 122] A classe dos grupos nilpotentes € fechada com respeito
a formacgao de subgrupos, imagens e produtos diretos finitos.

A seguir serao apresentadas duas séries importantes para a teoria, tais séries sao
chamadas de séries centrais.

Defini¢ao 1.2.5 (Série Central). Seja G um grupo. Dizemos que uma série (G;)i=o...n
¢ uma série central de G se [Gi11,G] < Gy, para 0 < i <n— 1.

Definigao 1.2.6. Seja G um grupo.
o (Série Central Inferior) Consideremos 71(G) = G e seja:
Tni1(G) = [1(G), G] = ([x1, ..o, Tpy1 | @ € G]), Vn € N.
A série central inferior de G serd dada por G =y (G) > (G) > ---
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e (Série Central Superior) Consideremos (o(G) =1 e definimos, ¥n € N, (,(G)
como o subgrupo dado (pelo Teorema da Correspondéncia):

C(cn_?(@) i

A série central superior de G serd dada por 1 = (o(G) < (1(G) <

Teorema 1.2.2. [2/, pg. 125] Seja 1 = Gy < Gy < --- < G, = G uma série central
em um grupo nilpotente G. Entao:

(Z) %(G) < Gn—i—l—l; de modo que ’yn+1(G) =1;
(ii) G; < ¢(G), de modo que ,(G) = G

(i1i) (classe de nilpoténcia de G) = (comprimento da série central superior) =
(comprimento da série central inferior).

Proposigio 1.2.4. [2/, pg. 126] Sejam G um. grupo e i e j inteiros positivos.
(1) [%(G),%(G)] < 7i45(G);

(i) 7i(7;(G)) < 7i(G);

(iii) [vi(G), G(G)] < G-1(G), se j = i;

(i) G () = 6

Defini¢ao 1.2.7 (Subnormalidade). Seja H um subgrupo de G. H € dito ser subnor-
mal em G se existe uma sequéncia de subgrupos (H;)i=1.. n, tal que:

.....

H=Hy,<H 4---<4H,=0G.

Teorema 1.2.3. [2/, pg. 130] Seja G um grupo finito. Entao as sequintes propriedades
sao equivalentes:

(i) G € nilpotente;
(i1) todo subgrupo de G € subnormal;
(iii) se H < G, entao H < Ng(H);
(iv) todo subgrupo mazimal de G € normal;

(v) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

1.3 Grupos Livres e Produtos Livres

Faremos, nessa se¢ao, uma introdugao ao conceito de grupo livre, produto livre e
algumas propriedades, para mais detalhes sobre a teoria consulte [16] e [24].
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Definigao 1.3.1. Um grupo F' = F(X) € dito ser livre em um subconjunto X C F
se, para um grupo G e uma funcao 8 : X — G, existe um unico homomorfismo
0 F — G tal que & (x) = 0(x), para todo x € X. Equivalentemente, sejai: X — F
a aplicagao inclusao de X em F, quando ocorre que 0'(x) = 0(x), para todo x € X
€ 0 mesmo que dizer que o diagrama abaixo comuta.

Qj /,0’

G

Observagao 1.3.1. X € chamado de base de F e |X| é o rank de F e serd denotado
por r(F).

Teorema 1.3.1. [16, pg. 3]

(i) Se F € livre em X, entao X gera F.

(i) Se F; € livre em X; (i =1,2) e Fy = Fy entdo | Xy| = | X3
(i1i) Se F; é livre em X; (i =1,2) e | X;| = | Xs|, entao F} = Fs.

Proposicao 1.3.1. [16, pg. 7] Todo grupo € imagem homomdrfica de algum grupo
livre.

Teorema 1.3.2 (Nielsen-Schreier). [16, pg. 16] Seja F' um grupo livre e H um sub-
grupo de F, entao H € livre. Além disso, se |F : H| = g e r(F) = r sao ambos
finitos, entao:

r(H)=(r—1)g+ 1.

Definigao 1.3.2. Sejam X um conjunto, F' = F(X) um grupo livre em X, R um
subconjunto de F de tal modo que N = R € o fecho normal de R em F ¢ G o
fator F/N. Entdo, escrevemos G = (X | R) e o mesmo é chamado de apresenta¢ao
livre de G'. Os elementos de X sao chamados de geradores e os elementos de R sao
chamados de relatores da apresentacao.

Lema 1.3.1. [16, pg. 27] Sejam F,G,H grupos ev : F — G, o : F — H homo-
morfismos, tal que Im(v) = G e ker(v) C ker(a). Entdo, eziste um homomorfismo
o G — H tal que va' = a.
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Teorema 1.3.3 (von Dyck). [16, pg. 28] Se G = (X | R) e H = (X | S), onde
R C S C F(X), entdao existe um epimorfismo ¢ : G — H fizando todo x € X e tal
que ker(¢) = S\R. Por outro lado, todo fator do grupo G = (X | R) possui uma
apresentagio (X | S), com S O R.

Teorema 1.3.4 (Teste da Substituicao). [16, pg. 29] Suponha que nos seja dada uma
apresentacao G = (X | R), um grupo H e uma func¢ao 6 : X — H. Entao 6 se
estende a um homomorfismo 0’ : G — H se, e somente se, para todo x € X e todo
r € R, o resultado da substituicio de x por 0(x) em r nos dd a identidade de H.

Teorema 1.3.5. [16, pg. 32/ Se G, H sao grupos apresentados por (X | R),(X | S)
respectivamente, entdo o produto direto G X H tem a sequinte apresentacdo:

(X,Y | R,S,[X,Y]).

Definigao 1.3.3. Seja G = (X | R) e Gy = (Y | S) dois grupos. Seu produto livre é
dado pela apresentacio G1 *x Go = (X, Y | R, S).

1.4 Modulos

Nessa secao serao apresentadas as defini¢oes e propriedades acerca da teoria de
R-médulos, onde R é um anel com unidade (1z). A nocao de R-Mddulo é uma
generalizagao da ideia de espaco vetorial.

Definicao 1.4.1. Sejam m,n € M er,s € R. Um R-maodulo a direita € um grupo
abeliano aditivo M, denotado por Mg, munido de uma func¢ado:

MxR — M
(m,r) +— m-r,

satisfazendo (para facilitar tomamos m - r = mr):
(i) (m+n)r=mr+nr;
(i) m(r + s) = mr +ms;
(iii) m(rs) = (mr)s;
(iv) mlg = m.
Observagao 1.4.1. (i) R-mddulos a esquerda sio definidos analogamente e deno-
tados por g M.

(ii) Se R € um corpo, entdo M é um R-espaco vetorial.

Definigao 1.4.2. Seja M um R-moddulo a direita. Um submodulo N de M ¢é um
subgrupo aditivo N de M fechado sob a multiplicacdo escalar, ou seja, nr € N onde
n € N er € R. Similarmente, vale para modulos a esquerda.
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Exemplo 1.4.1. 1. Todo grupo abeliano M pode ser visto como um Z-modulo a
esquerda, onde nm =m + - -+ + m.
n vezes

2. Um ideal I de R ¢ um R-mddulo.

3. Se M é um R-mddulo e r € R, onde R é um anel comutativo, entao
Mr={mr|me M}
¢ um submodulo de M. Generalizando, se J € um ideal em R, entdo

MJ={> mj; | ji€J em; € M}

¢ um submodulo de M.

4. Se (Si)icr € uma familia de submddulos de um R-mddulo a direita M, entdao

'ﬂISZ- é um submodulo de M.
1€

Definigao 1.4.3. Sejam M e N R-mddulos a direita. Um homomorfismo de R-
mddulos (R-homomorfismo) € uma aplicagao f: M — N, tal que:

fm+n) = f(m)+ f(n) e f(mr) = f(m)r,

para todos m,n € M e r € R. Um isomorfismo de R-mddulos é um R-
homomorfismo f, tal que f € bijetora, quando isso ocorre denotamos como M = N.

Observagao 1.4.2. Seja 0y o elemento neutro aditivo de M. Um R-homomorfismo
f: M — N € injetor se, e somente se, ker(f) = 0p. Os conjuntos ker(f) e Im(f)
sao submodulos de M e N, respectivamente.

Definigao 1.4.4. Se M ¢é um R-mddulo a direita e N um submdodulo de M. O grupo
quociente (abeliano) M /N tem uma estrutura natural de R-mddulo a direita:

(m+ N)r =mr + N.

Este R-modulo é chamado de médulo quociente de M por N.

Definigao 1.4.5. Sejam M um R-mddulo e Sy, S, ...,S, submddulos de M. M ¢é
soma direta interna dos Sys se cada elemento m € M tem uma expressao unica, da
forma m = s;+ -+ sy, tal que s; € S;, onde i € {1,2,...,n}.

Notagao: M = @5S;.
i=1
M € soma direta de uma familia de submddulos (S;)icr, se M consiste de todas as
i-uplas (s;) tendo apenas um nimero finito de coordenadas diferentes de zero. M
serd denotado por:
M = Bs;.

el
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Defini¢ao 1.4.6. Um R-mddulo F ¢é dito ser livre, se F' for um R-mddulo isomorfo

a @M;, onde cada M; = R como um R-mddulo, ou seja, existe um conjunto B de
iel

indices (podendo ser infinito) com F = @ Ry, onde R, = (b) = R, para todo b € B.
beB
B ¢é chamada de base de F.

Observacao 1.4.3. Pela definicao de soma direta, cada m € F tem uma unica ex-
pressao da forma:
m = Z bry,

onde ry, € R e além disso, quase todos os rys sao nulos. Assim, seque que, ' = (B).

Proposigao 1.4.1 (Extensao por Linearidade). [29, pg. 57] Sejam R um anel e F' um
R-mddulo a direita com base X. Se M é um R-modulo a direita e se f: M — M
¢ uma fungdo, entdo existe um tdnico R-homomorfismo f : F — M, com fu = f,
onde 1 : X — F ¢ a aplicagio inclusdo, isto é, f(x) = f(x) para todo x € X, de
modo que f estende f.

F

T\\f
H N
\

Demonstracao. Por defini¢cao, todo elemento de y € F', pode ser escrito de maneira

unica, da forma:
Yy = E LT,
zeX

onde 7, € R, sendo quase todos s ndo nulos. Agora, seja a fungao:

f+ F — M
) L Z:EGXf(x)T$7

f ¢é bem definida pelo fato que cada y € F possui uma tnica expressao. Por defini¢ao,
se s € R, entao ys = ) arps ese y = Y ar,, entao y +y = ) w(r, +1,), ou
seja, f é um R-homomorfismo. Sabendo que F' = (X), qualquer R-homomorfismo
g: FF— M, que estende f tera a mesma imagem que f em X, assim em todo
R-moédulo F', portanto f ¢é Unica. O

1.5 Produto Tensorial de R-Modulos

Definigao 1.5.1. Sejam R um anel, Agp um R-modulo a direita, gk B um R-mddulo a
esquerda e G um grupo abeliano (aditivo). Uma aplicacdo f: AX B — G € chamada
R-biaditiva se, para todo a,a’ € A, b,b' € B er € R, temos:

f(a+a/’b) = f(a7b) +f(a',b),
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f(a>b+ bl) = f(a’7 b) + f(avb/)7
f(ar,b) = f(a,rb).

Se R é um anel comutativoe A, B e M R-moddulos, entao uma aplicagao f : Ax B —
M é chamada de R-bilinear se f é R-biaditiva e, além disso,

flar,b) = f(a,rb) = rf(a,b).

Defini¢ao 1.5.2 (Produto Tensorial de R-mdédulos). Sejam R um anel, Ar e rB
modulos. O produto tensorial de A por B é um grupo abeliano A Qr B e uma
aplicacao R-biaditiva:

h:AxB— AQgrB,

onde, para todo grupo abeliano G e toda aplicagao R-biaditiva f : AX B — G, ewiste
um unico Z-homomorfismo f: A®r B — G fazendo o diagrama abaizo comutar.

A®r B
hT \\f\

AXB%G

Proposicao 1.5.1. [29, pg. 71] Se U a A ®g B sdo produtos tensoriais de Ar e rB
sobre R, entao A ®r B = U.

Demonstracao. Seja U um produto tensorial de R-médulos Ar e gB. Tomemos
n: Ax B — U uma aplicagdo R-biaditiva, tal que, todo grupo abeliano G e toda
aplicacao R-biaditiva f : A x B — G, existe um tnico Z-homomorfismo f': U — G,
fazendo o seguinte diagrama comutar.

|
n N
AXBf—iG

Considere G = A®gr B e f = h, existe um unico Z-homomorfismo b’ : U — A®g B,
onde h'n = h.

A

AXBTA@RB

No mesmo sentido, sendo A® g B um produto tensorial de Ar e g B, considere G = U
e [ =mn, logo existe um homomorfismo ' : A®r B — U, onde n'h = .

A®r B

T N
h ~
~

N
AXBn—>U
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Assim, podemos considerar o novo diagrama:

A®rB

Ax B-—" U  |lasgs

SN
h
A®prB

Mas h'n' faz o diagrama de A x B, A ®r B ¢ A ®r B comutar. Porém, lsg,p
também o faz, logo por definicao de produto tensorial temos que A’ = 145,5. Um
argumento semelhante mostra que n’h’ = 1y. Portanto, ' : A®g B — U é um
isomorfismo. Provando assim a unicidade do produto tensorial de R-médulos. [

Proposi¢ao 1.5.2. [29, pg. 72] Se R € um anel e Ar e rB sdo mddulos, entio o
produto tensorial A ®r B existe.

Proposicao 1.5.3. /20, pg. 26] Se R é comutativo e M e N sao R-mddulos, entdo
M ®r N é um R-mddulo com (m@n)-r=m®en-r.

Proposigao 1.5.4. Se p e q sao primos entre si entao Z, @z L, € trivial.

Demonstracao. Temos que:

pla®b) =pa@b=0®>

gla®b)=a®q¢gh=a®0,
sendo a € Z, e b € Z,. [
Proposigao 1.5.5. [30, pg. 29] Sejam m e n nimeros inteiros positivos. Entao,
Z’m Qz Zn = Zd7

onde d = mdc(m,n).

1.6 Produto Tensorial nao Abeliano de Grupos

Nessa secao sera apresentada a teoria sobre o produto tensorial nao abeliano de
grupos G ® H, que foi introduzida por R. Brown e J. Loday em [4], tal produto
generaliza o conceito de produto tensorial usual Gy, ®7 Hyp.

Sejam G e H grupos que agem entre si (pela direita), G x H — G, onde (g, h) — g"
e Hx G — H, onde (h,g) — h9, e agem sobre si mesmos por conjugagao; se, para
g,91 € Geh,hy € H, vale:

91 -1 1 -1
g™ = (g )" e hO = (W)
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entao tais agoes sao chamadas compativeis e dizemos que G' e H agem compativel-
mente entre si.

Definigao 1.6.1. Sejam G e H grupos que agem compativelmente entre si, o produto
tensorial nao abeliano G ® H de G e H € o grupo gerado pelos simbolos g ® h, para
g€ G ehe H, onde valem as sequintes relagoes:

(i) g1 ® h = (g% @ h9")(g1 @ h);
(i) g @ hhy = (g ® h1)(g" ® h™).

Observagao 1.6.1. O elemento neutro do grupo G® H é da forma 1¢ ®h ou g ® 1y,
para h € H e g € G. De fato,

(g@h)=(g1@h)=(¢' @h" ) (1@ h) = (9@ h)(1® h)

(geh)=(g@hl)=(g@1)(¢®@h')=(g@1)(g®h).
Portanto, lggy =1l @ h =g ® 1y, para todo g € G e h € H.

Observacao 1.6.2. Quando H = G e as a¢des sao por conjugacao em G, entao o pro-
duto tensorial nao abeliano G Q@ G € chamado de quadrado tensorial nao abeliano de
G; 0o mesmo sempre estarda bem definido pois essas agoes sempre serao compativeis.

Definigao 1.6.2. Sejam G, H e J grupos. Uma funcao 0 : G x H — J € dita ser
uma biderivagdo se, para todos g,g1 € G e h,hy € H, valem as sequintes relagoes:

(i) 6(gg1,h) = 0(g?, h9")0(g1, h);
(i) (g, hh1) = 8(g, h)8(g"", h™).

Pela Proposicao 1.3.4, temos que uma biderivacao 6 : G x H — J determina um
unico homomorfismo 0* : G ® H — J, onde 6*(g ® h) = 6(g,h). Sendo que tal
homomorfismo serd um epimorfismo se (G x H) gerar J.

Exemplo 1.6.1. Sejam G = (x| 2%) e H = (y | y*). Suponhamos que G possui uma
acao sobre H dada por h* = h™', sendo h € H e H possui uma acdo trivial sobre
G (tais agoes sao compativeis). Entao, o produto tensorial G ® H serd gerado pelo
congunto {x ® y,x ® y*}, mas temos que:

Ry =2y (r'ey)=(2ey)(r0y) = (r®y)*

logo G ® H = (x ®y), sabendo que G ® H é um grupo ciclico, basta saber a ordem
de seu gerador para encontrar a sua apresentacao. Sabemos que 1 ® y é o elemento
neutro de G ® H, assim:

(z®y)® = (z0y)* (zy) = (20y*)(z®y) = (2" yY")(z0y) = (zz@y) = (10Y).

Portanto, G ® H = C3, onde C5 denota um grupo ciclico de ordem 3.
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Exemplo 1.6.2. Seja G um grupo. Considere a funcao 6 : G x G — G, onde
0(g,h) = [g,h], para todo (g,h) € G x G. Da Proposicao 1.1.1 e como [x,y]* =
(2%, y*], temos que a fungao 6 € uma bideriva¢ao. Portanto, 6 induz um unico
homomorfismo 6* =k : G® G — G, tal que k(g ® h) = [g, h].

Proposicao 1.6.1. [5, pg. 315] Sejam G e H grupos agindo compativelmente entre
si. Entao, G e H possuem uma ac¢ao sobre G ® H, dada por:

(g@h)? =(¢ ®h7) e (g@h)" = (¢" @ W),

para todos g, € G e h,h' € H. Naturalmente, obtemos uma ac¢do do produto livre
G x H sobre o produto tensorial G ® H, dada por:

(g @h)" =g"@h?,
para todos g € G, he H epe G*H.

Demonstracao. Sejam g € G um elemento arbitrério e ¢, : G x H — G ® H uma
aplicacao dada por ¢4(g1, h) = (97 ® h9). Dal, temos que:

g(9192, 1) = ((9192) @ h?) = (979§ ® h?) = ((9])% @ ()% )(g§ @ h?) =
= (91" @ W) (g3 @ h?) = ((97°)? @ (")) (g3 ® h%) = ¢g(g1* ® h**)dg(g2 ® h),
de modo semelhante, temos que ¢y (g1, hhi) = ¢4(g1, h1)(gi*, hM).

Portanto, ¢, ¢ uma biderivacao, ou seja, podemos obter um tnico homomorfismo de
grupos ¢, : G® H — G ® H, onde ¢,(g1 ® h) = (97 ® h9), para todos ¢g; € G e
h € H. Uma vez que Yg1pg—1 = 419y = Idgen, temos que 1), ¢ um automorfismo.
Entao, temos o seguinte homomorfismo ¢ : G — Aut(G' ® H), onde g — 1, tendo
assim uma ag¢ao de G sobre G ® H, dada por:

(g1 @ h)? = gf @ b7
O caso para H ¢ anélogo. O]

Proposicao 1.6.2. [4, pg. 179-180]

(i) Suponha que 0 : G — A, ¢ : H — B sao homomorfismos de grupos, A e
B agem compativelmente um sobre o outro e as agoes 0 e ¢ se preservam, no
sentido que:

¢(h?) = (¢(1)"?, 0(g") = (0(9))"",
para todos g € G e h € H. Entao, existe um unico homomorfismo:

0Rp:GRH — AR B,

tal que (0 @ ¢)(g ® h) = 0(g) @ ¢(h), para todos g € G e h € H. Também
temos que, se O e ¢ sao sobrejetivas, entao 6 ® ¢ também serd.



Capitulo 1. Preliminares 17

(i1) Existe um tinico isomorfismo:

7T:G®H — H®G,

tal que, T(g @ h) = (h ® g)~t, para todos g € G e h € H.

Demonstracao. (i) Considere a fun¢ao av: G x H — A ® B, dada por a(g, h) =

0(g9) ® ¢(h). Sejam g1, g, € G e h € H elementos arbitrarios, assim:
a(g192, h) = 0(g192) ® o(h) = 0(91)0(g2) ® d(h) =
= (8(91)"%) @ 6(1)"9)(0(g2) ® H(h)) = (0(91*) @ $(h*))(8(g2) © ¥(h)) =

= a(g192, h) = a9, h%)a(ga, h).

Analogamente, temos que a(g, hihy) = a(g, he)a(g"?, h?), para todos g € G e
hy,hs € H. Logo, o é uma biderivagao, ou seja, existe um tinico homomorfismo
02¢: G H — A® B, tal que, (0 ® ¢)(g ® h) = 0(g) ® ¢(h), para todos
geGeheH.

Se 0 e ¢ forem sobrejetivas, entdao, para todos a € A e b € B tem-se que
existe alguns elementos g € G e h € H tais que 0(g) = a e ¢(h) = b, logo
para todo a ® b € A ® B, tem-se algum elemento (¢ ® h) € G ® H tal que
(0R¢)(g®h)=a®Db, assim § ® ¢ também serd sobrejetiva.

Vamos definir a aplicacao 8 : G x H — H ® G por B(g,h) = (h® g)~'. Por
definicao, temos que:

Blggr,h) = (h@gg) " =[(h@g)h @¢")] ' =(h"@g¢") ' (hoga) ' =

= B(gg1, h) = B(g", h")B(g1, h),

similarmente, é possivel provar que 5(g, hhy) = (g, h1)B(g" @h"), assim, B é
biderivativa. Entao, 8 determina um tinico homomorfismo 7 : G H — H®RG
dado por 7(g®@ h) = (h® g)~*.

De maneira andloga, temos que 7" : H ® G — G ® H dada por 7(h ® g) =
(9 ® h)~' é um homomorfismo, compondo as duas aplicagoes T e 7/, temos:

(ror)(h@g)=1((g@h) ) =T(gah) " =[(h®g '] =hog

(for)(g@h)=r(heg ™) =r(heg " =[geh) | =gah,
logo, concluimos que 7: G ® H — H ® G é um isomorfismo.

]

A seguir, serao apresentadas algumas identidades interessantes do produto tensorial
nao abeliano de grupos.
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Proposigao 1.6.3. /4, pg. 180] As sequintes relagoes sao vdlidas para todos g,9' € G
eh,h € H.

(i) (g7 @h)f=(goh) ™ =(g@h™")"

(i) (9@ )" (g1 ® hi)(g @ h) = (g1 ® hy)";
(iii) (g7'g") @ hy = (g h)"Hg® h)™M;
(iv) g1 © h™%h = (g @ h)™ (g ® h);

(v) [9@h, g1 @] =g~ g" @h "Dy,

Demonstragao. (i) Sabemos que lgey = 1®h =9g® 1, sendo g€ Geh € H,
assim:

1oh=gg@h=((g7") " @h%)(g@h)= (97" @h)?(g@h)

9@ 1=g@hh=(g@h)g"® (")) = (geh)goh )"
Logo, (7' @h)? = (g@h)™" = (g@h™")"
(ii) Utilizando as propriedades de produto tensorial, sendo g, € G e h,y € H,
temos:

(rg @ yh) = (27 ® (yh)?)(g @ yh) = (x @ yh)?(g @ yh) =

=[(z@h) (" @y") (g h)(¢"®y") = (x@h)?! (@™ @y") (g h)(g @ y)" =
=(@@h)(z®y)(geh)(gy)",

por outro lado,
(g @ yh) = (29 @ h)((29)" ® ") = (2* @ h¥) (9 @ h)[(2? ©@ y) (9 © y)]" =

= (z®h)(g@h)(z@y)™(gy)",

assim,

(z@y)"(g®h) = (9& h)(z®y)"

= @@y =(goh) (zay)(gah), (1.1)

_lh_1 lh—l

tomando ¢g; = 2™ e hy = y", temos que z = ¢f ey =hi

tuindo esses valores na equacao 1.1, obtemos:

, substi-

(1 @ h)9M = (g @ 1) @ hy)(g @ h).

(iii) Utilizando as propriedades de produto tensorial juntamente com os itens i) e
i1), temos:
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(9" ®h) =

(
(g g@hh )

[((g™" )@ (B )9)(g@ bl )"

(g7 @ hy)" ' 9) (g @ B ™))"

(g @h)" (g h ) (" @ (k)" )"

(g7 @ h)" 9" (g @ ) (g @ hhy)

(g7 @ hy)" (g @ h)THg @ hy)(g™ @ M)

(g7t @ hy)2 P9 (g @ h) " (g ® ha)(g ® )™

(9 ®h1) M (g @ h)" (g @ hi)(g @ h)™

(g@h) Mg@h) ™ (geh)(g@h) (9@ hi)(g®h)™
(g@h)"(g@h)™.

(iv) Utilizando as propriedades de produto tensorial juntamente com o item i),

temos:
(1 ®h9h) = (g @A 9h)79
= (¢f @hThT)
= [l ®@h ) " @h )
(91 ® h)(gf @ h™9")
= (g @ h)(or ® (7))
= (g@h)(g] ®@h7"
= (1 ®h)(9919 17‘18 ht)o B
= (@ n)[((9g1)* " @ (W) )g~' @ h7))"
= (g @h)(gg @h ) (g7 @ h )"
= (@h)(gg@h) (goh)™"
= (@ @h)(geh) (¢ @h) g h)
= (g@h) ™ (g®h)
(v) Utilizando as propriedades de produto tensorial juntamente com os itens ii) e
ii1), temos:
lg@h, g1 @] = (g@h) (g1 ®h) (g@h) (g1 ®h)

(9@ h)~!(
= (9@ h)~(g® h)lor]
= (g@h) " (g@h)H"h
— gflgh ® h;glhl-

]

Definigao 1.6.3. Um mddulo cruzado é um homomorfismo de grupos p : M — P
munido de uma ac¢ao de P sobre M satisfazendo as relagoes:

p(m?) =p~'pu(m)p
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(m1)M™ = m~tmym,
para todo m,my € M ep € P.
Exemplo 1.6.3. [18, pg. 42/

(i) Sejam G um grupo e N < G. Temos que a fungao inclusio v : N — G é um
modulo cruzado, considerando a acao por conjugacao de G em N.

(ii) Sejam G um grupo, Aut(G) o grupo de automorfismos de G e ¢ : G — Aut(G),
onde ¢ associa a cada elemento g € G um automorfismo interno de G, ¢(g) :
x> grg~ L, para todo x € G. Temos que, ¢ é um mddulo cruzado.

Proposicao 1.6.4. [5, pg. 315] Sejam G e H grupos que possuem uma a¢ao compativel
entre si. Entao:

(i) Existem homomorfismos
ANMGOH —G

N: G H— H,
tais que, N(g®@h) =g 1g" e N(g®@h) = h™9h, para todo g € G e h € H.

(i) Os homomorfismos X e X', munidos das agoes de G e H sobre G ® H (Propo-
si¢ao 1.6.1) sao modulos cruzados.

(iii)) Sex € G H,g € G,h € H, entio \(z) @ h=z"12" e g N(x) =27 92.
(iv) As agoes de G sobre ker(\') e de H sobre ker(\) sao agoes triviais.
(v) Para todo x,xy € G ® H, vale A\(z) @ N (z1) = [z, x1].
Demonstracdo. (i) Seja a : G x H — G um funcao, tal que a(g, h) = g~ 'g", para
todos g € G e h € H. Assim, segue que:

g =979 g o g gt =

= (¢") " (g")" g gt = (") ()" g gt = alg®, W )a(gr, )

a(ggi,h) = (991) " (91)" = 91'g

_ _ _ _ _ h
a(g,hhi) =g 'g"™ =g g" (¢") g™ = g7 g (¢"M) (") =
= Oé(g, hl)a<gh17hhl>'

A prova para o : G x H — H é analoga. Portanto, a e o/ sao biderivativas,
ou seja, existem dois homomorfismos A : G H —- Ge N : G H — H, dados
por AM(g ® h) = g~ tg" e N (g @ h) = h™9h, respectivamente.
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(i) Sejam z =g ®h € G® H e g € G, temos que:
Ma?) = Mgl @ h?) = g7 (9])" = 91%91" = (91 '91)? = Mar @ h)? = g~ A(w)g.
Ser=¢g;®h;ey=9g®hem G® H, utilizando Proposicao 1.6.3, temos:
P2 = (g en) " = (gah) g eh)(geh) =y vy

Portanto, A é um médulo cruzado. De maneira andloga, prova-se que A tam-
bém serd um modulo cruzado.

(iii) Sejam g € G, h € H e x = g; ® h;y elementos arbitréarios, utilizando a Propo-
sicao 1.6.3, temos:

AMr)®@ h = 91_19?1 ®@h= (g1 ® h1)_1(91 & h1)h =z "

gOXN(z) =g ®@h"h = (91 @) (g1 ® h1) = 2.
(iv) Sejam = € Ker(\) e g € G. Pelo item iit), temos:
logg =g N(x) =2% = 29 =,

ou seja, a acao de G sobre Ker()\') é trivial. De maneira andloga, prova-se que
a agao de H sobre Ker(\) é também trivial.

(v) Como z,x1 € G® H, temos que x = g ® h e 1 = g1 ® hy, utilizando o item
v) da Proposigao 1.6.3, temos:

AMz)@N(21) = AMg®h)@N(91® h)
= (97" @ (h " h)
(9@ h, g1 @ hi
= [z, 21

O

Teorema 1.6.1. /5, pg. 315] Sejam G e H grupos que agem trivialmente entre si.
Entao:
G®Hg Gab ®7z Hab‘

Demonstragao. Como G e H agem trivialmente entre si e usando o item v) da
Proposicao 1.6.3, temos que:

g@h g @m]=g"g"©h " =g g hthy =1®1,
ou seja, G ® H é abeliano. Considerando A definido na Proposicao 1.6.4, segue que:

N(g®h)=h"%h=h"h=1,
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logo, ker(N) = G ® H, pelo item iv) da Proposigao 1.6.4, temos que G ® H é
G-trivial. De maneira semelhante, podemos provar que G @ H é H-trivial. Agora,
sendo g = G'g e h = H'h, defina a seguinte aplicagao:

0 : GabXHab — G H

(g.h) = g®h

tal aplicacdo estd bem definida, pois se § = g1 e h = hq, temos que existem = € G’
ey € H' tais que g = xg; e h = yhy, assim:

(9®h) = (xg1 @yh1) = (g1 @) (g1 @Y)" = (x@7)? (g1 @ 1) (z@Y)"" (g1 @Yy)™

=(x®h)(g1®@M)(r®Yy)(g ®y).

Além disso, utilizando os itens ii) e 7ii) da Proposigdo 1.6.3, para ¢a2,95 € G e
ho, hs € H, temos que:

(g2, 93) @ h1 = (2 ® g3) (g2 ® 93)" = (32 ® g3) (g2 @ g3) = 1

91 ® [ha, hs] = (ho @ hg) ™" (ho @ h3) = (ho @ hg) " (ho @ hg) = 1,
logo, como z € G' e y € H', temos que (z®@ hy) = (z®y) = (1 ®y) = L.

Portanto, g ® h = g1 ® hq, concluindo assim que # é bem definida. A aplicagao 6 é
Z-bilinear, pois GG e H agem trivialmente sobre G&® H. Considere M um Z-modulo e
[+ Gay x Hyp — M uma aplicagao Z-bilinear arbitrdria, entao f*: G x H — M onde

J "(9.h) = f(g,h) ¢ uma biderivagao. Logo, I dgtermina um unico homomorfismo
f:G®H — Monde f(g®h) = f'(g,h) = f(g,h).

Assim, pela unicidade do produto tensorial, temos que G ® H = G, ®z Hyp. O
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O Grupo v(G)

2.1 O grupo v(G)

A seguir apresentaremos o grupo v(G) e suas propriedades; para mais detalhes sobre
tal grupo é sugerida a leitura dos artigos [10] e [25]. O grupo v(G) tem fundamen-
tal importancia para atingir os objetivos propostos nessa dissertacao, utilizando as
propriedades de v(G) é possivel encontrar ferramentas para o estudo do quadrado
tensorial nao abeliano de um grupo.

Definigao 2.1.1. Sejam G e G¥ dois grupos isomorfos via isomorfismo ¢ : G — G¥,
dado por g — g¥. Definimos o grupo v(G) como sendo:

v(G) = (G.G? | [g,h7]* = [¢", (R*)?], para todos g.h,k € G, e € {1, ¢}).

Lema 2.1.1. /3, 25] As sequintes relagoes valem em v(G):
(i) g1, 9519950 = [g1, g5 100940 = [g, g519594) = [gn, gE9594), ¥ g1, 9o, 93, g4 € G

(i) (91,95, 93] = (91,92, 95] = [91.95,9%5) = (97, 92, 93] = (95, 92, 95] = [95. 9%, 93],
\V/ 91, 92, 93 S G;‘

(iii) |g,g%] € central em v(G), ¥ g € G;

(v) [c,9%]lg,c?] =1,V geG,ceG;

[
() (91,9592, 97] € central em v(G), ¥V g1, 92 € G
[
(vi) [c,c?] =1,V ce G

Demonstra¢ao. (1) Sejam g1, g2, g3, g4 € G elementos arbitrarios, entao:

23
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g1, g5]lo598) =

9
91,

91,
lg
Iy
l97°
[97°
[

93
91
93
1

] (94 )¢ gép

95

7( 1)@0](92 Y292 af
, (g5° o )¢]g§gf

4 g3 ( 33 94_ 93)90]9:1'9

-1 —
9394 ( 93 9,4
g

2
] [93,94]

19394 )SO]

De maneira semelhante, encontra-se as demais identidades.

(ii) Sejam g1, 92,93 € G e considere as relagdes da Proposi¢ao 1.1.1, do item i)
dessa proposicao e as relagoes definidoras de v(G). Assim,

[91, gép, 93]

-1 _9g2 ]

91, 92, 93] U

[917 942,0]—1[917 g;]gi
91, 95) g1, 9519

[91, 95, 95]

7 ,93]91 [g?,g?f]

9 g1, (g3 )@]92

= 191,93
= |91, [gl’g2 91, (929392 )¥19
o 792[ (921)71%2[91, (g2g5)#)2 42
= 191,03 l92.95] [91,92] 1[91,95][91,95]93
= [g1.95 1[91793] g1, 951091, 951"

91

[

[91,95]79

91,951
= g1, gg]

91,951

91,951~

[

[

g1, 92793]

91,951 gr, 95195

Logo, (91,95, 93) = (91,95, 95] = (g1, 92, 95].

Agora, utilizando as mesmas proposicoes e relacoes acima, temos:

97, 92,95] =

[gf7 g2, 93]

[
[
lg
[
[
[

97, 2] g, go)¥*
97, 92] g7, g2)%

[gfv g2, 93]

[92, 977", 93]
[gz,gl] 5] 921
2791 ] [QQ,Qf]
[92791] ] l92.91
(92, 1]~ ,93]
g1, 92793]

£1-1

—1

] 1

91, 95 [g1, 95195
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Por fim,

97, 95, 93] [(g1 ' 99)%, 2 93]
= [9,7 ] [(g9?)? gg]
= [gf, g5 "G gf, g2t |22
= 95 “"][91’92[ (9295)9571"
= g, f][gl’”][g 95 ' [9179293]92 92
= (9, gs] 0 2lgf, go] - [91,93][91,92]%
= 97,9207 g¥, 9] '[9, 92llat, 92l MaY, gsllor s ol
= {angz] gg , ]9

91,592,393

Portanto, juntando todas as identidades encontradas, temos que (g1, g5, g3] =

(91, 92, 95] = [01,9%,9%) = (97, 92,93 = 97, 92,95 = (97,95, 93], V g1, 92,95 €
G.

(iii) Seja g € G um elemento arbitrério e considerando o item anterior, temos:

9,97, h¥] = [g9,9,h7] = [1,h7] = 1

9,97, 7] = [9,9%1 "9, 9" = [9,9%1 9, 9°1" = lg, 9%, 1),
logo, [g,¢¥] comuta com os geradores de v(G), ou seja, [g,g¥] é central em

v(QG).

(iv) Considerando o item anterior:

(9192, (91,92)%] = |91, (9192)%]% [92;(9192)‘@ .
l91, 9517291, 9719292 92, 95 ] (92, gf]g2
= 191, 9912191, 971192, 95 1[92, 9717

como [g1, g7] e [g2, g5] sdo centrais, temos que:

— _ P (%)
(9192, (91, 2)%)[g1, 9] g2, 9517 = (91, 651%[92, 971 = ([91., 65 )[g2, 6f))%> =

= (9192, (91, 92)% 191, 951 g2, 951" = [g1, 951192, 95

Portanto, como (g1, g5 ][g2, g7 ] é produto de elementos centrais, entao o mesmo
¢ central.

(v) Considere ¢ € G’ um comutador simples, ou seja, ¢ = [z,y]|, para alguns
x,y € G, temos:

[z, 9], 9°1lg, [=, y]*] = [[=,y]?, gllg, [z, y]?] = 1.
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Seja ¢ = [[i—,[xi, vi], para z1,y; € G, vamos assumir que o resultado ¢ valido
para n, ou melhor,

{ﬁ[%yz‘]agw} {gﬁ[xi,yi]“’} —1,

i=1 i=1

vamos provar entao para n + 1:

{ﬁm%]’g@} [Qayﬁ[xuyz-]“"},

i=1 i=1
mas,
n+1 n [Tn41,Yn+1]
[H[xiayi]agw} = [H[Izﬁyi]vg(p] [Zns1: Y1l 97
i=1 i=1
e

9

] [Tn+1,Yn+1]

n+1 n
|:g7 H[xu yl](p:| [ga ['Tn—i—h yn-i-l |:gv H Ly, yl
=1

=1

assim, como [[Zn11,Ynt1], 9°1[9, [Zn41, Yn41]?] = 1, temos que:

[ﬁ[% yil, g(p} {9, ﬁ[% yz‘]w} =

i=1 i=1
n [Tn+1,Yn+1] n [Tn+1,Yn+1]
= [H[%ayi]ﬂw] {gaH[l’i,yz’]%] =
i=1 =1
n n [Tn+1,Yn+1]
i=1 i=1
(vi) Considere ¢ € G’ um comutador simples, utilizando os itens anteriores, temos:
e.¢?] = [r.y.[r.y)
= [z,9%, [z, y]]
= [z, 9], [ yl]
— oy )
= [o,y7] [z, y?]l]
= 1.

Agora, para um elemento ¢ € G’ genérico, podemos assumir que ¢ =
[T-,[®i, y;]. Assuma que é valida a seguinte igualdade:

[Hyny] -
=1 =1
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provaremos que também vale para n + 1, assim:

{Tﬁ[xi,yi]vrﬁ[xi,yi]] = [ﬁ[wi,yi],(ﬁ[xiayi][xn—l—layn-i-l])(p} =

=1 =1 i=1 i=1

n+1 n+1 n [g;n+17yn+l]w
== |:H[xi7yi]7[xn+l7yn+l]¢:| |:H xmyl 7H:C“yz :| s
=1 =1

i=1

mas, temos que:

{ﬁ[%yz’]; [$n+1,yn+1]“’} -

=1

n [@n+1,Yn+1]
= [H[ﬂfw yil, [Tn1, yn+1]¢1 [Trs1s Ynsa]s [Tngrs Ynga]¥] =

=1
n [Tn+1,Yyn+1]
= |:H[$Za 91]7 [xn-i-la yn+1]¢:| )
=1
(§]
n+1 n [Tn+1,Yn+1]%
|:mey17H$wyz :| =
=1 =1
n n [Tn41,Yn+1] n [Tn+1,Yn+1]
|:H Ty Yi ’H xzayz :| |:[$n+17yn+1]7H[xi7yi]<p:| =
=1 =1 =1
n [Tn+1,Yn+1]
- {[mn+17 yn—l-l]v H[x“ yl]@:| y
=1
assim:

[ﬁ[ﬂ?u%]?rﬁ[%yz‘]] =

=1 =1
n [Tnt1,Yn+1] n [Tnt1,Ynt1]
- {H[x“ yi]? [anrlv yn+1]w:| [[anrlv yn+1]7 H[I“ yi]¢:| =
i=1 i=1
n n [Znt1,Ynt1]
= ( |:H[xz7 yi]) [$n+17 yn+1]<p:| |i Ln+1, ynJrl ) H Zi, yz :| ) 5
i=1 =1

utilizando o item anterior, concluimos que:

{ﬁ[fy]ﬁ[:vy]} ~1.

i=1 i=1
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Lema 2.1.2. /25, pg. 67] Sejam a,b,x elementos em G tais que [z,a] = 1 = [z, b].
Entao:
[avba l‘tp] =1= Ha’a b]w,l’].

Demonstragao. Como [z,a] = 1 = [z,b], temos que a = a” e b = b*. Utilizando o
Lema 2.1.1, concluimos que:

[a?,b%, 2] = |a,

Lema 2.1.3. [25, pg. 68] Sejam x,y elementos de G tais que [x,y] = 1. Entdo:
(1) [z", y?] = [z, y%]" = [z, (y¥)"], para todo n € Z;

(ii) se x ey sao elementos de tor¢ao de ordens o(x) e o(y), entdo o([x,y?]) divide
mdc(o(x), o(y))-

Demonstragao. (i) O resultado é trivial para n = 0 e n = 1, vamos assumir que
o resultado é valido para n, assim V n € 7Z, temos:

[$n>y¢] = [Lyq” = [xv (y(p>n]
Agora, vamos provar que o resultado vale para n+1 (lembrando que [z,y| = 1):

[l’n+17 y@] =

&
[,
= [o"
[
[

n

Y0 [z, y?]
z, Y] [z, y¥]
) ] [, y¥]

&
-G/-\

Por outro lado,
[z, (y*1)¢] =

Como n € Z, vamos provar que o resultado também vale para n < 0, seja
n = —1, temos que:

L (G Y M

Il
<@
RS

8
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Pelas relagoes de comutadores, temos também que:
[z y%] = [(=7H)™,y¥]

= [l yf]"

= [z, 97,

V' 'm > 0. Para [z, (y~™)¥] é provado de maneira semelhante. Assim, Vn € Z,
temos:

2", y7) = [z, 97" = [=, (y7)"]:
(ii) Sejam o(x) =n, o(y) = m e o[z, y?]) = k. Temos que:

[z, y*]" = [z",y7] = 1

[l’ﬂy@]m = [J}, (ym><p] =1,
logo, k | n e k| m, implicando em k | mdc(o(z), o(y)).
O
Observagao 2.1.1. Pela simetria entre as relagoes que definem o grupo v(G),

ressalta-se que o isomorfismo ¢ é estendido unicamente para um automorfismo ¥
de v(G) enviando g — g%, g¢ +— g e [g1,95] = [g2,9{]7", para todo g, g1, g2 € G.

Definigao 2.1.2. Seja m um conjunto de niumeros primos, dizemos que um numero
natural n é um mw-numero se:

_ 1,00 «
n=p; PP

ondep; €emel <i<r. Un grupo é dito ser um m-grupo se a ordem do mesmo é
um T-numero.

Proposigao 2.1.1. /25, pg. 69] Seja G um mw-grupo finito (m um conjunto de primos),
nilpotente finito ou solivel de grau finito. Entdo, v(G) € também um w-grupo finito,
nilpotente finito ou soluvel de grau finito.

Sejam N um subgrupo normal de GG e m um epimorfismo canonico:

. G — G/N
g — Ng

Seja G o grupo quociente G/N, o epimorfismo 7 da origem ao epimorfismo 7 :
v(G) — v(G) tal que g — 7, g¥ — ¢%¥, onde G¥ = G¥/N¥ sera identificado com
G”.
Proposicao 2.1.2. [25, pg. 69] Com as notagoes acima, temos:

(1) [N,G?] dv(G), [G,N¥] v (G);

(ii) ker ® = (N, N¥)[N,G?]|G, N¥].
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2.2 Quadrado Tensorial nao Abeliano de um Grupo

Ja vimos no Exemplo 1.6.2 que existe um homomorfismo x : G ® G — G’ dado
por k(g ® h) = [g,h] para todo g,h € G. Denotaremos por J5(G) o nicleo do
homomorfismo k.

Seja o epimorfismo 7 : G ® G — [G,G¥], definido nos geradores de G ® G por
(g1 ® g2) = [g1,9%]. A proposicao a seguir nos fornece uma ferramenta para o
estudo do quadrado tensorial G ® G, utilizando as propriedades do grupo v(G)
introduzidas por N. Rocco em [25].

Proposicao 2.2.1. /25, pg. 70] T é um isomorfismo.
Proposicao 2.2.2. [/, pg. 181] Temos que Jo(G) = ker (k), assim:
(i) Jo(G) é central em G ® G
(i1) a agdo de G sobre Jo(G) € trivial.
Demonstracao. (i) Utilizando o item (v) da Proposi¢ao 1.6.4, para x € Jo(G) e

r1 € G® G temos:
[CC,iIZ'l] = H(.Z') ® ’Li(x1> = 17

logo, J2(G) C Z(G ® G).

(ii) Do item (iv) da Proposi¢ao 1.6.4, para o caso K = A : G ® G — G, sendo
Mg ® h) =[g,h], a acdo de G sobre ker (\) = Jo(G) é trivial.

]

Observagao 2.2.1. J5(G) € isomorfo a m3(SK(G,1)), o terceiro grupo de homotopia
da suspensdo de um espago de FEilenberg-Mac Lane K(G,1), para mais detalhes
consulte [5, pg. 324] e [15].

Lema 2.2.1. /23, pg. 29-30] Sejam g € G e ¢ € G’ elementos arbitrdrios. Entao:
cgRceg=9g®g e gecRge=gxg.

Demonstragao. Sabendo que J3(G) é central em G ® G e usando os resultados de
1.6.3e1.6.4,sejag € Gec=[r,yl € G, assim:

cgcg = [r,ylg® [z,9]g
= ([z,y]@[z,yl9) (g ® [w,y]g)
= ([v,yl®9)([z,y] @ [z,y])! (9 ® 9)(9 ® [z, y])?

, Yl
®9)([z,y] ® 9)!([z ® y, 2 @ y))* (9 @ [z, y])?
® g)([z,y] ® 9)?(g ® [x,y])?,

| [z, yl®g=(x®y) (z®y)’
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9@z yl = (z0y) " (z®y),
logo, ([z,y] ® ¢)(g ® [z,y]) = 1 e portanto cg ® cg = g ® g para ¢ um comutador
simples. Usando um argumento indutivo prova-se que vale para todo ¢ € G'. O]

Definigao 2.2.1. Seja A um grupo abeliano. O funtor quadrdtico de Whitehead T'(A)
¢ o grupo gerado pelos simbolos ya, com a € A, satisfazendo as sequintes relagoes:

(i) v(—a) = y(a);
(i) v(a+b+c)+~vy(a)+v(b) +v(c) =~v(a+b) +v(b+c)+v(a+c).

Proposigao 2.2.3. [/, pg. 181] Existe um homomorfismo ¢ : I'(Gy) — G ® G, dado
por ¥(vg) = g ® g, onde G denota a classe lateral de g médulo G'.

Seja Y (G) = |G, G¥], de acordo com N. Rocco em [25], tal grupo é subgrupo normal
de v(G), por esse fato, temos que vale a seguinte igualdade v(G) = T(G) - G - G%,
dessa forma é possivel dar uma melhor descricao da série central inferior e série

derivada de v(G).

Teorema 2.2.1. [25, pg. 72-73] Para i > 2 o i-ésimo termo da série central inferior
v(G) de v(G) é dado por:

1 (W(G)) = %i(G)yi(G9) -1 (G), GG, i (GF)).

Coroldrio 2.2.1. [25, pg. 73] Seja G um grupo nilpotente de classe c¢. Entao, v(G) €
um grupo nilpotente de classe no mdximo ¢+ 1.

Teorema 2.2.2. [25, pg. 73] Para i > 2 o i-ésimo termo da série derivada de v(G)
¢ dado por:
V(g)(i) — G(l’)(@s@)(i) [G(ifl)j (Gso)(ifl)h

onde GW denota o i-ésimo termo da série derivada de G.

Corolario 2.2.2. /25, pg. 73] Seja G um grupo solivel de comprimento derivado I.
Entao, v(G) € solivel de comprimento derivado no mdzximo [ + 1.

Lema 2.2.2. [3, pg. 91] Seja G um p-grupo finito. Entdo, para todo k > 1, temos:

(G), G*] = |G, ((G))?]-
Proposicao 2.2.4. [25, pg. 73] Seja G = N x H um produto semidireto de seus
subgrupos N I G e H < G. Entao:
(i) v(G) = ((N,N®) [N, H?][H, N¥]) x (H, H?);
(i1) (H,H?) 2 v(H).

Proposigao 2.2.5. /26, pg. 1992] Seja G = H x K wm produto direto de grupos
arbitrarios H e K. Entao:
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(i) v(G) = (H, H?) (K, K%) [H, K¥][K, H7];
(ii) (H,H?) = v(H), (K,K?) = v(K);

Q) = Y(H)x T(K) % [H, K*|[K, H]

T
(1) (H®H) x (K®K) x (H®z K) x (K @ H).

[t

Corolario 2.2.3. /25, pg. 74] Seja G = Py x --- x P, um grupo nilpotente finito,
sendo P; um p;-subgrupo de Sylow de G. Entao:

(i) v(G) Zv(P) X - xv(B,);
(i1)) T(G) XY (P) x--- x T(P,).

Agora, vamos apresentar alguns limitantes para a ordem do quadrado tensorial nao
abeliano de um grupo p-grupo finito G. Para mais detalhes, consulte [25, pg. 75-78].

Lema 2.2.3. /25, pg. 75] Seja ¢ € Z(G) N G" um elemento de ordem p. Se ®(G)

denota o subgrupo de Frattini de G, entao:
G G
|v(G)| divide pz‘—HV(—) ’
(G| \{e)
Proposigao 2.2.6. /25, pg. 76] Seja G nilpotente de classe 2. Entdo:
G
(&)

Teorema 2.2.3. /25, pg. 77] Seja G um p-grupo finito com |G| = p" e |G'| = p™.
Entio, |v(G)| divide pm**+2n—mn.

G
G ®7 —

” .
|T(G)| divide el

Corolario 2.2.4. [25, pg. 77] Sejam |G| = p", |G'| = p™ e d = d(G) o nimero
minimo de geradores de G. FEntao:
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p-grupos finitos powerful

3.1 p-grupos Finitos

Nessa se¢ao serao abordados alguns conceitos e propriedades sobre p-grupos finitos.
Seja p um numero primo, um grupo G é dito ser p-grupo se a ordem de todos seus
elementos sao poténcias de p. Se um p-grupo G for finito, entdao teremos |G| = p"
para algum n € N. Por facilidade iremos fixar G como sendo um p-grupo finito nao
trivial.

Lema 3.1.1. [19, pg. 13]
(i) Se N € um subgrupo normal nao trivial de G, entao N N Z(G) é ndo trivial.
(i) Um subgrupo normal minimal de G tem ordem p e é central em G.
(iii) Os fatores de composicio de G sao ciclicos de ordem p.
(iv) Toda série principal de G é central.
Lema 3.1.2. [19, pg. 13] Seja |G| = p™ onden > 1. Entao G € nilpotente e cl(G) < n.
Lema 3.1.3. [19, pg. 13]

(i) Se H é um subgrupo proprio de G, entdo H é um subgrupo prdprio de seu
normalizador, ou seja, H < Ng(H).

(i1) Um subgrupo mazimal de G é normal e de indice p.
(iii) Sejam M e N subgrupos normais de G, com M < N[M,G]. Entao, M < N.

Defini¢ao 3.1.1 (Subgrupo de Frattini). O subgrupo de Frattini de um grupo K € a
intersecao de todos os subgrupos mazximais de K, o mesmo serd denotado por ®(K).
Se o grupo K nao possui um subgrupo mazximal, entdao definimos ®(K) = K.

33
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Proposigao 3.1.1. [19, pg. 14/

(i) O subgrupo de Frattini de um grupo G serd ®(G) = G'GP. O rank do grupo
abeliano elementar G/®(G) é denotado por d(G).

(ii) (Teorema da Base de Burnside) Todo conjunto gerador de G contém um sub-
conjunto gerador com exatamente d(G) elementos. Além disso, {x1, ..., xac)}
gera G se, e somente se, {t1P(G), ..., xa)®(G)} € uma base para o espago
vetorial G/®(G).

Observagao 3.1.1. rk(G) = sup{d(H) | H < G} € o rank de um grupo finito G e
d(H) € a cardinalidade minima para um conjunto gerador de H.

Definicao 3.1.2. Seja i > 0 um inteiro. Entao:

GO = (o [z e G} e G = (G

QU (G) ={z e G| 2" =1} e U(G) = (Qu (D).

Para i > 0, I;(G) € definido indutivamente por:

IIh(G) = G e II;(G) = (I,_1(G))", para i > 0.

Quando G ¢ um p-grupo finito e possui as seguintes igualdades Gt = @G,
Qi (G) = U(G) e |G : Q(G)| = |G|, G ¢ dito ser power abelian, tal propriedade
vale para p-grupos abelianos, além disso, outras classes de grupos compartilham da
mesma propriedade, um exemplo é a familia de p-grupos powerful.

Definigao 3.1.3. O expoente de um grupo G € o minimo mailtiplo comum da ordem
dos elementos de G, ou seja, € o menor valor n € N, tal que g" = 1, para todo
g € G. Notagao: exp(G) = n.

Observagao 3.1.2. No caso de p-grupos finitos, nds temos que exp(G) = p°¢, para
algum e € N.

Segundo N. Gongalves em [13], em grupos abelianos e em algumas familias de p-
grupos finitos, o produto de poténcias n-ésimas é uma poténcia n-ésima, isto é, para
todos elementos x,y e para n inteiro existe z tal que 2"y" = 2". No caso abeliano
z = zy, mas tal condicao nao vale para todos os grupos. A férmula de compilagao
de Philip Hall nos da uma relagao semelhante que vale para grupos arbitrarios.

Teorema 3.1.1. [7, pg. 355] Sejam x,y elementos de um grupo arbitrdrio G e n um
inteiro positivo. Entao:

n G0

"y" = (xy)"c ER & I (&)

onde ¢; € v(G) para cada i € {1,...,n}.
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Conforme Gongalves em [13], cada ¢; pode ser construido como um produto de co-
mutadores de tamanho pelo menos 7. Além disso, os tinicos elementos que aparecem
nesse produto sao x e y. Entao, podemos considerar cada ¢; = ¢;(x,y) € v;({x,y)).
Com respeito & p-grupos finitos, tomando n = p* podemos obter resultados mais
interessantes da férmula acima, conforme o seguinte teorema:

Teorema 3.1.2. [11, pg. 4] (Formula de Compilagio de Philip Hall) Sejam G um
grupo arbitrdrio e x,y dois elementos de G. Seja H = (z,y) e L = (x,[z,y]). Entao,
para todo k > 0, temos:

(zy)?" = 2"y (mod ~vo(H )" ~,(H)? -y (H) (3.1)

[yl = [, y] (mod 72(L)" 7,(L)? ~ Yk (L)- (3-2)

Lema 3.1.4. [11, pg. 5] Sejam G um p-grupo finito, e M e N subgrupos normais de
G com N < M[N,G|NP. Entdo, N < M.

Teorema 3.1.3. [11, pg. 5] Sejam G um p-grupo finito e M e N subgrupos normais
de G. Entao:

[IN?*, M] = [N, M]"" (mod [M,, NJ"""'[M,,» NJI* " ... [M,x N]), para todo k € N.

3.2 p-grupos Powerful

Nessa secao serao apresentadas as propriedades e definigoes sobre p-grupos finitos
powerful, tal familia de grupos contém a familia de p-grupos abelianos, a mesma foi
introduzida por A. Mann e desenvolvida no artigo [21] pelos autores A. Lubotzky e
A. Mann. Para mais detalhes acerca dessa teoria consulte [7] e [21].

Definicao 3.2.1. Quando G é um p-grupo finito, definimos a sequinte sequéncia de
subgrupos:
P (G) =G, P1(G) = P(G)P[P(G),G], parai > 1.

Para facilitar denominamos G; = P;(G), tal série é chamada de p-série.

Podemos ver que a p-série é uma série descendente de subgrupos normais em G e
ainda central, pois [P;(G), G| < Pii1(G).

Lema 3.2.1 (Lei Modular de Dedekind). [24, pg. 15] Sejam H, K, L subgrupos de
um grupo G e H < K. Entao HLNK = H(LN K).

Definigao 3.2.2 (Powerful e Powerfully Embedded). Seja G um p-grupo finito. Entdo,

(i) O grupo G € dito ser powerful se:

G' <

GP, sep>2
G*, sep=2
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(i) Um subgrupo N de um grupo G € dito powerfully embedded em G, se:

NP sep>2
[N, 6] < {N4, sep=2

Notagao: Se um subgrupo N ¢é powerfully embedded em G, escrevemos N pe G.

Observagao 3.2.1. Da definicao de subgrupo de Frattini de um p-grupo finito temos
O(G) = GPG', logo para p impar, G € powerful se, e somente se, ®(G) = GP.

Exemplo 3.2.1. (i) Todos os p-grupos abelianos finitos sao powerful e todos seus
subgrupos sao powerfully embedded.

(ii) Para p impar, grupos ndao abelianos de expoente p ndo sao powerful.

(i1i) Grupos nilpotentes de classe 2 nao necessariamente sio powerful (Basta ob-
servar o grupo Dy, onde o mesmo € um 2-grupo com cl(D,) < 2).

(1v) Subgrupos de grupos powerful nem sempre sao powerful.

Exemplo 3.2.2. [remos explorar o item (iii) do exemplo anterior, utilizando o grupo
Dy.

Seja o grupo Dy = (z,y | 2* =1 =92, z¥=z"1) (diedral com 8 elementos), Dy é
um grupo nao abeliano de ordem 23, temos que Z(Dy) = (2%), logo |D,/Z(D,)| = 4,
assim Dy/Z(Dy) € abeliano, como Z (D) < Dy entio Dy < Z(D4). Dy é nao
abeliano, logo D) é nao trivial, entao Z(Dy) = D), assim:

Y1(D4) = Dy, 72(Ds) = [Dy, Da] = Dy, 73(Ds) = [Dy), D4] = {1}.

Por definicao, Dy tem classe de nilpoténcia 2. Mas pela construcao de Dy vemos
que D} = {1}, assim concluimos que D, nao estd contigo em Dj.

Portanto Dy nao é powerful.

Exemplo 3.2.3. Mostraremos, por um exemplo, que nem todo subgrupo de um p-
grupo powerful é ainda powerful.

Seja G = {a,b,c| a®=b*=c* =1, ab=ba, ac=ca, b°=0""), ou seja, G = Dy x
Cs, podemos ver que todo elemento de G € da forma a'’c®, sendo 1 < i < 8,
1<j<del<k<2

Seja N = (b*a*) e temos N Q G, de fato, seja a'V/c € G arbitrdrio, entdo:
(b)Y = ¢ b7 a " WPata’bi ¢ = ch’atc = chbea® =
= (cbe)(cbe)a* = b~ b ta* = b %a* = b%a* € N,
logo, N < G.
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Considere K = G/N, temos que K' = [K,K] = [G/N,G/N] = [G,G]N/N =
(b*) N/N = (’N) = (a*N) = {(aN)*) < K*.

Logo K € um p-grupo powerful. Seja H = (bN,cN), onde o(bN) =4, o(cN) =2 ¢
(BN)N = ¢ INDNeN = bN = b-IN = (bN)~1,

Portanto, H = Dy, sendo assim H nao € powerful.

Lema 3.2.2. [7, pg. 87] Sejam G um p-grupo finito e N, K e W subgrupos normais
de G, sendo N < W.

(i) Se N pe G entio NK/K pe G/K.

(ii) Sep é impar e K < NP, ou se p=2 e K < N* entio N pe G se, e somente
se, N/K pe G/K.

(i1i)) Se N pe G e x € G, entao (x,N) é powerful.

(iv) Se N nao é powerfully embedded em W, entdo existe um subgrupo normal J
de G tal que:

e Sep € impar,
NPIN, W, W] < J < NPIN,W| e [NP[N,W]: J] = p.
e Sep=2,

NAN, W[N, W, W] < J < N2[N,W] e [NYN,W]: J] = 2.

Proposigao 3.2.1. [7, pg. 38] Sejam G um p-grupo finito e N < G. Se N pe G,
entdo NP pe G.

Teorema 3.2.1. [12, pg. 37-89] Sejam G um p-grupo e M, N subgrupos powerfully
embedded em G, entao:

(i) [N?, M) = [N, M.
(i) [N,G] e MN sao powerfully embedded em G.
Corolario 3.2.1. /21, pg. 487] Seja G um p-grupo powerful.
(i) Os subgrupos v;(G), GO, G¥' e &(Q) sio powerfully embedded em G.
(i) Se vi41(G) C H C v(G), com i > 2, entdo H é powerful.
Lema 3.2.3. [7, pg. 39] Seja G um p-grupo powerful.
(i) Para cada i, temos que G; pe G e Gip1 = GE = (G;).

(i1) Para cada i, a aplicagio x — xP induz um homomorfismo de G;/G;y1 sobre
Git1/Gita-
Lema 3.2.4. [7, pg. 40] Se G = (a1,...,aq) € um p-grupo powerful, entio GP =
(af,...,ah).
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Demonstrag¢ao. Consideremos o epimorfismo 7 : G/Gy — Go/G3. Como G =
<CL1, c. ,ad>, entao G/GQ = <(I1G2, c. ,adG2>.

Pelo epimorfismo w, G5/G3 = (m(a1Gs), ..., m(agGs)), como 7(x) = zP, teremos
Gy = (a}GY, ..., dbGh) Gs = (dl, ..., al) G3, pois Gy = G3.

Como G ¢é powerful, entao ®(G) = G? e G5 = ®(Gy), temos GP = (af,...,a}). O

Proposicao 3.2.2. [7, pg. 40] Se G € um p-grupo powerful entao todo elemento de
GP ¢é uma p-ésima poténcia em G, ou seja, GP = G},

Demonstracao. A prova serd feita por indugao sobre a ordem de G. Se | G |=1, o
resultado segue trivialmente.

Suponhamos entao que vale a hipdtese de indugao para todo p-grupo powerful com
ordem estritamente menor do que | G |.

Sejam g € GP e 7 o epimorfismo de G/Gy sobre Go/G3, definido no lema acima,
como Gy = GP, existem = € G e y € Gj3 tais que g = 2Py.

Defina H = (G?,x) = (G, x). Vimos anteriormente que G; pe G, pelo Lema 3.2.2
H é powerful. Logo, como y € G3 = G, entdo g = 2Py € (z, GY) = HP.

Se H # G, entao pela hipotese de indugao, g é uma poténcia de um elemento de H,
logo de um elemento de G.

Se H = G, teremos G = (Gq, ) = (P(G),z) = (x), ou seja, G é um grupo ciclico,
portanto o teorema sera vélido para G. O]

Proposigao 3.2.3. /21, pg. 489] Seja N um subgrupo powerfully embedded em G. Se
N € o fecho normal de algum subconjunto de G, ou seja, se X C G e N = (X)G,
entao N € gerado pelo conjunto X.

Teorema 3.2.2. [21, pg. 490] Se G € um p-grupo powerful e H < G entdo d(H) <
d(G).

Demonstrag¢ao. A prova serd feita por indugao sobre a ordem do grupo G. Se | G |=
1, obtemos o resultado trivialmente. Suponhamos valida a hipdétese para p-grupos
powerful com ordem menor (estrita) que | G |. Seja d(G) = d e d(G3) = m, onde
G5 = ®(G) por definicao. Seja H < G, temos que Gy é powerful (Lema 3.2.3),
entao consideremos o grupo K = H N Gy < (G5, pela hipdtese de indugao teremos
A(K) < m = d(G).

Seja agora a aplicacdo 7 : G/Gy — G5/G3 dada por x — 2P que é um epimor-
fismo (Lema 3.2.3), e como Gy = ®(G), segue que d(G) = d = dim (G/P(G)) =
dim (G/G3) (onde dim denota a dimensao como um [F,-espago vetorial). Por outro
lado, G3 = ®<G2)7 assim d(Gg) =m=dim (GQ/Gg)
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Como ambos quocientes sao também espacos vetoriais, podemos ter:

dim(ker m) = dim(Dom(r)) — dim(Im(m)) = dim (G%) e (%)

= dim(ker m) =d —m.
Assim, dim (ker m N (HG3)/G2) < d—m. Considerando a restrigao de 7 ao conjunto

HG5/Gy, temos dim (7 (HGy/G2)) = dim (HGo/Gy) —dim (ker m N (HG2)/Gs) >
e—(d—m)=m—(d—e), onde e = dim (HG5/G5).

Sejam hy, ..., h. elementos de H tais que HGy = (hy,...,he) Go. Observe que
P(K) < K? e por definicao G5 = ®(Gy) = G5, mas K = HN Gy entao K? < G =
G, logo (K) < Gs.

Desde que ®(K) < K? < (G5, o subespaco de K/®(K) gerado pelas classes hi, ..., hE
tem dimensao pelo menos dim (7 (HG2/G2)) > m — (d — e).

Como d(K) < m, pela hipétese de inducao, podemos encontrar d — e elementos
Ui, Yd_e de K tais que K = (b, ... k. y1,. .., y4_.) P(K).

Entao K = (W], ...,hE g1, ., Yd_e)-

Logo:
H=HNHGy=HN(h,...,he) Gy = (hy,..., he) (HNGs)
:>H: <h1,...,h6>K: <h17---7he7y17---ayd—e>-
Portanto, d(H) < d(G). O

Relembremos que o posto de um grupo finito é definido por:

rk(G) = sup{d(H) | H < G}.

Observagao 3.2.2. E interessante observar que ao usar o teorema acima, podemos
obter a igualdade rk(G) = d(G), para p-grupos finitos powerful.

Definicao 3.2.3. Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Definimos
V(G,r) como sendo a interse¢ao dos nicleos de todos os homomorfismos de G em
GL(E,)

Segundo Dixon, du Sautoy, Mann e Segal em [7], a imagem de um homomorfismo de
um p-grupo G em GL,(F,) é um p-grupo, e todo p-subgrupo de GL,(F,) é conjugado
a um subgrupo do grupo uni-triangular inferior U, (FF,). Podemos igualmente definir
V(G,r) como sendo a intersegdo dos nicleos de todos os homomorfismos de G em
Ur (FP)

Observe que um elemento g € G pertence a V (G, r) se, e somente se, g age trivial-
mente em qualquer representacao linear de G sobre qualquer F,-espaco vetorial de
dimensao no maximo r.
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Definimos agora o inteiro \(r) como sendo:

A= < 22 para r € N.

Lema 3.2.5. [7, pg. 42/

(1) O grupo U,(F,) possui uma série, de comprimento \(r), de subgrupos normais,
com quocientes abelianos elementares.

(ii) Se G € um p-grupo finito, entio G/V(G,r) possui uma série com essas pro-
priedades.

Proposicao 3.2.4. [7, pg. 43] Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo.
Coloque V- = V(G,r) e seja W =V se p for impar ou W = V? se p = 2. Se
N <G, dN)<reN<W, entio N pe W.

Teorema 3.2.3. [7, pg. 44] Seja G um p-grupo finito de posto r. Entao, G possui
um subgrupo caracteristico powerful de indice pelo menos p™") se p for impar ou
2rtrA() e p = 2.

Demonstragao. Considere V- = V(G,r), pelo Lema 3.2.5, G/V possui uma série
de subgrupos normais com comprimento no maximo A(r), onde os quocientes sdo
abelianos elementares. Com relagao ao grupo G, temos a série V < Ny < --- <
Ny =G, com s < A(r) e N;/N;11 é um p-grupo abeliano elementar.

Por hipétese G tem posto r, entao cada um dos fatores possui ordem no maximo p”,
pois d(N;) < d(G) = r. Com isso [G : V] < p™(),

e Caso p > 2: vemos que pela definicao de V', temos que V é caracteristico em
G, logo V < G. Como G possui posto 7, temos que d(V) < r. Aplicando a
proposicao anterior temos que V' pe V', ou seja, V' é p-grupo powerful. Portanto
se p > 2, o subgrupo V é caracterfstico powerful de indice no maximo p" "),

e Caso p = 2: por definicao V? char V e como V char G, entao V? char G
e assim V2 < G. Como também temos que d(V?) < r, aplicando a proposi-
cao anterior temos que V2 pe V2, logo V2 é powerful. Portanto, vemos que
[G: V2] =[G :V][V:V? <20 2r = 2r+mA() (pois [V : V2] também tem or-
dem no maximo 2"). Nesse caso o subgrupo caracteristico powerful encontrado
foi o subgrupo V2 de fndice 27+,

]

A dissertacao de mestrado de N. Gongalves em [12] trds bons resultados acerca
da teoria de p-grupos powerful, bem como alguns resultados sobre p-grupos potent,
essa segunda familia de p-grupos possui caracteristicas semelhantes das vistas em
p-grupos powerful.



Capitulo 4

O Quadrado Tensorial nao Abeliano de
p-grupos Finitos

Nesse capitulo o artigo [22] foi tomado como referéncia principal, serdao abordados
os principais resultados sobre o quadrado tensorial nao abeliano de p-grupos finitos
e algumas caracteristicas relevantes, além disso, serao apresentados bons limitantes
para a ordem dos principais grupos trabalhados nessa dissertagao.

4.1 Quadrado Tensorial nao Abeliano de p-grupos Fini-
tos Powerful

Lema 4.1.1. [1, pg. 293] Seja G um grupo nilpotente, onde cl(G) < 2, entdo para
todo g, h € G e seja m e n inteiros arbitrdarios, temos:

g™, (h#)") = [g, h#)™" [k, [g, b)) (g, [g, h]#)" ().

Teorema 4.1.1. [22, pg. 22] Seja G um p-grupo powerful. Entao os grupos
v(G),v(G)] e [G,G?] sao powerfully embedded em v(G).

Demonstracao. Primeiro vamos provar que [v(G), v(G)] pe v(G).

Assuma que p > 2, vamos desenvolver a demonstra¢ao médulo [v(G), v(G)]P, ou seja,
podemos tomar [v(G),v(G)]P = 1. Queremos mostrar que v3(v(G)) = 1. Podemos
assumir sem perda de generalidade que v(G) é nilpotente de classe < 3. Temos que
G,G]P < [v(GQ),v(G)]P =1, como foi suposto. Como G ¢é powerful, pelo Corolario
3.2.1 segue que 3(G) = [G',G] < G? = [G,G]P = 1, portanto G é um grupo
nilpotente de classe < 2.

Pelo Teorema 2.2.1, temos que:
%(V(Q)) = %(G)v(GF)1i-1(G), GG, 71 (GF)],

41
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’ W(G) = (GG (), GG, 1(G)]
= [G,G,G¥][G,[G¥,G¥]]
= [G,G, G‘f’][GW,G‘f’,G],

pois G e G¥ sao nilpotentes de classe < 2, ou seja, 13(G) = v3(G¥) = 1. Temos, pelo

Lema 2.1.1 que, [gf7 gLQP7 93] - [917 g2, 93@]7 vyla 92, 93 € G7 IOgO 73(V(G)) - [G> G7 G‘p]
Como G é nilpotente de classe < 2 e pelo Lema 4.1.1, temos:

g™, ()] = [g, )™k, [g, h]?]"(2) [g, [g, b]#]" (),

para todos elementos g, h € G e inteiros m, n. Seja [g, h, k¥] um elemento arbitrario
de [G,G,G¥]. Como G é powerful, pela definigdo de p-grupo powerful e pela Propo-
sicao 3.2.2, temos que [g,h] € GP e [g, h| = 2P, para algum = € G. Podemos tomar
G = G?, pois p é impar, assim podemos escrever o elemento k como sendo o produto
[1;¥? € G? (sem perda de generalidade, suponhamos que k¥ = (y/)?), para certos
y; € G, logo:

(@, (49)?] = [, 9812y, [, ] PP [, [, i) 1P 0) = 1 ((W(G), (@) = 1),

assim, podemos concluir que [z*, k?] = 1. Portanto v3(v(G)) = [G,G,G?] = 1, ou
seja, [V(G),v(G)] pe v(G) para p > 2.

Vamos realizar algumas mudangas para provar o caso p = 2. Vamos assu-
mir que [v(G),v(G)]* = 1, logo [G,G]* = 1, como G é powerful, temos que,
13(G) < [G,G]* = 1, logo G ¢ nilpotente de classe < 2. Como o caso acima,
podemos observar que v3(v(G)) = [G,G,G%]. Seja [g,h,k¥] € [G,G,G¥] um ele-
mento arbitrério. Como G é powerful, existe um elemento x € G tal que [g, h] = 2%
Nesse caso podemos tomar G = G2, entdo ¢ suficiente considerar o caso quando

k = 93, para algum y € G, assim utilizando o Lema 4.1.1, temos:

9, h, k*] = [$4> (y¢)3] = [z, y]lz[y> [xvy]¢]12[$v [z, y]cp]lg = [z, [z, y]cp]Q'
Consideremos agora o termo [z, [z, y]?], temos que [z,y] = 2* e z = w3, sendo
z,w € G, assim:

[, [z, y]7] = [w?, ()] = [w, 2#] [z, [w, 2] Plw, [w, 2]°]"? = [z, [w, 2],

logo temos que [z, [z, y]?]* = ([z, [w, 2]*]*)* = [z, [w, 2]*]" = 1, assim y3(v(G)) = L,
ou seja, concluimos que [v(G),v(G)] pe v(G), para p = 2.

Agora vamos provar que [G, G?] pe v(G).

(Caso p > 2) Vemos que em [2] se p > 3, n € Ntal que 1 <n < pe G for um p-grupo
finito tal que 7, (G) < GP, entao [[G, G¥],,—1 v(G)] < [G,G?]P. Como »(G) < GP,
entdo [[G,G?],v(G)] < [G,G¥]?, ou seja, |G, G¥] pe v(G) para p > 2.
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(Caso p = 2) Seja W = |G, G?Y[|G, G?],v(G), v(G)][|G, G?], v(G)]?, vamos provar
que [[G, G¥],v(G)] < W, mas antes, pelas relagoes definidoras de v(G) e pelo Lema
2.1.1 podemos ver que:

[G,G*],v(G)] = [G,G¥,G] = [G,G,G¥] < [G,G¥],
ou seja, é suficiente mostrar que [G*, G¥] < W. Pelo Teorema 3.1.2, temos que:
(2%, y7] = [z, y*]" (mod v2(L)*y2(L)*a(L)),

sendo L = (x, [z, y¥]). Podemos observar que:

(L) = [L,LJ
< [G,G?, G
< [G,G, G
< [G, G
< W
(L) = [L,LJ?
< [G,G,G?)?
< [G.GP
< W
< [[G,G%,G, L], L]
< [G,G%,Gv(G),v(G)]
= [G,G,G?5v(Q)]
< [G’G¢72V(G)]
< W.

Como [z,y?]* € W, entao [z*,y?] € W, pela arbitrariedade do elemento
(2%, y?], temos que [G* G¥] < W, assim utilizando o Lema 3.1.4 concluimos que
|G, G¥],v(Q)] < [G,G¥]* e portanto, para p = 2, temos que [G,G¥] pe v(G). O

Observacgao 4.1.1. Usando a Proposicao 2.2.1, a defini¢ao de grupo powerful e o
resultado acima, temos que se G € powerful, entao G ® G também serd powerful.

Sejam G um grupo e N < (. Entao, temos os homomorfismos canonicos ¢; :
NRG—-G®Getly: G®N — G®G. Suas imagens sao subgrupos normais de
G®G.

Observagao 4.1.2. Temos que Im 1; = [N,G?] < [G,G?] e N < G, logo [N,G¥] <
|G, G¥]. O resultado é andlogo para I'm 1y = [G¥, N].

Proposigao 4.1.1. [22, pg. 23] Sejam G um p-grupo finito e N powerfully embedded
em G. Entao im 11 e im 1y sao powerfully embedded em G ® G.
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Demonstra¢ao. Assuma p > 2, queremos provar que [[N,G%],[G,G?]] < [N, G¥]P.
Utilizando o Lema 2.1.1, temos que em v(G) vale:

[lg, h¥), [z, 9%1] = ([, 9?10 e, y#] = ([,99)) 2" 2, y#) = [lg, b, [, 417,

para todos g, h, x,y € G, entao:

[V, G*], |G, G*]] = [N, G, |G, GJ¥] <[NP, G¥].

Sejam x € N e y € G, pela formula de P. Hall temos que:

(2P, y¥] = [z, y?]P(mod vo(L)Pv,(L)), onde L = (z, [z, y*]) .

Temos também que:

Yo (L)P

IA I IAIA

Para mostrar que 7,(L) < [N, G¥]? vamos desenvolver os calculos médulo [N, G¥?,
logo podemos supor que [N,G¢JP = 1. Projetando [N,G?]P em [N,GJP, temos
que [N,GJP = 1. Além disso [N, G| pe G pois N pe G (Teorema 3.2.1), ou seja,
[N,G,G] < [N,G]P =1, assim:

7p<L)

——— — —

VAN VA VAN VAN

—_

Portanto, v,(L) < [N,G¥]P. Concluindo assim que im t; = [N, G¥] pe [G,G¥] =
G ® G, para p > 2.

Para p = 2, temos que:

[N, G9].[G.G7)] < [N, G7.

Sejam x € N e y € (G, pela formula de P. Hall temos que:

(2%, y?] = [z,y%] (mod ya(L)"ya(L)*y4(L)), onde L = (x, [z,y%]),
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porém,
w (L)' = [L, ]
< [N,G%,G]*
< [N, G G“’]
< [NV.Go)
(L) = [N.G,G¥
< [N, G*)2

Para o grupo v4(L) vamos desenvolver de maneira semelhante ao caso p > 2. Seja,
sem perda de generalidade, [N, G¥]* = 1. Projetando [N,G?]* em [N,G]*, temos
que [N,G]* = 1, assim [[N, G],G] < [N, G]* = 1, logo:

Y4(L) = [1(L),2 L]
< [N,G%,G,G]
= [N7 G7 ) (p:I
< 1

assim, (L) < [N,G?]*. Logo pelo Lema 3.1.4, temos que [z y?] €
[N, G?|Y [N, G?, |G, G?]][N*, G¥]?, para todo # € N e y € G, assim [N* G¥] <
[N, G#]*.

Portanto, para p = 2, [N, G¥] pe [G,G¥]. O caso im i1 pe G @ G é andlogo. ]
Observagao 4.1.3. Temos que [G,G¥] = G ® G, mas nao necessariamente vale
[N,G¥] = N ® G, pois [N, G?] pode sofrer influéncias dentro de v(G).

Defini¢ao 4.1.1. (i) O grupo V(G) € o grupo gerado pelos simbolos g & g, ou seja,
V(G)=(9®glge€G]).

(i) Seja G um grupo. O quadrado exterior ndo abeliano de G € o grupo quociente
G ® G/V(G). Tal grupo serd denotado por G N\ G.

Vamos definir abaixo o multiplicador de Schur M(G) de um grupo G, tal grupo foi
introduzido por I. Schur em 1904 e é desenvolvido na teoria de grupos de cohomo-
logia, para mais detalhes sobre M(G) consulte [28] e [29].

Teorema 4.1.2 (Férmula de Hopf). [29] Sejam G um grupo e R um subgrupo normal
de um grupo livre F', com F/R = G. Entdo:

M(G) = (F' N R)/[R, F).

Considerando o homomorfismo x : G®G — G’ e pelo fato que V(G) C Jo(G) temos
que existe um homomorfimo <" : G A G — G’ (dado por g A h — [g,h]), tal que
p' =k, sendo p: GRG — G & G/V(Q).

Conforme R. Brown, D. Johnson e E. Robertson em [4], o nicleo de k' é isomorfo
ao multiplicador de Schur M(G) e de acordo com N. Gongalvez em [13], temos que
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para o caso finito o multiplicador de Schur M(G) coincide com o segundo grupo de
homologia Hy(G). Para mais detalhes acerca dessa teoria consulte [4] e [5].

De acordo com R. Brown, D. Johnson e E. Robertson em [4], temos que Im 9 =
V(G), onde 9 é 0 homomorfismo definido na Proposigao 2.2.3 e seja p : GRG — (G®
G)/V(G) uma projecao natural, assim, obtemos o seguinte diagrama comutativo
com linhas exatas e extensoes centrais como colunas:

Para um p-grupo finito G, seja d(G) o inteiro tal que |G : ®(G)| = p“). Lubotzky
e Mann em [21] provaram que se G é um p-grupo powerful com d(G) = d, entao
G NG e M(G) = Hy(G) podem ser gerados por (g) geradores. O préximo corolario
nos tras uma extensao para esse resultado:

Coroldrio 4.1.1. [22, pg. 23] Seja G um p-grupo powerful, com d(G) = d. Entao
d([v(@),v(G)]) <d(2d —1), d(G® G) < d? e d(J(Q)) < d%

Demonstracao. Seja G gerado pelo conjunto X = {zy,...,z4}. Temos que G¥ =
(xf,..,2%), pois G = G¥. Por uma consequéncia do Teorema 2.2.1 temos que

V(G =[G, G¥|G'(G¥).

Como G = (X) e seja G = (Y) = (y1,...,ya4), onde y; = a7, pela Proposigao 1.1.2,
temos que:

G'=[G,G=[X,G] = [X,X]%,

(G¥) =[G, G = [Y.G¥] = [V Y]
Agora, também pela Proposicao 1.1.2, temos que:

[G,G¥] = [X,Y]°¢".

Portanto, sendo S = {[xz,xj] [:L‘l ,x]] [xl,xk] |1 <j<i<d1<k/l<d}, temos

V<G), = <[$lu xbe .QZZ, {L’] <$z ) ] = S>V(G)'
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Por outro lado, como (S) < v(GQ) < v(G), entdo ()Y < v(GQ), assim v(G) =
().

Entao [v(G),v(G)] é o fecho normal em v(G) do conjunto

S = {[wy, ], [2f, 2F], [, 2] [ 1 < j <i <d, 1 < k1 < d}.

Similarmente, o grupo [G, G¥] é o fecho normal em v(G) do conjunto

Como [¥(G),v(G)] e |G, G¥] sao powerfully embedded em v(G), pela Proposicao 3.2.3
segue que [V(G),v(G)] e [G,G?] sao realmente gerados por S e T, respectivamente.
Logo obtemos limites superiores para o nimero de geradores de [V(G), v(G)] e GRG,
isto ¢, d([v(G),v(Q)]) < d(2d — 1) e d(G ® G) < d*. Temos também que J5(G) <
G®GeG®G é powerful, assim d(J(G)) < d(G® G) < d°. O

O préximo resultado é um caso particular do Theorem A, item (1) visto no artigo
de N. Gongalves em [14, pg. 16].
Proposigao 4.1.2. Seja G um p-grupo powerful. Entao v;(v(G)) pe v(G), parai > 2.

Demonstragao. Para p > 2, suponha por indugao que [v;(v(G)), v(G)] < 7:(v(G))?.
Pelo Teorema 3.1.3, temos:

i (V(@)), v(G)]

INIAIAIAIA IA
2
<

aplicando o Lema 3.1.3, temos que [y;41(V(Q)),v(G)] < 7i4+1(v(G))P. Portanto,
)

i (v(Q)), v(G)]

INIAIAIA IA
2
<

aplicando o Lema 3.1.4, temos que [yi41(V(G)), v(G)] < i1 (V(G))?, para p = 2, ou
seja, %(¥(G)) pe v(G). .
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Podemos concluir pelos resultados de Lubotzky e Mann em [21] que se G ¢ um
p-grupo powerful, entdao exp(G A G) divide exp(G). O préximo teorema generaliza
esse resultado:

Teorema 4.1.3. [22, pg. 24] Seja G um p-grupo powerful. Entdo o expoente de
v(G),v(Q)] divide o expoente de G.

Demonstragdo. Primeiro provaremos a seguinte igualdade [y, (H), H P =
[vi(H)P', H], para p > 2. Sejam H = v(G), exp(G) = p° e yw(H) = N, utilizando o
Teorema 3.1.3 e a Proposicao 4.1.2, temos:

[N, H]P

VAR VANRVAR VAN VAN

por outro lado,
[NP7H] [NaH]p[HapN]
[N’ H]p[HvN’p—l H}
[N, H|P[N? H, H],
assim, pelo Lema 3.1.3 h/k(H)p7 H] < [’Yk(H)v H]p, assim, [’Yk(H)p7 H] = [,Yk(H)a H]p

Por um argumento indutivo, implica a igualdade [yy(H)?', H|] = [vs(H), H]"".

VAVANIVA

Usando a igualdade acima, provaremos que v (H)?' = [yo(H)?' 4_y H], para k > 2.

Para k = 3, temos: v

(HP = [y(H), HP
= [w(H)" 3 H],

logo, para k = 3 a igualdade ¢ vélida. Suponha por inducao que 7 (H )pi =
[Yo(H)P" ;,_o H]. Provaremos que tal resultado vale para k + 1:

7k+1(H)pi e (H H]pz
(

- [ )7

= h% H)pZ’H]
[
[

o (H)' oo H), H]

(3

Yo(H )P (kg 1)—2 H].

Logo, ve(H)?" = [yo(H)?' 4y H], para i inteiro néo negativo e k > 2. Utilizando o
resultado acima, temos que:

% k—2

Ww(H' = [y2(H) oo H] < (72(H)P' )P

i+k—2

=%R(H)"

assim,
7 i+k—2

Ye(H)P < yp(H)P para k > 2.
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Desse resultado, temos que se exp(H') = p", entdo exp(y(H)) divide p"**+2 para

todo k > 2. Seja a,b € H. Usando a férmula de compilagao de Hall (3.2), obtemos:

n—1

[a?

b = [a,b)P" " mod Y2 ({a " H%’ P

Se © € 7({a,[a,b])) entdo = é uma poténcia de |a,[a,b]], pois [a,a] = 1
[[a, 0], [a,b]], logo = € v3({a,b)) e temos que se exp(H') = p", entao exp(yx(H))
pn—k-‘y—Z, lOgOZ

exp(y3(H)) [ P = s({a, )" =1,

assim, temos que Y2((a, [a, b < v3({a, b)) = 1. Similarmente podemos ver
que i ((a, [a, b)) < i ((@, )P =1, onde p > 3 e pf > i+ 2. Dai,
temos que [a”" ", b] = [a,b]"" ", para todo a,b € H. Para provar que exp(H') divide
exp(@), devemos assumir sem perda de generalidade que v, (H )P = 1.

O grupo H' é gerado pelos elementos da forma [g, h|, [¢¥, h¥] e [g, h¥], sendo g, h € G.
Como exp(G) = p°, temos que [g, h]P" = [¢¥, h¥]P" = 1. Usando os argumentos acima
explicitos, temos [g, h¥]P" = [¢", h¥] = 1. Logo, H' é gerado por elementos de ordem
p¢, mas H' pe H, ou seja, H' é powerful, portanto exp(H') divide p¢ = exp(G).

Para p = 2, seja N = v (H), de maneira andloga a prova para p > 2, temos:

[N, H]?

IA TN IA
=
E:
=
=

[N, H]

VAR VANRVAIVAN

Logo, [v(H),H)* = [w(H)? H]. Usando um argumento indutivo, concluimos
que [w(H), H?* = [ (H) ? HJ]. Portanto, de maneira similar ao caso p > 2,
concluimos que i (H)?* [VQ(H) 2 H]. Assim, vi(H)* = [y(H)? 42 H] <
(ya(H)* )P = (H)QM( , ou seja,

i 9i+2(k—2)

Y (H)? < ~o(H) para k > 2.

Portanto, se exp(H') = 2", segue que exp(y,(H)) divide 2"~2*=2) Usando a férmula
de compilacao de Hall, com p = 2 e observando que 2:*! > i + 3, concluimos, como
acima, que [a2",b] = [a,b]*"", para todo a,b € H, o que implica que exp(H’)
divide 2¢ = exp(G). O

Juntando os resultados obtidos anteriormente e a Proposigao 2.5 do artigo [21],
temos o seguinte coroldrio:
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Coroldrio 4.1.2. [22, pg. 25] Seja G um p-grupo powerful, com d(G) = d e exp(G) =
p°. Entao, |[v(@), v(G)]| < p2d-D |G @ G| < p@ e |G A G| < pedld-1/2,

Observagao 4.1.4. A igualdade no coroldrio acima € alcancada quando G € um p-
grupo abeliano elementar.

4.2 Alguns Limitantes

Recordemos que |x] denota o maior niimero inteiro menor ou igual a x e [y] denota
0 menor numero inteiro maior ou igual a y.

Sejam G um p-grupo finito de expoente p¢ e r = sr(G) o rank especial, isto é,
sr(G) = max{d(H) | H < G}. Note que d(G) < sr(G) < logs|G|. Seja:

_— [loga ], sep>2,
| Jloga ] +1, sep=2

Lubotzky e Mann no artigo [21] apresentaram estimativas para a ordem de G e
H3(G) em termos de r e e. Nesse mesmo artigo, fazendo uma juncdo dos Teoremas
1.14 e 4.1.14, temos:

Lema 4.2.1. Seja G um p-grupo de expoente p¢, com sr(G) = r. Entao, G contém
um subgrupo powerful caracteristico H tal que |G : H| < p™.

O grupo A(G) = ([g,9%] | g € G]) possui algumas caracteristicas interessantes,
abaixo serao apresentados alguns resultados sobre tal grupo, esses resultados sao
consequencias do Lema 2.1.1 e das defini¢coes de comutadores.

Lema 4.2.2. [26, pg. 1986-1987] Seja G um grupo e g, h elementos arbitrdrios de G.
Entao:

(i) g9, h#][h, g°] = [gh, (gh)?][h, h¥] g, g%]7 (€ A(G));
(i) lg, h*1h, g% = [h, g%1lg, h?1;
(i1i) se h € G', entao [g, h¥][h, g¥] = 1;

(iv) se gG' = hG', entao [g,g?] = [h, h¥];

(v) denotamos por o' (x) a ordem de uma classe lateral xG', © € G. Se d(g) ou
o' (h) € finito, entao [g, h¥][h, g?] tem ordem dividindo mdc(o'(g),0'(h));

(vi) se o'(h) € finito, entdo [h, h¥] tem ordem dividindo mdc(o'(h)?,20'(h)).

Corolario 4.2.1. /26, pg. 1987] Seja G um grupo finito de ordem impar e g € G um
elemento com o' (g) = s. Entao, [g,g?] tem ordem dividindo s.

Observagao 4.2.1. De acordo com os resultados encontrados em v(G), temos que

V(G)=(g9®g|geqG])=AG)=(g,9°]| g€ G]).
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O préximo lema exibe o grupo A(G), para G um grupo gerado por um subconjunto
X = {x;}ier; para mais detalhes consulte [26].

Lema 4.2.3. /26, pg. 1987] Seja X = {x;}ic; um conjunto de geradores de um grupo
G, onde podemos assumir que I € um conjunto totalmente ordenado. Entao, A(G)
¢ gerado pelo conjunto:

A:{Si_[‘rlv ;0] tjk’_[x]’xk”xkv ]]llj,]fGI ]<k}

Demonstragao. Sejam g = hx;' e h = wx;-j elementos arbitrérios de G, sendo z;, x; €
X, €,¢; € {1,—1} e w um palavra em X U X', Utilizando cdlculos semelhantes
aos da prova do item i) do Lema 4.2.2, podemos obter as identidades:

l9,99] = [hati, (ha$)?)
= [h,h ][Z‘l, z] ([h, X ][jS’hw])ei

[h> fzp] [xi’ hg}] = [ng] >xz H$Z’ w@(xj,j)iﬂ]
= [w,af]% o}, aflle, () s, )"
= ([%xi"][%ff}p]) ([w, 2], w]).
Utilizando essas identidades e argumentos indutivos no tamanho de g e h em ele-
mentos de X UX !, podemos concluir a prova. A escolha de j < k em A é garantida

pelo Lema 4.2.2. O

Observacgao 4.2.2. Utilizando os resultados de v(G), temos que V(G) € gerado por
{r; @z, (v; @ xj)(z; @) | 4,5 =1,...,7, j <i}.

Proposigao 4.2.1. [22, pg. 26] Seja G um p-grupo finito de expoente p© e r = sr(QG).
Entao, temos:

(i) d(Jo(G)) < r*(1 4 m);
(ii) sr(GAG) < (") +rP*m;
(iii) sr(G®G) <r+7r*1+m).

Demonstragao. (i) Conforme Rocco em [26], temos que J5(G)/V(G) = Hy(G),
logo obtemos a seguinte sequéncia exata:

1 — V(G) — J2(G) — Hy(G) — 1, (4.1)

portanto, d(J2(G)) < d(V(G)) + d(H3(G)). De acordo com Lubotzky e Mann
em [21], temos que Hao(H) < (1) 4+ r?m e pelo Lema 4.2.3 V(G) é gerado por
{r; @, (v; @) (x; @) | 1,7 =1,...,r, j <i}, tal conjunto tem no maximo
r+ T( Y geradores, ou seja, ("t geradores assim d(V(G)) < ("}'). Entéo,

1 -1 2 2 _
d(J>(G)) < (T; )+(T2 )+r2m:r 2+7"+r 1t =

= d(Jo(Q)) < +r*m =r*(1+m).
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(ii) De acordo com Blyth, Fumagalli e Morigi em [3], temos a seguinte extensao

central:
1— H)(G) — GANG — G — 1, (4.2)
Hy(G) < Z(G N G), logo Ho(G) é abeliano e portanto powerful, assim
sr(Ha(G)) = d(H2(G)) < (5) + r*m, além disso, sr(G') < sr(G) = r. Entao:
r r?+r

+7*m =

sr(GNAG) < sr(Hy(G)) + sr(G) < (2

)+r2m+r:

= sr(GAG) < (r—;—l) + r*m.

(iii) Conforme Blyth, Fumagalli e Morigi em [3], a seguinte extensao central:
11— LG —GeGE@— G —1, (4.3)

Jo(G) < Z(G ® G), logo Jo(G) é abeliano e portanto powerful, assim

sr(1o(G)) = d( (@) < r2(1 +m). Entio:

sr(G®G) <r*(1+m)+r.

]

A préxima proposi¢ao nos da limites superiores para o expoente de Jo(G), G AG e
G ® G com base no expoente e rank de um grupo G. Conforme Ellis em [8], temos
que exp(Jo(G)) divide |G| e exp(G ® G) divide |Glexp(G'), abaixo veremos mais
alguns resultados sobre os expoentes de alguns grupos estudados nesse trabalho.

Proposicao 4.2.2. [22, pg. 26] Considere G um p-grupo finito de expoente p¢ e r =
sr(G) e seja:

I — [logs 1], sep>2,
logo 1> +1, sep=2
[log p

Entao, temos:
(i) exp(Jo(G)) < p*+7;
(ii) exp(G A G) < p?trF;
(iii) exp(G @ G) < pPetrk,
Demonstragdo. (i) Pelo Lema 2.1.3, temos que (¢ ® g)*° = ¢* ® g = 1, para

todo g € G, logo exp(V(G)) divide p° e pelos resultados de [21], temos que
exp(Hy(G)) divide petr,

Da sequéncia exata 4.1, segue que exp(J2(G)) divide exp(Hy(G))exp(V(G)),
mas exp(Hy(G))exp(V(G)) divide pepe™™ = p?¢*7 isto é:

cap(Jo(G)) < p*H™.
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(ii) Similarmente, utilizando a sequéncia exata 4.2, temos que exp(G A G) divide
exp(Ho(G))exp(G'), onde exp(Ho(G))exp(G') divide potmrpe = p*+k isto é:

exp(G A G) < p*tk,

(iii) Similarmente, utilizando a sequéncia exata 4.3, temos que exp(G ® G) divide
exp(Jo(G))exp(G'), onde exp(Jo(G))exp(G') divide p?t7pe = p3etr* isto é:

exp(G ® G) < p*trh,
[l

Para obter um limite superior, para G ® G, em funcao de seu expoente e rank é
necessario enunciar o seguinte lema:

Lema 4.2.4. [9, pg. 4228] Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo normal de G.
Suponha que |N| = p*, d = d(G), e [N/NN®(G)| = p'. Entdo, |GAN| < pin—tt+1/2
e |G® N|<ph.

Teorema 4.2.1. [22, pg. 27] Com as notagdes acima, temos:
(i) |G AG| < prlerm);
(ii) |G ® G| < pretm),

Demonstrag¢ao. Primeiro vamos tomar H um grupo, como definido no Teorema 3.2.3.
Da identidade g A h = (h A g)~! para todo g,h € G, temos a seguinte sequéncia
exata:

G G

Pelo Lema 4.2.4 temos que:
|G A H| < pdn—t(t+1)/2 < pdn < prn — |H|r

Como H é powerful e pela Proposicdo 2.5 do artigo [21] temos que |H| < pdH)e = pre,
Assim, |G A H| < p"e.

Agora, como |G : H| < p™, pelo Lema 4.2.4, temos que |G/H ANG/H| < prim,
portanto, utilizando a sequéncia exata 4.4 temos que |G A G| < pr(etm),

De acordo com Brown, Johnson e Robertson em [4], temos a seguinte sequéncia
exata:

(G®H)(H®G)—>G®G—>%®%—>1,

pelo Lema 4.2.4, temos que |G ® H| < |H|", porém H é powerful, logo |H| <
plUezp(H) - < preentdo |G @ H| < p’¢. Como |G : H| < p™, temos que
|G/H @ G/H| < p~™ (Lema 4.2.4), assim:

G _G
IGRG|<|Ge H||H® G| ‘E ® ﬁ‘ < p2rie prim — prt2etm)
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No artigo de Lubotzky e Mann em [21], foi dado um limite superior para a ordem

de Hy(G) < p(;)e+er2m, o proximo coroldrio melhora consideravelmente tal limite:

Corolério 4.2.2. [22, pg. 28] Com as notagées acima, temos que |Hy(G)| < p(etm)
e |J2(G)| < pr2(26+m)'
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