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A Deus em primeiŕıssimo lugar, aos meus pais, ao meu orientador, aos meus

amigos e a todos que me apoiaram...

4



Resumo

A solução de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) é a sugestão de

uma métrica aplicável às equações de Einstein e que descreve um universo isotrópico e

homogêneo que pode estar expandindo ou contraindo de forma acelerada. Dados obser-

vacionais recentes sugerem que o presente universo é aproximadamente plano e que este

está expandindo acelerado. Neste trabalho, no contexto do Teleparallelismo Equivalente

à Relatividade Geral (TERG), tentaremos entender a razão pela qual o universo, baseado

no modelo de FLRW, está expandindo de forma acelerada. Apresentaremos também uma

relação para a primeira lei da termodinâmica para a superf́ıcie do horizonte aparente do

modelo de FLRW, de onde extrairemos uma expressão para a temperatura no horizonte

aparente. E a partir de um modelo de universo primordial e vazio, onde se aplica o proce-

dimento de quantização de Weyl, obtendo valores para a discretização da energia, faremos

um estudo da termodinâmica desse sistema com propriedades de um ensemble canônico.
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Abstract

The Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) solution is the suggestion

of a metric applicable to Einstein’s equations and that describes an isotropic and homo-

geneous universe that may be expanding or contracting in an accelerated way. Recent

observational data suggests that the present universe is approximately flat and that it is

expanding accelerated. In this work, in the context of the Teleparallelism Equivalent of

General Relativity (TEGR), we will try to understand the cause on which the universe,

based in the FLRW model, is expanding in an accelerated way. We also present a re-

lation to the first law of thermodynamics to the apparent horizon of the FLRW model,

and from this relation we will obtain an expression to the temperature at the apparent

horizon. And, based on a model of a primordial and empty universe where the Weyl

quantization procedure is applied, obtaining values for the energy discretization, a study

of the thermodynamics of this system will be carried out with the properties of a canonical

ensemble.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Cosmologia, como ramo da f́ısica moderna, tornou-se uma área rica que envolve

praticamente todos os assuntos relacionados às descobertas que revolucionaram as teorias

clássicas. Começando com a Teoria da Relatividade Especial (RE) de Einstein, baseada

no prinćıpio de que as leis da f́ısica assumem a mesma forma em todo referencial inercial,

que foi desenvolvida inicialmente para descrever eventos observados de diferentes referen-

ciais inerciais ou seja, referenciais que não estão acelerados uns em relação aos outros.

Posteriormente, baseado no prinćıpio da equivalência, que estabelece a equivalência entre

um sistema de referência uniformemente acelerado e um sistema de referência inercial

na presença de um campo gravitacional homogêneo, Einstein desenvolveu sua teoria da

gravitação ou teoria da relatividade geral. Nesta teoria Einstein propôs que a gravidade

não fosse mais considerada como uma força no sentido convencional, mas sim como uma

manifestação da curvatura do espaço-tempo produzida pela presença de matéria.

Na teoria da relatividade geral, o espaço tempo é descrito em termos de um ten-

sor métrico e as equações desenvolvidas por Einstein para gravitação, ou simplesmente

equações de Einstein, descrevem a dinâmica do espaço-tempo na presença ou não de

matéria. Quando descrita em termos do tensor métrico, a teoria de Einstein permite que

se defina apenas pseudos-tensores de energia-momento, que são quantidades dependentes

de sistema de coordenadas, e portanto tal dependência implica na impossibilidade de se

obter expressões bem definidas para energia e momento angular do campo gravitacional.

Tais quantidades para distintos sistemas de coordenadas fornecem distintos valores.

Por meio de um formalismo alternativo equivalente à teoria da relatividade é posśıvel

se obter expressões bem definidas para energia, momento angular e pressão do campo

gravitacional. Neste formalismo, chamado de Teleparalelismo Equivalente à Relatividade

Geral (TEGR) [1–5], o campo gravitacional é descrito em termos de um campo de tétradas

autoparalelas. A teoria é desenvolvida no espaço-tempo de Weitzenböck, onde a curvatura

é nula e a torção é diferente de zero.

Uma solução exata das equações de Einstein é a solução de FLRW, que descreve a

dinâmica de um modelo de universo homogêneo e isotrópico contendo um fluido perfeito
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na presença ou não de uma constante cosmológica. Neste modelo o universo pode está em

expansão ou contração acelerada. Dados observacionais recentes indicam que o universo

é aproximadamente plano e que o mesmo está em expansão acelerada. Neste trabalho,

no contexto do TEGR, faremos um estudo sobre o comportamento do horizonte apa-

rente (cujo significado será explicado) do modelo de universo de FLRW com o intuito de

entender a expansão acelerada do universo. Baseado na primeira lei da termodinâmica

estabeleceremos uma expressão para a temperatura no horizonte aparente. Usaremos

como entropia a forma padrão da literatura, isto é, a entropia será assumida como sendo

um quarto da área do horizonte aparente. Após essa discussão, será feito um tratamento

de quantização para um modelo de universo jovem e vazio. Isso é posśıvel graças ao

processo de quantização de Weyl que, diferentemente do procedimento canônico, permite

uma correspondência clara entre os observáveis clássicos e quânticos.

A cosmologia quântica é uma área onde se estuda a gravidade em ńıvel cosmológico

com algum tratamento quântico, sendo isso essencial para saber como foram os primeiros

instantes do universo, onde as distâncias envolvidas sugerem que efeitos quânticos sejam

inevitáveis. É necessário que se tenha ação gravitacional em todos os pontos e isso quer

dizer que, com uma gravidade quantizada e devidamente aplicada, se abre o caminho

para compreender eventos como a inflação. Inflação é um peŕıodo que estaria relacionado

com a radiação cósmica de fundo (CMB ou Cosmic Microwave Background). A CMB,

vista em pequenos ângulos do universo, traz uma anisotropia que não pode ser explicada

pelos modelos que se tem de inflação. E essa anisotropia é devido a efeitos quânticos da

gravidade.

A partir de uma cosmologia quântica que tem por base o TERG e a quantização

de Weyl aplicados ao modelo de FLRW [6], de onde se obtém expressões de energia e

densidade de energia gravitacional cosmológica, pode-se fazer um tratamento estat́ıstico

para os supostos grávitons. De modo análogo aos fótons do eletromagnetismo, os grávitons

também seriam os bósons responsáveis por uma interação fundamental da natureza. O

objetivo desse trabalho é desenvolver a mecânica estat́ıstica desse modelo de quantização

da gravitação em escala cosmológica. Isso será feito para um jovem universo que ainda

não possui matéria, mas, apenas os grávitons em questão.

Obter expressões para uma função de partição, entropia, temperatura, calor espećıfico

e, por exemplo, estudos futuros de transições de fase desse universo primordial, dão re-

levância a esse trabalho de investigação das propriedades de um mundo inicialmente sem

matéria. Pois, o modelo inflacionário propõe que o Universo teria experimentado uma

transição de fase que o levou de um estado dominado pelo vácuo falso a um estado domi-

nado pela radiação. Supondo ainda que ele pode após isso, por algum mecanismo, gerar

os outros componentes do universo que se tem hoje.

Nos caṕıtulos que se seguem, apresentamos uma breve introdução à Teoria da Relativi-

dade Geral com o modelo de FLRW, um resumo do TERG aplicado ao modelo do universo
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de Friedmann, a quantização de Weyl com as expressões de energia quantizada para os

grávitons e, finalmente, a termodinâmica aplicada ao modelo FLRW e o tratamento es-

tat́ıstico inicial dos resultados citados para essa discretização da energia gravitacional com

as perspectivas de continuidade do trabalho.

Notação: os ı́ndices latinos do meio do alfabeto em diante, i, j, k... representam ı́ndices

do tipo espaço e assumem os valores 1, 2, 3. Os ı́ndices gregos e latinos do ińıcio do alfabeto

são ı́ndices do espaço-tempo e do grupo SO(3, 1) respectivamente. Eles variam de 0 a 3

da seguinte forma, α = {0, i}, a = {(0), (i)}. Se adotará a convenção de Einstein e um

sistema natural de unidades tal que c = G = h = kB = 1.
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Caṕıtulo 2

A Teoria da Gravitação de Einstein

2.1 A Teoria da Relatividade

No contexto da mecânica clássica (MC) há uma importante discussão sobre a dinâmica

e relatividade dos movimentos que leva a uma definição de dois tipos básicos de referen-

ciais que, a partir do quais, podemos utilizar para descrever os movimentos das massas

em geral. Tais referenciais são classificados em inerciais e não inerciais e se diferenciam,

respectivamente, conforme neles se verifique ou não a validade das leis da mecânica new-

toniana.

Para um observador sabidamente em um referencial inercial há um conjunto de equações,

conhecidas como transformações de Galilei, que permitem relacionar as coordenadas de

um evento f́ısico registradas por ele com as coordenadas registradas por outro observador

que está em outro referencial inercial. Dessas transformações se destacam a absolutivi-

dade das medidas de intervalos de tempo e de distâncias, levando a um modelo f́ısico de

universo com geometria euclidiana e teoricamente sem limite de velocidade para a pro-

pagação de informações. De modo simplificado, dois sistemas de referência inerciais só

podem se diferir por diferentes orientações de seus eixos coordenados e por uma translação

em um movimento relativo com velocidade constante.

Juntamente com a teoria da gravitação desenvolvida por Newton, descrevendo a in-

teração das massas à distância, a MC fez com que a dinâmica dos corpos terrestres e

celestes ficasse aparentemente muito bem esclarecida até que, com a necessidade de en-

contrar os referencias em que se pudessem aplicar as equações do eletromagnetismo de

Maxwell, se percebeu no ińıcio do século XX que a luz, no vácuo, não possui um referen-

cial especial para sua propagação. E assim, Einstein sugeriu que a luz deve se propagar

com a mesma velocidade em todos os referenciais inerciais. Essa condição contraria a re-

latividade de Galilei e portanto, reconhecendo a validade das equações de Maxwell, houve

a busca por uma nova teoria de uma mecânica que abrangesse o notável fato de haver

evidências experimentais da constância na velocidade da luz para os diferentes observa-
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dores.

Desse modo, o espaço e tempo absolutos de Newton deram lugar a uma nova estrutura,

quadri-dimensional e pseudo-euclidiana, chamada espaço-tempo de Minkowski. Medidas

de distância e tempo passam a ser relativas (dependentes do referencial espećıfico de cada

observador). Tudo isso em acordo com dois postulados feitos por Einstein, (i) as leis

da f́ısica devem manter as suas formas em todos os referenciais inerciais (prinćıpio de

covariância das leis f́ısicas) e (ii) a velocidade c da luz é a mesma em todos os referenciais

inerciais.

Essas foram as base da Teoria da Relatividade Especial (RE), onde percebe-se que

o conceito de sistemas de referência continua sendo de fundamental importância e os

referenciais inerciais são definidos pela validade da primeira lei de Newton (prinćıpio da

inércia), mantendo portanto algo em comum com o antigo modelo. A diferença fundamen-

tal nesta nova teoria está no modo como ficam relacionadas as coordenadas de um evento

f́ısico quando registradas por diferentes observadores inerciais pois, as transformações de

Galilei dão lugar às transformações de Lorentz, surgindo os chamados efeitos relativ́ısticos

como, por exemplo, as contrações de distâncias, dilatações temporais e relatividade da

simultaneidade.

Por exemplo, para um referencial inercial S ′ que se move apenas na direção do eixo x

com uma velocidade constante v em relação a um referencial inercial S, as transformações

de Lorentz, que relacionam as coordenadas de um evento P em relação aos dois sistemas

de referência, podem ser escritas como

x′ = γ (x− vt) ,

y′ = y,

z′ = z,

t′ = γ
(
t− v · x

c2

)
(2.1)

Onde c é a velocidade da luz no vácuo, γ = (1− β2)−1/2 e β = v/c. Essas transformações

relacionam as coordenadas (x, y, z, t) de um evento P quando visto por um observador em

S com as coordenadas (t′, x′, y′, z′) desse mesmo evento quando visto por um observador

em S ′. Neste caso se diz que (2.1) é um ”boost”ao longo do eixo x.

As variáveis do sistema de equações (2.1) podem ser redefinidas em termos da notação

de Einstein como xµ = (t, x, y, z) onde µ = 0, 1, 2, 3 e c = 1, de modo que, em termos

matriciais, o sistema (2.1) pode ser reescrito como

x′µ = Λµ
νx

ν =
∑
ν

Λµ
νx

ν , (2.2)

12



onde

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.3)

e devemos ter ΛµνΛνλ = δµλ . Nesta notação, de forma impĺıcita, há um somatório em um

ı́ndice repetido desde que um deles apareça em cima e o outro apareça em baixo, tal como

na equação (2.2).

De modo geral se considerarmos dois eventos separados infinitesimalmente um do outro

num referencial S, o intervalo entre eles é dado, no espaço-tempo de Minkowski, por

ds2 = ηµνdx
µdxν (2.4)

e tal intervalo é invariante por qualquer transformação de Lorentz SO(3, 1) [8]. Ou seja,

não importa o referencial inercial, sempre se tem

ds2 = ηµνdx
µdxν = ηµνdx

′µdx′ν = Λµ
αηµνΛ

ν
βdx

αdxβ, (2.5)

onde a métrica pseudo-euclidiana ηµν = Λα
µηαβΛβ

ν chamada métrica de Minkowski é um

tensor de segunda ordem, invariante por transformações de Lorentz e é dada por

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (2.6)

A dinâmica dos movimentos descrita pela RE possui toda uma reformulação em relação

ao que se tinha em MC e gerou uma nova visão cient́ıfica sobre o universo com os efeitos

relativ́ısticos. Destacando agora, por exemplo, a equivalência entre massa e energia e que

existe uma velocidade limite no universo. Nenhum corpo material pode ser acelerado até

atingir a velocidade da luz c e, mais ainda, nenhuma informação pode se propagar com

valor superior a c. A RE se consolidou, mostra acordo com resultados experimentais e

hoje é um grande pilar para f́ısica em teoria de campos, além de conter as transformações

de Galilei e toda a MC como caso limite quando c tende a infinito.

Porém, logo após o nascimento da RE, uma generalização estava por vir. Einstein

procurou expandir sua teoria para incluir os referenciais não inerciais, levando em consi-

deração o fato de que um observador na presença de um campo gravitacional uniforme

e um outro observador hipoteticamente livre da ação da gravidade mas, com uma ace-

leração constante visto de um terceiro referencial que seja inercial, possuem propriedades

f́ısicas equivalentes. Esse fenômeno é a base do Prinćıpio da Equivalência, que estabe-

13



lece a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional dos corpos (hoje sabe-se

experimentalmente que a massas inercial e gravitacional são iguais com uma incerteza

menor do que 1 parte em 1011) e é facilmente aplicável para campos gravitacionais uni-

formes. Para o caso de campos não uniformes esse prinćıpio só possui validade local,

sendo imposśıvel equiparar todos os pontos de um campo gravitacional não uniforme a

um referencial acelerado.

Einstein conseguiu contornar esse problema de aplicação utilizando a Geometria Rie-

manniana para descrever completamente os fenômenos gravitacionais. Agora, o espaço-

tempo passa a ter uma geometria não euclidiana curva mas, localmente a geometria é

pseudo-euclidiana e assim incorpora o prinćıpio da equivalência, vindo a ser uma estru-

tura quadridimensional que se reduz ao espaço-tempo de Minkowski no caso especial de

curvatura nula. Se não há curvatura também não há efeitos gravitacionais, ou seja, a

gravidade seria compreendida não mais como uma força entre os corpos mas, como uma

deformação do espaço-tempo causada pela presença da matéria. Esta é a ideia central

que dá suporte à Teoria da Relatividade Geral (RG) que, mais uma vez e em um curto

espaço de tempo na história da f́ısica, criou outra revolução no modo de compreender a

estrutura do universo. A RG é a teoria da gravitação de Einstein e às vezes chamada

também de teoria da covariância, por tornar todos os referenciais igualmente adequados

para a aplicação das lei da f́ısica.

Os pontos do espaço-tempo na RG são descritos por quatro coordenadas arbitrárias

xµ = (x0, x1, x2, x3). Esse novo sistema de coordenadas mais geral é denominadas de Co-

ordenadas Gaussianas. Nesse sistema de coordenadas o intervalo que separa dois eventos

infinitesimalmente próximos, ou elemento de linha, é dado pela forma quadrática

ds2 = gµν dx
µdxν (2.7)

onde gµν é chamado de tensor métrico e é uma função das coordenadas xµ. O termo

gµν dx
µ = dxν fornece a regra de transformação das coordenadas xµ = (x0, x1, x2, x3) para

as coordenadas do espaço dual xµ = (x0, x1, x2, x3), de modo que o elemento de linha

possa ser reescrito como ds2 = dxνdx
ν .

O tensor métrico caracteriza a relação geométrica entre eventos próximos, ou seja,

ele descreve a geometria do espaço-tempo e também, consequentemente, o campo gra-

vitacional no sistema de coordenadas gaussianas, o que o torna a peça fundamental da

RG. A utilidade do tensor métrico ainda vai além: com ele se realizam outras operações

geométricas em espaços curvos, como o transporte paralelo de vetores e outros objetos

matemáticos. Através dele que se obtém a expressão para a curvatura do espaço-tempo

e o Tensor de Einstein que sumariza a interação da geometria com a matéria. A curva-

tura do espaço-tempo significa que não podemos encontrar sistemas de coordenadas nos

quais gµν = ηµν em todos os pontos do espaço-tempo ou seja, a presença de um campo
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gravitacional distorce a geometria do espaço-tempo, gerando neste uma curvatura.

O tensor métrico pode variar sob transformações gerais de coordenadas contudo, a

forma quadrática acima permanece invariante. A arbitrariedade na escolha do sistema de

coordenadas no espaço-tempo de Riemann leva à definição do Prinćıpio da Covariância

Generalizada. Esse prinćıpio afirma que as leis da f́ısica mantêm sua forma em todos

os sistemas de coordenadas gaussianas, isto é, as leis da f́ısica devem ser covariantes sob

transformações gerais de coordenadas.

Concluindo, Einstein incorporou em um só ramo de estudo a RE como caso limite,

os referenciais acelerados e a interação gravitacional. Uma consequência dessa unificação

teórica é que o caminho das massas livres de ação externa é uma linha geodésica no

espaço-tempo encurvado pela matéria. As equações de geodésica irão descrever também

a propagação da luz no campo gravitacional. Isso foi confirmado quando se observou, por

exemplo, o desvio da luz vindo de uma estrela e passando perto do Sol (eclipse visto em

Sobral pela expedição montada por Eddington em 1919, mostrando que o espaço-tempo

é curvado pela massa solar). E em um pouco mais de um século a RG tem tido muitos

sucessos com diversos experimentos e observações confirmando sua validade. Além dos

desvios da luz na vizinhança de corpos massivos podemos citar o efeito relativ́ıstico na

dinâmica do planeta Mercúrio, a f́ısica de buracos negros, detecção de ondas gravitacionais

e a aplicação tecnológica no GPS (Global Positioning System).

15



2.2 Geometria Riemanianna e os fundamentos da RG

No contexto da teoria da RE, no espaço-tempo de Minkowski, um vetor é carac-

terizado pelo seu comportamento sob as transformações de Lorentz as quais deixam a

forma quadrática ds2 = ηµνdx
µdxν invariante. Por outro lado no contexto da teoria

da relatividade geral, um vetor no espaço-tempo de Riemann é caracterizado pelo seu

comportamento sob transformações de coordenadas generalizadas. Neste formalismo o

desenvolvimento é feito através da questão fundamental em RG que é a determinação do

tensor métrico, sendo este uma caracteŕıstica do espaço-tempo e não do referencial pois,

o que muda ao se passar de um sistema de coordenadas para outro é apenas a expressão

do tensor métrico com as coordenadas do novo sistema.

A quantidade Aµ será um vetor covariante sob transformações de coordenadas gene-

ralizadas se sua lei de transformação for dada por

A′µ =
∂xν

∂x′µ
Aν , (2.8)

ou seja, Aµ se transforma como um tensor por transformações gerais de coordenadas.

Essa generalização é importante porque em espaços-tempo Riemannianos a simples di-

ferenciação parcial de um vetor não mais se transformará como um tensor, o caráter

tensorial que se tinha no espaço-tempo de Minkowski da derivada parcial é perdido em

espaços-tempo Riemannianos. De modo análogo a quantidade Aµ será um vetor contra-

variante sob transformações de coordenadas generalizadas se sua lei de transformação for

dada por

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν . (2.9)

Para que possamos construir um tensor por diferenciação, precisamos introduzir o conceito

de derivada covariante. Para isto, seja dois pontos infinitesimalmente próximos um do

outro com coordenadas xµ e xµ+dxµ, então, vetorialmente, a separação infinitesimal entre

eles é

ds = eµ(x)dxµ, (2.10)

onde eµ(x) são vetores de base. Da relação acima temos que

ds2 = ds · ds = (eµ · eν)dxµdxν , (2.11)

de onde se conclui que o tensor métrico é dado por gµν(x) = eµ · eν e de onde segue

que gµν(x) = eµ · eν onde eµ são vetores de base dual à base eµ(x). Em um sistema de

coordenadas arbitrário xν sobre uma variedade, se considerarmos os vetores eµ em dois

pontos infinitesimalmente próximos um do outro xν e xν + δxν , podemos obter a derivada
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parcial de eν em relação a xν da seguinte forma

∂eµ
∂xν

=

(
lim
δxν→0

δeµ
δxν

)
. (2.12)

Em geral a derivada parcial acima não resulta em um vetor tangente à variedade no ponto

xν , desta forma se define a derivada parcial de um vetor de base, em um ponto xν da

variedade, projetando a quantidade acima no espaço tangente no ponto em questão da

seguinte forma
∂eµ
∂xν
≡ ∂νeµ = Γγ µν(x)eγ(x), (2.13)

onde os coeficientes Γγ µν(x) são chamados de conexões afins.

Seja agora um vetor de campo A definido sobre alguma região de uma variedade

Riemanniana. Se este vetor for escrito em termos de suas componentes covariantes e

dos vetores de base, ou seja, A = Aµ(x)eµ(x) , sua derivada parcial, usando o resultado

apresentado na equação (2.13), será dada por

∂νA = ∂ν(A
µeµ) = (∇νA

µ)eµ, (2.14)

onde a quantidade

∇νA
µ ≡ ∂νA

µ + Γµ γνA
γ, (2.15)

é definida como a derivada covariante das componentes do vetor de campo A. Usando a

relação eµ · eν = δµν podemos mostrar imediatamente que

∇νAµ = ∂νAµ − Γγ µνAγ. (2.16)

A derivada covariante definida acima se transforma como um tensor por transformações

gerais de coordenadas e é de fundamental importância na formulação da teoria da relati-

vidade geral.

Essa última operação pode ser aplicada a tensores em geral [10]. Por exemplo, se

tomar a derivada covariante do tensor métrico se obtém,

∇βgµν = ∂βgµν − gλνΓλµβ − gµλΓλνβ (2.17)

e assumindo que as conexões afins são conexões métricas [11], ou seja, que o tensor métrico

é constante em relação à derivada covariante (∇γgµν = 0) segue que

∂βgµν = gλνΓ
λ
µβ + gµλΓ

λ
νβ . (2.18)
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Fazendo uma permutação ćıclica nos ı́ndices da equação (2.18) obtém-se

∂νgβµ = gλµΓλβν + gνλΓ
λ
βµ (2.19)

e

∂µgνβ = gλβΓλνµ + gβλΓ
λ
µν . (2.20)

Agora assumindo que Γλµν = Γλνµ e somando as equações (2.19), (2.20) e subtraindo a

equação (2.18), pode-se expressar a conexão afim em termos do tensor métrico como

Γλµν =
1

2
gλβ(∂νgβµ + ∂µgνβ − ∂βgµν). (2.21)

Sendo que gµν representa a matriz inversa do tensor métrico gµν . As conexões afins,

determinadas pela equação (2.21), são conhecidas como Śımbolos de Christoffel (que serão

renomeados mais a frente como Γ̊λ µν , de modo que não se confundam com outro tipo de

conexão).

Para resolver o problema de se medir a curvatura de um espaço-tempo Riemanniano em

qualquer ponto da variedade, considera-se a troca na ordem de duas derivadas covariantes,

as quais são generalização de derivadas parciais e que em geral não comutam. Seja um

vetor de campo arbitrário Aβ sobre uma variedade Riemanniana, calculando a diferença

∇µ∇νAβ −∇ν∇µAβ se obtém facilmente o tensor [12]

∇ν∇µAβ −∇µ∇νAβ = Rα
βµνAα (2.22)

onde

Rα
βµν = ∂νΓ

α
βµ − ∂µΓαβν + Γσβν Γασµ − Γσβµ Γασν (2.23)

é o tensor de curvatura de Riemann que determina a curvatura em qualquer ponto do

espaço-tempo Riemanniano.

A contração no primeiro e no terceiro ı́ndice do tensor de Riemann gera um tensor de

segunda ordem, Rβν = Rα
βαν , chamado de tensor de Ricci, dado por

Rβν = ∂αΓαβν − ∂νΓαβα − Γσβα Γασν + Γσβν Γασα (2.24)

E, finalmente, contraindo os ı́ndices do tensor de Ricci se obtém o escalar de curvatura R

dado por

R = ∂αΓανν − ∂νΓανα − Γσνα Γασν + Γσνν Γασα, (2.25)

onde, para se fazer as contrações usa-se o tensor métrico gµν da seguinte forma: Γανα =

gµν Γαµα.
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Baixando o ı́ndice α na equação (2.23), o tensor de curvatura pode ser escrito como

Rαβµν =
1

2
(∂ν∂αgβµ − ∂β∂νgαµ + ∂µ∂βgαν − ∂µ∂αgβν) (2.26)

+ gσρ(Γ
σ
αν Γρβµ − Γσαµ Γρ βν),

de onde segue imediatamente as seguintes propriedades de simetria

Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ, Rαβµν = Rµναβ, (2.27)

isto é, o tensor de curvatura é antissimétrico nos ı́ndices α, β e µ, ν e simétrico nos pares

de ı́ndices (α, β) e (µ, ν). Também pode se verificar que a soma ćıclica em quaisquer três

ı́ndices de Rαβµν é zero

Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0. (2.28)

Em um ponto P de um sistema de coordenadas localmente geodésico (Γα µν = 0)P , a

derivada covariante do tensor de curvatura em P pode ser escrita como

(∇ρRαβµν)P = (∂ρRαβµν)P = (∂ρ∂µΓαβν − ∂ρ∂νΓαβµ)P , (2.29)

devido ao caráter tensorial de Rαβµν , usando a equação (2.28) e o resultado acima, se

obtém para qualquer ponto da variedade que

∇ρR
α
βµν +∇βR

α
µνρ +∇µR

α
νρβ = 0, (2.30)

que são as identidades de Bianchi. Usando as propriedades de simetrias apresentadas na

equação (2.27) se obtém o seguinte resultado

∇µGµν = 0, (2.31)

onde

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR, (2.32)

é o tensor de Einstein, que descreve a curvatura do espaço-tempo nas equações de campo

da relatividade geral. Com todo esse ferramental matemático se descreve os efeitos dos

campos gravitacionais modificando a geometria do espaço-tempo de Minkowski para uma

geometria não euclidiana.
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2.3 Equações de Einstein

No ano de 1915 Einstein publicou as equações de campo gravitacional, as quais des-

crevem como a matéria modifica a geometria do espaço-tempo. Na dedução de suas

equações, baseadas em geometria diferencial, Einstein impôs que elas deveriam ser cova-

riantes sob transformações de coordenadas generalizadas e, além disso, ele também impôs

a validade local do prinćıpio da equivalência para referenciais não inerciais. Uma maneira

interessante de se obter as equações de Einstein foi desenvolvida por Hilbert também em

1915, a qual usa o prinćıpio da mı́nima ação de Hamilton. Uma das vantagens de se-

guir esse caminho é que ele permite conectar mais naturalmente a teoria da relatividade

geral com outras teorias de campos clássicas como por exemplo, o eletromagnetismo de

Maxwell, que também pode ser formulado em termos do prinćıpio da ação mı́nima.

A ação de Hilbert-Einstein [13] para o campo gravitacional no vácuo pode ser escrita

como

Ig =
∫
Lg d4x = κ

∫ √
−g R d4x. (2.33)

A integral acima é sobre todo o espaço-tempo, sendo que g é o determinante do tensor

métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci, Lg = κ
√
−gR é a densidade de lagrangiana

do campo gravitacional e κ = 1/16π. Adicionando à ação acima, Im, um termo devido a

campos de matéria e que contém uma densidade de lagrangiana, Lm =
√
−g Lm, obtemos

a ação total I dada por

I = Ig + Im =
∫ [

κ
√
−gR + Lm

]
d4x, (2.34)

que será considerada como um funcional do tensor métrico e suas primeiras derivadas.

Aplicando o prinćıpio da mı́nima ação de Hamilton à integral de ação acima i.e, δI = 0,

obtemos as equações de Einstein na presença de matéria. Para calcular a variação de I

primeiramente vamos considerar apenas a parte gravitacional da ação ou seja,

δIg =
∫
κδ(
√
−gR) d4x = 0. (2.35)

Lembrando que R = gαβRαβ e usando que δ
√
−g = −(

√
−g/2)gαβδg

αβ, a variação da

parte gravitacional da ação I pode ser escrita como

δ(κ
√
−gR) = κ

√
−g(Rµν −

1

2
gµνR)δgµν + κ

√
−ggµνδRµν . (2.36)

Usando a relação ∇α(
√
−glα) = ∂α(

√
−glα), o último termo na equação (2.36) acima

pode ser escrito como

κ
√
−ggµνδRµν = κ

√
−g[∇ν(δΓ

α
µα)−∇α(δΓα µν)] = κ∂νv

ν , (2.37)
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onde

vν ≡ [
√
−g(gµνδΓα µα − gµαδΓν µα)]. (2.38)

O último termo na equação (2.36) pode ser transformado em um termo de superf́ıcie

usando-se o teorema da divergência porém, mesmo para o caso de espaços-tempo assinto-

ticamente planos este termo, quando levado na integral de ação Ig, pode não se anular no

contorno do espaço-tempo [14]. Para se contornar este problema, adiciona-se à integral

de ação do campo gravitacional um termo de superf́ıcie dado por,

σ = −[
√
−g(gµνΓα µα − gµαΓν µα)],

de modos que a ação gravitacional Ig passa a ser escrita como

I ′g = κ
∫

(
√
−gR + σ)d4x, (2.39)

que quando submetida ao prinćıpio da ação mı́nima os termos de superf́ıcie que aparecerão

serão nulos no contorno da integral de ação

δI ′g = κ
∫ [√

−g(Rµν −
1

2
gµνR

)
]δgµν d4x. (2.40)

Para obter o cálculo da variação da ação da matéria Im usa-se o teorema de Gauss e

impõe-se que δgµν = 0 [15] nos limites da integral de tal forma que obtém-se

δIm =
∫ [

∂Lm
∂gµν

− ∂α
(

∂Lm
∂(∂αgµν)

)]
δgµν d4x. (2.41)

Definindo o tensor de energia momento Tµν dos campos de matéria como

Tµν ≡
2√
−g

[
∂α

(
∂Lm

∂(∂αgµν)

)
− ∂Lm
∂gµν

]
, (2.42)

a variação dada em (2.41) fica

δIm = −1

2

∫ √
−gTµνδgµνd4x. (2.43)

Desta forma aplicando o prinćıpio da ação mı́nima δI = δI ′g + δIm = 0, segue das

equações (2.40) e (2.43) que

κ
∫ [√

−g(Rµν −
1

2
gµνR

)
]δgµν d4x− 1

2

∫ √
−gTµνδgµνd4x = 0, (2.44)

usando o fato de que δgµν é arbitrário nas integrais acima, as equações de Einstein para
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o campo gravitacional na presença de matéria ficam

Rµν −
1

2
gµνR =

1

2κ
Tµν . (2.45)

Na tentativa de obter um modelo de universo estável, Einstein também deduziu uma

equação para a gravitação com a presença de uma constante cosmológica Λ. Essa versão

pode ser facilmente obtida ao se incluir o termo −2
√
−gΛ na integral de ação I = I ′g+Im,

de modo que a integral de ação fica

I =
∫ [

κ
√
−g(R− 2Λ) + σ + Lm

]
d4x, (2.46)

que quando submetida ao prinćıpio da ação mı́nima δI = 0 resulta na equação

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πTµν . (2.47)

Ambas as equações (2.45) e (2.47) propostas por Einstein descrevem uma relação entre a

métrica gµν do espaço-tempo e a distribuição de matéria descrita pelo tensor Tµν , ou seja,

estas equações descrevem como a geometria do espaço-tempo é afetada pela distribuição

de matéria sem ou com a presença da constante cosmológica.
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Caṕıtulo 3

Teleparalelismo Equivalente à

Relatividade Geral

3.1 Introdução

O Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral (TERG) é uma formulação da

teoria da gravitação onde os efeitos do campo gravitacional são descritos em termos de um

campo de tétradas autoparalelas. Neste formalismo o tensor de curvatura de Riemann é

nulo porém os tensores de torção são não nulos e a teoria é agora desenvolvida no espaço-

tempo de Weitzenböck [18]. Conforme veremos em acordo com o t́ıtulo deste caṕıtulo, há

uma expĺıcita equivalência entre as equações de campo de Einstein e as equações de campo

na formulação teleparalela. Ou seja, os efeitos gravitacionais podem ser descritos tanto

em termos de espaço-tempo com curvatura não nula, como é feito na RG com as equações

de Einstein que determinam o espaço-tempo de Riemann, como podem ser descritos em

termos de um espaço-tempo com torção, como acontece no TERG, onde as equações de

campo determinam campos de vetores paralelos do espaço-tempo de Weitzenböck.

A noção de paralelismo absoluto, utilizando um campo de tétradas para a descrição

do campo gravitacional, foi introduzida por Einstein em 1928 [19, 20] na tentativa de

uma unificação de sua teoria da gravitação com o eletromagnetismo. Posteriormente,

Møller [21], baseado nas ideias de Einstein mostrou que só em termos de um campo de

tétradas seria posśıvel se obter uma densidade de lagrangiana que levaria a um tensor de

energia momento gravitacional. Baseados nos trabalhos de Møller, Pellegrini e Plebanski,

no ińıcio dos anos 60, obtiveram uma formulação lagrangiana para a gravitação em termos

de tétradas [22]. E então, em 1963, Schwinger obteve uma expressão para a energia total

do campo gravitacional [23].

Uma expressão para a energia do campo gravitacional para ser bem definida localmente

deve depender de uma densidade de energia que seja independente de sistema de coor-

denadas. No contexto do TERG, vantajosamente, é posśıvel mostrar que tal expressão
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surge de modo natural. Outra vantagem deste formalismo é que, no contexto de sua

formulação hamiltoniana, a evolução temporal da estrutura dos v́ınculos da teoria é bem

definida. Além de uma expressão que permite calcular a energia gravitacional contida em

um volume arbitrário do espaço, obtida com o TERG, também surge de forma natural

uma equação da continuidade para o campo gravitacional a partir da qual obtém-se uma

definição de pressão para o campo gravitacional [24].

Diante de tantas vantagens no TERG, surge então a possibilidade de um caminho

alternativo para uma conciliação entre a teoria quântica e a gravitação que não se tem

em RG. Esse assunto será abordado adiante, no quinto caṕıtulo, com uma aplicação

cosmológica em um modelo de universo primordial sem a presença de matéria.

3.2 Campos de tétradas e o espaço-tempo de Weit-

zenböck

Um campo de tétradas autoparalelas, também conhecido simplesmente por tétradas,

é formado por um conjunto que possui quatro vetores linearmente independentes e orto-

normais entre si, formando uma base adaptada a um sistema de coordenadas local, ou

seja, em um ponto arbitrário x do espaço-tempo este conjunto é dado por

eaµ(x) =
{
e(0)

µ, e
(1)

µ, e
(2)

µ, e
(3)

µ

}
, (3.1)

onde os ı́ndices µ = (0, 1, 2, 3) são ı́ndices do espaço-tempo e os ı́ndices a = [(0), (1), (2), (3)]

são ı́ndices do grupo SO(3, 1) local de Lorentz. Sendo que o vetor e(0)
µ(x) é do tipo tempo

e os vetores e(i)
µ(x) são do tipo espaço, com i = (1, 2, 3).

O campo de tétradas satisfaz às seguintes relações de ortogonalidade

eaµ e
bµ = ηab, ea

µ ebµ = ηab, , (3.2)

onde ηab é a métrica de Minkowski, que pode ser utilizada para levantar e abaixar os

ı́ndices locais de Lorentz da seguinte forma

eaµ = ηab e
b
µ,

e

eaν = ηab eb
ν .

De forma análoga, os ı́ndices do espaço-tempo do campo de tétradas podem ser abaixados

ou levantados respectivamente, usando se o tensor métrico gµν ou o seu inverso gµν da
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seguinte forma

eaµ = gµλ e
aλ,

e

ea
ν = gνλ eaλ.

De onde segue facilmente uma relação entre as tétradas e o tensor métrico

gµν = eaµ eaν = eaµ e
b
ν ηab, gµν = eaµ ea

ν = eaµ ebν ηab. (3.3)

Desta forma, podemos observar que as tétradas convertem ı́ndices de Lorentz em ı́ndices

do espaço-tempo e ı́ndices do espaço-tempo em ı́ndices de Lorentz.

A ocorrência de um paralelismo de vetores em pontos distantes do espaço-tempo,

que é chamado de teleparalelismo, é garantido por meio de uma derivada covariante em

relação a uma conexão com curvatura nula e torção diferente de zero. Em relação a

esta conexão o transporte paralelo de vetores é independente de caminho e o transporte

paralelo de vetores em relação a esta conexão é covariantemente constante [16]. Desta

forma a derivada covariante das tétradas é nula em relação a esta conexão

∇νea
µ = ∂νea

µ + Γµλν ea
λ = 0, (3.4)

de onde segue que a conexão afim, Γλµν , é dada por

Γλµν = eaλ ∂µeaν . (3.5)

Esta conexão é chamada de conexão de Weitzenböck [18], sendo assimétrica nos ı́ndices µ

e ν.

As componentes de um vetor V µ em um ponto x do espaço-tempo em relação à um

campo de tétradas são dadas por V a(x) = eaµ(x)V µ(x). Dizemos que os vetores são

transportados paralelamente se suas componentes em relação ao campo de tétradas em

pontos distintos são idênticas, ou seja, para pontos infinitesimalmente próximos temos

que

V a(x+ dx) = V a(x) +DV a(x),

onde

DV a(x) = ea ν(x)(∇µV
ν)(x)dxµ = 0 → ∇µV

ν = 0,

com a derivada covariante acima dada em termos da conexão (3.5). O fato desta derivada

covariante se anular é o que garante o paralelismo absoluto de vetores e tensores.

Uma vez que a conexão afim dada na equação (3.5) é assimétrica esta gera um tensor

de torção não nulo dado por

T λµν = Γλµν − Γλνµ, (3.6)
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que contráıdo com ea λ pode ser escrito como

T a µν = ∂µe
a
ν − ∂νea µ. (3.7)

Ao contrário do tensor de torção (3.6) que é não nulo, a conexão afim (3.5) quando

levada na definição do tensor de Riemann (2.23), fornece um tensor de curvatura identica-

mente nulo. Este espaço-tempo dotado de um paralelismo absoluto dos vetores com torção

não nula e curvatura identicamente nula é chamado espaço-tempo de Weitzenböck [18].

É neste espaço-tempo onde o teleparalelismo equivalente à relatividade geral TERG é

desenvolvido.
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3.3 Formalismo Lagrangiano do TERG

Apresentaremos agora a densidade de lagrangiana para o TERG, necessária para a

construção das equações de campo e definições de densidade de energia, dentre outras

quantidades f́ısicas importantes, e a equivalência deste formalismo com a teoria da rela-

tividade geral de Einstein. Para isto, reescreveremos os śımbolos de Christoffel, os quais

denotaremos a partir de agora, como Γ̊α µν em termos da conexão de Weitzenböck e da

conexão de Levi-Civita na forma de uma identidade. E em seguida mostraremos que o

escalar de curvatura constrúıdo em termos da conexão de Levi-Civita pode ser escrito em

termos de uma combinação quadrática dos tensores de torção.

Para isto, seja o śımbolo de Christoffel abaixo

Γ̊λµν =
1

2
(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) , (3.8)

usando a relação entre o campo de tétradas e o tensor métrico gµν = ea µeaν , podemos

reescrever a relação acima como uma identidade em termos das conexões de Levi-Civita

e Weitzenböck, ou seja,

Γ̊λµν = ω̊µλν + Γλµν , (3.9)

onde

ω̊µλν =
1

2
(Tνµλ + Tµνλ + Tλνµ) . (3.10)

Este tensor definido em (3.10) está relacionado à conexão de Levi-Civita ω̊µab por

ω̊µab = ea
λeb

νω̊µλν . (3.11)

O tensor de curvatura no TERG é constrúıdo termos da conexão escrita em (3.11) e

é dado por

Ra
bµν = ∂µω̊ν

a
b − ∂νω̊µ a b + ω̊µ

a
c ω̊ν

c
b − ω̊ν a c ω̊µ c b. (3.12)

Com o tensor de curvatura dado em (3.12) e o determinante do campo de tétradas

e ≡ det(ea µ), podemos então construir uma importante identidade relacionando o escalar

de curvatura R(e) = ea
νebµRa

bµν e uma combinação quadrática dos tensores de torção

T λµν dada por,

eR(e) = −eΣλµνTλµν + 2∂µ(eT µ), (3.13)

onde T µ = T λλµ e e = det(ea µ) sendo o tensor Σλµν definido como

Σλµν =
1

4
(T λµν + T µλν − T νλµ) +

1

2
(ηλνT µ − ηλµT ν), (3.14)
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de onde segue a seguinte relação

ΣλµνTλµν =
(

1

4
T λµνTλµν +

1

2
T λµνTνλµ − T λTλ

)
. (3.15)

Portanto, de (3.13) e (3.14) conclúımos que o escalar de curvatura multiplicado pelo

determinante do campo de tétradas pode ser identicamente escrito como uma combinação

quadrática dos tensores de torção mais um divergente total.

A densidade de lagrangiana para o TERG na presença de campos de matéria é então

dada por

L = Lg + Lm = −κeΣabcTabc + 2κ∂µ(eT µ) + Lm, (3.16)

onde Lm é a densidade de lagrangiana dos campos de matéria que pode depender de eaµ. A

densidade de lagrangiana dada por (3.16) é invariante por transformações SO(3, 1) locais

do grupo de Lorentz e por transformações gerais de coordenadas. Eliminando o termo

de superf́ıcie em (3.16) L passa a ser invariante por transformações SO(3, 1) globais do

grupo de Lorentz.

Eliminando o termo de superf́ıcie em L e tomando sua variação em relação a eaµ

(prinćıpio variacional) obtemos as equações de campo para os campos de tétradas

eaλebµ∂ν(eΣ
bλν)− e

(
Σbν

aTbνµ −
1

4
eaµΣbcdTbcd

)
=

1

κ
eTaµ, (3.17)

onde Taµ = 1
e
δLm
δeaµ

é o tensor energia-momento dos campos de matéria. Manipulando o

lado esquerdo da equação acima e utilizando o resultado com (3.13) podemos reescrevê-la

como

Raµ(e)− 1

2
eaµR(e) =

1

κ
eTaµ, (3.18)

que é o análogo das equações de Einstein em termos do tensor métrico. Por meio da

relação (3.3) gµν = eaµ eaν , pode se mostrar que estas equações de campo são equivalentes

às equações de Einstein.
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3.4 Formalismo Hamiltoniano do TERG

Em resumo, o formalismo Hamiltoniano do TERG pode ser obtido a partir do forma-

lismo Lagrangiano através de uma transformada de Legendre. O procedimento consiste

em expressar as derivadas temporais das tétradas em termos dos seus momentos canoni-

camente conjugados e demais quantidades de campo.

Tomando a parte gravitacional Lg da densidade de Lagrangiana que é dada por (3.16)

e que pode ser reescrita na seguinte forma canônica

Lg = Πakėak −H0, (3.19)

onde Πak são os momentos canonicamente conjugados a eak, obtidos variando a densidade

de Lagrangiana (3.16) em relação a ėak ≡ ∂0eak, isto é,

Πak ≡ δLg
δėak

= −4κeΣa0k, (3.20)

teremos H0 como a densidade de Hamiltoniana primária. Por inspeção direta é posśıvel

observar que a densidade de Lagrangiana Lg não depende das derivadas temporais de ea0,

ou seja, não há dependência expĺıcita de ėa0 e, portanto o momento Πa0 é identicamente

nulo.

Com a definição dada na equação (3.14) podemos reescrever os momentos Πak como

Πak = κe[g00(−gkjT a0j − eajT k0j + 2eakT j0j)

+ g0k(g0jT a0j + eajT 0
0j) + ea0(g0jT k0j + gkjT 0

0j)

− 2(ea0g0kT j0j)− g0igkjT aij + eai(g0jT kij

− gkjT 0
ij)− 2(g0ieak − gikea0)T j ij].

(3.21)

Um ponto importante nesta análise é o fato de que apenas a parte simétrica dos momentos

Π(ij) =
1

2

(
ea

iΠaj + ea
jΠai

)
,

dependem das derivadas temporais ėak, enquanto que a parte antissimétrica dos momentos

Π[ij] =
1

2

(
ea

iΠaj − ea jΠai
)
,

são relações entre os momentos e as tétradas que não dependem de ėak e que, portanto,

juntamente com Πa0 = 0 constituem v́ınculos de primeira classe [25].

Com a evolução temporal do v́ınculo Πa0 = 0, segundo a prescrição de Dirac, gera-se
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um novo v́ınculo secundário Ca de primeira classe, ou seja

Ca = Π̇a0 = {Πa0,H0} =
δH0

δea0

= 0, (3.22)

que é dado por [4]

Ca = ∂iΠ
ai + ea0[− 1

4g00
κe(gikgjlP

ijP kl − 1

2
P 2) +

+ κe(
1

4
gimgnjT b

mnTbij +
1

2
gnjT i

mnT
m

ij − gikTm
miT

n
nk)]−

− 1

2g00
ke(gikgjlγ

aijP kl − 1

2
gijγ

aijP )− κeeai(g0mgnjT b
ijTbmn +

+ gnjT 0
mnT

m
ij + g0jTn

mjT
m

ni − 2g0kTm
mkT

n
ni −

− 2gikT 0
ijT

n
nk), (3.23)

onde

P ki =
1

ke
Π(ki) − g0m(gkjT i mj + gijT k mj − 2gikT j mj)

− (gkmg0i + gimg0k)T j mj,

(3.24)

com γaij dado por

γaij = −eak[g00(gjmT i km + gimT j km + 2gijTm mk) +

+ g0m(g0jT i mk + g0iT j mk)− 2g0ig0jTm mk +

+ (gjmg0i + gimg0j − 2gijg0m)T 0
mk].

(3.25)

Uma vez que Πa0 é identicamente nulo, os v́ınculos primários relacionados à parte

antissimétrica dos momentos Π[ij] podem ser escritos como

Γab = 2Π[ab] − 4κe(Σa0b − Σb0a) = 0. (3.26)

É posśıvel mostrar por cálculo direto que os v́ınculos Ca e Γab são tais que H0 = ea0C
a,

δCa

δec0
= ea0Cc − ea0Cc ≡ 0 e que δΓab

δec0
≡ 0 [25] e, portanto nenhum novo v́ınculo aparece

devido a evolução temporal de Ca e Γab.

E assim, sem nenhum v́ınculo secundário surgindo, a densidade de hamiltoniana total

H pode ser escrita como [4,25]

H = ea0C
a + αabΓ

ab, (3.27)

onde αab são multiplicadores de Lagrange e como a variação de H em relação a ea0 gera
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o v́ınculo Ca, ea0 em (3.27) surge naturalmente como um multiplicador de Lagrange.

A álgebra dos v́ınculos Γab e Ca é dada por [25]

{Ca(x), Cb(y)} = 0 (3.28)

{Ca(x),Γbc(y)} =
(
ηabCc − ηacCb

)
δ(x− y), (3.29)

e

{Γab(x),Γcd(y)} =
(
ηacΓdb + ηbcΓad − ηadΓcb − ηbdΓac

)
δ(x− y). (3.30)

Esta é uma álgebra de v́ınculos com a mesma estrutura da álgebra do grupo de Poin-

caré (álgebra também satisfeita pelas grandezas f́ısicas quadrivetor energia-momento e

momento angular gravitacional do TERG) e tem a mesma forma na presença ou não do

termo de constante cosmológica [25].

O v́ınculo Ca dado em (3.23) carrega um termo de divergência espacial que, quando

submetido a integração, leva à definição do quadrivetor energia-momento do TERG [4].

Já o v́ınculo Γab está associado ao momento angular gravitacional. Utilizando-o para

definir a densidade de momento angular [5] como

Mab = 4κe(Σb0a − Σa0b), (3.31)

que pode também ser reescrita em função das tétradas como

Mab = 2κ∂i[e(e
aieb0 − ebiea0)], (3.32)

é escrito finalmente o momento angular gravitacional Lab como

Lab =
∫
Mabd3x = 2κ

∫
∂i[e(e

aieb0 − ebiea0)]d3x. (3.33)

31



3.5 Expressões para a energia e a pressão

As expressões para a energia total e para a pressão do campo gravitacional na presença

de matéria [24] são obtidas com o formalismo lagrangiano do TERG e apresentadas a

seguir. Para isto é preciso partir da equação de movimento dada em (3.17) reescrevendo-

a como

∂µ(eΣaλµ) =
1

4κ
eea µ(tλµ + T λµ), (3.34)

onde T λµ = ea
λT aµ é o tensor energia-momento dos campos de matéria e

tλµ = κ(4ΣbcλTbc
µ − gλµΣbcdTbcd), (3.35)

é identificado como sendo o tensor energia-momento do campo gravitacional [24].

Aplicando a propriedade de simetria Σaµν = −Σaνµ na equação (3.34) segue imediata-

mente uma lei de conservação local para os tensores de energia-momento gravitacional e

para os campos de matéria

∂µ[eea ν(t
µν + T µν)] = 0, (3.36)

de onde se obtém a equação da continuidade para o campo gravitacional na presença de

matéria
d

dt

∫
V
d3xeea µ(t0µ + T 0µ) = −

∮
S
dSi[ee

a
µ(tjµ + T jµ)]. (3.37)

Nas integrais acima, V é um volume arbitrário do espaço tridimensional e S é uma su-

perf́ıcie que envolve V . Nesta última equação temos a derivada temporal do quadri-vetor

energia-momento total P a no interior do volume V , isto é

P a =
∫
V
d3eea µ(t0µ + T 0µ). (3.38)

Novamente, usando a anti-simetria nos dois últimos ı́ndices de Σaµν , recordando que

Πai = −4κΣa0i e tomando µ = 0 em (3.34), segue que

∂iΠ
ai = −eea µ(t0µ + T 0µ), (3.39)

e portanto,

P a = −
∫
V
d3x∂iΠ

ai = −
∮
S
dSiΠ

ai. (3.40)

A componente P (0) na equação acima fornece a energia total devido aos campos gravita-

cional e de matéria.

Levando a equação (3.39) do lado esquerdo de (3.37) e usando a equação (3.34) com

λ = j do lado direito de (3.37) podemos rescrevê-la como

d

dt
P a = −

∫
V
d3x∂jφ

aj = −
∮
S
dSjφ

aj, (3.41)
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onde φaj é dado por

φaj = 4κ∂µ(eΣajµ) = eea µ(tjµ + T jµ). (3.42)

Tomando a = (i) na equação (3.41) temos,

d

dt
P (i) = −

∮
dSjφ

(i)j. (3.43)

Na equação acima, a derivada temporal do vetor momento total possui dimensão de força,

portanto, em coordenadas cartesianas φ(i)j, representa a densidade de pressão total devido

ao campo gravitacional e aos campos de matéria na direção (i) sobre o elemento de área

na direção j. Desta forma é definida uma força f (i) dada por

f (i) = −
∮
S
dSjφ

(i)j (3.44)

como sendo a força total devido aos campo gravitacional e de matéria na direção (i).
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Caṕıtulo 4

A métrica FLRW e o TERG

4.1 O modelo FLRW

O prinćıpio cosmológico estabelece que em qualquer instante de tempo particular

o universo visto por qualquer observador em qualquer direção é equivalente [16]. Uma

solução das equações de Einstein baseada no prinćıpio cosmológico é aquela que descreve

um modelo de universo homogêneo e isotrópico em expansão ou contração acelerada. Esta

solução fornece a chamada métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW)

que representa uma aproximação em larga escala para um modelo de universo a partir do

big bang, ou seja, ela pode ser utilizada como primeira aproximação para a evolução do

universo e, também, pode ser estendida de forma a modelar as variações de temperatura

do universo em diferentes escalas.

No modelo de universo de FLRW, assume-se que o espaço-tempo é constitúıdo de

fatias do tipo espaço com a quadri-velocidade de qualquer observador ortogonal às hiper-

superf́ıcies do tipo espaço, as quais são parametrizadas por um tempo cósmico t = cte.

Além disso, assume-se que as coordenadas espaciais (x1, x2, x3) são constantes ao longo de

qualquer linha mundo, de modo que cada observador tem estas coordenadas fixas. Estas

coordenadas são chamadas de coordenadas comóveis. Uma vez que cada hipersuperf́ıcie

para t = cte é ortogonal à linha mundo de cada observador, o elemento de linha para a

métrica de FLRW tem a forma,

ds2 = −dt2 + gijdx
idxj, (4.1)

onde gij são funções das coordenadas (t, x1, x2, x3).

Seja uma linha mundo de um observador fundamental descrita por Xµ(τ) com τ o

tempo próprio ao longo da linha mundo. Logo por construção Xµ(τ) é caracterizada por

x0 = τ, xi = cte.
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Como dxi = 0, ao longo de Xµ(τ) temos que ds = cdτ = cdt logo, t = τ , e portanto τ

ao longo da linha mundo é igual ao tempo cosmológico t. Além disso, como a quadri-

velocidade de um observador fundamental nas coordenadas comóvel é dada por

uµ =
dxµ

dτ
= (1, 0, 0, 0),

e como qualquer vetor sobre as hipersuperf́ıcies t = cte tem a forma aµ = (0, a1, a2, a3), e

como gi0 = 0, segue que

gµνu
µaν = uµaµ = 0.

Logo as quadri-velocidades são ortogonais às hipersuperf́ıcies conforme mencionado acima.

Para que a métrica em (4.1) contemple a homogeneidade e a isotropia devemos impor

sobre esta que todos os pontos sobre uma particular hipersuperf́ıcie do tipo espaço, bem

como todas as direções devem ser equivalentes. Desta forma, sobre uma superf́ıcie do

tipo espaço, se considerarmos um triângulo formado por três galáxias próximas em um

tempo t, a isotropia requer que o triângulo formado por estas mesmas galáxias em um

tempo posterior deve ter a mesma forma. Além disso, a homogeneidade requer que o

fator de ampliação temporal deste triângulo deve ser independente de sua posição sobre a

superf́ıcie espacial. Isto significa que t só pode entrar em gij através de um fator comum

e, portanto, o elemento de linha em (4.1) deve ter a forma

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
, (4.2)

cuja a métrica associada é dada por,

gµν =


−1 0 0 0

0 a2/(1− kr2) 0 0

0 0 a2r2 0

0 0 0 a2r2sen2θ

 , (4.3)

onde k assume os valores −1, 0, 1 dependendo do universo ser hiperbólico, plano ou hi-

peresférico, respectivamente. E a(t) é o fator de escala que caracteriza a dinâmica da

geometria do espaço-tempo.

Para determinar a(t) devemos resolver as equações de Einstein na presença de matéria

as quais na presença da constante cosmológica são dadas pela equação (2.47), onde Tµν

é o tensor energia momento para um fluido perfeito caracterizado por sua densidade ρ e

sua pressão p dado por

Tµν = pgµν + (ρ+ p)uµuν , (4.4)

onde uµ é a quadri-velocidade do fluido. Como a procura é por soluções homogêneas e

isotrópicas, ρ e p são funções apenas de t.
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Quando se leva o tensor energia-energia momento dado por (4.4) na equação (2.47),

se obtém duas equações diferenciais para a evolução temporal de a(t) dadas por

2ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2
− Λ = −8πp, (4.5)

ȧ2

a2
+
k

a2
− Λ

3
=

8πρ

3
, (4.6)

que são conhecidas como equações de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker. No caso

em que Λ = 0 elas são chamadas de equações de Friedmann [16]. Pode-se reescrever a

equação (4.6) como
ȧ2

a2
= − k

a2
+

Λ

3
+

8πρ

3
, (4.7)

que são equações a serem usadas posteriormente.

Para determinar a localização do horizonte aparente associado à métrica (4.2), se

define r̃ = a(t)r e a métrica bidimensional hij = diag(−1, a2/(1 − kr2)), i = 0, 1; j =

0, 1. O horizonte aparente, que é um horizonte dinâmico, é determinado pela relação

hij∂ir̃∂j r̃ = 0, o que implica que o horizonte aparente está localizado sobre uma superf́ıcie

de expansão nula, ou seja os vetores ∂ir̃ são vetores nulos sobre a superf́ıcie do horizonte

aparente [17]. Ao contrário de horizontes de eventos (definido como o limite ao redor

de buracos negros onde, a partir do qual, a luz não pode mais escapar da gravidade)

e horizonte de part́ıculas (definido como o limite de distância para qualquer interação

entre part́ıculas), o horizonte aparente sempre existe para espaços FLRW, portanto, é

este último tipo de horizonte o melhor candidato para se formular leis da termodinâmica

neste tipo de espaço [17]. Usando a condição mencionada acima se obtém:

−(∂tr̃)
2 +

1− kr2

a2
(∂rr̃)

2 = 0 → r̃ = RA =
1√

H2 + k/a2
, (4.8)

onde H = ȧ/a é o parâmetro de Hubble. Diferentemente de um horizonte de eventos

para um buraco negro que independe de observador, no espaço-tempo de FLRW o hori-

zonte aparente não é uma propriedade absoluta do espaço-tempo. O horizonte aparente

é dependente do observador, ou seja, cada observador comóvel em distinto ponto sobre

uma hipersuperf́ıcie t = cte do espaço-tempo de FLRW verá seu próprio horizonte apa-

rente [17].

Subtraindo (4.5) de (4.6) obtemos

ä

a
= −4π

3
(ρ′ + 3p′) , (4.9)

onde ρ′ = ρ + ρΛ, p′ = p − ρΛ com ρΛ ≡ Λ
8π

sendo a densidade de energia do vácuo [16].
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O parâmetro de desaceleração q é definido como

q = − 1

H2

ä

a
, (4.10)

cujo valor sendo negativo significa que a taxa de expansão do Universo é acelerada, sendo

positivo significa que a taxa de expansão do Universo é desacelerada e sendo nulo indica

uma taxa constante de expansão. Uma vez que RA ≥ 0, para modelos de universo em

expansão acelerada segue de (4.5) e de (4.9) que p′ < 0 e ρ′ + 3p′ < 0.

4.2 Tétradas para a métrica FLRW

Um campo de tétradas ea µ tem como função básica projetar quantidades do espaço-

tempo f́ısico, em um ponto xµ, no espaço-tempo de referência também chamado de espaço-

tempo tangente [26]. Por exemplo, as diferenciais dxµ, em um ponto xµ do espaço-tempo

f́ısico, podem ser projetadas em diferenciais dqa do espaço-tempo de referência como

dqa = ea µdx
µ, (4.11)

onde qa representa as coordenadas no espaço-tempo de referência.

Quando a relação em (4.11) for integrável globalmente ela é dita uma relação ho-

lonômica e ambos os espaços mencionados acima são planos com ea µ podendo ser escrito

em termos de gradientes, isto é,

ea µ =
∂qa

∂xµ
, (4.12)

o que resulta em tensores de torção T a µν = 0. Na presença de campo gravitacional a

relação (4.11) é dita não-holonômica e não pode ser integrada globalmente porque, neste

caso, os tensores de torção T a µν não são nulos.

Um campo de tétradas, que são as variáveis básicas do TERG, pode ser naturalmente

visto como um sistema de referência adaptado a observadores em cada ponto do espaço-

tempo [27]. Para isto, seja Xµ(τ) a linha mundo de um observador ao longo de uma

curva C no espaço-tempo, onde τ é o tempo próprio do observador. A quadri-velocidade

do observador ao longo de C é dada por uµ(τ) = dXµ/dτ que é identificada com a

componente (0) de ea
µ ou seja, uµ(τ) = e(0)

µ ao longo de C. Portanto, por meio da

relação gµν = ea µeaν , para cada tensor métrico solução das equações de Einstein há uma

classe de tétradas adaptadas a diferentes observadores.

Para estudar as propriedades f́ısicas de um tensor métrico é feito a escolha de um

campo de tétradas adaptado a um observador estático. Isto pode ser feito impondo sobre

eaµ duas condições. A primeira condição é que e(0)
i = 0, o que implica que e(i)

0 = 0, o

que significa que a velocidade de translação espacial do observador é zero. Na segunda

condição impomos que os três eixos espaciais adaptados ao observador não estejam girando
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em relação a um sistema de referência que não gire [28]. Um campo de tétradas adaptado

a um observador estático que está associado à métrica (4.2) é dado por

eaµ =


−1 0 0 0

0 α senθ cosφ arcosθ cosφ −arsenθ sen(φ)

0 α senθ senφ arcosθ senθ arsenθ cosθ

0 α cosθ −arsenθ 0

 , (4.13)

onde

α =
a(t)√

1− kr2
. (4.14)

A energia total e a pressão total associadas ao campo de tétradas (4.13) serão apresentadas

na próxima seção para posteriormente, se fazer a análise das propriedades termodinâmicas

do modelo de universo de FLRW.

4.3 Energia e pressão no universo de FLRW

Nesta seção estão apresentados os tensores de torção associados ao campo de tétradas

dadas em (4.13). Em seguida, usando a definição de energia obtida a partir da equação

(3.40), será calculada a energia no interior do horizonte aparente do modelo de universo

de FLRW. Também será obtida a expressão para a força total que atua sobre a superf́ıcie

do horizonte aparente e, em seguida a expressão para a pressão total que atua sobre a

superf́ıcie do horizonte aparente. Aplicando a definição de torção dada em (3.7) ao campo

de tétradas dado por (3.40), as componentes não nulas das torções são:

T(1)01 = −T(1)10 = α̇ senθ cosφ,

T(1)02 = −T(1)20 = ȧr cosθ, cosφ,

T(1)03 = −T(1)30 = −ȧr senθ senφ,

T(1)12 = −T(1)21 = (a− α) cosθ cosφ,

T(1)13 = −T(1)31 = (α− a) senθ senφ,

T(2)01 = −T(2)10 = α̇ senθ senφ,

T(2)02 = −T(2)20 = ȧr cos θ senφ,

T(2)03 = −T(2)30 = ȧr senθ cosφ,

T(2)12 = −T(2)21 = (a− α) cosθ senφ,

T(2)13 = −T(2)31 = (a− α) senθ cosφ,

T(3)01 = −T(3)10 = α̇ cosθ,
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T(3)02 = −T(3)20 = −ȧr senθ,

T(3)12 = −T(3)21 = (α− a) senθ,

(4.15)

onde o ponto denota a derivada em relação a t.

Para calcular a energia contida no interior do horizonte aparente e a pressão total

sobre a superf́ıcie do horizonte aparente do modelo de universo de FLRW é necessário

primeiro obter as quantidades abaixo associadas a Σαµν definidas na equação (3.14)

Σ001 =
1

raα2
(α− a),

Σ110 = − ȧ

aα2
,

Σ220 = − ȧ

r2a3
,

Σ330 = − ȧ

a3r2sen2θ
,

Σ212 =
(α− a)

2r3a3α2
,

Σ313 =
(α− a)

2r3a3α2sen2θ
.

(4.16)

Integrando em θ e φ a densidade de energia Π(0)1 = −4κeΣ(0)01 sobre uma superf́ıcie

de raio r constante, se obtém a energia E no interior desta superf́ıcie, isto é,

E =
∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
dθΠ(0)1,

= ar(1−
√

1− kr2), (4.17)

onde para obter o resultado acima foi utilizado κ = 1
16π

. Na equação (4.17), assumindo

r = r′ tal que RA = ar′ e usando a definição de RA dada na equação (4.8), se obtém a

energia contida dentro do horizonte aparente do universo de FLRW que é dada por

EA = RA(1−
√

1− kR2
A/a

2). (4.18)

Usando as eqs. (4.7) e (4.8) pode-se escrever a expressão da energia como

EA = 2MA −R2
AH, (4.19)

onde MA é a massa efetiva no interior do horizonte aparente definida como

MA =
4πR3

A

3
(ρ+ ρΛ), (4.20)
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onde

ρΛ ≡
Λ

8π
.

MA é a massa de Misner-Sharp-Hernandez na presença da constante cosmológica [17] que

só pode ser definida para espaços com simetria esférica. Pela equação (4.19) se observa

que a energia total no interior do horizonte aparente, para universos em expansão, H > 0,

possui um termo negativo que, do ponto de vista gravitacional, é repulsivo. Na próxima

seção a expressão da energia dada por (4.19) será usada para escrevermos a primeira lei

da termodinâmica sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW.

Antes de prosseguir, é importante salientar que para um modelo de universo plano

temos k = 0 e 1−RaH = 0, portanto, EA dada por (4.18) é zero. Neste caso a energia do

campo gravitacional se cancela com a energia dos campos de matéria. No caso do modelo

de universo fechado k = 1, 1−RAH > 0 e a energia EA > 0. E para o modelo de universo

aberto k = −1, EA < 0, sendo isso uma situação onde o universo poderia se contrair após

uma expansão desacelerada.

Para obter a expressão da pressão sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW, se

deve primeiro calcular a expressão da força radial f(r) sobre a superf́ıcie de uma esfera de

raio r constante usando a definição de força dada em (3.39) e usar a definição de horizonte

aparente apresentada na equação (4.9) para, em seguida, obter a pressão total sobre a

superf́ıcie do horizonte aparente. Da equação (3.44) f(r) é dada por

f(r) =
∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
(−φ(r)1)dθ, (4.21)

onde φ(r)1 é φ(i)1 projetado na direção radial, ou seja,

−φ(r)1 = −(φ(1)1senθcosφ+ φ(2)1senθsenφ+ φ(3)1cosθ), (4.22)

e pela equação (3.42) temos que φ(i)j = 4κ∂µ(eΣ(i)jµ). Usando a inversa da métrica em

(4.3), o campo de tétradas em (4.13), as quantidades dadas em (4.16) e lembrando que

e(i)
0 = 0 se obtém

φ(1)1 = −4κ
[
∂0(ȧa)r2 + 1−

√
1− kr2

]
sen2θcosθ,

φ(2)1 = −4κ
[
∂0(ȧa)r2 + 1−

√
1− kr2

]
sen2θsenφ,

φ(3)1 = −4κ
[
∂0(ȧa)r2 + 1−

√
1− kr2

]
senθcosθ. (4.23)

Levando os resultados da última equação em (4.22) se obtém

−φ(r)1 = 4κ
[
∂0(ȧa)r2 + (1−

√
1− kr2)

]
senθ. (4.24)
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Agora levando φ(r)1 na equação (4.21) e integrando em φ e θ é obtido

f(r) =
[
∂0(ȧa)r2 + (1−

√
1− kr2)

]
, (4.25)

onde usou-se κ = 1
16π

.

Novamente na equação acima assumindo r = r′ tal que RA = ar′ e usando a definição

de RA apresentada na equação (4.8), é obtido a força total atuando sobre o horizonte

aparente do modelo de FLRW que é dada por

f(RA) =

[
∂0(ȧa)

R2
A

a2
+ 1−RAH

]
. (4.26)

Uma vez que para a superf́ıcie esférica definida por RA, f(RA) é homogênea, pode-se

obter a pressão total exercida sobre esta superf́ıcie como sendo dada por,

PA = f(RA)/4πR2
A =

1

4πR2
A

[(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
R2
A + 1−RAH

]
. (4.27)

Para modelos de universo em expansão acelerada, ou seja, ä > 0, usando a definição

de RA apresentada na equação (4.8), pode-se mostrar que para k = 0 ou k = 1, 1 −
RAH ≥ 0 e para k = −1 tem-se que H2R2

A + 1 − HRA > 0 e, portanto a força total

f(RA) e consequentemente a pressão total P (RA) sobre o horizonte aparente são grandezas

positivas. Note que mesmo para um modelo de universo plano k = 0 onde a energia total

no interior do horizonte aparente é zero, a pressão total sobre a superf́ıcie do horizonte

aparente é diferente de zero e positiva.

Do ponto de vista da análise feita nesta seção no contexto do TERG, pelas equações

(4.26) e (4.27), conclui-se que a expansão acelerada do universo é consequência do próprio

campo gravitacional gerado pelo flúıdo em movimento presente no universo. A expansão

acelerada é uma consequência de a pressão total P (RA), devido o campo gravitacional e a

matéria em movimento ser positiva, ou seja, qualquer observador estático sempre verá a

pressão total empurrar para frente a superf́ıcie do horizonte aparente. Desta forma, não se

faz necessário invocar qualquer forma de energia exótica e totalmente desconhecida para

se explicar a expansão acelerada do universo. Muitas vezes a equação (4.9) é analisada em

um contexto Newtoniano para invocar alguma forma de energia desconhecida, chamada

de energia escura, para explicar a expansão acelerada do universo, ou seja, uma forma de

energia que gera uma pressão p′ negativa responsável pela expansão acelerada [33]. No

entanto, tal análise só leva em consideração a pressão devido à constante cosmológica e

ao fluido presente no universo, deixando de fora a pressão do campo gravitacional.

Para entender melhor a dinâmica da solução de FLRW, será comparado a razão da

expansão de uma grandeza δ̇/δ com H que é a razão de expansão da matéria no universo
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[17]. Para RA e EA com k 6= 0 temos que

ṘA

RA

−H = −
(
ä

a

)
R2
A, (4.28)

ĖA
EA
−H = −

(
äRA

a

)(
RA +

R2
A

(1−RAH)

k

a2

)
. (4.29)

Das duas equações acima pode-se mostrar que

ĖA
EA
− ṘA

RA

= − R3
A

(1−RAH)

k

a3
ä. (4.30)

Portanto, pela equação (4.28) fica claro que para modelos de universo em expansão ace-

lerada, o horizonte de evento aparente expande mais devagar do que a matéria que é

comóvel logo, existe um fluxo de matéria saindo do interior do horizonte aparente, ou

seja, à medida que o tempo cosmológico aumenta tem-se cada vez menos matéria no

interior do horizonte aparente para frear a expansão acelerada.

A diferença dada na equação (4.29), para modelos de universo em expansão acelerada, é

negativa, logo a energia total EA no interior do horizonte aparente expande mais devagar

que a matéria. Finalmente, a equação (4.30) estabelece que para modelos de universo

em expansão acelerada, a energia total no interior do horizonte aparente expande mais

lentamente do que o horizonte aparente.

Embora a energia total aumente com o tempo, este crescimento não é suficiente para

impedir a expansão acelerada. Notável que para o caso k = 0, EA = 0, a energia do campo

gravitacional se cancela com a energia devido à matéria, porém, pela equação (4.28) ainda

temos um fluxo de matéria saindo do horizonte aparente para expansões aceleradas o que

gera uma pressão não nula e positiva sobre a superf́ıcie do horizonte aparente.

4.4 Primeira lei da termodinâmica para o horizonte

aparente

Nesta seção, usando as definições de energia e pressão obtidas no contexto do TERG,

será escrita uma relação para a primeira lei da termodinâmica no horizonte aparente

do espaço-tempo de FLRW [47]. Nesta análise se assumirá que a entropia associada

com o horizonte aparente é dada por um quarto da área do horizonte aparente [17] e, a

partir desta relação para a primeira lei, obteremos uma expressão para a temperatura no

horizonte aparente.

A análise termodinâmica de sistemas gravitacionais foi inicialmente desenvolvida tendo

como foco o estudo de buracos negros estáticos ou estacionários. Posteriormente tal

análise, num contexto cosmológico, foi estendida para o estudo da termodinâmica de
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horizontes que evoluem com o tempo como o horizonte aparente do espaço-tempo de

FLRW [34–36].

Usando a equação (4.8) em (4.18) pode-se reescrever EA como

EA =
(
RA −R2

AH
)
. (4.31)

Para escrever uma equação para a primeira lei da termodinâmica no horizonte aparente

é necessário calcular a variação de EA devido uma variação infinitesimal dt no tempo

cosmológico. Para isto, usando as relações, dRA = ṘAdt e dH = Ḣdt, segue de (4.31) que

dEA =

(
1− 2RAH −

R2
AḢ

ṘA

)
dSA

2πRA

, (4.32)

onde SA é a entropia dada por

SA =
AA
4

= πR2
A.

O termo de trabalho devido a PA, na primeira lei, é dado por

PAdVA =

[(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
R2
A + 1−RAH

]
dSA

2πRA

, (4.33)

onde

VA =
4

3
πR3

A.

é o volume areal do horizonte aparente, o qual contém a energia EA cuja superf́ıcie está

sob a ação da pressão PA.

Com as expressões em (4.32) e (4.33) a relação para a primeira lei da termodinâmica

é escrita como:

dEA + PAdVA = TAdSA, (4.34)

onde a quantidade TA é identificada como sendo a temperatura na superf́ıcie do horizonte

aparente e é dada por

TA =
1

2πRA

[
−2κ′RA + (1−RAH)2 −

(
RAH +

R2
AḢ

ṘA

)]
, (4.35)

onde κ′ é a gravidade de superf́ıcie de Kodoma-Hayward [17] dada por

κ′ = −RA

2

(
ä

a
+H2 +

k

a2

)
.

O último termo entre parênteses na expressão (4.35) pode ser simplificado e escrito

como

−kä
ȧ

RA

(ȧ2 + k − aä)
,
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e portanto a temperatura TA pode ser escrita como

TA =
1

2πRA

[
−2κ′RA + (1−RAH)2 − kä

ȧ

RA

(ȧ2 + k − aä)

]
. (4.36)

Para modelos de universo em expansão acelerada ṘA ≥ 0 portanto ρ′ + p′ ≥ 0 ou seja,

que não viole a condição de energia mı́nima na presença da constante cosmológica, a

temperatura acima é positiva.

O primeiro termo em (4.36) é exatamente metade da temperatura de Kodama-Hayward

no horizonte aparente do modelo de FLRW que é dada por [17]

TKH = − κ
′

2π
,

e que depende da escolha de κ′, porém, existem várias prescrições não equivalentes para

esta quantidade [37] e portanto várias expressões não equivalentes para TKH . Para o caso

de modelos de universo plano k = 0, os dois últimos termos em (4.36) se anulam e TA

reduz a

TA =
TKH

2
. (4.37)

Esse resultado mostrando uma temperatura proporcional ao raio do horizonte aparente

contrasta de modo notável à temperatura Hawking para um buraco negro TH = 1/8πM ,

onde M é a massa do buraco negro que é inversamente proporcional à temperatura.
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Caṕıtulo 5

A cosmologia quântica e o TERG

Uma quantização é um procedimento matemático para construir um modelo quântico

de um sistema f́ısico a partir de sua descrição clássica. Tendo em vista que as interações

fundamentais que regem o mundo atômico e subatômico conhecido exigem um tratamento

quântico para uma descrição satisfatória dos fenômenos que ocorrem nessa escala, é natu-

ral que se busque também uma posśıvel teoria quântica para a gravitação. Especialmente

para os primeiros momentos após o ińıcio do universo, os efeitos quânticos gravitacionais

poderiam responder várias questões em aberto. A cosmologia quântica se iniciou com

o formalismo hamiltoniano da RG por Arnowitt, Deser e Misner (ADM), adotado por

Wheeler e DeWitt para a equação de Einstein-Schrödinger (futuramente conhecida como

cosmologia quântica padrão ou equação de Wheeler-DeWitt - WDW).

Há mais de um processo de quantização conhecido que, ao conjunto de magnitudes

f́ısicas ou observáveis med́ıveis no sistema clássico, se corresponda a um conjunto de

observáveis quânticos ou operadores auto-adjuntos que satisfazem a determinadas relações

de comutação [38].

A quantização de um sistema clássico é realizada usualmente via quantização canônica.

Nessa regra basta trocar as variáveis clássicas dadas no hamiltoniano pelos seus respectivos

operadores. Assim, as variáveis clássicas de posição q e momento p correspondem aos

operadores q → q̂ e p → p̂ de modo que [q̂, p̂] = ih̄ (no caso clássico isso é análogo aos

parênteses de Poisson). A partir disso se obtém uma teoria quântica com a dinâmica dos

sistemas f́ısicos governada pela equação de Schrödinger i∂Ψ(t)
∂t

= ĤΨ(t). O hamiltoniano

quântico Ĥ é constrúıdo de acordo com a função clássica inicial e os estados quânticos do

sistema descrito pelo conjunto de vetores Ψ que são evolúıdos pela equação de Schrödinger.

A quantização canônica, apesar de ser extremamente simples para as funções polino-

miais que geralmente aparecem na mecânica quântica, pode apresentar algumas ambigui-

dades. Graças à não comutatividade que geralmente existe entre os operadores, o produto

de funções de variáveis clássicas não encontram uma correspondência simples com o res-

pectivo operador quântico. Por exemplo, para uma função do tipo f(q, p) = q2p onde se

deseja encontrar a correspondência f(q, p)→ f(q̂, p̂), poderia se imaginar que o resultado
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fosse f(q̂, p̂) = q̂q̂p̂, quando na verdade é feita uma simetrização de f e o resultado é

f(q̂, p̂) = 1
3
(q̂q̂p̂+ q̂p̂q̂ + p̂q̂q̂).

5.1 Quantização de Weyl

Além da problemática da ambiguidade, a quantização canônica não é facilmente

aplicável quando se deseja quantizar funções não-polinomiais. Por esse motivo, outras

técnicas de quantização foram introduzidas como, por exemplo, a que foi proposta por H.

Weyl. Essa técnica merece destaque pois, além de ter um procedimento matemático claro

e bem definido (levando a um entendimento f́ısico mais elucidativo), é um procedimento

que pode ser usado em espaços de fase curvos.

Dadas as variáveis q e p de um sistema clássico que são quantizadas segunda a regra

q → q̂ e p→ p̂, as funções f definidas sobre essas quantidades segundo a mapeamento de

Weyl [39] W : f → f̂ = W [f ], serão dadas por

W [f ] = f̂(q̂, p̂) :=
1

(2π)2

∫ ∫ ∫ ∫
dσdτdqdpf(q, p) exp {iσ(q − q̂) + iτ(p− p̂)}. (5.1)

Ou seja, nesse procedimento a função é automaticamente quantizada. E se for dado n

variáveis, z1, z2, ..., zn, de um sistema clássico, seus correspondentes operadores quânticos

serão ẑ1, ẑ2, ..., ẑn. O mapeamento de Weyl W : f → f̂ = W [f ] é dado por:

W [f ](z1, z2, ..., zn) :=
1

(2π)n

∫
dnkdnzf(z1, z2, ..., zn) exp

{
i
n∑
l=1

kl(zl − ẑl)
}

(5.2)

O espaço não comutativo é formado pelos operadores ẑn, ou seja, pela troca das coorde-

nadas locais zn pelos operadores hermitianos ẑn, levando à comutação

[ẑa, ẑb] = iαab (5.3)

Onde αab é um tensor anti-simétrico. Isso significa que a constante de Planck h̄ é apenas

um caso espećıfico nesse processo.

Considerando, por exemplo, uma função do tipo f(q, p) = qp, tem-se que [q̂, p̂] = ih̄.

Aplicando o mapeamento de Weyl é posśıvel se ter f(q, p)→ f(q̂, p̂) resultando em

f̂(q̂, p̂) :=
1

(2π)2

∫
dσdτdqdpf(q, p) exp {i [dσ(q − q̂) + dτ(p− p̂)]} (5.4)

Com o aux́ılio da relação de Baker-Campbell-Hausdorff exp i(σq̂ + τ p̂) = eiσq̂eiτ p̂e1/2στ e

propriedades da função delta de Dirac, a expressão anterior resulta em

f(q̂, p̂) =
1

2
(q̂p̂+ p̂q̂) (5.5)
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Ou seja, o resultado simetrizado da quantização canônica.

5.2 Cosmologia Quântica e o TERG

A cosmologia quântica, inicialmente com a apresentação do modelo proposto por

DeWitt e com colaboração de Wheeler, por mais de de 50 anos abriu um leque natural

pra outras pesquisas e atuação de estudos cosmológicos, principalmente no que tange ao

universo primordial. De modo resumido, será apresentado nesse caṕıtulo um modelo de

cosmologia quântica na gravidade teleparalela (CQGT) [46] que, diferente do modelo de

Wheeler-DeWitt (WDW) que parte de tronco evolutivo aparentado da RG, parte de ex-

pressões de energia e densidade de energia gravitacional constrúıdas no TERG. Aplicando

ao modelo a métrica de FLRW, base do MCP, e, através do processo de quantização de

Weyl chega-se a uma solução cosmológica de vácuo e foi obtido, como consequência, que

o espaço vazio do universo primordial exibe uma expansão. O resultado é análogo aos

trabalhos de Guth e posteriores [40–45].

Através de um campo de tétradas adaptado a um observador estacionário obtido da

métrica de FLRW (4.3)

eaµ =


1 0 0 0

0 a√
1−kr2 0 0

0 0 ar 0

0 0 0 arsenθ

 , (5.6)

obtém-se a densidade de energia gravitacional através de

et0(0) =
(−asenθ)

8π

[
(3ȧ2r2)√
1− kr2

+
√

1− kr2

]
(5.7)

O componente P (0) obtido da equação 3.40 fornece a energia total do universo e possui

as seguintes parcelas P (0) = E = Eg + Em, de modo que

Eg =
∫
d3xet0(0), Em =

∫
d3xeT 0(0) (5.8)

O limite superior de integração será o raio do horizonte aparente da equação 4.8,

considerado então como o raio do modelo de um pequeno universo primordial e vazio.

Portanto, não será considerado o termo correspondente à matéria mas, apenas o termo

correspondente ao campo no vácuo gerando um resultado que é

kEg =
(3ȧ2 − k)

√
ȧ2 + k(1− a2)

4(ȧ2 + k)
a2 − a(3ȧ2 + k)

4
√
k

arctan

 √
ka√

ȧ2 + k(1− a2)

 (5.9)
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Podendo ser reescrita como kEg = ε1 + ε2 onde

ε1 =
(3ȧ2 − k)

√
ȧ2 + k(1− a2)

4(ȧ2 + k)
a2,

ε2 = −a(3ȧ2 + k)

4
√
k

arctan

 √
ka√

ȧ2 + k(1− a2)

 .
(5.10)

Para o universo plano, k = 0, esta última expressão gera resultado identicamente nulo e,

portanto, nesse modelo o universo será estudado apenas para geometrias curvas corres-

pondentes a k = 1 ou k = −1.

Supondo agora que esse universo é um sistema quântico, sem matéria e governado por

uma equação do tipo Schrödinger (kĤg)Ψ = EkΨ, aplicando o mapeamento citado na

seção anterior W [kEg] = kĤg, pode-se calcular o operador Ĥg pelo procedimento de Weyl

e então procurar as soluções Ψ. A equação 4.37 é escrita em termos de a e ȧ, fazendo que

as escolhas adequadas para o mapeamento de Weyl sejam

W [a] = â, W [ȧ] = ˆ̇a = −iω ∂

∂a
. (5.11)

Com as quais se calcula o operador kĤg = ε̂1 + ε̂2 correspondente a kEg = ε1 + ε2 que

é aplicado à equação estacionária do tipo Schrödinger (kĤg)Ψ = EkΨ, resultando em

primeira aproximação como

[
15a2 +

66

8
+
(

6a2 +
76

8

)
a
d

da
+

(
a2

2
+

31

8

)
a2 d

2

da2

]
Ψ = εΨ (5.12)

E encontra-se finalmente como consequência

992εn − 6159 = 1242

[
n

2

+ 2
327n

124
+
(

327

124

)2
]

= 1242
[
n+

327

124

]2

(5.13)

onde εn é interpretado como sendo os ńıveis de energia posśıveis para o universo e, em

especial, o ńıvel ε0 é o menor ńıvel posśıvel. Ou seja, é a energia existente no ińıcio do

universo com um valor deduzido ε0 ∼ 114. Esse ńıvel fundamental de energia dependerá

da magnitude de ω, que é a relação de comutação entre os operadores vindo da expressão

[
â, ˆ̇a

]
= iω, (5.14)

havendo uma relação de incerteza entre a medida dos observáveis dada por

∆a∆ȧ ≤ ω

2
. (5.15)

48



É notável que o autovalor ˆ̇a seja diferente de zero pois isso implica que há uma dinâmica

expansiva na fase inicial do universo, sendo assim temos um mecanismo de inflação conec-

tado ao parâmetro de Hubble H = ȧ/a. A cosmologia quântica aplicada a esse contexto

primordial de um universo tem, como resultado um ińıcio expansivo (curvatura positiva)

na ausência de campos de matéria.
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Caṕıtulo 6

Termodinâmica gravitacional via

quantização de Weyl no contexto do

TERG

Agora, após o estudo e aplicação da quantização de Weyl no caṕıtulo anterior, será

feito um estudo das propriedades estat́ısticas de um sistema em equiĺıbrio termodinâmico

composto pelos quanta de energia permitidos pelo modelo de universo descrito anterior-

mente conforme a equação (5.13). De modo análogo aos fótons no eletromagnetismo, os

grávitons são os bósons da interação gravitacional e devem obedecer à estat́ıstica de Bose-

Einstein, fornecendo ao sistema as propriedades termodinâmicas caracteŕısticas dessa dis-

tribuição estat́ıstica.

A dinâmica das part́ıculas na teoria quântica é diferente da dinâmica clássica tendo,

como exemplo, o problema da indistinguibilidade de part́ıculas idênticas. Considerando

um sistema de dois bósons idênticos, a autofunção pode ser escrita de um modo geral

como

ΨS =
1√
2

[Ψα(1)Ψβ(2) + Ψβ(1)Ψα(2)] . (6.1)

Fazendo com que os bósons 1 e 2 estejam no mesmo estado, ou seja α = β, a função

densidade de probabilidade desse sistema será

Ψ∗SΨS = 2Ψ∗α(1)Ψ∗α(2)Ψα(1)Ψα(2). (6.2)

Isso significa que a probabilidade de que dois bósons sejam encontrados no mesmo estado

é o dobro da probabilidade correspondente de um sistema clássico que forneceria

Ψ∗Ψ = Ψ∗α(1)Ψ∗α(2)Ψα(1)Ψα(2). (6.3)

Ou seja, a simples presença de um bóson em um estado quântico faz com que se aumente

a possibilidade de que outro bóson esteja no mesmo estado quântico. Esse resultado pode
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ser estendido para vários bósons idênticos de modo que, se já existirem n bósons em um

estado quântico, a probabilidade de que um outro também assuma esse mesmo estado

será aumentada de um fator (n+ 1) do que seria o correspondente clássico com part́ıculas

distingúıveis.

Considerando um sistema de bósons em equiĺıbrio pode-se equacionar

n1R
b
1→2 = n2R

b
2→1, (6.4)

onde n1 e n2 são as quantidades de part́ıculas nos estados 1 e 2 enquanto Rb
1→2 e Rb

2→1

são as taxas de transições entre os bósons nesses estados. Tais taxas podem ser expressas

em função das taxas para part́ıculas clássicas Rc multiplicadas pelo fator (n+ 1), ou seja

Rb
1→2 = (n2 + 1)Rc

1→2, já que a cada transição para o estado 2 a probabilidade de nova

transição aumenta pelo fator (n2 + 1), sendo n2 o número de part́ıculas que já estavam

nesse estado. As taxas de transições de estado para part́ıculas clássicas podem ser escritas

em termos da distribuição de Boltzmann, o que dá na condição de equiĺıbrio

n1(n2 + 1)Rc
1→2 = n2(n1 + 1)Rc

2→1 = n1(n2 + 1)e−ε2/kT = n2(n1 + 1)e−ε1/kT , (6.5)

sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura do sistema, podendo ser reescrito

como
n1

n1 + 1
e−ε1/kT =

n2

n2 + 1
e−ε2/kT . (6.6)

O valor de cada membro desta equação não pode envolver propriedades particulares de

cada estado e o resultado é que eles forneçam apenas algo relacionado à temperatura T

de equiĺıbrio. Igualando-os convenientemente a uma função do tipo e−α se chega a

n

n+ 1
e−ε/kT = e−α. (6.7)

E finalmente, isolando n

n(ε) =
1

eαeε/kT − 1
=

1

eε′/kT − 1
, (6.8)

onde ε′/kT = α + (ε′/kT ). Este resultado é a distribuição de Bose-Einstein, fornecendo

o número de bósons em um sistema com temperatura de equiĺıbrio T ocupando o estado

quântico de energia ε.
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6.1 Aplicação da distribuição de Bose-Einstein aos

fótons

A radiação contida em uma cavidade, de volume fixo V e a uma temperatura cons-

tante T, possui propriedades que podem ser estudadas aplicando a distribuição de Bose-

Einstein. Tratando os fótons como um gás, se tem como resultado o espectro da radiação

de cavidade do corpo negro, que foi obtido por Max Planck com dados experimentais já

conhecidos.

A distribuição para fótons possui a forma da equação (6.8) com α = 0, ou seja

n(ε) =
1

eε/kT − 1
. (6.9)

Isso ocorre porque o parâmetro α é especificado pelo número de part́ıculas do sistema e, no

caso dos fótons na cavidade, não há uma constância nesse número já que existe absorção

e emissão dos fótons nas paredes do recipiente que os contém. Assim a distribuição não

pode depender do termo eα com o sistema em equiĺıbrio térmico.

Isso pode parecer pouco óbvio mas, esse resultado é obtido naturalmente ao tomar a

função de partição do sistema

Z =
∑

n1,n2,...

e−βn1ε1e−βn2ε2 ... (6.10)

onde β = 1/kT e a soma deve ser feita sobre todos os posśıveis números de part́ıculas

nr = 0, 1, 2, 3... em cada estado com energia εr = 0, 1, 2, 3... Reescrevendo a última equação

com a propriedade do produto de exponenciais se obtém

Z =

 ∞∑
n1=0

e−βn1ε1

 ∞∑
n2=0

e−βn2ε2

 ... (6.11)

Cada termo entre parênteses é uma série de expansão da expressão (1−e−βn)−1 e a função

de partição assume a forma

Z =
(

1

1− e−βε1
)(

1

1− e−βε2
)
... (6.12)

E assim, o número provável de fótons n(ε) ocupando o estado quântico de energia ε é

obtido da expressão

nr = − 1

β

∂ lnZ

∂εr
= − 1

β

∂
∑
r− ln (1− e−βεr)

∂εr
(6.13)

Derivando o logaritmo e simplificando a expressão resultante se obtém finalmente n(ε) =

(eε/kT − 1)−1 de acordo com a equação (6.9).
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Chamando de G(ε)dε o número de posśıveis estados quânticos para fótons no inter-

valo de energia de ε até ε + dε, e com o número provável de part́ıculas ocupando o

estado quântico de energia ε dado por n(ε) em (6.9), o número de fótons em tal intervalo

energético é dado pelo produto n(ε)G(ε)dε.

A função G(ε) pode ser calculada com argumentos geométricos, considerando uma

cavidade cúbica de lado L e aplicando as condições de contorno aos vetores de ondas

estacionárias que são permitidos nas dimensões da cavidade. Sendo (kx, ky, kz) o vetor de

uma onda eletromagnética, suas componentes obrigatoriamente satisfazem as condições

periódicas

kx =
2π

L
n1, ky =

2π

L
n2, kz =

2π

L
n3, (6.14)

onde n1, n2 e n3 são números inteiros. Pensando em um espaço abstrato formado pelos

pontos (kx, ky, kz), o volume cúbico em torno de cada ponto é (2π/L)3 e cada um des-

ses pontos corresponde a um posśıvel vetor de onda permitido. A energia dos fótons é

quantizada de acordo com

ε = hν =
ch

2π

√
k2
x + k2

y + k2
z (6.15)

sendo ν a frequência e c a velocidade de propagação da luz. Essa equação define uma

esfera de raio 2πε/ch e todos os pontos do reticulado interior a essa esfera possuem energia

menor do que ε. O número de todos esses pontos que possuem energia entre 0 e ε é dado

pelo divisão do volume da esfera pelo volume cúbico (2π/L)3 em torno de cada ponto.

Executando a divisão e multiplicando o resultado por dois, já que para cada vetor de onda

há dois modos de propagação relacionados à polarização da onda, se encontra

N(ε) = 2
4π

3
(2πε/ch)3(2π/L)−3 =

8πV

3c3h3
ε3, (6.16)

que fornece o número N(ε) de posśıveis ondas no interior da cavidade de volume V = L3

com energia entre 0 e ε. Derivando essa função obtemos G(ε)dε o número de estados

quânticos para fótons no intervalo de energia de ε até ε+ dε

G(ε)dε =
8πV

c3h3
ε2dε, (6.17)

De posse das funções n(ε) dada em (6.9) e G(ε) dada em (6.17), algumas propriedades

termodinâmicas são naturalmente determinadas. Por exemplo, o número médio N de

fótons na cavidade

N =
∫ ∞

0
n(ε)G(ε)dε, (6.18)

que permite naturalmente calcular a densidade volumétrica de fótons como

N

V
=

1

V

∫ ∞
0

n(ε)G(ε)dε =
∫ ∞

0

8π

c3h3(eε/kT − 1)
ε2dε. (6.19)
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Ao fazer uma mudança de variável x = ε/kT , a última equação é reduzida a

N

V
=

8π(kT )3

(ch)3

∫ ∞
0

x2

(ex − 1)
dx ' 8π(kT )3

(ch)3
2, 40. (6.20)

Substituindo os valores das constantes e utilizando T = 2, 7 kelvin como a temperatura

atual do universo, estimamos a densidade de fótons da radiação cósmica de fundo (CMB)

da ordem de 400 milhões de fótons por metro cúbico.

Agora, a energia interna para a cavidade será

U =
∫ ∞

0
εn(ε)G(ε)dε =

∫ ∞
0

V
8πε3dε

c3h3(eε/kT − 1)
(6.21)

de onde vem a razão U/V proporcional a T 4, fazendo novamente x = ε/kT

U

V
=

8π(kT )4

c3h3

∫ ∞
0

x3

(ex − 1)
dx ' 8π(kT )4

c3h3
6, 494 (6.22)

resultado conhecido como a lei de Stefan-Boltzmann e também, finalmente, escrevemos a

densidade volumétrica de energia no intervalo de ε até ε+ dε

ρT (ε)dε =
εn(ε)G(ε)dε

V
=

8πε3dε

c3h3(eε/kT − 1)
, (6.23)

de onde surge o espectro de Planck ao substituir ε = hν. A função ρT (ν) possui um

valor máximo para uma frequência que muda linearmente com a temperatura, resultado

conhecido como a lei do deslocamento de Wien.
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6.2 O universo preenchido pelo gás de grávitons

De modo análogo ao estudo do gás de fótons na cavidade, será feito agora um estudo

da termodinâmica para o modelo de quantização obtido pelo mapeamento de Weyl, apre-

sentado no caṕıtulo anterior. A partir da energia discreta obtida para o vácuo no ińıcio

do Universo, pode-se construir imediatamente uma função de partição:

Z =
∑
i

e−
Ei
kT =

∑
i

e−βEi (6.24)

Essa é função de partição de um ensemble canônico, ou seja, estamos modelando inici-

almente um universo com temperatura, volume e número de part́ıculas fixos, supondo

assim que elas não escapam do universo. Buscando então o resultado em (5.13) e fazendo

Ei = εn na expressão apresentada para a função de partição, obtemos:

Z =
∑
n

e[− εn
kT

] =
∑
n

exp

[
−(124n+ 327)2 + 6159

992kT

]
(6.25)

Com a qual se pode calcular a energia livre de Helmholtz, F , e a entropia, S

F = −kT lnZ, S = −∂F
∂T

. (6.26)

Pode-se também calcular a capacidade térmica CV (para k = 1)

CV =
∂〈E〉
∂T

, 〈E〉 = −∂ lnZ

∂β
= T 2∂ lnZ

∂T
. (6.27)

De imediato percebe-se uma dificuldade com a função partição por não possuir uma forma

anaĺıtica simples, sendo uma série de exponenciais

Z ' e−
114
T + e−

211,25
T + e−

339,5
T + e−

498,75
T + e−

689
T + e−

910,25
T + e−

1162,5
T + (6.28)

e−
1445,75
T + e−

1760
T + e−

2105,25
T + e−

2481,5
T + e−

2888,75
T + e−

3327
T + e−

3796,25
T + e−

4296,5
T +

e−
4827,75
T + e−

5390
T + e−

5983,25
T + e−

6607,5
T + e−

7262,75
T + e−

7949
T + e−

8666,25
T + e−

9414,5
T + ...

Isso sugere um tratamento numérico ou, pelo menos, um truncamento da série em

algum termo, já que com o crescimento de n os termos correspondentes vão decrescendo

em sua contribuição. Sendo assim, como pequeno ensaio, considerando uma temperatura

T = 100 e somando os termos até n = 10 se obtém Z ' 0.4822563163087 enquanto

que para n = 50 se obtém Z ' 0.4822563163090. Dividindo ambos os valores se tem

uma razão menor do que 10−13, mostrando que para cálculos práticos a série com poucos

termos já oferece um boa aproximação.
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Os gráficos da função de partição Z e da energia livre de Helmholtz F calculada a

partir da função Z, ficam, respectivamente, com o seguinte aspecto

Figura 6.1: Z em função da temperatura

Figura 6.2: F em função da temperatura
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Gerando, então, a função entropia que fica crescente com a temperatura e mudando

de concavidade

Figura 6.3: S em função da temperatura

E, para a capacidade térmica em função de T a volume constante, vemos que é in-

teressante a existência de uma transição com derivada nula no seguinte gráfico obtido

Figura 6.4: C em função da temperatura
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Esse modelo termodinâmico tem uma notável propriedade semelhante ao modelo de

Einstein para sólidos, que é uma pressão nula no sistema devido a não dependência

expĺıcita da função de partição com o volume

p = −∂F
∂V

= 0. (6.29)

Conclui-se assim que ao escrever a primeira lei da termodinâmica, esta assume uma forma

simples do tipo d〈E〉 = CV dT = TdS. Se essa equação é escrita em termos da função de

partição chega-se a uma identidade, sendo que todas as grandezas envolvidas são funções

apenas da temperatura e as derivadas parciais tornam-se derivadas totais.

Encerrando, para se obter uma solução para a função partição na forma de funções

elementares, será agora considerado uma aproximação. Quando o valor de n no somatório

for muito grande, o termo quadrático dentro do somatório será dominante, logo,

Z ∼= f(T ) +
1

2
e−114/T

[
ϑ3

(
0, e−

31
2 /T

)
+ 1

]
, (6.30)

onde a função f(T ) é uma função que a prinćıpio pode depender da temperatura T e

ϑ3 é a função eĺıptica de Jacobi de terceira espécie. Verificando como a função f(T )

se comporta, basta traçar a função partição Z para a expressão acima com f(T ) nula e

comparar com o resultado numérico. É mostrado o comportamento da função acima (com

f(T ) = 0) em preto pontilhado e o comportamento do somatório da função Z em azul na

figura 6.5.

2000 4000 6000 8000 10000
T

5

10

15

20

z

Figura 6.5: Comparação da função partição com a aproximação por função eĺıptica.

Assim se verifica que a partir de certo valor de temperatura, os gráficos divergem

apenas por um valor constante de valor aproximado 5/2. Sendo assim, temos que f(T =

∞) ∼= −5
2
. As funções coincidem na origem, logo, uma função candidata que satisfaz
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f(T =∞) ∼= −5
2

e f(T = 0) = 0 é o do tipo arco-tangente. Resulta então que

f(T ) = − 5

π
arctan (T/500), (6.31)

onde o fator divisor 500 foi ajustado manualmente para que a curva tivesse a mesma

suavidade de crescimento que a da solução numérica. Sendo assim, o resultado é

Z ∼=
1

2
e−114/T

[
ϑ3

(
0, e−

31
2 /T

)
+ 1

]
− 5

π
arctan (T/500) . (6.32)

O comportamento dessa função anaĺıtica pode ser visto na figura 6.6.

2000 4000 6000 8000 10000
T

5

10

15

20

z

Figura 6.6: Comparação da função partição com a aproximação por função eĺıptica com
a correção do arco-tangente.

Essa especulação naturalmente pode ainda receber novas sugestões para um melhor

ajuste e, assim, todas as grandezas termodinâmicas possam ser aproximadamente expres-

sas por funções anaĺıticas mais convenientes.
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Caṕıtulo 7

Considerações finais

Neste trabalho, com o objetivo de discutir cosmologia em contexto que alcance até

a teoria quântica, fizemos uma breve revisão da teoria da relatividade de Einstein, até se

chegar às equações de campo de Einstein para a gravitação na presença ou não da cons-

tante cosmológica. Devido às dificuldade existentes na RG apresentamos uma formulação

equivalente à teoria da gravitação de Einstein que é denominada de teleparalelismo equi-

valente à relatividade geral TEGR. Discutimos brevemente as formulações Lagrangiana

e Hamiltoniana do TEGR; mostramos que no contexto deste formalismo é posśıvel obter

uma expressão localmente bem definida para a energia do campo gravitacional. Mostra-

mos também que a partir das equações de campo e da definição de energia é posśıvel obter,

a partir de uma equação de continuidade, uma expressão para a pressão gravitacional na

presença ou não de matéria.

Apresentamos o modelo de universo de FLRW que é uma solução exata das equações de

Einstein que descreve modelos de universos homogêneos e isotrópicos em expansão ou con-

tração acelerada. Apresentamos a definição de horizonte aparente do modelo de FRLW,

constrúımos um campo de tétradas adaptadas a observadores espacialmente estáticos as-

sociados à métrica de FRLW. Calculamos a energia total contida no interior do horizonte

aparente, calculamos também a pressão total sobre a superf́ıcie do horizonte aparente.

Mostramos que para modelos de universo em expansão acelerada a pressão total sobre a

superf́ıcie do horizonte aparente é positiva podendo ser responsável pela expansão acele-

rada do universo atualmente.

Usando as expressões para a energia e pressão obtidas anteriormente, escrevemos uma

relação para a primeira lei da termodinâmica na superf́ıcie do horizonte aparente. Para

isto adotamos a entropia como sendo dada por um quarto da área da superf́ıcie do ho-

rizonte aparente. A partir da relação para a primeira lei, extráımos uma expressão para

temperatura na superf́ıcie do horizonte aparente. Em particular para modelos de universo

plano esta temperatura reduz-se à metade da temperatura de Kodoma-Hayward [17] na

superf́ıcie do horizonte aparente.

Após toda essa discussão foi feito um resumo do procedimento de quantização de Weyl
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com uma aplicação a um modelo de universo vazio, gerando uma solução aproximada

com discretização da energia, possibilitando um estudo de propriedades desse modelo de

universo. Um resultado importante é que o autovalor de ˆ̇a é diferente de zero e é atrelado

à curvatura do universo k e dando a ela uma interpretação positiva, ou seja, uma espécie

de expansão, exatamente o que é esperado para modelo inflacionário.

E no caṕıtulo final, com uma analogia à estat́ıstica de fótons, apresentamos um es-

tudo da termodinâmica do universo vazio primordial, possuindo uma função de partição

dependente apenas da temperatura e grandezas termodinâmicas com caracteŕısticas de

um ensemble canônico. É notável nas funções que descrevem a entropia, que muda de

concavidade, e a capacidade térmica, que possui uma transição com derivada nula, que

o sistema muda seu comportamento de acordo com a temperatura. Isso abre caminho

para futuras especulações sobre mecanismos de evolução do universo, como por exemplo

a formação de part́ıculas elementares, transições de fase e inflação. Além de possibilitar

novos ensaios com modelos de universo em equiĺıbrio ou fora do equiĺıbrio termodinâmico,

gerando vasto ramo de pesquisas futuras.
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