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Resumo

A solucao de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) é a sugestao de
uma métrica aplicavel as equagoes de Einstein e que descreve um universo isotropico e
homogéneo que pode estar expandindo ou contraindo de forma acelerada. Dados obser-
vacionais recentes sugerem que o presente universo é aproximadamente plano e que este
esta expandindo acelerado. Neste trabalho, no contexto do Teleparallelismo Equivalente
a Relatividade Geral (TERG), tentaremos entender a razao pela qual o universo, baseado
no modelo de FLRW, esta expandindo de forma acelerada. Apresentaremos também uma,
relacao para a primeira lei da termodinamica para a superficie do horizonte aparente do
modelo de FLRW, de onde extrairemos uma expressao para a temperatura no horizonte
aparente. E a partir de um modelo de universo primordial e vazio, onde se aplica o proce-
dimento de quantizacao de Weyl, obtendo valores para a discretizacao da energia, faremos

um estudo da termodinamica desse sistema com propriedades de um ensemble canonico.



Abstract

The Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) solution is the suggestion
of a metric applicable to Einstein’s equations and that describes an isotropic and homo-
geneous universe that may be expanding or contracting in an accelerated way. Recent
observational data suggests that the present universe is approximately flat and that it is
expanding accelerated. In this work, in the context of the Teleparallelism Equivalent of
General Relativity (TEGR), we will try to understand the cause on which the universe,
based in the FLRW model, is expanding in an accelerated way. We also present a re-
lation to the first law of thermodynamics to the apparent horizon of the FLRW model,
and from this relation we will obtain an expression to the temperature at the apparent
horizon. And, based on a model of a primordial and empty universe where the Weyl
quantization procedure is applied, obtaining values for the energy discretization, a study
of the thermodynamics of this system will be carried out with the properties of a canonical

ensemble.
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Capitulo 1
Introducao

A Cosmologia, como ramo da fisica moderna, tornou-se uma &rea rica que envolve
praticamente todos os assuntos relacionados as descobertas que revolucionaram as teorias
classicas. Comegando com a Teoria da Relatividade Especial (RE) de Einstein, baseada
no principio de que as leis da fisica assumem a mesma forma em todo referencial inercial,
que foi desenvolvida inicialmente para descrever eventos observados de diferentes referen-
ciais inerciais ou seja, referenciais que nao estao acelerados uns em relagao aos outros.
Posteriormente, baseado no principio da equivaléncia, que estabelece a equivaléncia entre
um sistema de referéncia uniformemente acelerado e um sistema de referéncia inercial
na presenca de um campo gravitacional homogeneo, Einstein desenvolveu sua teoria da
gravitacao ou teoria da relatividade geral. Nesta teoria Einstein propos que a gravidade
nao fosse mais considerada como uma forga no sentido convencional, mas sim como uma
manifestacao da curvatura do espaco-tempo produzida pela presenca de matéria.

Na teoria da relatividade geral, o espaco tempo é descrito em termos de um ten-
sor métrico e as equagoes desenvolvidas por Einstein para gravitacao, ou simplesmente
equacoes de FEinstein, descrevem a dinamica do espago-tempo na presenca ou nao de
matéria. Quando descrita em termos do tensor métrico, a teoria de Einstein permite que
se defina apenas pseudos-tensores de energia-momento, que sao quantidades dependentes
de sistema de coordenadas, e portanto tal dependéncia implica na impossibilidade de se
obter expressoes bem definidas para energia e momento angular do campo gravitacional.
Tais quantidades para distintos sistemas de coordenadas fornecem distintos valores.

Por meio de um formalismo alternativo equivalente a teoria da relatividade é possivel
se obter expressoes bem definidas para energia, momento angular e pressao do campo
gravitacional. Neste formalismo, chamado de Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral (TEGR) [1-5], o campo gravitacional é descrito em termos de um campo de tétradas
autoparalelas. A teoria é desenvolvida no espaco-tempo de Weitzenbock, onde a curvatura
¢é nula e a torcao ¢ diferente de zero.

Uma solucao exata das equacgoes de Einstein é a solucao de FLRW, que descreve a

dinamica de um modelo de universo homogéneo e isotropico contendo um fluido perfeito



na presenca ou nao de uma constante cosmolégica. Neste modelo o universo pode esta em
expansao ou contracao acelerada. Dados observacionais recentes indicam que o universo
é aproximadamente plano e que o mesmo esta em expansao acelerada. Neste trabalho,
no contexto do TEGR, faremos um estudo sobre o comportamento do horizonte apa-
rente (cujo significado serd explicado) do modelo de universo de FLRW com o intuito de
entender a expansao acelerada do universo. Baseado na primeira lei da termodinamica
estabeleceremos uma expressao para a temperatura no horizonte aparente. Usaremos
como entropia a forma padrao da literatura, isto é, a entropia serd assumida como sendo
um quarto da area do horizonte aparente. Apds essa discussao, serd feito um tratamento
de quantizacao para um modelo de universo jovem e vazio. Isso é possivel gracas ao
processo de quantizacao de Weyl que, diferentemente do procedimento canoénico, permite
uma correspondéncia clara entre os observaveis classicos e quanticos.

A cosmologia quantica é uma area onde se estuda a gravidade em nivel cosmolégico
com algum tratamento quantico, sendo isso essencial para saber como foram os primeiros
instantes do universo, onde as distancias envolvidas sugerem que efeitos quanticos sejam
inevitdveis. E necessério que se tenha acao gravitacional em todos os pontos e isso quer
dizer que, com uma gravidade quantizada e devidamente aplicada, se abre o caminho
para compreender eventos como a inflagao. Inflagao é um periodo que estaria relacionado
com a radiagdo césmica de fundo (CMB ou Cosmic Microwave Background). A CMB,
vista em pequenos angulos do universo, traz uma anisotropia que nao pode ser explicada
pelos modelos que se tem de inflagao. E essa anisotropia é devido a efeitos quanticos da
gravidade.

A partir de uma cosmologia quantica que tem por base o TERG e a quantizagao
de Weyl aplicados ao modelo de FLRW [6], de onde se obtém expressoes de energia e
densidade de energia gravitacional cosmoldgica, pode-se fazer um tratamento estatistico
para os supostos gravitons. De modo andlogo aos fotons do eletromagnetismo, os gravitons
também seriam os bdsons responsaveis por uma interagao fundamental da natureza. O
objetivo desse trabalho é desenvolver a mecanica estatistica desse modelo de quantizagao
da gravitacao em escala cosmologica. Isso serd feito para um jovem universo que ainda
nao possui matéria, mas, apenas os gravitons em questao.

Obter expressoes para uma funcao de particao, entropia, temperatura, calor especifico
e, por exemplo, estudos futuros de transi¢oes de fase desse universo primordial, dao re-
levancia a esse trabalho de investigacao das propriedades de um mundo inicialmente sem
matéria. Pois, o modelo inflacionario propoe que o Universo teria experimentado uma
transicao de fase que o levou de um estado dominado pelo vacuo falso a um estado domi-
nado pela radiagao. Supondo ainda que ele pode apds isso, por algum mecanismo, gerar
os outros componentes do universo que se tem hoje.

Nos capitulos que se seguem, apresentamos uma breve introducao a Teoria da Relativi-

dade Geral com o modelo de FLRW, um resumo do TERG aplicado ao modelo do universo



de Friedmann, a quantizacao de Weyl com as expressoes de energia quantizada para os
gravitons e, finalmente, a termodinamica aplicada ao modelo FLRW e o tratamento es-
tatistico inicial dos resultados citados para essa discretizacao da energia gravitacional com
as perspectivas de continuidade do trabalho.

Notacao: os indices latinos do meio do alfabeto em diante, i, j, k... representam indices
do tipo espaco e assumem os valores 1,2, 3. Os indices gregos e latinos do inicio do alfabeto
sao indices do espago-tempo e do grupo SO(3, 1) respectivamente. Eles variam de 0 a 3
da seguinte forma, oo = {0,i}, a = {(0), (7)}. Se adotard a convengao de Einstein e um

sistema natural de unidades tal que c=G =h =k = 1.
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Capitulo 2

A Teoria da Gravitacao de Einstein

2.1 A Teoria da Relatividade

No contexto da mecanica classica (MC) ha uma importante discussao sobre a dinamica
e relatividade dos movimentos que leva a uma definigao de dois tipos basicos de referen-
ciais que, a partir do quais, podemos utilizar para descrever os movimentos das massas
em geral. Tais referenciais sao classificados em inerciais e nao inerciais e se diferenciam,
respectivamente, conforme neles se verifique ou nao a validade das leis da mecanica new-
toniana.

Para um observador sabidamente em um referencial inercial ha um conjunto de equacoes,
conhecidas como transformacoes de Galilei, que permitem relacionar as coordenadas de
um evento fisico registradas por ele com as coordenadas registradas por outro observador
que esta em outro referencial inercial. Dessas transformacoes se destacam a absolutivi-
dade das medidas de intervalos de tempo e de distancias, levando a um modelo fisico de
universo com geometria euclidiana e teoricamente sem limite de velocidade para a pro-
pagacao de informacoes. De modo simplificado, dois sistemas de referéncia inerciais s
podem se diferir por diferentes orientacoes de seus eixos coordenados e por uma translacao
em um movimento relativo com velocidade constante.

Juntamente com a teoria da gravitacao desenvolvida por Newton, descrevendo a in-
teracao das massas a distancia, a MC fez com que a dinamica dos corpos terrestres e
celestes ficasse aparentemente muito bem esclarecida até que, com a necessidade de en-
contrar os referencias em que se pudessem aplicar as equagoes do eletromagnetismo de
Maxwell, se percebeu no inicio do século XX que a luz, no vacuo, nao possui um referen-
cial especial para sua propagacao. E assim, Einstein sugeriu que a luz deve se propagar
com a mesma velocidade em todos os referenciais inerciais. Essa condicao contraria a re-
latividade de Galilei e portanto, reconhecendo a validade das equagoes de Maxwell, houve
a busca por uma nova teoria de uma mecanica que abrangesse o notavel fato de haver

evidéncias experimentais da constancia na velocidade da luz para os diferentes observa-
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dores.

Desse modo, o espaco e tempo absolutos de Newton deram lugar a uma nova estrutura,
quadri-dimensional e pseudo-euclidiana, chamada espago-tempo de Minkowski. Medidas
de distancia e tempo passam a ser relativas (dependentes do referencial especifico de cada
observador). Tudo isso em acordo com dois postulados feitos por Einstein, (i) as leis
da fisica devem manter as suas formas em todos os referenciais inerciais (principio de
covariancia das leis fisicas) e (i7) a velocidade ¢ da luz é a mesma em todos os referenciais
inerciais.

Essas foram as base da Teoria da Relatividade Especial (RE), onde percebe-se que
o conceito de sistemas de referéncia continua sendo de fundamental importancia e os
referenciais inerciais sdo definidos pela validade da primeira lei de Newton (principio da
inércia), mantendo portanto algo em comum com o antigo modelo. A diferenga fundamen-
tal nesta nova teoria estd no modo como ficam relacionadas as coordenadas de um evento
fisico quando registradas por diferentes observadores inerciais pois, as transformacoes de
Galilei dao lugar as transformacoes de Lorentz, surgindo os chamados efeitos relativisticos
como, por exemplo, as contragoes de distancias, dilatagoes temporais e relatividade da
simultaneidade.

Por exemplo, para um referencial inercial S’ que se move apenas na direcao do eixo x
com uma velocidade constante v em relacao a um referencial inercial S, as transformacoes
de Lorentz, que relacionam as coordenadas de um evento PP em relagao aos dois sistemas

de referéncia, podem ser escritas como

= y(x—ot),
y o=,
7 = 2z,

(2.1)

Onde c é a velocidade da luz no vécuo, v = (1 — 32)"Y/2 e 8 = v/c. Essas transformacoes
relacionam as coordenadas (x,y, z,t) de um evento P quando visto por um observador em
S com as coordenadas (', 2,1/, 2") desse mesmo evento quando visto por um observador
em S’. Neste caso se diz que (2.1) é um "boost”ao longo do eixo z.

As varidveis do sistema de equagoes (2.1) podem ser redefinidas em termos da notagao
de Einstein como z* = (t,x,y,z) onde u = 0,1,2,3 e ¢ = 1, de modo que, em termos

matriciais, o sistema (2.1) pode ser reescrito como

= At =D A e, (2.2)
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onde

v =By 00
By v 00

e N A (2:3)
0 0 0 1

e devemos ter A" A, = 65. Nesta notagao, de forma implicita, hd um somatério em um
indice repetido desde que um deles apareca em cima e o outro apareca em baixo, tal como
na equacao (2.2).

De modo geral se considerarmos dois eventos separados infinitesimalmente um do outro

num referencial S, o intervalo entre eles é dado, no espaco-tempo de Minkowski, por
ds® = 0, dz"dz” (2.4)

e tal intervalo é invariante por qualquer transformagao de Lorentz SO(3,1) [8]. Ou seja,

nao importa o referencial inercial, sempre se tem
ds® = ndrtds” = n,,da"de"™ = A 0, AN sdr®da”, (2.5)

onde a métrica pseudo-euclidiana 7, = A® #77&5/\5 , chamada métrica de Minkowski é um

tensor de segunda ordem, invariante por transformacgoes de Lorentz e é dada por

-1 0 0 0
0 1 00
, = 2.6
Um 0 01 0 ( )
0 0 01

A dinamica dos movimentos descrita pela RE possui toda uma reformulacao em relagao
ao que se tinha em MC e gerou uma nova visao cientifica sobre o universo com os efeitos
relativisticos. Destacando agora, por exemplo, a equivaléncia entre massa e energia e que
existe uma velocidade limite no universo. Nenhum corpo material pode ser acelerado até
atingir a velocidade da luz ¢ e, mais ainda, nenhuma informacao pode se propagar com
valor superior a ¢. A RE se consolidou, mostra acordo com resultados experimentais e
hoje é um grande pilar para fisica em teoria de campos, além de conter as transformacoes
de Galilei e toda a MC como caso limite quando ¢ tende a infinito.

Porém, logo apds o nascimento da RE, uma generalizacao estava por vir. Einstein
procurou expandir sua teoria para incluir os referenciais nao inerciais, levando em consi-
deracao o fato de que um observador na presenca de um campo gravitacional uniforme
e um outro observador hipoteticamente livre da agao da gravidade mas, com uma ace-
leracao constante visto de um terceiro referencial que seja inercial, possuem propriedades

fisicas equivalentes. Esse fenomeno é a base do Principio da Equivaléncia, que estabe-
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lece a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional dos corpos (hoje sabe-se
experimentalmente que a massas inercial e gravitacional sao iguais com uma incerteza
menor do que 1 parte em 10'!) e é facilmente aplicdvel para campos gravitacionais uni-
formes. Para o caso de campos nao uniformes esse principio sé possui validade local,
sendo impossivel equiparar todos os pontos de um campo gravitacional nao uniforme a
um referencial acelerado.

Einstein conseguiu contornar esse problema de aplicacao utilizando a Geometria Rie-
manniana para descrever completamente os fenomenos gravitacionais. Agora, o espago-
tempo passa a ter uma geometria nao euclidiana curva mas, localmente a geometria é
pseudo-euclidiana e assim incorpora o principio da equivaléncia, vindo a ser uma estru-
tura quadridimensional que se reduz ao espaco-tempo de Minkowski no caso especial de
curvatura nula. Se nao hé curvatura também nao ha efeitos gravitacionais, ou seja, a
gravidade seria compreendida nao mais como uma for¢a entre os corpos mas, como uma
deformagcao do espaco-tempo causada pela presenca da matéria. Esta é a ideia central
que da suporte a Teoria da Relatividade Geral (RG) que, mais uma vez e em um curto
espaco de tempo na histéria da fisica, criou outra revolugao no modo de compreender a
estrutura do universo. A RG é a teoria da gravitagdo de Einstein e as vezes chamada
também de teoria da covariancia, por tornar todos os referenciais igualmente adequados
para a aplicacao das lei da fisica.

Os pontos do espaco-tempo na RG sao descritos por quatro coordenadas arbitrarias

0 2! 2% 2?). Esse novo sistema de coordenadas mais geral é denominadas de Co-

ot = (x
ordenadas Gaussianas. Nesse sistema de coordenadas o intervalo que separa dois eventos

infinitesimalmente proximos, ou elemento de linha, é dado pela forma quadratica
ds* = g,,, dz"dz” (2.7)

onde g,, ¢ chamado de tensor métrico e ¢ uma funcao das coordenadas z#. O termo

0,1 .2 .3
,xt, x? x°) para

g dxt = dx,, fornece a regra de transformacao das coordenadas z# = (x
as coordenadas do espaco dual z, = (z, 21,22, 23), de modo que o elemento de linha
possa ser reescrito como ds? = dx,dz".

O tensor métrico caracteriza a relacao geométrica entre eventos proximos, ou seja,
ele descreve a geometria do espaco-tempo e também, consequentemente, o campo gra-
vitacional no sistema de coordenadas gaussianas, o que o torna a peca fundamental da
RG. A utilidade do tensor métrico ainda vai além: com ele se realizam outras operagoes
geométricas em espacos curvos, como o transporte paralelo de vetores e outros objetos
matematicos. Através dele que se obtém a expressao para a curvatura do espacgo-tempo
e o Tensor de Einstein que sumariza a interagao da geometria com a matéria. A curva-
tura do espago-tempo significa que nao podemos encontrar sistemas de coordenadas nos

quais g,, = 1, em todos os pontos do espaco-tempo ou seja, a presenga de um campo
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gravitacional distorce a geometria do espago-tempo, gerando neste uma curvatura.

O tensor métrico pode variar sob transformacoes gerais de coordenadas contudo, a
forma quadratica acima permanece invariante. A arbitrariedade na escolha do sistema de
coordenadas no espaco-tempo de Riemann leva a definicao do Principio da Covariancia
Generalizada. Esse principio afirma que as leis da fisica mantém sua forma em todos
os sistemas de coordenadas gaussianas, isto é, as leis da fisica devem ser covariantes sob
transformacoes gerais de coordenadas.

Concluindo, Einstein incorporou em um sé ramo de estudo a RE como caso limite,
os referenciais acelerados e a interagao gravitacional. Uma consequéncia dessa unificagao
tedrica é que o caminho das massas livres de acao externa ¢ uma linha geodésica no
espaco-tempo encurvado pela matéria. As equacoes de geodésica irao descrever também
a propagacao da luz no campo gravitacional. Isso foi confirmado quando se observou, por
exemplo, o desvio da luz vindo de uma estrela e passando perto do Sol (eclipse visto em
Sobral pela expedicao montada por Eddington em 1919, mostrando que o espago-tempo
é curvado pela massa solar). E em um pouco mais de um século a RG tem tido muitos
sucessos com diversos experimentos e observacoes confirmando sua validade. Além dos
desvios da luz na vizinhanca de corpos massivos podemos citar o efeito relativistico na
dinamica do planeta Mercirio, a fisica de buracos negros, deteccao de ondas gravitacionais

e a aplicagao tecnoldgica no GPS (Global Positioning System).
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2.2 Geometria Riemanianna e os fundamentos da RG

No contexto da teoria da RE, no espaco-tempo de Minkowski, um vetor é carac-
terizado pelo seu comportamento sob as transformagoes de Lorentz as quais deixam a
forma quadratica ds® = n,,dz"dz” invariante. Por outro lado no contexto da teoria
da relatividade geral, um vetor no espaco-tempo de Riemann é caracterizado pelo seu
comportamento sob transformacoes de coordenadas generalizadas. Neste formalismo o
desenvolvimento ¢ feito através da questao fundamental em RG que é a determinacao do
tensor métrico, sendo este uma caracteristica do espaco-tempo e nao do referencial pois,
o que muda ao se passar de um sistema de coordenadas para outro é apenas a expressao
do tensor métrico com as coordenadas do novo sistema.

A quantidade A, serd um vetor covariante sob transformacoes de coordenadas gene-

ralizadas se sua lei de transformacao for dada por

W ox”

_ 9y
B Qg

(2.8)

ou seja, A, se transforma como um tensor por transformacoes gerais de coordenadas.
Essa generalizagao é importante porque em espacos-tempo Riemannianos a simples di-
ferenciacao parcial de um vetor nao mais se transformara como um tensor, o carater
tensorial que se tinha no espaco-tempo de Minkowski da derivada parcial é perdido em
espagos-tempo Riemannianos. De modo andlogo a quantidade A* serd um vetor contra-
variante sob transformacoes de coordenadas generalizadas se sua lei de transformacao for

dada por

ox'*
by 7
oxv

Para que possamos construir um tensor por diferenciacao, precisamos introduzir o conceito

A = (2.9)

de derivada covariante. Para isto, seja dois pontos infinitesimalmente proximos um do
outro com coordenadas x* e x* +dx*, entao, vetorialmente, a separacao infinitesimal entre
eles é

ds = e, (z)dx", (2.10)

onde e, () sdo vetores de base. Da relacao acima temos que
ds®* = ds - ds = (e, - e,)dz"dz", (2.11)

de onde se conclui que o tensor métrico é dado por g¢,.(z) = e, - e, e de onde segue
que g"(z) = e" - € onde e* sdo vetores de base dual a base e,(z). Em um sistema de
coordenadas arbitrdrio x sobre uma variedade, se considerarmos os vetores e, em dois

pontos infinitesimalmente proximos um do outro ¥ e ¥ + dz", podemos obter a derivada
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parcial de e, em relacao a x¥ da seguinte forma

de, (.. de,
T ((blglygo 530”) : (2.12)

Em geral a derivada parcial acima nao resulta em um vetor tangente a variedade no ponto

x¥, desta forma se define a derivada parcial de um vetor de base, em um ponto z” da
variedade, projetando a quantidade acima no espago tangente no ponto em questao da

seguinte forma
de,

ox?

onde os coeficientes I'" ,,(z) sdo chamados de conexdes afins.

=0, =17 (x)e, (), (2.13)

Seja agora um vetor de campo A definido sobre alguma regiao de uma variedade
Riemanniana. Se este vetor for escrito em termos de suas componentes covariantes e
dos vetores de base, ou seja, A = A#(x)e,(x) , sua derivada parcial, usando o resultado

apresentado na equagao (2.13), serd dada por
0,A =0,(A%,) = (V,A")e,, (2.14)

onde a quantidade
vV, At = 9,AM +TH A7, (2.15)

¢ definida como a derivada covariante das componentes do vetor de campo A. Usando a

relacao e* - e, = 0” podemos mostrar imediatamente que
V,A, =0,A, -17 A, (2.16)

A derivada covariante definida acima se transforma como um tensor por transformacoes
gerais de coordenadas e é de fundamental importancia na formulagao da teoria da relati-
vidade geral.

Essa ultima operacao pode ser aplicada a tensores em geral [10]. Por exemplo, se

tomar a derivada covariante do tensor métrico se obtém,

vﬁguu = aﬁguu - g)\VF/\MB - gu/\FAyﬂ (217)

e assumindo que as conexoes afins sao conexoes métricas [11], ou seja, que o tensor métrico

é constante em relacao a derivada covariante (V,g,, = 0) segue que

g = 9l + g5 - (2.18)
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Fazendo uma permutacao ciclica nos indices da equagao (2.18) obtém-se

Ougus = 9rsT, + gaal,,- (2.20)

Agora assumindo que I, = T, e somando as equagoes (2.19), (2.20) e subtraindo a

equagao (2.18), pode-se expressar a conexao afim em termos do tensor métrico como

1
F/\uy = §g>\/8(81/gﬁu + augl/ﬁ - 8Bg;u/> (221)

Sendo que ¢g"” representa a matriz inversa do tensor métrico g,,. As conexoes afins,
determinadas pela equagdo (2.21), sdo conhecidas como Simbolos de Christoffel (que serao
renomeados mais a frente como [ ., de modo que nao se confundam com outro tipo de
conexao).

Para resolver o problema de se medir a curvatura de um espaco-tempo Riemanniano em
qualquer ponto da variedade, considera-se a troca na ordem de duas derivadas covariantes,
as quais sao generalizacao de derivadas parciais e que em geral nao comutam. Seja um
vetor de campo arbitrario Ag sobre uma variedade Riemanniana, calculando a diferenga
V.V, Ag — V,V, Az se obtém facilmente o tensor [12]

V,V, A5 — V.V, As = R® 5,,Aq (2.22)
onde
RO& BHV — ayraﬁ'u - 8ura6y + FUBV Fao_u - ]._‘0-6“ Faa.y (223)

¢ o tensor de curvatura de Riemann que determina a curvatura em qualquer ponto do
espaco-tempo Riemanniano.
A contragao no primeiro e no terceiro indice do tensor de Riemann gera um tensor de

segunda ordem, Rg, = R® g4,, chamado de tensor de Ricci, dado por
Rg, = 0u1%, — 0,1, =175, 1%, + 17,1, (2.24)

E, finalmente, contraindo os indices do tensor de Ricci se obtém o escalar de curvatura R
dado por
R =9, -0, —T1I°" I +1I°,1°_, (2.25)

onde, para se fazer as contracoes usa-se o tensor métrico g da seguinte forma: ' =

g/u/ Faua'
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Baixando o indice a na equagao (2.23), o tensor de curvatura pode ser escrito como

1
Raﬁﬂ’/ - 5 <a’/aagﬁu - aﬁa'/gau + aﬂaﬁgal/ - aﬂaagﬁl/> (2'26)
+ gUP<FGaV Fpﬁ,u, - Fga,u I ﬁl/)?

de onde segue imediatamente as seguintes propriedades de simetria

Raﬂ,uy - _Rﬂa/u/ = _Raﬂvua Raﬂ/,w - R/,LVO&ﬁ? (227)

isto é, o tensor de curvatura é antissimétrico nos indices «, 8 e u, v e simétrico nos pares
de indices («, 8) e (p, ). Também pode se verificar que a soma ciclica em quaisquer trés
indices de Rqg,. € zero

Ra/gw, + Ram,,g + Ral,,gu =0. (2.28)

Em um ponto P de um sistema de coordenadas localmente geodésico (I'* ,, = 0)p, a

derivada covariante do tensor de curvatura em P pode ser escrita como
(VpRaB/W)P - (6pRa6uV)P = (apauraﬁv - 8pavraﬂu)Pa (2‘29)

devido ao carater tensorial de Rag,, usando a equagao (2.28) e o resultado acima, se

obtém para qualquer ponto da variedade que
vaa Buv + VﬁRa pop T VuRa vps = 0, (2-30)

que sao as identidades de Bianchi. Usando as propriedades de simetrias apresentadas na

equagao (2.27) se obtém o seguinte resultado

ViG,, =0, (2.31)
onde .
Guw = R — §9WR7 (2.32)

é o tensor de Einstein, que descreve a curvatura do espaco-tempo nas equacoes de campo
da relatividade geral. Com todo esse ferramental matematico se descreve os efeitos dos
campos gravitacionais modificando a geometria do espaco-tempo de Minkowski para uma

geometria nao euclidiana.

19



2.3 Equacoes de Einstein

No ano de 1915 Einstein publicou as equacoes de campo gravitacional, as quais des-
crevem como a matéria modifica a geometria do espago-tempo. Na deducao de suas
equacoes, baseadas em geometria diferencial, Einstein impos que elas deveriam ser cova-
riantes sob transformacoes de coordenadas generalizadas e, além disso, ele também impos
a validade local do principio da equivaléncia para referenciais nao inerciais. Uma maneira
interessante de se obter as equacoes de Einstein foi desenvolvida por Hilbert também em
1915, a qual usa o principio da minima acao de Hamilton. Uma das vantagens de se-
guir esse caminho é que ele permite conectar mais naturalmente a teoria da relatividade
geral com outras teorias de campos cldssicas como por exemplo, o eletromagnetismo de
Maxwell, que também pode ser formulado em termos do principio da acao minima.

A agado de Hilbert-Einstein [13] para o campo gravitacional no véacuo pode ser escrita

COImMo
I, = /cg 'z = /f/\/_—ng‘Lx. (2.33)

A integral acima é sobre todo o espaco-tempo, sendo que g é o determinante do tensor
métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci, £, = ky/—¢R é a densidade de lagrangiana
do campo gravitacional e k = 1/167. Adicionando a agado acima, I,,, um termo devido a
campos de matéria e que contém uma densidade de lagrangiana, £, = \/—¢ L, obtemos

a acao total I dada por

[=1,+1,= / [k =gR+ L] d'z, (2.34)

que sera considerada como um funcional do tensor métrico e suas primeiras derivadas.
Aplicando o principio da minima acao de Hamilton a integral de acao acimai.e, 1 = 0,
obtemos as equagoes de Einstein na presenca de matéria. Para calcular a variacao de [

primeiramente vamos considerar apenas a parte gravitacional da acao ou seja,
5I, = / kd(/—gR) d'z = 0. (2.35)

Lembrando que R = ¢g**R,5 e usando que 6v/—g = —(v/—9/2)gapdg®’, a variagao da

parte gravitacional da acao I pode ser escrita como

1
O(rv/=gR) = mv/=g(Ru = 59u R)09" + Kv/=9g" S Ry (2.36)

Usando a relacdo V,(/=gl*) = 0a(y/—gl*), o ultimo termo na equagao (2.36) acima

pode ser escrito como
K —=99" 0R, = k/—g[V, (6T 40) — Vo (0T )] = KOV, (2.37)
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onde
v = [V/=g(g" 0T ya — ¢"OT 1)) (2.38)

O dltimo termo na equacdo (2.36) pode ser transformado em um termo de superficie
usando-se o teorema da divergéncia porém, mesmo para o caso de espagos-tempo assinto-
ticamente planos este termo, quando levado na integral de acao I, pode nao se anular no
contorno do espago-tempo [14]. Para se contornar este problema, adiciona-se a integral

de acao do campo gravitacional um termo de superficie dado por,
0= _[\/__g<g/wra po gherr MOé>]7
de modos que a acao gravitacional I, passa a ser escrita como
I = /i/(\/—_gR +o)d'z, (2.39)

que quando submetida ao principio da agao minima os termos de superficie que aparecerao

serao nulos no contorno da integral de acao

5[;]:/{/

Para obter o calculo da variacao da agao da matéria I,,, usa-se o teorema de Gauss e

1
V—9(Rw — ng,R>}5g’“’ dix. (2.40)

impde-se que d¢g"” = 0 [15] nos limites da integral de tal forma que obtém-se

oL oL
I, = mo_ ——m iy, 2.41
0 m / |f99#” aa (a(aagw’)>] 69 d'z ( )

Definindo o tensor de energia momento 7, dos campos de matéria como

2 oL, oL,
T, = — 2.42
pv ,—_g [aa (a(aaguy)> 89!“’] ) ( )

a variacao dada em (2.41) fica

1
oI, = —5/\/—gTW5g‘“’d4x. (2.43)

Desta forma aplicando o principio da agao minima 01 = §I; + 1, = 0, segue das
equagoes (2.40) e (2.43) que

Ji

usando o fato de que dg"” é arbitrdrio nas integrais acima, as equacoes de Einstein para

1 1
V—9(R — 2gu,,R)](5g“” dir — 5 / \/—gTW(Sg“”d‘la: =0, (2.44)
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o campo gravitacional na presenca de matéria ficam

1 1

Ru_f yRZ*
H I 2K

: T (2.45)

Na tentativa de obter um modelo de universo estavel, Einstein também deduziu uma
equacao para a gravitagdo com a presenca de uma constante cosmoldgica A. Essa versao
pode ser facilmente obtida ao se incluir o termo —21/—gA na integral de agao I = I} + I,

de modo que a integral de acao fica
= / [5V/=g(R = 20) + 0 + L,,] d'z, (2.46)
que quando submetida ao principio da acao minima 0/ = 0 resulta na equagao
1
R, — igWR + Ag = 81T, (2.47)

Ambas as equagoes (2.45) e (2.47) propostas por Einstein descrevem uma rela¢ao entre a

métrica g, do espago-tempo e a distribuicao de matéria descrita pelo tensor 7,,,

estas equacoes descrevem como a geometria do espaco-tempo é afetada pela distribuicao

ou seja,

de matéria sem ou com a presenca da constante cosmologica.
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Capitulo 3

Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral

3.1 Introducao

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral (TERG) é uma formulagao da
teoria da gravitacao onde os efeitos do campo gravitacional sao descritos em termos de um
campo de tétradas autoparalelas. Neste formalismo o tensor de curvatura de Riemann é
nulo porém os tensores de tor¢ao sao nao nulos e a teoria é agora desenvolvida no espaco-
tempo de Weitzenbock [18]. Conforme veremos em acordo com o titulo deste capitulo, ha
uma explicita equivaléncia entre as equacgoes de campo de Einstein e as equagoes de campo
na formulacao teleparalela. Ou seja, os efeitos gravitacionais podem ser descritos tanto
em termos de espago-tempo com curvatura nao nula, como ¢ feito na RG com as equagoes
de Einstein que determinam o espaco-tempo de Riemann, como podem ser descritos em
termos de um espacgo-tempo com torcao, como acontece no TERG, onde as equacgoes de
campo determinam campos de vetores paralelos do espaco-tempo de Weitzenbock.

A nocao de paralelismo absoluto, utilizando um campo de tétradas para a descrigao
do campo gravitacional, foi introduzida por Einstein em 1928 [19,20] na tentativa de
uma unificacao de sua teoria da gravitacao com o eletromagnetismo. Posteriormente,
Mpgller [21], baseado nas ideias de Einstein mostrou que sé em termos de um campo de
tétradas seria possivel se obter uma densidade de lagrangiana que levaria a um tensor de
energia momento gravitacional. Baseados nos trabalhos de Mgller, Pellegrini e Plebanski,
no inicio dos anos 60, obtiveram uma formulacao lagrangiana para a gravitacao em termos
de tétradas [22]. E entao, em 1963, Schwinger obteve uma expressao para a energia total
do campo gravitacional [23].

Uma expressao para a energia do campo gravitacional para ser bem definida localmente
deve depender de uma densidade de energia que seja independente de sistema de coor-

denadas. No contexto do TERG, vantajosamente, é possivel mostrar que tal expressao
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surge de modo natural. Outra vantagem deste formalismo é que, no contexto de sua
formulacao hamiltoniana, a evolucao temporal da estrutura dos vinculos da teoria é bem
definida. Além de uma expressao que permite calcular a energia gravitacional contida em
um volume arbitrario do espaco, obtida com o TERG, também surge de forma natural
uma equacao da continuidade para o campo gravitacional a partir da qual obtém-se uma
definigao de pressao para o campo gravitacional [24].

Diante de tantas vantagens no TERG, surge entao a possibilidade de um caminho
alternativo para uma conciliacao entre a teoria quantica e a gravitacao que nao se tem
em RG. Esse assunto sera abordado adiante, no quinto capitulo, com uma aplicacao

cosmoldgica em um modelo de universo primordial sem a presenca de matéria.

3.2 Campos de tétradas e o espaco-tempo de Weit-

zenbock

Um campo de tétradas autoparalelas, também conhecido simplesmente por tétradas,
é formado por um conjunto que possui quatro vetores linearmente independentes e orto-
normais entre si, formando uma base adaptada a um sistema de coordenadas local, ou

seja, em um ponto arbitrario x do espago-tempo este conjunto é dado por

e’y (z) = {e(o)m e®, e? 6(3)u}’ (3.1)

onde os indices u = (0, 1,2, 3) sdo indices do espago-tempo e os indices a = [(0), (1), (2), (3)]
sdo fndices do grupo SO(3, 1) local de Lorentz. Sendo que o vetor ¢?) ,(z) é do tipo tempo
e os vetores el ,(z) sdo do tipo espago, com i = (1,2,3).

O campo de tétradas satisfaz as seguintes relagoes de ortogonalidade

b b
eau et = 77(1 ) eauebu = Nab (32)

onde n® é a métrica de Minkowski, que pode ser utilizada para levantar e abaixar os

indices locais de Lorentz da seguinte forma
_ b
Cap = TMab € p,»
eW — 77ab eby'

De forma analoga, os indices do espaco-tempo do campo de tétradas podem ser abaixados

ou levantados respectivamente, usando se o tensor métrico g,, ou o seu inverso g da
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seguinte forma

De onde segue facilmente uma relagao entre as tétradas e o tensor métrico
_a _ a b wy o ap v __ jap br 3 3
G = €"peay =€ €N, " =e"e” = e e’ ngy. (3.3)

Desta forma, podemos observar que as tétradas convertem indices de Lorentz em indices
do espacgo-tempo e indices do espaco-tempo em indices de Lorentz.

A ocorréncia de um paralelismo de vetores em pontos distantes do espago-tempo,
que é chamado de teleparalelismo, é garantido por meio de uma derivada covariante em
relacdo a uma conexao com curvatura nula e torcao diferente de zero. Em relacao a
esta conexao o transporte paralelo de vetores é independente de caminho e o transporte
paralelo de vetores em relagao a esta conexao ¢é covariantemente constante [16]. Desta

forma a derivada covariante das tétradas é nula em relacao a esta conexao

Ve = e + T, et =0, (3.4)
de onde segue que a conexao afim, F*W, ¢ dada por
I, = e d.ea. (3.5)

Esta conexao é chamada de conexao de Weitzenbock [18], sendo assimétrica nos indices p
ev.

As componentes de um vetor V# em um ponto x do espago-tempo em relagdo a um
campo de tétradas sao dadas por V¢(z) = e%,(x)V#(x). Dizemos que os vetores sao
transportados paralelamente se suas componentes em relagao ao campo de tétradas em
pontos distintos sao idénticas, ou seja, para pontos infinitesimalmente proximos temos
que

Ve x+dr) =V*z)+ DV*x),

onde
DV (zx) =€, (z)(V, V") (z)dz" =0 = V, V" =0,

com a derivada covariante acima dada em termos da conexao (3.5). O fato desta derivada
covariante se anular é o que garante o paralelismo absoluto de vetores e tensores.
Uma vez que a conexao afim dada na equagao (3.5) é assimétrica esta gera um tensor
de tor¢ao nao nulo dado por
™, =1, -1 (3.6)

% j1% v

25



que contraido com e® y pode ser escrito como
a a a
T, = 0,e", —0ye . (3.7)

Ao contrario do tensor de torgao (3.6) que é nao nulo, a conexao afim (3.5) quando
levada na defini¢ao do tensor de Riemann (2.23), fornece um tensor de curvatura identica-
mente nulo. Este espaco-tempo dotado de um paralelismo absoluto dos vetores com tor¢ao
nao nula e curvatura identicamente nula é chamado espago-tempo de Weitzenbock [18].
E neste espaco-tempo onde o teleparalelismo equivalente a relatividade geral TERG ¢é

desenvolvido.
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3.3 Formalismo Lagrangiano do TERG

Apresentaremos agora a densidade de lagrangiana para o TERG, necesséria para a
construcao das equagoes de campo e definicoes de densidade de energia, dentre outras
quantidades fisicas importantes, e a equivaléncia deste formalismo com a teoria da rela-
tividade geral de Einstein. Para isto, reescreveremos os simbolos de Christoffel, os quais
denotaremos a partir de agora, como I w em termos da conexao de Weitzenbock e da
conexao de Levi-Civita na forma de uma identidade. E em seguida mostraremos que o
escalar de curvatura construido em termos da conexao de Levi-Civita pode ser escrito em
termos de uma combinagao quadratica dos tensores de torcao.

Para isto, seja o simbolo de Christoffel abaixo

o 1
F)\;w = 5 (augu)\ + aug,u)\ - a)\g;w) ; (38)

usando a relagao entre o campo de tétradas e o tensor métrico g,, = €* €4, podemos
reescrever a relagado acima como uma identidade em termos das conexdes de Levi-Civita
e Weitzenbock, ou seja,

F)\;w = d}/v\u + F)\;u/; (39)

onde .
(j}uku - 5 (Tl/p,)\ + T,u,z/)\ + T)d/p,) . (310)

Este tensor definido em (3.10) estd relacionado a conexao de Levi-Civita W, por
Lz},uab = €4 /\eb V(jju)\zz- (311)

O tensor de curvatura no TERG é construido termos da conexao escrita em (3.11) e
¢ dado por

Ry = 0w, 5 — 000, “ 6+ w0, Sy — wy, “ cwy, e (3.12)
Com o tensor de curvatura dado em (3.12) e o determinante do campo de tétradas
e = det(e® ), podemos entao construir uma importante identidade relacionando o escalar
de curvatura R(e) = e,"e R}, e uma combinagao quadritica dos tensores de torgao

T’\W dada por,
eR(e) = —eXMT),, + 20,(eTH), (3.13)

onde T# =T*,, e e = det(e® ) sendo o tensor L definido como

1 1
SV = (T T = TV 4 S (T — T, (3.14)

27



de onde segue a seguinte relagao
Apv 1 Ay 1 Ay A
)Y T)\,Lw = ZT T)\uy + §T Ty)\'u —T7T) ). (315)

Portanto, de (3.13) e (3.14) concluimos que o escalar de curvatura multiplicado pelo
determinante do campo de tétradas pode ser identicamente escrito como uma combinacao
quadratica dos tensores de tor¢cao mais um divergente total.
A densidade de lagrangiana para o TERG na presenca de campos de matéria é entao
dada por
L=Ly+ Ly =—keX" Ty + 260, (eT") + Lo, (3.16)

onde L,, ¢ a densidade de lagrangiana dos campos de matéria que pode depender de e,,. A
densidade de lagrangiana dada por (3.16) é invariante por transformagoes SO(3, 1) locais
do grupo de Lorentz e por transformacoes gerais de coordenadas. Eliminando o termo
de superficie em (3.16) £ passa a ser invariante por transformagoes SO(3,1) globais do
grupo de Lorentz.

Eliminando o termo de superficie em £ e tomando sua variacao em relagao a e

(principio variacional) obtemos as equagoes de campo para os campos de tétradas

1 1
ea,\ebual,(eEbA”) —e (Eb” aLbwy — 4eaquCdTbcd) = EeTa“, (3.17)
onde T, = égfa’ﬁ ¢ o tensor energia-momento dos campos de matéria. Manipulando o

lado esquerdo da equacao acima e utilizando o resultado com (3.13) podemos reescrevé-la
como . .

R, (e) — §€auR(€> = EeTw, (3.18)
que é o analogo das equagoes de Einstein em termos do tensor métrico. Por meio da
relacao (3.3) g, = €, eqr, pode se mostrar que estas equagdes de campo sdo equivalentes

as equagoes de Einstein.
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3.4 Formalismo Hamiltoniano do TERG

Em resumo, o formalismo Hamiltoniano do TERG pode ser obtido a partir do forma-
lismo Lagrangiano através de uma transformada de Legendre. O procedimento consiste
em expressar as derivadas temporais das tétradas em termos dos seus momentos canoni-
camente conjugados e demais quantidades de campo.

Tomando a parte gravitacional £, da densidade de Lagrangiana que é dada por (3.16)

e que pode ser reescrita na seguinte forma canodnica
L, = T"¢, — Ho, (3.19)

onde I1°* sao os momentos canonicamente conjugados a e,y,, obtidos variando a densidade

de Lagrangiana (3.16) em relacao a €, = Jypeqr, isto é,

Hak—%

= = —4renWk 3.20

teremos Hy como a densidade de Hamiltoniana primaria. Por inspecao direta é possivel
observar que a densidade de Lagrangiana £, nao depende das derivadas temporais de e,
ou seja, nao ha dependéncia explicita de ¢, e, portanto o momento I1%° é identicamente
nulo.

Com a defini¢do dada na equacio (3.14) podemos reescrever os momentos I1%* como

s = me[goo(—gij“Oj — eakaoj + Ze“ijoj)
+ QOk(QOjTan + 6oLjTOOj) + €a0<90ka0j + gijOOj)
. Q(GaOQOijoj) . g()igk’jTaij + eai(ngTkij
o gijOij) o 2(90ieak o gikeaO)Tjij].
(3.21)

Um ponto importante nesta analise é o fato de que apenas a parte simétrica dos momentos

W) = (eaiHaj + eajHai) ,

DO | —

dependem das derivadas temporais €., enquanto que a parte antissimétrica dos momentos

= = (e, % — ¢, 7/T1*) |

DO | —

sao relagoes entre os momentos e as tétradas que nao dependem de é,; e que, portanto,
juntamente com 1% = () constituem vinculos de primeira classe [25].

Com a evolucao temporal do vinculo II* = 0, segundo a prescricao de Dirac, gera-se
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um novo vinculo secundario C'* de primeira classe, ou seja

0Ho

0% =117 = {I1°, H,} = =0, (3.22)
66(10
que é dado por [4]
a ai a0 1 ij pkl 1 2
c* = gII" +e [—wme(gikgﬂp r —§P )+

1, ; 1. .
+ He(zglmgn]Tb mnTbij + §gn]TZ mnTm ij ngTm miTn nk)] -
1 . 1 . ) _
2400 ke(gikgiy™ P = 597" P) = ree™ (¢°" g™ T" i Tymn +

+ T nT™ i+ g T g T i = 2% T™ it T i —

— 2970 T ), (3.23)
onde
PR = T — g (GN T+ g T = 2T )
— (g" g% + g ") g,
(3.24)
com %/ dado por
,Yaij — _eak [gOO(gjmTi m + gzmT] em + ngij mk:) +
+ QOm(QOjTi mk + g()iTj mk) - 290ig0ij mk +
4 (gjmgm' 4 g% — 2gijg0m)T0 k]
(3.25)

Uma vez que I1% é identicamente nulo, os vinculos primérios relacionados a parte

antissimétrica dos momentos 11! podem ser escritos como
1% = 2119 — 4pe(n90 — 2000y — 0 (3.26)

E possivel mostrar por calculo direto que os vinculos C% e I'* s3o tais que Hg = e,00¢
0 0 )

a ab ,
9% — 00 — e0C¢ = () e que L= = 0 [25] e, portanto nenhum novo vinculo aparece
deco deco ’

devido a evolucao temporal de C® e T'%.

E assim, sem nenhum vinculo secundario surgindo, a densidade de hamiltoniana total
H pode ser escrita como [4,25]

H = GaQCa + aabF“b, (327)

onde ay;, sao multiplicadores de Lagrange e como a variacao de H em relacao a e,y gera
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o vinculo C%, e, em (3.27) surge naturalmente como um multiplicador de Lagrange.
A algebra dos vinculos I'? e C? é dada por [25]

{C*(2),C(y)} =0 (3.28)
[C"(2), T (y)} = (nC = 7“C") d(x — ), (3.29)
{Fab<$>, ch(y)} — (nacrdb + nchad o nadrcb . nbdrac) 5($ o y> (330)

Esta é uma dalgebra de vinculos com a mesma estrutura da algebra do grupo de Poin-
caré (élgebra também satisfeita pelas grandezas fisicas quadrivetor energia-momento e
momento angular gravitacional do TERG) e tem a mesma forma na presenca ou nao do
termo de constante cosmoldgica [25].

O vinculo C* dado em (3.23) carrega um termo de divergéncia espacial que, quando
submetido a integragao, leva a defini¢ao do quadrivetor energia-momento do TERG [4].
J4 o vinculo T'® est4 associado ao momento angular gravitacional. Utilizando-o para

definir a densidade de momento angular [5] como
M® = 4ke(X00 — 2000, (3.31)
que pode também ser reescrita em funcao das tétradas como
M® = 2k0;[e(e"e? — ee®)], (3.32)
é escrito finalmente o momento angular gravitacional L como

Lab — /Madex — QH/ai[e(eaiebO . ebieaO)]de‘ (333)
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3.5 Expressoes para a energia e a pressao

As expressoes para a energia total e para a pressao do campo gravitacional na presenca
de matéria [24] sdo obtidas com o formalismo lagrangiano do TERG e apresentadas a
seguir. Para isto é preciso partir da equac¢ao de movimento dada em (3.17) reescrevendo-

a como .
D (eX™M) = Zee“u(t’\“ + T, (3.34)
K

onde T™ = e, T ¢ o tensor energia-momento dos campos de matéria e
N = k(ASP ATy M — g B Tg), (3.35)

é identificado como sendo o tensor energia-momento do campo gravitacional [24].
Aplicando a propriedade de simetria X% = —¥%* na equagao (3.34) segue imediata-
mente uma lei de conservagao local para os tensores de energia-momento gravitacional e

para os campos de matéria
Oulee” ,(t" +TH)] =0, (3.36)

de onde se obtém a equacgao da continuidade para o campo gravitacional na presenca de
matéria

/ d*wee® ,(t% + TH) = 7{ dS;lee® (" + T7M)]. (3.37)

Nas integrais acima, V' é um volume arbitrario do espaco tridimensional e S é uma su-
perficie que envolve V. Nesta tltima equacao temos a derivada temporal do quadri-vetor

energia-momento total P no interior do volume V', isto é
- / dPec® p(t% + TO). (3.38)
v

Novamente, usando a anti-simetria nos dois ultimos indices de X*", recordando que

% = —4k3%% ¢ tomando = 0 em (3.34), segue que
O = —ee® ,(t% + T, (3.39)

e portanto,

S / ProI1e = — 74 dS;11%. (3.40)
\% S

A componente P na equacdo acima fornece a energia total devido aos campos gravita-
cional e de matéria.
Levando a equagao (3.39) do lado esquerdo de (3.37) e usando a equagao (3.34) com

A = j do lado direito de (3.37) podemos rescrevé-la como

—P“ - / e - f dS, ¢, (3.41)
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onde ¢% ¢ dado por
¢ = 4k, (eX¥") = ee® (" + TIM). (3.42)

Tomando a = (i) na equacao (3.41) temos,
4 pi) QY
PO = —fdsqu J (3.43)

L v . - .
Na equacao acima, a derivada temporal do vetor momento total possui dimensao de forca,
portanto, em coordenadas cartesianas ¢, representa a densidade de pressao total devido
ao campo gravitacional e aos campos de matéria na dire¢ao (i) sobre o elemento de area

na direcdo j. Desta forma é definida uma forca f dada por

FO = 72 4S9 (3.44)

como sendo a forga total devido aos campo gravitacional e de matéria na diregao (7).
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Capitulo 4

A métrica FLRW e o TERG

4.1 O modelo FLRW

O principio cosmoldgico estabelece que em qualquer instante de tempo particular
o universo visto por qualquer observador em qualquer diregao é equivalente [16]. Uma
solugao das equacgoes de Einstein baseada no principio cosmoldgico é aquela que descreve
um modelo de universo homogeéneo e isotrépico em expansao ou contragao acelerada. Esta
solugao fornece a chamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
que representa uma aproximagcao em larga escala para um modelo de universo a partir do
big bang, ou seja, ela pode ser utilizada como primeira aproximacao para a evolugao do
universo e, também, pode ser estendida de forma a modelar as variagoes de temperatura
do universo em diferentes escalas.

No modelo de universo de FLRW, assume-se que o espaco-tempo ¢ constituido de
fatias do tipo espaco com a quadri-velocidade de qualquer observador ortogonal as hiper-
superficies do tipo espaco, as quais sao parametrizadas por um tempo coésmico t = cte.
Além disso, assume-se que as coordenadas espaciais (2!, 22, #3) sao constantes ao longo de
qualquer linha mundo, de modo que cada observador tem estas coordenadas fixas. Estas
coordenadas sao chamadas de coordenadas comodveis. Uma vez que cada hipersuperficie
para t = cte é ortogonal a linha mundo de cada observador, o elemento de linha para a

métrica de FLRW tem a forma,

ds® = —dt* + g;jda'da? (4.1)

onde g;; sao fungoes das coordenadas (¢, z', 2, ?).
Seja uma linha mundo de um observador fundamental descrita por X*(7) com 7 o

tempo préprio ao longo da linha mundo. Logo por construgao X*(7) é caracterizada por

2 =71, 2t = cte.
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Como dz* = 0, ao longo de X*(7) temos que ds = cdr = cdt logo, t = 7, e portanto T
ao longo da linha mundo é igual ao tempo cosmoldgico t. Além disso, como a quadri-

velocidade de um observador fundamental nas coordenadas comével é dada por

d M
u = % = (1,0,0,0),

e como qualquer vetor sobre as hipersuperficies t = cte tem a forma a* = (0,a, a?, a?), e
como g;o = 0, segue que

guut'a” =uta, = 0.

Logo as quadri-velocidades sao ortogonais as hipersuperficies conforme mencionado acima.

Para que a métrica em (4.1) contemple a homogeneidade e a isotropia devemos impor
sobre esta que todos os pontos sobre uma particular hipersuperficie do tipo espaco, bem
como todas as diregoes devem ser equivalentes. Desta forma, sobre uma superficie do
tipo espago, se considerarmos um triangulo formado por trés galaxias préximas em um
tempo t, a isotropia requer que o triangulo formado por estas mesmas galaxias em um
tempo posterior deve ter a mesma forma. Além disso, a homogeneidade requer que o
fator de ampliacao temporal deste triangulo deve ser independente de sua posi¢ao sobre a
superficie espacial. Isto significa que ¢ s6 pode entrar em g;; através de um fator comum

e, portanto, o elemento de linha em (4.1) deve ter a forma

2

ds® = —dt* + a*(t) T + r2(d6? + sen®0de?) |, (4.2)
—kr
cuja a métrica associada ¢ dada por,
-1 0 0 0
0 a?/(1—kr?) 0 0
G = 5 o , (4.3)
0 0 a“r 0
0 0 0 a’r’sen®d

onde k assume os valores —1,0,1 dependendo do universo ser hiperbdlico, plano ou hi-
peresférico, respectivamente. E a(t) é o fator de escala que caracteriza a dinamica da
geometria do espago-tempo.

Para determinar a(t) devemos resolver as equagoes de Einstein na presenca de matéria
as quais na presenca da constante cosmoldgica sao dadas pela equacao (2.47), onde 7},
¢ o tensor energia momento para um fluido perfeito caracterizado por sua densidade p e

sua pressao p dado por
T = PGy + (p + p) Wyt (4.4)

onde u, ¢ a quadri-velocidade do fluido. Como a procura é por solucoes homogéneas e

isotropicas, p e p sao fungoes apenas de t.
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Quando se leva o tensor energia-energia momento dado por (4.4) na equagao (2.47),
se obtém duas equagdes diferenciais para a evolu¢ao temporal de a(t) dadas por
26 a® k
—+ = + = — A= —8np, (4.5)

a a?  a?

2
a kA 8
A L (4.6)
a a 3 3
que sao conhecidas como equacoes de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. No caso
em que A = 0 elas sdo chamadas de equagoes de Friedmann [16]. Pode-se reescrever a

equagao (4.6) como
a? kA 8mp

?=—$+§+?, (4.7)
que sao equacgoes a serem usadas posteriormente.

Para determinar a localizagdo do horizonte aparente associado a métrica (4.2), se
define 7 = a(t)r e a métrica bidimensional h;; = diag(—1,a*/(1 — kr?)),i = 0,1;j =
0,1. O horizonte aparente, que é um horizonte dinamico, é determinado pela relagao
h*9,70;7 = 0, o que implica que o horizonte aparente estd localizado sobre uma superficie
de expansao nula, ou seja os vetores 0,7 sao vetores nulos sobre a superficie do horizonte
aparente [17]. Ao contrario de horizontes de eventos (definido como o limite ao redor
de buracos negros onde, a partir do qual, a luz ndo pode mais escapar da gravidade)
e horizonte de particulas (definido como o limite de distancia para qualquer interagao
entre particulas), o horizonte aparente sempre existe para espagos FLRW, portanto, é
este ultimo tipo de horizonte o melhor candidato para se formular leis da termodinamica
neste tipo de espago [17]. Usando a condi¢ao mencionada acima se obtém:

1 — kr? 1
207 =0 — F=Ry=—— (4.8)

VH? + k/a27

onde H = a/a é o parametro de Hubble. Diferentemente de um horizonte de eventos

a2
(5’#) + 4

para um buraco negro que independe de observador, no espago-tempo de FLRW o hori-
zonte aparente nao é uma propriedade absoluta do espago-tempo. O horizonte aparente
¢ dependente do observador, ou seja, cada observador comével em distinto ponto sobre
uma hipersuperficie t = cte do espaco-tempo de FLRW vera seu préprio horizonte apa-
rente [17].
Subtraindo (4.5) de (4.6) obtemos
a 47

— = (0 +3p), (4.9)

onde p' = p+ pp, P = p — pr com py = % sendo a densidade de energia do vécuo [16].
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O parametro de desaceleracao q é definido como

1 a
q=——— 4.10
—_ (110
cujo valor sendo negativo significa que a taxa de expansao do Universo é acelerada, sendo
positivo significa que a taxa de expansao do Universo é desacelerada e sendo nulo indica
uma taxa constante de expansao. Uma vez que R4 > 0, para modelos de universo em

expansao acelerada segue de (4.5) e de (4.9) que p’ < 0e p'+3p’ < 0.

4.2 Tétradas para a métrica FLRW

Um campo de tétradas e, tem como fungao basica projetar quantidades do espaco-
tempo fisico, em um ponto x*, no espaco-tempo de referéncia também chamado de espaco-
tempo tangente [26]. Por exemplo, as diferenciais dz*, em um ponto x* do espago-tempo

fisico, podem ser projetadas em diferenciais dg® do espaco-tempo de referéncia como
dq* = e* ,dz", (4.11)

onde ¢* representa as coordenadas no espago-tempo de referéncia.
Quando a relagao em (4.11) for integrdvel globalmente ela é dita uma relagdo ho-
lonomica e ambos os espagos mencionados acima sao planos com e, podendo ser escrito

em termos de gradientes, isto é,
oq°
o Ogr

o que resulta em tensores de torcao 7% ,, = 0. Na presenca de campo gravitacional a

a

. (4.12)

relagdo (4.11) é dita ndo-holonomica e nao pode ser integrada globalmente porque, neste
caso, os tensores de torcao T, nao sao nulos.

Um campo de tétradas, que sao as variaveis basicas do TERG, pode ser naturalmente
visto como um sistema de referéncia adaptado a observadores em cada ponto do espaco-
tempo [27]. Para isto, seja X*#(7) a linha mundo de um observador ao longo de uma
curva C' no espaco-tempo, onde 7 é o tempo préprio do observador. A quadri-velocidade
do observador ao longo de C' é dada por u”(7) = dX*/dr que é identificada com a
componente (0) de e,* ou seja, u#(7) = ey ao longo de C. Portanto, por meio da
relacao g,, = e ,eq,, para cada tensor métrico solucao das equagoes de Einstein hd uma
classe de tétradas adaptadas a diferentes observadores.

Para estudar as propriedades fisicas de um tensor métrico é feito a escolha de um
campo de tétradas adaptado a um observador estatico. Isto pode ser feito impondo sobre
equ duas condigoes. A primeira condigao é que e(g)i = 0, o que implica que e Y=0,0
que significa que a velocidade de translagao espacial do observador é zero. Na segunda

condicao impomos que os trés eixos espaciais adaptados ao observador nao estejam girando
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em relagao a um sistema de referéncia que nao gire [28]. Um campo de tétradas adaptado

a um observador estéatico que esta associado a métrica (4.2) é dado por

-1 0 0 0
. 0 «asenfcosp arcoshcosp —arsend sen(Q) (4.13)
o 0 «asenfseng arcost senf  arsenf cost ’
0 o cost —arsent 0
onde
o0 (4.14)

iyl
A energia total e a pressao total associadas ao campo de tétradas (4.13) serdo apresentadas
na proxima se¢ao para posteriormente, se fazer a anélise das propriedades termodinamicas
do modelo de universo de FLRW.

4.3 Energia e pressao no universo de FLRW

Nesta secao estao apresentados os tensores de torcao associados ao campo de tétradas
dadas em (4.13). Em seguida, usando a definigdo de energia obtida a partir da equagao
(3.40), sera calculada a energia no interior do horizonte aparente do modelo de universo
de FLRW. Também sera obtida a expressao para a forca total que atua sobre a superficie
do horizonte aparente e, em seguida a expressao para a pressao total que atua sobre a
superficie do horizonte aparente. Aplicando a definigdo de tor¢ao dada em (3.7) ao campo

de tétradas dado por (3.40), as componentes nao nulas das torgoes sao:

Tym = —Tayo = dsend cose,
Ty = —T1y20 = arcosb, cos ¢,
Ty = =Tz = —ar sent seng,
Taynz = —Taya = (a — a) cosb coso,
Tans = Ty = (a — a) send seng,
Ty = —Ty0 = & send seng,
Ti2y02 = —Ti2)20 = arcosf seng,
Tz = —T2)30 = ar send cos,
Tope = —T)p1 = (a — a) cosd seng,
Tops = —Tp = (a — a) senf coso,
T = —T(zy0 = dcosb,
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Tisyo2 = —T(3)20 = —ar send,
Tispe = —Tizm = (o —a)send,
(4.15)

onde o ponto denota a derivada em relacao a t.
Para calcular a energia contida no interior do horizonte aparente e a pressao total
sobre a superficie do horizonte aparente do modelo de universo de FLRW ¢é necessario

primeiro obter as quantidades abaixo associadas a X" definidas na equagao (3.14)

1
DI - (a—a),
a
2110 = ——
aa?
220 a
YU g
a
$330
a’rsen?d’
Y212 _ (@ —a)
2ri3a3a?’
7313 _ (@ —a)
2ri3a3a?sen?l
(4.16)
Integrando em 6 e ¢ a densidade de energia II(0F = —4xeX(001 sobre uma superficie

de raio r constante, se obtém a energia E no interior desta superficie, isto é,

27 T
E = d dorr(O1
|, de ), den®
= ar(l1—+vV1-—kr?), (4.17)

onde para obter o resultado acima foi utilizado k = ﬁ. Na equagao (4.17), assumindo

r =’ tal que R4 = ar’ e usando a definicdo de R4 dada na equacao (4.8), se obtém a

energia contida dentro do horizonte aparente do universo de FLRW que é dada por

Ea=Ra(l— /1 kR%/a?). (4.18)

Usando as eqs. (4.7) e (4.8) pode-se escrever a expressao da energia como
Ea=2My — R4H, (4.19)

onde M4 é a massa efetiva no interior do horizonte aparente definida como

B 4T R3,

My 3
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onde
A
PA = .

M 4 é a massa de Misner-Sharp-Hernandez na presenga da constante cosmolégica [17] que
s6 pode ser definida para espagos com simetria esférica. Pela equacao (4.19) se observa
que a energia total no interior do horizonte aparente, para universos em expansao, H > 0,
possui um termo negativo que, do ponto de vista gravitacional, é repulsivo. Na préxima
secdo a expressao da energia dada por (4.19) serd usada para escrevermos a primeira lei
da termodinamica sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW.

Antes de prosseguir, é importante salientar que para um modelo de universo plano
temos k =0e 1— R,H = 0, portanto, 4 dada por (4.18) é zero. Neste caso a energia do
campo gravitacional se cancela com a energia dos campos de matéria. No caso do modelo
de universo fechado k = 1,1 — RsH > 0 e a energia £4 > 0. E para o modelo de universo
aberto k = —1, F4 < 0, sendo isso uma situacao onde o universo poderia se contrair apds
uma expansao desacelerada.

Para obter a expressao da pressao sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW, se
deve primeiro calcular a expressao da forca radial f(r) sobre a superficie de uma esfera de
raio r constante usando a defini¢do de for¢a dada em (3.39) e usar a defini¢ao de horizonte
aparente apresentada na equagao (4.9) para, em seguida, obter a pressao total sobre a

superficie do horizonte aparente. Da equacao (3.44) f(r) é dada por

2 T
Fy= [ do ["(~ot)s, (4:21)
0 0
onde ¢ é D1 projetado na direcdo radial, ou seja,
—¢M = —(¢Wtsenbeosp + ¢PLsenbsene + ¢ cosh), (4.22)

e pela equagao (3.42) temos que ¢V = 4x39,(eX7*). Usando a inversa da métrica em
(4.3), o campo de tétradas em (4.13), as quantidades dadas em (4.16) e lembrando que

e o =0 se obtém

L — [80(da)7"2 +1-+v1- k:r2] sen*fcos),
¢(2)1 = 4k [30(@)7”2 +1—-v1-— l{:'r*?} sen’fseng,
PO = —4gk [80(aa)7’2 +1—-v1-— krﬂ senfcosb. (4.23)

Levando os resultados da iltima equacao em (4.22) se obtém

_¢(r)1 — g [80(aa)r2 + (1 - m)} send. (4.24)
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r)1

Agora levando ¢! na equacdo (4.21) e integrando em ¢ e # é obtido

F(r) = |Bo(aa)r® + (1 = V1= kr?)] , (4.25)

onde usou-se K = ——.
16m

Novamente na equagao acima assumindo r = r’ tal que R4 = ar’ e usando a definigao

de R4 apresentada na equagao (4.8), é obtido a forga total atuando sobre o horizonte

aparente do modelo de FLRW que é dada por
R
f(Ra) = 80(aa)§ +1—RsH|. (4.26)

Uma vez que para a superficie esférica definida por R4, f(R4) é homogénea, pode-se

obter a pressao total exercida sobre esta superficie como sendo dada por,

1 i o a?
Py = f(Ra)/Aw Ry = i l(a + az) Ry+1-— RAH] : (4.27)

Para modelos de universo em expansao acelerada, ou seja, @ > 0, usando a definicao
de R, apresentada na equagao (4.8), pode-se mostrar que para k = QO ou k = 1, 1 —
RiH > 0 e para k = —1 tem-se que H?R% + 1 — HR, > 0 e, portanto a forca total
f(RaA) e consequentemente a pressao total P(R4) sobre o horizonte aparente sao grandezas
positivas. Note que mesmo para um modelo de universo plano £ = 0 onde a energia total
no interior do horizonte aparente é zero, a pressao total sobre a superficie do horizonte
aparente é diferente de zero e positiva.

Do ponto de vista da analise feita nesta secao no contexto do TERG, pelas equacoes
(4.26) e (4.27), conclui-se que a expansao acelerada do universo é consequéncia do préprio
campo gravitacional gerado pelo fluido em movimento presente no universo. A expansao
acelerada é uma consequéncia de a pressao total P(R,4), devido o campo gravitacional e a
matéria em movimento ser positiva, ou seja, qualquer observador estatico sempre vera a
pressao total empurrar para frente a superficie do horizonte aparente. Desta forma, nao se
faz necessario invocar qualquer forma de energia exética e totalmente desconhecida para
se explicar a expansao acelerada do universo. Muitas vezes a equagao (4.9) é analisada em
um contexto Newtoniano para invocar alguma forma de energia desconhecida, chamada
de energia escura, para explicar a expansao acelerada do universo, ou seja, uma forma de
energia que gera uma pressao p’ negativa responsavel pela expansao acelerada [33]. No
entanto, tal andlise sé leva em consideracao a pressao devido a constante cosmologica e
ao fluido presente no universo, deixando de fora a pressao do campo gravitacional.

Para entender melhor a dinamica da solucao de FLRW, sera comparado a razao da

expansao de uma grandeza 6/ com H que ¢ a razdo de expansao da matéria no universo
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[17]. Para R4 e E4 com k # 0 temos que

M g _ (YR 4.28
i (2) m3 (4.28)
E, dRA> Ry k
A g (Y (g ttA M ) 4.29
Ea < a < A+(1—RAH)a2 (4.29)
Das duas equacoes acima pode-se mostrar que
Eis R R3 k
—A_A_ A %, (4.30)

Ex Rsx  (1—RjsH)a®"

Portanto, pela equagao (4.28) fica claro que para modelos de universo em expansao ace-
lerada, o horizonte de evento aparente expande mais devagar do que a matéria que é
comovel logo, existe um fluxo de matéria saindo do interior do horizonte aparente, ou
seja, a medida que o tempo cosmoldégico aumenta tem-se cada vez menos matéria no
interior do horizonte aparente para frear a expansao acelerada.

A diferenca dada na equacgao (4.29), para modelos de universo em expansao acelerada, é
negativa, logo a energia total 4 no interior do horizonte aparente expande mais devagar
que a matéria. Finalmente, a equagdo (4.30) estabelece que para modelos de universo
em expansao acelerada, a energia total no interior do horizonte aparente expande mais
lentamente do que o horizonte aparente.

Embora a energia total aumente com o tempo, este crescimento nao é suficiente para
impedir a expansao acelerada. Notavel que para o caso k = 0, F4 = 0, a energia do campo
gravitacional se cancela com a energia devido & matéria, porém, pela equagao (4.28) ainda
temos um fluxo de matéria saindo do horizonte aparente para expansoes aceleradas o que

gera uma pressao nao nula e positiva sobre a superficie do horizonte aparente.

4.4 Primeira lei da termodinamica para o horizonte

aparente

Nesta se¢ao, usando as defini¢oes de energia e pressao obtidas no contexto do TERG,
serda escrita uma relacao para a primeira lei da termodinamica no horizonte aparente
do espago-tempo de FLRW [47]. Nesta anédlise se assumird que a entropia associada
com o horizonte aparente é dada por um quarto da area do horizonte aparente [17] e, a
partir desta relagao para a primeira lei, obteremos uma expressao para a temperatura no
horizonte aparente.

A anilise termodinamica de sistemas gravitacionais foi inicialmente desenvolvida tendo
como foco o estudo de buracos negros estaticos ou estaciondrios. Posteriormente tal

andlise, num contexto cosmolégico, foi estendida para o estudo da termodinamica de
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horizontes que evoluem com o tempo como o horizonte aparente do espaco-tempo de
FLRW [34-36].

Usando a equagao (4.8) em (4.18) pode-se reescrever E4 como
Es=(Ra—R3H). (4.31)

Para escrever uma equagao para a primeira lei da termodinamica no horizonte aparente
é necessario calcular a variacao de E4 devido uma variagao infinitesimal d¢t no tempo

cosmolégico. Para isto, usando as relagoes, dR4 = Rudt e dH = Hdt, segue de (4.31) que

RYH\ dSa
dEy=(1-2R,H — —= 4.32
onde S4 é a entropia dada por
A
SA = TA == 7TRA24
O termo de trabalho devido a P4, na primeira lei, é dado por
a a? dS 4
PydVy= |-+ = | R4+ 1—RsH| —— 4.33
AdV 4 Ka‘i‘aQ) At A ‘|27TRA’ (4.33)
onde
4 3

é o volume areal do horizonte aparente, o qual contém a energia E4 cuja superficie estd
sob a acao da pressao Pj.
Com as expressoes em (4.32) e (4.33) a relagdo para a primeira lei da termodinamica

é escrita como:

dE g 4+ PydVy = TadS 4, (4.34)

onde a quantidade T4 é identificada como sendo a temperatura na superficie do horizonte

aparente e é dada por

Ty

[—QK/RA +(1— RAH)? - <RAH + RAH )] : (4.35)

onde £’ é a gravidade de superficie de Kodoma-Hayward [17] dada por

Ry (a k
r__ -4z H2 b
K 5 <a+ +a2>

O 1ltimo termo entre parénteses na expressao (4.35) pode ser simplificado e escrito

como

ka Ry

a (a2 +k — ad)’
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e portanto a temperatura 7'y pode ser escrita como

1
N 27TRA

, ki R

Ty

Para modelos de universo em expansao acelerada Ry > 0 portanto P +p >0 ou seja,
que nao viole a condi¢ao de energia minima na presenca da constante cosmologica, a
temperatura acima ¢ positiva.

O primeiro termo em (4.36) é exatamente metade da temperatura de Kodama-Hayward

no horizonte aparente do modelo de FLRW que é dada por [17]

/{/

Trm = ——
KH 271'7

e que depende da escolha de x’, porém, existem vérias prescricoes nao equivalentes para
esta quantidade [37] e portanto varias expressoes nao equivalentes para Tk y. Para o caso
de modelos de universo plano k = 0, os dois ultimos termos em (4.36) se anulam e T4

reduz a

T
Ty = % (4.37)

Esse resultado mostrando uma temperatura proporcional ao raio do horizonte aparente
contrasta de modo notavel a temperatura Hawking para um buraco negro Ty = 1/87 M,

onde M é a massa do buraco negro que é inversamente proporcional a temperatura.
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Capitulo 5
A cosmologia quantica e o TERG

Uma quantizagao é um procedimento matematico para construir um modelo quantico
de um sistema fisico a partir de sua descricao classica. Tendo em vista que as interagoes
fundamentais que regem o mundo atomico e subatomico conhecido exigem um tratamento
quantico para uma descricao satisfatéria dos fendomenos que ocorrem nessa escala, é natu-
ral que se busque também uma possivel teoria quantica para a gravitagao. Especialmente
para os primeiros momentos apos o inicio do universo, os efeitos quanticos gravitacionais
poderiam responder varias questoes em aberto. A cosmologia quantica se iniciou com
o formalismo hamiltoniano da RG por Arnowitt, Deser e Misner (ADM), adotado por
Wheeler e DeWitt para a equacao de Einstein-Schrodinger (futuramente conhecida como
cosmologia quantica padrao ou equacao de Wheeler-DeWitt - WDW).

H& mais de um processo de quantizagao conhecido que, ao conjunto de magnitudes
fisicas ou observaveis mediveis no sistema classico, se corresponda a um conjunto de
observaveis quanticos ou operadores auto-adjuntos que satisfazem a determinadas relagoes
de comutagcao [38].

A quantizagao de um sistema cléssico é realizada usualmente via quantizagao canonica.
Nessa regra basta trocar as variaveis classicas dadas no hamiltoniano pelos seus respectivos
operadores. Assim, as varidveis classicas de posicao ¢ e momento p correspondem aos
operadores ¢ — ¢ e p — p de modo que [¢,p] = ih (no caso classico isso é andlogo aos

parénteses de Poisson). A partir disso se obtém uma teoria quantica com a dinamica dos

sistemas fisicos governada pela equagao de Schrodinger iaggt) = H U(t). O hamiltoniano
quantico H é construido de acordo com a funcao cléssica inicial e os estados quanticos do
sistema descrito pelo conjunto de vetores ¥ que sao evoluidos pela equacao de Schrodinger.

A quantizacao canodnica, apesar de ser extremamente simples para as funcoes polino-
miais que geralmente aparecem na mecanica quantica, pode apresentar algumas ambigui-
dades. Gragas a nao comutatividade que geralmente existe entre os operadores, o produto
de fungoes de variaveis cldssicas nao encontram uma correspondéncia simples com o res-
pectivo operador quantico. Por exemplo, para uma fungao do tipo f(q,p) = ¢*p onde se

deseja encontrar a correspondeéncia f(q,p) — f(q, p), poderia se imaginar que o resultado
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fosse f(G,p) = qqp, quando na verdade é feita uma simetrizagdo de f e o resultado é

AAA

f(q,p) = 5(qgp + pqﬂﬁdc})-

5.1 Quantizacao de Weyl

Além da problematica da ambiguidade, a quantizacao candnica nao é facilmente
aplicavel quando se deseja quantizar fungoes nao-polinomiais. Por esse motivo, outras
técnicas de quantizagao foram introduzidas como, por exemplo, a que foi proposta por H.
Weyl. Essa técnica merece destaque pois, além de ter um procedimento matemaético claro
e bem definido (levando a um entendimento fisico mais elucidativo), é um procedimento
que pode ser usado em espacos de fase curvos.

Dadas as variaveis ¢ e p de um sistema classico que sao quantizadas segunda a regra
qg — G ep— p,as funcoes f definidas sobre essas quantidades segundo a mapeamento de
Weyl [39] W : f — f = W[f], serdo dadas por

WA = f@.5) = o [ [ [ [ dodrdadfta.pyeso liola =) + im0 ). )

Ou seja, nesse procedimento a funcao é automaticamente quantizada. E se for dado n
variaveis, 21, 2, ..., 2n, de um sistema cldssico, seus correspondentes operadores quanticos

Serao 21, 22, ..., 2. O mapeamento de Weyl W : f — f = W|f] é dado por:

1
WIfl(z1, 225 vy 2) = B kd"zf(z1, 22, ..., 2Zn exp{ Zkl (z1— 2 } (5.2)
O espacgo nao comutativo é formado pelos operadores Z,, ou seja, pela troca das coorde-

nadas locais z, pelos operadores hermitianos z,, levando a comutacao
(2, 2p) = 1Qap (5.3)

Onde ay;, ¢ um tensor anti-simétrico. Isso significa que a constante de Planck & ¢ apenas
um caso especifico nesse processo.

Considerando, por exemplo, uma fungao do tipo f(q,p) = qp, tem-se que [§,p| = ih.
Aplicando o mapeamento de Weyl é possivel se ter f(q,p) = f(q,p) resultando em

YRR 1 . . .
f(4,p) = e / dodrdqdpf(q,p)exp{i[do(q — ¢) + dr(p — D)} (5.4)
Com o auxilio da relacdo de Baker-Campbell-Hausdorff expi(cg + 7p) = e@9ei™Pel/207 ¢
propriedades da funcao delta de Dirac, a expressao anterior resulta em
I DA
Ha,p) = 5(ap +pq) (5.5)



Ou seja, o resultado simetrizado da quantizacao candnica.

5.2 Cosmologia Quantica e o TERG

A cosmologia quantica, inicialmente com a apresentacao do modelo proposto por
DeWitt e com colaboracao de Wheeler, por mais de de 50 anos abriu um leque natural
pra outras pesquisas e atuagao de estudos cosmolégicos, principalmente no que tange ao
universo primordial. De modo resumido, serd apresentado nesse capitulo um modelo de
cosmologia quantica na gravidade teleparalela (CQGT) [46] que, diferente do modelo de
Wheeler-DeWitt (WDW) que parte de tronco evolutivo aparentado da RG, parte de ex-
pressoes de energia e densidade de energia gravitacional construidas no TERG. Aplicando
ao modelo a métrica de FLRW, base do MCP, e, através do processo de quantizacao de
Weyl chega-se a uma solucao cosmolégica de vacuo e foi obtido, como consequéncia, que
o espaco vazio do universo primordial exibe uma expansao. O resultado ¢ analogo aos
trabalhos de Guth e posteriores [40-45].

Através de um campo de tétradas adaptado a um observador estacionario obtido da
métrica de FLRW (4.3)

1 0 0 0
0 2 0 0
€a = 1—kr? , 5.6
: 0 0 ar 0 (5.6)
0 0 0 arsend

obtém-se a densidade de energia gravitacional através de

et00) — (—“;7‘:”9> [% +V1— kr2] (5.7)

O componente P© obtido da equacio 3.40 fornece a energia total do universo e possui

as seguintes parcelas P = F = E, + E,,, de modo que
E, = /deetO(O),Em = /d3xeT0(0) (5.8)

O limite superior de integracao serd o raio do horizonte aparente da equacao 4.8,
considerado entao como o raio do modelo de um pequeno universo primordial e vazio.
Portanto, nao serd considerado o termo correspondente a matéria mas, apenas o termo

correspondente ao campo no vacuo gerando um resultado que é

362 — k) /a2 + k(1 — a2 42
kE, = ( )\/ ( )a2 — a(3a” + k) arctan

4(a% + k) 4k
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Podendo ser reescrita como kE, = ' + £* onde

. Ba?— ka2 +k(1—a?)
- 4(a®+ k) “
Vka ]
Va2 + k(1 —a?)|

3a2 + k
g2 = —marcmn

Wk

(5.10)

Para o universo plano, £ = 0, esta ultima expressao gera resultado identicamente nulo e,
portanto, nesse modelo o universo sera estudado apenas para geometrias curvas corres-
pondentes a k =1 ou k = —1.

Supondo agora que esse universo é um sistema quantico, sem matéria e governado por
uma equagao do tipo Schrodinger (klf[g)\lf = FEkV, aplicando o mapeamento citado na
secao anterior WkE,] = kH ¢, pode-se calcular o operador H ¢ belo procedimento de Weyl
e entao procurar as solucoes W. A equacao 4.37 é escrita em termos de a e a, fazendo que
as escolhas adequadas para o mapeamento de Weyl sejam

Wla)=a,  Wla=a= —iwd (5.11)

oa
Com as quais se calcula o operador l{:I:Ig = ¢! + &2 correspondente a kE, = ' + &% que
é aplicado a equacao estacionaria do tipo Schrodinger (kﬁg)\lf = EkV, resultando em

primeira aproximacao como

66 76 d a®> 31 d>
l15a2 + 3 + <6a2 + 8) ar + (2 + 8) a2da21 U =c¥ (5.12)

E encontra-se finalmente como consequéncia

327n  /327\2 32712
2, — 6159 = 1242 |n”* + 222" () — 1242 [ ] 1
992¢,, — 6159 [n%— TR oy n+ o (5.13)

onde g, ¢ interpretado como sendo os niveis de energia possiveis para o universo e, em
especial, o nivel £y é o menor nivel possivel. Ou seja, é a energia existente no inicio do
universo com um valor deduzido ¢y ~ 114. Esse nivel fundamental de energia dependera

da magnitude de w, que é a relacao de comutacao entre os operadores vindo da expressao
6, 0] = iw, (5.14)
havendo uma relacao de incerteza entre a medida dos observéaveis dada por

AaAa <

RS

(5.15)
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E not4vel que o autovalor a seja diferente de zero pois isso implica que ha uma dinamica
expansiva na fase inicial do universo, sendo assim temos um mecanismo de inflacao conec-
tado ao parametro de Hubble H = a/a. A cosmologia quantica aplicada a esse contexto
primordial de um universo tem, como resultado um inicio expansivo (curvatura positiva)

na auséncia de campos de matéria.
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Capitulo 6

Termodinamica gravitacional via

quantizacao de Weyl no contexto do
TERG

Agora, apos o estudo e aplicagao da quantizacao de Weyl no capitulo anterior, sera
feito um estudo das propriedades estatisticas de um sistema em equilibrio termodinamico
composto pelos quanta de energia permitidos pelo modelo de universo descrito anterior-
mente conforme a equagao (5.13). De modo anélogo aos fétons no eletromagnetismo, os
gravitons sao os bosons da interacao gravitacional e devem obedecer a estatistica de Bose-
Einstein, fornecendo ao sistema as propriedades termodinamicas caracteristicas dessa dis-
tribuicao estatistica.

A dinamica das particulas na teoria quantica é diferente da dinamica classica tendo,
como exemplo, o problema da indistinguibilidade de particulas idénticas. Considerando
um sistema de dois bosons idénticos, a autofuncao pode ser escrita de um modo geral

Ty — ;5 W (1)W5(2) + (1) W, (2)]. (6.1)

Fazendo com que os bdsons 1 e 2 estejam no mesmo estado, ou seja a = 3, a funcao

densidade de probabilidade desse sistema sera
WyTs = 207 (1) T (2) Vo (1T, (2). (6.2)

Isso significa que a probabilidade de que dois bdsons sejam encontrados no mesmo estado

é o dobro da probabilidade correspondente de um sistema classico que forneceria
UHW = g (1) (2) Wa (1) Wa(2). (6.3)

Ou seja, a simples presenca de um bdson em um estado quantico faz com que se aumente

a possibilidade de que outro bdson esteja no mesmo estado quantico. Esse resultado pode
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ser estendido para varios bosons idénticos de modo que, se ja existirem n bdsons em um
estado quantico, a probabilidade de que um outro também assuma esse mesmo estado
serd aumentada de um fator (n+ 1) do que seria o correspondente cldssico com particulas
distinguiveis.

Considerando um sistema de bdsons em equilibrio pode-se equacionar

anll)ﬁZ = HQRSHD (64)

b

onde n; e ny sao as quantidades de particulas nos estados 1 e 2 enquanto R}, e RS .,

sao as taxas de transigcoes entre os bosons nesses estados. Tais taxas podem ser expressas
em fungao das taxas para particulas classicas R® multiplicadas pelo fator (n + 1), ou seja
RY ., = (na + 1)RS$_,,, j4 que a cada transicio para o estado 2 a probabilidade de nova
transigao aumenta pelo fator (ny + 1), sendo ns o nimero de particulas que ja estavam
nesse estado. As taxas de transigoes de estado para particulas classicas podem ser escritas

em termos da distribuicao de Boltzmann, o que da na condicao de equilibrio
ni(ng + 1)RS_,, = ng(ny + 1) RS, = ny(ng + 1)e =2/ = ny(ng + 1)e51/4 (6.5)

sendo k a constante de Boltzmann e 7' a temperatura do sistema, podendo ser reescrito
como

Le_El/kT — £6_52/kT. (6.6)

ni + 1 Ng + 1
O valor de cada membro desta equagao nao pode envolver propriedades particulares de
cada estado e o resultado é que eles fornecam apenas algo relacionado a temperatura T’

de equilibrio. Igualando-os convenientemente a uma funcao do tipo e~ se chega a

n 7E/kT: -« 6.7
e e . (6.7)

E finalmente, isolando n

I |
ecee/kT _ 1 o es' /KT _ 1’

n(e) = (6.8)

onde ¢'/kT = a+ (¢//kT). Este resultado é a distribui¢do de Bose-Einstein, fornecendo

o numero de bdésons em um sistema com temperatura de equilibrio 1" ocupando o estado

quantico de energia €.
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6.1 Aplicacao da distribuicao de Bose-Einstein aos

fotons

A radiagao contida em uma cavidade, de volume fixo V e a uma temperatura cons-
tante T, possui propriedades que podem ser estudadas aplicando a distribuicao de Bose-
Einstein. Tratando os fétons como um gas, se tem como resultado o espectro da radiagao
de cavidade do corpo negro, que foi obtido por Max Planck com dados experimentais ja
conhecidos.

A distribuicao para fétons possui a forma da equagao (6.8) com « = 0, ou seja

1

n(e) = T 1 (6.9)

Isso ocorre porque o parametro « é especificado pelo niimero de particulas do sistema e, no
caso dos fétons na cavidade, nao ha uma constancia nesse niimero ja que existe absor¢ao
e emissao dos fotons nas paredes do recipiente que os contém. Assim a distribuicao nao
pode depender do termo e® com o sistema em equilibrio térmico.

Isso pode parecer pouco 6bvio mas, esse resultado é obtido naturalmente ao tomar a

funcao de particao do sistema

Z= Y efmeeghfme (6.10)

ni,na,...

onde f = 1/kT e a soma deve ser feita sobre todos os possiveis nimeros de particulas
n, = 0,1,2,3... em cada estado com energia ¢, = 0, 1, 2, 3... Reescrevendo a ultima equacao

com a propriedade do produto de exponenciais se obtém

7Z = (i 6_6"151) (i 6_6"252) (6.11)

n1=0 no=0

Cada termo entre parénteses é uma série de expansao da expressao (1—e~?")~! e a funcio

de partigao assume a forma

Z:<1_iﬁsl> (1_2552).. (6.12)

E assim, o nimero provédvel de fétons n(e) ocupando o estado quantico de energia ¢ é

obtido da expressao

10z 103, —-In(1- e~Per)
B 867» N 5 aer

n, =

(6.13)

Derivando o logaritmo e simplificando a expressao resultante se obtém finalmente n(e) =

(e/kT — 1)~! de acordo com a equacio (6.9).
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Chamando de G(g)de o nimero de possiveis estados quanticos para fétons no inter-
valo de energia de ¢ até € + de, e com o numero provavel de particulas ocupando o
estado quantico de energia € dado por n(e) em (6.9), o nimero de fétons em tal intervalo
energético é dado pelo produto n(e)G(e)de.

A funcdo G(e) pode ser calculada com argumentos geométricos, considerando uma
cavidade cubica de lado L e aplicando as condicoes de contorno aos vetores de ondas
estacionarias que sdo permitidos nas dimensoes da cavidade. Sendo (k,, ky, k.) o vetor de
uma onda eletromagnética, suas componentes obrigatoriamente satisfazem as condigoes
periodicas
—Ng, k. = —ns, (6.14)

onde ny, ny e ng s@o numeros inteiros. Pensando em um espaco abstrato formado pelos
pontos (kz, ky, k»), o volume ctbico em torno de cada ponto é (2r/L)* e cada um des-

ses pontos corresponde a um possivel vetor de onda permitido. A energia dos fotons é

h
6:huzg—ﬂ\/k?c+k‘§+kz (6.15)

sendo v a frequéncia e ¢ a velocidade de propagacao da luz. Essa equacao define uma

quantizada de acordo com

esfera de raio 2me /ch e todos os pontos do reticulado interior a essa esfera possuem energia
menor do que €. O nimero de todos esses pontos que possuem energia entre 0 e € é dado
pelo divisao do volume da esfera pelo volume ciibico (27/L)? em torno de cada ponto.
Executando a divisao e multiplicando o resultado por dois, ja que para cada vetor de onda
hé dois modos de propagacao relacionados a polarizagao da onda, se encontra

8V 4
= 3313 (6.16)

N(e) = 2?(27?5/0@3(2%/[/)_3

que fornece o nimero N (g) de possiveis ondas no interior da cavidade de volume V = L3
com energia entre 0 e €. Derivando essa funcao obtemos G(¢)de o numero de estados

quanticos para fétons no intervalo de energia de € até € + de
G(e)de = Wﬁda, (6.17)

De posse das fungoes n(c) dada em (6.9) e G(¢) dada em (6.17), algumas propriedades
termodinamicas sao naturalmente determinadas. Por exemplo, o ntimero médio N de

fétons na cavidade
N:/ n(e)G(e)de, (6.18)
0

que permite naturalmente calcular a densidade volumétrica de fétons como

N 1 > o0 8w
v = V/o n(e)G(e)de = /o I (e T 1>52d5. (6.19)
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Ao fazer uma mudanga de variavel x = /kT', a tltima equagao é reduzida a

N 8m(kT)? oo 22 - 8w (kT)?
= (a7 / o g 20 (6.20)

Substituindo os valores das constantes e utilizando T' = 2,7 kelvin como a temperatura
atual do universo, estimamos a densidade de f6tons da radia¢ao césmica de fundo (CMB)
da ordem de 400 milhoes de fétons por metro ctibico.

Agora, a energia interna para a cavidade sera

o0 o© 8redde
U_/o en(e)G(e)de _/o Vc3h3(e€/’fT— D (6.21)

de onde vem a razao U/V proporcional a T*, fazendo novamente z = &/kT

Vo 3h3

KT)' (o o3 kT
v_ 8”()/ ( v ~ STRT) 6 you (6.22)
0

er — 1)dx - And

resultado conhecido como a lei de Stefan-Boltzmann e também, finalmente, escrevemos a

densidade volumétrica de energia no intervalo de € até € + de

en(e)G(e)de 8redde
V4 o 3h3(es/FT — 1)’

pr(e)de = (6.23)

de onde surge o espectro de Planck ao substituir ¢ = hr. A fungao pr(v) possui um

valor maximo para uma frequéncia que muda linearmente com a temperatura, resultado

conhecido como a lei do deslocamento de Wien.
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6.2 O universo preenchido pelo gas de gravitons

De modo anélogo ao estudo do gés de fétons na cavidade, sera feito agora um estudo
da termodinamica para o modelo de quantizagao obtido pelo mapeamento de Weyl, apre-
sentado no capitulo anterior. A partir da energia discreta obtida para o vacuo no inicio

do Universo, pode-se construir imediatamente uma funcao de particao:
E; )
Z= et =) et (6.24)
i i

Essa é funcao de particao de um ensemble canonico, ou seja, estamos modelando inici-
almente um universo com temperatura, volume e ntimero de particulas fixos, supondo
assim que elas ndo escapam do universo. Buscando ent@o o resultado em (5.13) e fazendo

E; = ¢, na expressao apresentada para a funcao de particao, obtemos:

2
IR (1247 + 327)* + 6159
Z En elm®T En exp S0KT (6.25)

Com a qual se pode calcular a energia livre de Helmholtz, F', e a entropia, S

OF
F=—-kT InZ = ——. 2
nJz, S 5T (6.26)
Pode-se também calcular a capacidade térmica Cy (para k = 1)
0(E) dlnZz ,0InZ
Cy = —= E)=— =T . 6.27

De imediato percebe-se uma dificuldade com a fungao particao por nao possuir uma forma

analitica simples, sendo uma série de exponenciais

211,25 339,5 498,75 689 910,25 1162,5

Zoe T de T o4e T o4 T o4 T Ae T o4e T + (6.28)

_1445,75 __ 1760 _ 2105,25 24815 _ 2888,75 _ 3327 _ 3796,25 _4296,5
e T 4+e T +e T +e T +He T +4+e T +e T 4+e T +4
_4827,75 __ 5390 _ 5983,25 _ 6607,5 _ 7262,75 7949 _ 8666,25 _9414,5

e T +4+e T 4+e T +e T +e T +e T +e T e T ..

[sso sugere um tratamento numérico ou, pelo menos, um truncamento da série em
algum termo, ja que com o crescimento de n os termos correspondentes vao decrescendo
em sua contribuicao. Sendo assim, como pequeno ensaio, considerando uma temperatura
T = 100 e somando os termos até n = 10 se obtém 7 ~ 0.4822563163087 enquanto
que para n = 50 se obtém Z ~ 0.4822563163090. Dividindo ambos os valores se tem
uma razao menor do que 107!, mostrando que para cdlculos praticos a série com poucos

termos ja oferece um boa aproximacao.
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Os gréficos da funcao de particao Z e da energia livre de Helmholtz F' calculada a

partir da funcao Z, ficam, respectivamente, com o seguinte aspecto
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Figura 6.1: Z em funcao da temperatura
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Figura 6.2: F em funcao da temperatura
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Gerando, entao, a fungao entropia que fica crescente com a temperatura e mudando

de concavidade
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Figura 6.3: S em funcao da temperatura

E, para a capacidade térmica em funcao de T a volume constante, vemos que é in-

teressante a existéncia de uma transicao com derivada nula no seguinte grafico obtido
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Figura 6.4: C em funcao da temperatura
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Esse modelo termodinamico tem uma notavel propriedade semelhante ao modelo de

Einstein para solidos, que é uma pressao nula no sistema devido a nao dependéncia

explicita da fungao de particao com o volume

oOF

—a7 = 0. (6.29)

p =

Conclui-se assim que ao escrever a primeira lei da termodinamica, esta assume uma forma

simples do tipo d(E) = CydT = TdS. Se essa equagao é escrita em termos da funcao de

particao chega-se a uma identidade, sendo que todas as grandezas envolvidas sao funcoes
apenas da temperatura e as derivadas parciais tornam-se derivadas totais.

Encerrando, para se obter uma solucao para a funcao particao na forma de funcoes

elementares, sera agora considerado uma aproximacao. Quando o valor de n no somatério

for muito grande, o termo quadratico dentro do somatério serd dominante, logo,
1
7= f(T)+ e T [193 (o,e‘?/T) 4 1} , (6.30)

onde a func¢ao f(7) é uma func¢do que a principio pode depender da temperatura T e
V3 é a funcao eliptica de Jacobi de terceira espécie. Verificando como a funcao f(T')
se comporta, basta tracar a fungdo particdo Z para a expressao acima com f(7') nula e
comparar com o resultado numeérico. E mostrado o comportamento da fungao acima (com
f(T) = 0) em preto pontilhado e o comportamento do somatério da fun¢do Z em azul na
figura 6.5.
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Figura 6.5: Comparacao da funcao particao com a aproximagcao por funcao eliptica.

Assim se verifica que a partir de certo valor de temperatura, os graficos divergem

apenas por um valor constante de valor aproximado 5/2. Sendo assim, temos que f(7 =

o0) = —g. As fungoes coincidem na origem, logo, uma funcao candidata que satisfaz
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f(T =00)= 2 ¢ f(T =0) =06 o do tipo arco-tangente. Resulta entdo que

£(T) = —i arctan (T/500), (6.31)

onde o fator divisor 500 foi ajustado manualmente para que a curva tivesse a mesma

suavidade de crescimento que a da solucao numérica. Sendo assim, o resultado é
L wyr -3/ 5
7 = 3¢ U3 (0,e7 2 + 1| — = arctan (7'/500) . (6.32)
T

O comportamento dessa fungao analitica pode ser visto na figura 6.6.
z
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Figura 6.6: Comparacao da funcao particao com a aproximacao por funcao eliptica com
a correcao do arco-tangente.

Essa especulagao naturalmente pode ainda receber novas sugestoes para um melhor
ajuste e, assim, todas as grandezas termodinamicas possam ser aproximadamente expres-

sas por funcoes analiticas mais convenientes.
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Capitulo 7
Consideracoes finais

Neste trabalho, com o objetivo de discutir cosmologia em contexto que alcance até
a teoria quantica, fizemos uma breve revisao da teoria da relatividade de Einstein, até se
chegar as equagoes de campo de Einstein para a gravitagao na presenca ou nao da cons-
tante cosmoldgica. Devido as dificuldade existentes na RG apresentamos uma formulacao
equivalente a teoria da gravitacao de Einstein que ¢ denominada de teleparalelismo equi-
valente a relatividade geral TEGR. Discutimos brevemente as formulacoes Lagrangiana
e Hamiltoniana do TEGR; mostramos que no contexto deste formalismo ¢é possivel obter
uma expressao localmente bem definida para a energia do campo gravitacional. Mostra-
mos também que a partir das equagoes de campo e da definicao de energia é possivel obter,
a partir de uma equacao de continuidade, uma expressao para a pressao gravitacional na
presenca ou nao de matéria.

Apresentamos o modelo de universo de FLRW que é uma solucao exata das equagoes de
Einstein que descreve modelos de universos homogéneos e isotropicos em expansao ou con-
tragao acelerada. Apresentamos a definicao de horizonte aparente do modelo de FRLW,
construimos um campo de tétradas adaptadas a observadores espacialmente estaticos as-
sociados a métrica de FRLW. Calculamos a energia total contida no interior do horizonte
aparente, calculamos também a pressao total sobre a superficie do horizonte aparente.
Mostramos que para modelos de universo em expansao acelerada a pressao total sobre a
superficie do horizonte aparente é positiva podendo ser responsavel pela expansao acele-
rada do universo atualmente.

Usando as expressoes para a energia e pressao obtidas anteriormente, escrevemos uma
relacao para a primeira lei da termodinamica na superficie do horizonte aparente. Para
isto adotamos a entropia como sendo dada por um quarto da area da superficie do ho-
rizonte aparente. A partir da relacao para a primeira lei, extraimos uma expressao para
temperatura na superficie do horizonte aparente. Em particular para modelos de universo
plano esta temperatura reduz-se a metade da temperatura de Kodoma-Hayward [17] na
superficie do horizonte aparente.

Apo6s toda essa discussao foi feito um resumo do procedimento de quantizacao de Weyl
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com uma aplicagao a um modelo de universo vazio, gerando uma solucao aproximada
com discretizacao da energia, possibilitando um estudo de propriedades desse modelo de
universo. Um resultado importante é que o autovalor de @ é diferente de zero e é atrelado
a curvatura do universo k e dando a ela uma interpretacao positiva, ou seja, uma espécie
de expansao, exatamente o que é esperado para modelo inflacionario.

E no capitulo final, com uma analogia a estatistica de fétons, apresentamos um es-
tudo da termodinamica do universo vazio primordial, possuindo uma funcao de particao
dependente apenas da temperatura e grandezas termodinamicas com caracteristicas de
um ensemble canénico. E notével nas fungoes que descrevem a entropia, que muda de
concavidade, e a capacidade térmica, que possui uma transicao com derivada nula, que
o sistema muda seu comportamento de acordo com a temperatura. Isso abre caminho
para futuras especulagoes sobre mecanismos de evolugao do universo, como por exemplo
a formacao de particulas elementares, transi¢oes de fase e inflagao. Além de possibilitar
novos ensaios com modelos de universo em equilibrio ou fora do equilibrio termodinamico,

gerando vasto ramo de pesquisas futuras.
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