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Resumo

Seja G um grupo. Na literatura ha uma gama bastante ampla de teoremas
que ensinam como inferir determinada propriedade X para G, verificando X
apenas nos membros de uma familia teste TG, formada por alguns subgrupos
"pequenos”. A presente Tese é uma contribuicdo que segue esta linha de

pesquisa.



Abstract

Let G be a group. In the literature, there are various theorems which teach
how to conclude a certain property X for GG, verifying X at the members of a
test family TG, which consists of some ”small” subgroups only. The present

Thesis is a contribution which follows this research line.
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Lista de simbolos

(...) subgrupo gerado por { ... }

Aut(G) grupo dos automorfismos de G

HZ=; K H e K sao G-isomorfos

N x H produto direto de N e H

INJH produto semidireto de N por H (N <G)
N!H produto entrelagado (restrito) de N e H

H <G, HJG, H é subgrupo, subgrupo normal de G,

H<G, HILG H é subgrupo normal préprio, subnormal de G
| G|, o(g) cardinalidade de G, ordem do elemento g
Ca(N),Ng(N) centralizador e normalizador de N em G, resp.
=y loy e [r,y] =2 aY conjugado e comutador

HE = (292 € H, g € G) o fecho normal de H em G

29 ={29|g € G} classe de conjugacdo de x em G

(x9) = (x)¢ subgrupo normal gerado pelo elemento z € G
G' = ([z,y]|z,y € G) subgrupo comutador de G

GO = (G-’ 0 i-6simo subgrupo comutador de G

g1, g6l = [lgrs -+ 5 k-1l gx] comutador de peso k

Ie(G) = (g1, 9k | 915 - -, gx € G) 0 k-ésimo termo da série central descendente de G
Ry (G) ={x]|[x,9,9] =1V g € G} subgrupo dos elementos 2-engelianos a direita de G

O (G) conjunto dos elementos de ordem fmpar de G
H(G) hipercentro de um grupo G
K(G) hipercentro local de um grupo G (ver I), pg. 23)
Fit(G) subgrupo de Fitting de G
®(G) subgrupo de Frattini de G
®,(G) ver pg. b
He = ﬂ HY Ntcleo normal de H em G
g€eG
e (G) k-ésimo centro de G (k > 0)
Axn(G) o nil-preservador local de G (ver II), pg. 23)
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Gy,
m

A,8,3,M,5C

classe ou propriedade X de grupos
classe dos X-por-¥) grupos

a classe dos meta X-grupos.

classe dos X-grupos locais

classe dos poli-X grupos

classe dos hiper-X grupos

classe universal de todos os grupos
classe dos grupos enumeraveis

classe dos grupos finitamente gerados
classe dos grupos gerados por < n elementos
classe dos grupos Noetherianos

classes dos grupos abelianos, finitos,
ciclicos, nilpotentes e FC-grupos, resp.
O X-radical de G

Fitting X-subgrupo de G



Introducao

A filosofia desta tese é investigar quando uma determinada propriedade X
de grupos satisfeita por um dado grupo G pode ser inferida a partir de um
conjunto adequado de subgrupos, denominado familia teste da propriedade X
em G.

Um exemplo simples dessa filosofia é que a propriedade de um grupo G
ser abeliano pode ser testada em seus subgrupos 2-gerados, i.e, se todos os
subgrupos 2-gerados de G sao abelianos entao G sera abeliano. Assim, a
familia dos subgrupos 2-gerados é uma familia teste da propriedade de ser
abeliano.

Em geral, pensemos que é dado um grupo G pertencente a um certo uni-
verso ‘U de grupos e uma propriedade X a ser verificada para G, examinando X
somente nos membros de uma familia teste TG, formada por alguns subgrupos

"pequenos”’de GG. Os teoremas estabelecidos tém portanto a forma
GeYeIGCXG — GeX.

Mencionando mais um exemplo: A nilpoténcia 91 no universo § dos grupos

finitos, é testavel na familia ,G dos subgrupos 2-gerados. Em simbolos vem:
GeF e BECOCNG = GeN.

No capitulo I enunciaremos alguns resultados classicos que serao 1teis para o
restante da tese.

Por definigao, propriedades locais (ou localmente fechadas) sao B-testaveis,
i.e., detectaveis pela familia &G dos subgrupos finitamente gerados de qual-

quer grupo G.
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Enquanto importantes propriedades bésicas de grupos (nilpoténcia, solubili-
dade), nao sdo propriedades localmente fechadas, investigaremos no capitulo
IT propriedades €-detectaveis, ou seja, propriedades para as quais a familia €G
dos subgrupos enumerdveis forma uma familia teste. Ha um trabalho classico
de R. BAER [2], que versa sobre este assunto sob um aspecto bastante geral.
Comecamos o nosso capitulo II verificando que propriedades como nilpoténcia,
solubilidade, etc. (ver proposi¢ao 1); sao E-detectéveis.

Introduzimos operadores €-compativeis (definigdo 4) e classes de Fitting
(definigao 5) com a finalidade de mostrar que outras propriedades além das da
proposicao 1, também sao E-detectaveis. Por exemplo, MF (de ser nilpotente-
por-finito), A*F (de ser solivel-por-finito), ou a propriedade de um grupo G
ser policiclico sobre o n-ésimo centro (,(G) (n > 0), etc.

O capitulo IT é, assim como o capitulo I, auxiliar. Alguns de seus resultados
serao utilizados no capitulo III, capitulo este que tem como objetivo maior
demonstrar o seu

Teorema Principal

a) Suponhamos G solivel-por-Noetheriano e seus subgrupos metabelianos

enumeraveis sejam centrais-por-policiclicos. Entao G é central-por-Noetheriano.

b) Suponhamos G € solivel-por-finito e seus subgrupos metabelianos enu-

merdveis sejam centrais-por-finitos. Entao G é central-por-finito.

No capitulo IV estudaremos a $HN.-propriedade, i.e, a propriedade de um
grupo ser hipercentral-por-(nilpotente de classe < ¢) ou, equivalentemente, a
propriedade de um grupo G possuir seu subgrupo I'.1(G) um grupo hiper-
central. Veremos primeiro, no teorema 8, que em grupos finitos a $HI.-
(= 9MMN.)-propriedade pode ser testada na familia &, oG, dos subgrupos de
G que sao (c+2)-gerados. No decorrer do capitulo generalizamos a validade
deste teorema para algumas classes de grupos infinitos como, por exemplo, a
dos grupos hiperfinitos, dos grupos hiper-policiclicos e outras ainda mais gerais

(ver teorema 10).
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Lembramos aqui que um grupo G é um hiper-X-grupo, se cada imagem
nao-trivial de G possui um X-subgrupo normal nao-trivial. G é um poli-X-

grupo, se ele possui uma série subnormal (finita) com fatores que sao X-grupos.

Finalmente, no quinto e ultimo capitulo, demonstraremos um resultado

aparentemente inédito (Teorema Principal) que diz:

Em grupos supersoliveis a nilpoténcia pode ser testada pela familia dos

subgrupos metaciclicos.

Juntando este teorema a um outro resultado classico, devido a BAER: Todo
grupo hiperciclico € localmente supersolivel, obtemos uma interessante carac-

terizagao dos grupos hipercentrais, a saber:

um grupo € hipercentral se e somente se ¢ hiperciclico e todos os seus

subgrupos metaciclicos sao nilpotentes .

Ja o grupo alternado A, mostra que, em grupos soliiveis, a nilpoténcia nao
pode ser testada pelos subgrupos metaciclicos.

Neste contexto veremos por fim um importante exemplo mostrando que,
em grupos soliveis a nilpoténcia nao é testavel, mesmo pelos subgrupos poli-
ciclicos. Isto mostra que a dificuldade de se ampliar o universo dos grupos

supersoliveis no teorema principal deste ultimo capitulo.
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Capitulo I

Resultados Preliminares.

Neste primeiro capitulo enunciaremos alguns resultados auxiliares para a
compreensao dos teoremas apresentados ao longo desta tese.

Os resultados que aqui apresentaremos sao todos classicos e na maioria dos
casos nao exporemos suas demonstragoes colocando, no entanto as referéncias
onde estas possam ser encontradas.

Ressaltamos também que os fatos aqui expostos poderao ser usados ex-
plicitamente mas também de maneira tacita, dependendo do contexto.

Vamos iniciar recordando um teorema cléssico da teoreia dos grupos, a saber:
Teorema de Schreier

Sejam G um grupo finitamente gerado e H < G.
Se |G : H| < 0o entao H € finitamente gerado.

Demonstragao. Uma demonstragao deste pode ser encontrada em [9].

Também importante nesta tese sera o
Teorema de Kuros

Um grupo abeliano satifaz a condi¢ao minimal (sobre os seus subgrupos) se,
e somente se, pode ser escrito como soma direta finita de grupos quasiciclicos
(grupos de Priifer) e grupos ciclicos de ordem poténcia de primo.

Demonstragao. Ver em [14], 4.2.11, pg. 104.



Facamos, agora, alguns comentérios a respeito de

§1.1- Classes de SCHUR

Definicao 1. Uma classe X de grupos é chamada classe de Schur sempre que:
G/C(G) eX= G eX.

E claro que a classe 2 dos grupos abelianos é uma classe de Schur. Bem

menos evidente é o:

Resultado 1. As sequintes classes sao classes de Schur:

a) A classe § dos grupos finitos (SCHUR, 1902 [17]).
b) A clase 3*° dos grupos policiclicos
c) A classe 3°F dos grupos policiclicos-por-finito.

Demonstragao. A demonstragao do item a) se encontra em [14], 10.1.4, pg.
287; enquanto as dos itens b) e ¢) podem ser encontradas em [15], pg. 115.
n
§ 1.2- O Hipercentro de um grupo.
Um importante subgrupo caracteristico de um dado grupo G é o hipercentro,

H(G), que pode ser defindo pela

Definicao 2. Seja G um grupo qualquer. Considere a familia:
Fi(G)={N <G : {(G/N) = N/N}.
Entao o hipercentro de G é dado por:

HG = () N (%

N eFi1(G)

E um exercicio interessante mostrar que o hipercentro também pode ser

descrito por:

HG = [ M O

M eF(G)
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onde
A6 ={m 26 ‘% n¢(g)>% YNIGeomN <M} .

Também ¢ fato que H(G) € Fi(G) N F(G).
Nao ¢é dificil verificar as seguintes propriedaes basicas do hipercentro de um

grupo (ver por exemplo [11] e [13]):
1) TNH(G) < H(T), VT <G.
1) H(G)N/N < H(G/N), VN <G.

111) H(G)/N = H(G/N), ¥ N <G com N < H(G).

Em particular, H(G/H(G)) ¢ trivial.

Um grupo G é chamado hipercentral se G = H(G). Nao é dificil a veri-

ficacao do:

Lema 1. Um grupo € hipercentral se, e somente se, ((G/N) # N/N para todo
N<«G.

A classe dos grupos hipercentrais é denotada por $).
Vamos agora enunciar, sem demonstragao um teorema que diz respeito a cober-

tura de grupos, a saber o:

Teorema 1. (Teorema de B.H NEUMANN [10])

Se um grupo G possui uma cobertura finita de subgrupos dada por

entao G continua coberto por aqueles H;s para os quais |G : H;| < oo.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [15], L. 4.17, pgs. 105/106.



Lema 2. Seja N um p-grupo finito e G/Cg(N) um p-grupo (finito). Entdo
NN((G) # {1}

Demonstragao. Faga C' = Cg(N).

Como o p-grupo G/C age em N por conjugacao, temos a decomposi¢ao
em orbitas N = {1} U 2§ U 2§ U ... U 2% para certos x9,...,2, € N.
Como |G : Cg(xy)| = p®™ com sp > 0epf|N — {1}, segue que existe k
com z¢ = x3. Logo z;, € ((G).

|
O importante teorema abaixo é devido a BAER e apresentaremos a sua demon-

stracao utilizando uma técnica que sera repetida em outro contexto no capitulo

IV. (Veja também [15], Th. 4.18, pg. 107).

Teorema da cobertura de Baer
Um grupo G admite um cobertura finita por subgrupos hipercentrais se e so-
mente se G/H(G) é finito.
Demonstracao. (=) Faca H = H(G). Seja G/H = {H, ng,-u ,Hxp,}.
Para cada 1 < i < n, defina H; = H(z;). E claro que G = U H;. Afirmamos

que cada H; é hipercentral. Pela propriedade I) segue que H < H(H;) e como
H/ < H segue que H;/H(H;) é abeliano donde H; = H(H,), pois ¢ (H;/H(H;))
é trivial. Ou seja, H; ¢é hipercentral.

(<) Suponha que G admita uma cobertura de finitos subgrupos hipercentrais

dada por

Por B.H NEUMANN (Teorema 1) podemos supor |G : H;| < oo para todo
1< <n.
Primeiro vamos observar que a hipétese (do grupo ser coberto por finitos

subgrupos hipercentrais) é fechada a quocientes. De fato, tomando N QG é



claro que para G/N vale a seguinte cobertura de grupos hipercentrais

G/N = O H;N/N.
=1

Facamos agora K = ﬂ(Hi)G. Temos que |G : K| < oo pois |G : (H;)g| <
oo para todo 1 < ¢ < n.Z:]ISasta, portanto, mostrarmos que K < H(G). Pela
caracterizagao dada em (!) (ver pdgina 2) e pelo fechamento da nossa hipdtese
a quocientes ¢ suficiente verificar que K N {(G) # {1}.
Bem, K é hipercentral e portanto ((K) # {1}.
Caso 1: ((K) possui elementos de ordem finita.

Tomemos = € ((K) tal que o(z) = p, um primo. Faga C' = Cg(z).
Ja que K < C e |G : K| é finito, entao |G : C| < oo, ou seja, z é um
FC- elemento de G. Como ¢((K) < G segue que (z¢) é um p-grupo abeliano
elementar e finito.
Vamos mostrar que (z%) possui algum elemento # 1, central em G. Faga
A = (2% e D = Cg(A). Pelo lema 2 basta verificarmos que G/D é um p-
grupo. Para isso suponha Dy € G/D é de modo que o(Dy) = q onde ¢ é um
primo distinto de p. Por (*) temos que y € H; para algum 1 < i < n. Como
A < H; e H; é hipercentral segue que A(y) é nilpotente. Faga L = A(y)
Temos que y? € D e portanto (y?) < L. Agora, (y)/(y?) é o g-grupo de SYLOW
de L/(y?) e dai (y) < L.
Assim, fica claro que, caso y possua ordem infinita, L serd um produto direto
de dois grupos abelianos, logo y centraliza . Por outro lado se y possuir
ordem finita, vemos que o g-subgrupo de SYLOW e também o g-complemento
de (y) centralizam x. Portanto y centraliza = e encerramos este caso.

Caso 2: ((K) é livre de torgao.

Tomemos = € ((K) e faga A = (2%). Temos assim que A é abeliano
finitamente gerado e livre de torgao.
Suponhamos, por exemplo, que A seja s-gerado. Temos agora que, para cada
primo p , o indice |A : ®,(A)] = p® onde ®,(A) é o p-FRATTINI de A,

i.e. o menor subgrupo de A com quociente um p-grupo abeliano elementar.



Considerando em A/®,(A) uma série principal de G, concluimos, utilizando

o Caso 1 e o fechamento a quocientes da nossa hipdtese, que:

S vezes

AG.G,...A < [] ®,A)=1

primo

Dessa forma, temos que se ¢ é o menor natural de modo que

i vezes i vezes

[A,G,G,...,G] # 1 entdo [A,G,G,...,G] < AN{(G) e o lema segue.

§ 1.3- Os X-radicais de um grupo
Para cada classe X de grupos e cada grupo G podemos definir o X-radical

de G como sendo o conjunto
0%(G) ={z € G| (z%) é um X — grupo} ,

dos elementos de G cujo fecho normal é um X-grupo.
Sao validas as seguintes propriedades basicas inerentes ao X-radical de um
grupoG quando X é uma classe fechada fechada a subgrupos e quocientes:

(i) Ox(G) NS € Ox(5).
(ii) Ox(G/N) 2 Ox(G)N/N.
Nem sempre o radical O%(G) forma um subgrupo e quando o faz nada garante
que Ox(G) seja um X-grupo. Por exemplo o M- radical, On(G) = Fit(G),
mais conhecido como subgrupo de Fitting de G, nao é, em geral, nilpotente.

Mas vale:
Lema 3. Seja G um grupo policiclico. Entao Fit(G) € nilpotente.

Demonstracao. E claro pela condigao maximal nos subgrupos de G.

Uma classe X de grupos é usualmente chamada de classe de Fitting se ela
for {5, @, Np}-fechada (fechada a subgrupos, quocientes e produto de finitos

subgrupos normais). Neste caso nao ¢ dificil ver que Ox(G) é um subgrupo



caracteristico onde vale:

0x(G) = H N ={z € G| (z%) 6 X — grupo}.
NeXGnnG

onde XG' NnG é a familia dos X-subgrupos normais de G.

Neste caso o radical Ox(G) também é denotado por Fity(G) e é denominado
X-subgrupo de Fitting de GG. Ao longo desta tese usaremos tanto uma quanto
a outra notacao, dependendo do contexto.

Um grupo G é chamado Fitting X—grupo (X uma classe de Fitting ) se G =
Fity(G). Nao é dificil verificar que, para qualquer grupo G e para qualquer
classe de Fitting X, vale:

Fity(G) é um Fitting X-grupo.

Também é valido que ser Fitting X-grupo é uma propriedade fechada a sub-
grupos. Se LX, a classe dos X-grupos locais, é uma classe de Fitting, entao
Fit; x(G) é o maior LX-grupo normal de G.

Com respeito a este assunto, relevante para a nossa tese, sera o

Resultado 2. Para as sequintes classes X de grupos LX €é uma classe de

Fitting
a) X=F.

b) X=N (Neste caso O n(G) = Fit; ;(G) chama-se o radical de HIRSCH-

PLOTKIN de G).
c) X=3.

Demonstragao. Ver em [14], pgs. 357, Ex. 12.5.3, pg. 384.

§ 1.4- Subgrupos Subnormais

Vamos lembrar:

Definicao 3. Um subgrupo H < G € chamado subnormal em G, H 11 G se

existir uma cadeia finita de subgrupos

H=HydH,---<H, . JH,=G

J



entre H e (.

Vamos nesta seccao expor apenas os resultados relativos a estes subgrupos

que necessitaremos para a nossa tese. COIHG(;&I"GIHOS com o

Lema 4. Em qualquer grupo policiclico G, para todo subgrupo nilpotente
H <1< G vale
H < Fit(G).

Demonstracao. Considere uma cadeia entre H e G como na definicao 3.
Por hipétese de indugao sobre n temos H < Fit(H, 1) < G. Pelo lema 3,
Fit(H,_1) é nilpotente, logo H < Fit(G).

[
O forte resultado que segue abaixo ¢ devido a MAIER e WIELANDT (1977/1981)
(ver [8] e [18]). Sua demonstragao pode ser encontrada em [7], Th. 7.7.1, pg.
239.

Lema 5. Seja G um grupo finito tal que G = AB. Se H <G é¢tal HI<1 A
e H1< B entao H << (.

Enunciaremos agora, outro resultado, esse devido a KEGEL [6], cuja demon-
stragao se encontra em [7], Th. 7.5.1, pg. 232,

Lema 6. Sejam G um grupo policiclico-por-finito e K < G para o qual em

todos os quocientes finitos % vale % 144 % . Entao K <4 @.

O lema 5 possui validade em todos os grupos policiclicos-por-finito. Este

fato esta presente no

Corolario 1. Seja G um grupo policiclico-por-finito tal que A e B sdo dois
subgrupos permatdveis. Se H < G € tal que H 1< A e H << B entdo
H <1< AB.

Demonstracao. Podemos supor G = AB. Para qualquer quociente finito

G HN AN  HN BN .
N —— dd = e =/ 44 —/—.

%Nde GZ%H(;SN N G_ SN ¢y S g Assim pelo lema 5 vale
A = = a<4aq. J4G.

N SN N NeclaroHN__G Do lema 6 vem H 14 G. =



§ 1.5- Elementos 2-Engelianos

Dado um grupo G vamos definir dois subconjuntos, a saber o conjunto;
Ly(G)={z €G |[g,z,2] =1,V g€ G}

dos elementos 2- engelianos a esquerda

e o conjunto

Ry(G) ={z €G [[r,9,9] =1,V g€ G}

dos elementos 2-engelianos a direita.
Se por um lado Ly(G) é, em geral, apenas um subconjunto de G por outro

lado temos o:

Resultado 3. (KAPPE[5]) Em qualquer grupo G o conjunto Ra(G), dos ele-

mentos 2-engelianos a direita, forma um subgrupo caracteristico de G.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em

[16] pag. 44.

§ 1.6- Teorema de Maschke

Finalizamos este capitulo preliminar enunciando um importante teorema
das representagoes dos grupos finitos, a saber

Teorema de Maschke

Seja G um grupo finito agindo em um espaco vetorial V' sobre um corpo
K cuja caracteristica nao divide a ordem de G. Entao para todo subespag o
G-invariante H <4 V existe um subespago G-invariante que complementa H
em V.
(Estaremos interessados neste resultado somente no caso quando um p’-grupo
G age num p-grupo abeliano elementar V')

Demonstragao. Ver [14] cap 8, pg. 216.



Capitulo II

Propriedades &-testaveis.

Neste segundo capitulo, também auxiliar, porém ja dentro da filosofia da
nossa tese, vamos estudar algumas propriedades de grupos que sao detectaveis
pelos seus subgrupos enumeraveis.

H& um trabalho cldssico de R. BAER [2| que estuda este tipo de pro-
priedades de um ponto de vista geral. FEsta direcao de pesquisa continua
despertando interesse em trabalhos mais recentes (ver [4]). Aqui trataremos a
nossa maneira alguns tipos de tais propriedades.

Diremos simplesmente que uma propriedade X é €- testavel (€- detectavel),

se ela for enumeravelmente detectavel, ou seja, se para todo grupo G vale
CGCXG=GeX.

O método de demonstrar que determinada propriedade X é E-testavel sera:
Supondo que o grupo nao é X-grupo, construiremos nele um subgrupo enu-

meravel que também nao é X-grupo.

§ 2.1- Primeiros Exemplos de Propriedades &-testaveis
Antes vamos relembrar duas caracterizagoes conhecidas, uma para grupos

hiperabelianos e outra para grupos hipercentrais:

Caracterizacao I (BAER, ver [15], Th. 2.15, pg. 47)

Um grupo G € hiperabeliano se, e somente se, para cada SeqUENcia T1, Y1, Y2, " » Yo, -

em G, a sequéncia ()N, definida indutivamente por
Tpt+1 = [xna Yn,s xn]a
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atinge o elemento neutro 1 de G para algum m € IN.

Demonstra¢ao. (=) Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia
(Zn)pen na forma indicada construida a partir de x1,y1,y2, -, Yn, -+ de
tal modo que x,, #1Vn e IN.

Considere a familia:
F={NQG |z, ¢ NVne N}

Bem, claro que {1} € F e pode-se verificar facilmente que F é indutivamente
ordenada. Podemos considerar portanto M um elemento maximal de F.
Como G ¢ hiperabeliano e M # G existe M < L <G e com L/M abeliano.
Pela maximalidade de M segue que existe n € IN tal que x,, € L, dai segue
pela normalidade de L que [z,,y,] € L e pela abelianidade de L/M vem o
absurdo .1 = [[Tn, Yn], n] € M.
(<) Como a hipdtese das sequéncias é fechada a quocientes, basta mostrarmos
que GG possui um subgrupo abeliano normal nao trivial.
Suponha, por absurdo, que G nao possua tal subgrupo. Considere qual-

quer 1 # x; € G. Entao (z§') ndo é abeliano. Daf existe y; € G tal que

(21,91, x1] = [23", 21] # 1. Faga x5 = [21, 41, 1] e da mesma maneira construa
x3 = [x9,y2, ] # 1. Prosseguindo indutivamente assim, construimos uma
seqliencia Ty, y1,Ya, - , Yn, - de modo que (z,),cpv contraria a hipéGtese.

Portanto G ¢é hiperabeliano.

Analogamente a caracterizacao I, temos o seguinte lema que caracteriza o
hipercentro de um grupo através de sequéncias. Este, por sua vez, contém

uma caracterizacao dos grupos hipercentrais (devida a CHERNIKOV (1950)).

Lema 7. Em qualquer grupo G sdo equivalentes:
a) x € H(G).

b) A cada sequéncia yi,Ys, -+, Yn, -+ de elementos de G, a sequéncia
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(Tn)pev definida indutivamente por
X1 =T, Tpnt1 = [$n7yn]
atinge o elemento neutro 1 de G para algum m € IN.

Demonstracao. a) = b)
Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia (z,,),c v construida conforme

a letra b) que nunca atinge a identidade. Considere a familia:
F={NJG|N<H(G)z,¢ NVne N}

Tal familia contém {1} e é claramente indutivamente ordenada. Assim sendo,
o Lema de Zorn nos garante a existéncia de um elemento maximal, M de F.
Como z ¢ M temos que M # H(G). Assim, podemos tomar Z de modo que
Z|/M = ((G/M) # M/M. Pela maximalidade de M segue que existe n € IN
e modo que z,, € Z. Dail vem a contradigdo ,+1 = [Tn,yn] € M.

b) = a)

Suponha z ¢ H(G). Pela definigdo 2 da introdugao existe N < G com
((G/N) = N/N tal que x ¢ N. Portanto existe y; € G de modo que vale

o = [x,11] & N.

Da mesma forma encontramos ¢, € G de modo que vale

r3 = [x2,92] & N.

Procedendo indefinidamente, construimos uma sequéncia (y,),cpv tal que a
sequéncia (x,),cpv construida conforme a letra b) esteja sempre fora de N,
particularmente nunca atingindo 1. Uma contradigao! Portanto = € H(G) se
vale b).

]

Segue como corolario a seguinte caracterizacao dos grupos hipercentrais:

Caracterizacgao IT (CHERNIKOV (1950) ver [15], Th. 2.19, pg. 50)

Para qualquer grupo G sdo equivalentes:
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a) G € hipercentral.

b) Associando-se a cada sequéncia T1,Y1,Y2, ‘- , Yn, -+ de elementos de

G a sequéncia (xy),cv definida indutivamente por

Tp+1 = [xn7 yn] )

temos que existe m € IN tal que x,, = 1.

Com relacdo a grupos soliveis e as derivadas iteradas G de um grupo G
observamos (ver [9]):
Seja G um grupo. Considere, para cada ¢ > 0, as fungoes

2'vezes 2'vezes
7\ 7\

ci:erGx...x@ — GxGx...xG

definidas indutivamente por c:G — G
r—clr)=2x Vzrel

e Ygi, gt €G:
Cit1(grs -+ gairr) = [cig1, -+ g21), Ci(Gaiyrs -+ gairr) |
Dessa forma segue que
GO ={(cilgr, -~ goi) | g1, -+ 92 €EG ).
Conclui-se assim que
GY > 1< (g1,92,...,92 ) > 1 para certos elementos g1, ga, . . ., goi € G .
Logo, para cada d > 0,

a propriedade A de ser um grupo solivel de comprimento < d, é wma

propriedade Bya-testdvel,

ou seja, se todos os subgrupos 2%-gerados de um grupo G forem soliveis de

comprimento < d, entao o grupo sera solivel de comprimento < d.

13



Estamos agora preparados para mostrarmos na seguinte proposicao que al-
gumas propriedades basicas de grupos sao enumeravelmente testaveis. Men-

cionamos que nenhuma delas é &-testdavel (localmente fechada).

Proposicao 1. As sequintes propriedades de grupos sao enumeravelmente

testaveis:
a) A nilpoténcia.
b) A hipercentralidade.
c) A solubilidade.
d) A hiperabelianidade.
e) A finitude.
f) A FC-propriedade.
g) A noetherianidade.
h) A artinianidade.

Demonstragao. a) A nilpoténcia:
Seja G um grupo nao nilpotente. Vamos construir um subgrupo de GG enu-
meravel (= enumeravelmente gerado) nao nilpotente.
Para isto tome, para cada n € IN, elementos x1,, Ta,, -+ , Tn, de G de modo
que

[xlnax?m T 7xnn} 7é 1.

Isto é possivel pois [',(G) # 1V n € IN, lembrando que

FH(G) = < [y17y27"'ayn] | Y1,Y2,---,Yn € G) .
Por fim esta claro que o grupo
H=(xp|liine N 1<i<n)

¢é enumeravel e nao nilpotente.
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b) A hipercentralidade:

Novamente suponha G um subgrupo que nao seja hipercentral. Pela Carac-
terizagao II existe uma sequéncia (z1,y1,Y2, -+, Yn, - -+ ) de elementos de G
de tal maneira que z, # 1V n € IN onde x,.1 = [zp,ys] ¥V n € IN. Pela

mesma Caracterizagao II vem que o subgrupo enumeravel

K:<J717y1, T Yn, >

nao é hipercentral, donde conclui-se a porposicao.

¢) A solubilidade:

Seja G um grupo nao solivel. Entdo G ¢ A’ para todos > 0. Deste fato temos,
pela observacao acima, que para cada ¢ > 0 existe um subgrupo L; € &G
que nao é solivel de comprimento < i. Disso e do fechamento da classe 2 a

subgrupos, vem que o subgrupo enumeravel
L= <L1a 7Li7 Li-i—la >

nao ¢ soluvel, encerrando esse item.

d) A hiperabelianidade:

Se G é um grupo nao hiperabeliano entao, pela Caracterizacao I, existem ele-
mentos

T1,Y1,Y2, < - Yn, -+ de G de modo que a sequéncia (), v definida induti-
vamente por T, = [, Yn, ] nunca alcanga 1. Pela mesma Caracterizacao

I vem que o subgrupo enumeravel

L=z Yy o)

nao ¢é hiperabeliano.

e) E claro.

f) Se G possui uma classe de conjugacao infinita %, tome g1, go, . . . tais que os

29 sao todos distintos. O subgrupo enumeravel (x, g, ga, . . .) nao é FC-grupo.
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g) Se My < My < My < ...< M; < M1 < ...éuma cadeia nao estacionéria
de subgrupos, considere para cada i € IN, elementos z; € M; — M;_1. Assim,
no subgrupo enumeravel £ = (x, z,...), existe a cadeia ndo estaciondaria

<$1> < <£L’1,$2> < <l’1,.1'2,£[}3> < ...

h) Andlogo a g).

E f4cil observar que se A é um conjunto de indices e X, sao propriedades
€-testaveis ¥ A € A, entao [, X» também ¢ &-testdvel. Aplicando-se essa

observagao a solubilidade e a noetherianidade os itens c) e g) nos dao que:
A policiclicidade 3°° é uma propriedade enumeravelmente testavel.

Faremos agora uma demonstracao direta, a titulo de ilustracao, que a finitude
sobre o n-ésimo termo da série central ascendente, (,(G) (n > 0), é uma
propriedade €-testavel. A seguir veremos que a finitude sobre estes e sobre
varios outros subgrupos sao consequéncias de um resultado muito mais amplo

que ird aparecerer no Teorema 2.

Proposicao 2. Para qualquern > 0, a finitude sobre (,,(G) é uma propriedade
E-testavel.

Demonstracao. Tome n > 0. Primeiro lembremos que

CH(G) :{l’EG‘ ['xagla 7gn] =1V g1, gneG}

Seja G um grupo tal que | G/(,(G)| = oo. Considere uma seqiiéncia (z,),c v

de elementos em G tal que

e coloque g;; = wz; & (,(G). Temos que para cada i,j € IV existem

vy, Lyl de modo que [qij,yg), ,yg”] # 1.

Agora, para o subgrupo enumeravel
E=(w, yd i jeN, i#j, 1<k<n)
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temos que as classes (,(F)zy, -+ (,(F)z; -+ sdo, por construcao, todas dis-

tintas.

§ 2.2- Operadores ¢-compativeis
Para uma ampliacao dos resultados abordados, vamos introduzir certo tipo de

operadores definidos no universo 4 de todos os grupos:

Definicao 4. Seja
f:U— U

uma funcao de tal maneira que para todo grupo G € associado um subgrupo
f(G) < G com as caracteristicas abaizo:
(1) f(G) é subgrupo caracteristico de G.
(i) f(G*) = f(G)* quando a é um isomorfismo de G sobre um outro grupo
G*.
(11i) Para todo H < G wvale f(G)NH < f(H).

(iv) @ < f(G/N) para todo N <G.

(v) Sempre que x € G — f(G) existira um subgrupo enumerdvel E < G tal
que x € E — f(E).

Uma funcao f satisfazendo essas propriedades recebera o nome de operador
&E-compativel.

Claramente uma fun¢ao que a cada grupo G € U associa o seu subgrupo
trivial {15}, é um operador &-compativel.

Em contrapartida, a seguir vem uma func¢ao que nao é um operador E-compativel.

Exemplo 1. Considere, para cada grupo G, a familia
N(G) = { EXG | E € enumerdvel }.
Seja [ U —— U definida por
f:G— f(G) onde f(G)= ][] N.

NeN(G)
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Afirmamos que f nao € um operador €-compativel. Isto pois f(E) = E para
qualquer subgrupo enumerdvel de G. Porém, existem grupos G com f(G) # G,

por exemplo, grupos simples nao-enumerduveis.

A partir da definicao 4 vamos demonstrar agora um resultado bastante

geral relativo as propriedades E-testaveis.

Teorema 2. Seja X uma classe de grupos fechada a subgrupos e quocientes e
f um operador E-compativel. Suponha que X seja enumeravelmente testavel.

Nessas hipoteses a propriedade de pertencer a classe
X, ={G[G/f(G) € X}
¢ E-testavel também.

Demonstrag¢ao. Suponha que G/f(G) nao seja um X-grupo. Como X é
¢—testavel segue que existe L com f(G) < L < G tal que L/ f(G) é enumeravel
e também nao sendo um X-grupo.

Seja E um subgrupo enumerdvel de G para o qual L = f(G)E (por
exemplo, F gerado pelos representantes de L/ f(G)). Pela propriedade (iii) da
defini¢ao 4, tem-se f(G)NE < f(E).

Vamos agora listar todos os elementos

Por (v) da definigdo 4 temos que para cada i € IN existe um subgrupo
enumeravel E; para o qual z; € E; — f(E;).

Considere agora o subgrupo enumeravel
K =(E,E;|i€ IN).
Bem, afirmamos que nao existe elemento algum pertencente ao conjunto
(J(K)NE) = (f(G)NE).

De fato, se existisse, esse pertenceria a (f(E) — (f(G)NE) N f(K) = 0
pela construcao de K. Como f(G)NE < f(G)NK < f(K) segue que
f(GINE=f(K)NE.
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Finalmente pelo fechamento da classe X a subgrupos e pelo isomorfismo
L/f(G) = E/(f(G)NE) = E/(f(K)NE)= f(K)E/f(K) < K/f(K)

temos que K/f(K) nao é um X-grupo.

Bem, é facil verificar que a fungao ¢, : G — (,(G) que define o n-ésimo
centro de G (n > 0) é E-compativel. Juntando isso ao fato da policiclicidade
ser enumeravelmente testavel, temos o seguinte resultado que utilizaremos para

n = 1 no Capitulo III:
Resultado 4. A policiclicidade sobre (,(G) € uma propriedade €-testdvel

O Teorema 2 possui diversos outros corolarios. Para comegarmos a

explora-los vamos primeiro demonstrar o seguinte

Lema 8. O operador H : G — H(G), onde H(G) € o hipercentro de G, €

&E-compativel.

Demonstracao.
Seja G um grupo qualquer. E fato conhecido que o hipercentro H(G)
satisfaz as propriedades (i) a (iv) da definigdo 4 (ver também a secao §1.2).

Deste modo mostraremos apenas o item (v).

Tome z ¢ H(G). Pelo lema 7 temos que existe uma sequéncia z, Y1, Y2, =+ , Yn,

de elementos de G a sequéncia (z,,),cn definida indutivamente por
Ty =10, Tnt1 = [Tn,Yn]

nunca atinge o elemento neutro 1 de G.
Assim, pelo mesmo lema 7 vem que x € E — H(F) onde E ¢é o subgrupo

enumeravel

E = (z,y;| i€ IN).

Aplicando o Lema 8 ao teorema 2, vemos o
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Corolario 2. A finitude (Noetherianidade, Artinianidade, etc.) sobre H(QG)

¢ E-detectavel.

§ 2.3- Operadores E-compativeis e classes de Fitting
Agora vamos provar um lema, que permite a construgao de operadores

¢-compativeis de forma geral, a partir de algumas classes X:

Lema 9. Seja X uma classe de Fitting. Suponha que X seja €-detectdvel.
Entao o operador:

Fitx : G — Flt%(G)

é E-compativel.

Demonstracao.

Ja sabemos (ver §1.3) pelos fechamentos da classe X que vale:
() z € Fity(G) < (%) é6 X — grupo.

As propriedades i)-iv) da defini¢ao 4 sao de facil verificagao.
Vamos somente mostrar a propriedade (v):
Suponha = ¢ Fity(G). Entdo por (!) acima segue que (r%) ndo é um X-
grupo e pela €E-detectabilidade de X temos que existem gy, --- , gn, --- tais
que (29, -+ x9 -..) ndao é X-grupo.

Novamente por (!) e pelo fechamento a subgrupos temos que

x € E —Fity(F) onde E é o subgrupo enumeravel

E:<xagla oy Gn, >7

observando-se que (29, 292,...,) < (xF).

Agora aplicando o teorema 2 ao operador Fity onde X é uma classe de
Fitting €&-detectavel, e a qualquer classe ) fechada a subgrupos, quocientes

e enumeravelmente testavel, segue o
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Corolario 3. A propriedade de pertencer a classe

QJFitQ€ ={G | G/Fitx(G) € P}

¢ enumeravelmente detectdvel.

Sao exemplos de Classes de Fitting as classes 91 dos grupos nilpotentes,
A% dos grupos soliveis, 3° dos grupos policiclicos, LT dos grupos localmente
nilpotentes e a classe L3> dos grupos localmente policilcicos. Tais classes

também sao E-detectaveis. Deste modo do lema 9 segue diretamente o:

Corolario 4. Sao exemplos de operadores E-compativeis:

a) Fit : G — Fit(GQ), onde Fit(G) (= Fity(G)) € o subgrupo de Fitting
(comum) de G.

b) Fitglao G — Fitgloc (G)
¢) Fitg~ : G — Fit3=(G).
d) Fit o : G — Fit; ;q(G), onde Fit; ;,(G) € o radical de HIRSCH-PLOTKIN.

e) Fit 3= : G — Fit;3<(G) onde Fit;3~(G) € o radical localmente policiclico
de G.

Aplicando agora o coroldrio 3 as classes X = § (95?, m, etc.) dos gru-
pos finitos (Noetherianos, Artinianos, etc. ), e aos operadores definidos no

corolério 4, segue diretamente que:

Corolario 5. Enumeravelmente testdveis sao as sequintes propriedades:

a) A finitude (Noetherianidade, Artinianidade, etc.) sobre Fit(G).

b) A finitude (Noetherianidade, Artinianidade, etc.) sobre O (G).
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c¢) A finitude (Noetherianidade, Artinianidade, etc.) sobre Op3(G).

Conforme foi visto no pardgrafo §1.3 da introdugao o radical localmente
nilpotente O, 5 (G) = Fit;;m(G) de um grupo qualquer é o maior subgrupo
normal localmente nilpotente de G, do mesmo modo que o radical local-
mente policiclico Op3<(G) = Fit 3>~ ¢ o maior subgrupo normal localmente
policiclico de G.

Deste fato, segue diretamente dos corolarios 1 e 2, que ser (localmente
nilpotente)-por-finito ou (localmentepoliciclico)-por-finito sdo propriedades &-
testaveis.

A verificagao de que nilpotente(soliivel, policiclico)-por-finito sdo propriedades
¢- testaveis é mais delicada e, para compreende-la necessitaremos, primeiro,

considerar o interessante:

Lema 10. Seja X uma classe de Fitting €-detectdvel. Entao a propriedade
X3 de ser um grupo X-por-finito, € E-testavel.

Demonstracao. Seja G um grupos onde todos os seus subgrupo enumeraveis
sao X§ grupos. Entao em todos os seus subgrupos enumeraveis £ temos um

N<JdEcom NeXeE/Neg. ComoN <Fitg(E), vale
|E/Fity(F)| < oo.

Aplicando o Corolério 5 (item a)), temos que | G/Fitx(G)| < cc.

Faca agora F' = Fity(G). Pelos comentérios feitos em §1.3 da introdugao,
temos que em todo subgrupo enumeravel S de F' vale S = Fitg(5) e ainda
que S é um X§-grupo. Seja M <45 tal que M € X e S/M é finito. E claro que
existem finitos elementos zy, Ty, ..., 7, € S tais que S = M (z§){(x¢) ... (x¢).
Como S é Fitting X-grupo, vale (x¢) € X para todo i = 1,2,...,r. Portanto

S é X-grupo. Como X é uma classe E-detectavel segue que F' é um X-grupo

e dai G é um X§- grupo.
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Agora, aplicando o lema 10 as classes A 91, 3°° obtemos diretamente o:

Corolario 6. Sao propriedades E-testdveis:
a) NF a propriedade de ser nilpotente-por-finito.
b) A°F a propriedade de ser solivel-por-finito.

c) 3°F a propriedade de ser policiclico-por-finito.

Em [11] (ver também [12]), dois novos subgrupos caracteristicos canonicos,

ligados ao hipercentro, foram introduzidos, a saber,

) KG) ={z€G|zeH{x,xy, - ) V1, 2, E
G},

chamado de hipercentro local de G.

1) M@= () H,
HeN(G)
o chamado nil-preservador local de G, onde N(G) denota a familia

dos subgrupos localmente nilpotentes maximais.

Agora veremos que os dois operadores que definem estes novos subgrupos

também sao E-compativeis. Eo que nos diz a:
Proposicao 3. 1) O operador K : G — K(G) é E-compativel.
II) O operador Ay : G —— Am(G) € E-compativel.

Demonstracao.
As afirmagoes de (i) a (iv) da definigdo podem ser encontradas em [11, 12, 13].
Seja G € U
[) Suponha, z ¢ K(G). Assim existem ¢, ---g, € G tal que = ¢
H((z,g1, -~ gn) = K((z,91 -+ gn)). Dessa forma construimos um subgrupo

enumeréavel (de fato finitamente gerado)

E= <xag17 7gn>
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tal que = ¢ K(FE).

1) Se ¢ Am(G), existe M € N(G) tal que x ¢ M. Logo o subgrupo
L = (M, x) nao ¢ localmente nilpotente, existindo assim Iy, ..., [, € M de
tal forma que o subgrupo enumeravel £ = (z, [, ..., l,) nao é nilpotente.
Como (ly, ..., l,) é nilpotente, estd num M; € N(E) e vale z ¢ M;. Portanto
r € E—Ayn(E).

E, como ja vimos, segue imediatamente a

Proposicao 4. Em qualquer grupo G valem as sequintes assertivas:

a) A finitude sobre K(G) € uma propriedade €- testdvel.

b) A finitude sobre Ay (G) € uma propriedade €- testdvel.
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Capitulo I1I

Testando algumas propriedades de finitude em certos

universos de grupos.

Neste capitulo o foco principal serd investigar algumas propriedades no
universo IMA>  dos grupos noetherianos-por-soliveis. Como um primeiro

exemplo vamos citar:

Resultado 5. Se G € soluvel e todos os seus subgrupos abelianos sao finitos,

entdo G ¢ finito.

Este resultado é bem conhecido e pode ser enunciado de outra maneira, a
saber: Em grupos soliveis, a finitude é abelianamente testavel. Nos mesmos
moldes, porém mais profundo, profundo temos o teorema classico de HALL-
KARGAPOLOV-KULATILAKA

(abreviaremos H.-K.-K.), ( ver [3]), que vem destacado neste primeiro pardgrafo:

§ 3.1 Extensoes do Teorema de

Hall-Kargapolov-Kulatilaka

O teorema de H.-K.-K. nos diz, semelhante ao resultado 5, que também no
universo L§ dos grupos localmente finitos, a finitude é abelianamente testavel.
O teorema de H.-K.-K. pode ser generalizado de varias maneiras para uni-

versos mais amplos:

Teorema 3. Seja G um grupo onde todos os seus subgrupos abelianos sao

finitos. Entdo valem:
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(a) Se G € (H(LNM))(LF), i.e. se G € a extensio de um grupo hiper-
localmente nilpotente por um localmente finito, (particularmente, se G
¢ hiperabeliano-por localmente finito), entdo G € finito.

Observamos que, pela existéncia do maior subgrupo normal localmente

nilpotente de GG, esse item engloba o caso de G ser poli-localmente nilpotente-

por localmente finito (i.e. G € (L) (LF)).

(b) Se G € (H(L(FC)))(LS), i.e. G € a extensao de um hiper-localmente

SC-grupo por um localmente finito, entao G € finito.

(c) Se G € (L(FC))>(LF), i.e. G é a extensao de um grupo poli—FC local

por um localmente finito, entao G ¢é finito.

Observamos que para a propriedade L(FC') ndo existe o andlogo do radical de
HIRSCH-PLOTKIN. Portanto, b) e ¢) sao asser¢oes independentes.

Indicamos também que grupos de TARSKI (i.e grupos simples infinitos de
expoente um primo ”grande”p) sdo exemplos de grupos infinitos nos uqais to-
dos os subgrupos abelianos sao finitos. Demonstragdo. a) Seja N < G tal que
N é hiper-localmente nilpotente e G/N localmente finito. Uma vez provado
que N ¢ finito, G serd localmente finito e o teorema de H.-K.-K. junto com a
hipotese garantem a finitude de G. Podemos portanto supor que N = G.
Seja R = Opz(G) o L§-radical de G. Agora, R é localmente finito e se R # G
entao existe K < G com R < K tal que % ¢ localmente nilpotente. Sendo
também de torcao, % é localmente finito. Como L§F é uma classe fechada a
extensoes segue que K é localmente finito e K = R = G. Segue por H.-K.-K.
e pela hipétese que G ¢ finito.

b) Primeiro observamos que um FC-grupo finitamente gerado de torgao é

finito. De fato, se K é um tal grupo e xi,...,x, sdo seus geradores entao
T

((K)= ﬂ Ck(x;) e portanto % é finito. Agora, pelo Teorema de SCHREIER,
i=1

((K) ¢ finitamente gerado. Além disso ¢ abeliano e de torgao, daf finito.

Podemos supor que G é um hiper—§C-grupo local. Considere agora, R =
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0,3(G). Se R < G entao existe N <G tal que R < N e & é L(FC)-grupo e

pelo observado é localmente finito. Portanto R = N = G e G ¢ finito.

c¢) Podemos supor que G € (L(FC))>™. Pela letra (b) podemos prosseguir por
inducao no comprimento de uma cadeia subnormal de comprimento minimo
com quocientes sendo L(FC')-grupos. Existe portanto, por indug¢do, um sub-
grupo normal finito NV de G com % sendo um L(FC)-grupo. Sejam C' = Cg(N)
e Z = ((N), entao temos que CNN = Z e de % o CTN concluimos que %
é um §C-grupo local. Agora g ¢ isomorfo a um subgrupo de Aut(N) e por
isso finito. Assim, basta mostrarmos a finitude de % Tome % um subgrupo

abeliano de % segue que M é metabeliano, e, pelo Resultado 5, é finito. Logo,

pela letra b) vem a finitude de % Portanto, G é finito.

§ 3.2 Noetherianidade e finitude sobre o centro.

Uma questao natural que surge a partir do resultado 5 ¢é se, continuando
no universo dos grupos soluveis qual seria a familia adequada para testar,
por exemplo, a finitude sobre o centro. A resposta é: a familia dos grupos

metabelianos serve como familia teste:
Resultado conhecido (nao publicado ~ MAIER.R.):
Seja G um grupo solivel no qual todos os subgrupos metabelianos (enumerdveis)

sao finitos sobre seu centro. Entao G € finito sobre o seu centro.

Este resultado estd contido no seguinte Teorema Principal (item b)), cuja

demonstracao é o desafio deste capitulo.

A finalidade desta seccao é a demonstracao do seguinte
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Teorema Principal

a) Suponhamos que G seja um grupo soluvel-por-Noetheriano e que seus
subgrupos metabelianos enumerdveis sejam centrais-por-policiclicos. Entao

G € central-por-Noetheriano.

b) Suponhamos que G seja um grupo solivel-por-finito e que seus subgrupos
metabelianos enumerdveis sejam centrais-por-finitos. Entao G € central-

por-finito.
A parte mais substancial para a demonstracao deste resultado esta no

Teorema 4. a) Seja G um grupo solivel no qual todos os subgrupos metabelianos

sao policiclicos sobre seus centros. Entao G € policiclico sobre o centro.

b) Seja G um grupo solivel no qual todos os subgrupos metabelianos sao

finitos sobre seus centros. Entdo G € finito sobre o centro.
Vamos primeiro a alguns lemas fundamentais.

Lema 11. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entao, para cada x € G,
a fungao:

b, G— G

definida por ¢.(g) = |g, ], € um homomorfismo cujo nicleo é Cg(x).

Demonstracdo. De fato, como G' < ((G) vale, para todos g1, g, € G:

G2(9192) = [9192, 2] = [91, 2] (g2, 2] = [91, ][92, 7] = P2(91)P=(g2) -

E claro que o nticleo da ¢, é Cg(z).

Lema 12. Sejam G um grupo nilpotente de classe 2, X uma classe {S,Q, Ny}

fechada e A um subgrupo abeliano maximal de G.

SeG ' cXe ﬁ ¢ finitamente gerado entdo % eX

28



Demonstragao. Faca Z = ((G). E claro, pela maximalidade de A que

Z < A. Sejam Zxy,..., Zx, geradores de %. Temos, pelo lema 11, que

~ ¢, (G)<G e XV 1<i<r
Colr) ¢, (G)

Além disso, pela maximalidade de A temos R = ﬂ Co(x;) = Ca(A) = A.
i=1
Os fechamentos de X nos garantem que % € X, pois % ¢ isomorfo a um sub-
G G

&
d X X oo X
SHIPO €€ @) ™ Cal) Colar)

Lema 13. Sejam G um grupo e X uma classe de grupos fechada a subgru-

pos, quocientes e extensoes tal que X C ﬁ, 1.e todo X-grupo € noetheriano.

Suponha que para todos os subgrupos metabelianos M de G wvale C(J\J\4/1) € um
X-grupo. Se G possui um grupo abeliano normal, A, com quociente 5 um
X-grupo, entao G é um X-grupo sobre o seu centro.

Demonstragao. Fa(;a% = (Azy, ..., Az,).

Para cada 1 <i <7 temos que A; = A(z;) é metabeliano e portanto C(Aii)

. A ~ AC(4;) ~
é um X-grupo. Desta forma segue que i cxvi<i<r.
srip SUC AN TaCy — <Ay ==

€ X onde K = ﬂQ(Ai). Agora

=1

(AN K) <G pois (AN K) < ((G), e como % € X e X é uma classe fechada

€ X. Finalmente do isomorfismo

. . A
A 1
ssim, podemos concluir que 1K

) G
a extensoes segue que ——
x sUe que o

G . G/(ANK)
(G)  UG)/(ANK)

G
segue que —— € X-grupo.

(@)

Podemos aplicar o lema 13 as classes X = M dos grupos noetherianos e

X = § dos grupos finitos obtendo os
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Corolario 7. Seja G um grupo onde todos os subgrupos metabelianos sao
noetherianos sobre o centro. Se G possui um subgrupo abeliano normal com

quociente noetheriano entao G ¢é central por noetheriano.

Corolario 8. Seja G um grupo onde todos os subgrupos metabelianos sao fini-
tos sobre o centro. Se G possui um subgrupo abeliano normal com quociente

finito entao G € central por finito.

Observagao 1. Pela propria hipotese, e pelo fechamento a extensoes de grupos
Noetherianos (finitos) para concluirmos os coroldrios 7 e 8 basta de fato en-

contrarmos em G um metabeliano normal com quociente Noetheriano(finito).

Para a demonstracao do Teorema Principal precisaremos ainda do seguinte
resultado devido a BAER, MALCEV e SMIRNOV que enunciaremos

sem demonstracao:

Resultado 6. Sejam G um grupo policiclico e H um subgrupo solivel de

Aut(G). Entao H € policiclico.

Demonstragao. A demonstragao desse pode ser encontrada em [15], pgs.

82/83.

Demonstragao. (do Teorema 4) a) Por indugao sobre o comprimento da

policiclico. Seja C' = Cq (G /¢(G)).

G
@

Temos que C' < G e pelo resultado 6 temos que g é policiclico pois G/C

cadeia solivel podemos supor que

é isomorfo a um subgrupo deAut(G'/¢(G")).

Como a classe dos grupos policiclicos é fechada a extensoes, a observacao
(1) informa que se encontrarmos um subgrupo M < C' metabeliano com %
noetheriano (neste caso policiclico) o nosso teorema estard provado. De fato,
feito isso, C' sera policiclico sobre ((C) e esse fard o papel do abeliano normal

(em ) com quociente policiclico que o corolario requer.
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Agora, temos por definicao de C, que vale
C',C]=]C,C"1<[0,GTnC" <G )YNC" <¢(C)

e portanto é nilpotente de classe 2. Aplicando novamente inducao

S
()

sobre o comprimento da cadeia soluvel segue que

e
c ¢ A
() ). Consideremos ) um subgrupo
Temos entao que C'<Z<M.

¢é policiclico. Tome
agora Z como a pré-imagem de ((

abeliano maximal de

C
e o
Além disso M é metabeliano, logo an é policiclico por hipdtese.
Afirmacgao: (M) < Z

De fato, pois [((M),C] < C'N¢(M) < ¢(C).

. . L M . M/C(M M, .o
Assim, conclui-se, através do isomorfismo — = /C(M) , que — é policiclico.

Z  Z[{(M) 7
Agora, claro que também 2/¢(C)

, 7/4(C)
/()

. . . C . .
ue —>—~ ¢ policiclico; ou seja — ¢ policiclico.

¢ policiclico. Desta forma o lema 12 diz

. G . . G . ~
b) Pelo item a) temos que —— € policiclico. Se ——- for ciclico entao G
) ) e °P (@)
¢é abeliano e nao ha nada a provar. Dessa forma, podemos supor, por inducao
sobre o comprimento (minimo) de uma cadeia subnormal ciclica de C(GG) que
existe H com ((G) < H <G tal que % é ciclico. Como ((G) < ((H), segue

que é finito. Assim, o grupo ¢ finito por ciclico. Portanto, existe

a G
C(H) . ((H)
nele um subgrupo U] ciclico e satisfazendo que |G : K| é finito. Disso tudo

segue que K < G é metabeliano de indice finito em G e a observacao 1

conclui este item.

Agora vem a:

Demonstracao. (do Teorema Principal)
No Capitulo II vimos que a finitude e a policiclicidade sobre o centro, em
qualquer grupo, sao propriedades enumeravelmente testaveis. Usando isto
temos que as hipdteses dos itens a) e b) do Teorema Principal valem para

todos os subgrupos metabelianos de G.
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a) Seja N <G com N solivel e G/N Noetheriano. Pelo teorema 4 item a),
N/(¢(N) é policiclico. Entao G/{(N) é Noetheriano. Pelo Corolario 7 segue o

item.
b) Seja N < G soluvel tal que % é finito. Pelo teorema 4 (item b)) segue

que N _ ¢ finito. Portanto G é finito e o item segue pelo corolario 8.

¢(N) ¢(N)

§ 3.3 Testando a finitude e a policiclicidade sobre

outros subgrupos caracteristicos.

Nesta tultima seccao do capitulo III vamos, ainda no universo dos grupos
soluveis (soluveis-por finito, soliveis-por noetheriano), pensar sobre a possibil-
idade de testar a finitude e/ou a policiclicidade (noetherianidade) sobre outros
subgrupos caracteristicos diferentes do centro.

Nao vamos nos valer de nenhuma técnica diferente das utilizadas ao longo
do capitulo. Nosso objetivo sera justamente adapta-las a outros subgrupos
caracteristicos de modo que, a partir de uma mudanca adequada na familia
teste, possamos chegar a resultados semelhantes ao do Teorema principal.

Por exemplo, podemos obter um resultado inteiramente analogo ao Teo-
rema Principal para testar a finitude sobre o radical de HIrRSCH, O 3(G) de
um grupo G.

Semelhante, porém mais simples, que a demonstracao do nosso Teorema

Principal, prova-se o

Teorema 5. a) Suponhamos G € solivel-por-Noetheriano e seus subgrupos
localmente nilpotentes-por-abeliano enumerdveis S (S < Oy m(S)) se-
jam localmente nilpotentes-por-policiclicos. Entao G € localmente nilpotente-

por-Noetheriano.

b) Suponhamos G é solivel-por-finito e seus subgrupos localmente nilpotentes-

por-abeliano enumerdveis sejam localmente nilpotentes-por-finito.
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Entao G € localmente nilpotente-por-finito.

]

O teste da finitude sobre o hipercentro, em grupos soluveis-por finito, pelos
subgrupos hipercentrais-por-abeliano S (i.e H(S’) = S’) se d4, também, de
forma semelhante, porém apresenta algumas diferencas sutis e por isso iremos
agora expor sua demonstragao.

Para demonstrar que a familia dos subgrupos enumeraveis hipercentrais-
por-abeliano S é suficiente para, em grupos soliiveis-por-finito, testar a finitude
sobre o hipercentro necessitaremos de um resultado semelhante ao lema 13, a

saber:

Lema 14. Seja G um grupo solivel e L < G um subgrupo hipercentral de G
satisfazendo |G : L| < o0.
Se cada um dos subgrupos hipercentrais-por-abeliano S de G forem finitos

sobre (os seus) hipercentros, entio |G : H(G)| < oo.

Demonstragao. Podemos supor L<LG. Seja G/L = {Lxy = L, Lxy, --- Lz, }.
Para cada 1 < i < n temos que L; = L{x;) é hipercentral por abeliano
e portanto, por hipdtese vale |L; : H(L;)| < ooV 1 < i < n. Dessa forma,
pelo Teorema da Cobertura de Baer, temos que cada L; é finitamente
coberto por subgrupos hipercentrais. Como G = U L; segue que G é finita-

i=1
mente coberto por subgrupos hipercentrais. Pelo mesmo teorema concluimos

|G H(G)| < oo

E, finalmente vem o anédlogo do Teorema Principal item b):

Teorema 6. Em grupos soliveis-por-finito a familia dos subgrupos enumerdveis

que sao hipercentrais-por-abeliano “testa”a finitude sobre o hipercentro.

Demonstracao. Seja G um grupo soluvel-por-finito onde todos os seus
subgrupos hipercentrais por abeliano enumeraveis sao finitos sobre seus hiper-

centros. Conforme ja foi visto no capitulo II a finitude sobre o hipercentro
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¢ uma propriedade €E-detectavel, e por isso, temos que todos os subgrupos
hipercentrais-por-abeliano de G sao finitos sobre o seu hipercentro.

Seja N < G solivel com G/N finito.

E claro que se N é abeliano entao N é particularmente hipercentral e o
teorema segue. Portanto, por hipdtese de inducao sobre o comprimento da
cadeia soltivel de N vale N'/H(N') é finito.

Faga C' = Cy(N'/H(N")). Novamente aqui vale, pela definicio de C' que
C/H(C") é nilpotente de classe 2. Particularmente C''/H(C") é abeliano,
logo, C" = H(C"), pois C'/H(C") tem centro trivial. Disso segue que C é
hipercentral por abeliano. Por hipdtese temos que |C : H(C)| < oo donde
|N:H(C)| < 0 etambém |G : H(C)| < oc.

Finalmente pelo lema 14 segue que |G : H(G)| < oc.

Mencionamos que para a finitude também sobre Ro(G) dos elementos
2-engelianos a direita de G (ver §1.5 da introdugao), em grupos soltiveis-por-
finito, também temos um teorema analogo ao Teorema Principal, item b).

De forma semelhante demonstra-se

Teorema 7. Seja G soluvel-por-finito e suponhamos que todos os subgrupos
enumeraveis 2-engelianos-por-abeliano S de G (i.e. Ry(S") = 5’) satisfacam

< 00. Entio G/Ra(G) € finito.

R (S)

O ingrediente principal para a demonstracao (andlogo ao Corolario 8) vem

com o

Lema 15. Seja G um grupo e L < G um subgrupo 2-engeliano de G satis-
fazendo |G : L| < o0.

Se cada subgrupo 2-engeliano-por-abeliano S de G for finit sobre Ray(S),
entdo |G : Ro(G)| < o0.

Demonstracao. Faga G/L ={Lxy =1L, ---, Lz, }.
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Para cada 1 < ¢ < r defina L; = L{x;). Temos V1 < i < r que L; é

2-engeliano-por-abeliano e, por hipdtese,

L;
R2(L;)

‘< 00. (%)

Afirmamos agora que ﬂ Ro(L;) < Ry(G). De fato, tome z € ﬂ R (L;)
i=1 i=1
e g e G. E claro que existe 1 < ¢ < r para o qual ¢ € L;, logo, como
x € Ry(L;) segue que [z,g,g] = 1. Como a escolha de g foi arbitréria segue
que z € Ry(G).

r

Como a escolha de = também foi arbitréria segue que ﬂ Ry (L;) < Ry(G)
i=1

e, por (*) |G : Ra(G)| < oc.

Terminamos este capitulo observando algumas probleméticas:

1) O teste da noetherianidade sobre estes dois subgrupos, H(G) e Ry(G),
parecem problemas mais delicados, por nao dispormos de um analogo do Coro-
lario 7

2) O teste da finitude e da noetherianidade sobre os (,(G) (n > 1) - através
dos subgrupos S que possuem derivada nilpotente de classe < n - também
parece complicado por nao dispormos de Lemas andlogos aos Coroléarios 7 e 8

do Lema 13.
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Capitulo IV

Testando a H)1.-propriedade de grupos nos subgrupos
(c 4+ 2)-gerados.

§ 4.1- A MM -propriedade em grupos finitos.

Vamos investigar neste capitulo a classe H)1., i.e. a propriedade de um
grupo G de ter seu I'.;1(G) um subgrupo hipercentral.

Iniciamos, recordando um fato simples, a saber, que em qualquer grupo
finito G vale:

G ¢ nilpotente se e somente se cada dois elementos de ordens coprimas de
G comutam.

Deste fato, segue que

uma condi¢cao necessdria e suficiente para um grupo finito

ser nilpotente € que seus subgrupos 2-gerados o sejam.  (*)

O objetivo deste presente capitulo serd generalizar primeiro, em grupos
finitos, este fato via o teorema 7 abaixo. Também estenderemos a validade
destes fatos para universos mais amplos de grupos infinitos, grupos hiperfinitos,
entre eles.

Comecemos esta tarefa com o seguinte:

Lema 16. Sejam G um grupo finito e N <G de modo que N®(G)/®(G) €
um grupo nilpotente. Entao N®(G) € nilpotente.

Demonstracao.
Faca @ = ®(G) e K = NO.

Tome P um p-subgrupo de SYLOW de K.
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Como K/® < G/® é nilpotente e P®/® € Syl,(K/P) segue que PO/d I
G/® e dai PO<JG. Aplicando o argumento de Frattini vem G = Ng(P)(P®) =
N¢(P)®. Dai G = Ng(P). Logo, P < K e o lema segue.

Facamos um pequeno comentario: sabemos, pela classificacao dos gru-
pos simples finitos, que todo grupo simples é 2-gerado. Deste fato fica claro
que, qualquer grupo (finito) cujos subgrupos 2-gerados sao soliveis, é também
solivel (basta analisar um contraexemplo de ordem minimal).

Estamos agora aptos a generalizar, no seguinte, o resultado (*) acima:

)
(Lembrando: I'1(G) = G, e indutivamente, ['y11(G) = [['x(G), G] para k > 1).

Teorema 8. Seja ¢ > 0 e G um grupo finito no qual todos 0s subgrupos

(c+2)-gerados H possuem seu subgrupo U'.i1(H) nilpotente. Entao I'ciq1(G) €

nilpotente.
Em outras palavras:

No universo § dos grupos finitos, a HN.(= NN.)-propriedade, €

B, o-testduvel.

Observamos que, para ¢ = 0 temos devolvido o resultado (*).

Demonstracao. Seja G um contraexemplo de ordem minimal.

Temos, pelo comentario acima, que G ¢é soluvel. Afirmamos que G possui
somente um subgrupo normal minimal. De fato, se mais houvessem, digamos,
N e L, entao, ambos estariam dentro do subgrupo I'.y1(G), pois, se por ex-

emplo, N NT'.11(G) = {1}, terfamos, devido ao isomorfismo
Ler(G) 2 Do (G)N/N = Ty (G/N),

a nilpoténcia de I'c41(G). Dai como T'oy1(G) =Ty (G)/L N N ¢ isomorfo a
um subgrupo de I'.;1(G)/L x I'cy1(G)/N, o teorema seguiria.
Consideremos desta forma, /N o inico subgrupo normal minimal de G. Pela

solubilidade de G temos que N é p-grupo abeliano elementar. Temos, gragas
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ao lema 16, que ®(G) = 1 e podemos tomar um subgrupo maximal C' tal que
G = NC. Como N ¢ abeliano e normal minimal em G, segue N N C =1, i.e.
G = [N]C.

Vamos mostrar que N = Fit(G) = F. Temos N < ((F), pois 1 # ((F)<G
e N ¢ tnico. Supondo N < F' terfamos 1 # FNC IN(FNC) = F e dai
FNCJdFC =G, o que contraria a unicidade de N.

Afirmacao: Todos os subgrupos maximais K de C' satisfazem
Lot (K) = {1,

Seja M/N = KN/N o subgrupo maximal de G/N correspondente ao K.
Pelo isomorfismo G/N = C' basta mostrarmos que ['.y1(M) < N. A maneira
pela qual G foi escolhido, nos garante a nilpoténcia de I'.1(M) e também
de I'.41(G)/N. Dessa tultima tiramos que (I'cy1(G) N M)/N < <9 T.1(G)/N,
donde, (M NT.11(G)) << G, e, como 'y (M) Q (M NTei1(G)), segue que
[.i1(M) < <G. Finalmente, 'y (M) < F = N.

Por fim, esta claro que C' = G/N nao é nilpotente de classe c¢. Portanto, ex-
istem hg, hy, ..., h. € C tais que [hg, b1, ...y he_1, he] = [[Roy -y he—1], he] # {1}
Afirmamos que, C' = (hg, hy,...,h.): De fato, caso contrario, qualquer sub-
grupo maximal K de C, contendo (hy, ..., h.) contrariaria a afirmacao acima.
Assim sendo, segue pela maximalidade de C, que G é (¢ + 2)-gerado e o teo-

rema segue.

4.2- A H).-propriedade em algumas classes de grupos infinitos.
Vamos estender o teorema 8 para algumas classes de grupos infinitos.

Primeiro vem o

Teorema 9. No universo 3°°F dos grupos policiclicos-por-finito a N .-propriedade

¢ &, o-testdvel.

Demonstracao. Vamos nos valer de um Teorema de HIRscH!

LA nilpoténcia de um grupo polciclico-por-finito é testdvel nos seus quocientes finitos.

(ver em [14], 5.4.18, pg. 154)
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Tome NQT'.1(G) tal que ' 1(G) /N seja finito. Como também I'.1(G)/Ng
¢ finito, podemos supor N < G. Como I'.y1(G/N) = I'ei1(G)/N e vale o
fechamento da hipdtese a quocientes, podemos supor N = 1, i.e. ['.y1(G) é
finito e devemos mostrar que esse é nilpotente. Fazendo C' = Cg(I'o41(G))
temos que ((I'c11(G)) = CNTeyi(G). Além disso G/C é finito e novamente
pelo fechamento da hipdtese vem que CT'.11(G)/C = T'.11(G/C) é nilpotente

pelo teorema anterior. Finalmente do isomorfismo

Clet1(G)/C = Teni(G)/C(Ter(G))

segue a nilpoténcia de I'.y1(G).
[

Queremos provar em seguida, uma extensao deste resultado, a saber que a
propriedade HN. de ser hipercentral-por-( nilpotente de classe < c), pode ser
testada pelos subgrupos (c+ 2)-gerados até no universo H (3 Ug§) dos grupos
hiper-(policiclicos ou finitos).
Primeiro observamos:

Nao é dificil ver que a classe H(3° UF) coincide com a classe H(3™°F) dos
grupos hiper-(policiclicos-por-finito).

Uma outra caracterizagao da classe H(3°F) é:

Observagao 2. G € H(3°§), se e somente se cada quociente G/N de G

possui um subgrupo normal policiclico ou um FC- elemento nao-trivial.

Demonstracao. Basta mostrar que um grupo com esta ultima propriedade
é hiper-(policiclico-por-finito) [perceba que a reciproca é claral.
E suficiente mostrarmos que se G possui um §C-elemento # 1, entao GG possui
um subgrupo normal policiclico-por-finito. Seja x um FC-elemento de G.
Faca L = (z%) e C' = Cg(L). Assim feito, segue do isomorfismo CL/C
L/CNL = L/{(L), e do resltado 1 de §1.1 concluimos que L’ < G ¢ finito.
Podemos, portanto, supor L abeliano e nesse caso L < G é policiclico.

|

Entretanto, nem todo grupo policiclico possui §C- centro nao trivial, é o que

nos mostra o:
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Exemplo 2. Seja G = [(Z x Z)](A) onde

11
10

A:

Chamaremos essa matriz de Matriz de Fibonacci, pois, se considerarmos a

sequéncia de Fibonacci abaixo:
ag = O, ap = 1,a2 = 1,@3 = 2, ceey Qo = Qp + Apiy---
percebemos, calculando indutivamente as poténcias (positivas) de A, que

A Apio  Qpit
An+1 Qn
VYV n>0.

Claro que G' é um grupo policiclico. Como a acao de Aem N = Z x Z é fiel,
temos Cg(IN) = N. Suponha, o §C-centro FC(G) > 1. Entao §C(G)NN # 1,
i.e. existe (0,0) # (x,y) € FC(G) N N. Dai alguma poténcia de A centraliza
(x,y). Para verificar que isto nao é possivel, basta mostrar que para qualquer

nimero natural n a matriz A" (vista como transformacao linear sobre Z x Z)

nao possui autovalor igual a 1. Mas ,de fato, se A é um autovalor de A™ entao
Det(A™ — XI) = N> — (any2 + an)A + (@ny2.an — aiiy).

Calculando a raiz do discriminante dessa equagao, vemos que esta vale

an41-v/5 ndo podendo, assim, existir autovalores racionais para tais matrizes.

Para atacarmos nosso problema de testar $91. no universo H(3§) pelos

subgrupos (¢ + 2)-gerados, vamos nos valer ainda do seguinte:

Lema 17. Sejam G um hiper—X-grupo (X uma classe fechada a subgrupos e
quocientes) e N IG, N # 1. Entdo existe X-subgrupo {1} # L < N normal
em G.

Demonstragao. Considere a familia F = {X <G | X NN = {1}}. Temos
que essa ¢ indutivamente ordenada. O lema de Zorn entao nos garante a

existéncia de um subgrupo M maximal de F.
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Segue da hipdtese que existe M < K < G satisfazendo K/M € X. Agora,
pela maximalidade de M, vem L = NN K # {1}. Claro que L <G e do
isomorfismo L = L/(LN M) = LM/M vem que L € XG.

Decisivo para a demonstragao do nosso assunto é:

Proposicao 5. Sejam G um grupo e N <G de modo que N <T'..1(G), ¢ > 0.
Suponha N € policiclico-por-finito e para cada ¢+ 1 elementos xg,--- ,x. de

G e cada elemento n € N tenhamos U1 ({xg, - xe,n)) € hipercentral.

Entao N N ¢(Tera(G)) # {1}.

Demonstracao. Primeiro, vamos verificar o fechamento dessa hipdtese a
quocientes. Para isso, tome M < G. Temos MN/M = N/M N N policiclico-
por-finito e MN/M < MT.41(G)/M = T'cii(G/M). Para xg,--- 2. € G e
n € N, considere o subgrupo (c+ 2)-gerado (Mxg,--- Mx., Mn) de G/M. Tal
grupo também pode ser denotado por MK /M onde K = (xg, -, ¢, n).

Agora, ja que ', 1 (K) é, por hip6tese, hipercentral segue que ' i (MK /M) =
Corr(K)M/M =T 1(K)/(Lepr (K) N M) é hipercentral.

Caso 1: N ¢ finito.

Bem, sabemos nesse caso, que N é soluvel, de modo que podemos supor
N = (z%) um p-grupo abeliano elementar.

Faca D = Cg(N) e C =Cr_, ,(¢)(N) = DNTya(G).

Como G/D é finito e I'.;1(G/D) = T'.;1(G)D/D segue do fechamento da
hipédtese a quocientes e do Teorema 8 [caso finito] que I'.11(G)/C = T'¢11(G)/(Tey1 (G)N
D) =T.1(G)D/D é nilpotente.

Como N < I'41(G) entao N < C. Assim, em vista do lema 2, basta
mostrarmos que I'.;1(G)/C nao possui p’-parte. Agora, pela nilpoténcia desse
quociente, é suficiente mostrar que todo gerador dele tem ordem poténcia de p.

Considere Ck onde k = [dy,--- ,d.] um gerador genérico de I'.;1(G)/C.
Suponha o(Ck) = p‘r; £,r € IN e com (p,r) = 1.

Tome w = kP*. Para cada n € N defina o grupo L, = (dg, -+ d.,n). Nesse
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temos que o subgrupo abeliano (nf") < O, (L,), o radical localmente nilpo-
tente de L,, e também, por hipétese, I'..1(L,) < Op(L,,). Particularmente,
entao, tem-se n,w € O g (Ly).

Disso segue F' = (n,w) é nilpotente.

Vamos mostrar que F' é de classe 2.

De fato F/(n®') = (w)/(w) N (") é abeliano (ciclico) e portanto F'' cen-
traliza n.

Por outro lado, (w") < F| pois w" € C. Assim, (w)/{w") é a p’-parte do
grupo nilpotente F/{w"); disso concluimos que (w) < F' e F’ centraliza w.

Por fim, colocando o({w) Nn’) = p! para algum ¢ € IN U {0}, vem:

[w",n| = [w,n]" =1

[w?’ n] = [w,n]?" =1.

E, como, (r,p) = 1 segue que [w,n] =1V n € N; donde w € C, i.e. o(kC) =
.

Caso 2: N ¢é policiclico.
Segue de forma analoga ao Caso 2 da demonstracao do Teorema da Cober-

tura de Baer.

Como consequéncia direta desse lema vém o nosso importante:

Teorema 10. No universo dos grupos hiper(policiclicos-por-finito), a pro-

priedade HN,. € G, o-testdvel.

Demonstragao. Seja G um grupo em H(3°F) (=H (3> UgF)). Como a nossa
hipétese é fechada a quocientes, basta mostrarmos que o centro de I'cy1(G)
é nao trivial; mas, como o grupo possui um normal policiclico-por-finito, isso

esta claro pelo lema 17 e a proposicao 5 acima.
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O Teorema 10 possui importantes corolarios. De fato, fica claro que a H1.-
propriedade é &, o-testavel em grupos hiper-policiclicos e em grupos hiper-
finitos.

Além disso, pelo Teorema de KUROS na pagina 1, da introducao, podemos
perceber que todo grupo de Chernikov (ou hiper Chernikov) é hiper finito; de
forma que também nesses grupos G, a hipercentralidade do I'.11(G) é testada
pelos subgrupos ¢ + 2-gerados.

Fazendo ¢ = 0 na proposicao 5 temos o:

Corolario 9. Sejam G um grupo e N I G de modo que N € policiclico-por-
finito e para todos os elementos v € G ey € N tenhamos (x,y) nilpotente.

Nesta situagao N N ((G) # {1}.
O Teorema 10 diz para ¢ = 0 que

Em todo grupo (hiper)policiclico-por-finito, a hipercentralidade ocorre se os

seus subgrupos 2-gerados forem nilpotentes. — (**)

Para ampliar ainda o universo de validade deste resultado especifico, intro-
duzimos:
Dada uma classe (propriedade) X de grupos, um elemento = € G que satis-
faz G/Cq((z%)) € X é chamado um XC-elemento. Com essa breve definicio

podemos enunciar e demonstrar a:

Proposicao 6. Seja G um grupo que possui um (3°F)C-elemento e seus

subgrupos 2-gerados sao nilpotentes. Entao o grupo possui centro.

Demonstracao. Seja 1 # x € G tal que G/C é policiclico por finito; onde

C = Cg({x%)).
Suponhamos primeiro que (z%)

morfismo (z%)/¢((z%)) = C(x%)/C e do fato de 3°F ser uma classe de Schur

nao seja abeliano. Bem, sabemos do iso-

(ver resultado 1 em §1.1) que (z)" é policiclico por finito. Neste caso, o
teorema segue do corolario 9.
Podemos, entdo, supor (z%) abeliano. Seja C < N < G tal que N/C é

policiclico e G/N é finito.
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Vamos prosseguir por indug¢ao no comprimento minimo de uma cadeia
ciclica de N/C. Para tal reparemos, primeiro, que, caso G/C seja finito entao
x é um §C-elemento e () seria abeliano finitamente gerado (logo policiclico)
encerrando a questao. De outro modo, considerando K como a pré imagem do
pentltimo termo da série ciclica de N/C' terfamos, por hipétese de indugao,
(claro que z € K e K/Cg(x)) é policiclico) que ((K) # {1}.

Faca N/K = (Ky). Tome agora 1 # z € ((K) e considere o grupo nilpo-
tente L = (y,z). Temos que z € ((K)N L <L por isso existe 1 # h €
C(L)N((K) e esse é central em N. Disso tudo, vem G/Cg(h) ¢ finito e por-

tanto (h®) é abeliano finitamente gerado, portanto policiclico, e o teorema

segue novamente por aplicacao do corolario 9.

Apresentaremos, a seguir, uma segunda demonstracao desta proposicao
que nao necessita da propriedade de Schur da classe 3>°F:

Demonstragao. Sejam x, N, C' como na demonstracao acima.

Caso (z%) seja abeliano podemos utilizar os mesmos argumentos da demon-
stracdo acima. Caso contrdrio existe g € G satisfazendo ¢ = [z,29] # 1,
como G/N é ciclico segue que ¢ € N e, finalmente de C' < Cg((c%)) vem
que G/Cg({x%)) ¢ policiclico e estamos novamente aptos a aplicar indugao e
concluir, por argumentos novamente similares aos utilisados acima que existe
1#h € ((N) e domesmo modo (h®) é abeliano e policiclico, com o coroldrio
9 encerrando a questao.

]

Podemos reunir as informagoes da proposicao 6 e do resultado (**) em um

unico teorema. Para isso vamos definir o seguinte universo de grupos:
0 = { G :V N <G, G/N possui um subgrupo 3§ normal nao trivial

ou um (3%°F)C-elemento # 1} .

Desta forma podemos estabelecer uma forma mais geral dos nossos resultados,

a saber:

44



Teorema 11. Qualquer grupo pertencente a classe U acima que possui todos

0s seus subgrupos 2-gerados hipercentrais (nilpotentes), € hipercentral.
(No universo U, a propriedade $) é By-testavel)

Para que o Teorema acima nao pareca indécuo devemos lancar mao de um
exemplo mostrando que a propriedade de ser hiper(policiclico-por-finito) nao
coincide com a propriedade de, em cada quociente, possuir um 3°°C-elemento

# 1. Isto estda comprovado pelo:

Exemplo 3. Considere o grupo
G=0C10C.

Verifiquemos primeiro que G' nao é hiper(policiclico-por-finito). De fato,
como a acao de Cy, em B é transitiva, temos que para qualquer {1} # L I G
vale |[LN B| = oo e, como B é abeliano de torgao, qualquer normal policiclico-
por-finito de GG intercepta B em um grupo finito. Portanto, o inico subgrupo
normal em G que é policiclico-por-finito, é o trivial.

Falta provar que, em cada quociente préprio de G existe um (3°°F)C-elemento
nao trivial. Seja B o grupo base de G e considere N << G. Se B < N, a
afirmacao estd clara. Caso contrario, pegue x € B — N. Agora é claro que Nz

é um 3C-elemento (particularmente um (3>°F)C)-elemento de G/N.
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Capitulo V

Testando a hipercentralidade em grupos hiperciclicos.

8 5.1- Hipercentralidade em grupos hiperciclicos.
O objetivo deste ultimo capitulo da nossa tese é mostrar que
a hipercentralidade de um grupo hiperciclico é consequéncia da nilpoténcia

= hipercentralidade) dos seus subgrupos metaciclicos. Em outras palavras:
p grup p
9 € 3%-testdvel no universo H3 dos grupos hiperciclicos.

Como todo grupo hipercentral é hiperciclico, teremos portanto a seguinte

caracterizagao dos grupos hipercentrais:

Um grupo G € hipercentral, se e somente se, ele € hiperciclico e todos seus

subgrupos metaciclicos sao nilpotentes. (1)

Obteremos este resultado a partir de dois outros, um devido a BAER, a

saber,
Resultado 7. Todo grupo hiperciclico € localmente supersolivel.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em

[15], Cor. pg. 73.

Um outro, aparentemente inédito, cuja demonstracgao é o principal objetivo
deste capitulo, a saber, que em grupos supersoluveis a nilpoténcia é testavel
b b
pela familia dos subgrupos metaciclicos.

Dito isso em outras palavras temos o:
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Teorema Principal
Seja G um grupo supersolivel onde todos os seus subgrupos metaciclicos sao
nilpotentes. Entao G € nilpotente.

O grupo alternado A, mostra que o mesmo teste nao ¢é valido em grupos
policiclicos em geral.

Bem, para iniciar, lembramos que um grupo G ¢ dito supersolivel se possui
uma cadeia normal de subgrupos com quocientes ciclicos, i.e. G € policiclico e
hiperciclico (G € 3* N H3).

O primeiro passo para a obtencao do teorema principal é resolver o caso

finito. Isso decorre diretamente do
Lema 18. Todo grupo supersolivel finito, minimal nao nilpotente, € metaciclico.

Demonstracao. Seja G um tal grupo. Sabemos que todo grupo minimal
nao nilpotente é da forma G = [P]Q onde P é o p-subgrupo de SyLow de G
e () é um g¢-subgrupo de SYLOW de G; além disso () é ciclico. Resta apenas
demonstrar que, no caso supersoluvel, P também ¢ ciclico.

Nao é dificil mostrar (usando o teorema de MASCHKE), que P/®(P) é um
fator principal de G. Como G é supersoluvel, concluimos que |P/®(P)| = p,

de onde segue que P ¢ ciclico.

A demonstracao do Teorema Principal no caso de um grupo supersoltuvel

infinito é bem mais sofisticada.

Veremos primeiro mais um caso particular do Teorema Principal, a saber:

Proposicao 7. Seja G um grupo supersolivel e M < G, tal que M é finito e
G /M ¢€ ciclico infinito. Suponha, que seus subgrupos metaciclicos sao nilpo-

tentes. Entao G € nilpotente.

Demonstragao. Fagamos % = (Mz) e temos claramente G = [M|(x).

Como M é um subgrupo finito de GG, podemos prosseguir por indugao sobre a
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sua ordem. Pelo caso finito, M é nilpotente e claramente, por hipdtese, M
nao ¢ ciclico.

Vamos primeiro observar que, caso M nao seja um p-grupo, podemos tomar
um primo p que divide |M| e considerar P o p-subgrupo de SyLow de M,
obtendo M = P x D onde D é o p-complemento.

Como M <G e P é caracteristico em M segue que P < G. Também D < G.

Assim, fazendo L, = [P](z), temos, pelo fato de |P| < |M]|, que L; é nilpo-
tente. E, disso, temos que (z) < < L.

Analogamente, (r) < < Ly = [D](x). Portanto, pelo corolario 1 (ver in-
trodugao), segue que,

(x) 94 L1Ly = G. Dai () < Fit(G). Como também M < Fit(G), temos
que G = Fit(G) é nilpotente.

Pelo que acabamos de provar podemos trabalhar com o caso em que M ¢é
um p-grupo finito (ndo-ciclico). Vamos a ele.

Antes de tudo, ja sabemos, pela supersolubilidade, que existe H < M tal
que H<G e |M: H|=p.

Fazendo C' = Cy(M) temos que % age, por conjugacao, em M e in-

duzidamente no espaco vetorial % Como M nao é ciclico segue que
®(M) < H.

Vamos verificar que a p’-parte de %> é trivial. De fato, seja g a p/-parte
de %} .

Assim, como a caracteristica p do espaco vetorial @?ﬁ@ nao divide a or-
dem deste grupo temos, pelo Teorema de MASCHKE, que B0 possui um
complemento, _L que é K -invariante. Ou seja K < Ng(L) e portanto

(M)
LK ¢é um grupo.

C

Novamente a hipotese de indugao nos da a nilpoténcia de HK e LK. Assim

é claro que os grupos finitos % e % também sao nilpotentes.
K . HK LK
Agora, como o ¢€o p-complemento dos grupos finitos & © o sesue
que K < HK e K < LK ou seja K I MK. Quer dizer K centraliza M e

portanto K = C' e era isso que queriamos verificar.
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Bem é, deste modo, um p-grupo, logo temos % <4 = eclaro ()49 G

QIR

e
e o teorema segue.

Enunciaremos e demonstraremos agora o

Lema 19. Sejam G um grupo localmente nilpotente e M, N < G tais que

M o, . . M G
< = . = =
N< Me ~ ¢ ciclico infinito. Entao ~ ¢ central em ~

Demonstracao. Pelo fechamento a quocientes podemos assumir N = {1} e
vamos mostrar que M = (z) < ((G):

Tome y € G; entao ¥ = x ou ¥ = £~ . Suponha, por absurdo que ocorra
a segunda equacao. Entao W =re o(y) vai ser infinita ou par.

Neste caso, ¢ claro que (z) N (y) = {1}. De fato, fazendo (z) N (y) = (=),
teremos

($n>y = " = .Z'in,

donde n = 0 pois o(z) = co. Temos que (y?) = Cy((z)) < (y).(z). Mas dai
(z)(y)
(v?)
Logo = centraliza y e o lema segue.

surge a contradigao

= Do que nao ¢ nilpotente.

E também o

Lema 20. Seja G um grupo, M < G e suponhamos M infinito e supersolu-
velmente imerso em G, i.e., existe em M uma cadeia ciclica de subgrupos

normais em G. Entdo G possui um subgrupo normal ciclico infinito, contido

em M.

Demonstragao. Seja {1} < My <--- <4 M,_1 = N < M, = M uma cadeia
ciclica de M com subgrupos normais em G de comprimento minimo. Se r = 1
entao o lema segue. Podemos portanto prosseguir por inducgao sobre 7.

Caso N seja infinito, nele, e claro em M, existird um subgrupo ciclico

infinito normal de G. Podemos, assim, supor N finito.
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Fazendo % = (Ny), temos M = [N](y) e portanto
[M = () = [N{y) - ()| = [N : NN (y)| = [N] = n < oo.

Dai, como M <G tem-se |M : ({())!| =nV g€ G.
Quer dizer M/({y))g é de expoente n.
Como M nao é de expoente finito, segue que ((y))g # {1}

e ((y))e ¢ portanto o nosso subgrupo requerido.

Em qualquer grupo G consideremos
O (G) - o congunto dos elementos de G que possuem ordem impar.
Auxiliados pelos lemas 19 e 20 demonstraremos o importante
Lema 21. (ZAprPA [19]) Seja G um grupo supersolivel. Entdo valem:
a) Temos que O (G) € subgrupo caracteristico e finito de G.

b) Eziste uma cadeia de subgrupos normais de G:
OG) =Ry<Ri<...<R,<Rp;1<...<R,1<R,=G,
de tal maneira que R;/R;_1 sdo ciclicos infinitos para i = 1,2,... h e

2-grupos ciclicos para 1 =h+1,... n.

Demonstragao.a) Primeiro verificaremos que O(G) ¢é subgrupo de G.

Comecamos lembrando que todo grupo supersoluvel finito é 2-nilpotente,
o que equivale a afirmacgao neste caso.

Sejam GG um grupo supersoluvel e z,y € O (G) .

Podemos supor G = (z,y) e mostrar que G é finito e dai G = O (G) e o
lema segue.

Por inducao sobre comprimento minimo de uma cadeia normal ciclica de
G, podemos admitir a existéncia de um subgrupo normal ciclico de G, dig-
amos N = (z) de modo que % é finito. Temos que N é infinito. Entao temos

@

— . . ’ 2
z =z ou z¥ = z. Mas, S€ OCOorIresse a priumneira, terfamos z¥ = z e como a

ordem de z é impar segue que x centraliza z. Pela mesma razao y centraliza z.
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Logo N < ((G), e disso segue que G ¢ central por finito. Como § é uma clase

de Schur temos que G é finito. Ora, mas ¢é abeliano finitamente gerado e

G/
de torcao. Por fim G é finito.

E claro que em qualquer grupo O(G) é um subconjunto caracteristico.

Além disso, em grupos supersoluveis este forma um subgrupo finito.

b) Seja G um grupo supersolivel. Como O (G) é subgrupo normal de G e
o (%) = {1} podemos considerar G infinito e O (G) = {1}.

Pelo Lema 20 existe Ry = (x), um subgrupo ciclico infinito normal de G.
Suponha R; escolhido de forma maximal. Afirmamos que O<R£) também

1
é trivial. De fato, caso contrario, existiria, por refinamento de uma cadeia
normal ciclica de “ , um subgrupo K < “ ciclico de ordem p, um primo
Ry Ry Ry

impar.

Faca R£ = (Ryy); entdao segue K = (z)(y) e como y? € (x) e p é impar

1

temos que y centraliza x. Dai K é um grupo abeliano (nao ciclico pela maxi-

malidade de R;). Temos assim o homomorfismo:
Vv Kr— K

dado por ¥(z) = 2PV z € K.

Agora, posto que y* € (z) temos
Im(y) = K? < (x),

e da nao ciclicidade de K segue que Nuc(y)) # {1}. Portanto existem em
K, e logo em (G, elementos de ordem p. Mas isso é um absurdo pois estamos
admitindo O (G) trivial.

Continuando, se necessario, este processo, podemos tomar, também em
R um cilico infinito normal e maximal % e assim prosseguindo tem-se,

pela condicao maximal, que em determinado momento, ”pararemos”em um

G
R;, < G com )R—h

< 00. Como O (E ) é trivial, vem G é 2-grupo.
Rh Rh
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. , G
O lema entao segue por refinamento da série normal de o
h

O resulado deste Lema ¢ devido a ZAPPA e uma demonstragao alternativa
a nossa apresentada pode ser encontrada em [14], 5.4.8, pgs. 150/151.
Estamos quase habilitados a demonstrar nosso Teorema Principal. Resta

para tanto somente mais um lema, a saber

Lema 22. Sejam o um automorfismo de um grupo G = Z X Z com a nota¢ao
aditiva e N = (x) um subgrupo ciclico a-invariante de G de modo que % é

ciclico infinito e acdo de « centraliza N (i.e a(x) = x) enquanto inverte % )
Entao existe um subgrupo ciclico a-invariante K < G tal que N & K € de

indice 2 em G. Além disso, G/ K nao possui elementos de ordem impar.

Demonstragao. Podemos supor N = Z x {0} = ((1,0)). Seja a matriz de

« relativa a base natural

com Det(A) = £1.
Deste modo temos:

(1,0)A = (a,b) = (1,0)
e dai concui-se a=1¢e¢ b=0.
Além disso vale:
(0,1)A+{(1,0)) = (0, 1) +{(1,0))
ou seja,
<C7 d) + <(170)> - (07 _1) + <(170)>

Da equagao acima pode-se inferir que d = —1 e ¢ pode ser qualquer inteiro.
Estamos buscando um subgrupo ((z,y)) (z e y dependentes de ¢) de tal modo
que:

(x,y)A = (z + cy, —y) = k(z,y) para algum k € Z
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Resolvendo a equacao acima descobrimos que k = —1.Além disso, = e y tém
de satisfazer x + cy = —x. Podemos entao tomar x = —ce y = 2.

Assim o grupo K = ((c¢,2)) satisfaz o lema. De fato, é claro que NN K =
{(0,0)} e também que N & K = Z x 2Z. Sendo assim, |G : N & K| = 2.
Como G/K é isomorfo a Z ou a Z x Cy entdo este quociente nao possui

elementos de ordem impar.

Ja analisamos dois casos do nosso Teorema Principal, a saber, quando G é
finito e, fazendo M = O(G) na proposi¢ao 7, quando O?G) é ciclico infinito.

De posse destes dois resultados, podemos aplicar indugao sobre o compri-
mento minimo de uma cadeia normal ciclica acima de R = O (G) ordenada
segundo Zappa (ver item b) do lema 21 ).
A partir de agora sempre que falarmos em cadeia ordenada estaremos nos
referindo a esta ordenagao. Também designaremos, de agora em diante O(G)
por R.

Concluiremos, agora a demonstragao do Teorema Principal.

Demonstragao. (do Teorema Principal)

Seja G um grupo supersoluvel com todos os seus subgrupos metaciclicos

nilpotentes. Considere
R=Ry<Ri<---<R,1<R, =G (%)

uma série normal ciclica ordenada partindo de R e com comprimento minimo.
Assim, todo subgrupo S de G com uma cadeia ordenada de comprimento < n

entre O (S) e S serd, por hipétese de indugao, nilpotente.

Facamos M = R, e % = (Mz). O caso M = R ja foi estudado e

podemos supor n > 2. Fazendo o antepeniltimo termo R,_s = N, considere

o subgrupo S = N(z). Temos a cadeia
OFS)=R=Ry<R1<---<R, 2=N<S

de comprimento n — 1.
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Como claramente tal cadeia é de comprimento < n, para concluirmos a
nilpoténcia de N(z), basta mostrarmos que tal cadeia é ordenada. De fato,

como a cadeia (*) estd ordenada, concluimos do isomorfismo

NoynM — M M

N AT ou ¢ ciclico infinito ou é 2-grupo.
N(z)

Caso ocorra a primeira, entao N = N{(x) N M ¢ N é ciclico infinito.

que

M . Ry -~ N{(z)
Caso ocorra a segunda e ~ seja 2-grupo ciclico entao é claro que -

é 2-grupo ciclico. Por fim, caso ocorra a segunda e % seja ciclico infinito
entao temos % é ciclico infinito, se N(x) "M # N. Se N(z) " M = N,
N{z)

novamente A é 2-grupo ciclico. Assim, por hipétese de inducao segue que

N{(z) é nilpotente e portanto vale:
(z) QA N(z). (1)

Afirmamos agora que podemos assumir ~ infinito.
M . ~ p ( ;.
De fato, caso ~ Seja 2-grupo, entao % também o sera e % sera nilpo-

tente. Teremos portanto,
N{z) 142G (2).

De (1) e (2) concluimos (z) < < G e neste caso, o Teorema Principal segue.

Antes de comecarmos a resolver os dois casos criticos restantes para a
obtencao do Teorema Principal afirmamos que se pode admitir que x inverta
% . De fato se = centralizasse % terfamos N(x) <G e por (1) (z) I<Geo
Teorema Principal seguiria.

Caso Critico 1: n = 2.

Neste caso temos N = R.

Conforme foi visto, % é ciclico infinito. Dai, pelo lema 20, existe T'< G
ciclico infinito, T' < M. Claro que TN R = 1.
A afimacao a seguir encerrara este caso.

~ - . M
Afirmacao: x nao pode inverter T
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. M
Suponha que x inverta =

Agora do G-isomorfismo
RT

" el
vemos que z inverte T'. Mas acontece que (x)T é metaciclico, portanto nilpo-

tente. Pelo lema 19, x centraliza T'; quer dizer x centraliza % .

Caso Critico 2: n >3

Facamos L = R,,_3.

Ja sabemos que % e % sao grupos ciclicos infinitos. Como M/ L é nilpo-
tente, segue que M /L é abeliano isomorfo a Z x Z. Como N(z) é nilpotente
segue, pelo lema 19, que = centraliza N e claro também centraliza % . Como
x inverte M /N, vai existir, pelo lema 22, um % < % que é z-invariante (ou
seja K <G) e tal que |M : NK| = 2.

Finalmente, como M /K nao possui elementos de ordem impar, vemos que

K({x)/K é 2-grupo ou infinito. Logo a cadeia
R<...dLaK<K(z)

¢é ordenada de comprimento n — 1. De novo por indugao sobre n vem
() 4 K{(x), logo () <4 NK(x) <G, onde esta tltima normalidade resulta

de |G : NK(x)| = 2; e assim concluimos o caso.

De posse do Teorema Principal e do resultado 7 podemos concluir agora a
caracterizagdo dos grupos hipercentrais expressa em (I).

Demonstracao. De fato, é claro que todo grupo hipercentral é hiperciclico
e possui todos os seus subgrupos metaciclicos nilpotentes.

Por outro lado se G é um grupo hiperciclico segue pelo resultado que G é
localmente supersolivel. Se além disso todos os seus subgrupos metaciclicos
sao nilpotentes segue pelo Teorema Principal que G é localmente nilpotente.

Para verificar que G ¢é hipercentral, basta mostrar que GG possui centro.

Seja {1} # (x) < G.
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Se o(x) = 0o entao x é central em G pelo lema 19.

Se o(x) < oo entdo podemos admitir que o(z) = p onde p é um nimero
primo. Tomando agora y € G qualquer, temos L = (x)(y) é nilpotente e
portanto ¢(L) N (z) # {1}.

Como a ordem de x é prima segue que = € ((G).

§ 5.2- Exemplo Importante
Vamos mostrar agora que em grupos soluveis a nilpoténcia (hipercentrali-

dade) néo é nem mesmo poli-ciclicamente testavel.

Contra exemplo

Para tal considere no grupo afim sobre o corpo (@) dos racionais o subgrupo
G={Yap: a,be@, a>0}.

G consiste das funcoes v, : @ —— @ definidas por zv,, =ar +bV x € Q.
A operacao deste grupo é dada por Yup © Ve.d = Vacbetd-

Antes de prosseguirmos percebamos que tal grupo é isomorfo ao grupo
S={(,a):a,beQ,a>0}

definido pelas regras (b,a).(d,c) = (b+ da~,ac) . O isomorfismo sendo dado

por

v:Gr— S onde Y(V.p) = (ba,a).

Vamos aqui, preferir trabalhar com S.

Bem, S é o produto semidireto do grupo N = {(b,1) : b € @} e o grupo
H ={(0,a) : 0 <a € @} Claro que S é um grupo de FROBENIUS infinito
(ie. (b,1)%® £ (b,1) se a # 1 e b # 0). Por isso tem centro trivial e ndo é
nilpotente (hipercentral).
Como os subgrupos N e H sao abelianos segue que S é metabeliano e por-

tanto soluvel. So falta verificar que todos os subgrupos policiclicos de S sao
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nilpotentes. Na verdade vamos mostrar que estes sao abelianos. De fato seja
R < G nao abeliano.

Como S" < N temos que existe (b,1) € R com b # 0. Mas também hd em R
um elemento (t,v) fora de N, ou seja, com v # 1.

E assim, a menos de uma conjugagao adequada, podemos admitir que
existe em R um elemento nao trivial, (0,¢) com ¢ # 1 de H. Acontece que
(b, )" = (be", 1) e RY n€ Z .

Agora, se R fosse policiclico, entao o subgrupo gerado por todos os pares
do tipo (bc",1) V n € Z seria finitamente gerado, e portanto ciclico ( pois
(@, +) ¢ localmente ciclico). Mas isso é um absurdo ji que nesse existem
elementos cuja primeira coordenada esta tao perto de zero quanto queiramos,
pois c # +1e b # 0.

Desta forma ve-se que todos os subgrupos policiclicos sao abelianos e o

contraexemplo segue.
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