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Resumo

O objetivo deste trabalho € investigar a existéncia, unicidade e dinamica da seguinte equacao

ndo-linear de reacao-difusdo com condi¢do de contorno ndo local

uy — Lu = f(x,u) t>0,xeQ,
0

Oco—u—l—u:/K(x,y)u(t,y)dy t>0, x€dQ,
an Q

u(0,x) = up(x) x€Q,

onde L é um operador uniformemente eliptico de segunda ordem, o > 0, ug : Q> R,
f: QxR - ReK:dQxQ — R sio fungdes regulares satisfazendo hipéteses adequadas.
A equacdo acima é modelo para aplicacdes em diversas dreas, como dindmica de popula-
coes e termoelasticidade quase-estdticas. Para obter os resultados, utilizamos o método de
sub e supersolugdo para equagdes parabdlicas e elipticas.
Palavras-chaves: Sub e Supersolucdo, Dinamica, Equacdes Elipticas, Equagdes Parabo-

licas.






Abstract

The main goal of this work is to investigate the existence, uniqueness, and dynamics of the

following nonlinear reaction-diffusion equation with nonlocal boundary conditions

uy — Lu = f(x,u) t>0,xeQ,
0

Oco—u—l—u:/K(x,y)u(t,y)dy t>0, x€dQ,
an Q

u(0,x) = up(x) x€Q,

where L is a uniformly elliptic second-order operator, o > 0, u : Q- R, f: QxR —>R
and K : dQ x Q — R are regular functions satisfying appropriate hypotheses.

The above equation serves as a model for numerous applications in various areas, such as
population dynamics and quasi-static thermoelasticity. To obtain the results, we employ the
method of sub and supersolutions for parabolic and elliptic equations.

keywords: Sub and Supersolution, Dynamics, Elliptic Equations, Parabolic Equations.
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Introducao

Nos ultimos anos, o interesse pelos modelos de reagdo-difusdo, que incorporam funcdes de
reacdo ndo locais tanto em equacdes diferenciais quanto em condi¢des de contorno, tem
aumentado consideravelmente. Essas equagdes sdo amplamente exploradas em diversos
campos, incluindo a termoelesticidade quasi-estatica, onde a entropia é governada por
uma equagdo parabdlica com uma condic@o de contorno ndo local. Estudos realizados por
Day [3, 4], Friedman [7] e Deng [5] tém contribuido para o desenvolvimento de modelos
matematicos lineares e ndo lineares, investigando a propriedade de decaimento da soluc¢do ao
longo do tempo e obtendo resultados de comparacao e propriedades de decaimento.

Paralelamente, conforme Cosner [2] mencionou em seu trabalho, a equagdo de reacao-
difusdo tem sido uma ferramenta crucial na compreensao da dinamica bioldgica das popula-
cdes em ambientes espacialmente heterogéneos. Ela auxilia na compreensao das interagdes
entre as populacdes e seus ambientes, incluindo padrdes espaciais e dindmicas populacionais.
A difusdo descreve o movimento dos organismos no espago, permitindo a colonizacao de
novas dreas e a dispersdo dentro de uma regido especifica. A reacdo, por sua vez, leva em
consideracao como os individuos reagem as condi¢des ambientais e interagem uns com 0s
outros, considerando aspectos como competicao, predacdo, crescimento, fatores ambientais,
disponibilidade de recursos e outras intera¢des bioldgicas relevantes. Essa equagdo encontra
aplicagdo em diversos contextos biolégicos, como estudos de migragao animal, dispersdo de
espécies invasoras, dindmicas de competi¢do e coexisténcia entre diferentes espécies.

Além disso, a equagdo de reacao-difusdo desempenha um papel fundamental na com-
preensao dos mecanismos subjacentes as mudancgas populacionais ao longo do tempo e do
espaco. Ela fornece informagdes valiosas para a conservagdo, o manejo de recursos naturais e
a previsdo de surtos epidémicos. Sua aplicacdo possibilita uma compreensdo mais completa

e quantitativa da ecologia e evolug@o das populagdes bioldgicas.
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As equagdes consideradas nos trabalhos mencionados anteriormente, podem ser expressas

na seguinte forma:

—Lu = f(x,u), t>0,xeQ,
Blu] = /Kx,y (t,y)dy, t>0,x€dQ, (1
u(0,x) = up(x), xeQ,

onde Q C R", n > 1, é um dominio limitado regular, d< € a fronteira de Q, f : OxR—>Ré
uma fungdo Holder continua na varidvel x e de classe C' na segunda varidvel, com f (x,0) ndo
necessariamente identicamente zero. Além disso, L é um operador uniformemente eliptico
dado na forma

n n
Lu= ) aij(x)ugy; + ) bj(x)u, )

e B[-| é o operador de fronteira dado por

Blu] = Ocog—s-l—u, 3)
onde o > 0 é uma constante e du/d1n denota a derivada na dire¢cdo da normal exterior
unitdria 1 para cada ponto x € dQ. Assumimos que os coeficientes de L, o kernel K (x,y) e
a funcdo inicial g sdo todas fungdes regulares. As hipéteses de regularidade mencionadas
acima sdo usadas para garantir a existéncia de solucdes cldssicas, ou seja, uma fungdo u €
C'2(Dr)NCY(Dr), que verifica o problema (1), assim como uma fungio u € C2(Q)NC(Q)
que verifica o problema de estado estaciondrio correspondente, dado por

—Lu = f(x,u) em Q,
Blu] = /Q K(x,y)u(y)dy sobre 9Q. @

O problema (1) é reduzido ao problema considerado em [3, 4] e [7] quando o = 0
e f(x,u) = c(x)u (com c(x) < 0), e ao problema em [5] quando ag =0 e Lu = V’u. A
consideragdo de o > 0 inclui a condi¢do de contorno do tipo Dirichlet (op = 0) e do
tipo Robin (& > 0), enquanto o caso f(x,0) # 0 exclui o zero como soluc@o de estado
estaciondrio.

Com base nisso, o objetivo deste trabalho é estabelecer resultados de existéncia e compa-
ragdo para o problema de evolugdo (1). Também busca-se obter resultados de existéncia e

unicidade para o problema de estado estaciondrio (4), além de estudar a dinAmica do problema
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com condicao de fronteira ndo local em relagdo ao problema estaciondrio. A convergéncia
monétona da solugdo dependente do tempo e a estimativa da regido de estabilidade de uma
solugdo de estado estaciondrio sdo de particular interesse. O método de sub e supersolucodes
¢ utilizado para investigar os problemas mencionados.

Este trabalho baseia-se em [10] e estd dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, o
objetivo principal € apresentar um método de sub e supersolugdes para o problema parabdlico
(1) que garante a existéncia e unicidade de solucdo e, em seguida, aplicar esse resultado com
diferentes hipéteses sobre as fungdes K(x,y) e f(x,u) para garantir a existéncia de solugdo.

A seguir, apresentamos as principais hipteses impostas sobre as fungdes K (x,y) e f(x,u)

e os principais resultados deste capitulo:
(Ko) K(x,y) >0, / Kxy) <1, xcaQ,yeQ.
Q

(fo) Existem constantes m <0e M >0 (oum < 0e M > 0), tais que

flx,m) >0, f(x,M) <0 xecQ.

(f1) flxu) <a(x)u+b(x), comu >0, x € Q. Além disso, a(x) e b(x) sdo quaisquer
fungdes continuas com b(x) > 0.

Teorema 0.1. Seja K(x,y) > 0. Suponha que exista #, i um par ordenado de sub e superso-

lugdes do problema (1.1). Entdo, as sequéncias {#¥)} e {u¥)} dadas por (1.16) com z®) =
e 2(0) = i1, convergem monotonicamente para uma tnica solugio u = u(¢,x) de (1.1). Além

disso, para todo k > 0, temos
a<u® <y <y <a®h <z® <i emDy.

Teorema 0.2. Assuma que (Kp) e (fp) ocorram. Entdo, para qualquer dado inicial ug,

satisfazendo m < uy < M, o problema (1) possui uma unica solugdo u(t,x) tal que
m<u(t,x) <M t>0,x€Q.

Além disso, a solugdo u(r,x) é nao negativa se up > 0 e a condig@o (fp) € satisfeita com

m=0.

Teorema 0.3. Seja f(x,0) > 0. Assuma que as condi¢des (Kp) e (f1) com b(x) > 0, ocorram.
Entdo, para qualquer dado inicial ug > 0, existem constantes p e 7y tais que uma tnica solucao

global u(t,x) para (1) existe e satisfaca

0 <u(t,x) < pe”, t>0,xeQ.
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Além disso, u(t,x) — 0 uniformemente em Q conforme ¢ — 4o quando a(x) < 0e b(x) =0

cm ﬁ

O segundo capitulo é dedicado a existéncia de solugdes maximais € minimais, assim
como a unicidade de uma solug@o para o problema estaciondrio (4). Para tanto, precisaremos
das seguintes hipdteses sobre as fungdes K(x,y) e f(x,u):

(K1) K(x,y) =0, /K(x,y)dy<1, xX€0JQ, yeQ.
Q

(K2) K(53) >0, [ Kery)dy<1, [ Kerydy#1, ve9Q,yeQ.
Q Q
(f2) fulx,s) <0, m<s<M.

Apresentamos a seguir os principais resultados deste capitulo:

Teorema 0.4. Seja K(x,y) > 0. Suponha que exista i e iy, um par ordenado de sub e
su lucoes d a ancias {7V (k) i
persolugdes de (4). Entéo, as sequéncias {u; ' } e {uy '} convergem monotonicamente para

as solucgdes u; e u,, respectivamente, e satisfazem a seguinte relacdo de monotonia

iy <l <uV <@ <g < em@.

Além disso,
u, <ugem 2,

e se u, é qualquer outra solu¢do em (i, iis), entdo

* —
u, <ug <ug emQ.

Teorema 0.5. Suponha que as condigdes (Kp) e (fo) sejam satisfeitas para algumas constantes
M > 0e m <0. Entdo, o problema (4) possui solu¢do maximal u, e solu¢do minimal u,, tais
que

m<u(x) <ug(x) <M xeQ.

Além disso, se u; é qualquer solugdo entre m e M, entdo

ug(x) <uj(x) <ug(x) xeQ.
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Teorema 0.6. Sejam ii; e ii; um par ordenado de sub e supersolu¢gdes do problema (4).

Suponha que K (x,y) satisfaga (K;) ou (K3). Se
Julx,s) <0, s € (i, i)

entdo o problema (4) possui uma tnica solugdo u tal que s < uy < il;.

Finalmente, no capitulo 3, analisamos o comportamento assintdtico da solu¢do depen-
dente do tempo (1) em relacdo a uma solucdo do problema estaciondrio (4). Também
consideramos o caso em que a fungdo K(x,y) pode mudar de sinal.

Apresentamos a seguir os principais resultados deste capitulo.

Teorema 0.7. Sejam i e ii;, um par ordenado de sub e supersolucdes de (4). Sejam ainda
u(t,x) e u(t,x) solugdes do problema (1), com u(0,x) = i, e u(0,x) = i, respectivamente.
Suponha que a condi¢do (K} ) ou (K3) seja satisfeita. Entdo

tl;n;g(t,x) =u,(x) e tlggﬁ(t,x) = g (x),

onde u (x) e u(x) sdo solu¢des minimal e maximal de (4), respectivamente.

Teorema 0.8. Sejam i, e iy um par ordenado de sub e supersolucdes de (4). Assuma que
a condi¢@o (Kj) ou (K>) seja satisfeita. Entdo, para qualquer dado inicial ug € (i, ily), a
solucdo u(t,x) de (1), converge para uma solugio us(x) de (4), com r — oo se, e somente

se, ug(x) é a dnica solugdo em (i, ily).

Teorema 0.9. Suponha que K (x,y) satisfaca (K;) ou (K>) e que f(x,u) satisfaga (fo) e (f2)
para constantes M > 0 e m < 0. Entdo, para qualquer dado inicial ug(x), onde m < up(x) < M,
a solugdo u(t,x) de (1) converge para uma tnica solug@o us(x) de (4) quando t — +oo.

Teorema 0.10. Assuma que |K(x,y)| satisfaca (K;) ou (K;). Suponha que exista uma
constantes M > 0 tal que

f(X,M)SO e f(x7u):_f<x7_u)7 ‘MISM (5)

Denote por u(t,x) e U(t,x) as solugdes de (1) (quando houver solucdo) e (3.27), respectiva-
mente, onde Uy = |up| < M. Entéo

~U(t,x) <u(t,x) <U(t,x) t>0,xcQ.

Teorema 0.11. Seja |K(x,y)| satisfazendo (K ) ou (K>) e f(x,u) satisfazendo (5) e a propri-

edade ndo decrescente (f») quando m = 0. Entéo, para qualquer uy com |ug| < M a solugdo
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correspondente u(t,x) de (1) verifica

lim |u(t,x)| =0 xe€Q.
f—>o0
Uma vez que ndo se assume necessariamente que f(x,0) seja identicamente nula, a
existéncia de uma soluc@o para o problema (4) nem sempre € garantida; e mesmo que tal
solucdo exista, ela é, em geral, ndo uniforme em Q. A determinacio da dinimica do problema
(1) em relagcdo a uma solucao de estado estaciondrio ndo constante € muito mais delicada do

que em relac@o a solugdo zero quando f(x,0) = 0.



Capitulo 1

O problema de evolucao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e unicidade de solugdo para a seguinte equagao

parabdlica com condi¢do de contorno nao local

—Lu= f(x,u), t>0,xeQ,
Blu] = /Kx,y (t,y)dy, t>0,x€dQ, (1.1)
u(0,x) = up(x), xeQ,

onde Q C R", n > 1, é um dominio limitado regular, < € a fronteira de Q, f : OxR—>Ré
uma fungdo Holder continua na variavel x e de classe C! na segunda varidvel. Além disso,
os operadores L e B sdo dados em (2) e (3), respectivamente. Para facilitar a leitura, os

apresentaremos novamente: L é um operador uniformemente eliptico dado na forma
n n
Lu= Z a;j (%), + Z b j(x)uy;,
i,j=1 Jj=1

e B[-| é o operador de fronteira dado por

d
Blu] = O(O% +u,

onde o > 0 é uma constante e du/d1n denota a derivada na dire¢do da normal exterior
unitédria 1 para cada ponto x € dQ. Assumimos que os coeficientes de L, o dado inicial ug e
o kernel K (x,y) sdo fungdes regulares.

Ao longo deste capitulo, para todo 7" > 0 finito, usaremos as seguintes notagoes:

« Dr = (0,T] x Q;

o ETZ [O,T] Xﬁ;
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o S7=(0,T] x 08

* C(Q)={u:Q — R|uécontinuaem Q};

e C"(Q) ={u:Q— R| uém-vezes continuamente diferencidvel };

o C"%(Q) = {u:Q — R| D'u é Holder continua, para todo |y| < m};

e C(Dr)={u:Dy — R| ué continua em Dy };

« CY2(Dy) = {u:Dr — R u(t,x) é de classe C' em t e de classe C> em x};
e Dado v € L*(dQ x Q), definimos ||v|| = ess sup|v(x,y)|;

« Dado w € C'(Dr), definimos ||w]|; = sup{|w(7,E)]; 0 <T<t,comEcQ e t €
(0, 7] fixo};

* W, = / ldx é o volume da bola unitdria B1(0) C R".
B1(0)

Este capitulo serd dividido em trés se¢des. Na primeira secdo, vamos apresentar defini¢des
e resultados técnicos que nos auxiliardo na prova do resultado principal deste capitulo. Na
segunda secdo, abordaremos o método de sub e supersolu¢des e demonstraremos o resultado
principal utilizando o Método de Iteracdo Monotdnica. Vamos provar que o problema
(1.1) possui uma solugdo unica, desde que K(x,y) > 0 e exista um par ordenado de sub e
supersolucdes. Na terceira se¢do, serdo apresentados resultados que garantam a existéncia
desse par ordenado, sob condi¢des adicionais para as fung¢des K(x,y) e f(x,u). Por fim,
finalizamos apresentando algumas aplicagdes.

1.1 Resultados preliminares

Nesta secao, vamos apresentar defini¢des e resultados auxiliares importantes para a demons-
tracdo do resultado principal deste capitulo. Para mais detalhes, é recomendado consultar a
referéncia [12, Chapter 2].

Vamos comecar com o seguinte lema de positividade, que desempenha um papel funda-
mental no método de iteragdes mondtonas.

Lema 1.1. Sejaw € C'*(Dr)NC!(Dr) tal que

wy—ILw+cw >0 em Dr,
dw
g,
w(0,x) >0 em Q,

+ Bow >0 sobre S7, (1.2)
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onde 0 >0, Bo >0, ap+ Po > 0 e ¢ = ¢(t,x) é uma fungdo limitada em Dr. Entdo
w(t,x) >0 em Dr.

Além disso
w(t,x) >0 em Dr,

a menos que w seja identicamente nula.
Demonstragao. Ver [12, Lemma 2.2.1]. O

Agora, vamos enunciar um resultado que fornece uma caracterizacio integral para as
solucdes de uma classe de problemas parabdlicos. Especificamente, considere o problema

uy —Lu+cu=q(t,x) emDr,

Ocog—z-i-ﬁou:h(t,x) sobre St, (1.3)
u(0,x) = up(x) em Q,

onde ug, h e g sdo funcdes Holder continuas. Assumimos que c e os coeficientes do operador

L sdo func¢des Holder continuas em Dy, o e By continuas em Sz, com oy >0, Bp > 0e

oo + o > 0.
Na discussdo a seguir, apresentamos algumas defini¢des fundamentais para o préximo
resultado e reunimos alguns fatos da teoria das equacgdes lineares parabolicas. Para tanto,

seguiremos [12, Section 2.1], onde o leitor podera encontrar mais detalhes.

(1) Soluciao Fundamental

A fungdo I'(z,x; 7,£) é chamada de solugdo fundamental do operador parabdlico

d
Le=——-L+c em (0,T]xR",
ot
se para qualquer (7,&) € (0,T] x R" fixo, I satisfaz a equagéo

L[] =T, — LT+ =8(t—1)8(x— &),

onde 6 é a fungdo delta de Dirac. Para o operador parabdlico geral L., I" é uma fungio

positiva em (0,7] x R", exceto no ponto singular (7,&). Além disso, para quaisquer x, &
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€R"e0 <7<t <T,valem as seguintes estimativas

Ko 1
. < .
T(t,x;7,8)] < (t—T)H [x— E[2HH 0<p<l, (1.4)
£(z T, E)| < Ko ! 1—y2<u<l (1.5)
ane TS| S o e g2y VEsRs '

onde d/dmn, é a derivada normal exterior em relacdo a varidvel x e Ky é uma constante
independente de (7,x) e (7,5). Essas estimativas implicam na seguinte propriedade de
regularidade:

Lema 1.2. Seja ¢(#,x) uma fung¢do mensurdavel em Dy. Entdo

(i) O "volume potencial”

Volt,x) = /0 ’ /Q Clt,x: 7, E)q(t, £)dEdr,

€ uma funcdo continua em Dr, se g for limitada em Dr;
(ii) dVp/dx; existe e é continua em Dy, se g é continua em Dr;

(iii) Vo e dVp/0dx; sdo Holder continuas em Dr, para todo expoente o € (0,1), se g €

continua em Dr;
(iv) 9°Vo/dx;0x; e dVy/dt existem, sdo continuas e satisfazem a equagdo L.[Vo] = ¢(r,x)

em D7, se ¢ é Holder continua em x, uniformemente continua em .

Lema 1.3. Para cada (,x) € St, existe M > 0 tal que

t t
//r(t,x;r,g)dgdrth—““ e // T(t,x7,E)dEdT < Mi~*H . (1.6)
0 JQ 0 JoQ

Demonstragdo. Note que, por (1.4), a funcédo I'(z,x; 7,&) satisfaz a seguinte estimativa

Ko 1

|F(l‘,X;T,€)| < ([—T)u |x_€‘n72+u

0<pu<l, (1.7)
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para quaisquer x, E e R"e 0 <t <t <T. Logo

t t K 1
/O/Q|F(t,x;’c,(:‘)|d§d1'§/0/Q(t_(;)” e
:Ko/ot(;—r)ﬂdf/gu—a<"2+ﬂ>d§.

Mostraremos que

/ = &7HAE < oo
Q

Para tanto, vamos denotar &« = n — 2 + U e fazer a seguinte mudanga de varidvel y — x — &.

Dessa forma, temos
/Q |y %dy < oo (1.8)

Como Q ¢ limitado, existe N > 0 tal que Q C By(0). Logo, é suficiente mostrar que
/ ly|~%dy < +-oo. (1.9)
By(0)

Com efeito, fixando € > 0, temos

/ ly|”%dy = lim / ly|~%dy.
Bn(0) €=0JBy(0)\Be(0)

Observe que a fungdo |y| ™% é integrdvel em By(0) \ B¢(0). Portanto

N
lim ly|~%dy = lim/ (/ |y|_adSy> ds
€=0.JBy(0)\Be(0) e—0Je 9B,(0)
N
= lim (/ s“dSy> ds
e=0Je \JaBs(0)

N
—lim [ 5@ ( / ldSy) ds
e—0.Je 2Bs(0)

N
=lim [ s %(ns""
e—0Je

Sfoc+n
= lim |nw,
e—0 —+n

N—OH—n

w,)ds

N

€

=nw, <Aoo= —0+n>0<=n>a,

—+n
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ou ainda, u < 2. Logo, a integral (1.9) € finita uma vez que 0 < u < 1 < 2. Portanto,
[ —glezmag < [ g 02tag < e,
Q Bn(0)
ou seja, existe My > 0 tal que

/Q e — |7 2HGE < My, (1.10)

Dessa forma

t

t
Ko / (1 — 1) Hdr / v— & GE < KoMy / (t— 1) Hdr
0 Q 0

1
ZK()M()( t_l”H_l)
u—1

_ g H
=M+

onde M = KoM, T E assim, concluimos que

/t/ T(r,x:7,&)dEdT < M H+1, (1.11)
0JQ

Com um argumento semelhante, mostra-se que,

t
// C(t,x;7,E)dEdT < Mt ™+,
0 JoQ

(2) Funcao densidade
A func¢do densidade serd denotada por y e € representada pela seguinte equagdo
integral.

t
w(t,x) = 2h(1,x) +2/ / Ry (1,5:7,E) + Ro(t,x:7, )] h(z,E)dEdr,  (1.12)
0 Joo
onde Ry e R; sdo fungdes regulares adequadas.

Para garantir a existéncia de uma solugdo cldssica para o problema (1.3), vamos assumir

que L é uniformemente eliptico em D7 (com T fixo) e que os coeficientes de L. estdo em
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C%*(Dr). Por conveniéncia de notagdo, definimos:

JO (¢ %) = / T(t,%:0, & Juo (€)dE:;
Q
JO(¢,x) = / 0(1,x;0, & Yuo (€ )dE;
Q
H(t,x) = O (¢, %)+ h(,x) + /O /Q 0(t,%:7,)q(r,&)dEdx, (1.13)

onde Q € a fun¢do dada por

or
Iy

o(t,x;t,8) = + Bo(t,x)T(t,x;7,&).

Além disso, em vista de (1.5), a funcdo Q satisfaz a seguinte estimativa

Ko 1
T

10(1,x;7,&)| < l—y2<pu<l (1.14)
Pela regularidade de I', temos que J 0) ¢ de classe C>%.
No teorema a seguir, vamos apresentar um resultado de existéncia e unicidade de solugdo

para o problema (1.3) quando o > O.

Teorema 1.1. Sejam o > 0 e ¢ uma func¢ao Holder continua em x € Q e uniformemente
continua em Dy. Entdo, para qualquer funcdo continua / definida sobre S e ug € Q, o
problema (1.3) possui uma tnica solucdo (classica) u que € Holder continua em x € Q e

uniformemente continua em D7. Além disso, u pode ser representada por

u(t,x) :J(O)(t,x)—|—/()t/QF(t,x;r,§)q(7:,§)d§dT
[ ] s e g, (1.15)

onde y € a densidade governada por (1.12) com A(t,x) substituida pela func¢do H(z,x) dada
em (1.13).

Propriedades mais suaves da solucdo podem ser obtidas assumindo condi¢des adicionais
sobre os coeficientes de L e nos dados fornecidos. Em particular, se essas fungdes sao C™
entdo u € C*(Dr).
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1.2 Método de Sub e Supersolucao

Nesta secdo, vamos abordar o método de sub e supersolugdo e apresentar o resultado principal
deste capitulo, que demonstra a existéncia e unicidade de solucdo para o problema (1.1). Para
esta secdo, € suficiente que a funcgdo K (x,y) satisfaga a condi¢éo K(x,y) > 0.

Definicdo 1.1. Dizemos que a fungio it € C'*(Dr) NC' (D7) é uma supersolugio de (1.1)
se verifica as seguintes desigualdades

fx, i)

K(x,y)i(t,y)dy sobre St,

em D7,

%
'\/ \lv

up(x) em Q.

Definicdio 1.2. Dizemos que a fungdo i € C'(D7) NC!(Dr) é uma subsolucdo de (1.1) se
verifica as seguintes desigualdades

S (x7 cm DT7
Bli] §/ (x,y)d(t,y)dy sobre St,
4(0,x) < up(x) em Q.

Definiciio 1.3. Sejam &, ii € C'*(D7) NC' (D7) um par de sub e supersolugdes de (1.1). As
funcdes i e ii sdo ditas ordenadas se

i<i emDry.

Defini¢dio 1.4. Sejam &, i € C'*(D7) N C'(Dr), um par de sub e supersolugdes de (1.1).
Entdo, para qualquer par ordenado i < i7, definimos o setor (i, if), como sendo o intervalo
funcional

(t,i) = {u e CY(Dr); 2t <u < ii}.

Observe que a partir das definicdes acima, toda solucdo (cldssica) de (1.1) é uma superso-
luc@o e uma subsolucao de (1.1).

Antes de apresentarmos o resultado principal deste capitulo, vamos construir uma sequén-
cia a partir de problemas auxiliares, utilizando o Método de Interagdo Monotonica. Essa
sequéncia desempenhard um papel fundamental quando formos provar a unicidade de solu-
¢80 para o problema (1.1). Para isso, considere inicialmente u®) € C'?(D7)NC'(Dr), e 0
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seguinte problema auxiliar

u — Lu—+cu = f(x,u(o)) +cu® em Dr,

Blu] = / K(x,y)ul® (2, y)dy sobre S,
Q

u(0,x) = up(x) em Q,

onde ¢ = ¢(t,x) é uma fungdo a ser escolhida posteriormente. Pelo Teorema 1.1, esse
problema admite uma unica solucdo, que serd denotada por u'V. De maneira analoga,

considere o seguinte problema

wy— Lu+cu = f(x,u®) +cul® em Dr,

Blu] = / K(x,y)u(o) (t,y)dy sobre St,
Q

u(0,x) = up(x) em Q.

Novamente, pelo Teorema 1.1, o problema acima possui uma tnica solucio, que serd denotada
por u® . Continuando esse processo indutivamente, concluimos pelo Teorema 1.1, que existe

uma unica solucdo, denotada por u®, do seguinte problema linear

u,(k) — Lu® 4 cu® = £, u* Dy 4wV em Dy,

Blu®] = / K(x,y)u® D (x,y)dy sobre St, (1.16)
Q

u®(0,x) = uo(x) em Q.

Quando # e ii existem, podemos repetir a iteracdo acima com g(o) = oun® = 7. Note
que, pelas hipéteses dadas inicialmente, a sequéncia dada por (1.16) é bem definida.

O teorema a seguir dard a convergéncia monétona dessas sequéncias e que seus limites
convergem para uma solugdo de (1.1). Para tanto, denote a sequéncia {ﬁ(k)} quando a0 =g

e por {u®} quando u*) = a.

Teorema 1.2. Seja K(x,y) > 0. Suponha que exista i, i um par ordenado de sub e superso-
lugdes do problema (1.1). Entdo, as sequéncias {#¥)} e {u¥)} dadas por (1.16) com ) =
e 2(0) = {I, convergem monotonicamente para uma dnica solugdo u = u(z,x) de (1.1). Além

disso, para k > 0, temos:
i <u® <y <y <kt <30 <5 em Dy. (1.17)

Demonstragdo. Para tornar a demonstracdo deste teorema mais clara e objetiva, vamos

dividi-la nos seguintes passos:
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(i) Mostrar que, para todo k > 0, as sequéncias {u)} e {#¥)} possuem a seguinte relagio
de monotonia

a<u® <y <y <u<u®) <z® <i emDr. (1.18)

(i1) Mostrar que os limites % e u sdo solugdes de (1.1).
(ii1)) Mostrar que o problema (1.1) possui uma tnica solucao.

Passo (i): A demonstracdo deste passo sera feita utilizando um argumento de indugao. Pri-
meiramente, vamos mostrar que

u® <4 <7 <530 em Dy.

Iniciamos provando que 2(0) < g(l). Para isso, considere a funcdo w = g(l) — 2(0). Pela
defini¢ao de subsolucao, (1.16) e a hipdtese 2(0) = i, temos

Além disso,

2/QK(x,y)g(O)(t,y)dy—/QK(x,y)ﬁ(t,y)dy
= [ K@) (@ =) (.)ay

:/K(x,y)(ﬁ—ﬁ)(t,y)dyzo sobre S,
Q
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Pelas desigualdades obtidas acima, temos

wy—Lw+cw >0 em Dr,
B[w| >0 sobre S,
w(0,x) >0 em Q.

Logo, pelo Lema 1.1, w > 0 em Dr, implicando em g(o) < g(l) em Dy, como queriamos

mostrar. Usando a defini¢do de supersolucdo, (1.16) e a hipétese u® =g, prova-se, de

maneira andloga, que a) < 7% em D7. Vamos agora mostrar que g(l) < V. Para 1SS0,

considere a funcdo w = atl) — g(l). Por (1.16) e as hipéteses g(

0)

0)

—nen® = il, temos

Com o intuito de aplicar novamente o Lema 1.1, vamos provar que

f(x,@)+cii > f(x,d) +ci  em Dr.

Com efeito, considere a funcao a seguinte fungao

—

x,8) — g(x,s) = f(x,5) +c(t,x)s,

Agora observe que

Jdg, af
a(X,S) - C(l,X) + X(X,S) > Oa

x € Q.
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desde que c¢(t,x) > —(df/ds)(x,s). Desse modo, definindo

c(t,x) = max {0, max {—%(x,s)} s A(t,x) <s < ﬁ(t,x)} ) (1.19)

temos que a fun¢do g é crescente para qualquer valor s nesse intervalo. Em particular, para

s1 =1 e sy =i, temos
8(x,52) > g(x,s1),
18to €,
g(x,i) > g(x,4) em Dr.
Logo
fx, i)+ cii > f(x,ﬁ) +chii em Dr,

como queriamos mostrar. Portanto, concluimos que

wy—ILw+cw >0 emDry.
Além disso,

B{w) = Ba"] — Bl
— [ KGxa® ey [ Kexnu® (e, )dy
Q Q
_ /Q K(x,y) (@ — u®)(r,y)dy

= /QK(x,y) (@ —a)(r,y)dy > 0,
Por fim, temos que
w(0,x) = (@Y —uM)(0,x) =71 (0,x) — uV(0,x) = u(x) —up(x) =0 em Q.
Pelas desigualdades obtidas acima, temos

wi—ILw+cw >0 em Dr,
B[w| >0 sobre S,
w(0,x) >0 em Q.
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Segue novamente do Lema 1.1, que w > 0 em Dr, implicando em all) > g(l) em Dr. E

assim, concluimos que

Vamos provar que

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Comecemos mostrando que g<k) < g(kH). Para isso, considere a fungdo wih) = g(Hl) —u®,

Por (1.16), temos

w8 Z L) 4 op® =

Pela hipétese de indugdo e (1.19), segue que
g(x,u™) > g(x,u*"V)  em Dy,

isto €,

£ (i) e > fxuD) £ et em Dy,

e assim, concluimos que

w,(k) —w® + ew® >0 emDr.
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Além disso
BlwW] = (k+1)] B[u(k)]
“(t,y)dy - / K(x,y)u* =V (z,y)dy
Q

= / ) — @*=D))(t,y)dy >0 sobre St,

pois por hipétese u® > u*~V e K (x,y) > 0. Por fim, temos que
w®(0,x) = u®(0,x) — u*D(0,x) = up(x) —up(x) =0 em Q.
Das desigualdades obtidas acima, concluimos que

wt(k) —Lw® + ew®) >0 emDr,
Bw®] >0 sobre S,
w®(0,x) >0 em Q.

Usando o Lema 1.1, podemos concluir que wk >0em Dr e, portanto, %) > gkt em

Dr. De maneira andloga, pode-se provar que 7! < #¥) em Dy. Resta agora provar que
WD) < D), kD) (k)

(1.16), temos

para todo k > 0. Para isso, considere a funcdo w = ut . Por

L e — ( (k1) _ (1) ) _L<ﬁ(k+1) _Z(k+1)) T <ﬁ(k+l) _Z(k+1))
( (k1) _ po k+1)[+cu(k+1)> (_t(k+1)_Lﬂ(k+l)+CZ(k+l))
f

(.7 )+cu (f(x,g(k) —l—cg(k)> em Dr.

Pela hipdtese de indugdo e (1.16), segue que

isto é,
f(x,ﬁ(k)) + ) > f(x,g(kfl)) +cu* 1 em Dy,

e assim, concluimos que
—Iw+cw>0 emDry.
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Além disso,

B[w] = B[u**V] — B[u**1)]
_ / K (x,y)a® (t,y)dy — / K (x,y)u® (2,y)dy
o Q

— / K(x,y) (@*% —u®)(z,y)dy >0 sobre Sy,
Q
pois, por hipétese a® — k) e K(x,y) > 0. Por fim

w(0,x) = (@~ 41)(0,x)
= @ )(0,%) — @*)(0,)
= up(x) —up(x) =0>0 em Q.

Assim, pelas desigualdades obtidas acima, temos

wi—ILw+cw >0 em Dr,
Bw] >0 sobre S,
w(0,x) >0 em Q.

k+1)

Segue do Lema 1.1, que w > 0 em Dr, ou seja, u*D > 4! em Dr. Dessa forma,

concluimos que (1.22) ocorre e que {#¥)} ¢ {u'¥} sdo monGtonas. Finalmente, por (1.18)
segue que as sequéncias monétonas de nimeros reais {7 (z,x)} e {u®(r,x)} sdo limitadas.

Consequentemente, seus limites pontuais

lim 7™ (¢,x) =u(t,x) e limu®(r,x)=u(t,x) V (t,x) € Dr, (1.23)

k—yo0 k—yo0

existem. Logo, concluimos que
i <u® <ut) <y<m<a®V <a® <i emDy. (1.24)

Para os passos (ii) e (iii), realizaremos a prova apenas para o caso em que 0 > 0. O caso
ap = 0, pode ser encontrado na referéncia [11]. Para simplificar a notagdo, vamos denotar

F(u) = (F(u))(t,x) = f(x,u) +c(t,x)u.

Passo (ii): Neste passo, vamos provar que os limites u e u sdo solugcdes de (1.1). Para isso,
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primeiro provaremos que ambos os limites satisfazem a seguinte equacao integral:

u(t,x) :J(O)(t,x)—i—/ot/Ql“(t,x;r,ﬁ)(F(u))(r,é)d‘g’dr
-|-/OlAQF(Z,x;r,é)w(r,é)dédT, (125)

onde a densidade y é dada por (1.12) com A(t,x) substituida pela fungdo

H(t,x) :J(z)(t,x)+%/QK(x,y)u(t,y)dy+/Ot/QQ(t,x;T,é)(F(u))(T,?j)dédT, (1.26)

ou seja,

v(t,x) :2H(t,x)+2/0[/aQ [Ri(t,x;7,&)+Ro(t,x;7,&)|H(T,§)dEdT. (1.27)

Comecemos mostrando que o limite u satisfaz

) =000 + [ [ P07 8)(F ) (7,8)d8ds
—|—/Ot/aQF(t,x;T,é)l//(T,é)dédf. (1.28)

Com efeito, recorde que g(k) € uma solugdo de (1.16). Aplicando o Teorema 1.1 nesta

0

equagao, concluimos que g( satisfaz

w2 =500+ [ [ e &)FWt ) e )dgar
+/0t /mr(t,x;r,&)qff"‘”(r,é)dgdr, (1.29)

onde y*) ¢ dada por (1.12) com h(t,x) substituida pela fungdo
(1,0 =120+ — [ Kx3)ul(,)ay
0y JQ
1
+ [ [ otsr.8) (F®)) (e, 8)dédr, (130)
0JQ
isto é,

v (1, x) :2H(k)(t,x)+2/ol/(m Ry (t,x;7,&) +Ro(t,x;7,E)|HW (1,E)dEdT. (1.31)
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Provaremos que, ao tomar o limite, quando k — 4o, em (1.29), obteremos (1.28). Para
tanto, vamos comegar analisando a integral de superficie em (1.29). Assim, vamos analisar
a convergéncia das parcelas em (1.31). Tendo isso em mente, primeiro fixemos (¢,x) € St.
Com base na equagao (1.23), obtemos

K(x,y)u®(t,y) = K(x,y)u(t,y) qtp.emQ, (1.32)
pois K(x,y) é uma fungdo regular. Além disso, pelo passo (i), temos
i<u® <i emDr,
e assim, obtemos

Kul6)| < KL max {la(e. )] o)} € 1),

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que
/QK(x,y)g(k) (t,y)dy — /QK(x,y)g(t,y)dy Y (t,x) € St. (1.33)
Além disso, da continuidade de F e a convergéncia (1.23), concluimos que
0(t,x;7,E)F (u®(7,8)) — O(t,x:7,E)F (u(t,&))  g.t.g.em Dr.
E ainda, sendo «'¥) limitada em Dy, segue que
06.x:7,8)F (u(7.6)) | <M1Q(r,x:7.8)| €L' (D),

onde M ¢ a constante que limita F (g(k) (1,€ )) Novamente, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, concluimos que
[ [ otwe&) () )aas— [ [ o6t 8)(Fw)(s.Eacae. 134

Fazendo k — +o em (1.30), temos que {H (k)} converge pontualmente sobre Sy para a
fungdo H dada por (1.26). E ainda, como Ry = Ry(¢,x;7,&) e Ry = Ry (¢,x; T, &) sdo fungdes
regulares e, como ja mostramos anteriormente que { H (k)} converge para H, concluimos pelo



24 O problema de evolugdo

Teorema da Convergéncia Dominada que

// [Ro—Ri|H Tﬁ)déd’vﬁ// [Ro—R]H(1,&E)dEdT  sobre St.

A limitac¢do de F(u), a continuidade de & e up, garantem que H seja continua em St e,
portanto, de [11, Section 2.2, Lemma 2.2] a sequéncia l//(k) converge para uma funcio
continua y que é dada por (1.27).

Vamos agora analisar a integral de volume em (1.29). Para isso, fixemos (¢,x) € (0,7] x Q.
Pelo Lema 1.3 , temos que a fungdo I'(¢,x;-,-) € L! ([0,7] x Q). Logo

T(e,x57,&)(F(u))(7,8)| < KID(x7,8)] € L' ([0,1] x @),

e portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

//r;xrg (kl))(rédcﬁd‘cﬁ//f‘tx‘cé( () (7,8)dEdr

Fazendo k — 40 em (1.29) e usando as convergéncias obtidas, concluimos que o limite u
satisfaz a equacdo integral. De maneira andloga, mostra-se que u# também satisfaz a equagao
integral (1.25).

Agora, considere o seguinte problema de valor de contorno

—Lu+cu=q(t,x) em Dr,
du/dn+ (1/ag)u = h(t,x) sobre St, (1.35)
u(0,x) = ug(x) em Q.

Pelo Teorema 1.1, a solugdo u, dada pela integral (1.28), € a unica solugdo de (1.35) se
as fungdes ¢(t,x) = (F(u))(t,x) for continua em Dr, localmente Holder continua em x
e uniformemente continua em ¢ e h(t,x) = 1/ / K(x,y)u(t,y)dy for continua sobre S7.
Vamos mostrar que ambas as funcdes satisfazem as condi¢des do Teorema 1.1. Para isso,
precisamos analisar a regularidade de u. Comecemos pela fun¢ao ¢(z,x). Sendo tal fungio
limitada em D7, entdo pelo Lema 1.2, temos que a integral de volume

/t/ (1,27, E)q(1, & )dEdT (1.36)
0JQ
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é continua em Dr. Além disso, a fungdo J ) (t,x) € Cz’a(DT). Para mostrarmos a proprie-

dade de continuidade de superficie

/’ / .27, ) w(t, £)dEdr, (1.37)
0 JoQ

observamos a partir da estimativa (1.14), que a funcdo H dada por

H(t,x) =JP(t,x) +h(t,x) + /0 t /Q O(t,x;7,E)q(t,E)dEd,

€ continua sobre S7. Assim, por [12, Lemma 1.3], a densidade y € continua sobre St e,
portanto, por [12, Lemma 1.2], a integral de superficie (1.37) é Holder continua em Dr.
Pela representagio integral (1.28), u é continua em D7, implicando que ¢ = F (1) também
€ continua. Por outro lado, a continuidade de g garante que a integral de volume (1.36) é
Holder continua em Dr. Dado que as trés parcelas em (1.28) sdo Holder continuas, pode-se
concluir que a fun¢do g também € Holder continua. Além disso, sendo F é Holder continua,
segue que ¢ também é Holder continua em D7. Por fim, como u é uma fun¢io continua,
implica que a funcdo # também é continua. Portanto, pelo Teorema 1.1, podemos afirmar

que u € a unica solugdo de (1.35).

Passo (iii): Agora, utilizando a representagdo integral, vamos mostrar a unicidade da solucio
do problema (1.1). Precisamente, dadas u; e up quaisquer duas solu¢des em (i, i7), mostrare-
mos que u; = up. De fato, como u; e up s@o solugdes de (1.1), entdo ambas verificam:

Stj)t—Luquj'(l‘,x) t>0, xeQ,

i 1

a—bg o =hitx) 1>0,x€ 00, (1.38)
u;j(0,x) = (uj)o(x) xeQ, Vj=1,2.

com q; = f(x,uj)+cujeh;= 1/oco/ K(x,y)(u;j)(t,y)dy. Além disso, de acordo com o
jen 0 :

Teorema 1.1, elas possuem a seguinte representacao integral

uj(t,x) :J(O)(t,x)—I—/Ot/QF(t,x;r,ﬁ)qj(”c,é)dﬁa’r
+/Ot/ml"(t,x;r,§)y/j(r,é)dﬁd‘c, =1, (1.39)
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onde y; é dada por (1.12) com /;(¢,x) substituida pela fung¢do

H00) =09 00) + o [ K)oy
+/Ot/QQ(t,x;’c,§)qj(r,§)(r,§)d§d*c, i=1.2. (1.40)
isto €,

wi(t,) :2Hj(t,x)+2/0t/aQ [Ri(t,3:7, &) + Ro(t, 7, E) Hi(1,E)dEdT.  j=1,2.
(1.41)

Considere agora a fungdo w = u; — up. Em vista de (1.39), temos

w(t,x) = (/Ot/grg,x;r,g)(F(ul))(r,.»g)dgdH/Ot/aQr(z,x;r,g)%(r,@dgdr)
_ </Ot/Ql“(t,x;’c,5)(F(u2))(’c,§)d§d’c—i—/Ot/(ml“(t,x;r,é)ylz(r,é)d&dr)
=[] rex lF @) (.8) - (Flun)) (. 8)ldSas
+ [ Fexe8)((n(.8) - vals. s, (142

Vamos estabelecer diversas estimativas para (1.42). Com efeito, observe que, sendo f regular,
a funcao F satisfaz a seguinte condi¢do de Lipschitz

|(F (u1)) (2,%) = (F (u2)) (1,%)| < Mluy — s, (1.43)

onde M é uma constante independente de (z,x). Além disso, note que

1 (43) — ha(0)] = % [ Kepatepar- 2 [ K(x,y>u2<r,y>dy]
= L KO0 0.3

< é 1K) | 1.9) = wa(e.9))

1
< o 1K el
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1
Fazendo N = %|Q| |K]|.,, obtemos a seguinte estimativa

| (2,) = ha(,%) | < NJ|wl]y. (1.44)

Para simplificar os calculos, tomamos agora F' = (F(u;))(t,&) — (F(u2))(7,&). Pela condi-
cdo de Lipschitz (1.43) e (1.44), temos

0.0) o0 = |2 [ KGx) (i 09) = ate)as— [ [ Qexie Fagar
<o LRG| [ (e, £)1FlaEas
<o I Iwlliel+Mwl, [ [ 06.x.8) dgs.

=Nl wll [ [ [0t x5w.8)ldgas.
ol (e [ [ lotexe.laza)

Tomando M| = max{N,M} e relembrando que a funcdo Q satisfaz a estimativa (1.14), segue

pela demonstragdo do Lema 1.3, que

t
//Q(r,x;r,g)dgdrngt““ < MTHHL
0 JQ

Em particular

IHy (1,%) — Ho(1,x)| < <M1+/0 /Q|Q(t,x;f,§)|a’§df> Wl < Molwle, (145
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onde M, = max{M; +M T_“H} ¢ uma constante positiva independente de (¢,x) € Dr. As
relacdes (1.41) e (1.45) implicam que

W (,%) — v (£, )| :'ZHl(t,x)+2/0t/(m[R1(t,x;7:,§)—|—R0(t,x;r,§)]H1(r,§)dJ§dT

—2H2(t,x)—2/()t/aQ[R1(t,x;r,§)+R0(t,x;f,‘g’)]H2(r,§)d£dr
<2|H;(t,x) — Ha(t,x)|
2[Rt 8)+ Rolrns, )] [Hi(5.8) ~ Ha(v.8) | dEde

t
<Myl +2 [ [ Ri(x57.8) + Rolt.xi. &) M wldE e

<M, |w|s (1 +/0t [99 R (1,7, E) +R0(t,x;‘v,§)]d§d’c> .

Como Ry e R; sdo regulares, existe M3 tal que

t
1+//a RU(t,%:7, &) + Ro(t,x,7, & )| dEdT < M,
0 Jog
e tomando M4 = max {M3, 2M,}, obtemos
w1 (2,%) — ya(t, x)| < Mallwl:.

Além disso, por (1.42), (1.43) e (1.44), segue que

w(t.)] :\ [ [0 ) [(F ) (.8) - (F)(e.8)] agas
[ ] T )58 - vale )
< [ [0 )R ) (5. 8) - (F)(7,8) dEae
[ ] IR 8| (wi(5.6) - vale.©) dgas
g/ot/g‘l“(t,x;‘c,é)|M|u1—uz‘déd‘v+/ot/89|F(t,x;r,§)‘M4HwH,d§dT
Ml [ [ Irese&)lagar il [ [ irene)agas
_ [M/OZ/Q}F(t,x;r,ﬁ)]d&dr+M4/()t/aQ‘F(t,x;r,é)}d&dr} Iwl-
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Pelo Lema 1.3, existe uma constante Ms, tal que

t t
//|F(t,x;r,§)\d§dr§M5t““ eg// IT(t,x;7,8)|dEdT < Mst ™ HH1,
0Jo 0 Jog

E assim, concluimos que |w(z,x)| satisfaz a seguinte estimativa,
|W(t>x)| < M6l_'u+l ||W||l>

onde Mg = max {MM5 ,MyM5 } Considere agora t; > 0, um valor qualquer tal que M6t11 <
1 e suponha que ||w||;, # 0. Como ||w||; € uma fung¢do crescente em 7, segue da estimativa

acima que

—u+1
Iwlle, = sup [w(z,x)] < Mgt; " [|wlls,,

XEQ
te(0,t1]

implicando em uma contradi¢do com a hipétese. Logo, ||w||;, = 0, mostrando que & = u
em [0,;] x . Como a estimativa é vélida para qualquer ¢, uma continuagéo do argumento

anterior, leva a conclusdo que u; = u> em Dr. O

1.3 Resultados de existéncia de solucao

Nesta sec@o, vamos obter resultados de existéncia de solu¢ao para o problema (1.1). Note
que o Teorema 1.2 nos garante a existéncia de uma solucao de (1.1) baseada nas hipdteses
K(x,y) > 0 e da existéncia de um par ordenado de sub e supersolucdo. No entanto, para
garantir a existéncia desse par ordenado, algumas condi¢gdes adicionais devem ser impostas

sobre as fungdes K(x,y) e f(x,u). Apresentamos aqui tais condigdes:

(Ko) K(x) 20, [ Kxydy <1 (v€ 99, yeQ)
Q
(fo) Existem constantes m <0e M >0 (oum >0e M < 0) tais que
flem) =0, f(x, M) <0 (xeQ).

Teorema 1.3. Assuma que (Kp) e (fp) ocorram. Entdo, para qualquer dado inicial ug,
satisfazendo m < uy < M, o problema (1.1) possui uma tnica solucdo u(t,x) tal que

m<u(t,x) <M t>0,xeQ. (1.46)
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Além disso, a solugdo u(t,x) é ndo negativa se uy > 0 e a condig@o (fp) é satisfeita com

m=0.

Demonstracdo. Vamos mostrar que m e M s@o sub e supersolucdes de (1.1), respectivamente
e, com base nas hipoteses do Teorema 1.2, podemos concluir que a relagdo (1.46) € satisfeita.
Para isso, note a hipétese (fp) implica que i = M verifica

i —Li=M,—LM = 0> f(x,M) = f(x,ii) em Dr.

Além disso, por (Kp), temos que

Bli]] = BM] = aog_];[ +M=M>M | K(x,y)dy= / K(x,y)i(t,y)dy sobre St.
Q Q

Por fim, temos que #(0,x) = M > uy em Q. Como i = M verifica as trés desigualdades
acima, entdo é uma supersolucdo de (1.1). De maneira andloga, vamos mostrar que a funcio

constante # = m é uma subsolugdo. Usando a hipédtese (fo), temos que
B —Li=m—Lm=0< f(x,m)= f(x,ii) em Dr.

Além disso, (Kp) garante que

il J
Bli] = co g +i= oo tm=m<m [ K(xy)dy= | K(xy)i.y)dy

E ainda, como estamos supondo que (0,x) = m < up, temos que & é subsolucdo de (1.1).
Note que agora estamos sob as condi¢des do Teorema 1.2, entdo a relagdo

M

m=a<u<i

Y

¢ satisfeita, onde u € a Unica solucao do problema (1.1). Além disso, quando ug > 0 e
a condigdo (fy) é satisfeita com m = 0, a propriedade ndo negativa de u(¢,x) segue de
(1.46). O

Note que o Teorema 1.3, produz uma solu¢do limitada nao negativa de (1.1) quando
up > 0 e a condigdo (fy) € satisfeita com m = 0. Contudo, é interessante nos questionar se
ainda seria possivel encontrar uma solu¢do ndo negativa para (1.1) caso essas condi¢des nao
fossem atendidas. Observe que ao substituirmos tais condi¢des pela condi¢ao de crescimento
linear

flx,u) <a(x)u+b(x), u>0,xeQ, (f1)
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onde a(x) e b(x) sdo quaisquer fun¢des continuas com b(x) > 0, podemos encontrar uma

solucdo global nao negativa. Tal resultado estd contido no seguinte teorema.

Teorema 1.4. Seja f(x,0) > 0. Assuma que as condi¢des (Kp) e (f1) com b(x) > 0, ocorram.
Entdo, para qualquer dado inicial ug > 0, existem constantes p e Y tais que uma tnica solucio

global u(t,x) para o problema (1.1) existe e satisfaz
0 <u(t,x) < pe”, t>0, x€Q. (1.47)

Além disso, u(t,x) — 0 uniformemente em Q conforme ¢ — oo, quando a(x) < 0 e b(x) =0
em Q.

Demonstracdo. Vamos mostrar que as fungdes @i = 0 e it = pe” sdo sub e supersolucdes
ordenadas de (1.1), respectivamente, e assim, a existéncia de uma tnica solu¢do e a relacdo
(1.47) seguird do Teorema 1.1. Para tanto, note primeiramente que a partir de f(x,0) > 0,

concluimos que 7 = 0, verifica
i —Li=0< f(x,0) = f(x,i) em Dy.
Além disso, por (Kp), temos
Bli] = Ocog—z +i=0< O/QK(x,y)dy < /QK(x,y)ﬁ(t,y)dy sobre St,

e 7(0,x) = 0 < up(x). Como # satisfaz as desigualdades acima, temos que # = 0 é uma
subsolugdo de (1.1). Agora, faremos a mesma verificagdo para ii. Com efeito, note que se
tomarmos ¥ > a(x) + (b(x)/p)e” ", com y > 0e p > 0, por (f;), obteremos

i — Lii = (pe™); — L(pe™) = ype’ > (a(x) + f%) (pe™)

E ainda, para p > ug, temos que

4(0,x) = (pe”)(0,x) = p > up(x) em Q.
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Por dltimo, vamos analisar a condi¢@o de contorno. Para isso, note que, por (Kj), obtemos

pe’ > pe’”/ K(x,y)dy sobre St.
Q

Logo,

B[ﬁ] — B[peyt] — pth > peyt/[((x,y)dy = /K(x,y)ﬁ(t,y)dy sobre S7.

Dessa forma, como as trés desigualdades acima sao verdadeiras, podemos concluir que
i = e”" é uma supersolucdo de (1.1). Assim, sobre as hipéteses do Teorema 1.2, concluimos

que a relacao
0=a<u(t,x)<ia=pe” >0, xeQ,

ocorre, onde u(z,x) é a tnica solugdo global para (1.1). Além disso, quando a(x) <0eb =0
em Q, a constante y pode ser escolhida negativa. Nesta situacdo u(¢,x) — 0 quando ¢t — oo

Isso prova o Teorema. [



Capitulo 2
O problema estacionario

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e unicidade de solucd@o para o problema eliptico

—Lu = f(x, l/[) em Q,

Blu] = /Q K(x,y)u(y)dy sobre 9Q, 1)
onde Q C R”", n > 1, é um dominio limitado regular, dQ € a fronteirade Q e f : OxR—>R
¢ uma funcao Holder continua na varidvel x e de classe C na segunda varidvel. Além disso,
os operadores L, B e a fungdo K(x,y), sdo definidos como no Capitulo 1.

O capitulo serd dividido em trés secdes. Na primeira, apresentaremos defini¢cdes e resul-
tados que serdo utilizados ao longo do estudo do capitulo. Na segunda secdo, apresentamos o
método de sub e supersolugao, e assim como foi feito no capitulo anterior, construiremos
duas sequéncias utilizando o Método de Iteracio MonotOnica e mostraremos que ambas
convergem para as solucdes de (2.1), onde tais solucdes sao chamadas de solu¢des maximal
e minimal. Na terceira secao, serdo apresentados resultados que comprovam a existéncia
das solu¢des maximal e minimal e a unicidade de solucdo para o problema (2.1). Veremos
que para esses dois casos, serd necessario impor algumas condi¢Oes adicionais sobre as

funcdes f(x,u) e K(x,y).

2.1 Resultados preliminares

Nesta secdo, serdo apresentadas algumas defini¢des e resultados fundamentais que serdo uteis
em todo o capitulo, além de referéncias as correspondentes demonstragdes. Apresentamos

aqui as principais condi¢des sob as fun¢des K(x,y) e f(x,u) usadas ao longo desta se¢do:

(K1) K(xy) 20, [ Klxy)dy<1 (x€0Q, ye Q)
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(K2) K(x,y) >0, /Q K(x,y)dy <1, /Q K(ry)dy#1 (x€09Q, yeQ);

(f2) fulx,s) <0, param<s<M.

De maneira andloga ao problema (1.1), o esquema iterativo mond6tono para o problema

(2.1) também se baseard em um lema da positividade no qual é apresentado a seguir.

Lema 2.1. Sejam c e 3y fun¢des ndo negativas e limitadas que nao sdo ambas identicamente
iguais 2 0. Se w € C*(Q) verifica

—Lw+cw >0 em Q,

0 2.2
(Xo—w + Bow >0 sobre 0Q, 2:2)
an
entdo w > 0 em Q. Além disso, w > 0 em Q a menos que w = 0.
Demonstracdo. Ver [12, Chapter 3, Lemma 1.4]. [

Lema 2.2. (Lema de Hopf’s) Seja L uniformemente elitico e u € C*(Q) NC!(Q). Suponha
que
Lu>0 emQ,

e que existe xg € JQ tal que
u(xp) >u(x) VxeQ.

Finalmente, suponha Q regular. Entdo, a derivada normal exterior em x satisfaz

Demonstracdo. Ver ([6], Secao 6.4.2). 0

Teorema 2.1. (Principio do Maximo Forte). Seja Q C R" um aberto conexo, £ = L+ ¢(x)

um operador uniformemente eliptico em Q e u € C*(Q)NC(Q). Caso ¢ = 0, temos
(1) Se Lu > 0em Q e u atinge maximo em Q, entdo u é constante em €Q;
(i) Se Lu <0em Q e u atinge minimo em €2, entdo u é constante em Q.
No caso em que ¢ < 0, vale o seguinte:
(iii) Se Lu > 0 em Q e u atinge maximo nao negativo em €2, entdo u é constante em Q;

(iv) Se Lu <0em Q e u atinge minimo ndo positivo em £, entdo u € constante em Q.
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Demonstracdo. Ver ([6, Secdo 6.4.2, Theorem 4]). L]

Apresentaremos a seguir, resultados essenciais para provarmos a existéncia de solucao

para o problema (2.1). Para tanto, considere inicialmente o seguinte problema:

{ —Lu=f, emQ, (2.3)

u=nh, sobre 0Q,

onde f € L*(Q), h € L*(dQ) e L = L+ c(x) é um operador uniformemente eliptico com a;;,
bj, Ccc Lw(.Q.).
Definicéio 2.1. Dizemos que u € H} (Q) é uma solugdo fraca de (2.3) se
n .. n .
/ Z a' (x)ug;vy; + / Zb'(x)uxiv+ /c(x)uv = /f(x)v, VveH(Q). (2.4)
ij=1 i=1

Teorema 2.2. Seja Q C R" um aberto limitado e £ um operador uniformemente eliptico.
Entdo existe uma constante y > 0O tal que, para toda f € Lz(Q) ehe L2(8Q), o problema

—Lu+uu=f emQ, 2.5)
Blu]=h sobre 0Q,

possui exatamente uma solucdo fraca em H& (Q), sempre que 1 > 7,

Demonstracdo. Ver ([6, Section 6.2.2, Theorem 3], [9]). L]

Obs: Se u for solucio fraca e tiver regularidade, entdo serd também uma solugdo cldssica
(Ver [9, Proposicao 4.3.3]).

Para os proximos resultados, considere o seguinte problema

2.6
Blu] =h sobre 0Q, (20)

{ Lu=f emQ,
onde Q C R" dominio limitado com fronteira regular.
Teorema 2.3. (Regularidade Eliptica) Seja 1 < p < +<c. Suponha que
* ajj eC 1 (ﬁ),
* bj,c, feLP(Q);

. B.he LP(IQ).



36 O problema estacionério

Se u € H'(Q) é solugdo fraca de (2.6), entdo u € W>”(Q). Além disso, existe uma constante
C > 0 (que ndo ¢é dependente de u) tal que

lullwar@) < C (fllr@) + Al o0) -
E ainda, se tivermos também
* a;jj,bj,c, f € Wk’p(Q),
e B,he WrP(9Q),

entdo, u € W22 (Q) e

lullpeszoiay < € (I hwsoey + Illwesan)-
Demonstracdo. Ver ([1, Theorem 9.32]; [8, Theorems 9.11 e 9.13]; [14, B.2]). L]
Teorema 2.4. (Schauder) Seja 0 < o < 1. Suponha que
* gjj € ch(Q);
* bj,c, f€CHQ);
« B, heC™(0Q).

Se u € H'(Q) é solugiio fraca de (2.6), entdo u € C>*(Q). Além disso, existe uma constante

C > 0 (que ndo € dependente de u) tal que

el ez < € (I oy + Il cneany)
E ainda, se tivermos também
* ajj,bj,c, f € Ch*(Q);
« B.heCH*(9Q),
entdo, u € CK2%(Q) e
lllex2ay < € (I lesaay + Mellcraaa)

Demonstragao. Ver ([1, Theorem 9.32]; [8, Theorems 9.11 ¢ 9.13]; [14, B.l]). ]
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2.2 Método de Sub e Supersolucao

Nesta sec@o, abordaremos o método de sub e supersolucdo para (2.1) e apresentaremos
resultados que comprovam a existéncia e unicidade de solucio para esse problema. Com
relacdo ao problema (2.1), temos a seguinte definicdo de sub e supersolucdo, onde serd
baseada novamente na hipétese K(x,y) > 0.

Definiciio 2.2. Dizemos que a funcio i, € C>(Q) NC!(Q) é uma supersolugio de (2.1) se

verifica

—Liig > f(x, i) em Q,

Bliiy] Z/QK(x,y)ﬁs(y)dy sobre 0Q. 2.7)

Definiciio 2.3. Dizemos que a fungio iy € C*(Q) NC'(Q) é uma subsolugio de (2.1) se

verifica

—Liig < f(x,dy) em Q,

2.8
Bliiy] /K (x,y)ds(y)dy sobre dQ. 28)

Definiciio 2.4. Sejam d, ii; € C>(Q)NC' (Q), um par de sub e supersolugdes de (2.1). As
funcdes i e ii; sdo ditas ordenadas se

i, <iy, em Q.

Defini¢io 2.5. Sejam i, i; € C*(Q)NC'(Q) sub e supersolu¢des de (2.1). Entio, para

qualquer par ordenado i < iy, definimos o setor (i, i), como sendo o intervalo funcional

<ﬁ57ﬂs> = {u S C(ﬁ), iy <u< ﬂs} .

Pode-se perceber que, a partir das defini¢cdes acima, toda solucdo (classica) de (2.1) é
uma subsolu¢@o ou uma supersolugdo. Perceba ainda que, quando i < ugy < i, as fungdes

iis e il sdo também sub e supersolucdes de (1.1), pois verificam

Liiy = —Liig > f(x,id;) em Dr,
Blig| > | K(x,y)is(y)dy sobre S7,

I,~ts<0,)€) > MO(X) cm Qa

~

1N
b

N—
~
|

)
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e ainda

(ﬁs)t _Lﬁs = _Lﬁs < f(X, ﬁs) em DT;

B[ﬁY] S K(x7y)ﬁs (y)dy sobre ST;
Q

i5(0,x) < up(x) em Q.

Antes de prosseguirmos com o proximo resultado desta se¢do, vamos construir uma
sequéncia, por meio do Método de Iteragdo Monotonica, utilizando problemas auxiliares.
Tal sequéncia serd utilizada no Teorema 2.5, onde provaremos a existéncia de solu¢do para
o problema (2.1). Para tanto, considere inicialmente uma fungio u? e c)ncl(Q)eo

seguinte problema auxiliar

—Lu+cu = f(x, ugo)) +eul? em Q,

Blu] = /QK(x,y)ugo)(y)dy sobre 0Q, 29)

onde ¢ = ¢(x) é uma funcéo a ser escolhida posteriormente. Pelo Teorema 2.2, o problema

(2.9) admite uma tnica solucdo, denotada por ugl). De maneira andloga, considere o seguinte

problema

—Lug +cug = f(x, ugl)) + cugl) em Q,

Blu] = /Q Koyl ()dy  sobre 9Q. (2.10)

Novamente pelo Teorema 2.2, o problema (2.10) possui uma tnica solu¢do, que serd denotada
(2)

por ug . Continuando esse processo indutivamente, concluimos pelo Teorema 2.2, que existe

(k)

uma Unica solucdo, denotada por ug ’, satisfazendo

—Lugk) +cu§k) = f(x, ugk—l)) +cu§k_l)

B[ugk)] = / K(x,y)ugk_l)(y)dy sobre 0Q.
Q

em 0,
(2.11)

Quando existem sub e supersolucdes de (2.1), podemos repetir a iteragdo acima com

(0)

U = iy ou ug ° = ily. Para o proxi t denot | 7 d
ug = iy N/ préximo teorema, denote a sequencia por {u; '} quando

(0)

U il € por {ggk)} quando u; ° = iis. Além disso, defina a funcdo c(x) da seguinte forma

¢(x) = max {y, max {—%(x, P dg(x) < r(x) < i (x) }} , (2.12)

onde y é dada pelo Teorema 2.2. As sequéncias {aé")} e {ggk)} possuem a seguinte proprie-
dade de convergéncia mondtona semelhante a do Teorema 1.2.
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Teorema 2.5. Seja K(x,y) > 0. Suponha que exista il e iy, um par ordenado de sub e super-
solucdes de (2.1). Entdo, as sequéncias {ﬁ‘gk)} e {ggk)} convergem monotonicamente para as
solucdes u; e u, de (2.1), respectivamente, e satisfazem a seguinte relagdo de monotonia

a, < u® <uF) <7 <7 < i em Q. (2.13)

Ug

©

Além disso, u, <1 em Q, e se u} é qualquer outra solugdo em (i, ii;), entdo

u, <ul <u; emQ.

h*

Demonstragdo. A demonstracdo do Teorema serd dividida nos seguintes passos:
(i) Mostrar que as sequéncias {ggk) te {ﬁgk) } possuem a seguinte relacdo de monotonia

(k+1) 7% <

fy <ul <uV <y <u <u i <i;, emQ. (2.14)

(i1) Mostrar que %, e u, sao solugdes do problema (2.1);

(iii) Mostrar que, se u; € (i, ils) é qualquer outra solugdo de (2.1), entdo

u, <u; <ug; emQ.

Passo (i): A prova deste passo serd feita argumentando por indu¢do. Primeiro vamos mostrar

que
W <ul <wh <@’ emQ. @.15)

Iniciamos provando que ﬁgl) < ﬁ§0) em Q. Para isso, considere a funcdo v = a§°) — ﬁﬁl). Pela

(0)

defini¢ao de supersolucao, (2.11) e a hipétese u; * = ii;, temos

—Lv+cy= _L(—(O) _—(1)) —|—C(_(0) _ﬁg1)>

( L + i) - ( R )
= (—2al” + ) — (r(ea”) +ca”)

= —Lug ) —f(x,ugo))
=—Li— f(x,ii) >0 emQ.
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Além disso,
B[v] = B[ai,) — B[a\"]
> [ K@yamdy— [ Ky o)y
= /Q K(x,y) (i, — ") (v)dy

:/K@wmrﬁmw@:OSwmmx
Q
Pelas desigualdades obtidas acima, temos

—Lv+cv>0 emQ
B[v] >0 sobre 0Q,

=(0)

Pelo Lema 2.1, temos que v > 0 em Q, ou seja, ug ) <7,  em Q, como querfamos provar.

Usando (2.11), a defini¢@o de subsolucdo e a hipétese ug 0 _

andloga que u _ﬁl) < _§ )

V= a§” —gﬁl). Entao,

= ll, pode-se provar de maneira

1 . . ~
. Vamos agora mostrar que u _§ ) < ug ). Para isso, considere a fungdo

v+ cv=—L (ﬁ§1) —gﬁ”) +e (‘s” —ul)
_ (—Lﬁ@ +cﬁ§1)> - (—ngl) +eulV

= f(x, 7t )+c§)— f(x,gﬁo))+cg§0))
f(x ”s) + ciis — (f(x, ﬁs) +

Com o intuito de aplicar novamente o Lema 2.1, vamos provar que
f(x, i) +cii > f(x,ﬁ) +cii em Q,
Para isso, considere a funcao

g: (ds,ig) — R

r—g(r) = f(x,r)+c@)r,

Note que, por (2.12), a fungdo r — f(x,r) + c(x)r é crescente em (i, ii;). Em particular,

para r| = lis € rp = ils, temos

g(r2) >g(r),
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1sto €,

Desta forma, obtemos
f(x,iis) +ciig > f(x,d) +cliy  em Q.
concluindo que
—Iv+cv>0 emQ.

Além disso

Pelas desigualdades acima, temos

—Lv+cv>0 emQ,
B[v] >0 sobre dQ.

Segue novamente do Lema 2.1 que, v > 0 em Q, ou seja, nﬁ” > n§‘) em Q. Dessa forma,

concluimos que (2.15) ocorre. Agora, suponha por indugdo que

D <y <7 <D e @ (2.16)
Vamos provar que
W <u "V <af* <@l em@ (2.17)
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k+1) _ _(k . . _(k)  _(k+1
Vamos comegar mostrando que u§ +1) ug ). Para isso, considere vy = u§ ) _ u§ + ). Por

(2.11), temos

—Lvg+cvg = —L (ﬁgk) — ﬁng)) +c (uﬁ") — ﬁ§k+l))
= (—1a? + ) - (~ra ) + )

_(k—1) k—1)

= f(x U ) +cﬁ§ —f(x,ﬁﬁk)) — cﬁék) em Q.

(k) _ =(k=1)

Fazendo ri =u; ' € r, = U , segue da hipdtese de inducdo e (2.12), que

g(x,r2) > g(x,r1),
isto €,
_(k—1)

(1 ) > g(x,u).

Desta forma, obtemos

_(k=1)y (k-1

f(x, Uy ) +cu ) > f(x,ﬁgk)) + cﬁgk) em Q,
concluindo que

—Lvg+cvy >0 em Q.

Além disso,

= [ Ky wdv— [ Koy o)y
Q Q

= / K(x,y) (ﬁgk_l) —ggk)) (y)dy >0 sobre dQ.
Q

pois por hipétese, u§ b > —E Y (x,y) > 0. Pelas desigualdades acima, temos

{ —Lvg+cvg >0 emQ,
B

V>0 sobre dQ.
Segue novamente do Lema 2.1 que, vy > 0 em Q, ou seja, ﬁgkﬂ) < ﬁgk) em Q, como
queriamos provar. Usando (2.11), pode-se provar de maneira andloga que u; e < gg Y em
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Q. Resta agora mostrar que ggkﬂ) < ﬁng) Para tanto, considere vy = ung) — ggkﬂ). Por

(2.11), temos
IV, OV, = —L( (k+1) k+1 >+C( (k+1) _k+1>

:<_Lﬁ§k+1 —( > ( L (k+1) k+1)>

= f(x,ﬁﬁk)) +cu§k) f(x, (k) ) cgka) em Q.

Pela hipdtese de indugdo e (2.12), segue que

2(e,mY) > g(x,ul

Logo,
f (x,ﬁgk)) +atd > f(x, %E")) +a® emQ.
e portanto,
—Lvg+cvy >0 em Q.

Além disso,

(r)asd) (v)dy /ny )dy

(x,y) (ﬁgk) —z‘g )) (y)dy >0 sobre 0Q.

pois, por hipétese, #; > ug ' e K(x,y) > 0. Assim

—Lvg+cvg >0 emQ,
B[vs] >0 sobre dQ.

Logo, pelo Lema 2.1, temos que vy > 0 em Q, isto é, ggkﬂ) < uE"“)

em €2, como queriamos
mostrar. Portanto, a relag@o (2.13) € satisfeita. Além disso, como as sequéncias mondtonas

de nimeros reais {a§") (x)}ed{ uld (x)} sdo limitadas, seus limites pontuais existem, digamos

lim ) (x) = a,(x) e lim 1l (x) = u,(x),
k—>°° k—}oo
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Portanto, para k > 0, temos

i, < ugk) < ung)

=5 = =28

completando assim, a prova do passo (1).

Passo (ii): Vamos agora mostrar que os limites #;(x) e u,(x) sdo solugdes de (2.1). Com

efeito, como r — f(x,r) + cr é crescente em (i, i) e, conforme provado no passo (i),

(k)

i, <uy’ < i, entdo

fx, ) +ciy < f(x,ggk)) +cg§k) < f(x, i) +ciiy  em Q.
Logo, paracadax € Qe k > 0, temos
£ () cul?| < max {1 (x,) + cal | f (3, 0) +
€, portanto

|7 es) +- || < max {7 )) + el £ e, ) +- et}

(k)

mostrando assim que f (x,ggk)) + cuy’ € limitada em L™(Q). Além disso, por hipdtese
0 < K(x,y) é regular. Logo

/ K (x,y)is(y)dy < / K(x,y)ul® (y)dy < / K (x,y)ig(y)dy.
Q Q Q

(k)

Portanto, de forma analoga ao que foi feito para a fungdo f(x,u; ’), podemos concluir que

[ K o)a.
Q

¢ também limitada em L™ (dQ). Agora, denotando por

O =rlud) +el e oW = /Q K(xy)u (v)dy, (2.18)

obtemos, pela regularidade eliptica (ver Teorema 2.3), a seguinte estimativa

1 22 < € (15D o) + I8P liram) VP21,
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onde C = C(Q, p) > 0. Usando as imersdes L™ (Q) < LP(Q) e L*(dQ) — LP(dQ), segue

que

[ w20 < €1 (1Pl + 18¥ 20 )

(k)

para uma constante C; > 0. Isso implica que u; ~ € limitada em w2p (Q). Além disso, segue
da imersio WP (Q) — C1%(Q) (ver [6]), que u{? ¢ limitada em € L¢(Q) e portanto

£l +eul ) e /Q K(x,y)u* D (y)dy, (2.19)

sdo limitadas em C%%(Q) e C%*(9Q), respectivamente. Pela regularidade de Schauder (ver
Teorema 2.4), temos g§k> € Cz’a(Q) e, ainda

Il < €2 (W llcouiay + 189 leveom )

para uma constante C, > 0. Por (2.19), segue que g(k) ¢ limitada em Cz’“(Q). Da imersao

compacta C2%(Q) << C?(Q) (ver [6]), obtemos que, a menos de uma subsequéncia, u*)

€ convergente em C 2 (Q). Repetindo todo esse processo para ﬁ§k>, também obtemos, a menos
de uma subsequéncia, que ﬁgk) € convergente em C? (Q). Como ji conheciamos o limites
pontuais
lim 7" (x) =ug(x) e lim ggk) (x) = u,(x) VxeQ,
k—>°° k%oo
por unicidade do limite, concluimos que
iV i, e u? —u, em Q). (2.20)
Recorde agora que ggk) verifica
— gﬁk) —|—cu£k) = f(x, ugkfl)) + cugkfl) em Q,
_ 2.21
BluM] = / K(x,y) D () dy sobre 9. (@21)
Q
Fazendo k — +o0 e usando (2.20), obtemos
—Lu,+cu, = f(x,u,) +cu, emQ,
(2.22)

Blu) = [ K(ry)u()dy  sobre o,
Q
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e, portanto,

—Lu, = em Q,

2.23
/ K(x,y)u,(y)dy sobre dQ, (2.23)

mostrando que u, € solucdo de (2.1). De modo andlogo, mostra-se que %, também € solugdo
de (2.1).

Passo (iii): Seja u* € C*(Q)NC'(Q) uma solucio qualquer de (2.1), com u’ € (f, iis).
Argumentando por indugdo, provaremos que

AV <wr < em Q. (2.24)

iV <ur <l emQ. (2.25)

Para isso, vamos dar inicio provando que u; * < u; em Q. Note que

=0, <u; emQ. (2.26)

0
Uy

Por outro lado
¥ em Q. (2.27)

u(s) s > u

E assim, por (2.26) e (2.27), concluimos que (2.25) ocorre. Agora, suponha por indugdo que

Mostraremos que a relagdo (2.24) € verdadeira. Comecemos mostrando que %E") <ufemQ.

Para isso, considere a fun¢do w = u; — g(k). Em vista de (2.1), temos
—Lw+cw=—L (u;‘ —g@) +c (u: - ggk))
= (—Luj + cuy) — (—ngk) + ngk))

= f(x,u}) +cu; —f(x,ggk_l)) —cgﬁk_l) em Q.
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Como u;, gﬁkil) € (d, is) e s — f(x,5)+c(x)s é crescente em (ily, i), entdo pela hipétese

de indugdo, temos

f(x, u:) +cu; > f(x,gka_l)) —|—cg§k_1) em Q.

Além disso,

Logo, pelo Lema 2.1, temos que w > 0 em Q, isto é, ggk) <u em Q. De maneira andloga,

mostra-se que u;, < ﬁgk) em Q. Dessa forma, fazendo k — —+oco em (2.24), obtemos

lim u® (x) < lim u*(x) < lim72® (x) em Q,
k—roo k—>oo k—>oo

implicando em

JF
IN
h:*
VAN
=
o
=
©l

Como queriamos mostrar. [

Observacio: Tendo em vista a relagdo u, < u; < i, para qualquer soluco u; € (i, i),
dizemos que %, € u, sdo solugdbes maximal e minimal, respectivamente, de (2.1) neste

intervalo.

2.3 Resultados de existéncia e unicidade

Para garantir a existéncia de solu¢des maximal e mimimal, precisamos encontrar um par
ordenado de sub e supersolugdes. No primeiro resultado apresentado nesta secao, veremos
que tal par ordenado serd dado por ii; = M e ii; = m quando as condi¢des (Kp) e (fp) sdo
satisfeitas. Veremos ainda que para garantir a unicidade de solug¢do para o problema (2.1), é
suficiente que a func¢do K(x,y) satisfaga a condi¢do (K;) ou (K3) e a fungdo f(x,u) satisfaca

a condi¢do (f>). Para facilitar a leitura, vamos reescreve-las aqui:

(K1) K(xy) 20, [ Klxy)dy<1 (x€0Q, ye Q)
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(K2) K(x) >0, [ Kxdy <1, [ Kry)dy#1 (x€00, yeQ)
Q Q
(fo) Existem constantesm <0e M >0 (oum >0e M <0) tais que

fl,m) >0, f(x,M) <0 (x€Q).

(f2) fulx,s) <O m<s<M.
Como consequéncia do Teorema 2.5 temos o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 2.6. Suponha que as condi¢des (Kp) e (fp) sejam satisfeitas. Entdo o problema
(2.1) possui solu¢gdo maximal %, e solu¢do minimal u, tais que

m < u (x) <uy(x) <M Vx € Q. (2.28)

Além disso, se u; é qualquer solugdo entre m e M, entdo

(%) <up(x) <ug(x) em Q. (2.29)

|

Demonstracdo. Vamos mostrar que as funcdes constantes ii; = m e iiy = M, sdo sub e super-
solugdes de (2.1), respectivamente. Assim, a conclusdo deste teorema seguird diretamente do
Teorema 2.5. Para tanto, note que, sendo M > 0, por (Kp), temos

M/QK(x,y)dy <M sobre dQ. (2.30)
Analogamente, para m < 0, temos
m/QK(x,y)dy >m sobre dQ. (2.31)
Agora, observe que a hipétese (fy) implica que a fungdo constante ii; = M, satisfaz
—Lig=—LM=02> f(x,M) = f(x,id;) em Q.

Além disso, pelas hipdteses (Kp) e (2.30),

Bla,] = BM] = aogi; FM =M= [ K(y)dy= [ KGn)ao)dy  sobre 90,
Q Q

Como ity = M verifica as duas ultimas desigualdades acima, entdo é uma supersolugao de

(2.1). De maneira andloga, vamos mostrar #i; = m € uma subsolucdo de (2.1). Usando a
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hipétese (fp), temos que
—Liiy, = —Lm=0< f(x,m) = f(x,d;) emQ.

Além disso, pelas hipéteses (Kp) e (2.31),

om

Bl =Bl = 037 +m=m <m | Ky = [ Ky sobre .

Note que agora estamos sobre as hipéteses do Teorema 2.5, e assim concluimos que a relacio

m<u (x) <u(x) <M xe€Q,

¢ satisfeita. E ainda, para qualquer outra solugdo u; entre m < 0e M > 0, segue que
u, <u<u; x€Q.

O

Perceba que, pelo Teorema 2.6, é possivel que o problema (2.1) possua mais de uma
solucdo entre m < 0e M > 0. O Lema a seguir fornece um resultado de comparacio que serd

crucial para a propriedade de unicidade de uma solugdo para (2.1).

Lema 2.3. Suponha que K(x,y) satisfaz a condi¢do (K;) ou (K3) e que a fungdo w €
C?(Q)NCY(Q) verifica

—Lw <0 em £,

B[w] S/QK(x,y)w(y)dy sobre Q. (2.32)

Entdo, w(x) <0em Q.

Demonstragd@o. Suponha, por contradi¢io, que exista x € Q tal que w(x) > 0. Entdo, existe
xo € Q tal que w(xp) > 0 é um maximo positivo. Se xy € Q, entdo pelo item (i) do Teorema

2.1, w(x) € uma constante positiva, isto é
wx)=k, VxeQ, k>0. (2.33)

No entanto, sendo isso verdade, note que por (2.32), temos

[ Ky = i) = 05 b —aoge =k 234
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E ainda por (2.33), obtemos

/Q K(x,y)w(y)dy = /g K(x,y)kdy =k /Q K(x,y)dy. (2.35)

Logo, de (2.34) e (2.35), concluimos que

/ K(x,y)dy > 1.
Q

Uma contradi¢do com (Kj) e (K3) e, portanto, xo & €. Agora, vamos mostrar que xo & dQ.
Para isso, € necessdrio recordar que Q regular e —Lw < 0 em €, entdo estamos sobre as
hipéteses do Lema 2.2, o que implica em

Agora observe que, se xg € dQ, a relacéo

aw(xp)
an

0l +wxo) < [ K(xo,y)w(xo)dy, (2.36)
Q

ndo € verdadeira. Para mostrar isso, vamos analisar os seguintes casos
(i) Condigdo (K;) e o > 0;
(ii) Condigdo (K3) e ag > 0;
(iii) Condigdo (K7) e ap = 0.

De fato, tendo em vista (2.32) e a defini¢do de B|w|, suponha primeiramente que (i) ocorra.
Entao

w(xg) < 0

av;(;co)+w(xo)S/QK(xo,y)w(y)dyg/QK(xojy)w(xOMy? (2.37)

ou seja,
/K(XO,y)dyz 1.
Q

Uma contradi¢do com (K7 ). Suponha agora que o caso (ii) ocorra. Entdo

i) < a0 i) < [ Koy < [ KGoywloidy, 239
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ou seja,

/K(XO,y)dy> L.
Q

Uma contradi¢do com (K3). Por fim, supondo que o caso (iii) ocorra, temos

wiao) < [ KGxo.ywly)dy,

Visto que por hipétese K(xp,y) > 0em Q e w(x) é uma fungdo continua ndo constante e ndo

negativa em €2, entdo a relagdo acima implica que

wixo) < [ Klxo,)wlxo)dy,

implicando em

/ K('x()?y) > 17
Q

gerando uma contradi¢do com (K3). Portanto, concluimos pelos argumentos acima que
w(x) <0em Q. O

Como consequéncia direta do Lema 2.3 temos o seguinte resultado de unicidade quando

f € ndo crescente em u.

Teorema 2.7. Seja i, e iy, um par ordenado de sub e supersolucoes de (2.1). Suponha que
K (x,y) satisfaga (K} ) ou (K3). Se

fu(xus) <0 VxeQ, se <ﬁS7ﬂS>7 (2.39)

entdo o problema (2.1) possui uma dnica solu¢do u; em (i, i) .

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.5, o problema (2.1) possui uma solu¢des maximal u; e
minimal u, tais que u, < u,. Portanto, para provar a unicidade da solucdo, basta mostrar que

u, = Uy. Para isso, considere a fung¢do wy = u; — u,. Tendo em vista o problema (2.1), temos

—Lwy = —Lus+ Lus = f(x,u5) — f(x,u;) emQ.
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Em seguida, defina a seguinte fun¢do

g:R—R
s g(s) = flx,5), x€Q.

Aplicando o Teorema do Valor Médio para g e os valores s (x) = ug(x) e s2(x) = u,(x), temos
g(s1) —8(s2) = g'(§) (51— 52),
onde & = & (x) € (i, ils). Ou seja
S e,tis) = f (v, 1) = fulx, &) (s — ).
Logo,
—Lwy = f(x,15) = f(x,u5) = fulx, &) (s — uy).
Como u; — u, > 0 e, por hipétese, f,(x,r) <0 para r € (i, i), segue que
Jfu(x, &) (s —uy) <0 em Q.
Portanto
—Lwy <0 em Q.
Além disso,

B[Ws] = B[ﬁs] - B[ﬂs]
= [ K@yamdy— [ Koy )y
[e) Q
- /Q K(x,y) (s — uy)(y)dy

:/K(x,y)ws(y)dy sobre dQ.
Q

Pelo Lema 2.3, temos que wy < 0 em Q. ou equivalentemente, u; < u, em Q. Isso nos leva a
conclusio de que % = u, em Q. Portanto, provamos a unicidade da solugdo para o problema

(2.1), quando a funcao f € ndo crescente em u. [
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Quando f(x,u) satisfaz a condicéo (fp), temos que ii; = M e &i = m sdo sub e supersolu-

coes de (2.1). Com base no Teorema 2.7, temos seguinte conclusao.

Corolario 2.1. Suponha que K(x,y) satisfaca (K;) ou (K3) e que existam constantes M > 0,

m < 0 tais que
fe,M) <0, flx;m) >0, fulx,u) <O m<u<M. (2.40)
Entdo o problema (2.1) possui uma tinica soluc@o ug(x) tal que

m <ug(x) <M.

Além disso, se f(x,0) #Z 0 em Q, entdo
(i) ug(x) >0em Q;
(ii) ug(x) > 0em Q quando o > 0 ou quando a condigdo (K3) e o = 0 sdo satisfeitas.

Demonstragdo. Note que estamos sobre as hipéteses do Teorema 2.7. Logo us € (i, ily) é
a unica solugdo de (2.1), com ity = 0 e iy = M. Agora, vamos provar a positividade de u;.

Primeiramente, note que a partir de (2.40), ity = 0 € uma subsolu¢ao de (2.1), pois verifica

—Lity =0 < £(x,0) = f(x, 1) em Q,
il

2.41
Blits] = o n +i,=0= /QK(x,y)ﬁs(y)dy sobre 0Q. 241)

Entretanto, éi; = 0 ndo é uma solu¢do quando f(x,0) > 0 e f(x,0) # 0, visto que
0= —Lis(x) = f(x,d5) VxeQ,

¢ uma contradi¢cdo com a hipdtese f(x,0) # 0 em Q. Assim, u; > 0 e u; # 0 em Q. Defina

agora a seguinte funcao

g:R—R
s> g(s) = f(x,s), x€Q.

Aplicando o Teorema do Valor Médio na fungéo g, temos que existe & = £ (x) € [0,uy(x)] tal

que

g(us) —8(0) = g'(&)(us - 0).
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Pela definicdo da g, temos
fus) = f(x,0) = fulx, & )us.
Logo
flxus) = fulx, &)us + f(x,0),
€ portanto
—Lug = f(x,us) = fu(x,&)us+ f(x,0) em Q. (2.42)
Reescrevendo (2.42) e usando a hipétese f(x,0) > 0, temos
Lus+ fu(x,&)ug = —f(x,0) <0 em Q. (2.43)
Denotando por C* = f,(x,n) < 0, obtemos
Lus+ C*(x)us <0em Q. (2.44)

Suponha agora, por contradigiio, que exista xy € Q tal que uy(xy) = 0, ou seja, u, atinge o
minimo em €. Entdo, pelo item (ii) do Teorema 2.1, u,; é contante em €2. No entanto, se

tivermos
us(x) =k, YxeQ, k>0,

entdo, quando ug(x) = ug(xp) = 0, teremos uma contradi¢io, pois como ji provamos anteri-

ormente, 0 ndo € solucdo de (2.1). Logo, us; ndo é uma constante, o que implica em
us(x) >0 xeQ.

E assim concluimos a prova do o item (i). Vamos agora provar o item (ii), isto €, mostrar que
us > 0 em Q. Com efeito, suponha, por contradi¢éo, que exista xg € d€Q tal que u(xp) = 0.

Entao, pelo Teorema 2.2, temos

dus(xp)

on <0.




2.3 Resultados de existéncia e unicidade

55

Além disso, como ug € uma solucao, e supondo ainda ¢ > 0, obtemos

dug(xp)

0> 005 %% 4t (x0) = /Q K (x0,)us(y)dy > /Q K(x0,)its (x0)dy = 0.

Uma contradi¢do. Além disso, se (K3) e ap = 0 ocorrem, temos

u

0> 0”20 — [ Ko putr)ay

Logo,

0= usx0) [ Klo)dy < [ Kxoyuly)dy <0.

Uma contradicdo. E assim, provamos a positividade de u;.

]

Deve-se ressaltar, que a ultima condi¢do em (K) para o resultado de unicidade, ndo pode

ser removida sem requisitos adicionais em f(x,u). Por exemplo, a fungdo trivial f(x,u) =0

satisfaz a condi¢do (2.40), e se / K(x,y)dy = 1, entdo qualquer constante é uma solugio de
Q

@.1).






Capitulo 3
Dinamica das solucoes

Neste capitulo, vamos analisar o comportamento assintético da soluciao dependente do tempo
de (1.1) em relacdo a uma solucao estaciondria de (2.1). Veremos que quando o dado inicial
de (1.1) corresponde a uma subsolucio ou a uma supersolucao de (2.1), a solu¢do em funcao
do tempo € mondtona em relagdo a ¢ e converge para uma solucio do estado estaciondrio
(2.1), estabelecendo uma relacao importante entre a propriedade de unicidade e a propriedade
de estabilidade. Além disso, analisaremos o caso em que a fun¢do K(x,y) nem sempre é ndo
negativa e verificaremos se a convergéncia do problema parabdlico ainda resulta em uma
solucdo estaciondria. Esses resultados sdo aplicdveis a diversos modelos especificos que

envolvem condi¢des de contorno, tanto lineares quanto nao lineares.

3.1 Resultados Preliminares

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢des e resultados que serdo utilizados ao longo
deste capitulo.

Teorema 3.1. (Principio do Maximo Forte para ¢ > 0) Assuma Q um domimio limitado
regular, u € C?(D7)NC (D) e ¢ > 0 em Dy. Se

u—Lu+cu<0 emDr,

e u atinge méximo ndo negativo sobre D7 em um ponto (¢, Xxo) € Dr, entdo u € contante em

(0,79) x Q. Além disso, se (tp,x0) € St é um ponto de méximo ndo negativo de u, entdo

aa—:;(to,xO) >0, 3.1

sempre que u# € ndo constante.
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Demonstracdo. Ver ([6, section 7.1.4, Theorem 12], [13, Theorem 7]). L]

Para o préximo teorema, considere novamente o problema (1.3), que foi apresentado no

Capitulo 1. Para facilitar a leitura, vamos reescrevé-lo novamente aqui:

uy — Lu+ cu = q(t,x) em Dy,
oco(t,x)g—z+ﬁo(t,x)u:h(t,x) sobre St, (3.2)
u(0,x) = up(x) em Q,

onde g, h e ug sao fungdes Holder continuas em seus respectivos dominios e uq satisfaz a
condicdo de contorno em ¢ = 0. Assumimos que os coeficientes de L e ¢ sdo funcdes Holder
continuas em Dr, 0 e By sdo continuas em St com ¢y > 0, By > 0e o+ Po > 0.

Teorema 3.2. Sejam [y > 0, ¢ > 0. Suponha que S ou ¢ € estritamente positivo. Se
q(t,x), h(t,x) convergem para zero uniformemente em e em dQ, respectivamente, quando
t — o0, entdo, para qualquer fung¢io inicial ug, a solug¢do u(z,x) de (3.2) converge para zero
uniformemente Q quando ¢ — +oo. A convergéncia de u para zero ocorrerd em L? (Q) se

q(t,.), h(t,.) convergem para zero em L>(Q) e L?(dQ), respectivamente, quando ¢ — oo,

Demonstragdo. Ver ([12], Theorem 2.1.3). OJ

3.2 Comportamento Assintético

Na auséncia de conhecimento explicito da solu¢do do problema (2.1), que pode ser nao
uniforme em €2, estabelecemos uma propriedade monétona do problema (1.1) quando o dado
inicial up(x) é uma subsoluc@o ou supersolugio de (2.1). Para isso necessitamos do seguinte
resultado, que é uma versdo do Lema 2.3 para o caso parabdlico.

Lema 3.1. Sejam K (x,y) satisfazendo (K;) ou (K»), e w € C'?(D7) NC(Dr) tal que

wy—Lw+cw <0 em Dy,

Bw| < / K(x,y)w(t,y)dy sobre St, (3.3)
Q

w(0,x) <0 em Q,

onde ¢ = ¢(t,x) é uma fungdo limitada em D7. Entdo w(¢,x) < 0em Dr.
Demonstragdo. A demonstracdo serd feita para os dois casos.

e Caso1l: ¢ > 0;
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* Caso 2: ¢ qualquer.

Caso 1: Suponha, por contradigio, que exista (¢,x) € Dy tal que w(t,x) > 0. Entdo, existe
um ponto (xg,19) € Dr tal que w(xg,1p) € um méaximo positivo. Pela relagdo w(0,x) < 0 em
(3.3), temos que ty > 0. Além disso, por hipétese c¢(z,x) > 0, entdo o Teorema 3.1 implica
em xp ¢ Q, a menos que w seja uma constante positiva em Dr. No entanto, w ndo pode ser
uma constante quando consideradas as hipéteses deste teorema. De fato, se

w(t,x) =k, VY (t,x)€Dr, k>0, (3.4)

entdo, pela condic¢do de contorno em (3.3), temos

050%;’)6)—#%%)6)S/K(x,y)w(t,y)dy sobre S7.
Q

Logo, por (3.4), obtemos
k< k/ K(x,y)dy sobre St,
Q

implicando em
lg/K(x,y)dy sobre St.
Q

Uma contradi¢do com (K7) e (K3) e, portanto, xo ¢ Q e w(z,x) ndo é uma constante. Agora
vamos mostrar que xy € dQ2 também nos leva a uma contradi¢io. Para isso, vamos analisar

0s seguintes casos
(i) Condi¢do (K;)e ap > 0;
(ii) Condicdo (K3) e o > 0;
(iii) Condigdo (K>) e op = 0.

Antes de analisarmos cada caso, primeiro observemos que (fo,xg) € St, € portanto,
estamos nas condi¢des do Teorema 3.1. Logo, (dw(tp,x9)/dn) > 0. Agora, suponha que o
caso (i) ocorra. Entdo a condi¢do de contorno (3.3) fornece que

8W(IQ,X())
an
SAKmemw@

SAMWMM@W@-

w(to,x0) < oo +w(to,x0)
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Implicando em

1< / K (xo,y)dy.
Q

Uma contradi¢do com (K7). Suponha agora que o caso (ii) ocorra. Novamente a condi¢ao de

contorno em (3.3) nos fornece

ow(to,
w(to,X0) < Oﬂo% +w(to,x0) < /QK(xovy)W(foyy)dy < /QK(Xan)W(t07xO)dy- (3.5)

Logo
1< / K (x0,y)dy.
Q
Uma contradigdo com (K3 ). Por fim, suponha agora que o caso (iii) ocorra. Entdo
wltoxo) < [ Ko, y)wito.v)dy.

Visto que por hipétese, K(x,y) > 0 em Q e, como provado anteriormente, w(t,x) é uma

funcdo continua nao constante em €2, entdo a relacdo acima implica que

wlto.x0) < | Klxo,ywlto,)dy
ou seja,
1< / K (xq,y)dy.
Q
Levando novamente a uma contradigfio e assim concluimos que w(t,x) <0 em Dr.

Caso 2: Tome Y > —c e considere a funciio z = e~ "w. Primeiro observemos que

u—Lztcz= (e "w), —L(e "w)+c(e ")w
=—ve "wHwie " —e "Lw+ce "w
=—ve "wte " (w, —Lw+cw)

=—yz+e " (w,—Lw+cw) em Dry.
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Como w satisfaz a primeira relacdo em (3.3), entdao
z—Lz+cz<—yz emDr,
implicando em
z—Lz+(c+7)z2<0 emDr.
Fazendo ¢ = ¢+ 7, temos
zz—Lz+¢z<0 emDr.

Além disso

Por fim

z(0,x) =w(0,x) <0 em Q.

Como z satisfaz as trés desigualdades em (3.3), com ¢ > 0, entdo estamos nas condi¢cdes do

caso (i). Sendo assim, z = e~ "w <0 em D7. Como e " > 0, concluimos que w < 0 em Dr.

E assim, finalizamos a demonstracao.

O]

Uma consequéncia direta do Lema 3.1 € a propriedade monétona da solu¢dao dependente

do tempo de (1.1) quando o dado inicial ug € ou uma subsolucao ou supersolugdo do problema

estaciondrio (2.1). Precisamente, temos o seguinte:
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Lema 3.2. Sejam i, ii; um par ordenado de sub e supersolucdes de (2.1), e u(z,x), u(t,x),
solugdes de (1.1) com u(0,x) = iis(x) e u(0,x) = is(x), respectivamente. Suponha que a

condigdo (K1) ou (K3) é satisfeita. Entdo, para cada x € Q e t > 0, temos que
(i) u(t,x) é mondtona ndo crescente em ¢;
(ii) u(z,x) é mondtona nio decrescente em .
Além disso
(iii) u(t,x) <u(t,x) Vt>0,xeQ.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que quando s < ug < iy, as fungdes i e iiy também

satisfazem
( —Lis < f(x Ms) em D7,
Bli] / K(x,y)is(t,y)dy sobre St,
5(0,x) < up(x) em Q,
e
(#s): — Lits > f(x,is) em Dr,
Bliis) > / K(x,y)is(t,y)dy sobre St,
Q
ii5(0,x) > up(x) em Q.

Entdo, o Teorema 1.2 nos garante que as solucdes u(z,x) e u(t,x) existem e satisfazem as

relagdes
as(x) <u(t,x) <iig(x) e ds(x) <u(t,x) <ii(x). (3.6)

Agora, vamos mostrar (7). Para tanto, considere a fun¢do w(t,x) =u(r + 6,x) — u(t,x), para

uma constante arbitraria § > 0. Tendo em vista que % é solugdo (1.1), temos

—Lw=1u,(t+ 8,x) —u(t,x) — Lu(t + 6,x) + Lu(t, x)
= (U (1 + 8,x) — Lu(r + 8,x)) — (w(¢,x) — Lu(t,x))
= f(x,u(t+8,x)) — f(x,u(t,x)) em Dr.

Em seguida, defina a seguinte fungao

h: R—+R
s—h(s) = f(x,5) x€Q.
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Aplicando o Teorema do Valor Médio para a fungdo & e os valores s1(f,x) =u(t + 6,x) e

sa(t,x) = u(t,x), temos

h(s1) — g(s2) = I (s)(s1 — 52)

ou seja,

f(xu(t+6,x)) — f(x,u(t,x)) = fu(x, &) (u(t + 8,x) —u(t,x)),

onde § = &(z,x) é um valor entre s; e 5. Dessa forma

—Lw = fu(x, &) (u(t + 8,x) —u(t,x)) = fulx,&)w em Dr.

Além disso

Blw] = Blu(r + 8,x)] — Blul(r

K(x,y)u(t+9,y)dy — QK )dy

K (x,y) (a(t +8,y) —u(t,y))dy

K(x,y)w(t,y)dy sobre St.

[
ST 2

e ainda,

w(0,x) =u(d,x) —u(0,x) = u(8,x) —iis(x) <O0.

(3.7

(3.8)

Visto que f,(x, &) é limitada em Dy paratodo T > 0 e w(0,x) <0, o Lema 3.1 nos garante que
w(t,x) <0 paratodo (z,x) € Dr. Entdo u(t + 6, x) <u(t,x) paratodot > 0. A arbitrariedade

de 0 > 0 garante que u(z,x) é ndo crescente em ¢. De maneira andloga, mostra-se (ii). Agora

vamos mostrar o passo (iii). Para isso, Considere a fun¢do w*(¢,x) = u(t,x) — u(t,

W;k —Lv= Et(t7x) _ﬁt(tax) _Lﬂ(t7x) +Lﬁ(tax)

= (u,(t,x) — Lu(t,x)) — (ﬁt(t,x) —Lﬁ(t,x))

= f(x,u(t,x)) — f(x,u(t,x)) emDr.

x). Assim
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Aplicando novamente o Teorema do Valor Médio na fungio £ e os valores s3(¢,x) = u(t,x) e

s4(t,x) = u(t,x), temos
h(s3) —h(sa) = ' (s)(s3 —s4),

isto é
f(xaﬂ(tvx)) - f(x,ﬁ([,X)) = fu(X, Tll) (E(I,X) —ﬁ(t,X)),
onde 11 = 1y (¢,x) € um valor entre s3 e s4. Logo

wi —Lw* = fu(x,m) (u(t,x) —u(t,x)) = fu(x,n1)w* em Dr. (3.9)

Além disso

B[w*] = Blu(t,x)] — Blu(t,x)]
= [ Kyt ydy— [ Koy
Q Q
:/QK(X,y)(E(tay)_ﬁ(t?y))dy
:/QK(x,y)w*(t,y)dy sobre Dr.
e ainda,
w*(0,%) = (0, %) ~ 7(0,x) = ity (x) = Fs(x) <O em Q. (3-10)

Visto que f,(x,n;) é limitada em Dy para todo T > 0 e, w*(0,x) <0, o Lema 3.1 nos leva a

w*(t,x) < 0 para todo (¢,x) € Dr e, portanto, provamos a rela¢do
u(t,x) <u(t,x) Vt>0,xeQ

]

Quando o dado inicial ug € (i, iis), mas ndo necessariamente é uma supersolugcdo nem
uma subsolu¢do, o mesmo argumento da prova do Lema 3.2 leva ao seguinte resultado de

comparagao.

Lema 3.3. Assuma que i, ii; € um par ordenado de sub e supersolucdes do problema (2.1).

Considere ug € (i, iis) e seja u(t,x) uma solugdo de (1.1). Se (K;) ou (K3) € satisfeita, entdo

u(t,x) <u(t,x) <u(t,x) Vt>0,xcQ, (3.11)
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onde u e % sdo solugdes de (1.1) com u(0,x) = iy e u(t,x) = iy, respectivamente.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que a relac@o abaixo é satisfeita
u(t,x) <u(t,x) Vt>0,x€Q.

Para isso, defina a fun¢do z = u —u. Em vista de (1.1), temos

4—Le= (=), ~L(u—10)
= (u; — Lu) — (u; — Lu)
= f(x,u) — f(x,u) em Dr. (3.12)

Estamos interessados em usar o Lema 3.1. Para isso, defina a seguinte funcao

g:R— R
r—g(r)=f(x,r), xeQ.

Aplicando o Teorema do Valor Médio na fungdo g e os valores r| =u e r, = u, temos

g(r2) —g(r1) = g'(r)(rn—r),

isto é,
flcu) = fx,a) = fu(x, &) (u—1),
e portanto,
feu) = fx,1) = fulx,&)w, (3.13)
onde & = £(¢,x) é um valor entre 7 e ro. Fazendo ¢ = — f,(x,£) e substituindo (3.13) em

(3.12), obtemos

zz—Lz+cz=0 em Dry.
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Além disso,

e ainda,
2(0,x) = (u—u)(0,x) = u(0,x) —%(0,x) = up(x) —éis(x) <0 emQ,

pois is(x) <up(x) < iis(x). Note que agora estamos sobre as hipdteses do Lema 3.1. Portanto
z(t,x) < Oparatodot > 0e x € Q, ou seja,

u(t,x) <u(t,x) Vt>0,xeQ.
De maneira andloga, mostra-se que
u(t,x) <u(t,x) Vit>0 xcQ.
Portanto, concluimos que
u(t,x) <u(t,x) <u(t,x) Vt>0,xcQ.

]

Com base nos Lemas 3.2 e 3.3 temos a seguinte convergéncia mondétona das solugdes
dependentes do tempo u(z,x) e u(t,x).

Teorema 3.3. Sejam i e iy, um par ordenado de sub e supersolucdes de (2.1), u(t,x) e
u(t,x) solugdes de (1.1), com u(0,x) = il e u(0,x) = i, respectivamente. Suponha que a
condi¢do (K}) ou (K>) seja satisfeita. Entdo

lim u(t,x) = u,(x) e lima(r,x) = us(x),

onde u,(x) e #(x) sdo solu¢des minimal e maximal de (2.1), respectivamente.

Demonstracdo. A demonstracdo do teorema serd dividida nos seguintes passos
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(1) Mostrar que os limites pontuais

lim u(t,x) = us(x) e limu(z,x) = (x),
exitem.
(ii) Mostrar que u; (x) e u; (x) sdo solugdes de (2.1);
(iii) Mostrar que u; (x) = u,(x) e u (x) = ug(x).

Passo (i): Note que pelo Lema 3.2, os limites pontuais

tlgl;g(t,x) =u,(x) e tlggﬁ(t,x) =1, (x), (3.14)

existem e satisfazem a seguinte relacao
iy <uy <u, <iiy; emQ, (3.15)
e assim, finalizamos prova do passo (i).

Passo (ii): Vamos agora mostrar que u; (x) e ; (x) sdo solugdes de (2.1). Para isso, considere

o seguinte problema linear

—Lv+cv=f(x,u;)+cu, emQ,

BY = [ Kwym()dy  sobre 90, (3.16)

onde u; é o limite em (3.14) e ¢ é uma constante positiva satisfazendo ¢ > ¥, onde y é dado
no Teorema 2.3. Note que, por (3.15), temos

7" (x)| < max{||d||o, || fls|]o} VxEQ. (3.17)

Dessa forma, como f é continua e K(x,y) é regular, concluimos que

fl) e e [ K ()dy

sdo também limitadas. Pelos Teoremas 2.2 e 2.3, o problema (3.16) possui uma tinica solu¢ao
v € W>P(Q), com p > 1. Considere agora a fungdo w = 7(t,x) — v(x). A ideia serd aplicar o

Teorema 3.2. Para isso, observe que sendo % solugdo de (1.1) com ug = iis e %, solugdo de
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(3.16), temos
Bw] = Blu(r,x)] — B[v(x)]
= / K (x,y)u(t,y)dy - /QK(x,y)ﬁ*(y)dy
= /QK X,y (ﬁ(t,y)dy—ﬁ*(y))dy = h(t,x).
Mostraremos que /(f,x) — 0 em L?(9Q). Com efeito, note que de (3.14), temos
u(t,y)—u:(y) — 0 VyecQ, quandot — oo
E ainda da regularidade de K(x,y), obtemos
K(x,y)(u(t,y) —u(y)) — 0 Vy€eQ, quandor — +oo.
Além disso, por (3.6), temos que
ja(z,y)| < max{[|ds|..., |@s]l} ¥V x€Q, >0,

e assim, podemos concluir que

|K(x,y) (u(r,y) —u;(v)) | <2C,

(3.18)

(3.19)

(3.20)

onde C = max{||i]|.,., ||#]|.. }, para todo x € Q e ity < s < ii;. Pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, temos

/ny (t,y)dy — /ny *(y)dy — 0 VxedQ.
Combinando (3.20) e (3.21), obtemos

|h(t,x)|2—>0 e \h(t,x)\zg ||K||°°C2\Q\ Vx e dQ.
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

h(t,x) 0 em L*(0Q),

(3.21)
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como desejado. Além disso

wy — Lw+cw = (u(¢,x) — Lu(t,x) + cti(t, x)) + Lv(x) — cv(x)
= f(x,u(t,x)) +cu— f(x,uy)+ i
= [f(eu(t,x)) = f (6, u5)] + c(u—15) = g(1,%).

Mostraremos que ¢(t,x) — 0 em L*(Q). Com efeito, de (3.17), (3.6) e da continuidade da
funcdo f, temos que

q(t,x) >0 e |q(t,x)| <M g.it.p.emQ.
Consequentemente
gt,x)> =0 e |qt,x)><M*> qt.p.emQ.

e portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos garante que ¢(t,x) — 0

em L?(Q). Pelo Teorema 3.2, concluimos que w(z,x) — 0 em L*(Q), e assim
i(t,x) = v(x) em L*(Q)quando t — oo

Pela unicidade do limite segue que @’ (x) = v(x) e assim, " € W>”(Q), para todo p > 1. De
maneira andloga, podemos concluir que u; também é uma solugdo cléssica de (2.1).
Passo (iii): Por fim, vamos provar que u; (x) = u,(x) e u; (x) = us(x). Para isso, note que a

solu¢do maximal #(x), verifica

(Ev)t —Luy = —Lug = f(X,ﬁQ em D,
Blu) = [ K(oyym()dy  sobreSr,
Q

U
t5(0,x) =: up(x) em Q.
Portanto, u; € uma solucdo de (1.1). Assim, pelo Lema 3.3, temos
u(t,x) <us(x) <u(t,x). (3.22)
Fazendo r — 40 em (3.22), obtemos

lim u(r,x) < limz(x) < limu(z,x).
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Assim, por (3.14), segue que

5 (x) < y(x) <7 (). (3.23)

S

Por outro lado, como u; € (i, ils) é solugdo de (2.1) e &y é a solu¢do maximal em (i, i),

temos que
u; (x) <ug(x) em Q. (3.24)

Assim, (3.23) e (3.24) implicam que %, = u,. Similarmente, mostrar-se que u; = u,. E assim,
encerramos a demonstracio deste teorema.

Graficamente, o Teorema 3.3 pode ser representado como na figura (3.1).

Figura 3.1 Dinamica das solugdes u(f,x) e u(z,x).

O

O Teorema 3.3 nos dé a convergéncia mondtona da solugao dependente do tempo para
uma solugdo de estado estaciondrio quando o dado inicial € uma supersolucdo ou uma
subsolugdo do problema de estado estaciondrio. Para dado inicial arbitrdrio em (i, i),

temos a seguinte conclusao:

Teorema 3.4. Sejam i e ii; um par ordenado de sub e supersolucdes de (2.1). Assuma que a
condi¢do (K;) ou (K3) seja satisfeita. Entdo, para qualquer ug € (i, iis), a solugdo u(t,x) de
(1.1) converge para uma solugdo u(x) de (2.1) quando r — oo se, e somente se, ug(x) é a

tnica solucgéo em (i, ).

Demonstragdo. Inicialmente, suponha que a solucdo u(f,x) de (1.1) converge para uma

solucdo us(x) de (2.1), quando ¢t — oo, sempre que ugy € (i, ii;). Em seguida, considere
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u; (x) outra solucdo qualquer de (2.1) em (i, ii5). Note que u; também é uma solugio do

problema (1.1) quando up = u; (x), pois

(uy)r — Lui = —Lu; = f(x, u;k) em Dr,
Blu;] = | K(x,y)u;(y)dy sobre S7,
Q

u; (0,x) = u; (x) = up(x) em Q.

Dessa forma, pela hipdtese imposta inicialmente, temos que

tli_>r£1° uy (x) = ug(x) x € Q.

Como u; ndo tem dependéncia de 7, o limite acima implica em

U (x) = ug(x) xeQ

Mostrando assim, que u; € a dnica solugdo de (2.1) em (i, iis). Suponha agora que u; seja a

tnica solucdo de (2.1) em (i, ii;). Entdo, pelo Teorema 2.5, temos que

E ainda, pelo Teorema 3.3, obtemos
limu(z,x) = limu(t,x) = us(x) quando t — +oo.

Como o Lema 3.3 afirma, u(t,x) satisfaz a relagdo (3.11), logo, quando t — oo, concluimos

que u(t,x) converge para us(x). como querfamos mostrar. ]

Uma consequéncia direta do Teorema 3.4 produz o seguinte comportamento dinamico do

problema (1.1).

Teorema 3.5. Suponha que K (x,y) satisfaca (K;) ou (K») e que f(x,u) satisfaca (fo) e (f2).
Entdo, para qualquer ug(x), onde m < ug(x) < M, a solugdo u(z,x) de (1.1) converge para
uma dnica solugio uy(x) de (2.1) quando t — +-oo.

Demonstragcdo. Mostramos no Teorema 2.6 que as fungdes constantes iy = m e iiy = M, sdo
sub e supersolucdes de (2.1). Logo, pelo Corolario 2.1, o problema (2.1) possui uma tnica
solugdo ug € (i, iis). Note que agora estamos sobre as hipéteses do Teorema 3.3, e portanto,

concluimos a demonstragao. [
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Exemplo: Vamos agora analisar a dindmica de um problema com uma fun¢do particular

f(x,u) = c(x)u, com ¢(x) <0, isto é, estudar o seguinte problema

u—Lu=c(x)u t>0,xeQ,

Blu] = / K(x,y)u(t,y)dy t>0, x € dQ, (3.25)
Q

u(0,x) = up(x) xeQ.

Mostraremos, usando resultados ja visto neste capitulo, que as solugdes do problema parabé-

lico (3.25) convergem para a soluciao do seguinte problema eliptico

—Lu=c(x em Q,

Ju
Blu] :/QK(X,y)u(y)dy sobre 0Q. (3.26)

De fato, note que para quaisquer constantes M > 0 e m < 0, temos
i) f(x,M)=c(x)M <0;
(i) f(x,m)=c(x)m >0;
(iii) fu(x,u) =c(x) <0 param<u<M.

Além disso, é facilmente verificado que u; = 0 € solucdo de (3.26). Portanto, se K(x,y)
satisfaz (K}) ou (K3), entdo pelo Coroldrio 2.1, ug = 0 é a unica solugdo de (3.26). Note
ainda que, para as constantes

m = min{minug(x),0},

M > max{maxug(x),0},
escolhidas, pelo Teorema 3.6, concluimos que, dada qualquer funcéo inicial ug, a solucao
correspondente u(t,x) de (1.1) converge para 0 quando t — +oo.

3.3 K(x,y) com sinal indefinido

Quando a funcdo K(x,y) ndo é sempre nao negativa como estamos considerando ao longo
deste trabalho, o Teorema 3.6 ndo € diretamente aplicdvel. Para estudar este caso, usamos

solugdes de (1.1) com K(x,y) > 0, como fungdes de comparagio para a solugdo com um
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K(x,y) geral. Para tal caso, considere o seguinte problema auxiliar

U —LU = f(x,U) t>0,xeQ,

B[U] = / K ))|U(ty)dy >0, x €9, (3.27)
Q

U(0,x) = Up(x) xeqQ,

onde Uy > 0. Suponha que |K (x,y)| satisfaca (K;) e a fungdo f(x,u) satisfaca (fy) comm = 0.
Pelo Teorema 1.3, o problema (3.27) possui uma tnica solugdo ndo negativa U € (0, M),
sempre que 0 < Uy < M.

Agora, vamos analisar o seguinte problema

U'—LU" = f(x,U") t>0,xeQ,

BIU = [ IKG))|U™(e)dy 150, x€99, (3.28)
Q

U*(0,x) = —Up(x) x € Q.

Suponha que |K (x,y)| satisfaca a condigdo (K ) e que f(x,u) satisfaca a condi¢do (fp), para
m=0eM > 0, e ainda, seja impar na varidvel u, isto é,

flx,—u) = —f(x,u) para|ul <M. (3.29)
Agora, defina m* = —M e M™ = m = 0. Note que por (3.29), temos
fle,m®) = f(x,=M) = —f(x,M) > 0,
e ainda,
f(x,M*) = f(x,0) =0.
Pelo Teorema 1.3, (3.28) possui uma tnica solugdo U*. Além disso,
m"<U*"<M* emDr,

ou seja
—M<U*<0 emDr.

Logo

0<-U"<M emDry.
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Agora, vamos mostrar que Uy = —U™. Para isso, multiplique o problema (3.28) por —1, e

assim obtemos

(_U*>f _L<_U*) = f(xv_U*) 1>0,xeQ,
B[-U"] = /QIK(x,y)I (=U")(t,y)dy t>0,x€0Q, (3.30)
—U*(0,x) = Up(x) x € Q.

Observe que —U™* também € solugdo de (3.27) e, como mostramos anteriormente, a solu¢do
de (3.27) é tnica, logo —U* = U implicando em U* = —U.

Usando U e —U como func¢des de comparacao, temos o seguinte resultado de comparagao

para o problema (1.1) onde K(x,y) pode assumir valores positivos e negativos em dQ x Q.

Teorema 3.6. Assuma que |K(x,y)| satisfaca (K;) ou (K3). Suponha que exista uma cons-
tantes M > 0 tal que

f,M) <0 e flxu)=—f(x,—u), |u <M. (3.31)

Denote por u(t,x) e U(t,x) as solu¢des de (1.1) (quando houver solug@o) e (3.27), respecti-
vamente, onde Uy = |ug| < M. Entdo

~U(t,x) <u(t,x) <U(t,x) t>0,x€Q.

Demonstracdo. Consideremos h = e~ " (u—U), onde ¥ é qualquer constante que satisfaca
a relagdo y < f,(x,u), com x € Q e |u| < M. Nosso objetivo é mostrar que 2 < 0 em
Dr. Uma vez que ndo estamos assumindo que K(x,y) > 0 de imediato, ndo podemos usar
essa informacdo diretamente. No entanto, podemos adaptar a demonstragdo com base nas

equacdes (1.1) e (3.27). Dessa forma, temos

hy—Lh= (e "u); — (e "U); — L(e "u) +L(e "U)
=—ve "(u—U)+e " (u—Lu)—e (U —LU)
=—yh+e " flx,u) —e " f(x,U)
=—Yh+e " (flxu) - f(x,U)).

Logo,

hy—Lh+Yh=e " (f(x,u)— f(x,U)). (3.32)
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Agora, defina a seguinte funcdo

g:R—R
s> g(s) = f(x,s) x€Q.

Aplicando o Teorema do Valor Médio para a fun¢do g e os valores s; = u e s, = U, temos

que
g(s1) —g(s2) =g'(E) (51— 52)
isto &,
(f(x,u) = f(x,U)) = fulx, &) (u—U),

onde & = &(z,x) é um valor entre s e s5. Desta forma, substituindo essa igualdade em (3.32),

obtemos
h —Lh+C*(t,x)h =0 em Dr, (3.33)
onde C*(t,x) = y— fu(x,&) > 0 é limitada. Além disso,
Blh=Ble " (u—-U)|=e "B[(u—U)]

=e Yt(/Qnyudy /]ny ]Udy)

:ew(/QnyUdy /QK(nydy—l—/nyudy /\K \Udy)

:er{< QnyUaly /|ny\Udy) /ny(u—U)dy]

= (/Q x,y)—/Q|K(x,y)|) Udy—I—/QK(x,y)hdy. (3.34)
Como

/ K(x,y) —/ |K(x,y)] <0 sobre St,
Q Q
e U(t,x) > 0, arelagdo (3.34) implica que

Blh] < / K(x,y)hdy, t>0,x€cdQ. (3.35)
Q
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Vamos agora mostrar que A(¢,x) < 0. Para tanto, suponha que isso ndo seja verdade. Entdo
existe um ponto (¢, xo) € Dr tal que h(ty,xp) é um maximo positivo. Como 4 satisfaz (3.33)

c,

h(0,x) = (u—U)(0,x)
=u(0,x) —U(0,x)
= uo(x) = Up(x)
= uo(x) — |uo(x)| <0,

o Teorema 3.1 implica que x( ¢ €, a menos que 4 seja uma constante positiva em Dr. No
entanto, £ ndo pode ser uma constante quando consideradas as hipéteses deste teorema. De

fato, se
h(t,x)=k, V (t,x)€Dr, k>0, (3.36)
entdo por (3.35), temos
aoaha(;’x) +h(1,x) < /QK(x,y)h(t,y)dy

< /QK(X(),)/)h(tO,X())dy

/ IK (%0, )| k(70 x0)dy  sobre St.
Q

IN

E assim, por (3.36), segue que

1< / IK(x0,y)|dy  sobre S,
Q

uma contradi¢cdo com (K;) e (K») e, portanto, xo & Q. Agora, vamos mostrar que xp ¢ dQ

também nos leva a uma contradicdo. Para isso, vamos analisar os seguintes casos
(i) Condi¢do (K;)e ap > 0;
(if) Condigdo (K3) e ap > 0;
(iii) Condicdo (K3) e op = 0.

Com efeito, consideremos inicialmente o caso (i) e recordemos que estamos sob a hipotese
do Teorema 3.1, o que implica em (dh(t9,xp)/dnN) > 0 e na relagdo (3.35). Dessa forma,
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podemos concluir que

dh(1y,
h(to,x0) < %% + h(tp,x0)

< /QK(Xo,y)h(to,y)dy

< [ 1K G0l Alto,x0)dy.
Implicando em
1< [ KGo.y)ldy.

Uma contradi¢do. Agora, suponha que o caso (ii) ocorra. Entao

dh(1y,
hlto0) < 00220 4 haox0) < [ KGroh)dy < [ Koyl o)a.

Logo
1> /Q |K (x0,)|dy.

Uma contradi¢cdo. Por fim, suponha agora que o caso (ii1) ocorra. Novamente a condi¢ao

(3.35) nos fornece
iox0) < [ [K(x0.9)lht0.y)dy.

Sendo |K(x,y)| > 0 e como provado anteriormente que A(t,x) é uma fungdo continua nao

constante em €2, entdo a relagdo acima implica que
hlto,x0) < | |K(x0.9)| hlto, v0)dy
ou seja
1< / K (x0,y)]dy.
Q
Levando novamente a uma contradi¢do. Assim concluimos que A(t,x) < 0 em Dr, ou seja,

u(t,x) <U(t,x) t>0,x€Q.
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Como por (3.31), —U € solugdo de (3.27), um argumento semelhante ao anterior mostra-se
que

u(t,x) > -U(t,x) t>0,x€Q.

Isso prova o teorema. O

Com base no resultado da comparacao no Teorema 3.6, temos a seguinte propriedade de

decaimento da solucdo dependente do tempo

Teorema 3.7. Seja |K(x,y)| satisfazendo (K;) ou (K>) e f(x,u) satisfazendo (3.31) e a
propriedade ndo decrescente f,(x,u) < 0 para 0 < u < M. Entdo, para qualquer uy com

lug| < M a solugdo correspondente u(z,x) de (1.1) verifica

lim [u(t,x)| =0 xe€Q.

t—o0
Demonstragdo. Por (3.28) segue que f(x,0) = 0, entdo o Coroldrio 2.1 implica que u; =0
¢ a unica solugdo de (2.1) em (0, M). Assim, pelo Teorema 3.5 a solugdo U (t,x) de (3.27)
com Uy = |ug|, converge para 0 quando ¢ — +oo. Logo, pelo Teorema 3.6, temos

—1limU(t,x) < tle u(t,x) < limU(t,x),

t—o0 t—o0

e portanto

lim |u(t,x)|=0 xe€Q.

t—o0

Quando a fungéo f(x,u) é dada na forma
f(x,u):c(x)uzlhq, p:071727"'7

onde ¢(x) < 0, os requisitos de f no Teorema 3.7 sdo preenchidos por qualquer constante
M > 0. Portanto, dada qualquer fun¢@o inicial ug, a solug@o u(t,x) de (1.1) decai para
0 quando t — +e quando |K(x,y)| satisfaz a condi¢do (K}) ou a condi¢do (K>). Esta
propriedade de decaimento também foi obtida por Day [4] e Friedman [7] para o caso linear

f(x,u) = c(x)u onde |K(x,y)| é necessdrio para satisfazer a condi¢do (Kj).
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