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Resumo

Comecando por apresentar a evolugao por que passa a disciplina conhecida hoje como
Calculo Diferencial e Integral, sao enunciadas as principais defini¢oes e teoremas presentes
nas ementas dos cursos de graduagao nas universidades federais como preparacgao para
apresentar a um panorama da discussao que se faz modernamente, sobre como se ensina,
se aprende e se superam dificuldades presentes nesse processo ensinar-aprender. Apoés
levantar os principais aspectos deste debate, é feita coleta de dados com dois grupos de
estudantes, uma amostra dentre mestrandos do PROFMAT e outra de jovens universi-
tarios cursando as disciplinas de Calculo 1 ou Matematica 1 na Universidade de Brasilia
- UnB, nos dois periodos do calendéario de 2022, respectivamente. Os dados obtidos sao
descritos detalhadamente e confrontados com a literatura disponivel de modo a permitir
ao leitor identificar: (i) O que ¢ a disciplina de Célculo Diferencial e Integral na UnB (ii)
Quais sdo as principais afirmacoes matematicas apresentadas aos estudantes (iii) Quais
sao os principais aspectos do ensino e os consideraveis obstaculos epistemolégicos para
as aprendizagens (iv) Qual é o perfil dos mestrandos do PROFMAT, na UnB, cursando
Fundamentos de Matematica, no primeiro semestre de 2022 (v) Qual é o perfil dos estu-
dantes de graduacao cursando Célculo 1 ou Matematica 1, na UnB, no segundo semestre
de 2022 (vi) Contexto de mobilidade, rede de ensino de origem, tempo de estudo, dificul-
dades, pré-requisitos no Ensino Médio dos estudantes (vii) identificagdo de habilidades e
competéncias a serem desenvolvidas na Formacao Geral Bésica (FGB) no Novo Ensino
Médio (NEM) para o sucesso em Calculo Diferencial e Integral (viii) Subsidios para a fun-
damentacao e futura concepc¢ao de Disciplinas Eletivas e adequagao dos programas das
Unidades Curriculares das diversas Trilhas de Aprendizagem em que estejam presentes a
Matematica e as suas Tecnologias no NEM (viii) A abordagem presente neste trabalho
permite sua aplicagao em diferentes contextos e para diversos propésitos que atendam ao
maior e mais diverso ptblico possivel interessado no tema, (ix) Também os dados bru-
tos coletados estao disponibilizados ao final do texto, mantendo, porém, o cuidado de
preservar a confidencialidade dos dados pessoais dos participantes, de modo que o lei-
tor interessado poderd por si mesmo formular novas hipoteses e testa-las por sua conta,
além de alimentarmos com este gesto o caracter experimental do método cientifico e a
sua capacidade de desafiar os dogmas, no sentido de que o proprio leitor podera chegar

as conclusoes a que chegamos reproduzindo quantas vezes desejar o mesmo experimento



com o uso do mesmo método.
Palavras-chave: Educacao, Matematica, Calculo, Limites, Ensino, Pré-requisitos, En-

sino Médio



Abstract

Starting by presenting the evolution of the discipline known today as Differential
and Integral Calculus, the main definitions and theorems present in the syllabuses of
undergraduate courses at federal universities are enunciated in preparation for presenting
an overview of the discussion that takes place nowadays, about how to teach, learn and
overcome difficulties present in this teaching-learning process. After raising the main
aspects of this debate, data is collected with two groups of students, a sample among
master’s students from PROFMAT and another of young university students studying
Calculus 1 or Mathematics 1 at the University of Brasilia - UnB, in the two periods of the
2022 calendar respectively. The data obtained are described in detail and compared with
the available literature in order to allow the reader to identify: (i) What is the discipline of
Differential and Integral Calculus at UnB (ii) What are the main mathematical statements
presented to students (iii) What are the main aspects of teaching and the considerable
epistemological obstacles to learning (iv) What is the profile of PROFMAT master’s
students, at UnB, studying Fundamentals of Mathematics, in the first half of 2022 (v)
What is the profile of students in graduation studying Calculus 1 or Mathematics 1, at
UnB, in the second half of 2022 (vi) Mobility context, original teaching network, study
time, difficulties, prerequisites in students’ High School (vii) identification of skills and
competences to be developed in Basic General Training (FGB) in the New High School
(NEM) for success in Differential and Integral Calculus (viii) Subsidies for the foundation
and future design of Elective Disciplines and adaptation of the programs of the Curriculum
Units of the various Paths of Learning where Mathematics and its Technologies are present
in NEM (viii) The approach present in this work allows its application in different contexts
and for different purposes that serve the largest and most diverse public interested in the
subject (ix) The raw data collected are also available at the end of the text, maintaining,
however, care to preserve the confidentiality of the participants’ personal data, so that
the interested reader can formulate new hypotheses by himself and test them on his own,
in addition to to feed with this gesture the experimental nature of the scientific method
and its ability to challenge dogmas, in the sense that the reader himself will be able to
reach the conclusions we arrived at by reproducing the same experiment using the same
method as many times as he wants.

Keywords: Education, Mathematics, Calculus, Limits, Teaching, Prerequisites, High
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Introducao

O instrumental proporcionado pelo dominio global do Calculo Diferencial e Integral
de Fungoes de Uma Varidvel Real é a maneira de se progredir para niveis mais avangados
em diversos campos do saber (MEDEIROS, 2002). Sendo de tamanha aplicabilidade, se
faz necessario desenvolver técnicas e métodos que facilitem a apreensao pelos alunos dos
seus conceitos, parafraseando (GAZZONI e OST, 2008).

O Célculo Diferencial e Integral (CDI) esta presente em todos os cursos de gradu-
acao da area de Ciéncias naturais, matematica e estatistica. No primeiro caso, é um
curso de servigo, auxiliar, portanto. Quando nao é auxiliar, ocorre no bacharelado ou na
licenciatura, confome (LIMA, 2012).

A boa compreensao dos conceitos e, sobretudo, o dominio dos algoritmos oriundos de
diversos teoremas, para a solugao de problemas algébricos ¢ fundamental para o acesso a
niveis mais elevados de complexidade nas diferentes sub-areas das Ciéncias Exatas e da
Terra, em consondncia com a exposi¢ao de (REZENDE, 2003).

Os diversos grupos de pesquisa em Educagdo Matemédtica, como o GIEM (Grupo
de Investigacdo em Educagdo Matematica) da Universidade de Brasilia - UnB, em seu
Departamento de Matematica e colaboragao estreita com a FE (Faculdade de Educacao),
por exemplo, nos trabalhos de (DORR, MUNIZ, PINA NEVES, 2016), (DIAS, 2015),
(SEIMETZ, NEVES e MENEZES, 2020), dentre outros, tem avangado sobre o tema,
sobre quais sao as principais dificuldades enfrentadas pelos estudantes e como mitiga-las.

Quais sdao os tépicos dentre os pré-requisitos do CDI que os estudantes consideram
mais dificeis? O Questionario 2, disponivel em serd esclarecedor nesse sentido. As res-
postas dos estudantes consultados em serao apresentadas, sistematizadas, analisadas
e interpretadas no capitulo 4.

Sao os exercicios mais importantes do que a teoria? Para esta questdao, veremos mais
adiante que a segdo [3.2] sobre Heuristica, juntamente com as respostas obtidas no Ques-
tionario 2, disponivel em corroboram os trabalhos de (TALL, 1978), (GAZZONI e
OST, 2008), (PONTES, 2019), (PRESTES, 2003), (HEIN, 2000) além de outros traba-
lhos de grande relevancia para os estudos dos métodos e técnicas de ensino na pesquisa
em Educacdo Matemética, presentes nos trabalhos, por exemplo, do GIEM (Grupo de
Investigagdo em Educagdo Matematica) da Universidade de Brasilia - UnB, disponiveis

nas referéncias deste estudo.
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Como resolver problemas de matematica e de CDI em especial? Temos aqui, nova-
mente, uma confluéncia de resultados a partir das pesquisas citadas em e nos Questio-
narios 1,[6.1]e[6.2] Qual é a influéncia da modelagem matematica e o estimulo & intui¢ao
na compreensio dos conceitos de CDI? E do que trata a secdo ao abordar a modela-
gem matematica, juntamente com a segdo [3.4] que serdo corroboradas pelos estudantes,
conforme veremos no proximo capitulo, em relagdo aos Questionarios 1 e 2, disponiveis
nos e

De que maneira as tecnologias da informacao e comunicages (TICs) podem contribuir
para a aprendizagem? Nesta secao |3.6| citaremos um software de cédigo aberto, o Geoge-
bra, como exemplo catalisador na compreensao e visualizacdo dos conceitos, defini¢oes e
teoremas do CDI.

O que ¢ e para que serve a analise de erros, em matematica? Como trabalhar contra-
exemplos de modo a evidenciar sutilezas? Para as duas ultimas questoes aqui postas, as
secoes [3.5 sobre Analise de Erros e |3.7] sobre sutilezas légicas, respectivamente, mostrare-
mos que se coadunam com os resultados obtidos nos Questionarios 1 e 2, disponiveis em
e

Este estudo estd inserido neste contexto. O seu principal objetivo é analisar qualitativa
e quantitativamente as respostas de dois grupos de estudantes, um formado pelos alunos
de Calculo 1 e Matematica 1, ofertadas para cursos de graduacao de uma universidade
publica federal, no segundo semestre de 2022, cuja metodologia se deu por meio de de
Questionario online, disponivel no Anexo [6.2], e o outro, composto por estudantes do
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, na Universidade
de Brasilia (UnB), no Campus universitario Darcy Ribeiro, no Plano Piloto, da disciplina
de Fundamentos de Matematica, ofertada no primeiro semestre de 2022, com metodologia
baseada em Questionario impresso, respondido em casa e entregue duas semanas depois,
disponivel integralmente como Anexo [6.1]

Ambos os questiondrios apresentando perguntas sobre a compreensao, o processo en-
sino-aprendizagem, a percep¢do, e questoes técnicas, operacionais sobre Limites, a pri-
meira terca parte de um curso regular de Célculo 1 a fim de que se identifiquem lacunas na
formacao durante as etapas anteriores do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, identi-
ficadas como pré-requisitos, maiores dificuldades e suas rela¢cbes com os conceitos para o
sucesso no CDI, e, finalmente, obter um panorama da proficiéncia destes estudantes das
turmas pés-pandemia de SARS-COVID-19 em relagao aos conceitos de limites de fungoes
de uma variavel real por meio de de exercicios tipicos do tema.

Durante o processo ensino-aprendizagem da disciplina, diversas dificuldades surgem
dependentemente da finalidade a que este conhecimento se destina. Entre as mais frequen-
tes, estao lacunas nos pré-requisitos oriundas de ma formacao durante o ensino médio,
falta de motivacao dos alunos originada em questoes tedricas como escassez de intertex-

tualidade, ou de ordem mais pratica, como a visualizagao dos conceitos e a interagao de
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grupos.

Entender o Célculo como uma oportunidade tnica de visitar alguns temas é uma
abordagem propicia para proporcionar compreensao global das suas ferramentas e seus
conceitos. Por outro lado, tratar a disciplina como uma Analise mais facil ou como pré-
-requisito para o Calculo Avancado pode tornar superficial esta experiéncia.

Dentre as maneiras de abordar o seu ensino de modo mais efetivo, destaca-se o uso
de softwares, disponivel em a solugao de problemas e exercicios, disponivel em [3.2]
a Anélise nao-standard e a andlise de erros, disponivel em [3.5] dentro desse pensamento
observam-se as TICs como recursos que facilitam a mediacao pedagdgica e o processo de
aprendizagem, no entanto é importante que ocorra uma formacao continua do docente
para que este esteja capacitado a utilizar esses recursos tecnolégicos na pratica do ensino
de CDI.

No Capitulo 1 serd esbogado o contexto e o longo processo de estruturacao da disciplina
de CDI no Brasil, a partir de 1934, tal qual a conhecemos atualmente.

No Capitulo 2, com base na Ementa da disciplina, disponivel no [6.1} para o CDI na
Universidade de Brasilia, apresentaremos as defini¢oes e teoremas mais importantes para
a estruturacao do Célculo.

No Capitulo 3 apresentaremos alguns obstaculos presentes no processo de ensino-
-aprendizagem, segundo (BACHELARD, 1977), uma breve Heuristica, na segio , se-
gundo (POLYA, 1995), com destaque para um exemplo de resolugdo de um problema de
razao de variacao. Um pouco de modelagem matematica o leitor encontrara na segao |3.3,
bem como breves andlises sobre uso de softwares, na secao 3.6}, finalizando o capitulo com
alguns detalhes e sutilezas 16gicas, na secao [3.8

O Capitulo 4 sera o cerne deste estudo e discutira os resultados obtidos a partir da
aplicagao de dois Questionarios, cuja metodologia sera a abertura da exposi¢ao, com os
detalhes sobre a caracterizagao das amostras, procedimentos e técnicas utilizados.

Finalmente, no Capitulo 5 mostraremos estarem de acordo os resultados obtidos e
descritos no capitulo anterior com pesquisas recentes ja referidas nos Capitulos 1 e 3, em
relacao aos conteudos estruturadores do CDI, descritos de modo sucinto no Capitulo 2.

Nas referéncias o leitor encontrard todas as pesquisas mencionadas ao longo do texto
e nos anexos podera consultar os questionarios, integralemente reproduzidos, juntamente
com os bancos de dados gerados a partir daqueles, também integralmente disponiveis

confome ditam as boas praticas dos métodos cientificos experimentais.



Capitulo 1

Historia do Calculo Diferencial e
Integral - CDI - no Brasil

1.1 Do ensino do CDI no Brasil a partir de 1934

O primeiro curso superior de Matematica do Brasil surgiu em Sao Paulo, com a funda-
¢ao da Universidade de Sao Paulo (USP) em 1934 (LIMA, 2012). A disciplina de Céalculo
Diferencial e Integral nao surge nesse momento, os tépicos eram apresentados na disciplina
de Analise.

Antes disso o ensino do Calculo Diferencial e Integral era utilizado no pais somente em
escolas militares e em politécnicas, e a sua abordagem tinha um carater essencialmente
pratico.

Basicamente ensinavam-se procedimentos algoritmicos, exercicios de calculos de li-
mites, derivadas e integrais. Definigoes e deducgbes eram pouco frequentes e somente
constavam aqueles enunciados de que dependessem topicos mais avangados.

Com a criacao do curso de Matematica em 1934, houve um redirecionamento da
abordagem, dos objetivos e dos métodos. As universidades europeias foram o espelho que
se tentou reproduzir no pais.

Os docentes deveriam ser pesquisadores no sentido estrito do termo, e ante a falta de
recursos humanos qualificados em ntimero suficiente, muitos matematicos europeus foram
contratados com a intengao de formar pessoas capazes de realizar pesquisa cientifica, um
exemplo foi Luigi Fantappie, analista italiano.

No curso iniciado por Fantappie, a partir de 1934, a abordagem era diferente, além
de o Calculo ser visto na perspectiva de Cauchy e seus contemporaneos, o seu ensino nao
visava a mera aplicabilidade dos seus contetidos, mas principalmente a conceitualizagao e
fundamentacao das teorias expostas num curso de Célculo.

Nao raramente, para fazer esse tipo de exposicio, era necessirio recorrer a outras

teorias, como a construcao dos nimeros reais por meio dos cortes de Dedekind, que

19
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nao eram habitualmente vistas até entdao no ensino do Célculo oferecido pelas escolas
superiores brasileiras. Assim, foi instituida no Curso de Mateméatica da FFCL (Faculdade
de Filosofia, Ciéncias e Letras) da USP a disciplina de Andlise Matematica. (LIMA,
2006).

Sobre a evolucao do conceito de nimero e a insuficiéncia dos nuimeros reais, esta
questao se coloca de algumas maneiras bastante interessantes. Do que dispomos, natu-
ralmente, de precipuo é a histéria da mateméatica como artesa do nosso interesse para
buscar adentrar o drama das desventuras, dos intrincados e insuspeitos rastros ja borra-
dos, provavelmente a luz da consciéncia, tal que possamos nos guiar pela trilha discreta do
inevitavel, dos gambitos e dos contragambitos, e entao ter sensacao irreal mais possivel
do castelo cuja abéboda quigd marginal é que nos resta no vigésimo de séculos talvez
cinquenta.

Gregos, de egipcios e fenicios débito tém. Desconhecida, porém, por nés, a matematica
chinesa tem permanecido. Vista como uma estrutura sistematica ou como uma colegao
de problemas, nossa ciéncia pode assim alimentar-se em funcao daqueles que, de repente,
se lhes ocorriam.

Com Thales, Pythagoras, Anaximander, Anaximenes, Mamercus, Mandryatus, Epi-
charmus, Hippasus, Philolaus, Archippus, Lysis, Archytas e sua soluc¢ao da duplicacao do
cubo temos usos dos Naturais, pelos gregos tornados classicos.

A segunda idade da matematica ela atinge da Idade Média até o Renascimento (BALL,
1960). No sexto século tem inicio, finaliza-se, digamos, com a invengdo da geometria
analitica e do cdlculo infinitesimal.

A moderna aritmética, a algebra e a trigonometria sao deste periodo. Os inteiros e
racionais estao nos problemas que surgem. As principais rotas comerciais sdo dos arabes.
Arya-Bhata, Brahmagupta, Bhaskara, Al-Khwarizmi, Tabit Ibn Korra, sdo os autores dos
trabalhos mais influentes deste periodo histérico.

Com Newton e Leibnitz progrediu-se conceitualmente e quanto a notacao, especial-
mente o segundo deles, e os demais mateméaticos do décimo oitavo século que, engajados
nos problemas da mecanica, definitivamente tornam tacita a aceitacao dos complexos.

Consideravelmente distinta daquela das escolas militares, a abordagem para o ensino
da Analise na Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto da Universidade
de Sao Paulo (FFCL) era altamente formal, com elevado nivel de rigor e demonstragoes
para todos os enunciados.

Nesse contexto as técnicas de cdlculo perderam seu espaco. Objetivava-se assim for-
necer solida conceptualizacao dos elementos matematicos estudados ao modo europeu.
Nao havia uma procura explicita de didlogo entre intuigao e rigor, de modo que todos os
conceitos eram diretamente sistematizados e a abordagem rigorosa.

Suas duas principais carateristicas eram o rigor simbélico-formal e a abordagem base-

ada na organizacao weierstrassiana do conteudo, isto é, adotando a sequéncia de Cauchy-
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-Weierstrass de apresentacao: a nocao formal de limite para embasar as ideias de derivada
e integral.

Na década de 1950, com a influéncia do modelo norte-americano e com a experiéncia
de egressos do curso de Matematica que se tornaram professores na FFCL, e que ha-
viam sentido dificuldades naquela abordagem, ganha for¢a um movimento de mudanca
da explanacao, exemplificado na pessoa de Elza Furtado Gomide, que passou a defender
uma necessaria adequagao no nivel de rigor e formalismo com que eram apresentados os
conceitos de fung¢ao, limite, derivada e integral para um curso inicial.

Na USP, essas observagoes e tendéncias comecaram inicialmente a provocar uma abor-
dagem menos critica da Anélise e com apresentacao mais manipulativa, dando base para
o que em 1964 passou a se chamar Calculo.

Na realidade o que se estava propondo era a passagem de um modelo teoricista para
um modelo tecnicista (LIMA, 2012). O responsével entao pela catedra de Andlise era
Omar Catunda, que foi receptivo a essas propostas, e que comecou a influenciar todo o
pais na nova abordagem a partir dos anos 1950 e mais concretamente com a publicagdao
de Um Curso de Analise, de 1962.

Tentava-se aplicar os diferentes niveis de rigor que uma exposicao pode apresentar.
De fato,

el rigor de la matemaética no es absoluto, esta en proceso de continuo desar-
rolho, los principios de la matematica no se han congelado de una vez para
siempre sino que tienen su propia vida y pueden incluso ser objeto de discusi-
ones cientificas. (ALEXSANDROV, 1985)

As mudangas que decorreram dessas influéncias foram uma maior valorizagao da in-
tuicao, principalmente geométrica, uma abordagem menos abstrata, porém, igualmente
rigorosa dos conceitos, os exercicios, escassos desde 1934, de calculos de limites, deri-
vadas, pontos de maximos e minimos, esbocos de gréficos, integrais, areas, volumes e
comprimentos de arco passaram a figurar explicitamente nos programas.

Em 1964 a cadeira de Analise Matematica juntamente com as disciplinas que dela
estavam subordinadas passou a se chamar Célculo Infinitesimal. O modelo norte-ameri-
cano prevalecendo, foi criada a disciplina de Célculo Avangado ou Analise agora distinta
daquela anterior a 1964.

Houve um periodo de perturbagao (ou transigao) (LIMA, 2012), que o especialista
em Histéria das Disciplinas (CHERVEL, 1990) define como a existéncia simultanea de
dois modelos, em que se ensinavam diretamente Anédlise e também se praticava ensinar

inicialmente Célculo Diferencial e Integral.
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1.2 Analise dos livros-texto de G. Thomas e de M. Spi-

vak

Nesta secao compararemos as abordagens de contetdo especifico de dois livros didati-
cos largamente utilizados e representativos de duas tendéncias no pais e ressaltaremos as
diferencas entre eles, a partir das observagoes da Professora Dra. Simone Vasconcelos.

Com frequéncia, a abordagem dos conceitos fundamentais - fungao, limite, derivada e
integral nao esta bem determinada dentro de cada departamento de matematica. Isto é,
se o professor da disciplina tem tendéncia intuicionista, a apresentacao tem menor nivel
de rigor. Se o professor, por outro lado, é formalista, entdo o uso de demonstragoes é
frequente. Veja-se o caso da Integracao de um ponto de vista intuitivo e operacional, a
partir da obra (THOMAS, 2002), largamente utilizada no pais.

Conforme a apresentacao na obra Finney, Ross L. Célculo de George B. Thomas Jr.,
volume 1 / Ross L. Finney, Maurice D. Weir, Frank R. Giordano; tradugao de Paulo Bos-
chcov; revisao técnica Leila Maria Vaconcellos Figueiredo. Sao Paulo: Addison Wesley,
na edi¢ao de 2002, a sequéncia de apresentacao da integral, por exemplo, segue a seguinte
ordem: a determinacao de primitivas e o conceito de integrais indefinidas, problemas de
valor inicial e modelagem matematica.

A primitiva é apresentada da seguinte maneira em (THOMAS, 2002):

Defini¢ao 1. Uma func¢io F(x) € uma primitiva de uma fungio f(x) se F'(x) = f(x)
para qualquer x no dominio de f. O conjunto de todas as primitivas de f € a integral

indefinida de f em relagdo a x, denotada por

/ f(z)dz
onde [ € o simbolo de uma integral. A fungdo f € o integrando de uma integral e x é

a variavel de integracdo.

Sao apresentados exercicios resolvidos. Um exemplo é:
Calcule [e**dx.

Tabelas com féormulas de integrais sao apresentadas. A integral indefinida, por exem-

plo,

1
- dr=sectx+C
/xx/:vQ -1

, e a férmula que a originou

, T > 1.

A seguir apresentam-se exercicios resolvidos sobre os problemas de valor inicial:
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Determine a curva cujo coeficiente angular no ponto (z,y) é 3z? sabendo-se que ela deve

passar pelo ponto (1,—1).

Finalmente, a definicdo e aplicacdo dos conceitos com modelagem matematica, nesse

caso especificamente, o seguinte exercicio resolvido:

Um balao que sobe a uma taxa de 12 pés/s estd a uma altura de 80 pés acima do solo

quando um pacote é jogado. Quanto tempo o pacote demora para chegar ao solo?

Trata-se aqui de resolver duas equagoes diferenciais, e utilizar em seguida as condigoes
iniciais.

Os exercicios acima tencionam desenvolver as seguintes habilidades e competéncias:
determinar primitivas, calcular integrais, verificar formulas de integragao, resolucao de
problemas de valor inicial por meio de graficos, determinar posicao a partir de velocidade,
posicao a partir de aceleragdo, determinar curvas, aplicagoes: queda na lua, decolar da
terra, parar um carro a tempo, frear uma motocicleta, martelo e pena, movimento com
aceleragao constante, queda livre préxima a superficie do planeta.

A seguir, veja-se a abordagem para o mesmo topico, integracdo, a partir da obra
Calculus. Spivak, Michael. 1967. W. A. Benjamin, Inc., New York.

Considerada de alta dificuldade para os alunos ja na USP de 1950 (LIMA, 2012) pelo
rigor, formalismo e complexidade dos problemas.

Inicia-se a apresentacao dos conceitos de derivadas e integrais como partes constituin-
tes de um mesmo conceito fundamental. Sao descritas curvas e as suas tangentes. E dada
uma defini¢cao de curva tangente a partir da nocao preliminar de curva secante utilizando

a notacao de limite.

Defini¢ao 2. Se h # 0 entdo os dois pontos distintos (a, f(a)) e (a + h, f(a+ h)) deter-

minam uma reta secante a uma curva que passe por aqueles pontos como

fla+h) = f(a)
- :

Em seguida, é definida uma funcao derivavel, apresentados os conceitos e defini¢oes
de derivada a direita e derivada a esquerda. Enunciado e demonstrado o teorema: Se f
é derivavel em a, entao f é continua em a.

Mas sao apresentados os seguintes problemas, e problemas no sentido de George Polya:
1. Determinar f’ para f(x) = (x);

2. Seja f(x) = 0 para z irracional, e % para x racional. Seja g, fracao irredutivel.

Demonstrar que f nao é derivavel em a para nenhum a.
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O Capitulo 11 trata do significado da derivada, na pagina 237. Inicia com as defini¢oes
de ponto de méximo e valor méximo de uma funcdo de uma varidvel real. E apresentado

o teorema:

Teorema 1. Seja f uma fungao definida sobre (a,b). Se x é um mdximo (ou um minimo)

para | sobre (a,b), e f é derivavel em x, entio f'(x) = 0.

Observe-se que nao se supoe a derivabilidade, nem sequer a continuidade de f em
outros pontos. E apresentada a demonstragao. Em seguida, a definicdo de ponto maximo

(minimo) local, seguido do seguinte teorema:

Teorema 2. Se f estd definida sobre (a,b) e tem um mdzimo (ou minimo) local em x, e

f € derivavel, entio f'(x) = 0.
Apresenta-se a definicao de ponto critico e, em seguida, temos o

Teorema 3. Teorema de Rolle: Se f é continua sobre |a,b] e derivdvel sobre (a,b), e

f(a) = f(b), entao existe um nimero x em (a,b) tal que f'(x) = 0.
E dada a demonstracio.

Teorema 4. Teorema do Valor Médio: Se f é continua em [a,b] e derivdvel em (a,b),

entao existe um numero x em (a,b) tal que

pay =101

E dada a demonstracio.

Corolario 1. Se se define f sobre um intervalo e f'(x) = 0 para todo x do intervalo,

entdo f € constante no intervalo.
E dada a demonstracio deste fato.

Corolario 2. Se f e g estao definidas no mesmo intervalo e f'(x) = ¢'(x) para todo x

do intervalo, entdo existe algum nimero c tal que f + g = c.

E dada a demonstracéo.

Segue-se a definicdo de fungao crescente e decrescente, aparecendo logo depois o

Corolario 3. Se f'(z) > 0 Vxe(a,b), entdo f € crescente no intervalo (a,b).

E dada a demonstracio.

Teorema 5. Suponhamos f'(a) = 0.
Se f'(a) > 0, entao f tem um minimo local em a;

se f"a <0, entao f tem um mdzximo local em a.
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E dada a demonstracéo.

Teorema 6. Suponhamos que existe f"(a).
Se f tem um minimo local em a,entdo f"a > 0;

se f tem um mdzimo local em a, entao f"a < 0.
E dada a demonstracéo.

Teorema 7. Teorema: Suponhamos que f é continua em a, e que existe f'(x) para todos
os x de algum intervalo que contém a, exceto possivelmente para xr = a. Suponhamos,

adematis, que existem

lim f'(z)

T— a

Entao existe também f'(a), e

f'(a) = lim f'(z)

T— a

E dada a demonstracéo.

Teorema 8. Teorema do Valor Médio de Cauchy: Se [ e g sao continuas em a, e deri-

vdveis em (a,b), entdo existe um nimero x em a, tal que

[f(b) = f(a)lg'(x) = [9(b) — g(a)]f'(x)-
E dada a demonstracéo.

Teorema 9. Teorema Regra de L’Hopital: Suponhamos que

Jim, #(2) =0
€
Jim, ) =0

, e suponhamos também que existe lim,_, , f'(x)g' (x). Entdo existe

lim f(z)g(x)

T— a

. fl@) imf'(l’) oy
3:h—>magx) _zlﬁag(x)g( )

E dada a demonstracao.
Sao dadas defini¢oes e demonstragoes de teoremas sobre funcoes convexas. E apresen-
tada a nocao de fungao inversa. Definem-se particao, cota inferior e superior.

Finalmente a Integral de Riemann é definida pelo Método de Darboux como segue:
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Definicao 3. Uma funcao f, cotada sobre a, € integravel sobre a, se sup Lf, P :P é uma
partigio de [a,b] = inf U(f), P:P é uma parti¢ao de [a,b].

Neste caso, este niimero comum recebe o nome de integral de f sobre [a,b] e se denota

[

Teorema 10. Se f estd cotada sobre [a,b], entao f € integrdvel sobre a, se e somente se

por

para todo € > 0 existe uma particio P de |a,b], tal que Uf, P — Lf, P < e.

E dada a demonstracéo.

Atente-se o leitor para os seguintes fatos: As abordagens sdo igualmente reputadas
no pafs (LIMA, 2012). Podem ser encontradas pelos alunos no mesmo departamento
de matematica. Ambas exigem diferente maturidade matematica quanto a manipulagao
algébrica presente nas demonstragoes.

Sao necessarios em ambas as abordagens, os conhecimentos relacionados as retas, fun-
¢oes e graficos, fungoes exponenciais, inversas, logaritmos, trigonométricas e suas inversas
e paramétricas. Além da nocao de intervalo.

Nao se trata, portanto, da inclusao de dificuldades por inclusdo de topicos adicionais
como pré-requisitos, mas se exigem dos estudantes conhecimentos mais adequadamente
assimilados. Deveria ser necessaria a adverténcia aos postulantes a vagas na disciplina a
compreensao dessa exigéncia adicional, de nivel de maturidade elevado, por exemplo. Isso
sera evidenciado pelos proprios estudantes a partir dos Questionarios [6.2] em consonancia
com (DORR, 2016).

1.3 Etnomatematica

Em primeiro lugar, tratemos da histéria da Matemdatica, num sentido amplo, cujo
berco é a Africa e a prova mais contundente disto ¢ um osso petrificado encontrado entre
Congo e Uganda pelo arquedlogo belga Jean de Heinzelin, nos anos 1950: O Bastao de
Ishango, exposto no Instituto de Ciéncias Naturais da Bélgica e que constitui o mais
antigo testemunho matematico da humanidade.

De outro lado, temos a etnomatematica, e.g. por meio das evidentes estruturas mu-
sicais complexas modeladas e compreendidas por meio de construgoes matematicas no
repertorio musical contemporaneo de sociedades de tradicdo oral, com os povos Nzakara
e Zande, aparentados pelas linguas que falam, e que ocupam um territério que se divide
entre a Republica Centro-Africana, a Republica Democratica do Congo e o Sudao.

A Harpa zande de cinco cordas é um instrumento usado para acompanhar rituais
de canto e o modelo matemético que o acompanha é bastante curioso. E possivel, a

propésito de Geometria, ensinar aos alunos o conceito de fractal a partir da organizagao
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de um palécio real dos Kotovo, povo que vive dos dois lados rio Niger, em Camaroes, e
que esta localizado na aldeia de Logone Birni.

Também na Zambia, no povoado Ba-ila, ha formas fractais. Falar dos Sona, os gréaficos
na areia angolana é um modo de ensinar uma matematica interessante aos alunos. O Akwa
Kuta Sona ou especialista, é o guardiao da tradicao de seu povo, os Tshokwe. Ele conta
histérias que ilustra com o auxilio de desenhos tracados na areia com o dedo. Mas, os
desenhos sdo tao poderosos meios de comunicagao que (...)o estudo dos sona ultrapassou
o quadro etnoldgico e permitiu o surgimento de um novo ramo da matematica.

Dentre outras variagoes do processo de criagao de matematicas tendo como pressuposto
a natureza étnica destaca-se o Sikidy, um método de adivinhacao utilizado em toda a ilha
de Madagascar. Seus principios foram herdados da geomancia arabe, que se propagou
na Africa no rastro do Isla (...) e que, para prevenir o destino, os malgaxes, adaptando-
-0, manipulam quadros de graos de fano (uma espécie de acicia) que obedecem a regras
matematicas refinadas.

(...) A Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB), Lei ni 9.394, de 20
de dezembro de 1996, em sua redacao original, tinha tnica disposicao no que diz respeito
a educagdo para as relagoes étnico-raciais que, no seu art. 26, paragrafo 47, dizia: O
ensino da Histéria do Brasil levara em conta as contribui¢oes das diferentes culturas e
etnias para a formacao do povo brasileiro, especialmente das matrizes indigena, africana
e europeia.

Em 2003, foi sancionada a Lei nt 10.639, que modifica a LDB, para nela incluir os
artigos: 26- A e 79- B. Com a demanda pela regulamentacao da Lei, o Conselho Pleno, do
Conselho Nacional de Educacao (CNE), aprovou o Parecer 03, do ano de 2004, que ins-
tituiu as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educacio das Relacoes Etnico-Raciais
e para o Ensino de Historia e Culturas Africanas e Afro-brasileiras, elaboradas pela co-
missao de conselheiros e conselheiras composta por Petronilha Beatriz Gongalves e Silva
(relatora), Carlos Roberto Jamil Cury, Francisca Novantino Pinto de Angelo e Marilia
Ancona-Lopez.

Este é um documento-chave na luta por uma educacao que promova as relagoes étnico-
-raciais no Brasil. Foi este parecer do CNE que trouxe a proposta de Resolucao CNE/CP
01, homologada pelo Ministro da Educacgao, em 17 de junho de 2004. As resolucoes do
CNE sao de aplicagado compulséria em todo o territério nacional e tornou-se instrumento
essencial na implementacao da educagao para as relacoes étnico-raciais, embasando o
Plano Nacional de Implementacao das Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educa-
cdo das Relacoes Etnico-Raciais e para o Ensino de Histéria e Cultura Afro-Brasileira e
Africana.

Em 2012, ap6s anos de discussao sobre o que se pode denominar racismo académico,
e se concluir que seria necessario apresentar propostas concretas que contribuissem para

a igualdade racial no ensino superior, foi promulgada a Lei 12.711/2012. Com esta lei,
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j& neste ano de 2013, todas as universidades e institutos federais terao que reservar 12,5
%, ou seja, 1/8 das suas vagas, para alunos das escolas puiblicas. Destas vagas reservadas
para a escola publica, a metade sera destinada a estudantes com renda mensal familiar até
um salario minimo e meio. O preenchimento das vagas deve levar em conta os critérios de
cor e raga, seguindo a proporcao de pretos e pardos no estado em que a instituicao estéa
inserida, conforme dados estatisticos do IBGE.

O artigo Narrativas de docentes sobre a obrigatoriedade do ensino da Histéria e Cul-
tura Afro-brasileira recomenda que esse contetido nao seja responsabilidade de uma tnica
disciplina ou de um professor ou professora, mas tenha o envolvimento de toda a comu-
nidade escolar.

Qual é o nosso grande interesse nisto? Considera-se essencial que as atividades sejam,
deveras, eficazes no combate ao racismo; que revelem a beleza da diversidade das culturas
no continente africano, descortinando a grande consciéncia que tém eles de sermos irmaos
na medida inversa em que por este lado do Atlantico predomina, ainda, o desconhecimento
da significativa participac¢ao dos africanos na formacao da nossa identidade, no processo
civilizatério brasileiro.

E procurar-se-a, procurar-se-iam produzir atividades que rompessem com a tradicional
representacio e apresentacio da escassa histéria de Africa nos curriculos, com a descricio
do negro como um objeto de estudo arqueoldgico, fossilizado, numa palavra, como diz
F. Fanon em relacdo as duas possiveis formas de intervir na realidade, procurar-se-4,
procurar-se-iam representar nao a Africa-Negro-Tema mas a Africa-Negro-Vida, i.e. a
historia viva do continente, com seus desdobramentos mais recentes, inclusive na realidade
brasileira.

O proximo capitulo serd uma estruturacao do CDI, conforme preconiza o programa
da disciplina, presente em sua ementa, informada pelo Departamento de Matematica-
-MAT da Universidade de Brasilia - UnB, disponivel no Anexo [6.1], apresentado como
uma cole¢ao de defini¢oes e teoremas.

Por brevidade, ndo apresentaremos as demonstragoes, mas deixaremos disponiveis nas

referéncias obras em que se pode facilmente encontra-las o leitor interessado.



Capitulo 2
Os teoremas essenciais do CDI

Este capitulo é fortemente baseado na apresentacao de Calculo de George B. Thomas,
Volume I, com a colaboragao de Maurice D. Weir, Joel Hass, Frank R. Giordano, traducgao
de Thelma Guimaraes e Leila Maria Vasconcellos Figueiredo, com revisao técnica de
Claudio Hirofume Asano. Sao Paulo - Addison Wesley, 2009. Nossa exposi¢ao se concentra
nos temas apresentados num primeiro curso de CDI, normalmente divido em trés partes,
conforme a Ementa da disciplina, cf. [6.1]

A seguir, apresentaremos defini¢oes e teoremas do CDI:

Definigao 4 (Fungao). Uma fungao de um conjunto A para um conjunto B € uma regra

que associa um unico elemento f(x) € B a cada elemento x € A.

2.1 Limites

Definigao 5 (Taxa média de variagdo num certo intervalo). A taxa média de variagao de
y = f(x) em relagio a x no intervalo | x1,x9 | €
Ay flz2) = f(z1) _ flar+h) = f(z1))

= = h+#0
Az To — T1 h 7

Definigao 6 (Limite de uma funcéo). Seja f(x) definida em um intervalo aberto em torno
de xg, exceto talvez em xy. Dizemos que o limite de f(x), conforme x se aprozima de xy,

¢ o numero L, e escrevemos
lim f(z)=1L

Tr— 0

se para cada numero € > 0 existir um numero correspondente 6 > 0, tal que, para todos
os valores de x,
O0<|z—xo|<d=]|flx)—LI|<e

Teorema 11 (Leis do limite). Se L, M, ¢ e k sao nimeros reais e lim,_, . f(x) = L e

lim,_, .g(x) = M, entao

29



2.1. LIMITES 30

1. Regra da soma
lim (f(x) +g(x)) =L+ M

Tr— C

2. Regra da diferenca
lim (f(z) - g(x) = L — M

r— C

3. Regra do produto
lim (f(z).g(z)) = L.M

T—r C

4. Regra da multiplicagao por constante

lim (kf(z)) = k.L

T— C

5. Regra do quociente

(=)

L
e glz) | M 70

6. Regra da potenciagdo

Se r e s sdo inteiros e nao tem um fator comum, e s # 0, entao

desde que L= seja wm nimero real. Se s é par, pressupomos que L # 0.

Teorema 12 (Teorema do Sanduiche ou do Confronto). Suponha que g(z) < f(x) < h(x)
para qualquer x em um intervalo aberto contendo c, exceto, possivelmente, em x = c.
Suponha também que

lim g(z) = lim h(z) =L

T— C T— C

Entao, lim,_, . f(z) = L.

Teorema 13. Se f(z) < g(z) para todos os valores de x em certo intervalo aberto con-
tendo c, exceto possivelmente no proprio x = ¢, e os limites de [ e g existem quando x se

aprozima de ¢, entdo

lim ) < i, o)
Defini¢ao 7 (Limites a direita e a esquerda.). Dizemos que f(x) tem um limite a direita
L em g e escrevemos

lim f(z)=1L

z— zot

se para qualquer numero € > 0 existe um niumero correspondente § > 0, de maneira que,

para todos os valores de x,

o<z <zg+d=|flx)—Ll<e
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Teorema 14. Uma funcao f(x) terd um limite quando x se aprozimar de ¢ se, e somente

se tiver um limite lateral a direita e um a esquerda, e os dois limites laterais forem iguais:

lim f(x) =L« lim f(x)= lim+f(x):L

T— ¢ T— ¢~ T— C
Definicao 8. Limites no infinito e infinitos

1. Limite no infinito

Dizemos que f(x) possui o limite L quando x tende ao infinito e escrevemos

lim f(x)=1L

T—00

se, para cada numero € > 0, existe um numero M correspondente tal que, para todos
0s valores de x,
x>M=|f(x)—L|<e

2. Limites infinitos

Dizemos que f(x) tende ao infinito quando x tende a xy e escrevemos

Jim, fla) = ox
se, para cada numero real positivo B existe um 0 > 0 correspondente tal que, para

todo x,

O0<|z—x9|<d= f(x)>B

Definicao 9 (Continuidade em um ponto).

Ponto interior: Uma fungao y = f(x) é continua em um ponto interior ¢ de seu dominio

quando

lim_f(z) = f(c)

T— C

Eztremidades: Uma fungdo y = f(x) é continua na extremidade esquerda a ou é continua

na extremidade direita b de seu dominio quando

lim f(z) = f(a)

z— at

ou

lim f(z) = f(0)

r— b~

respectivamente.

Teorema 15. Propriedades de funcoes continuas
Se as funcoes f e g sdo continuas em xr = c, entdo as sequinltes combinagoes sao

continuas em ¥ = c:
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Somas: f+g¢

Diferencas: f — g

Produtos: f.g

Multiplicagao por constantes: k.f, para qualquer numero k.

Quocientes: i, um vez que g(c) # 0.

Potenciacdo: f5, wma vez que ela é definida num intervalo aberto contendo ¢, onde r e s

sao inteiros.

Teorema 16 (Composta de fungoes continuas). Se f é continua em c e g € continua em

f(c), entao a composta go f é continua em c.

Teorema 17. Se g é continua no ponto b e

lim g(f(z)) = g(b) = g(lim f(x))

Tr— C T—C

Teorema 18 (Teorema do Valor Intermediario para fungoes continuas). Uma funcao
y = f(x) que é continua em wm intervalo fechado |a,b] assume cada valor entre f(a) e
f(b). Em outras palavras, se yo for qualquer valor entre f(a) e f(b), entdo yo = f(c) para

algum ¢ em |a, b].

2.2 Derivadas

Defini¢ao 10 (Coeficiente angular e reta tangente). O coeficiente angular da curva y =

f(z) em um ponto P (x¢, f(x0)) € o nimero

o f(@o+ k) = ()
h—0 h

Desde que o limite exista. A reta tangente a curva f em P é a reta que passa por P e

tem esse coeficiente angular.

Defini¢ao 11 (Fungao derivada). A derivada de uma funcao f(x) em relagao a varidvel

x € a fungdo f' cujo valor em x €

fa) — i L) = )

h—0 h

desde que o limite exista.

Teorema 19 (Diferenciabilidade implica continuidade). Se f tem uma derivada em x = ¢,

entdo f € continua em x = c.
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Teorema 20 (Teorema de Darboux). Se a e b sdo dois pontos quaisquer de um intervalo

em que [ é derivavel, entao f' assume todos os valores entre f'(a) e f'(b).

Teorema 21 (Regras de derivagao).

Fungao constante: Se f tem o valor constante f (x) = ¢, entao

df d B

Potenciagao para inteiros positivos: Se n for wm inteiro positivo, entao

d
71,11 _ nxn—l

dx

Multiplicacao por constante: Se u é uma funcao derivdvel de x e ¢ € uma constante, entdo

Derivada da soma: Se u e v sao fungoes derivaveis de x, entdo a soma das duas, u + v,

é derivavel em qualquer ponto onde ambas sejam derivdveis. Nesses pontos,

d (u+v) du+ dv
— (u+v)=—+—
dx dr dx
Funcao exponencial natural:
Ly =e
— (") =e
dx

Produto: Se u e v sdo derivdveis em x, entdo o produto uv também €, e

i (uwv) = ud—v v@
dx - dx dz

Quociente: Seu e v sao derivdveis em x e se v (x) # 0, entdo o quociente ¥ é derivdvel é
du _ . dv
i (u) — Vi ~— Yaw
dx \v v?
Potenciacao para inteiros negativos: Se n € um inteiro negativo e x # 0, entdo

d
e (™) = nx

n—1

Teorema 22 (A regra da cadeia). Se f(u) é derivdvel no ponto u = g(z) e g(z) é

derivavel em x, entdo a fungao composta (f o g) = f (g (z)) € derivivel em x e

(fog) ()= f(9(x) .9 (x)
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Na notagdao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x), entdo

dy_dydfu

dr — du dzx
onde % ¢ calculada em u = g(x).

Defini¢ao 12 (Curva parametrizada). Se z e y sio dados como fungoes

ao longo de um intervalo de valores de t, entdo o conjunto de pontos (z,y) = (f(t), g(t))
definido por essas equagoes € uma curva parametrizada. As equagoes sao equacoes para-

métricas para a curva.

Teorema 23 (Derivacdo de fungoes inversas). Se f apresenta um intervalo I como do-
minio e f'(x) existe e nunca é nulo em I, entdo f~1 é derivdvel em qualquer ponto de seu
dominio. O valor de (f=1)" no ponto b do dominio de f=' é a reciproca do valor de f' no

ponto a = f1(b):
1

f'(=1 ()

I 1
7 lz=b = g,
du e le=r10)

(f7)'(b) =

ou

Definigao 13 (Maximo absoluto, minimo absoluto). Seja f uma fung¢ao de dominio D.

Entao f tem um valor mdximo absoluto em D em um ponto ¢ se

fx) < f(e)

para qualquer x em D, e um valor minimo absoluto em D no ponto c se

f(@) = f(e)
para qualquer x em D.

Teorema 24 (Teorema do valor extremo). Se f é continua em um intervalo fechado [a,b],
entdo f assume tanto um valor mdzimo M como um valor minimo m em [a,b]. Ou seja,
ha nimeros x1 e xo em [a,b] tais que f(x1) = m e f(xe) = M em < f(x) < M para

qualquer outro valor de x em |a, b|.

Defini¢ao 14 (Méximo local, minimo local). Uma func¢io f tem wm valor mdximo local

em um ponto interior ¢ de seu dominio se

f(x) < f(c)
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para qualquer x em um intervalo aberto que contenha c. Uma funcio f tem um valor

minimo local em um ponto interior ¢ de seu dominio se

f(@) = fle)
para qualquer x em um intervalo aberto que contenha c.

Teorema 25 (Primeiro teorema da derivada para valores extremos locais). Se f possui
um valor mdzimo ou minimo local em um ponto ¢ interior de seu dominio e se f' é

definida em c, entdo
f'le)=0

Defini¢ao 15 (Ponto critico). Um ponto interior do dominio de uma fungio f onde [’ é

zero ou indefinida é um ponto critico de f.

Teorema 26 (Teorema de Rolle). Suponha que y = f(x) seja continua em todos os pontos

do intervalo fechado [a,b] e derivavel em todos os pontos de seu interior (a,b). Se

entdo ha pelo menos um nimero ¢ em (a,b) no qual
fle)=0

Teorema 27 (Teorema do Valor Médio). Suponha que y = f(x) seja continua em um
intervalo fechado |a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entdo hd pelo menos um

ponto ¢ em (a,b) em que
f(b) = f(a)
b—a

Uma consequéncia do Teorema [27| é apresentada no seguinte corolario.

~ 1'e)

Corolario 4 (Fungoes com derivadas nulas sdo constantes). Se f'(z) = 0 em todos os
pontos de um intervalo aberto (a,b), entao f(x) = C para qualquer x € (a,b), onde C é

uma constante.

Corolario 5 (Fungbes com a mesma funcao derivada diferem por uma constante). Se
f'(x) = ¢'(x) em cada ponto x de um intervalo aberto (a,b), entao existe uma constante

C tal que f(z) = g(x) + C para qualquer x € (a,b). Ou seja, f — g € uma constante em
(a,b).

Defini¢ao 16 (Funcao crescente, funcao decrescente). Seja f uma fungdo definida em

um intervalo I e sejam xq1 e xo dois pontos quaisquer em I:

1. Se f(z1) < f(x2) sempre que Ty < Ty, dizemos que [ é crescente em I.
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2. Se f(xa) < f(x1) sempre que x1 < x, dizemos que f € decrescente em 1.

Uma fungdo que é crescente ou decrescente em I é chamada monotonica em I.

Corolario 6 (Teste da primeira derivada para fungbes monotonicas). Suponha que f seja
continua em [a,b] e derivdvel em (a,b).

1. Se f'(x) > 0 em qualquer ponto x € (a,b), entdao f é crescente em [a,b).

2. Se f'(x) <0 em qualquer ponto x € (a,b), entdo f ¢é descrescente em [a,b].

Definigao 17 (Concavidade para cima, concavidade para baixo). O grifico de uma fungdo

s

derivavel y = f(x) é
A . . ! 7/ .

(a) concavo para cima em um intervalo aberto I, se f' € crescente em I;

(b) concavo para baizo em um intervalo aberto I, se f' é decrescente em I.

Definigao 18 (Ponto de inflexdo). Um ponto onde o grdfico de uma fung¢do possui uma

reta tangente e onde hda mudanga de concavidade é um ponto de inflexdo.
Teorema 28 (Teste da segunda derivada para extremos locais). Suponha que f” seja
continua em um intervalo aberto que contenha x = c.

1. Se f'(¢) =0 e f"(c) <0, entdo f possui um mdzimo local quando x = c.

2. Se f'(c) =0 e f"(c) >0, entdo f possui um minimo local quando x = c.

3. Se f'(¢c) =0 e f"(c) =0, entao o teste falha. A funcao f pode ter um mdzimo local,

um minimo local, ou nenhum dos dois.
Teorema 29 (Regra de L’Hoépital). Suponha que f(a) = g(a) = 0, que f'(a) e ¢'(a)
existam e que ¢'(a) # 0. Entdo PR
T a
= g@) ~ gla)

Teorema 30 (Regra de L’Hopital). Suponha que f(a) = g(a) = 0, que f e g sejam

derivaveis em um intervalo aberto I contendo a e que ¢'(x) #0 em I, se x # a. Entao

lim @ = lim f(z)

T—a g($) z—a g/<x)

desde que exista o limite no lado direito da igualdade.

Teorema 31 (Teorema do valor médio de Cauchy). Suponha que as fungoes f e g sejam
continuas em [a,b] e derivdveis ao longo de todo o intervalo (a,b); suponha também que
g'(x) # 0 ao longo de todo o intervalo (a,b). Existe, portanto, um nimero ¢ em (a,b) no

qual

g(c)  g(b) —g(a)

f'(e) _ f(b) = f(a)
9
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2.3 Integrais

Definicao 19. Primitiva Uma funcao F é uma primitiva de f em um intervalo I se
F'(z) = f(x) para qualquer x em I.
Definicao 20. Integral indefinida O conjunto de todas as primitivas de f é a integral

indefinida de f em relagcio a x, denotada por

/f(x)dx

[ € o simbolo da integral. A fungdo f € o integrando da integral e x € a varidvel de
mtegracao.

Definicao 21. Limite de somas de Riemann Seja f(x) uma fungio definida em um inter-
valo fechado [a,b]. Dizemos que um nimero I é a integral definida de f em [a,b] e que I é
o limite das somas de Riemann > 5, f(ck)Axy se a sequinte condigao € satisfeita: Dado
qualquer nimero € > 0, existe um numero correspondente 6 > 0, tal que, para qualquer
particao P = {xg, x1, ...,z } de [a,b] com ||P|| < ¢ e qualquer escolha de xy, em [xp_1,xy],
temos

<€

k=1

onde Az, = T, — Tp_1
e

||P|| € a norma de uma particao, isto é, o comprimento do mais longo dos subintervalos
max{(x; —x;—1) i =1..n}

Teorema 32 (Integral definida). Uma fungao continua é integravel. Ou seja, se uma

fungao f é continua em um intervalo [a,b], entdo sua integral definida em |a,b] eziste.

Teorema 33 (Propriedades das integrais definidas). Sejam f e g integrdveis no intervalo
[a,b], entdo

L fy f(x)de = — [ f(x)d(x)

2. [t f(z)dr =0

3. [y kf(x)de =k [} f(z)dz

b S (f(@) £ g(a))da = [ f(2)dz £ [ g(w)dz

5. JJ f(w)de + [ f(z)de = [; f(x)dx
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6. Se f tem o valor mdzimo max f e o valor minimo min f em [a,b], entao

b

min f.(b—a) < / f(z)dr < max f.(b—a)

7. f(x) > g(z) em [a,b] = [ f(x)dx > [) g(x)dx

Definigdo 22 (Area sob uma curva). Se y = f(x) for ndo negativa e integrdvel em um
intervalo fechado |a,b], entdo a drea sob a curva y = f(x) em [a,b] serd a integral de f

de a até b:

A= /abf(x)dx

Defini¢ao 23. Valor médio ou média de uma fungio Se f for integrdvel em |a,b], entdo

seu valor médio em [a,b], também chamado sua média, serd:

M) = [ fa)s

:b—a

Teorema 34 (Teorema do Valor Médio). Se f for continua em [a,b], entdao em algum

ponto ¢ em [a, b]

fle) = bia/abf(x)dm

Teorema 35 (Teorema Fundamental do Calculo). Se f é continua em [a, b], entao F(z) =

[X f(t)dt é continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) e sua derivada é f(x).

() = [ e = £(x)

Se f é continua em qualquer ponto de [a,b] e se F' é qualquer primitiva de f em |a,b],

entao

Teorema 36 (Substituigdo). Se u = g(x) € uma func¢io derivavel cuja imagem é um

intervalo I e f € continua em I, entdo

[ flo@)g @)z = [ flwdu

Teorema 37. Se g € continua no intervalo [a,b] e f é continua na imagem de g, entdo

[ oy g@ae= [" fu)du

Teorema 38. Seja f continua no intervalo simétrico [—a,a).
(a) Se f € par, entao [*, f(z)dx =2 [ f(x)dx
(b) Se f ¢é impar, entao [, f(x)dz =0
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Definigcao 24. Area entre curvas Se f e g sio continuas com f(x) > g(x) ao longo de
[a,b], entdo a drea da regiago entre as curvas y = f(x) ey = g(x) de a até b é a integral

de (f —g) de a até b:
A= [f@) = gla)ld

Este é o monumento sobre o qual esta apoiada a disciplina de CDI, atualmente. O que
veremos no proximo capitulo sao as dificuldades surgidas durante o processo de ensino-
-aprendizagem destes saberes, maneiras de fazé-los melhor assimilaveis e, no Capitulo 4,
veremos a percepcao dos estudantes sobre o CDI, sobre os seus pré-requisitos e finalizare-
mos medindo e interpretando, contextualizando com a literatura mencionada no Capitulo
3 a sua proficiéncia na resolucao de exercicios relacionados as assintotas horizontais e

verticais.



Capitulo 3

O processo ensino-aprendizagem do
CDI

No Capitulo 1 vimos o contexto e de que maneira se estruturou a disciplina de CDI
no Brasil, a partir de 1934.

No Capitulo 2, com base na Ementa da disciplina, disponivel no [6.1] para o CDI na
Universidade de Brasilia, apresentamos as defini¢oes e teoremas mais importantes para a
estruturacao do Calculo. Destaque-se que, por brevidade, sdo omitidas as demonstragoes
e apenas referenciadas as obras em que poderaos os leitores interessados encontrar as
provas.

Nas seguintes secoes deste capitulo, apresentamos alguns obstaculos presentes no
processo ensino-aprendizagem, segundo (BACHELARD, 1977), (PAIS, 2008), (HARDY,
1980), (CUNHA, 2004), (PRANDI, 2009), (LABEGALINI, 2009), (BARUFI, 1999), (HELL-
MEISTER, 2009), (LIMA, 2001), (REIS, 2001), dentre outros devidamente referenciados
no corpo do texto além de caminhos possiveis para se superarem esses desafios educaci-
onais, conforme os mesmos pesquisadores acima mencionados, e que serao corroborados
no capitulo 4 a partir dos resultados obtidos com a aplicagao de dois Questionarios, inte-
gralmente disponiveis nos Anexos [6.1] e [6.2]

Além disso, também estao disponiveis nos Anexos|[6.1]e[6.2] os bancos de dados gerados
durante esta pesquisa, de modo que sera possivel produzir mais informacoes a partir de
tratamento estatistico em trabalhos futuros.

O leitor também encontrard nas segoes seguintes uma breve Heuristica, na secio [3.2]
segundo (POLYA, 1995), com destaque para um exemplo de resolugdo de um problema
de razao de variacdo. Um pouco de modelagem matematica o leitor encontrara na se¢ao
.3] bem como breves andlises sobre uso de softwares, na se¢ao [3.6] finalizando o capitulo
com alguns detalhes e sutilezas légicas, na se¢ao |3.8|

Em relagao as diferentes abordagens possiveis, indaga-se: Quais sao os topicos dentre
os pré-requisitos do CDI que os estudantes consideram mais dificeis? O Questionério 2,

disponivel em [6.2]serd esclarecedor nesse sentido. As respostas dos estudantes consultados

40
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em serao apresentadas, sistematizadas, analisadas e interpretadas no capitulo 4.

Sao os exercicios mais importantes do que a teoria? Para esta questao, veremos mais
adiante que a secao [3.2], sobre Heuristica, juntamente com as respostas obtidas no Ques-
tionario 2, disponivel em corroboram os trabalhos de (TALL, 1978), (GAZZONI e
OST, 2008), (PONTES, 2019), (PRESTES, 2003), (HEIN, 2000) além de outros traba-
lhos de grande relevancia para os estudos dos métodos e técnicas de ensino na pesquisa
em Educacdo Matemética, presentes nos trabalhos, por exemplo, do GIEM (Grupo de
Investigagao em Educagao Matemadtica) da Universidade de Brasilia - UnB, disponiveis
nas referéncias deste estudo.

Como resolver problemas de matematica e de CDI em especial? Temos aqui, nova-
mente, uma confluéncia de resultados a partir das pesquisas citadas em e nos Questio-
narios 1, e[6.2l Qual é a influéncia da modelagem matemética e o estimulo a intuigao
na compreensio dos conceitos de CDI? E do que trata a secio ao abordar a modela-
gem matematica, juntamente com a secao , que serao corroboradas pelos estudantes,
conforme veremos no proximo capitulo, em relagao aos Questionarios 1 e 2, disponiveis
nos e

De que maneira as tecnologias da informacgao e comunicagoes (TICs) podem contribuir
para a aprendizagem? Nesta secdo |3.6| citaremos um software de cédigo aberto, o Geoge-
bra, como exemplo catalisador na compreensao e visualizacao dos conceitos, defini¢oes e
teoremas do CDI.

O que é e para que serve a analise de erros, em matematica? Como trabalhar contra-
exemplos de modo a evidenciar sutilezas? Para as duas tultimas questoes aqui postas, as
segoes sobre Andlise de Erros e [3.7 sobre sutilezas 16gicas, respectivamente, mostrare-

mos que se coadunam com os resultados obtidos nos Questionarios 1 e 2, disponiveis em

GIleG2

3.1 Obstaculos didaticos as rupturas epistemoldgicas

A anélise dos obstaculos na matematica é importante pelas caracteristicas intrinsecas
dessa ciéncia. Conforme (BACHELARD, 1977),

isto se refere a regularidade do seu processo de desenvolvimento, que apresenta
periodos de paradas, mas nao etapas de erros ou rupturas que destruissem o
saber estabelecido.

O que o autor esta querendo dizer é que velhos conhecimentos frequentemente nos
impedem de romper as barreiras entre o nao-saber e o novo-saber, esses velhos conheci-
mentos sao entao obstaculos para o progresso em relacao ao saber cientifico, que exige
verdadeiras rupturas, revolucoes, em relacdo ao saber comum. Nas palavras do Professor

Dr. Eleandro A. P., "Gaston Bachelard aponta para um movimento dialético continuo do
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processo de construgao da ciéncia, do conhecimento cientifico e do ’espirito humano-ci-
entifico’, pelo qual nos da instrumentos de superacao do empirismo, do positivismo, do
historicismo cronologico. Nos ajuda a superar a neutralidade da ciéncia."

Esse é o caso, por exemplo, da Fisica Moderna, em que, nos séculos XIX e XX, as
Teorias Quantica e da Relatividade Geral e Restrita reinterpretaram a fisica classica ou
newtoniana, baseada na Gravitagao Universal, do século XVII. Ou na Quimica, em que
a Teoria do Flogistico, hoje, tem relevancia apenas de um ponto de vista historico.

Qual é a relacao da caracteristica de regularidade da matematica e a aprendizagem da
disciplina? O fato de nao haver rupturas durante o processo de evolug¢ao da matematica
nao significa que nela haja uma linearidade absoluta na fase de descoberta. Esse fato,
inclusive, dificulta a adog¢ao de novos olhares sobre um mesmo "objeto matematico", de
certo modo, a matematica como actimulo de conhecimento representa uma tendéncia
contra a qual luta continuamente a criatividade das mentes jovens do amanha, numa
atitude de verdadeira transgressao onde, para outros ramos do saber, tal atitude é o main
stream.

Onde esta a possivel origem de incompreensao relacionada com o desafio da descoberta
e o processo de divulgagdo por meio da sistematizacdo na forma de demonstracoes? Esse
registro formal ndo deixa explicitas as dificuldades do processo de criacao. (PAIS, 2008).

Basicamente, disso resulta a reacao ao projeto de Nikolas Bourbaki de formalizacao de
toda a matemadtica, fazendo com que todas as nogoes e objetos derivem de um processo
meramente algébrico. Além da demonstracao da impossibilidade de realizacao de um tal
proposito, a partir do Teorema da Incompletude de Godel, de 1923, também é preciso
lembrar do préprio processo de criacao matematica.

A ordem natural do avanco da disciplina é a descoberta ou invencdo do resultado

secundada pela busca do caminho logico-formal que justifica o resultado.

Frequentemente o pensamento de um matemaéatico ndo se dé por € e § mas,

antes, por imagens quase infantis (HARDY, 1980).

Nao predomina a linearidade na fase inicial das ideias matemadticas, mas, antes, in-
tensos conflitos da criacdo do saber. Nao é possivel reproduzir em artigos ou livros o
real caminho de producao, retificacdo e conexao de ideias matematicas que efetivamente
proporcionou ao autor obter o resultado (PAIS, 2008).

Os obstaculos epistemoldgicos em relagao a formacao dos conceitos matematicos dizem
respeito entao a necessidade de fazer o aluno compreender as motivagdes, o processo
primario de descoberta das ideias em relacao a sua apresentacao formalizada por um
texto.

Por certo, os obstaculos que aparecem no momento da criagao dos conceitos nao estao
normalmente expostos na redacao do saber, estdo presentes nos labirintos que o mate-

matico mergulha durante a criagao. Dessa forma, no caso da matematica, os obstaculos
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aparecem com mais intensidade na fase da aprendizagem e sintese do conhecimento, do
que em seu registro historico.

Assim, quando predomina o saber do cotidiano, as ideias de generalidade e rigor sao
usadas no sentido do comum e a légica ainda nao tem nenhuma precisao matematica.
Os avancos, retrocessos, dividas e erros cometidos na etapa em que as conjecturas sao
feitas pelo matematico praticamente desaparecem no resultado final apresentado pelo
texto cientifico (PAIS, 2008).

Analogamente ao que ocorre na etapa de criacdo, durante a aprendizagem, que se
traduz em redescoberta, intervém diretamente no fendmeno cognitivo esses e outros obs-
taculos epistemoldgicos.

Citando (PAIS, 2008) descrever-se-ao trés exemplos de obstéculos didaticos. O pri-
meiro, na aritmética, durante a aprendizagem do produto de dois ntimeros inteiros posi-
tivos que é sempre maior do que cada parcela.

Esse conhecimento pode ser um obstaculo a aprendizagem das propriedades do produto
de dois niimeros racionais, para os quais tal proposicao nem sempre é verdadeira, como é
o caso de duas fragoes unitarias que é menor do que cada parcela.

O segundo exemplo, no caso da divisao de um niimero inteiro positivo por um ntmero
racional menor do que um, cujo resultado ¢ um niimero maior do que o dividendo.

O aspecto inerente a estrutura légica da matematica entra em conflito direto com o

conhecimento que o aluno traz de sua vivéncia nao escolar (PAIS, 2008):

No cotidiano nao refletido, normalmente se conclui, intuitivamente, que o re-
sultado da divisao é sempre menor do que o dividendo, contrariando o caso da
divisao de fragoes.

O terceiro exemplo encontra-se na geometria espacial, quando da representagdao por
meio de perspectiva. A realizacao ou leitura desse desenho nao é uma atividade evidente
(PAIS, 2008).

Normalmente, em perspectiva paralela, um cubo aparece com a face superior represen-
tada por um paralelogramo nao quadrado, em os angulos nao sao retos, quando medidos
sobre a superficie do papel, mas, por outro lado, representam os angulos retos da face
superior do cubo.

Neste caso,

se o aluno fixar sua leitura nas particularidades do desenho em si, ele pode ter
dificuldades em compreender as propriedades geométricas do sélido represen-
tado (PAIS, 2008)
Entende-se assim, que a intuicao pode representar obstaculo didatico em vista de o
conceito sofrer resisténcia das primeiras impressoes, da compreensao natural.
A generalidade pode vir a ser, também, um obstaculo epistemolégico para ruptura

necessaria a contrucao de novos saberes.
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Esse problema surge quando ocorre uma tentativa apressada de generalizar

uma ideia que estd ainda presa ao entendimento pré-reflexivo (PAIS, 2008)

Exemplo concreto é passar da imagem da Balanca de Roberval as equagoes algébricas
ao introduzir o tema das equacgoes, o que facilita um conhecimento vago e superficial.

Conforme (CUNHA, 2004), (PRANDI, , 2009) e (LABEGALLINI, 2009), existe a
tendéncia de o professor ensinar como lhe foi ensinado. E isto significa que tende a

reproduzir qualidades e prejuizos de seus mestres.

O indice de nao-aprovacao em cursos de Calculo Diferencial e Integral ofereci-
dos, por exemplo, aos alunos da Escola Politécnica da USP, no periodo de 1990
a 1995, varia de 20% a 75%, enquanto que no universo dos alunos do Instituto
de Matemaética e Estatistica o menor indice nao é inferior a 45% - isto é, nao
se aprova mais do que 55% em uma turma de Céalculo. (BARUFI, 1999)

Como consequéncias, tem-se que uma abordagem que desconsidere os aspectos que
foram fundamentais para a constituicao e desenvolvimento deste campo do conhecimento,
os significados principais dos conceitos e métodos, o verdadeiro papel do Célculo para a
construcao do conhecimento para futuros matematicos quanto para professores de Mate-
matica tem como efeito agravar a situacgao da qualidade matematica do pais como um
todo.

Na prética, a maioria dos egressos do curso de Matematica tanto na Licenciatura
quanto no Bacharelado, em algum momento das suas carreiras haverao de lecionar Calculo
ou necessitar indiretamente dele.

Observa-se que, nesse sentido, a existéncia de conceitos prévios a serem encarados como
empasses e complicadores para o processo de ensino aprendizagem do cédlculo diferencial
e integral, trata-se dos pré-requisitos, na se¢ao intitulada Preliminares, da décima edicao
do seu Calculo, de 2002, George B. Thomas apresenta o que considera serem os pontos
sensiveis a revisar. Sao apresentadas na primeira se¢do nocoes da Geometria Analitica tais
como incrementos, coeficiente angular de uma Reta, Retas Paralelas e Perpendiculares e
Equacao de Retas.

Na segunda sec¢ao sao abordados os conceitos de fungoes e graficos, dominios e imagens,
funcoes crescentes e decrescentes, pares e impares, definidas em partes, valor absoluto,
translacao, composicao e simetria de fungoes.

Na terceira se¢ao sao apresentadas as fungoes exponenciais e suas aplicagoes. A seguir,
na secao quatro, as fungoes inversas e os logaritmos. Nas seg¢oes 5, 6 e 7, abordam-
-se as fungoes trigonométricas e suas inversas, as equagoes paramétricas e a modelagem
de variagoes, respectivamente. Comparando com (LIMA, 2012) observa-se que estao
descritas as dificuldades mais frequentemente observadas pelos autores.

As principais dificuldades visiveis nos discentes de ensino médio nas disciplinas de

exatas, entre elas CDI, estao interligados a mediacao pedagbgica precaria recebida, no
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qual os alunos nao obtém no Ensino Médio o conhecimento prévio adequado a esse conhe-
cimento cientifico, e este fato torna o ensino aprendizagem muito mais dificil tanto para
o discente quanto para o docente, o que leva muitos a reprovarem diversas vezes numa
mesma disciplina ou até mesmo desisténcia do curso superior.

Com relagdo a diferenciagdo na apresentacao, pelos livros didaticos de CDI para o
Bacharelado e a Licenciatura, as diferencas residem em deixar o Calculo para Licenciatura
mais facil.

Nao ha, em geral, livros especificos para a Licenciatura em razao da especificidade da
destinacao desse profissional. Existem boas excec¢oes, como o SANTANA, José Ernandes
Oliveira de. Matematica aplicada a quimica. 2016. 89 f. Dissertacdo (Mestrado Profis-
sional em Matematica) - Departamento de Matematica, Universidade Federal do Ceara,
Fortaleza, 2016, mas ainda representam um movimento incipiente.

Para (HELLMEISTER, 2009) "mudou no seguinte sentido - vocé acolhe mais os alunos.
Na Licenciatura temos muitos alunos que vém (...) mal formados e, entdo, se percebeu

que eles acabavam nao aprendendo quase nada daquele Calculo formal.

Decidiu-se entao ir menos longe nos contetidos do Céalculo Diferencial e Integral,
nao fazer os teoremas de Gauss, Green e Stokes, fazer pouca coisa de integral
de superficie... Enfim, optou-se por avancar menos e ficar mais no comeco;
tentamos cobrir um pouco essa parte do conteiido do ensino médio que o aluno
nao tem. (...) Nés retomamos alguns conteidos do ensino médio, mas com
outra abordagem; trabalhamos um pouco mais fungoes, fungdes exponenciais,
logaritmicas, (...) as fungdes trigonométricas, as inversas... Dedicamos mais
tempo a isto. E tem também algumas atividades que preparamos para intro-
duzir certos conceitos e que os alunos desenvolvem em grupo. Entao, o que se
estabeleceu foi essencialmente o seguinte: ir um pouco menos longe e acolher
melhor o aluno, (...) fazer testes para diagnosticar as falhas deles e tentar co-
brir. (HELLMEISTER, 2009).

Observe que nao se trata de uma mudanca em funcao do oficio a ser desempenhado
pelo Licenciado, mas tao-somente de cumprir a meta de aprovar alunos, sem critério
preciso sobre o porqué de ensinar algo em detrimento de outro contetdo.

A importancia do livro-texto é fundamental,

"(...) o critico deve ter me mente que o livro didatico é, na maioria dos casos, a
Unica fonte de referéncia com que conta o professor para organizar suas aulas,
e até mesmo, para firmar seus conhecimentos e dosar a apresentacdo que fara
em classe.

Assim, é necessario que esse livro seja ndo apenas acessivel e atraente para
o aluno, como também que ele constitua uma base amiga e confidvel para o
professor, induzindo-o a praticar os bons habitos de clareza, objetividade e
precisao, além de ilustrar, sempre que possivel, as relagoes entre a Matematica
e a sociedade atual." (LIMA, 2001)
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(COCHRAN-SMITH e LYTLE, 1999) durante pesquisas acerca do processo formativo
de professores sugerem que a definicao de pratica docente pressupoe diferentes imagens
que relacionam o conhecimento e a pratica.

Deste modo, estas autoras destacam trés concepg¢oes de aprendizagem de professores:
conhecimento para pratica, conhecimento na pratica e conhecimento da pratica.

Os professores de Célculo em geral, sao oriundos do curso de Bacharelado. Durante o
seu treinamento nao ha comunicacao das disciplinas do eixo principal com disciplinas de
natureza pedagdgica ou metodoldgica.

No curso de matematica nao se aprende como se aprende matemética ou como se ensina
matematica, nao somente matematica. J4 no Ensino Fundamental e Médio o aluno desse

curso tende a reproduzir o que aqui ¢ sem propédsito, quando torna-se professor.

Isto ocorre, por exemplo, na definicdo de fungdo como conjunto de pares orde-
nados e na desnecesséria defini¢do de equacdo (LIMA, 2001)

Ainda em relacao ao formalismo no CDI, frequentemente é apresentado sem nenhum
rigor, amparado apenas na intuicdo geométrica ou excessivamente rigoroso e formal, do
ponto de vista simbdlico.

Nao se observa um didlogo entre intuicao e rigor, juntamente com as demonstragoes
poderia vir graficos com esbogos das fungdes em questao, além de comentarios de passos
mais complicados entre uma passagem e outra.

Nas situagoes mais formais, pode-se incluir comentarios informais de modo a aproximar
o leitor do tema. E preciso observar que alguns obstaculos sao de natureza comportamen-
tal.

A anilise de provas e de exercicios resolvidos mostra um déficit linguistico por
parte do aluno que chega a universidade; mal alfabetizados em matematica,
muitos alunos tém dificuldade em perguntar, apresentar dividas ou defender
solugdes encontradas. Tal déficit, por certo, pode explicar a auséncia de didlogo,
mediado pelo contetido de Célculo, entre professores e alunos. (LACHINI, 2001)

Isto revela uma necessidade premente de atividades pensadas para reduzir as lacu-
nas na formacao, de variegadas naturezas, mas com intencao explicita de aperfeigoar o
conhecimento matematico dos estudantes que adentram a Universidade.

Mas nao so, também atividades que favorecam a préatica em grupos, de modo a pro-
porcionar maior interacao, minimizando conflitos e favorecendo a expressividade daqueles
que apresentem maiores dificuldades de socializagao.

(LIMA, 2012) analisa que tipos de reflexoes foram e estao sendo feitas relativamente
ao ensino do Calculo Diferencial e Integral, especialmente nas disciplinas que objetivam
formar matematicos e professores de Matematica, pelo seu imediato efeito em larga escala
(GRATTAN-GUINESS, 1997) paralelamente a (LIMA, 2012) estao de acordo em que nao

adotar diferentes niveis de rigor matematico, nao buscar aquele nivel mais adequado ao
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contexto e a maturidade matematica, nao matizar o rigor com a intuicao, sistematizando
e expondo com o maximo de rigor possivel, mas evitando um aprofundamento precoce em

aspectos problemaéaticos dos conceitos, afinal,

como os alunos poderiam compreender diretamente a critica de algo que ainda
nem conheciam? (VIEIRA e GOMIDE, 2008)

Nessa fala da importancia do Célculo como oportunidade de compreender os conceitos
e a Analise como oportunidade de criticar os mesmos conceitos, ha docentes que entendem
incorretamente o que se pretende dizer.

Alguns acabam por entender o Célculo como os pré-requisitos necessarios para com-
preender o que seria visto em Analise, e assim transmitem a ideia do Calculo como uma
disciplina sem objetivos proprios, sem conceitos, fundamentos, especificidades e potenci-
alidades préprias. Para (REIS, 2001) o problema aqui consiste em entender contrapostos
o rigor e a intuicao.

Nao se trata de usar somente a intuigdo no Célculo e usar somente o rigor na Analise,
mas usar intuicao e rigor tanto no Célculo quanto na Analise, mas em ambos, nos niveis
adequados as necessidades dos alunos, as lacunas de formagcao e a maturidade matematica
da turma.

Para (LIMA, 2012), alguns tém entendido o Célculo como a necessidade de uma abor-
dagem mais manipulativa. Entenderam erroneamente que o Calculo serve para aprender
as técnicas, fazer contas, e na andlise, os fundamentos, os teoremas e as demonstragoes.

Mas o autor ressalta que a questdo fundamental ndo é apresentar ou nao teoremas,
fazer ou nao demonstragoes e sim de que maneira e em que momento do curso inicial de
Calculo estes elementos devem ser trabalhados para que sejam significativos para o aluno.

Para (LIMA, 2012), a partir de 1964, o Célculo sofreu uma subordinacao & Anélise, e
essa é a concepcao do Calculo como Pré-Analise.

Conforme (BARUFI, 1999), a sequéncia de Cauchy-Weierstrass é mais adequada para
a analise do que para o Calculo, que é exemplificada na definicdo que foi apresentada
de (SPIVAK, 1970), e para (REZENDE, 2003) ela nao é apropriada para cursos mais
preocupados com os significados dos resultados do que com a sua sintaxe logica.

Certamente privilegiar aspectos relativos a formalizagao dos conceitos e nao os aspectos
epistemologicos e cognitivos de seus entes fundamentais tornam o aprendizado mais dificil.

Conforme (LIMA, 2012), lancar mao da visualiza¢ao grafica bem como a discussao
dos significados das notagdes empregadas, como é caso de (SPIVAK, 1970) ao definir uma,
funcao limitada sobre um intervalo fechado que é integravel sobre um intervalo aberto

b f informa:

O sfmbolo [ recebe o nome de sinal integral e em sua origem era um s alongado,
indicando soma -; o niimeros a e b recebem o nome de limites de integragao
inferior e superior. A integral ff f recebe o nome de area de R(f,a,b) quando
f(z) > 0, para todo x € [a,b]".
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Ademais, a dosagem do rigor, os modos de apresentacao por parte dos docentes, nao
limitar a disciplina da Anélise a demonstracao dos resultados, eliminar a crenca de que no
Célculo deve-se fazer apenas contas e aplicacoes de conceitos, eliminar a crenca de que o
foco do Calculo deve ser a sistematizacao dos resultados de acordo com o rigor simbodlico-
-formal, mas em um nivel mais moderado do que aquele que serd adotado na Analise,
eliminar a prética do que (REZENDE, 2003) chama de conflito pedagégico entre o que se
faz e o que se pede, que se refere a pratica de usar de formalismo e rigor na exposicao e

procedimentos algoritmicos nas avaliagoes, que os alunos consideram mais facil.

3.2 Heuristica e Educacao Matematica

George Polya é autor dos Dez Mandamentos para Professores, e em seus estudos tréas

as seguintes regras que sao comparadas aos dez mandamentos biblicos, sendo eles:

"1. Tenha interesse por sua matéria.
2. Conhega sua matéria.

3. Procure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas expectativas
e suas dificuldades; ponha-se no lugar deles.

4. Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa é descobri-la
vOocé mesmo.

5. Dé aos seus alunos ndo apenas informagao, mas know-how, atitudes mentais,
o habito de trabalho metédico.

6. Faga-os aprender a dar palpites.
7. Faca-os aprender a demonstrar.

8. Busque, no problema que estd abordando, aspectos que possam ser tteis
nos problemas que virdo procure descobrir o modelo geral que estd por tréas
da presente situacao concreta.

9. Nao desvende o segredo de uma vez deixe os alunos darem palpites antes
deixe-os descobrir por si préprios, na medida do possivel.

10. Sugira; ndo os faca engolir a forga."
Polya (1984, p. 527).

O interesse pela componente curricular é, para (POLYA, 1984), condigao sine quan
non para se ensinar matematica. Nao se pode transmitir entusiasmo sem possui-lo.

Conhecer a area do conhecimento é conhecer além do que se vai ensinar. A sensibi-
lidade de colocar-se no lugar do outro é a necessaria condi¢do para compreendé-lo. O
proximo mandamento diz respeito a proporcionar ao menos alguns momentos de desco-
berta para os alunos.

Nao fornecer todas as respostas, ainda que, em face da escassez de tempo nao seja pos-
sivel adotar tal conduta a todo momento. O quinto mandamento diz respeito a heuristica,

trata-se de ensinar a resolver problemas.
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O sexto mandamento diz respeito ao raciocinio plausivel. Métodos numéricos de apro-
ximacao, verificacao de casos especiais e graficos ou tabelas permitem inferir um compor-
tamento padrao de fungoes ou outros fenémenos.

Mas o préximo mandamento estd para nao permitir que essa conduta permaneca
incompleta. E preciso generalizar e justificar logicamente a hipétese lancada no passo
anterior. Os proximos mandamentos sao dedicados ao estimulo a criatividade e iniciativa.

Heuristica, helrética ou Ars Inveniendi, ramo de estudo nao totalmente delimitado,

pertencente a Loégica, a Filosofia e a Psicologia.

A Heuristica estuda os métodos e as regras da descoberta e da invencao
(POLYA, 1995).

Seus precursores sao Euclides, Pappus, Descartes, Leibniz e também Bolzano. Mo-
dernamente, busca compreender o processo solucionador de problemas, em especial as
operacoes mentais, tipicas desse processo, que tenham utilidade.

Seu estudo deve levar em conta as suas bases logicas e psicologicas. Nesta disciplina,
procuram-se aspectos comuns na maneira de tratar de problemas de toda sorte.

Seu estudo tem objetivos praticos: melhor conhecimento das tipicas operagdes mentais
que se aplicam a resolucao de problemas e, assim, pode-se exercer influéncia benéfica sobre

o ensino, especialmente sobre o ensino de matematica. Para (POLYA, 1995):

"Ao tentarmos resolver um problema, consideramos um a um dos seus aspectos,
resolvemos os mesmos incessantemente na nossa mente a variagdo do problema
é essencial ao nosso trabalho."
Podemos variar o problema pela decomposicao e recombinagao dos seus elementos ou
pela utilizacdo dos recursos de generalizacao, particularizacao e analogia. A variacao do
problema pode nos levar a elementos auxiliares ou a descoberta de um problema auxiliar
mais acessivel.

Sao dois os tipos de problemas, problemas de determinacao e problemas de demonstra-
¢ao. A notacao adequada e as figuras geométricas sao auxilios indispensaveis na resolucao
de problemas que nao sejam demasiadamente simples.

Todos os tipos de problemas, especialmente problemas praticos e enigmas pertencem
ao dominio da heuristica. Trata-se, enfim, do estudo do comportamento humano em face
dos problemas.

A solucéo de um problema tem quatro fases, conforme (POLYA, 1995): A compreensio
do problema, o estabelecimento de um plano, a execucao do plano e o retrospecto.

A seguir, um mapa mental das quatro fases:
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Exemplo da aplicacdo das quatro fases da resolugdo de um problema, extraido inte-
gralmente de (POLYA, 1995):
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Um problema de razdo de variagdo. A dgua escoa para um vaso cilindrico a
razdo r. O vaso tem a forma de um cone circular reto, de base horizontal, com
o vértice para baixo; o raio da base é a e a altura do cone é b.

Determinar a razao a qual o nivel de d4gua sobe quando a profundidade for y.
Em seguida, calcular o valor numérico da incégnita, sabendo-se que a=4m,
b=3 m, r=2mg por minuto e y=1m.

Solugdo: Admite-se que os alunos conhegam as mais simples regras de diferen-
ciacdo e a nocao de razao de variagdo. Quais sdo os dados?;

O raio da base do cone a=4 m; a altura do cone b=3 m; a razdo a qual agua
escorre para o vaso r=2mg por minuto e a profundidade da &dgua num certo
momento y=1m.

Certo. O enunciado do problema sugere que provisoriamente, se deve desprezar
os valores numéricos; trabalhar com as letras; expressar a incégnita em fungao
de a, b, r e y e s6 no final, depois de chegar a expressao literal da incognita,
substituir as letras pelos valores numéricos. Eu seguiria esta sugestdo. Agora,
qual é a incégnita? A razao a qual a superficie da dgua sobe quando a profun-
didade ¢é y.

Como? Poderia repetir em outras palavras?

A razdo de variacdo da profundidade da dgua é aumentada. Esté certo, a razao
de variagdo de y. Mas o que é razdo de variagdo? Volte as defini¢des.

A derivada é a razao de variacao.

Correto. Ora, y é uma fun¢do? Como dissemos, desprezamos o valor numérico
de y. E possivel imaginar como y varia? Sim, y, a profundidade, aumenta com
o decorrer do tempo. Portanto, y é uma fungao de qué?

Do tempo t.

Muito bem. Adote uma notacao adequada. Como poderia escrever a razao de
variacao de y em simbolos matematicos?

dy

dt
Certo. Assim, esta é a sua incognita. E preciso expressa-la em funcao de a, b,
rey. A propdsito, um destes dados é uma razdo. Qual deles?
r é a razdo a qual a dgua escoa para o vaso. Como é isso? Pode dizé-lo em
outras palavras?
r é a razao de variagdo do volume de dgua no vaso.
Como? E possivel formulé-lo de uma outra maneira? Como representaria isso
numa notagao adequada?

_dv
"Tar
O que é V? O volume de agua no vaso no instante t. Muito bem. Agora, tem
de expressar
av
dt
av

em fungao de a, b, e y. Como faria isto?
Se ndo puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum pro-
blema correlato. Se ndo perceber ainda a relagio que existe entre

dy
dt

e os dados, procure introduzir alguma conexao mais simples que possa servir
de intermediaria. Como fazer isto?

Nao percebeu que hé outras relagoes? Por exemplo, serdo y e V independentes
uma do outro?

Nao. Quando y cresce, V também cresce.

Portanto, hd uma relagdo. Qual é7

Bem, V é o volume de um cone cuja altura é y. Mas néo sei ainda qual é o raio
da base.

Nao obstante, pode toma-lo em consideragdo. Chame-o de alguma coisa, diga-
mos X.

<, Ty
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Sintetizando as quatro fases do método de (POLYA, 1978) abaixo, temos:

Jayr e
f
Mims

Passo2

Construgao de uma
estratégia

Figura 3.1: Método de Polya (1978)

Usando-se o método de (POLYA, 1978) na resolucio de problemas podem-se visitar
diferentes areas da matematica ao buscar solugoes alternativas além de se estimular o de-
senvolvimento do pensamento matematico avangado, no sentido usado por (TALL, 1978)
ao se proporem generalizagOes para problemas que surgem no cotidiano.

Em (GAZZONI e OST, 2008) temos uma abordagem das possibilidades do método e

dos processos propostos por Polya ao se resolver o seguinte problema:

"Um fabricante produz balas macigas em dois tamanhos, mas dispée de um
unico modelo de caixa para transporta-las. Felizmente, essa caixa acondiciona
perfeitamente uma bola grande, ou 216 pequenas. Sabendo-se que, indepen-
dentemente do tamanho, as bolas sdo feitas do mesmo material, qual caixa de

bolas que pesard mais?"

Os autores aplicam as quatro etapas com trés exemplos de soluc¢oes alternativas, utili-
zando-se propor¢oes, calculando-se o volume das esferas grande e pequena e, finalmente,

por semelhanca.
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No quarto passo, aquele de revisao da solucdo, conforme a Fig. fizeram-se as

seguintes reformulagoes do problema inicial alterando-se as hipoteses:

1. "Se as bolas forem ocas, e sendo-se z(x €R*) a medida da espessura da casca, qual a

caixa que pesara mais?"
2. "Quem tem maior area de superficie, a bola grande ou as 216 pequenas?”

Para a segunda pergunta foram propostas duas solugbes, a primeira, usando-se a
formula de area da superficie da esfera, e a segunda utilizando a nocao de limite, que é o
tema deste trabalho.

Finalizaram, os autores, dando uma formulacdo genérica para o problema. Esta é
uma aplicagdo que oportuniza ao leitor o "como" se aplica o método de (PC\)LYA7 1978),
permitindo utilizacdo futura ao serem bastante didaticos em sua exposicao.

Diversos trabalhos apresentam situagoes aplicadas do médo e também no Calculo isso

é possivel e constara de trabalhos futuros decorrentes deste. Sua importancia e urgéncia

reside no fato de que, conforme (MEDEIROS, 2001):

"Um rapido olhar sobre o desenvolvimento do conhecimento matemético, ao
longo do tempo, nos leva a perceber que a ativiade de resolugdo de problemas
lhe serve de motor. No entanto, o trabalho com resolucao de problemas, em
sala de aula, no Ensino Fundamental, ndo estd tendo, para a aprendizagem de
matematica um papel que, ao menos, se aproxime daquele desenvolvido nesse
campo do conhecimento. [...] De modo geral, os problemas sao trabalhados em
sala de aula para "fixar" os assuntos que acabaram de ser estudados. Eles se
caracterizam como exercicios repetitivos, permitindo ao aluno identificar certas
caracteristicas que se repetem no processo de resolugéo, criando procedimentos
padronizados para serem utilizados na resolugdo de problemas semelhantes".
Os exemplos citados pelos autores mencionados tem a intencao e o mérito de desen-
volver habilidades e competéncias na resolugao de problemas de matematica para além
do estimulo-resposta (PONTES, 2019), nesse sentido, citando (GAZZONI e OST, 2008)
destaca o beneficio em termos de qualidade da aprendizagem e do ensino que pode pro-

porcionar a aplicagdo do método de (POLYA, 1978) em sala de aula.

3.3 A modelagem matematica: Inducao e Deducao

A racionalidade técnica compartimentaliza todos os campos do saber. A esse respeito,
pode-se notar um curriculo prescritivo e/ou conteudista, que apresenta as disciplinas como
descobertas, impedindo assim a conexao entre sujeito e objeto.

Apreender os fend6menos da natureza ou as teorias cientificas mais sofisticadas torna-
-se assim superficial. Trata-se de estabelecer relagoes entre diversos temas, e acabar por

historiciza-los.
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Na verdade, a mateméatica como uma linguagem tem sido usada da seguinte maneira,
inicialmente os pesquisadores estabelecem relagoes entre os diversos objetos matematicos,
a seguir traduzem essas relacoes em linguagem logico-simbdlica, formal, e a seguir espalha-
dos por reconditos pelo mundo, outros matematicos traduzem novamente essa linguagem
para relagoes facilmente compreensiveis, basicamente imagens.

Até meados do século XX, a maioria das ciéncias obedecia ao principio de reducao, que
limitava o conhecimento do todo ao conhecimento das partes, como se a organizacao do
todo nao produzisse qualidades ou propriedades novas em relacao as partes consideradas
isoladamente.

O principio de reducao leva naturalmente a restringir o complexo ao simples. Assim,
aplica as complexidades vivas e humanas a légica mecanica e determinista da maquina
artificial. Pode também cegar e conduzir a excluir tudo aquilo que nao seja quantificavel
e mensuravel, eliminando, dessa forma, o elemento humano do humano, isto é, paixoes,
emocoes, dores e alegrias. Da mesma forma, quando obedece estritamente ao postulado
determinista, o principio de reducdo oculta o imprevisto, o novo e a invengao (MORIN,
2002).

As bases de dados nas quais foram feitas dedugoes geralmente nao sdo apresentadas
e o processo de averiguagao, notadamente nas ciéncias sociais, ndo pode ser plenamente
verificado. Isso é perigoso, no sentido em que podem fomentar resultados sem verificagao,
corroboracao com status cientificos para ideologias, por exemplo, xendfobas e racistas. A
modelagem matematica é um retorno a busca por reconectar o objeto ao sujeito.

Pode-se definir a experimentagdo como um conjunto de procedimentos que se estabele-
cem para verificar as hipoteses. Ela sempre se realiza em situagoes de laboratorio, ou seja,
controlando-se as circunstancias e varidveis capazes de interferir na relagdo causa/efeito
estudada.

As hipéteses, em geral, indicam uma relagdo de antecedéncia (varidvel dependente)
entre os fendmenos. Na experimentacao, procura-se verificar se a relagao existe mesmo e
qual é a proporgao de variagao encontrada em tal relagio (PRESTES, 2003).

De fato, a modelagem é compativel com o método experimental e, portanto, com o
método cientifico, em que a hipotetizacdo e a validagdo sdo os elementos essenciais. As

etapas da modelagem matematica, segundo (HEIN, 2000) sao as seguintes:
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1. Interacdo: Fase em que o pesquisador faz os primeiros contatos com o
problema ou tema a ser modelado, buscando familiarizar-se a respeito e
coletar dados que possam ajuda-lo em sua investigagao;

2. Matematizacao: Etapa em que sdo levantadas hipodteses explicativas,
com base nos conhecimentos prévios do perquiridor, para as questoes
suscitadas. E quando se faz uso do instrumental matemético com vistas
a consecucao do modelo com que se pretende representar o evento, tema
ou situagdo de estudo.

3. Modelo: Fase em que se testa a validade do modelo construido, devendo-
-se,em caso de sua nao-adequacao ao objeto estudado, retomar a etapa
anterior do processo, qual seja a de matematizagao. (BIEMBENGUT
& HEIN, 2000).

Trata-se de um processo interacionista e criativo, propiciando uma relagao afetiva mais

intensa entre o sujeito e o observador, de modo a construir uma aprendizagem significativa.

3.4 Calculo infinitesimal e a Non-standard analysis

Os conceitos de infinito e infinitésimo remontam a Grécia antiga. Mas as teorias
baseadas nesses conceitos foram controversas até o século XX, quando entao surgiu a
Non-standard analysis ou andlise nao padronizada, que permite apresentar os conceitos

da analise de modo mais intuitivo.

Em meados do século XX, o matemdtico alemao, Abraham Robinson (1918
1974) recuperou a nogdo de infinitésimo que, com o auxilio dos métodos da 16-
gica matematica, em particular a teoria dos modelos, foi estabelecida de forma
rigorosa. Ele iniciou a construgdo da chamada Andlise nao-standard em 1961
com o artigo do mesmo nome, em que, pela primeira vez, demonstrou que o
conjunto dos nimeros reais pode ser considerado um subconjunto de um con-
junto maior de nimeros que contém infinitésimos e também operagoes aritmé-
ticas apropriadamente definidas, as quais satisfazem todas as regras aritméticas
obedecidas pelos nimeros reais padréo. (FELIZARDO, 2005).

Esta possibilidade esta de acordo com a didatica empregada no ensino da Fisica, e hé
muito tempo, no entanto, nao s6 ha poucas pesquisas nessa direcao, como também nao
hé materiais didéaticos para se trabalhar com essa abordagem. Baldino, em (REIS, 2001),
diz que os materiais atualmente disponiveis sdo inadequados (BARONI, 2011)).

A non-standard analysis (a andlise sobre os niimeros hiperreais devida a Abraham
Robinson), com a introducao de nimeros infinitamente pequenos permitiu justificar - com
dois séculos de atraso - os raciocinios logicamente duvidosos, mas na pratica bastante bem-
-sucedidos, do célculo infinitesimal (SALANKIS, 2003), Ian Sterwart, autor de Incriveis
Passatempos Matematicos, nas paginas 186 e 187, descreve assim o surgimento da analise

nao-standard:
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Os matematicos levaram séculos de esfor¢o para chegar a um acordo e formular
uma teoria logicamente rigorosa dos limites, das séries infinitas e do célculo,
o que chamaram de andlise. Todas as ideias sedutoras, porém incoerentes
do ponto de vista l6gico, sobre ntimeros infinitamente grandes e infinitamente
pequenos os infinitesimais foram banidas, garantindo a seguranca da mate-
matica. O filésofo George Berkeley havia se referido com sarcasmo aos infinite-
simais como fantasmas de quantidades falecidas, e todos concordaram que ele
estava certo. No entanto, o cdlculo ainda assim funcionava, gracas aos limites,

que exorcizaram os fantasmas.

A infinidade, grande ou pequena, era um processo, e ndo um numero. Nunca somamos
todos os termos de uma série infinita: somamos um ntmero finito e perguntamos como a
soma se comparta a medida que o nimero de termos se torna cada vez maior. Nos nos
aproximamos do infinito, mas nunca chegamos la. Da mesma forma, os infinitesimais nao
existem. Nenhum ntimero positivo pode ser menor que todos os nimeros positivos, pois

neste caso teria de ser menor que ele mesmo. Entretanto,

(...) nunca devemos desistir de uma boa ideia s6 porque ela ndo funciona.
Nos anos 1960, Abraham Robinson fez algumas descobertas surpreendentes
nas fronteiras da légica matematica, registradas em seu livro Non-Standard
Analysis, de 1966. Ele provou que existem extensoes do sistema numérico real
chamados ntimeros hiper-reais que compartilham quase todas as propriedades
habituais dos ntimeros reais, exceto pelo fato de que os ntimeros infinitos e
os infinitesimais efetivamente existem. Se n é um ntmero infinito, entao % é
infinitesimal mas diferente de zero. Robinson mostrou que toda a andlise pode
ser montada para os hiper-reais, de modo que, por exemplo, uma série infinita
seja a soma de um numero infinito de termos, e nds efetivamente cheguemos ao
infinito.Pois bem, um infinitesimal é um novo tipo de ntimero que é menor que
qualquer nimero real positivo, mas nao é ele proprio um niimero real. E nao é
menor que todos os nimeros hiper-reais positivos. Mas podemos transformar
todos os hiper-reais finitos em niimeros reais formando a parte standard, que é o
numero real inico que se encontra infinitesimalmente préximo.Temos um prego
a pagar por tudo isso. A prova de que os hiper-reais existem néo é construtiva
ela mostra que esses nimeros podem ocorrer, mas nao nos diz quais sdo. No
entanto, qualquer teorema sobre a andlise tradicional que possa ser provado
usando-se a analise ndo standard possui alguma prova na andlise tradicional.
Portanto, temos aqui um novo método para provar os mesmos teoremas sobre a
analise tradicional. Esse método se encontra mais proximo a intuicao de pessoas
como Newton e Leibniz que aqueles mais técnicos desenvolvidos depois.

(IAN STERWART, 1998)

Entre as competéncias adquiridas com o estudo da Analise ndo-standard estao, saber
formalizar e manipular ordens de grandeza de nimeros; o dominio da aplicabilidade e
das limita¢oes do principio de indugdo matematica e dos principios de permanéncia; o
dominio dos diversos tipos de regularidade e irregularidade nao-standard, incluindo de
estruturas e construcgoes discretas de passo infinitesimal; o dominio de cédlculos assinté-
ticos e de mudanga de escala e o dominio da natureza dos problemas em que a analise

nao-standard tem relevancia, em particular problemas em que intervém diversas ordens
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de grandeza, problemas com interagoes entre o discreto e o continuo e problemas com
transigoes imprecisas.

Como temas introdutérios desse campo do saber, conforme (DIENER et DIENER,
1995), temos o axioma de existéncia de niimeros nao standard. Os nimeros infinitesimais,
limitados e infinitamente grandes, além das regras de calculo de Leibniz.

Também conjuntos internos e externos, os principios de permanéncia, a indugao ex-
terna, a analise com nimeros infinitesimais, nogdes nao standard de regularidade de fun-
¢oes: S continuidade, S-derivabilidade, S-integrabilidade. As ordens de grandeza e as
mudancas de escala. As perturbagoes singulares, as aproximagoes assimptéticas, as dis-

cretizacgoes infinitesimais.

3.5 Analise de Erros

Busca-se analisar e classificar os erros em testes, em trabalhos individuais ou grupais.
De acordo com (CURY, 2003), citando (RADATZ, 1980) os primeiros trabalhos foram
feitos por pesquisadores americanos, ligados ao behaviorismo. Isto, no inicio do século
XX.

Na década de 50,

foram realizadas pesquisas utilizando os protocolos verbais, com solicitacao
aos estudantes de que falassem em voz alta durante a realizacdo das tarefas.
(CURY, 2003). Numa terceira fase, de cunho construtivista, os investigadores
procuravam entender o erro como construtor do conhecimento e ndo mais como

algo a ser eliminado (CURY, 2003).

O erro ¢ considerado, em geral, como algo que deve ser evitado. O acerto ou a
resposta esperada é fortemente solicitado e privilegiado desde a mais tenra idade. Uma
consequéncia de longo prazo é a auto repressao do raciocinio nao esperado. Mas, o que o

erro pode dizer sobre o que o aluno nao sabe?

Os erros cometidos pelos alunos sdo considerados estagios necessarios a explo-
racdo de problemas e podem ser utilizados, pelo professor ou pelos préprios
alunos, para novas descobertas e para discussdo dos conceitos envolvidos em
um determinado problema matemético. (CURY, 1994).

Para (MORAES, 2013), o erro é um conhecimento, é um saber que o aluno possui e
nao a falta dele. Ele nao considera que os erros demonstram aquilo que os alunos nao
sabem, assim como nao é possivel assumir que os acertos demonstram aquilo que eles
sabem. Os alunos podem acertar um raciocinio por intimeras razoes sem ter, de fato,
absorvido o contetido em questao.

Questoes de multipla escolha ou de verdadeiro ou falso tem utilidade quando, por
exemplo, a agilidade no processo de corregdo deve ser consideravel. Mas lancar mao

destes meios com muita frequéncia pode minimizar a importancia do processo de solucao.
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Quando as resolugoes divergem, o professor deve identificar o erro, perceber a
incidéncia e planejar situagoes para provocar a sua superacdo. Em outras pa-
lavras, é necessario que o erro do aluno gere um desafio para o professor, pois o
professor exerce uma fungdo fundamental no processo de ensino-aprendizagem.
Ele é um mediador entre o aluno e o conhecimento, apresentando o contetido
de forma a fazer sentido para que o aluno possa gerar significado, promovendo
e mantendo o seu interesse. (OZORES, 2015).

Nesse sentido, a Analise de Erros aprimora o processo ensino-aprendizagem. Feita pelo
professor, ajuda a tracar um perfil da sala de aula em que atua e facilita a elaboragao de
novas estratégias de ensino. Feita pelo aluno, proporciona a compreensao do proprio erro,
o entendimento do proprio raciocinio e favorece a busca pela autocorrecao mediada pela

interacdo com os colegas, com o professor e com os livros didaticos.

3.6 Tecnologias Digitais de Informacao e Comunica-
¢ao (TDICs)

E indiscutivel o desenvolvimento tecnolégico na contemporaneidade e a utilizacao da
tecnologia propicia mediagoes praticas, acessiveis, com rapidez, seguranca e performance
em todas classes sociais, econdmicas e de pesquisa, de maneira que as informacoes sejam
transmitidas, discutidas e analisadas em altissima velocidade.

O uso da tecnologia no contexto educacional vem ganhando espaco, em especial as
Tecnologias Digitais de Informagao e Comunicagdo (TDICs), e mostram-se mecanismos
praticos, eficientes e atrativos para a mediacdo no ensino da Matemaética, principalmente
no estudo das funcgoes, graficos e visualizacao de figuras espaciais.

Nesta visao, softwares - educacionais ou nao - sao uma boa maneira de ilustrar con-
ceitos, vistos tridimensionalmente, de maneira dinamica e com evolucao temporal com
consideravel padrao de qualidade de modo que objetos mateméaticos podem ser compre-
endidos mais intuitivamente.

Ao manusearem as principais ferramentas de plotagem de gréaficos no software utili-
zado, houve maior facilidade de visualizacdo do comportamento das fung¢des abordadas
por parte dos académicos, desse modo, ficou claro aos cursistas que em determinados
momentos nas aulas de Matematica, é viavel a utilizagao de softwares ao invés das midias
lapis e papel. (SANTOS e MACEDO, 2013).

GeoGebra é a aglutinacio das palavras Geometria e Algebra. Este é um aplicativo
de distribuicao livre e é escrito em linguagem Java. O seu projeto inicial foi elaborado
em 2001 pela Universitat Salzburg e é desenvolvido atualmente pela Florida Atlantic
University. Pode ser encontrado no enderego: https://www.geogebra.org/?lang=pt.

E possivel realizar construcoes geométricas a partir de pontos, retas, segmentos de reta,

poligonos, inserir fungoes e alterar dinamicamente essas mesmas construgoes. Podem ser
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inseridas equacoes e coordenadas diretamente. Lida com varidveis para ntimeros, pontos,

vetores, derivadas e integrais, além de determinar raizes e pontos criticos de fungoes.

3.7 Acerca dos contraexemplos

Na matematica estamos interessados nas deducoes formais. Do ponto de vista da
validade, esse ¢ o nosso objetivo. Do ponto de vista da aprendizagem, ¢ preciso construir
a priori uma argumentacao, a partir da qual se produzira a deducao formal. O Geogebra é
uma poderosa ferramenta para ilustrar argumentos incorretos a partir dos contraexemplos,
como destaca (ALVES, 2012). A visualizagdo para a construcao dessa argumentagio é
uma saida para que a redagdo de uma demonstragdo nao se limite a simples aplicacao de
regras algoritmicas de forma irrefletida, (ALVES, 2012).

A seguir, citaremos dois exemplos apresentados em (ALVES, 2012).

Proposicao 1. Se uma fungao f: [a,b] — R ¢é definida em (a,b) entdo assume valores

extremos em [a, b].

Vamos definir a fungao

tanxsenzx, wxe(—7m/2,7/2)

Jle) = 0, +7/2

Vemos que f(x) é continua em (— /2, 7/2), mas nos extremos [—7/2, /2] nao existem

valores extremos para f(x).

Proposicao 2. Se uma fun¢io y = f(x) € definida em [a,b] e vale f(a).f(b) < 0, entdo
3 ce(a,b) tal que f(c) = 0.

Na fungao g(z) vemos que g(—1).g(1) = —1 < 0, porém, nao existem pontos [—1, 1],
tais que f(c) =0.

3.8 Sutilezas l6gicas: necessarias ou suficientes?

Jean-Paul Sartre assevera que o diabo mora nos detalhes (SARTRE, 1996). O que
nesta se¢do chamamos de perigos da profissao se tratam de detalhes l6gicos, como a
implicacao, condigoes necessérias e suficientes, generalizagdo apressada, desconsidera-
¢ao de parametros e restrigoes que representam condigoes de validade das afirmagoes,
entre outras. Abaixo, dois exemplos de situagoes em que os tais perigos da profissao se
tornam mais frequentes.No Teorema 3, do Capitulo 2, enunciamos o seguinte Teorema:

Se f(x) < g(x) para todos os valores de x em certo intervalo aberto contendo ¢, exceto
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possivelmente no préprio x = ¢, e os limites de f e g existem quando x se aproxima de
c, entao
lim f(z) < lim g(x)

r— C rT— C

certamente apresenta um risco de acidente de trabalho de natureza grave, ja que sob
as mesmas hipoteses, a afirmacao

lim f(z) < lim g(x)

r— C

é completamente falsa. O Teorema 9, no capitulo 2, afirma que se f tem uma derivada
em r = ¢, entdo f é continua em x = ¢, mas a reciproca é falsa, ou seja, uma funcao

nao tem necessariamente uma derivada em um ponto onde ela é continua.

Com base nestes referenciais tedricos, iremos investigar a seguir, mediante Questi-
onarios, cuja metologia sera discutida na abertura do capitulo 4, como os estudantes
percebem a disciplina, seu histérico escolar, o curriculo do ensino basico em relagao aos
pré-requisitos do CDI.

Quais os tépicos do Ensino Médio em que se apresentam mais dificuldades e também
aspectos de natureza sécio-econémicos, que sao percebidos como fatores de agravamento
das dificuldades ao longo do curso pelo proprio publico-alvo.

Mediremos a proficiéncia dos estudantes no tratamento de assintotas verticais e ho-
rizontais. Os resultados serdo contextualizados e interpretados de modo a confronta-los

com as pesquisas referenciadas neste capitulo aqui finalizamos.



Capitulo 4

Questionarios, amostras, analises,

interpretacao e hipodteses

4.1 Metodologia

Uma pesquisa envolve diversas etapas, desde a escolha do tema, dos objetivos prin-
cipais e secundarios, do publico-alvo, da identificacdo das varidveis pesquisadas, entre
outras. Um dos seus principais momentos, a propésito, é a coleta de dados, GIL (2002).

Existem muitas maneiras de coletar dados para uma pesquisa académica e os questina-
rios sao uma das mais frequentes. O modo como sao distribuidos, o tamanho da amostra,
a quantidade de espaco de armazenamento dos dados variam bastante em funcao das ferra-
mentas utilizadas e impactam diretamente nos custos da pesquisa, em recursos financeiros
e de tempo.

Conforme evidencia Zanini (2007), o formulario eletrdnico ¢ uma possibilidade que
minimiza estes custos. Solucao que apresenta longo alcance, alta confiabilidade dos da-
dos, acessibilidade, baixo custo em termos de tempo de e espago de armazenamento ¢é a
ferramenta da empresa Google Inc. chamada de Google Forms, com evidentes vantagens
conforme destacam Oliveira e Penteado (2016) e por essa razao foi escolhido para este
trabalho.

O Google Forms permite a criagao de formulédrios personalizdveis com opc¢oes de res-
postas nos formatos multipla escolha, checkbox, respostas em menu dropdown, resposta
curta, resposta em paragrafo, grid de miltipla escolha, escala linear de op¢oes, e também
data e hora Google (2017).

O modelo foi utilizado em larga escala nas escolas da SEEDF e em outras unidades
federativas ao longo da pandemia de SARS-COVID-19. Deve-se ainda levar em conta
o fato de que as respostas de um formulario sao agrupadas em uma planilha, também
dentro da estrutura Google.

O formulario é leve, rapido, responsivo, sendo hospedado pelo proprio Google e man-
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tém um resumo das respostas em modelo grafico, a fim de melhorar a visualizacdo. Além
dessas caracteristicas, e ainda fazendo uso da estrutura Google,é possivel também tornar
colaborativa uma pesquisa, convidando amigos e colegas para fazer parte na edicao das

perguntas e visualizagdo das respostas Google (2017).

4.2 Questionario 1 - Mestrandos do PROFMAT-UnB

Utilizamos um formuléario para conhecer o perfil de estudantes de uma disciplina do
Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT, da disciplina de Fundamentos de
Matematica. Depois de descrever nossa metodologia e procedimentos, além dos resultados,
faremos a necessaria critica da nossa abordagem, que serd aperfeicoada em trabalhos
futuros.

O principal objetivo deste modesto estudo foi refletir junto dos pares, com experiéncia
na profissao, sobre a sua vivéncia em calculo e sobre a sua formacao, reunindo também as
suas solugoes para os exercicios disponibilizados no formulario apresentado ao final deste
capitulo.

Esta pesquisa teve cunho mais qualitativo do que quantitativo, ja que quantidades
minimas de elementos para a validacao de uma amostra nao foram viaveis de se imple-
mentar, em func¢ao de fatores tais como a alta taxa de absenteismo dos estudantes, que em
geral trabalham todos os dias da semana, fora do Plano Piloto, em dois turnos diarios, as
dificuldades de mobilidade nos horarios das aulas e limitagoes provocadas pela resistente
pandemia de SARS-COVID 2.

Foram consultados 20 alunos da turma, a quase totalidade. Este tipo de estudo exige
que se conhecam as teorias e abordagens dos fenomenos que os pesquisadores querem
estudar e identificar pontos controversos ou lacunas no conhecimento Stockemer(2019).
Estas lacunas servirao como pontos de referéncia para a formulacao de hipoteses ou de
questoes a serem elaboradas em pesquisas futuras.

Os mestrandos que responderam ao Questionario, 25 por cento da turma, apresentam
idades acima de trinta anos, uma pessoa com 33, outra com 34, a seguir, trés com idades
de 40, 49 e 50 anos.

Todos os que responderam sao licenciados em Matematica. A facilidade na disciplina
e consideracoes sobre o mercado de trabalho juntamente com a necessidade de trabalhar
foram os fatores que levaram estes estudantes para o magistério.

Além de mestrandos, todos os participantes sao especialistas, e apenas um em area
nao diretamente relacionada com a disciplina que lecionam - Ensino Religioso - os demais
tem especializagdo em Educacao Matemaética e um em Gestao Educacional.

A respeito da atuacao como professora ou professor de Matematica, o tempo de pratica
foi de 6 anos, 11, 15, 26 e 32 de carreira. Estamos tratando com pessoas com experiéncia

consideravel no ensino.
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Sessenta por cento dos pesquisados sao oriundos de escolas publicas. A sua relacao
afetiva com a Matematica raramente comegou no Ensino Médio, em geral veio da facilidade
ao resolver problemas e exercicios e também pela afinidade com o assunto.

E espontdnea a afirmacao incisiva da dificuldade enfrentada em Cdlculo I, dentre
as pessoas que encontraram relevante estranhamento, vemos consideracoes "desafiador",
"traumatico”, "um pouco dificil, com muitas novidades e dificuldades", ja dentre as descri-
¢Oes mais positivas, encontramos "deslumbramento com o poder desta ferramenta" e uma
vivéncia "tranquila’.

Perguntamos sobre as principais dificuldades durante o estudo de Célculo I e, mesmo
aqueles que tiveram uma boa experiéncia, em geral tem recordacoes especificas de dificul-
dades.

"Entender as resolugoes e encontrar as suas aplicagoes", os "exercicios mais tedricos", a
"construcao de graficos usando a analise das derivadas de 2* ordem", "o desenvolvimento
e a metodologia do Célculo", sdo as observagoes dos mestrandos.

Estas respostas estdao em sincronia com os resultados obtidos pelos professores Dorr e
Wescley em seus estudos abrangentes sobre o tema, nesta mesma Universidade. Os seus
trabalhos também foram amplamente utilizados nesta nossa exposicao do assunto.

Pedimos sugestoes que os pesquisados dariam para as pessoas que apresentem as mes-
mas ou semelhantes dificuldades descritas por eles mesmos e obtivemos a recomendacao
de consultar "outros livros", além do livro-texto, em busca de "novos olhares", "explica-
¢oes" de outras perspectivas para compreender de maneira mais ampla. Um curso de
pré-calculo e a dedicagao aos pré-requisitos também foi recomendada.

A busca de "aplicacoes da andlise de como se comporta a derivada de 2} ordem em
determinado ponto ou intervalo", o estudo cuidadoso de variegados "exercicios resolvidos".

Quisemos conhecer a rotina de estudos dos entrevistados, apenas vinte por cento deles
apenas estudava. Os demais trabalhavam, em geral, desde muito jovens e os 'fins de
semana', no "sdbado", sobretudo, durante o dia, "pouca assiduidade" nos estudos, "pouca
disciplina", "pouco tempo', sao as respostas incisivas que recebemos.

O Questionario 1 a que os participantes tiveram acesso estd disponivel no Anexo
6.2 e imediatamente depois, seguem as suas respostas. Em seguida, procederemos a

interpretacao e andlise dos resultados.

4.3 Analise dos resultados - Questionario 1

Neste estudo, como modelo conceitual para identificar os possiveis erros dos estudantes
nos baseamos no Modelo da Hierarquia de Erros de Newman - NEHM - na sigla em inglés,
que compreende os erros de Leitura e Compreensao, de Transformacao, de Habilidades de
Processamento e Codificagao.

Observam-se nas reprodudes das respostas, disponiveis no Anexo que, aqueles que
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responderam foram capazes de ler compreender suficientemente ao identificar quando e
como calcular limites, na questao 1 e a derivada, na questao 2.

Ninguém dentre os pesquisados escreveu as afirmagoes matematicas nem as condig¢oes
em geral em que sao validas para se aplicar os limites.

Ou seja, temos aqui indicios de que ainda que possam compreender, é provavel que
tenham dificuldades em algum grau para transformar, modelar o problema usando lin-
guagem matematica, utilizando logica simbolica.

Observamos também que nenhum dos pesquisados definiu as variaveis utilizadas, ainda
que tenham realizado os procedimentos de maneira coerente.

Nao notamos dificuldades na leitura e interpretacao dos comandos das questoes. Mas a
compreensao aprofundada e o uso frequente da linguagem algébrica e simbdlica foi menor,
em consonancia com varios estudos, como em Dorr, Wescley, Newman.

Aumentar, durante o ensino, o foco sobre as necessidades dos estudantes em relacao
aos pré-requisitos curriculares. Os erros dos estudantes numa sala de aula requerem
uma atividade especializada focada nesses erros em relacao as competéncias e habilidades
necessarias.

H& uma demanda de aplicacao do profundo conhecimento do professor em relagiao aos
contetdos baseado nos erros e dificuldades dos estudantes quando ensinando um contetido
em particular Sapire et al. (2016).

As lacunas podem ser preenchidas por meio de uma pratica mais frequente na escrita
de solugdes com énfase na comunicabilidade das solugoes, e nao somente na eficiéncia do

algoritmo.

4.4 Questionario 2 - Graduandos

Esta investigacao obteve as respostas de 117 estudantes dos cursos de graduacao que
estudaram ou Matematica 1 ou Calculo 1 no Periodo 2022/2 na Universidade de Brasilia.
Estd disponivel, integralmente, no Anexo [6.2], o Questiondrio 2 a que os participantes
tiveram acesso, e imediatamente depois, seguem-se as suas respostas no Banco de Dados

gerado. Em seguida, procederemos a interpretagao e anélise dos resultados.

4.5 Analise dos resultados - Questionario 2

Contamos com 117 respostas para o Questionario 2. Solicitamos aos estudantes de uma
turma de Calculo 1 e uma turma de Matematica 1 do periodo 2022/2, da Universidade de
Brasilia - UnB, no Campus Universitario Darcy Ribeiro, que respondessem as perguntas
propostas.

Todas e todos os 117 participantes declararam que leram o Termo de Consentimento

e aceitaram participar da pesquisa.
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O nome e o endereco de e-mail foram informagoes opcionais.
Quando perguntado "Qual é a sua idade?" obtivemos respostas que vao dos 17 anos

aos 72 anos de idade. Sintetizamos as informagoes no quadro abaixo:
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17 19 anos 20 anos 22 24 27 kil 37 T2

Figura 4.1: Idade

Na Fig. [£.1], vemos que 18, 19 e 20 anos sdo as idades mais frequentes.
Perguntamos, a seguir, se o participante s6 estuda ou se estuda e trabalha, sendo que

pouco mais da metade s6 estuda, conforme ilustrado na Fig. [1.2}

® Somente estuda
@ Trabalha e estuda

Figura 4.2: Estuda/trabalha

Sabemos que a distancia da casa do estudante até a Universidade impacta a qualidade
desse mesmo estudo. Quando indagamos a respeito, obtivemos distadncia minima de 1 km
e distancia maxima de 90 km, com distancia média de 26 km de distancia.

Sobre o principal modo de deslocamento diario entre o Campus e a sua residéncia,
observe o resultado que obtivemos:

Na Fig. vemos que a grande maioria dos estudantes se desloca de 6nibus, seguida
de um grande contingente que se desloca de carro.

Em relagao a natureza privada ou piblica da rede em que esta inserida a instituicao de
ensino na qual o participante cursou majoritariamente o ensino fundamental obtivemos:

Na Fig. [.4] vemos que hd uma quase paridade em relagiao ao ensino fundamental,

provavelmente decorrente das politicas de agoes afirmativas.
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® Apé
@ De bicicleta

@ De énibus
@® Decarro
@ De metrd
—— |
56,8%

Figura 4.3: Forma de deslocamento

@ Fublica
48,3% ® Frivada

Figura 4.4: Ensino fundamental

Sobre o equivalente para o Ensino Médio, veja o que encontramos, conforme a Fig.
[4.5] nota-se uma diferenca maior.

Em relacao ao curso de graduagao do participante da pesquisa, os cursos sao dos mais
diversos, dentre os mais frequentes estao Ciéncia da Computacao, Ciéncias Ambientais,
Contébeis, Bioldgicas, Econdmicas, Farmécia, Engenharias (Elétrica, Florestal, Civil, Me-
canica), Agronomia, Fisica, Administragao, Estatistica.

Indagamos os estudantes sobre as razoes da escolha do curso mencionado anterior-

mente, dentre as respostas obtemos "mercado de trabalho", "area de interesse', "curriculo

I b

@ Fublica
® Privada

Figura 4.5: Ensino Médio
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do curso", "questao financeira', "por exclusao', "afinidade", "incentivo familiar", "tradicao
familiar", "concursos publicos", "variedade de campos de atuacao", "quantidade de vagas
disponiveis', "segunda graduacao", "sonho", "ndo sei', "por ter sido menor aprendiz na
area", "ser professor/a', "preferéncia desde o ensino médio", "inspiragdo a partir de um
professor", "testes vocacionais".

Perguntamos a seguir se "Vocé possui certifica¢oes adicionais, como cursos de idiomas

Y

ou de natureza técnica?", obtemos "SIM" em 61,9% das respostas e, portanto, "NAO" em
38,1%.

A questao seguinte foi: "Como avalia a sua relacdo com a Matematica no Ensino

Basico?" e produziu os resultados abaixo:

&

Figura 4.6: Relacao com a Matematica

@® Péssima
® Ruim
@ Regular

® Boa
@ Otima

Conforme a Fig. [£.6] notamos que Regular, Ruim e Péssimo sdo a maioria das respos-
tas.

A préxima pergunta que fizemos teve resultado de acordo com o que descreve a im-
portante literatura mencionada nas referéncias. Perguntamos se "Vocé considera que o
seu ensino basico forneceu a quantidade certa de teoria e pratica necessarios ao estudo e

aproveitamento no Célculo Diferencial e Integral?",

® Sim
® Nao

Figura 4.7: Quantidade de Teoria e Pratica como pré-requisito adequada

O resultado descrito na Fig. [4.7 ndo deixa de ser alarmante dado que estamos tra-
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tando dos alunos que, em geral, tiveram o melhor aproveitamento na Matematica e Suas
Tecnologias ao longo do Ensino Fundamental e Médio em suas classes.

Nas questoes a seguir, comecamos a inquirir, de fato, a respeito especificamente do
CDI, e comecamos por "quao dificil estd sendo a disciplina de Célculo para vocé até o

estudo de Limites?", obtendo

@ Muito facil

® Facil
Neutro

@ Dificil

@ Muito dificil

Figura 4.8: Dificuldade

Conforme a Fig. apenas 3,4% consideram a experiéncia do estudo de CDI estar
sendo "muito facil" e 5,9% "facil".

Lidando com expectativas, perguntamos "Vocé acredita que as licoes do curso de
Célculo Diferencial e Integral serao tteis para o crescimento de sua carreira?", 34,7%
responderam "SIM", 22% "Nao" e 43,2% "Talvez".

A seguir, foi perguntado "Qual é o assunto estudado durante o Ensino Médio que vocé
considera mais importante para o sucesso na disciplina de Calculo Diferencial e Integral?'
obtendo-se dentre as respostas, "Fungoes', "Trigonometria", "Fatoragao", "Geometria Ana-
litica", "Produtos Notaveis", "Polindémios", "Nao sei, pois ainda estou aprendendo a ma-
tematica bdsica necessaria’, "manipulacio algébrica", "Algebra’, "notacdo mateméatica',
'"Conjuntos".

Num exercicio de empatia com aqueles que serdo os seus futuros "calouros', os es-
tudantes responderam a pergunta '"Que tipos de sugestoes vocé faria para pessoas que
apresentem dificuldades no estudo do Calculo 17" com as seguintes observacoes ou ana-
logas: "fazer muitos exercicios praticos', "'mao se matricular em muitas disciplinas no
semestre em que estiver presente a disciplina de Calculo 1", "fazer as listas de exerci-
cios", "assistir videoaulas", "frequentar as monitorias", "tirar duvidas durante as aulas',
"estudar em casa quando possivel', "estudar em grupo', "revisar os topicos do Ensino
Médio", "sempre estudar contetidos adicionais e em graus de dificuldade maiores do que
os apresentados durante as aulas", "aulas particulares', "estudar resolugoes comentadas
de exercicios", "assistir aos videos disponiveis no moodle', "fazer analogias", "praticar as
notagoes".

Em geral, os estudantes tem uma visdo critica em relagdo a sua rotina de estudos,
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poucos estao satisfeitos com o ritmo de estudos atual e muitos mencionam a dificuldade
e disponibilidade de horéarios pelo tempo de deslocamento ou pelo trabalho.

As questoes abaixo estavam presentes integralmente ou em partes, nas Listas de Exer-
cicios das semanas anteriores a aplicagdo do Questionario.

A Questao 1, trata de assintotas horizontais:

Questao 1. Calculando o limite

] 2 — 21+ 2
lim ———
r—+00 x+1
obtemos:
(a) 1, Vx
(b) -1, ¥x
(©)
1, T — +00

0, se T — +00
flz) =

—1,se x— —o©

O desempenho dos participantes nesta questao 1 esta apresentado abaixo:

Opcgéo 1 —23 (19,5%)
Opgao2 [ —2(1,7%)
Opgao 4 —15 (12,7%)
Opgao 5 —7 (5,9%)
0 20 40 60 80

Figura 4.9: Respostas para a Questao 1

Conforme a Fig. [£.9] tivemos uma taxa de acertos de 60,2%.
A Questao 2, abaixo, aborda o calculo de um limite para uma assintota horizontal
com a presenca de uma funcao trigonométrica:

Questao 2. Calculando o limite abaixo, obtemos:
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x + sen?(x)
im ——=
T—+00 br +6

6
(a) 3
1
(b) 5
5
(c) 6
1
(d) 5
1
(e) 3
O desempenho dos participantes nesta questao 2 esta apresentado abaixo:
6/5 10 (8,5%)
5/6 14 (11,9%)
116 19 (16,1%)
13 12 (10,2%)
0 20 40 60 80

Figura 4.10: Respostas para a Questao 2

Conforme a Fig. tivemos uma taxa de acertos de 53,4%.

Apresentamos, a seguir, a questdo 3, que apresenta uma funcao polinomial racional
de grau 2, com pré-requisito a fatoracao, habilidade cuja competéncia é desenvolvida no
Ensino Fundamental 2.

Questao 3. Ao determinar todas as assintotas da fungao g(z) abaixo, obtemos:

2% + 1
9(x) = 222 — 3z
(a) Verticais: ndo existem, Horizontais: ndo existem;
(b) Verticais: z = 0, Horizontais: nio existem;
(c) Verticais: nao existem, Horizontais: y = —1 e y = —2;
(d) Verticais: z = —2 e x = 2, Horizontais: y = —1 e y = 1;

(e) Verticais: =0 e # = 3, Horizontais: y = 1.

O desempenho dos participantes nesta questao 3 esta apresentado abaixo:
Conforme a Fig. tivemos uma taxa de acertos de 50,8%.

Abaixo, e por ultimo, estd a Questao 4:

Questao 4.

Se y = mx + b é uma assintota obliqua de f, entao
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Verticais: ndo existem, o
X ) ~ i —6 (5,1%)
Horizontais: ndo existem

Verticais: x = 0, Horizontals: ndo

| o
existem 11 (9,3%)

Verticais: ndo existem,

- o
Horizontais: y=-1ey=-2 17 (14,4%)

V§n|ca|§: x=-2ex=2, —24 (20,3%)
Horizontais: y=-1ey=1

V Verticais: x.= 0 e.x =3/2, 60 (50,8%)
Horizontais: y = 1

0 20 40 60

Figura 4.11: Respostas para a Questao 3

flz)

1 ZA 7

r—+00

Jim_[7(a) = ma| = .

Logo, uma estratégia para encontrar as assintotas ¢é verificar se o limite lim,_, o,

72

f@) ¢

finito. Em caso afirmativo, denotamos por m o valor deste limite e verificamos se o limite

lim, 400 | f(x) — ma| é finito. Se este também for finito, denotamos por b seu resultado e

obtemos assim a assintota y = mx 4+ b. O mesmo vale quando x — —oo. Utilizando este

procedimento, calcularemos agora as assintotas da funcao

2 +1
f(x)_?)x—l
para obter:

(a)
el
Y7379

(b)
_2 2
Y73y

(c)
v 1
Y7973

(d)
v 1
Y7973
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(e)
v 1
Y7373

O desempenho dos participantes nesta questao 4 esta apresentado abaixo:

Opg&o 2 17 (14,4%)
Opgao 3 —16 (13,6%)
Opgao 4 18 (15,3%)
Opgao 5 14 (11,9%)
0 20 40 60

Figura 4.12: Respostas para a Questao 4

Conforme a Fig. tivemos uma taxa de acertos de 44,9%.

Observamos que os indices de acerto vao caindo consideravelmente a medida em que o
conteudo tedrico avanca. O Curso de Calculo 1 pode ser dividido, para fins diddticos, em
trés partes, trés momentos, limites, derivadas e integrais. Apenas em 33% do curso, isto

é, na primeira terca parte da disciplina, ja notamos uma queda de desempenho relevante.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Vimos que a boa compreensao dos conceitos e, sobretudo, o dominio dos algoritmos
oriundos de diversos teoremas, para a solucao de problemas algébricos é fundamental para
0 acesso a niveis mais elevados de complexidade nas diferentes sub-areas das Ciéncias
Exatas e da Terra, em consonancia com a exposigao de Rezende (2003).

Com os quatro capitulos anteriores é possivel ao leitor compreender a evolucao do
ensino de CDI no Brasil (Capitulo 1), os seus principais teoremas (Capitulo 2), alguns
modernos métodos e técnicas utilizados para a maximizagdo da compreensao (Capitulo
3) além de evidenciares as principais dificuldades enfrentadas pelos estudantes e como
mitiga-las (Capitulo 4).

Responderam-se as seguintes perguntas: Quais sdo os tépicos dentre os pré-requisitos
do CDI que os estudantes consideram mais dificeis? O Questionario 2, disponivel em [6.2
buscou responder a esta interrogacao. As respostas dos estudantes consultados em
foram apresentadas, sistematizadas, analisadas e interpretadas no capitulo 4.

Sao os exercicios mais importantes do que a teoria? Para esta questao, vimos na se¢ao
3.2 sobre Heuristica, juntamente com as respostas obtidas no Questionério 2, disponivel
em [6.2| que a resposta é afirmativa e corrobora os trabalhos de Tall (1978), Gazzoni e Ost
(2008), Pontes (2019), Prestes (2003), Hein (2000), mencionados nos Capitulos 1 e 3.

Como resolver problemas de matematica e de CDI em especial? Temos aqui, nova-
mente, uma confluéncia de resultados a partir das pesquisas citadas em e nos Questio-
narios 1, e[6.2] Qual é a influéncia da modelagem matematica e o estimulo & intuigao
na compreensao dos conceitos de CDI? E do que tratamos na breve secao ao abordar a
modelagem matemédtica, juntamente com a segdo [3.4] foram corroboradas pelos estudan-
tes, por meio de pesquisa qualitativa e quantitativa mediante Questionarios, disponiveis
nos el6.2

De que maneira as tecnologias da informacao e comunicagoes (TICs) podem contri-
buir para a aprendizagem? Nesta se¢ao mencionamos brevemente um software de
codigo aberto, o Geogebra, como exemplo catalisador na compreensao e visualizagao dos

conceitos, defini¢coes e teoremas do CDI.

74
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O que é e para que serve a analise de erros, em matematica? Como trabalhar contra-
exemplos de modo a evidenciar sutilezas? Para as duas ultimas questoes aqui postas, as
segoes [3.5] sobre Anélise de Erros e [3.7] sobre sutilezas légicas, respectivamente, destaca-
ram a sua relevancia e se coadunam com os resultados obtidos nos Questionarios 1 e 2,
disponiveis em [6.1] e [6.2]

A partir da literatura revisitada e dos dados coletados nos questionarios 1 e 2 vimos
que as dificuldades dos estudantes influenciam diretamente no compreensao e no aprovei-
tamento nas disciplinas de CDI. Além disso, tivemos a oportunidade de verificar que os
estudantes tem consciéncia da importancia dos tépicos considerados pré-requisitos. As
dificuldades aumentam quando sdo necessarias manipulagoes algébricas menos frequentes
e quando ocorrem fungoes trigonométricas e polinomiais.

A criacao de disciplinas eletivas nas diversas trilhas formativas no Novo Ensino Médio
(NEM), poderao contribuir para tornar mais suave a transigdo entre o ensino médio e a
graduagao. A construcao de eletivas com planos de ensino e planos de aula adaptados a
semestralidade é um dos nossos objetivos nos trabalhos futuros nessa linha.

Uma outra sequéncia para esta investigacao aponta para os egressos da Universidade, a
partir de andlises dos resultados do Enade, com tratamento estatistico usando o excelente
SPSS, um software de andlise estatistica avancada, vale dizer, de grande utilidade para o
tratamento de dados e informacgoes estatisticas.

Outro caminho que tomaremos a partir deste trabalho sera a investigagao das dificul-
dades no processo ensino-aprendizagem nas disciplinas de Algebra 1, 2 e 3 da graduacéo.
As dificuldades na Algebra ou na Combinatéria podem ser interpretados & luz da com-
preensao da Linguagem, num sentido amplo, e da Légica-simbdlica, em especial. Quais
seriam os beneficios e as dificuldades para se incluir o ensino da Algebra e do Anélise,
juntamente com outros idiomas artificiais, como as linguagens de programacao, dentro do
estudo das Linguagens, em geral? Estes sao caminhos derivados desta investigacao inicial
e poderao contribuir na perspectiva de novas interfaces entre estes contetudos cientificos

com frequéncia estudados distantes uns dos outros.
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Capitulo 6

Anexos e Apéndices

6.1 Anexo A

Na Universidade de Brasilia, a disciplina tem a seguinte ementa:
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EMENTA DE CALCULO | DA UNIVERSIDADE DE BRASILIA — UnB

Orgdo:
Codigo:
Denominagao:
Nivel:
Vigéncia:
Pré-req:
Ementa:

Programa:

Bibliografia:

Disciplina - Listagem de Ementa/Programa
Disciplina: 113034 - Calculo 1
(Ver Oferta)

MAT - Departamento de Matematica.

113034

Célculo 1

Graduagao

2016/1

Disciplina sem pré-requisitos

FungBes de uma varidvel real, limite e continuidade, derivada, integral,
aplicagbes da integral.

1. FungGes: conceito de fungdo; exemplo de fungGes de uma variavel real;
tipos de fungBes; graficos; fungdo composta; fungdo inversa; fungdes
trigonométricas e suas inversas; funcdo exponencial; fungdo logaritmo;

2. Limite e continuidade: conceito de limite; propriedades dos limites; limites
laterais; limites envolvendo o infinito; continuidade; Teorema do Valor
Intermediario;

3. Derivadas: conceito de derivada; reta tangente e reta normal; derivadas
laterais; regras basicas de derivagdo; regra da cadeia; taxas relacionadas;
derivada da fungdo inversa; derivagdo implicita; comportamento de fungdes;
maximos e minimos; Teorema do Valor Médio; regras de I'Hospital;
concavidade, inflexdo e  graficos; problemas de otimizagdo;

4. Integrais: primitivas; integrais indefinidas e suas propriedades; integral
definida e suas propriedades; Teorema Fundamental do Calculo; integragdo
por substituigdo; integragdo por partes; integragdo por fragdes parciais;
integracdo de produtos de fungBes trigonométricas; integragdo por
substituicdo inversa; integracdo por substituicGes especiais.

5. Aplicagbes da integral: aplicagBes da integral ao cdlculo de areas planas,
comprimento de curvas, volumes e areas de soélidos.

Bibliografia Basica :

THOMAS, George B., Calculo, S&o Paulo: Ed. Addison Wesley, 2008.

LEITHOLD, Louis , O calculo com geometria analitica - 3. ed. - Sdo Paulo:
Editora Harbra Ltda, 1994.

[ELIBRARY] Hill, G., Everything Guide To Calculus I : A Step-By-Step Guide
To The Basics Of Calculus - In Plain English! ebrary Reader, Editor: F+W
Media, 2011.

Bibliografia Complementar :

SWOKOWSKI, Earl William, Calculo com geometria analitica - 2. ed. — Séo
Paulo : Makron Books, 1994.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de calculo. Vol. 1. Rio de Janeiro: LTC, 2001.
STEWART, James. Calculo. Austrdlia; Sdo Paulo: Cengage Learning, 2013. 2
v. ISBN 9788522112586 (v. 1). Classificagdo: 517 S849c =690 2013
Ac.1013137 (16 unidades na biblioteca)

FLEMINNG, Diva M., GONCALVES, Mirian B. Calculo A: Fungdes Limite,
derivagdo e integragdo. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006.

PATRAO. Mauro. Célculo 1: derivada e integral em uma variavel. Brasilia:



Editora Universidade de Brasilia, 2011. Disponivel em
[http://repositorio.bce.unb.br/handle/10482/7183]




6.2. ANEXO B

6.2 Anexo B

Este é o Questionario 1 e as respostas obtidas

87



== Universidade de Brasilia

QUESTIONARIO

Este é um convite para vocé participar da pesquisa “Perspectivas no pro-

cesso de ensino-aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral”, desenvolvida por
Thales Victor sob a supervisao da Prof®. Dr®. Rui Seimetz, do Programa de Pds-
graduagao do Mestrado Profissional em Matematica em rede nacional PROFMAT
da Universidade de Brasilia - UnB, no Departamento de Matemética - MAT /UnB.

TERMO DE CONSENTIMENTO

Sua participacao é voluntaria e vocé pode recusar ou interromper o preenchi-
mento a qualquer momento. Sua contribuicao é fundamental para que esta pesquisa
possa alcangar seus objetivos e gerando resultados a partir da andlise das resolucoes
de exercicios relacionados ao calculo de limites e derivadas. Seu anonimato esta
garantido, de forma que nao hé riscos de que dados individuais sejam identificados
como seus. Os resultados serao tratados estatisticamente de forma agregada e os re-
spondentes nao serao identificados, privilegiando o sigilo das informagoes. Caso ex-
istam duvidas no preenchimento ou necessite de esclarecimentos, favor contatar-nos
pelo e-mail thalesvictordias@gmail.com ou pelo telefone 61 9 96607916. Agrade-

cemos sua atencao e esperamos receber sua valiosa contribuicao.
() Declaro que li e concordo em participar.

Perguntas preliminares:

1. Qual foi o seu curso de graducao? Por que o escolheu?

2. Qual é a sua idade?
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3. Possui pos-graduagao? Se sim, qual ou quais?

4. Voce atua como professor ou professora? De quais disciplinas? H&a quanto

tempo?

5. Voceé estudou o Ensino Médio em instuicao de ensino publica ou privada?

6. Qual era a sua relagao com a Matematica no ensino bésico?

7. Como foi a sua experiéncia no Calculo 17
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8. Qual foi a sua principal dificuldade durante o estudo do Célculo 17

9. Que tipo de sugestoes voceé faria para as pessoas que apresentem a mesma
dificuldade?

10. Como era a sua rotina de estudos?
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Para finalizar, Por gentileza, responda as duas questoes da préxima

pagina.

e Na Questao 1, responda os itens c e d;

e Na Questao 2, responda os itens a, b e c.

Muito obrigado!



S PPZ Universidade de Brasilia
.‘ Departamento de Matematica

Calculo 1

Lista de Exercicios — Semana 01

Temas abordados: Introducao ao Célculo e Revisao
Secoes do livro: 2.1; 1.1 a 1.3; 1.5; 1.6

1)

2)

Se a posigao de um carro no instante ¢ > 0 é dada por s(t) = (4 +¢?), entdo a velocidade
média entre os instantes t = 2 e t = 2 + h é dada por (veja Texto 1 e/ou video)
s(2+h)—s(2) [4+(2+h)Y—[4+ 2% h(4+ h)

: _ A = =T =4+h

Quanto mais préximo h estiver de zero, mais perto a velocidade média estara da veloci-
dade em t = 2, de modo que essa velocidade vale

52+ h) —s(2)
v(2) = lim, h

= lim(4 +h) = (4 +0) = 4.
h—0

Para cada fungao abaixo, simplifique o quociente (s(to+h)—s(to))/h que déa a velocidade
média entre os instantes t = ¢ e t = to+h. Em seguida, calcule a velocidade v(tq) fazendo
h se aproximar de zero.

(a) s(t) = t?, no ponto t; = 3 (b) s(t) = 3, no ponto ty =1

(c) s(t) = v/, no ponto ty = 9

a
(d) s(t) = so+ vot + §t2, com sg, v, a € R, em um ponto ¢, > 0 genérico

Dica: para o item (b), lembre que (a+4b)3 = a®+3a2b+3ab?4b3; para o item (c), multiplique o numerador e o denominador

por (V9 +h+3)

Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcao. Dado a € I, a reta tangente
ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a (Unica) reta que passa pelo ponto (a, f(a)) e tem
inclinacao igual a
f’(a) — lim f(l’) B f(a)’
Tr—a Tr—a

quando o limite existe (veja Texto 2 e/ou video). Neste caso, a equacdo da reta tangente
y =y(x) é dada por y — f(a) = f'(a)(x — a). A expressdo acima significa que, quando z
se aproxima de a, o quociente (f(z) — f(a))/(x — a) se aproxima do ntimero f'(a).

Por exemplo, se f(z) = 3

ad — 13 (z—1)(z*+2+1)
/ . . . 2 _ 2 o
f'(1) = }Jnnm1 -—71 —im @—1) = glcunl(x +r+1)=(1"+1+1) =3,

e a =1, entao

de modo que a equagao da reta tangente no ponto (1, f(1)) = (1,1) éy — 1 =3(z — 1).
Para cada uma das fungdes abaixo, determine a inclinagao f’(a) para o valor de a indicado.
Em seguida, calcule a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a))

(a) f(z)=2? para a =2
(b) f(z) = é, para a = 3

(¢) f(z) = mz+b, com m, b € R, para um valor genérico de a
Dica: para calcular f/(2) no item (a), fatore o numerador (z? — 4) de modo a cancelar o denominador (z — 2); no item

(b), calcule a diferenca (1/z) — (1/3) reduzindo as fragdes a um mesmo denominador, de modo a eliminar o denominador

(z—3)
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QUESTIONARIO - PESQUISA -
PROCESSO DE ENSINO-APRENDIZAGEM
DO CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL NA GRADUACAO - PROFMAT
- Universidade de Brasilia - UnB - Campus
Universitario Darcy Ribeiro - Plano Piloto -

Brasilia - DF.

Este ¢ um convite para vocé participar da pesquisa “Perspectivas no processo de ensino-
aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral”, desenvolvida por

Thales Victor sob a supervisao do Prof®. Dr°. Rui Seimetz, do Programa de Pos-Graduagdo do
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT - da Universidade de
Brasilia - UnB, no Departamento de Matematica - MAT/UnB.

*Qbrigatorio

1.  TERMO DE CONSENTIMENTO *

Sua participagdo € voluntéria e vocé€ pode recusar ou interromper o preenchimento a
qualquer momento. Sua contribui¢do ¢ fundamental para que esta pesquisa possa alcancar
seus objetivos e gerando resultados a partir da analise das resolugdes de exercicios
relacionados ao céalculo de limites. Seu anonimato esta garantido, de forma que nao ha
riscos de que dados individuais sejam identificados como seus. Os resultados serdo tratados
estatisticamente de forma agregada e os respondentes ndo serdo identificados, privilegiando
o sigilo das informagdes. Caso existam duvidas no preenchimento ou necessite de
esclarecimentos, favor contatar-nos pelo e-mail thalesvictordias@gmail.com ou pelo
telefone +55 61 9 96607916. Agradecemos sua atengao e esperamos receber sua valiosa

contribui¢ao.
Marque todas que se aplicam.

Declaro que li e concordo em participar.

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 112
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2. Nome (Opcional)

3. E-mail (Opcional)

PRIMEIRA PARTE
Aqui temos a inten¢do de conhecer um pouco mais sobre vocé e sobre a sua formagao,
especialmente relacionada ao desenvolvimento e aprimoramento de habilidades e competéncias da

Matematica e das suas tecnologias.

4. Qual é a suaidade? *

5.  Vocé, atualmente: *

Marcar apenas uma oval.

Somente estuda

Trabalha e estuda

6. Qual ¢ a distancia aproximada, em quilometros, de onde vocé reside até o Campus da *

Universidade?

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 2/12
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7. Qual ¢ o principal modo de deslocamento diario entre o0 Campus e a sua residéncia? *
Marcar apenas uma oval.
Apé
De bicicleta
De 6nibus

De carro

De metro

8.  Vocé cursou o Ensino Fundamental majoritariamente em institui¢do de ensino da rede: *

Marcar apenas uma oval.

Publica

Privada

9. Vocé cursou o Ensino Médio majoritariamente em instituicdo de ensino da rede: *

Marcar apenas uma oval.

Publica

Privada

10. Qual é o seu curso de Graduagdo? *

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 3/12
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11.  Emrelagdo a questdo anterior, por que vocé o escolheu? *

12.  Vocé possui certificagdes adicionais, como cursos de idiomas ou de natureza técnica? *
Marcar apenas uma oval.
Sim

Nao

13. Como avalia a sua relagdo com a Matematica no Ensino Basico? *
Marcar apenas uma oval.
Péssima
Ruim
Regular

Boa

Otima

T14.  Vocé considera que o seu ensino basico forneceu a quantidade certa de teoria e pratica *

necessarios ao estudo e aproveitamento no Célculo Diferencial e Integral?

Marcar apenas uma oval.
Sim

Nao

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 412
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15.  Quado dificil esta sendo o programa de Calculo para vocé até o estudo de Limites? *
Marcar apenas uma oval.
Muito facil
Fécil
Neutro
Dificil

Muito dificil

16.  Vocé acredita que as ligdes do curso de Calculo Diferencial e Integral serdo uteis parao  *

crescimento de sua carreira?
Marcar apenas uma oval.
Sim
Nao

Talvez

17.  Qual ¢ o assunto estudado durante o Ensino Médio que vocé considera mais importante ~ *

para o sucesso na disciplina de Calculo Diferencial e Integral?

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 5/12
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18.  Que tipos de sugestdes vocé faria para pessoas que apresentem dificuldades no estudo do

Calculo I?

19. Como é a sua rotina de estudos?

SEGUNDA Nesta segunda parte apresentamos questdes relacionadas ao estudo de
(E limites envolvendo o infinito, por meio de assintotas verticais e
ULTIMA) horizontais.

PARTE

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 6/12
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20. Calculando o limite abaixo, obtemos: *

_ Vaz —2x 4+ 2
lim
r—+oo r+1

Marcar apenas uma oval.

1,Vx —1,Vx

Opcao 1 Opcao 2
1, se r — 400 1, se
—1,s¢ x* — —¢ 0, se
Opgao 3 Opcao 4

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit

r — 400

7112
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0, se T — 400

—1,se x* — —

Opcao 5

21. Calculando o limite abaixo, obtemos: *

3
. r + sen”’(x
lim (=)
r—+oo  Hr + 6

Marcar apenas uma oval.

6/5
1/5
5/6
1/6

1/3

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 8/12
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22. Ao determinar todas as assintotas da func¢ao abaixo, obtemos: *

B 272 + 1
202 — 31

Marcar apenas uma oval.

Verticais: ndo existem, Horizontais: ndo existem
Verticais: x = 0, Horizontais: ndo existem

Verticais: ndo existem, Horizontais: y=-1ey=-2
Verticais: x =-2 e x =2, Horizontais: y=-1ley =1

Verticais: x =0 e x = 3/2, Horizontais: y = 1

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 9/12



23/12/22, 17:46 QUESTIONARIO - PESQUISA - PROCESSO DE ENSINO-APRENDIZAGEM DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL NA GR...

23. *
Se y = mx + b ¢ uma assintota obliqua de [, entao
. f(x)
lim i
E =400 I
o

lim _ |f(x) — mx| = b

=400

Logo, uma estratégia para encontrar as assintotas ¢ verificar se o limite lim,_, -ﬁril ¢ finito. Em caso
alirmativo, denotamos por m o valor deste limite e verificamos se o limite lim,_, y o | f(x)

me| ¢ finito. Se
este também for finito, denotamos por b sen resultado e obtemos assim a assintoia y = mae + b O mesmo
vale quando > —» — oo, Utilizando este procedimento, caleularemos agora as assintotas da luncao

) ¢+ 1
J&) =37
I)E\.I—.l'-l. ll}lll‘r:
Marcar apenas uma oval.
r 1 2r 2
g i = — —
=379 y=—5+
Q Opcao 1 Q Opcao 2
T N 1 T N 1
=973 =373

D) Opcao 3 D) Opcao 4

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 10/12
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k=4
I
wl e
|
bodi | =

Opcao 5
Gostariamos de agradecer pela sua participagao.
Para falar conosco, vocé pode enviar uma mensagem para
thalesvictordias@gmail.com ou para o numero de telefone +55 61 9
96607916.
CONCLUSAO

Assim que o resultado desta pesquisa estiver validado, vocé podera
acessa-lo na integra e constatar a importancia da sua participagao
para aprimorar a visao global que os autores construiram sobre o
tema.

Este contetdo néo foi criado nem aprovado pelo Google.

Google Formularios

https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 1112
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https://docs.google.com/forms/d/1hLkZ6njhPKa2JwIH3ji-C2ZSQoME_oAsj5BPJmmBLgs/edit 12/12
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Banco de dados gerado a partir do Questionario 2:



Qual é a sua idade?

20 anos

21 anos
19 anos

22 anos

19 anos

19 anos

20 anos

89
19
21
22
21
19

18
22
19

24
19

17
20
72
19

22
23

20
19

24
37
18
19
18
19
18
18
18
18
21
21
38
20
20
19
19

18
20
21
25
23
19
20

Vocé, atualmente:
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda

Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda

Qual é a distancia aproxi Qual é o principal modo « Vocé cursou o Ensino Fu

22km
50km
45km
35 km
27km
20km
13 km
60km
15km
20 Km
10km

89 A pé

25

mais ou menos 25 km

21 km
19 km
30 km

50 quilébmetros
15 Km

24km

28km

9km

25 km

13km

32km

42Km

68KM
30km

15 km

5km
25.8 km
10km

3 km

2 Km
33km

38 km
10 km

15km
20km
30KM
24 a 28 km

10

30

10

19

15
15

10

De metré
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De metré
De carro
De carro
De 6nibus
De carro
De metré
De carro
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De metré
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De carro
De carro
De carro
De carro
De carro
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De carro
De carro
De carro
De carro

De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De carro
De 6nibus
De carro

Privada
Privada
Publica
Privada
Privada
Privada
Privada
Privada
Publica
Privada
Publica
Privada
Publica
Publica
Privada
Privada
Privada
Publica
Privada
Publica
Pudblica
Publica
Privada
Publica
Privada
Privada
Publica
Pudblica
Publica
Privada
Privada
Privada
Privada
Privada
Privada
Publica
Publica
Publica
Privada
Privada
Privada
Privada
Privada

Publica
Publica
Privada
Privada
Privada
Privada
Privada



Vocé cursou o Ensino Me Qual € o seu curso de Gr Em relagéo a questdo an Vocé possui certificagbes Como avalia a sua relagé

Pudblica luta op Sim Péssima
Privada Ciéncias Biolégicas Me identifico na area e g Sim Regular
Publica Biologia Escolhi devido a ser meu N&o Regular
Publica Gestao de Politicas Publi area que me interessava Nao Péssima
Privada Ciéncia da Computagédo Por afinidade apos cursa Sim Boa
Privada CIENCIAS biolégicas Porque gosto da area de Sim Regular
Privada Ciéncias ambientais Area de interesse de trak Sim Boa
Privada Ciéncia da computagdo Porque tenho interesse r Sim Otima
Publica Ciéncia da computacdo Era o que mais me agrac Nao Péssima
Privada Ciéncia da Computagédo Afinidade com a area, bc Nao Otima
Publica Ciéncias Ambientais Interesse na area Sim Ruim
Privada Engenharia elétrica Por ser uma engenharia Sim Otima
Pudblica Gestao de Agronegdcios Maior identificacao Sim Péssima
Publica Ciéncia da computagdo Bom, escolhi porque gos Sim Péssima
Privada Ciéncias Ambientais Por me identificar com 0 Sim Regular
Privada Ciéncia da Computagao Afinidade com a area de Nao Boa
Privada Fonoaudiologia Por uma questéo de voc: Sim Boa
Pudblica Ciéncias Ambientais Sou formado em biologia Nao Boa
Publica Estatistica Gosto muito de exatas e Sim Ruim
Publica Ciéncias Ambientais Porque € uma area que t Nao Regular
Publica Ciéncia da computacdo Area com recursos que z Sim Boa
Pudblica Biologia- licenciatura Sempre me interessei pe Sim Ruim
Publica Farmacia Sempre gostei bastante « Ndo Péssima
Publica Agronomia Eu sempre tive interesse Nao Péssima
Privada Engenharia Elétrica facilidade com exatas e i Sim Boa
Publica Ciéncias ambientais Para poder me formar e | Nao Regular
Publica Ciéncias Contabeis Influéncia de amigos Nao Ruim
Privada Ciencias Contabeis Afinidade com o curso af Sim Ruim
Publica Ciéncia da Computagdo Durante parte do fundam Sim Boa
Privada Ciéncias da computagao Aptidao Sim Boa
Publica Ciéncia da Computagdo Gosto dos assuntos relac Sim Ruim
Privada Ciéncia da Computagdo Possui oportubidades de Sim Otima
Privada Ciencia da computacao Afinidade pelo conteido Sim Otima
Privada Ciéncia da Computagéao Afinidade com tecnologic Nao Otima
Privada Ciéncia da Computagao Pois quero trabalhar comr Sim Otima
Publica Ciéncias da computacdo E algo que realmente an Sim Regular
Pudblica Economia Pois acredito que compre Sim Ruim
Publica Ciéncia da computagcdo Afinidade pessoal, merce Sim Regular
Privada Economia Vontade de cursar uma z Sim Regular
Privada Engenharua Civil Minha familia atua na are Sim Boa
Privada Economia Sempre tive interesse na Sim Otima
Privada Ciéncia da Computacdo Meu pai € da area e eu a Sim Ruim
Privada Engenharia Civil Por que meus tios sédo er Sim Otima
Publica Ciéncia da computacdo Gosto da area Nao Ruim
Publica Ciéncias Econdmicas interesse genuino em es Nao Péssima
Privada Eng civil Minha familia tem muitos Sim Boa
Privada Ciéncias Bioldgicas Bacl Interesse na area de estt Sim Ruim
Privada Gestao de agronegocios Me identifiquei Nao Regular
Publica Ciéncia da computacdo Mercado de trabalho Nao Regular

Privada Economia apreco pela area e exper Sim Boa



Vocé considera que o se Quao dificil esta sendo o Vocé acredita que as ligé Qual é o assunto estudac Que tipos de sugestdes \

Sim
Nao
N&o
Nao
N&o
Nao
Sim
Sim
Nao
Sim
Nao
Sim
Nao
Nao
Sim
Nao
Sim
Nao
Néao
Nao
Nao
N&o
Nao
N&o
Sim
Néao
Nao
Nao
N&o
Sim
N&o
Sim
Sim
Sim

Nao
Néao
Sim
Sim
Sim
Nao
Sim

Muito facil
Dificil
Dificil
Muito dificil
Neutro
Neutro
Facil
Neutro
Dificil

Facil

Muito dificil
Facil

Dificil
Dificil
Dificil
Neutro
Neutro
Dificil
Dificil
Dificil
Neutro
Muito dificil
Dificil
Muito dificil
Neutro
Dificil
Muito dificil
Muito dificil
Neutro
Neutro
Facil
Neutro
Muito facil
Muito facil
Dificil
Dificil
Muito dificil
Dificil
Neutro
Neutro
Neutro
Dificil
Neutro

Dificil
Dificil
Neutro
Neutro
Dificil
Dificil
Dificil

Sim
Néao
Talvez
Nao
N&o
Talvez
Talvez
Sim
Talvez
N&o
Talvez
Sim
Sim
Talvez
Talvez
Talvez
Sim
Talvez
Sim
Talvez
Néao
Talvez
Sim
Talvez
Talvez
Sim
Nao
Nao
Talvez
Sim
Sim
Sim
Néao
Talvez
Talvez
Sim
Nao
Talvez
Sim
Talvez
Sim
Talvez
Talvez

Nao
Sim
Sim
Nao
N&o
Talvez
Sim

jliclkg kjklhijl

Polinbmios, Exponencial Fazer muitos exercicios |
Em minha opinido os ele olha dica em si eu ndo s¢
todos quem nao teve uma base
Funcao Estudar

Geometria analitica e fun Mais atividades e trabalh
Fungdes e matematica b. Fazer as listas, assistir vi
Fatoracao, trigonometria Tentar fazer as listas de ¢
Nao sei, ainda estou apr¢ Se tiver a mesma condi¢
Funcgbes, algebra basica. Aprender a fazer manipu

Funcdes Estudar mais e treinar co
Seno e coseno Realizar as listas e frequ
Funcgoes Tentar fazer mais exercic

Praticamente todos as as Buscar a monitoria ou co
Fungdes. Participar das monitorias
Nao sei, porque ainda né Reforgar os assuntos ens
Estudo das fungdes, equ Tentar ao maximo entenc
Funcgoes Estude mais.

Funcgao e trigonometria Revisar os conteudos do
Acredito que tudo, é nece¢ Buscar estudar por fora ¢
Tudo Nao subestimar a discipli
Fatoracao, radiciacdo, fu Rever conceitos basicos
Funcbdes Irem as monitorias e se [
fungdes Ir em todas as aulas extr.
fungdes, produtos notave procurar por video aulas
Fungdes Fazer exercicios com urr
Produtos notaveis e man Buscar resolugbes de ex
Baskara e Polinomios  Estudem bastante
Funcoes Se acalme, ndo tenha ve
Propriedades algebricas Veja os videos do moodls
Funcdes e Algebra Procurem entender os cc
Algebra e a manipulagao Revisar os conteudos ba

Trigonometria Estudar o conteudo de pi
Trigonometria, foi 0 assu Se esforgar para entende
Fatoragao Faca listas de exercicios
Trigonometria

Acredito que algebra terii Diria para estudarem ber
Funcgdes Revisao de conteudo est
Funcgoes

Algebra Procurar por analogias, €
Funcdes Fazer mais exercicios
Fatoracao, fungéo afim e Estudar

Geometria analitica Fazer exercicios até ndo
Fatoracao Estudar muito

Funcgoes Fortalecer a matematica

Aprender notagdes matel Estuda notagdes, os limit

Fungoes
Nao sei Fazer exercicios
fungdes que busquem a monitoric

algebra e trigonometria Fazer grandes quantidad
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hjljk Opcéo 4
Regular Opgéo 5
Minha rotina de estudo e Opgéao 4
complicadissima. Traball Opgao 4
Segquir o roteiro de estud Opcéo 3
Eu assisto as video aulas Opgao 3
Estudo todos os dias que Opgéo 1
3xercicio Opcao 1
Estudar o conteudo da s« Opgao 1
Atualmente esta meio lar Opgéo 3
Em torno de 2h por dia Opgao 3
Realizar ao menos 75% ( Opgéo 1
Reduzida devido ao trab: Opgéo 3
Esta sendo complicada r Opgéo 3
Estudo quando tenho ten Opgéo 5
Normalmente estudo de Opcéo 3
Ao longo da semana, sej Opgéo 3
1 hora por dia. Opcao 1
Tento entrar todo dia, par Opgéo 1
S6 tenho as manhas par: Opgao 3
na e nao confiar no que é Opcgao 2
Varia a cada dia e neces: Opgéao 4
Estudo sempre depois d: Opgao 3
Estudo o maximo que po Opcgéao 3
estudo calculo terga e qu Opgao 3
Estudo na parte da mant Opcéo 4
Muito curta, trabalho 8h ¢ Opgéo 1
2 hrs de aulas particulare Opgao 5
Tento estudar 1 hora diar Opgéo 3
Estudo antes de ir pra ur Opgao 3
Estudo todos os dias. Opcéo 1
N&o tenho uma rotina mu Opgéo 3
Resolucao de exercicios Opgéo 3
Estudo sozinho durante t Opgéo 3
Fazer a lista de exercicio Opgéo 3

Opcéo 3
Em relagéo a célculo vejc Opgéo 3
Estudo em média 4 hora: Opgéo 1

Opgéo 3
Corrida, tenho pouco terr Opgao 1
Primeiramente por video: Opgéo 3
Estudo um pouco a cada Opgao 3
Fraca Opcéo 3

Estudo pouco
Apenas no final de sema Opcéo 1

além das aulas, visito o E Opgao 1
5 horas por semana fago Opgao 3

Opcéo 1
Fraca, pela demanda de Opcgéao 4
vejo o contetido semanal Opgéo 3
Estudo na BCE ap6s a a Opgéao 3
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1/5
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5/6
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1/5
1/5
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1/5
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1/5
1/5
1/6
1/5
1/5

1/5
1/5
5/6
6/5
1/6
1/5
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Verticais
Verticais

Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:

Verticais

Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:

Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:

: ndo existem, H Opgéo 1
: ndo existem, H Opcéo 1
x = 0, Horizont: Opgéao 2
x=-2ex=2, Opgédo 5
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=3/2, Opcéao 1
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 3
x=0ex=3/2, Opgédo 5
x=0ex=23/2, Opgéo 1
nao existem, H Opc¢ao 4
nao existem, H Opc¢ao 1
x=-2ex=2, Opgéo 2
x=0ex=23/2, Opcéo 1

=-2ex=2, Opgéo 2
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 2
x=0ex=3/2, Opcéao 1
x=0ex=23/2, Opgéo 2
nao existem, H Opg¢ao 1
:x=0ex=23/2, Opcéao 1

=-2ex=2, Opgéao 5
x = 0, Horizont: Opgéo 2
nao existem, H Opgéao 2
x=0ex=3/2, Opcéao 1
nao existem, H Opgéo 5
nao existem, H Opgéao 2
nao existem, H Opg¢ao 1
nao existem, H Opgéo 4
x=0ex=3/2, Opcéao 1
x=0ex=23/2, Opgédo 5
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=0ex=23/2, Opcédo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 4

=-2ex=2, Opcao 4
nao existem, H Opgéo 5
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=0ex=23/2, Opcédo 1
nao existem, H Opgéo 3
x=-2ex=2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opcéo 1

nao existem, H Opc¢ao 3
x=-2ex=2, Opcéao4
x = 0, Horizont: Opgéo 1
nao existem, H Opgéo 5
x = 0, Horizont: Opgéo 1
x=0ex=3/2, Opcéao 1
x=0ex=23/2, Opcéo 1



Qual é a sua idade?
27 anos

54 anos

21 anos

22 anos
19 anos

20 anos.

20 anos

20
19
20
17
20
28
18
19
19
24
19
22
20
19
19
19
20
26
21

31
21
18
19
18
22

25
20
20
23
21
35
22
24
19
25

27
19
20
23
20

31

20
18

Vocé, atualmente:
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Somente estuda

Somente estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda
Trabalha e estuda
Somente estuda
Trabalha e estuda

Qual é a distancia aproxi Qual é o principal modo « Vocé cursou o Ensino Fu

25 km
23 km
7km

40km

2 km

30 km

10 km

37 quilédmetros
30 km

49 Km

5.5
23km

27 km

50km
52Km
27 km

22km
24km
35 km
22km
30 km

35/ 40 km
18 km

30 Km

52 km.
1km

5km
20 km

30km

45

30

45

40

28

10

22
40

Aproximadamente 4 km

25km
32km
20 km

27km
20km
01km
44km
54 Km
40km

53

De metrd
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De bicicleta
De metrd
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De metré
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De metré
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De carro
De carro
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De 6nibus

De 6nibus
De 6nibus
De carro
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus
De carro
A pé

De 6nibus
De 6nibus
De 6nibus

Publica
Privada
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Privada
Privada
Publica
Privada
Privada
Publica
Publica
Publica
Publica
Publica
Privada
Publica
Privada
Privada
Privada
Publica
Publica
Publica
Publica
Privada
Privada
Privada
Privada
Privada
Publica

Publica
Privada
Publica
Pudblica
Privada
Publica
Publica
Publica
Publica
Publica
Privada
Privada



Vocé cursou o Ensino Me Qual € o seu curso de Gr Em relagéo a questdo an Vocé possui certificagbes Como avalia a sua relagé

Publica
Privada
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Privada
Privada
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Publica
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Publica
Privada
Publica
Publica
Publica
Publica
Publica
Privada
Publica
Privada
Privada
Publica

Pudblica
Privada
Publica
Publica
Privada
Privada
Publica
Pudblica
Publica
Publica
Publica
Publica

Economia

Engenharia elétrica
Ciéncia da computagao
Licenciatura em Biologia
Ciéncia da Computagao
Biologia Bacharelado
Ciéncias Ambientais

Curso bastante util na pri Sim
Entre as matérias que eL Sim
Interesse pessoal e sens Sim
Afinidade com a matéria Nao
Sou apaixonado pela are Sim
Interesse desde pequenc Sim
Foi o curso que mais se : Sim

Computagao (Licenciatur Pois € uma area que esti Nao

engenharia civil
Ciéncias da computagao
Ciéncias econémicas
Computagéo

Ciéncia da computagao
Eng. Civil

Ciéncia da Computagao
Engenharia Civil

Ciéncia da computacao
Ciéncias Econémicas

ser um curso de exatas Nao
Por ser uma area que ab Nao
Pelo conteudo da grade « Nao
Pois gosto muito dessa € Sim
Grande mercado e certa Nao
Gosto da ideia de ser umr Sim
Sempre gostei da area Nao
Porque sempre gostei dc Nao
Porque sempre me intere Sim
Afinidade com o curso, p Sim

Engenharia de Computa¢ Afinidade com a area Sim

Ciéncias Biologicas

Minha matéria favorita nc Nao

Computacgéo Licenciatur: Desde os 18 anos traball Sim

Ciéncias contabeis
Engenharia florestal
Ciéncias Ambientais
Farmacia

Economia

Ciéncias Contabeis
Engenharia florestal
Ciéncias Ambientais
Ciéncias Ambientais
Ciéncias Ambientais
Ciéncias Contabeis
Ciéncias Bioldgicas
Agronegocio
Ciéncias contabeis
Contabeis

Ciéncia da Computacao
Engenharia florestal

Licenciatura em ciéncias
Biotecnologia

Ciéncias Biologicas
Biologia

Farmacia

Farmacia

Engenharia florestal
Economia

Ciéncias Econémicas
Engenharia Mecanica

Questao financeira Nao
Achei interessante Nao
Por ter afinidade com o n Nao
Porque quero prestar cor Nao
Pois gosto de saber com Sim
Foi o curso que mais ape Sim
Para ajudar no meio amkt Sim
Me interesso pela area Sim
Por amor e minha conexi Nao
Porque amo a area ambi Nao
Pelo amplo mercado de 1 Sim
Por afinidade. Nao
E minha segunda graduz Sim
N&o sei Sim
Facilidade Sim
Parecia legal Nao
Oportunidade Sim

Identificagdo com os idec Nao
Areas de interesse e mel Nao
Afinidade Sim
Curso que mais me ideni Nao
Afinidade com o curso e Nao
Afinidade com quimica e Nao
Porque eu gosto da area Sim
Pessoas que admiro Nao
Ingressei no referido curs Sim
Quero usar meus conhec Sim

Licenciatura em Ciéncias Afinidade, essa area senmr Sim

Biologia-Licenciatura

Porque eu sempre goste Sim

Péssima
Otima
Boa
Ruim
Otima
Ruim
Boa
Péssima
Regular
Ruim
Ruim
Boa
Regular
Boa

Boa
Otima
Péssima
Regular
Boa
Ruim
Boa
Ruim
Ruim
Regular
Péssima
Ruim
Regular
Regular
Regular
Péssima
Ruim
Otima
Péssima
Regular
Ruim
Regular
Boa
Péssima

Péssima
Regular
Boa
Regular
Regular
Boa
Ruim
Ruim
Ruim
Regular
Boa
Péssima



Vocé considera que o se Quao dificil esta sendo o Vocé acredita que as ligé Qual é o assunto estudac Que tipos de sugestdes \

Nao
Nao
Sim
Nao
Sim
Sim
Néao
Nao
Sim
N&o
Nao
Né&o
Nao
Sim
Sim
Nao
N&o
Nao
Néao
Nao
Nao
N&o
Nao
N&o
Nao
Néao
Nao
Nao
N&o
Nao
N&o
Nao
Nao
Nao
Néao
N&o
Nao
Néao

Muito dificil
Dificil
Neutro
Muito dificil
Facil

Muito dificil
Dificil
Dificil
Dificil
Dificil
Neutro
Dificil
Dificil

Facil
Neutro
Muito dificil
Dificil
Dificil
Muito facil
Dificil
Dificil
Dificil
Dificil
Muito dificil
Muito dificil
Muito dificil
Muito dificil
Dificil
Muito dificil
Dificil
Muito dificil
Dificil
Muito dificil
Muito dificil
Dificil
Muito dificil
Neutro
Muito dificil

Muito dificil
Dificil
Neutro
Neutro
Dificil
Neutro
Dificil
Dificil
Dificil
Dificil
Neutro
Muito dificil

Sim
Sim
Talvez
Talvez
Talvez
Nao
Talvez
Nao
Talvez
Sim
Sim
Talvez
Talvez
Sim
Talvez
Sim
N&o
Nao
Sim
Sim
Talvez
Talvez
Sim
Talvez
Nao
Talvez
Nao
Nao
Talvez
Sim
Talvez
Talvez
Sim
Nao
Nao
N&o
Sim
Sim

Talvez
Talvez
Sim
Talvez
Talvez
Talvez
Talvez
Sim
Sim
Talvez
Sim
Talvez

Divisdo, multiplicacao
Produtos notaveis

Estudar bastante
Facam as listas na sema

Exponeciacao e radiciagao

Logaritmo, fungéo, baske Fazer as listas

Trigonometria

Estude trigonometria e pi

Produtos notaveis e calci Revisar os fundamentos

Sem resposta
Funcgéao
n sei

Estuda mais..
Nao tem muito pra onde
como decompor equagde

Fatoragao e trigonometrii A compreensao dos conc

Fungao seno e cosseno,
Matematica basica
Funcgoes

Estudar matematica basi
Reforcar a matematica b.
Ter um detalhamento ma

Saber fazer bem os limite Treinar algebra

Funcdes

Funcbes, trigonometria.
Praticamente n&o tive au
Algebra basica
Trigonometria
Manipulagao algébrica
Trigonometria

Todos

Logaritmo

Revisar conteudos basic
Estudar a base da maten
Diminuir a dificuldade da
Fazer o maximo de ques
Siga o ritmo do curso e €

Repassar todo ensino me
A aula tedrica ser mais ¢
Pratiquem muito exercici

Estudo de equagéo e fatoragao
Eu passei a maioria do n Nao sei, eu sou uma del:

Fungdes

Todo ele, mas sem duvid
Fungdes e polinémios
Funcdes

Fungbes

Limites.

Geometria analitica
Toda matematica basica.
Fungbes

Equagdes

Oracao

Trigonometria

Funcao

Fixagao das propriedade

Treinar bastante

Estudar bastante pré-cali
Praticar e estudar fungoe
Monitoria e pratica de ex
Monitorar essas pessoas
Fazer exercicios todos o:
Estudo complementar po
Revisar os contetudos de
Aprender fatoragao, fung
Faga muitos exercicios
Grupo de estudos

Tente gostar do assunto,
Estudar funcgéo e todas a

de operagéo, e o seu usc Tentar fazer muitos exerc

Fungdes; Fracao; Potenc Fazer bastantes exercici

Funcdes

Equacgdes do 1 e 2 grau;
Funcdes

Polinbmios

Polindmio, fungbes
Produtos notaveis
Fatoragao, Polindbmios e
Trigonometria

Resolucao de exercicios
Estudar reta; funcoes

Fazer muitos exercicios,
Estudar o maximo que pi
Para retomarem os estuc
Refaca seu ensino médic

Equacgdes tanto de prime O site do khan academy

Matematica basica

Revisar muito conteudos
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Estudo durante toda a se Opgéao 4
Depende da quantidade  Opgéo 3

Opcéao 1

Opcao 3
Divido as horas entre as Opcgéao 3
Estudar a tarde apds as i Opgao 3
Preciso melhorar Opcéo 4
Estudo pra concurso de 1 Opgéao 2
fazer exercicios Opcao 3
Estudo pela manha e a t: Opgao 3
Eu procuro sempre estuc Opgao 5
Estudos todos os dias, e Opgéo 3
Estudo pela manha em ¢ Opgéo 3
estudo 7 horas por sema Opcéo 3
Estudar em casa, geralm Opgéao 3
N&o tenho horarios certo Opgéo 3
Acordar de manha e estu Opgéo 3

4 horas por dia Opcéo 3
Geralmente s6 estudo ac Opgao 3
Opgéo 3

S6 consigo de fato no ca Opgéo 3
Tenho pouco tempo para Opgéo 5
Nao tenho Opcao 3
Tento estudar teoria do ¢ Opgéo 1
Eu estudo quando da, nZ Opgao 4
Varia bastante de acordo Opcgéo 3
Por conta do trabalho e ¢ Opgéo 3
4 horas semanais Opcao 3
Tenho pouco tempo para Opgéao 3
Trabalho e tenho pouco t Opgéo 3
Tenho pouco tempo de e Opgéo 3
5 horas de estudo por se Opc¢ao 4
Estudo principalmente nc Opgéo 3
Nao tenho. Opgéo 3
Revisar as matérias no n Opgao 4
5 horas por dia Opcgéo 3
Estudo quase todo dia. E Opgao 3
Desorganizada, mais est Opgéo 5

3 a 4 dias na semana, de Opgao 3
Aula tedrica e exercicios Opcgéo 1
Tento ao menos praticar Opgéo 1
Tento estudar 3h por dia. Opgéo 3
Complicada Opcéo 3
Apenas final de semana Opcéao 3
Estudo 3 horas por dia al Opgéo 3
Estudo sempre quando g Opgéo 3
Neste semestre, estou ct Opgéo 5
)y de matematica Opgéao 3
Estudo umas 6 horas poi Opgéo 1
Eu trabalho o dia todo e ' Opgéo 3

5/6
1/6
1/5
5/6
1/5
1/5
1/3
6/5
1/6
1/5
1/5
1/5
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1/5
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1/6
1/5
1/6
1/5
1/5
1/5
5/6
1/5
5/6
1/5
1/5
5/6
1/5
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1/5
1/6

1/3
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1/5
1/6
1/5
1/5
1/5
1/5
1/6
1/6
1/5
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Verticais

Verticais:
Verticais:
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Verticais:
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Verticais:
Verticais:
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Verticais:

Verticais

Verticais:
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Verticais:
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Verticais:
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Verticais:
Verticais:

Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:

: ndo existem, H Opgéao 2
:x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgédo 5
x=0ex=3/2, Opgéo 3
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=3/2, Opcéao 1
nao existem, H Opgéao 2
x=0ex=23/2, Opgéo 2
x=0ex=3/2, Opgéo 4
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=0ex=3/2, Opcéo 3
x=0ex=23/2, Opgéo 3
x=-2ex=2, Opgéao4
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 3
x=0ex=3/2, Opgéo 3
x=0ex=23/2, Opgéo 1
nao existem, H Opc¢ao 1
x=-2ex=2, Opcédo4
x=0ex=23/2, Opgéo 1
:x=0ex=23/2, Opgédo 5
=-2ex=2, Opgéao 4
x=0ex=3/2, Opcéao 1
x=0ex=23/2, Opgéo 4
nao existem, H Opcgao 5
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=-2ex=2, Opgéao4
x=-2ex=2, Opgédo 5
x=-2ex=2, Opgao 2
=-2ex=2, Opcao 4
x=-2ex=2, Opcao4
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=-2ex=2, Opgédo 2
x=0ex=23/2, Opgéo 3
x=-2ex=2, Opgéao 3
x = 0, Horizont: Opgéao 2
x=0ex=3/2, Opcéao 1
x=-2ex=2, Opcéo 1

x=-2ex=2, Opgéao 3
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=0ex=3/2, Opcéo 4
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x=0ex=3/2, Opcao 4
x=0ex=23/2, Opcéo 1
x = 0, Horizont: Opgéo 1
x=0ex=23/2, Opgédo 5
nao existem, H Opgéo 5
nao existem, H Opc¢ao 3
x=0ex=23/2, Opcéo 1



Qual é a sua idade? Vocé, atualmente: Qual é a distancia aproxi Qual é o principal modo « Vocé cursou o Ensino Fu

22 Trabalha e estuda 36 km De 6nibus Publica
20 Somente estuda 30 De 6nibus Publica
18 Somente estuda 40km De 6nibus Publica
20 Somente estuda 15km De 6nibus Publica
22 Trabalha e estuda 43,5 De Onibus Publica
23 Trabalha e estuda 17 km De 6nibus Publica
23 Somente estuda 10 quilémetros De carro Publica
20 Trabalha e estuda 30km De 6nibus Privada
22 Trabalha e estuda 7 De carro Privada
20 Trabalha e estuda 30 km De 6nibus Privada
18 Somente estuda 39KM De 6nibus Pudblica
21 Trabalha e estuda 22km De 6nibus Publica
34 Somente estuda 46 km De 6nibus Publica
23 Somente estuda 35 km De 6nibus Publica
22 Somente estuda 12 km De metrd Pudblica
20 Trabalha e estuda 25 km De 6nibus Pudblica
20 Trabalha e estuda 40 km De 6nibus Publica

23 Trabalha e estuda 40km De carro Publica



Vocé cursou o Ensino Me Qual € o seu curso de Gr Em relagéo a questdo an Vocé possui certificagbes Como avalia a sua relagé

Publica Engenharia Afinidade Nao Boa
Publica Licenciatura em Biologia Por gostar de biologia e « Nao Regular
Publica Ciéncia da computagdo Gosto de programagao e Sim Regular
Publica Ciéncias Econbmicas Interesse em entender a Nao Regular
Publica Ciéncias Bioldgicas Gosto de estudar sobre ¢ Sim Ruim
Pudblica Ciéncias biolégicas A éarea de biologia sempr Nao Ruim
Publica Engenharia Florestal Pela quantidade de vaga Sim Regular
Pudblica Engenharia de redes de  Mercado de trabalho amj Sim Regular
Privada contabilidade tradicdo familiar Sim Boa
Publica Licenciatura em Ciencias Inspiragdo Familiar Nao Regular
Publica Ciéncias Biolégicas Bact Gosto muito da drea e m Sim Otima
Publica Ciéncias Contabeis Fui menor aprendiz na a1 Sim Péssima
Publica CIENCIAS BIOLOGICAS Interesse pessoal pelo es Sim Regular
Publica Biologia Sempre gostei muito de ¢ Sim Regular
Privada Ciéncias Econdbmicas  Afinidade com as questd Sim Boa
Publica Administracao Mercado de trabalho e bt Sim Boa
Publica Licenciatura em fisica  Me encantei pela matéric Nao Regular

Publica Ciéncias Contabeis Mercado de trabalho Sim Regular



Vocé considera que o se Quao dificil esta sendo o Vocé acredita que as ligé Qual é o assunto estudac Que tipos de sugestdes \

Sim
Sim
Nao

Sim
N&o
Nao
Sim
Nao
Nao
N&o
Néao
N&o
Nao
Néao
Sim
Nao
N&o
Nao

Neutro
Dificil
Neutro

Neutro
Muito dificil
Dificil
Dificil
Neutro
Dificil
Neutro
Dificil
Dificil
Neutro
Dificil
Facil
Neutro
Dificil
Dificil

Sim
Talvez
Nao

Sim
N&o
Talvez
Sim
Sim
Nao
Talvez
Sim
Talvez
Talvez
Talvez
Talvez
Sim
Sim
Nao

Matematica Fazer mais exercicios
Algebra, principalmente | Estudar bastante algebre
Trigonometria (n&o sei, p Ir as monitorias e tirar du

Fatoracao de polinbmios Vejam o bésico e estude

Fatoragao e algebra Aulas particulares
nao sei dizer ir nas monitorias
pre-calculo da uma revisada em vide

Fatoracao e trigonometri: Focar em revisdes de pre
equagdes fazer muitos exercicios e
Limites Sempre trabalhar exercic
Funcbes e polinomios  Revisem os conteudos a
A base de dos calculos e Fazer monitoria

Funcdes Revisar os contetdos de
Faturagao, mmc, regras ( Estudar com antecedénc
Conjuntos, Fungoes, poli Ter almplo dominio da bz
Fungdes, Equacgdes, Gec Construir uma base sdlid
Manipulagées algébricas Constancia e resolugao ¢
Funcbes, logaritmos, trig: Professor unico entre tec



Como ¢ a sua rotina de € Calculando o limite abaix Calculando o limite abaix Ao determinar todas as assintotas da fung&o abaix

Quase diariamente Opgéo 3
Normalmente comeco a « Opgéo 4
Faco os exercicios que s Opg¢éao 1
Se as aulas sdo até 12 h

Opcéo 3
Baguncgada Opcéo 3
sem rotina fixa Opcao 3

corrida. Nao trabalho no Opcéo 4
2 vezes na semana estuc Opgao 1
de segunda a sexta pela Opgéo 3
dificil, ndo sobra muito te Opcao 4
Nos meios de semana nc Opgao 3
Estudo aos finais de semr Opgéao 4
Leio as apostilas e faco ¢ Opgao 1
Estudo pelo menos 2 hor Opgéo 3
Passo das 8 as 13 na un Opgéo 1
Estudo aproximadament« Opgao 3
Consigo estudar apenas Opcgéo 3
Cansativa, estou no ultimr Opgao 1

1/5
1/5
1/5

1/5
5/6
6/5
5/6
1/6
1/3
5/6
1/6
1/6
6/5
6/5
173
1/3
5/6
173

Verticais:
Verticais:
Verticais:

Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:
Verticais:

x=-2ex=2, Opgédo 5
x=0ex=23/2, Opcédo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 1

x=0ex=23/2, Opcéo 1
x = 0, Horizont: Opgao 3
nao existem, H Opcao 4
x=-2ex=2, Opcéo 1
x=0ex=23/2, Opgéo 1
x = 0, Horizont: Opgédo 3
nao existem, H Opgéo 4
x =0, Horizont: Opgéo 2
x=0ex=23/2, Opgéo 3
x = 0, Horizont: Opcéo 4
nao existem, H Opgéao 2
x=-2ex=2, Opgéo 1
x = 0, Horizont: Opcéo 1

=-2ex=2, Opgéo 2
x=-2ex=2, Opgao 3
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